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RESUMO

O objetivo deste trabalho é apresentar a base tedrica para o problema de
aprendizagem através de exemplos conforme as ref. [14], [15] e [16]. Aprender através
de exemplos pode ser examinado como o problema de regressao da aproximacao de
uma funcao multivaluada sobre um conjunto de dados esparsos. Tal problema nao é
bem posto e a maneira classica de resolve-lo é através da teoria de regularizagao. A
teoria de regularizacao classica, como sera considerada aqui, formula este problema
de regressao como o problema variacional de achar a func¢ao f que minimiza o

funcional

n

QU == (i — f(x)* + Allfl%

i=1
onde || f||% é a norma em um espaco de Hilbert especial que chamaremos de Niicleo
Reprodutivo (Reproducing Kernel Hilbert Spaces), ou somente RKHS, JH definido
pela fun¢ao positiva K, o nimero de pontos do exemplo n e o parametro de regula-

rizagdo A. Sob condigoes gerais a solucao da equagao é dada por

n
f(z) = Z ;K (x,x;).

i=1
A teoria apresentada neste trabalho é na verdade a fundamentacao para uma
teoria mais geral que justifica os funcionais regularizados para a aprendizagem
através de um conjunto finito de dados e pode ser usada para estender conside-
ravelmente a estrutura classica a regularizacao, combinando efetivamente uma pers-
pectiva de analise funcional com modernos avancos em Teoria de Probabilidade e

Estatistica.



ABSTRACT

The purpose of this work is to present the theoretical framework for the pro-
blem of learning from examples developed in [14], [15] e [16]. Learning from examples
can be regarded as the regression problem of approximating a multivariate function
from sparse data. The problem is ill-posed and the classical way to solve it is using
Oregularization theory. Classical regularization theory, as we will consider here, for-
mulates the regression problem as a variational problem of finding the function f

that minimizes the functional

n

1
QU =~ D (i — f@:)* + Al %
i=1
where || f]|% is a norm in a Reproducing Kernel Hilbert Spaces IH defined by the
positive function K, n is the number os data points or examples and A is the re-

gularization parameter. Under rather general conditions the solution of equation

18

The theory developed in this work is the foundation for a more general theory
that justifies regularization functionals for learning from finite sets and can be used
to extend considerably the classical framework of regularization, effectively matching
a functional analysis perspective with modern advances in the theory of probability

and statistics.



1 INTRODUCAO

A compreensao da inteligéncia é considerada um dos grandes problemas da
ciéncia hoje. Para cientistas renomados como Tomaso Poggio e Steve Smale este sera
o grande problema deste século [2], assim como a descoberta do c6digo genético foi
para a segunda metade do século passado. O problema de aprendizagem representa
a passagem entre descobrir como o cérebro funciona até criar maquinas inteligentes
que aprendam através de experiéncias e aumentem sua capacidade de resolucao de
tarefas. O aprendizado por exemplos se refere a um sistema que é treinado com um
conjunto de exemplos ao invés de ser programado. Este tipo de sistema, que podem
aprender através de exemplos a executar uma tarefa especifica pode ter muitas
aplicagoes, como a geréncia de uma conta de ativos no mercado financeiros. Decidir
sobre empréstimos a clientes de um determinado banco, ajudar um médico a decidir
o melhor tratamento a um dado conjunto de sintomas, etc. No caso de empréstimos
a clientes de um determinado banco, consideramos cada empréstimo um ponto em
um espago multidimensional de variaveis caracterizando suas propriedades e a esse

ponto ¢é associado um valor binario: "bom”ou ”mau” negdcio.

O que se supoe é que uma maquina € treinada ao invés de ser programada para
desenvolver uma determinada tarefa. Treinar significa minimizar a func¢ao que me-
lhor representa a relagao entre os dados de entrada e os dados de saida. A principal
questao em teoria de aprendizagem é o quanto esta funcao é bem generalizada, isto

é, que confianca podemos ter na previsao dos dados que esta funcao da.

A integracao de Monte Carlo é um exemplo classico em Teoria de Aprendiza-
gem. Seja f :[0,1]" — IR. O processo de Monte Carlo para computar a integral
me[O,l]" f(x)dx consiste em tomar uma amostra aleatéria de pontos xy, zs, ..., Ty €

[0,1]™ e caleular I,,(f) = = > f(2;). Sob condigdes amenas sobre f, temos que

lim Proby, . {|In(f) - / fl>e=o.



Aprender, neste caso, significa que a medida que m aumenta tem-se que a
probabilidade de I,,,( f) estar a uma diferenga maior que € de f f tende a zero, ou seja
quanto mais exemplos tivermos menor sera a probabilidade de erro. Tecnicamente

isto é conhecido como aprendizado PAC (Probably Approximately Correct).

O objetivo é entao aprender o valor da integral (um ndmero real) através da
amostra. Observe que aqui a medida que governa a amostra é conhecida (medida
de Lebesgue em IR™), mas a idéia pode ser usada também para uma medida des-
conhecida. Se px é a medida de probabilidade em X € IR", um dominio ou uma
variedade, I,,(f) aproximard com alta probabilidade [ cx f(x)dpx, para m grande,

desde de que z1, xs, ..., x,, estejam distribuidos em X de acordo com a medida px.

A teoria de aprendizagem foi introduzida no final da década de 60. Até 1990 ela
era puramente analise tedrica do problema de estimar uma funcao de um conjunto
de dados dado. No meio da década de 1990 novos tipos de algoritmos de aprendi-
zagem foram desenvolvidos (chamados support vector machines), baseado na teoria
que havia sido desenvolvida. Isto fez da Teoria de Aprendizagem nao apenas uma
ferramenta para andlise tedrica, mas também uma ferramenta para criar algorit-
mos praticos para estimar fungoes multidimensionais. Este trabalho apresenta uma
visao geral dos aspectos tedricos da Teoria de Aprendizagem, que é uma Teoria que
estd em pleno desenvolvimento, por isso algumas estimativas que serao apresenta-
das neste trabalho ja foram melhoradas, mas apresenta-las foge do objetivo, que é
demonstrar as bases da teoria de aprendizagem clésica e apresentar a generalizagao

desta para Teoria de Vapnik.



2 UMA VISAO GERAL

O objetivo deste capitulo é apenas dar uma idéia geral de como o algoritmo a
ser estudado funciona. Para tal, este capitulo descrevera de uma maneira heuristica
o algoritmo que através de um conjunto de dados z = (z;,y;) obtém uma funcao
f:X — Y (onde X é um subespaco fechado de IR" e Y C IR) que generaliza as

associacoes do conjunto.

A partir de um conjunto de dados (x;, ;)" se escolhe um nicleo simétrico
positivo definido continuo K,(z') = K(x,2') em X x X. Um bom exemplo é o

7fooc’ 2

. . Zllz=z )% .
nicleo Gaussiano K, (z') = e~ 202 restrito a X x X.

Apés definido o nicleo se define f : X — Y como f(z) =Y ", ¢;K,,, onde ¢ =
(c1,¢9y ey Cm) € (myl 4+ K)c =y, onde I é a matriz identidade e K é a raiz da matriz
positiva definida com elementos K; ; = K(x;,x;), y é o vetor com coordenadas y; e y
¢ um parametro real positivo. Como K é positivo e (my[+K) é estritamente positivo
entao o sistema linear (myl + K)c = y é bem posto. O nimero de condicionamento

¢ bom se m~y for suficientemente grande.

O algoritmo descrito acima pode ser derivado da teoria de regularizagao de
Tikhonov ref. [16] e [17]. Para encontrar a fun¢do que minimiza o erro do problema,
se resolve o ERM (Empirical Risk Minimization) que consiste em achar uma fungao

em [H (um espago de fungdes) que minimiza
1 & )
E Zzl(f(xz) - yz) )

que é mal posto, dependendo das hipdteses sobre IH. Seguindo Tikhonov, para

resolver o problema, pode-se minimizar o funcional regularizado
RS 2 2
=Y (fla) =)+ f
L

que é bem posto, onde || f||% ¢ a norma em Hy o Ntcleo Reproduzido em Espagos
de Hilbert(RKHS) definido por K, o termo 7| f||% ¢ o termo regulador que garante

unicidade e suavidade da solucao.



Considere o espago linear gerado por K, e defina o produto interno deste
espago como sendo (K, K;;) = K(v,7;) e estende linearmente a >"_, a;K,;. O
completamento deste espaco na norma associada é o RKHS, que é um espago de

Hilbert com norma || f||%, como foi dito acima.

Para minimizar o funcional na equacao acima, toma-se a derivada do funcional
com respeito a f e aplica-se um elemento f de IHk e iguala-se a zero. Assim obtém-

se:

m

% > (i = f(@a)F () = (f, F) = 0.

i=1

Esta equacio ¢é vélida para qualquer f € IHy. Em particular para f = K, tem-se

onde

Substituindo f(z) =Y ", ¢;K,, em ¢; = v ohtém-se (myl + K)c = y.

my

No capitulo 7 este algoritmo serd demonstrado de maneira formal. Pode-se
repetir este mesmo raciocinio para uma funciao V (y, f(x)) ao invés de (y; — f(x;))%
Chegar-se-4 que f(z) = 1", ¢;K,,, mas o sistema dado por (myI + K)c = y serd
diferente, provavelmente nao linear, dependendo da forma de V. Esta generalizacao
foi realizada primeiramente por Vapnik e a solucao deste problema d&a origem a

Teoria de Vapnik.



3 DEFINICOES BASICAS

Para modelar o estudo de Teoria de Aprendizagem precisa-se definir varios
objetos matematicos que serao os alicerces desta teoria. Um objeto primario do
desenvolvimento é a medida de probabilidade p que governa a amostra, a qual nao

se conhece, mas que também nao é o objetivo revelar.

Seja X um dominio compacto ou uma variedade compacta em um Espago

Euclidiano, Y = IR* e seja p uma medida de probabilidade em Z = X x Y.

O valor esperado (esperanga), denotado E(§), e a variancia, denotada por

02(€), de uma variavel aletéria sao definidos da seguinte maneira:

B = /Z ¢dp
E((¢ - E(©)*) = E(&) - (B(©))”

Como o objetivo principal é encontrar uma funcao que aprenda determinada
tarefa através de um conjunto de treinamento, isto é, encontrar uma f a partir de
um conjunto de dados, precisa-se de algo que nos dé uma referéncia do quao boas

sao essas funcoes de aproximagoes, para isso se define o erro de f como:

() = 2p(f) = / (fx) —9)Pdp. f:X Y.

Pode-se entao escrever problema da seguinte maneira: Qual é a f que minimiza

o erro ¢(f)?

Para analisar esta questdao decompor-se-a este erro, €(f), como a soma de dois
componentes, o erro de aproximagao e o erro amostral, nos préximos capitulos se
analisard cada um desses dois erros. Para isso considere que para cada x € X, p(y|z)
¢ a medida de probabilidade condicional em Y e px a medida de probabilidade

marginal,



onde m: X XY — X éaprojecao de X XY em X .

Para toda funcao integravel ¢ : X x Y — IR o Teorema de Fubini, afirma que

/ny (P(«T,y)dp—/x (/Y SD(y,x)dp(y\x)) dpx

DEFINICAO: A funcio regressao f, de p ¢é definida por

f(x) = /Y ydp(y|z) = Ely] para ylz.

Para cada z € X, f, é o valor esperado de y na fibra {z} x Y. Observe que hipéteses

de regularidade sobre p induzem regularidade sobre f,.

Dado um espago Z = X X Y e uma medida p o objetivo é encontrar f(z) =
fo(x) = [, ydp(y|z). Para fazer isto, primeiro se procura tal funcao dentro de um
espaco de fungoes IH, a qual se chama de fp, e apds aproxima-se estda fungao por

uma func¢ao de regressao, f,

Fixando x € X e considerando a funcdo de Y em IR que leva y em (y — f,(x)),
(o valor esperado é 0), a variancia é o*(z) = / (y — fo(x))*dp(y|x).
Y

Fazendo a média sobre X, definimos

o = /XU2(x)de —o(f).

O numero az pode ser visto como uma medida de quao precisa é a solucao do

nosso problema, analogo ao ntimero de condicionamento em &lgebra linear.

PROPOSICAO 1: Paratoda f: X —» Y

“(f) = /X (@) — fofa))? + o2



(f(z) =

)dp= /Z (f(z) = fola) + folz) —y)* dp =
F(@) = f(0)dp + /X () = vy
(F(2) = Fo(2)) (o) — ) dp =

XxY

(
Y(
(f(z) = folz)
+/X (/Y (f(x) = folz)) (fo(z) _y)) dpy|z)dpx =
(f(z) = folz)

x) — 13)2—1—0%.

/
- /.
+2
= [ @ -s@ P+ [ ([ G- dotolo)) .
/X

A [ ( — fo(z))* + o” fornece uma média do erro que cometemos usando f

para modelar fp.

Como aﬁ ¢ independente de f, esta proposigao indica que f, tem o menor erro
possivel entre todas as fungoes f : X — Y. Assim 0’2 representa o limite inferior
do erro ¢ e observe que este limite inferior é valido para qualquer f em qualquer
espaco de fungoes. No trabalho se fara estimativa de erros para alguns espacos de
funcoes especificos, mas nenhuma destas estimativas pode ser menor que aﬁ, pois

foi mostrado que este é um limite inferior para o erro.

DEFINICAO: Seja z € Z™, 2z = ((x1,11), (T2, Y2), -ey (T, Ym)) uma amostra em

Z™. O erro empirico de f com respeito a z é dado por

onde €(z) = f(x;) — y;-

DEFINICAOQO: Para cada funcao f : X — Y denotamos por fy a fungao

fy: X xY =Y
(z,y) — f(z) -

Observe que e(f) = E(f2) e e, = E.(f2) e como a esperanga de fy é zero, sua

variancia é az.



3.1 Convergéncia em Probabilidade

Dada f e uma amostra z, (f) é desconhecida mas ¢,(f) pode ser conhecida.
O principal Teorema desta se¢ao faz uma estimativa da probabilidade de (f) e
e,(f) estarem a uma diferenga maior que e. Para facilitar a notagao definimos um

funcional que mede esta diferenca, chama-se este funcional de defeito.

DEFINICAO: Seja f: X — Y. A funcao defeito de f

Lz(f) = Lp,z(f) = E(f) - gz(f)

TEOREMA A: Seja M >0e f: X — Y tal que |[f(z) —y| < M qs. em Z,

entao para todo € > 0

i —me>
Prob{z € Z™ : |L.(f)| <€} =21 —2exp (W)

onde o2 ¢ a variancia de f32.

O Teorema A fala sobre a probabilidade de o erro empirico estar a uma di-
ferenga € do erro £(f), ou seja, ele limita a Prob{|L.(f)| < €} para uma funcao
f X — Y. Além disso pode-se observar que quanto maior for m mais provavel
serd que |e(f) — e,(f)] < €, isto é quanto maior for minha amostra maior serd a
probabilidade da funcao que minimiza o risco empirico estar préxima da funcao que
minimiza o erro. Em suma o Teorema diz que se €,(f) é pequeno entao a probabi-
lidade de que &(f) seja pequeno é bastante alta. A demonstragao deste teorema é

uma conseqiienciencia direta da Desigualdade de Bernstein.

PROPOSICAO 2(Desigualdade de Bernstein): Seja £ uma varidvel aleatoria
no espaco de probabilidade Z com E(§) = pu e 02(€) = 0% Se |£(z) — E(§)| < M

para todo z € Z, entao para todo € > 0

m

Prob{z ezm: |%Z§(zz) — 1

=1

> < —meQ
-~ € S 2€Xp m

A demonstracao desta proposicao esta no Apéndice A.



PROVA DO TEOREMA A: Adimitindo as hipéteses do Teorema A, seja o2 a

variancia de f&. Tem-se que
Prob{z e Z™: |L.(f)| < e} =1— Prob{z € Z™ : |L.(f)| > €}
Usando a desigualdade de Bernstein para a segunda probabilidade obtém-se

i —me?
Prob{z € Z™ : |L.(f)| <€} =1 —2exp (Q(JT%]W%))

3.2 Funcoes Alvo

O processo de aprendizagem nao acontece sem treino, i.e. sem um conjunto de
dados. Algumas estruturas precisam estar presentes para que o processo se inicialize.
Para desenvolver formalmente a teoria, supoe-se que esta estrutura toma a forma de
uma classe de fungoes. Analisa-se o erro de f supondo que f : X — Y pertence a
um conjunto de fungoes IH, pois fazendo certas hipoteses sobre IH pode-se estimar

o erro. Seja C(X) o espago de Banach de funges continuas em X com norma

If[I = sup | f ()]
zeX

O espago onde o algoritmo ird procurar a melhor aproximacao possivel para

f, € um subconjunto compacto IH de C'(X) e se chama de espaco da Hipétese.

A principal escolha neste trabalho é um subconjunto compacto de C'(X), mas
se ird também considerar bolas fechadas nos subespacos de dimensao finita de C'(X).
E bastante importante esta escolha de IH, pois desta maneira garantimos a existéncia

de fu e f. (definidos abaixo).
TEOREMA: Se IH é compacto entdo existe f em JH tq f minimiza [, (f(z) — y)2 dp.

Prova: Primeiramente observe que ¢ : C(X) — IR é continua pois dado H C
C(X) tal que para toda f € H, |f(x)—y| < M q.s., entdao |e(f1) —e(f2)] <
2M || f1 — fall o € le=(f1) —e-(fo)| < 2M || f1 — fo]| ., implicando que ¢,¢, : [H — IR
sao continuas em [H. Como [H é compacto temos que o subconjunto dos reais €(H )

é compacto, logo assume minimo, ou seja existe uma sequéncia f, € IH tq (fy)
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tende para o minimo de £(/H). Esta sequéncia f,, € IH tem uma subseqiiéncia que

converge para f € IH, que tem erro minimo, pois IH é compacto e € continua.

DEFINICAO: A funcio f é uma funcio que minimiza o erro e(f), satisfazendo

wip [ (#(@) =) dp.

feH
Como e(f) = / (f — fp)2 + 02, fm também é um minimo de
X

min/X(f—fp)Q.

feH

Aqui fp nao é necessariamente tnica, pode-se garantir a unicidade quando IH

for convexo.

DEFINICAO: Scja z € Z™ uma amostra. Definimos a funcdo alvo empirica

fm. = f. como a fungdo que minimiza o erro empirico ,(f) sobre f € H, i.e.
satisfaz
1 m
. 2
min — ) — i) .
min E 1 (f (@) = ui)
1=

A existéncia de f, segue da compacidade de IH e da continuidade de €,. Observe

que f, nao depende de p.

Define-se o erro normalizado de f € IH como

en(f) = e(f) — (fm) = /X (F = £.)2dp— /X (f - fa)dp.

Denomina-se este erro como normalizado pois ep(fm) = 0, note também que

Da Proposigao 1, tem-se que (f) = / (f(z) = f(x))dp + o2, entdo e(fz) =
X
cunlfz) +elfm) = [ (2 f dp+ o
b'e
Considere a soma g (f.) + ¢(fm). O segundo termo na soma depende da

escolha de JH mas é independente da amostra. Aqui e(fp) é o erro da aproximagao

e e (f.) é o erro da estimativa (amostral).
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Tem-se entao dois problemas distintos, estimar o erro amostral e o erro de
aproximacao, um depende de IH e o outro é dependente de Z. Para um IH fixo
o erro amostral cai quando o nimero de exemplos aumenta (veremos no Teorema
C), mas o erro de aproximacao diminui quando o tamanho de /H aumenta, entao
em(f.) = e(f.) — e(fm) aumenta quando [H aumenta, ja que £(f,) ndo depende de
H. Isto é, quando IH aumenta uma das parcelas do erro aumenta (erro amostral)

enquanto a outra dimunui (erro de aproximagao).

3.3 Estimativas Uniformes do Defeito

O segundo principal resultado, o Teorema B, estende o Teorema A para uma
familia de fungoes. Enquanto o Teorema A é uma aplicacao imediada da desigual-
dade de Bernstein, o Teorema B é uma versao da principal estimativa em Teoria de

Aprendizagem.

DEFINICAO: Seja S espaco métrico e s > 0. O nimero de cobertura N(S,s) é

o nimero minimo de bolas de raio s que cobre S. Quando S é compacto (aplica¢ao

do Teorema de Heine-Borel), este nimero é finito.

TEOREMA B: Seja [H um subespago compacto de C'(X). Suponhamos que para

todo f € H, |f(x) —y| < M q.s. em Z. Entao, para todo ¢ > 0

€ —m€2
Problze Z™: sup |L.(f)] < >1—N<ZH,—>2 ,
e {Z € 2" sup |L()l < 6} = sar) P (4(202 n M2e/3))

onde

0® = 0*(IH) = sup o*(fy).
feH

PROPOSICAO 3: Se |fi(x) —y| < M q.s. para j = 1,2, entdo para z € U™

|LZ(f1) - LZ(fZ)‘ <4M Hfl - f2Hoo'

PROVA_: Primeiro observe que

(fi =9 = (o =) = (fi2) = fo(x)) (fi(2) = folx) —29)
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Tem-se entao

e(fr) —e(fa)l =

KURVAITR A dp} <
< ||f1—f2||oo/Z|f1—y+f2—yldp§

< ufl—fZHQO/ZUfl—y\+\f2—y\>dpg
< oM |fi— fill

Também para Z € U™, tem-se

|5Z(f1) - 52(f2)|

Z filwi) = fol@) (fi(@:) + falas) = 29:)| <

< [[Ai— foll Z|f1 ) = vi) + (fol@i) —wi)| <
< i = follw 2M

Assim

|L.(f1) = L(f2)| < |e(f1) —e(f1) —e(f) +e(fo)] < i = fall o 4M.0O

Seja IH C C(X) tal que para todo f € H, |f(x) —y| < M quase sempre, entao
le(f1) —e(f2)l < 2M || fi = fallo € [e2(f1) —ex(f2)] < 2M |[f1 = f2l|, implicando

que ¢,¢, : IH — IR sao continuas.

LEMA 1: Sejam H=S5,U S U...US;ee>0. Entao,

feH fes

Prob{Z c ZM :sup |Ly(f)] > e} ZProb{sup |Lz(f)] > 6}.

Isto segue da equivaléncia

sup |L.(f)| > € < 3j <Iltal que sup |Lz(f)| > ¢

feH feSj
= Prob{z e Z™ :sup |L.(f)| > e} ZProb sup |L.(f)| > €,
feH = fes;

pois a probabilidade da uniao de eventos é limitada pela soma das probabilidades

destes eventos. [
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PROVA DO TEOREMA B: Seja |l = N(H,¢/(4M)) e consideramos fi, ..., fi

tais que a uniao dos discos D; centrado em f; e de raio €/(4M) cobre IH. Seja U
um espago de medida um em que |f(z) —y| < M. Pela Proposi¢ao 3, para todo

ZEUmefEDj

€
L) = L) SAMI = fil, < AM 5 =

Como isto é verdade para todo z € U™ e f € D;, temos

sup |L.(f)] > 2e = |L.(f;)| = €.
f€D;

Assim para j =1,...,1

Prob {z € Z™ :sup |L.(f)| > 2&‘} < Prob{ze Z™ :|L.(f;)| > €}

fEDj

< 2exp <2<02( ]2y>> +M2€/3)> .

Usando o Teorema A, o Teorema B segue de

Prob{sup |L.(f) < e} = 1- Prob{sup |L.(f)| > e} >

feH feH

—me>

l
> 1-9 2 >
—me?
> 112 _
= P (4(202 n M%/S))
2

€ —1me
— 1-N (H, —> 2 0
sa) =P (4(202 n M2e/3))

Observe a semelhanca do Teorema B com o Teorema A. No Teorema A estima-
se a probabilidade da funcao defeito de uma f ser menor que € , no Teorema B se
faz esta estimativa nao para apenas uma funcao, mas para um espaco de funcoes,

por isso se inclui os niimeros de coberturas.

PROPOSIQAO 4: Seja I uma familia de funcoes de um espaco de probabilidade

Z em IR e d a distancia sobre F. Seja U C Z um espaco de medida completa tal

que



a) |£(Z)| < B paratodo £ € Fetodo Z €U e
b) |Lz(e1) — Lz(e2)| < Ld(e1,e2) para todo €1,e9 € F e todo Z € U™,

onde

L) = [ €2)dp— 37 60

Entao, para todo € > 0

Me?

Prob {z € Z™ : sup |L(€)] < e} >1- N(F,e/(2L)) 2exp (

¢eF 4 (20% 4 Be/3)

onde 0% = ¢*(F) = sup o*(§).
ger

A prova é similar a prova do Teorema B.

)

14
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4 ESTIMANDO O ERRO AMOSTRAL

O objetivo nesta secao é saber quao bem f, aproximara fp. Ou em outras pa-
lavras, quao pequeno pode-se esperar que o erro amostral € ( f,) seja. O algoritmo,
descrito no Capitulo 1, gera uma funcao baseada na amostra, i.e. uma f,. Necessita-
se, entao, saber se esta fungao é uma boa aproximacao para f. Para isso, analisa-se
o erro de f, para fi e de f para f. O Teorema C, que é uma consequéncia do

Teorema B, faz esta estimativa. Para demonstra-lo, necessita-se do seguinte Lema:

LEMA 2: Seja [H um subconjunto compacto de C'(X). Sejame >0e0 < < 1

com

Prob{z e Z™:sup |L.(f)] < 6} >1-4.
feH
Entao,
Prob{ze Z™ :ep(f.) <2} >1—46.
PROVA: Por hipétese, tem-se com probabilidade maior que 1 — § que
e(f:) <euf:) +e
e:(fm) <e(fm) +e

Além disso, como f, minimiza ¢, em IH, tem-se que

e(f) <e.fm)

Portanto, com probabilidade pelo menos 1 — §
e(f.) < e.(f.) Fe<efm) +e<e(fm)+2e
e, assim,
em(f.) <2e0

TEOREMA C: Seja IH um subconjunto compacto de C'(X). Supanhamos que,
para todo f € H, |f(z) —y| < M q.s.. Seja

o’ = 0’2(][']) = sup o> (f}%) ,
feH
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onde o2 (f2) é a variancia de f&. Entao, para todo ¢ > 0

Prob{ze€ Z™ ey (f.) <€} >1— N (H,e/(16M)) 2exp (8(402_—T;426/3)> '

PROVA: Basta trocar € por €/2 no Lema 2 e aplicar o Teorema B.

COROLARIO: Seja IH um subconjunto compacto de C(X). Assume que, para

todo f € H, |f(x) —y| < M q.s.. Entao para que €, > 0 satisfaga
Prob{ze€ Z™ :ep(f.) <e}>1-9§ (4.1)
é suficiente que o niimero de exemplos satisfaca

oz SIS (o (i1 5)) 4 (5]

PROVA: Seja

€ —me?
=N(IH,—— )2 .
0 < ’16M> P (8(402+M26/3))

Entao pelo Teorema C (4.1) é satisfeita

e B )
€xXp (8(402 —|-M26/3)) N N(]H7 6/(16M)>

(8(402 fﬂi%/a) - [N(H,eiuw))]
N(H,e/uw))]

me> = 8(402+M26/3)ln[ 5
8 (402 + M?¢/3) € 1

> = -

m > . In | N(H, ) +=| .0

€

4.1 Estimando Numeros de Coberturas

Como pode-se perceber, para aplicar os Teoremas B e C, tem-se que saber os
valores, ou pelo menos ter uma estimativa, dos ntimeros de coberturas. Nesta secao
serao feitas estimativas para o nimero de cobertura de certos conjuntos compactos

em espagos de Banach de dimensao finita e espacos de Sobolev.
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DEFINICAO: Seja S um espaco métrico. Para k > 1 define-se

er(S) = inf {e > 0 : 3 bolas fechadas Dy, ..., Dy com raio € cobrindo S} .

Observe que ex(S) < n < N(S,n) < k. Note que para todo R > 0, ex(RS) =
Reg(S). Aqui RS = {Rx :z € S}.

DEFINICAO: Para k > 1, define

0p(S) =sup{d >0:3xy,..., 2411 €S t.q. para i # j,d(z;,x;) > 20}

Por exemplo, S sendo a esfera de raio 1, o(S) = v/2. Observe que para todo k > 1,
pr(S) < ex(S) < 201(5).

LEMA 3: Sejam F um espaco de Banach de dimensao N e B; a bola unitaria em

E. Paratodo k> 1
N < en(By) < A(k+ 1)V

PROVA: Observe que ¢r(B;) < 1 para todo k € IN. Seja p < ¢x(B;). Entao,
existem x1,..., g4 tais que d(z;, ;) > 2p para 1 < i # j < k+ 1. Seja D; =
zj+pBy1, j=1,...,k+1. Claramente D; (| D; = () se i # j e além disso, para todo
x € D;, ||z|| < ||z — ;]| + ||z;]| < p+1< 2. Portanto D; C Bs.

Como um espaco vetorial, F é isomoérfico ao IRY. Qualquer isomorfismo induz sobre
E uma medida V' que é invariante sobre a translacao e ¢ homogénea de grau N com
respeito a homotetias (ie, V(AB) = ANV(B) para todo conjunto mensuravel B).
Usando esta medida, chega-se a

k+1 k+1
V(D) SV(By) = > pNV(By) <2VV(By)

=1
= (k+1)pY <2V = p<20k4+1)" N

Daqui tem-se que ex(B;) < 4(4 + 1)~V

Para a outra desigualdade considere € > er(B;). Entao existem bolas fechadas
Dy, ..., Dy de raio € cobrindo B; e consequentemente V (B;) < keVV(By). Portanto
EUN <e O
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DEFINICAO: Seja = € IR, define-se [x]| o maior inteiro menor ou igual a x.

PROPOSICAO 5: Sejam E espaco de Banach de dimensao finita e By = {z € E : ||z|| < R}
e seja N = dimE. Entao In N (Bg,n) < NIn(4R/n).

PROVA: Seja k = R%)N . 1] Entdo k + 1 > (%)N e

A+ 17N < L= en(By) < 1 & enlBr) <n e N(Brin) <k

Ui
R

N
Como k < (%) ,entdo In N (Bp, 1) < Nn (4R/1).0
4.1.1 Versao Logaritmica dos Nimeros de Entropia

Para k& > 1 definimos o k-ésimo niimero de entropia do espago métrico S como
U(S) = inf {e > 0 : 3 bolas fechadas Dy, ..., Dyx_; com raio ¢ combrindo S}

DEFINIQAO: Seja F e F Espacgos de Banach e T': ' — F' um operador linear,
entao define-se Vi (7T") = 9 (T'(By)).

LEMA 4:
a) I(T) <ne N(T(By),n) <2k -1

b) 9T (Br) = RIx(T).

PROVA: a) Usando que e;(S) <n < N(S,n) < k, temos que
ex(T) < 116 exo(T(B) <1 & N(T(By),n) <2 — 1.

b) Basta ver que

er(T(Br)) = ex(T(RBy)) = ex(RT(B,)) = ex(RT) = Rey(T).0
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4.1.2 Estimando Numero de Entropia para Espacos de Sobolev

Se X é um dominio compacto em IR™ com contorno suave, o espago C*(X) estd
bem definido. Para todo s € IV, pode-se definir o produto interno em C*°(X) por
(f,9), =/ > D*fDy,
X
la<s
onde a € IN"|a| = a; + as + ... + o, D*f é a derivada parcial

olelf

0x{*0x5? ... Oxon

e integra-se com respeito a medida de Lebesgue p e sobre X inerente ao espaco
Euclidiano. Denota-se por || ||, a norma induzida por ( ),. Quando s = 0, o produto

interno coincide com o produto interno de L2 (X) tem-se || [[o = || I| .-
m

DEFINICAO: O espaco de Sobolev H*(X) é o completamento de C*°(X) com

respeito a norma s.

O Teorema da Imersao de Sobolev afirma que, para s > 1/2 a inclusdo Js :
H*(X) — C(X) é bem definida e limitada. Do Teorema de Rellich segue que esta
imersao é na verdade compacta. A definicao de H*(X) pode ser extendida para

s € IR, s > 0 ver Edmunds e Tirebel ref.[4].

Assim, se By denota bolas fechadas de raio R em H(X), pode-se tomar Hp, =

H= JS(BR)

Suponha que H é a imagem de Bg em C(X). O principal resultado em nimero
de entropia de espagos de Sobolev afirma que, se X C R é um dominio compacto

com contorno suave e s > n/2, entao para todo k > 1

Ve(Js) < C (%)S/n

Este € o tinico resultado téorico nao trivial deste trabalho que nao sera demonstrado,
a prova provém do Teorema geral de Edmunds and Triebel [3, pagina 105], considere
S1 =8, 8 =0, p; =2 e py; =o00. Observe que C' é constante e independente de k

(que depende X e s).
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PROPOSIQAO 6: Seja Br uma bola fechada de raio R centrada na origem em
H*(X) e H = Js(Bg) sua imagem em C(X). Entao, para todo € > 0

n/s
InN(H,e) < <R—C> +1

€

C n/s on
PROVA: Sejan = Ree k = {(5) w Entaon > C (%) ™ Pela desigualdade

U(Js) < C (%)S/n, nés temos que i (J;) < n e portanto N(J,(By,n)) < 2% — 1.

Assim

n/s
In(N(Js(Bgr),Rn)) =InN(Js(B1),n) <k < (R—C> +1.0

€

4.2 Espago de Hipdteses Convexo

Quando o espaco de Hipdteses IH é convexo pode-se garantir a unicidade de
fm, além disso pode-se garantir que o expoente da estimativa dada pelo Teorema
C seja linear em €. Observe que quando (73 = 0, tem-se que para todo f € ]Lf)(X),
o?(fZ) = 0. Portanto, 02, = 0 e o expoente no Teorema C fica %, linear em e.
Uma outra maneira de tornar esta dependéncia linear é supor o espago de Hipdtese
HH convexo. E verdade que a constante do expoente é maior, mas a dependéncia em
e do expoente deixa de ser quadratica e passa a ser linear. Se IH é um subespaco
compacto e convexo de C'(X) e se para todo f € HH, |f(z) —y| < M. Entao, para

todo € > 0

€ —me
m . < > — b
Prob{z € Z™ :em(fz) < ey >1-N (H’ 24M) b (288M2>

Esse resultado é o Teorema C* que vem a seguir, porém para demonstréa-lo necessita-
se dos Lemas e Proposicoes que serao enunciados e demonstrados a seguir.
Sabe-se que fp é uma funcdo em H, onde a distancia em IL2(X) a f, ¢ minima.

Como dito anteriormente se IH é convexo, entao f, ¢ tnica.
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LEMA 5: Seja IH um subconjunto convexo de C'(X) tal que f exista. Entao fi
é tinica em IL2(X) ¢é para todo f € IH

[ = 17 < enth),

PROVA: Seja S = fyf o segmento de reta com extremidades fy e f. Se IH é

convexo entao S € H.

T

Como fp minimiza distancia em ]Lf, a f, sobre IH, temos que para todo g € S

1fer = Foll < llg = ol

Isto implica que o angulo jjf;f é obtuso o que implica

1w = Fly < AF = Foll = 1Lfw = ol -

Pela lei dos cossenos, temos que

1o = FIL, = 1y = Furlly + 11 = Fully = 2cos @1 f, = fullIIf = full-

Como cosf < 0, tem-se que

o= FI2 =11 fo = Sl + NLf = fulls-

O que implica

1f = fulll < o= FI2 = Nfp = full?

Ou seja

/X (o — )2 < e(f) — fm).

Observe que o argumento geométrico é valido pois IH um espago de Hilbert.
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o . / " . .
Para provar a unicidade de fy, suponha por absurdo que fj e fp sejam dois
minimos, como IH é convexo o segmento de reta fy; fp; estd em IH. Pelo mesmo

T T
argumento acima tem-se que f,fp f € fofpfr sd@o obtusos, absurdo a nao ser que

fu=fuO

Suponha que além de convexo, IH é subconjunto compacto de C'(X), entao os
nimeros de cobertura N(IH,n) sao finitos. Assuma que existe M > 0 tal que para

todo f € H, |f(z) — y| < M quase sempre.

Para uma amostra z € Z™, o erro empirico em IH de f € H é ey .(f) =
ez(f)—e.(fm). Observe que epy - (f.) < 0. Sejal(f) : Z — Y definido por f¢— fi; -
Assim El(f) = e(f) — e(fm) = en(f) e, para z € ZY, E.U(f) = e.(f) — e-(fm) =
em-(f). Além do mais, vamos supor que para todo f € IH, [I(f)(z,y)| < M? q.s..
Com convexidade consegue-se provar o Lema 6. Seja 02 = ¢%(I(f)) denotando a

varianica de I(f).
LEMA 6: Para toda f € IH, 0® < 4M?ep(f).
PROVA:
o* = El(f)? = E[(fu — *(y— f+y— fu)’] <AM’E [(fu — f)*] -
Pelo Lema 5 temos que
E[(fu = f)?] <eml(f).
Logo tem-se que o < 4M2cp(f).0

LEMA 7: Seja f € IH. Para todo ¢,a > 0,0 < 1

m . 6]H(f> - 51H,z(f) —Oész
Prob{zEZ : g 2@}§exp< Ve )

PROVA: Seja u = e (f). Usando a desigualdade de Bernstein aplicada a I(f),

juntamente com o fato de |[I(f)((z,y))| < M? q.s. em Z, tem-se

f)'u—feﬂz(f) > a} < exp (2 (UQ;QJT\ZEZ(—;iZ)/?’)) .

Prob{z e /™ em
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Observe que 2ue + €2 < (1 + €)% Pelo Lema 6 45]‘\’42 < ep, além disso T < ep e

o 2 :
o <€ para a < 1. Assim,

o’  eap S

o 12 T

> (ot Ml o) &
(b +¢)? >< € )
(02 + s M2a(p+e€)) — \8M?

(n+e)? > 2ue+é

& (nt+e?>

=

Entao

Prob {z S cu(f) —emz(f) > a} < e(@\z/?ne).[l
m(f) te

LEMA 8: Seja0<a<1,e>0e f € H tal que
en(f) —ems(f) _

em(f)+e
Para toda g € HH tal que ||f —g|| < 4M tem-se
emn(9) —emz(9)
POET < 3a.
PROVA.:
en(9) —emz(g) _ elg) —e(fm) —e:(9) +-(fm) _ L:(9) = L.(fm) _
em(g) +e€ elH(g) + ¢ em(g) + €
_ L) = L) + Lo(f) = Le(fm) _ La(g) = Le(f) | Le(f) = L:(fm)
H(g) + ¢ em(g) + e em(g) +€

AFIRMACAO 1: Ll - L) _
em(g) + €

Se o termo é negatlvo entao nao ha nada a mostrar, caso contrario, tem-se

Log) = L(f) _ Lel9) = Lo(f) _ 4Mac _
em(g)+e  — € ~ 4Me

e

A dltima desigualdade segue da Proposicao 3 usando que || f — g||, < o7

AFIRMACAO 2: L(f) = L-{fm) o,
em(g) +e¢

/(f(l’) —g(x)) (f(x) + g(z) = 2y) < [If —9gll / (f—y)+(g-y) <

2M || f = 9l
2M oe
AM

e(f) —eg)

IN

IN

< €.
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Como a < 1. Isto implica que

en(f) —em(9) = e(f) —e(g) e <em(g) +e

en(f)+e
em(g) + €

L.(f) = L.(fm) _en(f) —em:(f) _ em(f)+

= <« ‘ < 2a.0d
em(g) + € em(g) +e€ em(g) + €

Ou equivalentemente < 2. Mas entao,

PROPOSICAO 7: Paratodoe>0,0<a <1

en(f) —em:(f) ae —a’me
P AR >3l <N (S ).
mb{ze (D te  C S (2. 33p) e (5

PROVA. Seja [H = S U Sy U...US;, S bolas fechadas, 0 < o < 1, € > 0

[=N (H, %), considere fi,..., f; tais que as bolas centradas em f; e com raio
f—]\z cobrem IH. Seja U conjunto com p(U) =1 tal que |f(z) —y| < M
Qe
— < —.
17(@) ~ 9@l <
Sejad <a<1l,e>0e f e H tal que
cu(f) —emol) _

£H(f) + €

Entao

l

Prob {z S ALE ?élg gﬂ(jﬂ){&;fig) > 3a} < ;Prob {z S ALE ?gg eﬂif;&;fi(f) > 3a}

Pela Proposicao 7, tem-se que

en(f) —emz(f) —a’me ex —a’me
Prob VAL : > <l —— | =N(H,— —_—
"o {Z €A s (e 2oyt 5 ( ’4M) P\ TR

0

Finalmente, pode-se mostrar o resultado enunciado no inicio desta secao, o

Teorema C*.

TEOREMA C*: Seja IH subconjunto convexo e compacto de C(X). Assume que

para todo f € H, |f(x) —y| < M q.s.. Entao, para todo ¢ > 0

€ —TMme
m . < >1_ S — .
Prob{z€ Z" :ep(f.) < ey >1-N (]H’ 24M> P (288M2)
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PROVA: Colocando o = 1/6 na Proposicao 7 tem-se com probabilidade pelo

- - 1
menos 1 — N (JH, ﬁ) exp (28877]:/;2)’ que sup enlf) —enalf) < e portanto

rer em(f) +e 2
para toda f € H,

%QH(f) <emz(f)+ % +e

Tomando f = f, e multiplicando tudo por 2

EH(fz) < 25H,z(fz) + €

Mas e .(f.) < 0 pela definigao de f,, tem-se que e (f.) < € e portanto

€ —Tme
m . < > 1 _ . — .
Prob{z€ Z™ :ey(f.) <€y >1—-N <IH’ 24M> oXp (288]\/[2) -

COROLARIO 1: Com as hipéteses do Teorema C*, para todo € > 0,

___me
€ 288M2

Prob{Z e zM . /(fz—fﬂq)2 < e} > 1 —N(]H)MEM

A prova é consequéncia direta do Lema 5 com o Teorema C*.
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5 ERRO DE APROXIMACAO

Dado um espago de hipoteses IH, pode-se decompor o erro da funcao alvo

empirica fz como a soma do erro da aproximacao e o erro de fg, i.e.,

e(fz) =em(fz) +e(fm)

No capitulo anterior foi analisado o erro amostral, neste capitulo o objetivo sera
estudar e(fp), o erro de aproximacao. Pode-se notar que £(fp) depende somente

de IH e de p. Pela Proposigao 1, tem-se que

() = /X (Frr — 1)+ o2,

7= [ [ -

Observe que 02 nao depende da escolha do espago de hipdtese IH. O fato de

onde

f, nao ser conhecido de antemao e de nao se fazer hipéteses sobre ela além de ser
limitada ira restringir o que se pode dizer sobre o erro de aproximacgao. Pode-se

facilmente verificar que se f, estd em IH entao ¢(fy) = 03 pois / (fm — fp)2 =0,
X

ja que fp = fmu-

DEFINIQAO: a) Um operador linear limitado L : H — H, H espago de Hilbert

separavel, é auto-adjunto se, para todo f, g € H, (Lf,g) = (f, Lg).

b) L : H — H, é dito positivo (estritamente positivo) se é auto-
adjunto e se para todo f € H, f # 0, (Lf,f) >0 ((Lf, f) > 0). L é compacto se

L(B) é relativamente compacto para todo B limitado.

TEOREMA ESPECTRAL PARA OPERADORES COMPACTOS: Seja L

um operador linear limitado compacto autoadjunto em um espaco de Hilbert de di-

mensao infinita H, entao existe em H um sistema ortonornal completo {¢1, ¢o, ...}
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consistindo de autovetores de L. Se A\ é o autovalor correspondente de ¢y, entao o
conjunto {\;} é ou finito ou Ay, — 0 quando k£ — oco. Além disso, max |Ak| = ||L]| os
autovalores sao reais se L ¢é auto-adjunto, e se L é positivo entao A\, > 0 para todo

k > 1, e se L é estritamente positivo entao A\; > 0 para todo k > 1.
A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [3].

DEFINIQAO: Se L é um operador estritamente positivo, entao para todo s > 0,

definimos L*(> ar¢r) = Y ANjagde. Se s < 0, definimos L*(D apdr) = D Ajarodx
no subespago Ty = {>_ ardr : Y. (|axAi|*) é convergente}.

Para s < 0, a expressao ||L®al| é, por definicao, infinito se a & Tj.
) P » P Gao,

TEOREMA 3: Seja H um espaco de Hilbert, A : H — T_; operador compacto,

auto-adjunto, estritamente positivo. Sejam p, r € IR tais que p > r > 0.

(1) Seja v > 0. Entao, para todo a € H
. 2 —p 2> < AT —pr 12
min ([lb = all* + 7 [A78]°) <77 [A7"a]".
(2) Seja R > 0. Entao para todo a € H

r/(p—r)
min ~ ||b—al < (%) HA_TCLHT/(ZFT) .

b t.q.| A=Pb||<R
: L o L > _opy—1
Nos dois casos o minimo b existe e é tinico. Além disso, em (1),b = (I +~vA™?)" a.

PROVA: Sem perda de generalidade, pode-se trocar A por AP. Assim reduz-se o
problema em (1) e (2) para p = 1. Define-se

p(0) = [Ib—a|* + || A"0|”. (5.1)

Primeiramente observe que A nao é necessariamente invertivel em H, mas é invertivel
em 71 que é um subconjunto de H. Caso b nao esteja em 7_; entao b nao pode ser
o minimo de ¢, pois ||A7'b|| = co. Se um ponto b minimiza ¢, entdo o operador
derivada D¢ deve ser zero neste ponto. Derivando, substituindo be igualando a

zero, verifica-se que b satisfaz (I + vA’Q)Z = a, implicando que

b. (5.2)

(I+~A7?) a
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O operador yA~2 é positivo, o que implica que yA~2 é um operador injetor em T__,,
logo é invertivel em T_5 e portanto I + yA~2 é invertivel em T_,. Logo garante-se

que b existe.

Se A1 > X > ... > 0 sdo os autovalores de A, temos substituindo (5.2) em
(5.1) que
- 2
o(b) = H((I + A7) I) aH2 + v HA’l (I + 7A72) Yal =

_ i(72&4+%£2>a2:7m( ! )azz
O ) K <\ X +q) "

— - )\%T —2r 2 t?“ —r 2
- VZ<Ai+v) A akﬁvtsé;g(m)\m al|”.

Considere ¥(t) = ;L= e observe que 0 < r < 1, seniio sup,c p+ (=) serd infinito,

/ o rtril(t + ’7) -t
ViD= (t+7)2

V=0 & ) = e () =t

Y Ty -~
Tr —1 1—r
~ rry" 1 rry" (1—r)
I/J(t) - r Y = r —
I=r)riZ+y A=r)rry+y(1-71)
rar—1 r.r—1
_ 1 _ T’y <L

I—=r)y=tr+(1-r) (Q—r)yr—t4+17~

Assim conclui-se que

e (®) = min (1o = al +5 [A78]*) <57 [|47a]*.

beH

Para demonstrar a parte (2), primeiro observe que se ||A 'a|| < R, entao

min  ||b—al| =0.
bt.q|A=1b| <R
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Tomando a = b a desigualdade é satisfeita trivialmente, entao supoe-se que || A" 1al| >
R. Primeiramente observa-se que se b ¢ ponto de minimo de ||la — b]| no subconjunto
de H dado por ||[A7'0]| < R entao b estd na fronteira deste subconjunto, ou seja,
HA*%\H = K. Pois caso b nio esteja na fronteira (ou seja ||A71b|| < R) entao pode-se

tomar um &' = b—¢(b—a) tal que |A7V|| < R |la=¥| = (1—¢)||a—0b]| < |la—b|.

Observe que existe 7 > 0 (multiplicador de Lagrange) tal que b é um zero do

lagrangeano
D (llo—al) ++D (Ja~0]*).

Este lagrangeano é a mesma coisa que Dy na parte (1), que diz de 90(3) <" \|A‘Ta]\2.

Assim tem-se que
r —r |2
YR* <~ ||A7a||”. (5.3)
A parte da esquerda na inequacao vem do fato que b esté na fronteira e a direita da
parte (1). Com v > 0, tem-se que
~ 2 5
[o=al <y a7l (5.4)

De (5.3) tem-se que

1\ /07 B
7g<§> A0 (55)

Juntando (5.4) com (5.5) tem-se que
N 2r/(1—r)
f-af < (5)  hara aa

O que implica

IN

N 1 r/(1—r) /(s .
-] < (5) haval” " ava) -

R

r/(1-r)
- (g) 4o

R

DEFINICAO: Seja v uma medidaem X e A : L2(X) — IL2(X) um operador com-

pacto estritamente positivo. Fixando p > 0 seja = {g € L2(X) : [|[APg||, < oc}.

F é um espago de Hilbert com produto interno

(9. )y = (A9, A"h),
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Assim, A™% : IL3(X) — E ¢ um isomorfismo de espacos de Hilbert. A inclusao

F — IL2(X) fatora

E — L3(X)

T |
a(x)

com Jg compacto.
Portanto o espago de hipéteses H = Hg i ¢ Jg(Bg) onde By é a bola de raio R em

F. Observe que a funcao alvo fy é o b do Teorema 3, para H = IL3(X).

DEFINICAO: A distor¢io de v com respeito a p,D,,, 6 a norma ||J|| onde J é a

vps

J
identidade entre IL}(X) e L3(X). L2(X)— L2(X) . D, mede quanto p distorce

o ambiente de medida p. E razodvel supor que a distorcao ¢ finita.

TEOREMA 4: Em um conjunto de um espacos de Hilbert, para 0 < r < p o erro

de aproximacao satisfaz

N
() == fE+ a2 < 0% (3) 47RO w0k 60

PROVA:

. . L\ )
Hﬁ—ﬁm=£%wrwm§DmemraMSDWGQ A7 5|

gEBR

onde a tltima desigualdade provém do Teorema 3 com H = IL? e a = f,,.

5.1 Erro de Aproximacao em Espacos de Sobolev e

Ntcleos Reprodutivos em Espagos de Hilbert (RKHS)

Nesta secao ira se analizar o erro de aproximacao para espacos de Sobolev. Seja

X C IR™ um dominio compacto com contorno suave.
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TEOREMA 5: Sejam p > n/2 e r tais que 0 < r < p. Seja R > 0 e Bg a bola de

raio R em H?(X) e IH = J,(Bg). Entéo o erro de aproximacao satisfaz

<D2(C 1 2rite=n) 2p/(p—7) 2
e(fm) <D, = (£, + 0, (5.7)

onde C é uma constante que depende apenas de p, r e X.

PROVA: Sejam A : H*(X) — IL?, o Laplaciano e A = (=A + I)~Y/2. Para s > 0,
A®: IL2(X) — H*(X) é um operador compacto linear com inversa limitada. Entao

existem Cjp, C7 > 0, tais que para todo g € H*(X)
Collgll, < [[A7g]|, < C1llgll;-

SejaF o espago definido neste conjunto com A = Aep = s. Entao a bola B¢, (F)

de raio RCy em F é incluida na bola Br(HP?(X)) em HP?(X) e consequentemente

. 2 2 . 2 2
15 = min — + o0 < min — +o’.
()= _jmin o= gl oy < _min 1f, =g+ o

Agora, aplicamos o Teorema 4 para obter

2r/(p—r
win 1, g+ 2 < 0% ()7 a0 st )
9€BRrc g P Pr= PP\ RCy K r

Finalmente, aplicando a desigualdade do Teorema 5, com s = r, chega-se

HA_rpr“ < Ol ||fp||r-

Tomando C; 2"/ "™/~ — ¢ tem-se que

<D C l 2/ 2p/(p—r) 2
E(fH) = HMup R (pr”r> + Op-

Também é possivel usar o Teorema 4 para achar os limites para o erro de aproximagao

de espacos associados a um ntcleo.

DEFINIQAO: Um nucleo de Mercer K é uma funcao K : X x X — IR que é

continua, simétrica e positiva definida, i.e. para todo conjunto finito x, zs, ..., 2 C
X a matriz quadrada de ordem k, K[X] é positiva definida, onde o termo a;; da

matriz K[X] é Klz;, z;].
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TEOREMA 6: Sejam K um Ntucleo de Mercer, ¥ uma medida em X, R > 0 e

H = Ix(Bg). O erro de aproximagao satisfaz, para 0 < r < 1

g(fH)<D2 l 2r/(1-r)
="\ R

PROVA: Tomamos A = L%2 e s = | no Teorema 4. Para todo f € L2(X),

, 2/(1—r)
‘LK /2fp ) + 02.

Il = lA7f|l,- Aplicando entao o Teorema 4, tem-se que

1 2/(1-1)

2r/(1—r)
E(f]H) < sz (E) HLI_(T/2prV —+ O'?).
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6 O PROBLEMA DE BIAS VARIANCA

O objetivo desta secao é achar o valor de R que minimiza o limite para o erro
e(f,) com confianga 1 — ¢. Cada R > 0 determina um espago de hipdteses, em
particular dentre a familia de espacos de hipdtese parametrizados por R. Foi visto
nos capitulos anteriores que £(f,) pode ser visto como a soma de dois outros erros,
onde um desses erros aumenta quando R cresce e o outro diminui, entao o problema

consiste em achar um R étimo para esta soma de erros.

DEFINIQAO: Considere um espaco de Hilbert. Dada uma amostra de tamanho m

e confianga 1 —9 com 0 < § < 1, para cada R > 0 o espago de hipéteses IH = IHg g ¢
bem determinado, sendo assim podemos tomar fy e, para z € Z™, f;. O problema
de Bias Varianca no conjunto generalizado consiste em achar R tal que o “limite

natural” para o erro €(fz) seja o menor possivel.

TEOREMA 7: Para todo m € IN e d € IR, 0 < 6 < 1, e para todo r com

0 < r < p, existe uma solugao tnica R* do problema de Bias Varianga.

PROVA: Temos que ¢(fz) = em(fz) + e(fm), além disso temos que o Teorema 4
limita o erro de aproximacao e(fp). Para 0 < r < p, por a(R), onde a(R) é dada

por.

2r/(p—r)
CY(R) _ Dz%p (%) HA—rprip/(P*T) + 012).

Para achar um limitante de e(f7), tem-se que achar um limitante para ep(fz).

Para conseguir este limitante, observe que

[f(@) =yl < [f@)l+lyl < [f@)]+ly = folo)] + | f(0)] <
< VBl + M, + [ fplloo := M(R).
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Pelo Teorema C*, o erro amostral € com confianca 1 — ¢ satisfaz

N(H, e/(24M)) exp (28_8—”;;2) > 5=

me
288 M2

me 1 UM2C \ V'
= —  _Im(=)-(=F—2E <0
288 M2 (5) ( el ) =

Usando que R||Jg| < M e escrevendo v = ¢/(M?), entdo a equagao fica

—1In (%) —In(N(H,e/(24M))) <0 =

CoU — €1 — v 4 < 0,

onde

S m

0 7 288
1
— Inl:Z
C1 11(6)
. 24C'E
y = — =
el

1

d = —.

lE

Agora observe que a equagdo cov — ¢; — cou~% = 0 tem apenas uma solugao
positiva para v, lembre que d > 0 (v = ¢/(M?), entdo v é positivo). Seja v* = (m, d)
esta solugao. Entdo, €(R) = M?v*(m,§) é o melhor limitante que se pode conseguir
através de C* para o erro amostral.

Tem-se entao que e(fz) < a(R) + e(R). Minimizando «(R) 4+ £(R), tem-se que R é
minimo de a(R) + e(R) se —a/(R) = +<'(R).

Derivando, tem-se que

W(R) = Oy <_ 2r ) R 0r)/0-r)

p—r
" 2 + —or —r

Onde

Oy = sz ||A—rpr2p/(p—T’)

e'(R) = 2Mv*(m,9).
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Como Cy > 0, tem-se que —a/(R) é uma funcao positiva mondtona decrescente
em (0,00). Por outro lado, com v*(m,d) > 0, temos que £ (R) é uma funcdo
estritamente crescente em (0, 00).

Como

. . / _
At ) =0
lim —a/(R) = oo
R—0

e £/(0) ¢ finito, tem-se por continuidade das fungdes a(R) e £(R) que existe um unico
R* tal que €'(R*) = —o/(R¥).

SE(R)

R

Com Jg : IE — C(X) pode-se estimar os nimeros de entropia para Jg na forma

Cx(JE) < Cp(1/K)'® para algumas constantes positivas Cp, I
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7  OPERADORES DEFINIDOS POR UM
NUCLEO

Lembre-se que X ¢ um dominio compacto ou uma variedade no espago Eucli-
diano com dim(X) = n, mas para a formalizagdo do algoritmo sera suficiente que

X seja um espaco métrico completo.

Seja v uma medida de Borel qualquer em X e IL2(X) o espago de Hilbert
das fungoes de quadrado e integravel em X. A medida de Lebesgue u e a medida

marginal px sao casos particulares desta medida.

Seja K : X x X — IR uma fungao continua. Entao, o operador linear L :
I2(X) — C(X), dado pela transformagao integral (L f) ( /K x, t) f(t)du(t)

estd bem definido.

Compondo com a inclusao C'(X) < IL2(X), chega-se num operador linear

Ly : L3(X) — IL2(X), que também sera denotado por L.

A funcao K é o nucleo de Lk e muitas das propriedades de Lg seguem das

propriedades de K.

DEFINICAO: Seja C = sup, e x [|[K(2,t)|| e K, : X — IR dada por K,(t) =
K(z,t), para z € X.

PROPOSICAO 8: Se K é continuo, entdo Ly estd bem definido e é compacto.
Além disso, ||Lk| < v/v(X)Ck, onde v(X) denota a medida de X.

PROVA: Lk estd bem definido: se L f é continua para toda f € L2(X), seja
fe€LAX)ex,xy € X. Entao

(Lach) (o) = (Lacf(an)] = | [ (KGorot) = Ko 100

< | Kz, — Kol |If]] por Cauchy-Schwarz

V(X)) max |K(z1,) — K (z2, )| f]|

IN
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Como K é continua e X é compacto, entao K é uniformemente continua, o que

implica que Lk f é continua.

Mas observe que |(Lg f)(x)| < /v(X)sup |K(z,t)|||f]| e, portanto, |(Lxf)(z)] <
v(X)Ck. -

Por tltimo, para mostrar que Lx é compacto, seja (f,,) uma seqiiéncia limitada em

I2(X). Como || Lk fllee < Ckl|f]|, temos que (Lg f,) é uniformemente limitada.

|Li fn(x1) — L fo(x2)| < /v max|K r1,t) — K(x9,1)|

entao, tem-se que a seqiiéncia (L f,,) é equicontinua. Pelo Teorema de Arzela (§1.1.4

de [24]) (L f,) contém uma subseqiiéncia uniformemente convergente.[]

PROPOSICAO 9:
a) Se K é simétrico, entao Ly : IL2(X) — IL3(X) é auto-adjunto;

b) Se K é positiva definida, entdo Lk é positiva.

PROVA:

a) Tem-se que

(Lxf.g) = </K(1',t)/K(:v,t)f(t)jg(x)> _
- /(/K(x’t)LKf(t)) g(a)dv =
- /f /K x,t)Lig(t)dp =

= (f,Lkg),
isto é, Lg é auto-adjunto.

b) Além disso,

//K(x,t)f(:z:)f(t) _ k'%o ZK%% ) f ()

Z’Y—

= i ) ),

k—o0

onde para todo k > 1, x1,...,x; € X é um conjunto de pontos convenientemente

escolhidos; fx = (f(x1),..., f(xx))" e K[X] é a matriz quadrada de ordem k cujo



38

elemento Ki,j) é K(x;,x;). Como a matriz é positiva definida entdo Lx também

é positiva definida.[]

Como Ly : IL3(X) — IL(X) é um operador auto-adjunto, compacto e positivo

definido, podemos aplicar o Teorema Espectral (Teorema 2 do capitulo 2).

Sejam A\, k > 1, os autovalores de Lx e ¢ as correspondentes autofuncoes.
Se A\ # 0 entdo ¢ é continua em X, basta ver que Lk (¢r) = Aoy e, portanto,
- 1
(bk Yy LK¢I€

De agora em diante, sem perda de generalidade, iremos supor que Ay > A1 para

todo k.

7.1 Teorema de Mercer

Um ntcleo de Mercer K é uma funcao K : X x X — IR que é continua

simétrica e positiva definida.

Sejam f € IL2(X) e {41, Ps,...} uma base de Hilbert de L2(X). Entao, f

pode ser escrito de maneira Unica como uma combinacao linear dos elementos da

oo o
base, i.e., f = 5 a¢r, onde as somas parciais E ar¢y convergem a f em IL2(X).
k=1 k=1

TEOREMA 8: Sejam X um dominio compacto ou uma variedade, ¥ uma medida

em X e K : X x X — IR um nucleo de Mercer. Sejam A\ o k-ésimo autovalor de

Lk e {¢r}r>1 os correspondentes autovetores. Entao para todo z,t € X, K(z,t) =
Z A0k (2) ok (t) onde as somas parciais Z M@k ()¢ (t) convergem absolutamente
k=1

= k=1
e uniformemente em X.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em [6].

COROLARIO 3: Y\, é convergente e Z)\k = / K(z,z) < v(X)Ck. Por-
k=1 K
tanto, para todo k > 1, A\, < <%)
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PROVA: Tomando z = ¢ no Teorema 1, tem-se K (x, x) Z M@z (z) e integrando

ambos os lados da desigualdade,

i/xcbi(&?):/xf((x,x)gu()()c}(,

Como {¢1, ¢a, ...} é uma base de Hilbert, /gbi = 1 para todo k > 1 e segue que

> = /XK(a:,:c) < v(X)Ck.

Como \; > \; para ¢ < j, vale que

k 00
i=1 i=1

Mas para todo i < k, \; > A

k
X
e < 3 A= kA < n(X)Cx = A < (%) .

=1
7.2 Nicleo Reprodutivo em Espaco de Hilbert - RKHS

Um RKHS é um espaco de Hilbert de fungoes definido sobre um dominio
limitado X C IR® com propriedade que para cada z € X o funcional F ,[f] = f(x)
¢ um funcional linear e limitado em IH. O RKHS é um subespaco de IL? onde

F:lf] = f(x) é continuo. Pelo Teorema de Riesz tem-se que existe K, tal que

fl@)=({f K.) = [ fy) K.

Todo RKHS H corresponde a uma tunica fungao positiva definida K(z,y) de
duas variaveis em X, chamado de Ntcleo Reprodutivo de IH, que tem a propriedade
flz)={(f(y), K(y,z))m Vf € H, onde (-,-)y denota o produto interno em IH.

DEFINICAO: Se f = > (axdr) € g = > (bror), A\x autovalores de Ly, entdo
define-se (f, g); = Z

aiby

TEOREMA 9: Dado X, K- ntcleo de Mercer, existe um unico espaco de Hilbert

IHy de fungoes em X satisfazendo as seguintes condigoes
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i) Para todo = € X, K, € Hg;

ii) O ger{K, : © € X}, i.e. o conjunto das combinacoes lineares de K, é denso em

Hy;
iii) Para toda f € Hyg, f(x) = (K, [)k-

Além disso, IHk consiste em fungdes continuas e a inclusao Ix : Hix — C(X) é

limitada com || Ix| < C}°.

PROVA: Seja Hy = ger{K,:z € X}. Seja (-,-) produto interno entre f =
doim il e g =30 B K, em Hy dado por
1<i<s

1<j<r

Seja IHx o completamento de Hy com a norma associada ao produto interno, pode-
se provar que IH satisfaz as trés condigoes do Teorema, precisa-se entao provar que

HHpy é tnico.

Seja H um outro espaco de Hilbert de funcoes em X satisfazendo as condicoes
i), ii), iii). Tem-se que mostrar que H = Hx e (, )z = (, )p,.-
Primeiramente observe que Hy C H. Também para qualquer z,t € X, (K,, K;); =
K(z,t) = (Ky, Ki) g, - Por linearidade, para toda f,g € Ho, (f,9)y = (f, 9) g,

Como H e IHg sdo completamentos de Hy, entdo H = Hy e (, )y =, )y,

Por ultimo, considere f € Hx e z € X. Entao

@) = (e AL < I = 1 IVE @ 2) = 1f o < VO flme = x|l < VCi

Logo, a convergéncia em || || g, implica em convergéncia em || || ¢ assim temos que

f é continua pois é o limite de elementos continuos de Hy.[]

TEOREMA 10: A funcio

X — P
r — <\//\_kgz5k(:13)>,k:€ﬂ\f
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estd bem definida, é continua e satisfaz K(z,t) = (®(x), ®(t)).

PROVA: Para verificar que ®(z) € [2, basta ver que para todo z € X, > A\zd3()
converge (pelo Teorema 8), e que além disso, para todo z,t € X tem-se K(z,t) =
Z)\mk(x)éf)k(t) = (®(x), (1)).

If’:exlra todo z,t € X, ||®(z) — ®(t)]| = (®(x), P(x)) + (D(t), D(t)) — 2(P(z), D(t)) =
K(z,xz)+ K(t,t) — 2K (z,t) . Quando x — ¢, temos que ||®(x) — ®(¢)|| — 0 por K

é continua, logo ®(x) também é continua.[]

Denomina-se em teoria de aprendizagem o espaco em questao de espago ca-

racteristico e ® de funcao caracteristica.

COROLARIO 4: Para todo z,t € X, |K(z,t)| < K(z,z)2K (t,t)"/?

PROVA: Pelo Teorema 10, tem-se que

K(z,t) = (B(2), @) = |K(z,1)] =
= [(@(2),2(®) | < [@@)[|®)]| = K (z,2) /K (t,£)"/2.0

O Teorema 2 do Capitulo 2 garante que Ay > 0 para todo k > 1, a partir de
agora supoe-se, sem perda de generalidade, que Ay > 0 para todo k > 1.
Observe que nao ha perda de generalidade, pois se existe algum A\, = 0, entao tro-
camos IL2(X) pelo espago gerado pelos autovetores correspondentes aos autovalores
diferentes de zero. Caso este espaco seja de dimensao finita n, entao trocamos [

por IR"™.

Seja
00 ar ,
Hy = fel*(X): f= ax ¢y com <—>€l :
{ 2 v
apby
Temos que Hg é espaco de Hilbert com produto interno (f,g) Z , onde

k=1
f=>ardr e g=>_ bpdr. Note que o operador

L)’ IL*(X) — Hg

Z WP Z Ak \//\_kﬁbk



42

define um isomorfismo entre espacos de Hilbert. Este operador é considerado como

a raiz quadrada de Ly, pois L = L}(ﬂ o L%z.

PROPOSICAO 10: Os elementos de Hy sio fungoes continuas em X . Além disso,

para f € Hg, se f = > ap¢y, entdo esta série converge absoluta e uniformemente

para f.

PROVA: Sega g € Hi, g = > gr¥r € x € X, entao temos

z)| = Z Vo) | < gl 2@l = ol (. )"

Assim, ||g|lc < VCkl||g]|x. Portanto a convergéncia em || ||x implica em con-
N
vergéncia em || ||«. Aplicando em gy = f — Zakgbk, temos que Y a¢y converge

k=1
uniformemente para f. f é continua, pois pelo Coroléario 2 ¢ é continua.

A convergéncia absoluta segue do fato que

> Lol < llgllxl@(2)].0

Observe que para x € X, a funcao ¢, : X — IR definida por ¢, (t) = (®(z), (1)),
pelo Teorema 10, ¢, (t) pertence a IHy.[J

PROPOSICAO 11: Para toda f € Hy e todo = € X, f(z) = (f, Ku)

PROVA: Para f € Hg, f =) wioy, temos que

<f7 KCE>K - Zwk O, K. = 7;): <¢kaKa¢> =
S / SR @,0) = > 5 (L) (2)
= D Mok(a) = f(@).0

TEOREMA 11: Os espagos de Hilbert [Hx e Hyk sao o mesmo espaco de fungoes

em X com o mesmo produto interno.

PROVA: Para qualquer x € X, a funcao K, coincide, pelo Teorema 10, com a

funcao ¢, definida acima, e assim ¢, € Hg. Além disso, a Preposi¢ao 11 mostra
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que para toda f € Hg e para todo x € X, f(z) = (f, Ky)
Para mostrar que é gerado de {K, :xz € X} é denso em Hp, assuma que para
f € Hk, (f,Ki), = 0 para todo t € X. Entao, como (f, K;), = f(t), temos que

f=0em X, o que implica, que {K, : x € X} é denso em IHy.[J

7.3 Numeros de Cobertura em RKHS

Nesta secao se estimara o nimero de cobertura IN ([K(BR), 77) para R,n > 0.

Para poder demonstrar o resultado desta segao, sera preciso demonstrar dois lemas.

LEMA 9: Sejam 0 < r < s e a € IL>;(X). Suponhamos que existe C' > 0 tal que
para todo R >0

1 r/(s—r)
min |b—a| <C (—) .

bt.q.||b]|ls<R R

Entdo, para todo § > 0, ||al|,_s < csC~/s
PROVA: A demonstragao pode ser encontrada em [14].

LEMA 10: Seja K um ntcleo de Mercer C*°, entao a imagem de L estd em H™(X)

para todo 7 > 0. Considere Lx um funcional linear de L2 a H™(X) limitado.

PROVA: Para f € L2(X)

ILf 2 = /Iexzwa@f(f)( o)) = /X; ( /tEXDC“Kmf(t))Q
[ S [ ok [ rar <) Y s (2K @) 0

teX
la|<T laj<r D€

IN

Com esses dois lemas pode-se provar o Teorema D, que estima os niimeros de

cobertura em RKHS.

TEOREMA D: Seja K : X x X — IR um nucleo de Mercer C*, e [Hg seu

correspondente RKHS. Entéo a inclusdo I : Hgx — C(X) é compacta e seu niimero

de entropia satisfaz e, (Ix) < ¢, K="/ para todo h > n, onde ¢, é independente
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de k. Consequentemente, para h >n,n>0e R >0

In IN <m, n) < (%)Wh,

onde ¢, é uma constante pouco maior que cj,.

PROVA: Seja f € Hg e R > 0. Pelo Teorema 2, Capitulo 2, com A = Lk, s =1,
r=1/2ea= f tem-se que
. Ly,1,02 1
min —lg— /I < = |22 = S0

o tal|Eidel|<r

Sejam 7 > 0 e ¢; = || Lg|| para L : IL;(X) — H"(X). Pelo Lema 9 temos

1
min ol < | 12
g talgl, <r/r lg = fll < RHfHK

ou, substituindo R/c, por R,

. ¢ ,
min _ < T ‘
gt-qulngRHg fl < R||f||1<

Como esta desigualdade vale para todo R > 0, podemos aplicar o Lema 2,

tomando s = 7 = 3h/2, r = 3h/4, 5 = h/4 e ¢ = ;|| f||%, de onde obtemos

1Alls < N fllx

com ¢ = c¢s. /Csn.

2

o . e n .
Isto prova a existéncia de uma imersao limitada [Hx — Hz. Como h > n, entao
aplicando o Teorema da Imersao de Sobolev e o Teorema de Reillich temos a imersao

compacta [ 5 O (X). Assim, temos a seguinte fatoracao

que mostra que Ix é compacto.
Além disso pela desigualdade [3.1] tem-se que px(J %) <c (%)h/(%) para uma cons-

tante ¢ independente de K. Portanto

N
prclli) = i () < i (J) 1] < e (E)
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que prova a primeira afirmagdo tomando ¢, = c. Para provar a segunda, basta

usar que N (IK(BR),n> < 2F — 1 se e somente se o (Ix) < n/R e entdo

i (7B n) < (2e)
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8 ALGORITMO

Considere X, IL2(X), K, || ||x e Hg como definidos anteriormente. Aqui se
ird redirecionar os estudos, ao invés de considerar um espaco de hipdteses compacto
como no Capitulo 1, considera-se-4 que H = IHg, ou seja IH é um espaco linear e

assim considera-se o erro regularizado e, definido por

() = / (F(x) — ) + I FI%

para uma 7y > 0 fixo.

DEFINIQAO: O erro empirico regularizado €, 7 de f é definido por

ey a) = = 1))+ 1

=1

A fungao alvo f, ¢ a fungao que minimiza f, z em H. O objetivo agora ¢ mostrar

que esta funcao existe e é tnica.

PROPOSICAO 12: Para todo v > 0 a funcio fy = (Id+~yL" )71 f, é o tnico

minimo de e, em IH.

PROVA: Aplicando o Teorema 3 do Capitulo 2 com H = IL3(X),s =1, A = L}(/Q e
@ = £, como para toda f € Hy, | fllx = IILx"f, a expressiio [s—a+]| A~*|?

é e,(b). Assim, f, éo b do Teorema 3, isto é

fy= ([d+7L;<1)_1 o

e também pelo Teorema 9 temos que f., ¢ tnico. [

Pode-se agora finalmente enunciar a proposi¢ao que fornece um algoritmo que

aproxima as funcgoes alvo, trabalhando num espaco de dimensao infinita Hy.

PROPOSICAO 13: Sejaz € Z™ e v € IR, v > 0. A fungao alvo empirico, isto é,

a funcao que minimiza

m

> (i = fa) + A%

=1

1
m



47

em Hg pode ser expressado como
i K(z,x;)
onde a = (ay,...,a,) é a Gnica solu¢ao do sistema linear bem posto em R™
(ymld+ K(z])a =y

onde K[z] é uma matriz mxm cuja entrada (i, j) ¢ K (z;, ), ¢ = (x1,...,Tm) € X™

ey =y, ..., ym) € Y™ tal que Z = ((x1, 1), -, (Trms Ym))-

PROVA: Seja

1 m
)= 2ot = 1+

e pode-se escrever, para qualquer f € Hy, f = chgbk. Lembrando que || f||% =

k=1
oo 02
Z -k para todo k > 1
Ak

k=1

— = — flz i) + 2

o Z Don(ai) + 2755
Se f é o minimo de () entao, para cada k, temos que ter e 0 ou, resolvendo

Ck
para cg,
=My aip(;)
i=1
onde a; = %i f<:c2) Assim
ym

flz) = Z k(T Z)\kzazcbk i) or(@
azz)\kqbk’ X ¢k’ Z IZ’

=1 k=1

U

m

Substituindo f(x) = Z a; K (x;, ) na defini¢do de a; obtemos

=1

Yi — ZZZI aiK(xiv CL’)

ym

a; =
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O que implica em

yma; = y; — Z a; K (z;, )

i=1

= Yi="yma; + Z%K(%‘,x)
i=1
= (ymld+ K[z])a=y

O sistema é bem posto pois K [X] é positivo e a ymlId é estritamente positiva.l]

Chega-se entao ao objetivo que era mostrar que a solugao do problema, conhecido

como regularizagao classica,
n

min QUf) = = > — S + M1k

fed

¢ dado por
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9 CONCLUSAO

Através do algoritmo descrito no Capitulo 7 podemos obter uma fung¢ao onde
dado um conjunto de dados, esta funcao é uma aproximacao entre os dados de
entrada e de saida, além disso com a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores
podemos verificar quao provavel é que esta funcao acerte a relacao entre os dados
de entrada e de saida. O trabalho desenvolvido aqui é apenas uma releitura dos
aspectos basicos do problema de aprendizagem em inteligéncia artificial e se propoe
ser um texto para quem quiser comecar a estudar este assunto. Este trabalho é
baseado nas referéncias [11], [14], [15], com a diferenca que este se propoe a trazer
o assunto de uma maneira mais elucidada, com algumas demonstragoes que por
serem consideradas nao tao importantes ou basicas nao constam naqueles textos.
Quem quiser seguir a partir deste ponto tem dois caminhos, encontrar um problema
pratico para implementar o algoritmo e estimar o quao provavel seja que a fungao
aproxime o conjunto de treino ou continuar a estudar outras variacoes de problemas
tedricos em Teoria de Aprendizagem. A partir de agora, veremos brevemente uma
nova técnica que surgiu recentemente e estd se tornando muito popular por causa da
sua boa performance e pelo fato de estar teoricamente bem embasada. Esta técnica

se chama support vector machines (SVMs) proposta por Vladimir Vapnik (1995).

A relagao entre a regularizagao classica e a SVMs é que elas fornecem o mesmo
tipo de solucao, (f(z) = > i, ¢;K(x,z;), mas a fungdo é treinada de uma maneira
diferente e por isso fornece diferentes valores para o peso ¢; apds o treino. Na verdade,
em SVM muitos coeficientes sao usualmente zero e os coeficientes x; correspondentes

aos coeficientes diferentes de zero sao chamados vetores suportes, eles capturam

todas as informagoes relevantes do conjunto de treino.

A teoria de Vapnik justifica a teoria descrita neste trabalho e além pode es-

tendé-la consideralvelmente. Ao invés de considerar funcionais da forma

n

HI = 23— F@)? + AL IR

n -
=1
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considera-se funcionais da forma

n

HIf) = 3V £ () + Al

onde V(-,-) é a funcdo perda. O problema classico de regularizagao corresponde a

minimizagao de H quando

V(i f(x0) = (s — f(@2))*,

enquanto que o SVM corresponde a minimizagao do operador H quando

Vi, f(zi)) = |y — f(x3)le,

onde |-|. é a norma epsilon de Vapnik definida por: |z|. = 0se |z| < ee |z]. = |z]| —€

se |x| > e.

Esta discussao é apenas para mostrar que este trabalho é apenas uma parte
muito pequena do estudo de aprendizagem. Exitem, ainda, outras formulagoes co-
nhecidas para o problema de aprendizagem, onde em cada uma hé uma V (y;, f(x;))
distinta, porém a regularizagao classica e SVM sao as mais importantes atualmente,
uma pelo seu contexto histérico e a outra de fato pela sua utilidade. Entretanto
a area é ainda muito recente e espera-se descobrir outras V' (y;, f(z;)) para resolver

alguns problemas especificos em teoria de aprendizagem.
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Apéndice A DESIGUALDADE DE
BERNSTEIN

Para demonstrar a Desigualdade de Bernstein, necessita-se da Desigualdade

de Chebyshev Modificada e da Desigualdade de Hoeffding.

LEMA (Desigualdade de Chebyshev Modificada): Seja X; uma variavel aleatéria

no espago de probabilidade Z com F(X;) = p e 0?(X;) = 02, entdo para todo & > 0

o2
>€ep < —.
me2

M
1
ro {ZE ‘nglg(z) L

PROVA: Observe que

B = [ sdp=>F (Z&@)) - [ e =3 [ cio =Y B =

Da desigualdade de classica de Chebyshev, tem-se

Prob{Z e ZM . ’Zgi -3 EB@)| = e} < V‘”;Q{&}.

Escrevendo 0% = .- > VarX;

Prob{‘%Zf(zi) —M’ > e} < ZE\//[C‘;;‘EQ} _ 022‘5

me

LEMA (Desigualdade de Hoeffding): Seja X uma varidvel aleatéria com EX =

0, a < X <b. Entao para s > 0,

E[@SX} < 652(b—a)2/8'

PROVA: Como e* é uma funcao convexa tem-se que

r—a b—x
et < et + e’ para a<zx<b.
b—a b—a

Usando que EX =0 e que p := 3%, obtém-se que

a’

b a
EesX < 6sa_ 6Sb:
~— b—a b—a

— (1 —p _i_pes(bfa))efps(bfa) — e(j)(u)’
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onde u = s(b —a), e ¢(u) = —pu + In(l — p + pe*). Assim tem-se que ¢'(u) =
—p + m, portanto ¢(0) = ¢'(0) = 0. Além disso,

p(l —ple™
¢// uw) = S
) (p+ (1 —ple)?
Portanto, pelo Teorema de Taylor, para algum y € [0, u],
s*(b—a)?
2

1
1

() = 9(0) + ud'(0) + L) < - =

Portanto E[esX] < ¢*(¢-*/8 [

PROPOSICAO (Desigualdade de Bernstein): Seja X; uma varidvel aleatéria
no espago de probabilidade Z com E(&) = pe 0%(&) = 0. Se |£(Z) — E(§)| < M

o —me?
-~ € ~ 2€Xp m .

PROVA: Suponhamos sem perda de generalizacoes que F¢; = 0 para todo ¢ e seja

para todo Z € Z, entao para todo € > 0

m

1
Prob{z ezm: ‘E Zf(zl) —

=1

P {Sn — Z Sp > e} < emoeblenp(s i &= PG| (Teorema de Chernoff) (A.1)
Entao,
P {Sn — Z Sp > 6} < exp(—se) H E(exp[s(& — EE)]). (por independéncia) (A.2)

Seja X v.a. com FX =0, —M <& < M para todo s > 0

2M2
E [exp(s&)] < exp (5 . ) . (A.3)
o0 r=2p[er X oror
Seja F; = TZ:; Sr'—af[gl] Como exp(sx;) = 1+ sx; + ; STTZ , entao
Elexp(sz)] = 1+ sE[x;] + s?0?F; =1+ s*02F;, pois Ez;] =0

< exp (32031;}) .

Como |&;| < M para todo r > 2, entao E [£7| < M"™ 202

Assim,
=L ST MT 20 1 = (sM)"  exp(SM)—1—sM
F < - - ,
- Tz; rlo? (sM)? Tz; 7! (sM)?
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implicando

Blexp(s:)] < exp (s%? exp(sj‘fﬁ ]Q)i = SM) -

Usando que

P{|S,| > ¢} < exp(—se) [[ B[] < exp (”“ (exp(sM) ~1-sM) _ ) ,

M2

e escolhendo o s que minimiza, obtemos

M 1/n
s = log (1 + —€> .

no?

Substituindo, obtém-se

2 1+ M 14+eM
P{|S,| >¢€¢} < exp{%(leeM—l—log( i 6)>—elog( e )}
< e —no? 1+M6 o 1+M€ Me
X —_— [ _— —
- P M? no? & no? no?
< —n02h Me
= P no?) |’

onde h(u) = (1 + u)In(l +u) — u, u > 0. Note que

1
B (u) = 113 +In(1+wu)—1=In(l+u),
2
u
fw) = 5o
, 2u(2 +2u/3) —2u*/3  Au+4u?/3 —2u?/3  2u(2+u/3)
ef'(u) = 3 = 2 = 2
(24 2u/3) (24 2u/3) (2 +2u/3)
/ _ d[h(w)—f(w)] u?
Observe também que h(0) — f(0) = 0 e que ===~ > 0 logo h(u) > 575u75 U = 0,
e portanto
Me (M)
h o 20-4
() > i
Entao

1 —no? M?e?
p{EZ@ > e} < exp [ M2 (n202.(202 +2Me/3))1 '

—Meé?
exp |——————
P 202 +2Me/3

IN
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Entao,

1 —Mé?
P —‘ i>‘ <2exp |t |
{n 2.8 6}— P {2a2+2M6/3}

pois basta separar Zéi em Y & — 3¢ e obtém para cada um a majoragao

—Me>
exXp |:20'2+2M6/3i| :
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