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RESUMO

Neste trabalho desenvolvemos um PSE (Ambiente para Solu¢do de Problemas) para
geracdo de malhas. O programa, chamado MAKEGRID, fornece uma interface amigdvel para a
defini¢do da regido fisica a ser discretizada. Esta regido pode ser simplesmente ou multiplamente
conexa. Vdrios geradores de malha foram implementados entre métodos algébricos e elipticos, in-
cluindo o gerador TTM nao-homogéneo para atracdo da malha para um ponto ou linha coordenada
especifica. O programa também oferece ferramentas grificas para a andlise qualitativa da malha

gerada.

Utilizando as idéias do método MAC, introduzimos o uso de uma malha de estados
para a identificacdo das células em uma malha generalizada. Assim, cada ponto da malha possui um
valor associado informando se este ponto pertence a um corte, uma célula ficticia ou a condicao de
contorno que deve ser aplicada neste ponto. Pode-se especificar uma condic¢ao de contorno diferente
para cada ponto da malha para cada varidvel primitiva utilizada. O programa retorna arquivos
contendo a malha de estados e a discretizacdo das condi¢es de contorno requeridas. Os arranjos
co-localizado e diferenciado sdo apresentados como possiveis escolhas para a discretizacdo dos
operadores gradiente, divergente e Laplaciano. Estes sdo implementados para malhas cartesianas

e generalizadas.
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ABSTRACT

A PSE (Problem-Solving Environment) on Mesh Generation was developed. The
program, entitled MAKEGRID, provides a friendly interface for the definition of physical region
boundaries, which can define simply or multiply-connected domains. Several options for mesh
generators among algebraic and elliptical methods were implemented, including the inhomogeneous
TTM method for attracting a mesh to a grid point or coordinate line. Besides, the program offers

graphical tools for a qualitative analysis of the generated grid.

Based on the ideas of the MAC method, we introduce the use of a state grid for
identification of cells in a general mesh. Each grid point receives a associated value which indicates
if this point belongs to a cut branch, to a fictitious cells or what boundary condition is required
for this point. The used methodology permits the definition of a different boundary condition for
each grid cell. The user can define the boundary cells and the conditions to be applied on these
cells in a practical way, receiving a state grid and a file containing the discrete form of the specified
boundary conditions as result. The co-localized and staggered schemes are presented as possible

choices for the gradient, divergent and Laplacian operators discrete form.



1 INTRODUCAO

A solugdo numérica de Equacoes Diferenciais Parciais (EDPs) requer alguma dis-
cretizacao do dominio da solucdo em uma colecado de pontos ou volumes elementares. Estas
equagoes diferenciais sdo entdo aproximadas por um conjunto de equacOes algébricas e este é
resolvido para produzir um conjunto discreto de valores que aproxima a solucio da equacao dife-
rencial sobre a regido. A geracdo de malhas surge da necessidade de dividir o dominio (limitado
ou ndo) da solucido em pequenos elementos (tridngulos, quadrildteros, poligonos, tetraedros ou
paralelepipedos) chamados células. A malha' propriamente dita é o conjunto dos pontos formados
pelos vértices destes poligonos. Assim, a geracdo de malhas é um aspecto essencial de todos os
métodos numéricos que empregam diferencas finitas, volumes finitos ou elementos finitos para a

solucdo de EDPs.

Este tépico tornou-se um campo de pesquisa por si s, aumentando assim o vasto
campo da Dindmica de Fluidos Computacional (CFD) [32],[46]. Algumas consideragoes gerais

relativas & geracdo de malhas e suas funcées em CFD sdo as seguintes:

e Quase todo método funciona com uma boa malha, enquanto que um método menos

sofisticado somente funciona com uma boa malha;

e Se tivermos uma resolucao suficiente (i.e. pontos suficientes), entdo a qualidade da
malha serd de menor importancia, desde que alguns requisitos basicos sejam satisfeitos;

porém se ha restricoes quanto ao niimero de pontos, sua qualidade torna-se essencial;

e Uma boa malha pode acelerar a convergéncia da solucao, enquanto que uma malha

ruim pode levar & ndo convergéncia do método iterativo.

1.1 A transformacao

Em muitas aplicacoes, é possivel transformar a regidgo fisica a um quadrado em duas
dimensdes (ou um cubo em trés dimensdes), de tal maneira que os contornos do quadrado corres-
pondam aos contornos da regiao fisica (veja figura 1.1). Este quadrado é chamado regido ldgica, ou

regido computacional, e as linhas coordenadas uniformes correspondem a linhas na regido fisica.

As varidveis x, y e z sdo as coordenadas no espago fisico e as variaveis &, n e ¢ sdo as

coordenadas no espacgo ldgico. Esses espacos sdo subconjuntos do R™, com n = 1,2,3. Algumas

L Grid ou mesh.
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Figura 1.1: Transformag¢ao e pontos da malha.

vezes é 1til expressar as coordenadas com indices, usando para isto a notacdo vetorial. Assim, para

o0 espago 16gico temos & = (&1, &2, &3), enquanto que para o espago fisico temos x = (1, x2, x3).

O espaco légico é escolhido como o intervalo unitdrio U; em R, como o quadrado
unitério Us em R?2, ou como o cubo unitdrio Us em R?. Os contornos de ambas as regides fisicas

e légicas tem um papel importante nos célculos numéricos (veja a tabela 1.1).

| n | Espacgo légico Uy | Contorno 0Uj |
1| U ={({eR:0<E< 1} 2 pontos
2| U={(&,m) eR2:0<¢n<1} 4 segmentos
4 pontos
6 faces
3| Us={(&n,0) eR?:0<€,m,¢ <1} | 12 segmentos
8 pontos

Tabela 1.1: Contornos do espago ldgico.

Queremos definir uma transformacdo, ou mapeamento, entre esses espagos que seja in-
versivel. A tarefa de resolver uma EDP numericamente na malha fisica apresenta uma dificuldade
extra, pois a malha nem sempre é uniforme. Entretanto, podemos resolver a EDP transformada
para a malha no espaco logico, neste caso um quadrado com espacamento uniforme, e entao a tarefa
de discretizar os operadores se tornard mais facil. Outra vantagem em usar o espaco transformado
estd na simplificacdo da aplicacdo das condi¢oes de contorno, ja que podemos fazer com que o con-
torno da malha no plano fisico coincida com o contorno de um objeto (veja figura 1.2). O dominio
da transformagcdo é o espacgo l6gico enquanto que a imagem é o espaco fisico. Essa transformacao
fornece um sistema de coordenadas generalizadas no objeto fisico e possui dois parametros: a di-
mensao do objeto, k, e a dimensdo do espaco fisico, n. Um objeto k-dimensional no espaco fisico

n-dimensional é definido por Q} (por exemplo, uma curva no R? é dada por 2 enquanto que uma
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Figura 1.2: Malha cartesiana e malha generalizada coincidente com a fronteira.

regiao no R? é dada por 3). E necessario que o mapa leve o contorno dU do espago 16gico para

o contorno 90} . Isto pode ser feito definindo a transformagao dos contornos através do mapa
0Xy : 0Uy, — 09y, (1.1)
e entdo estendendo este para o interior da regido Uy obtendo a transformacao
XU, = QF (1.2)

do interior do espaco légico para o interior do espaco fisico. E assumido quel<n<3el<k<n.

Podemos escrever esta transformacio em notagio vetorial como

x = x(£). (1.3)

Duas situagoes indesejaveis podem surgir: (i) um ponto no espacgo légico é mapeado
para fora do objeto fisico (isto é denominado como dobra? ou sobra® da malha), (ii) dois ou mais
pontos no espaco logico sdo mapeados para o mesmo ponto no objeto fisico. E de importancia
fundamental realizar a transformacao de tal forma que um ponto no espago légico seja mapeado
para um tnico ponto no espaco fisico (neste caso a transformacdo é chamada um-a-um). Isto é,

para cada ponto & € Uy, existe um tnico ponto correspondente x € )} e vice-versa.

Em relacdo a este problema, a quantidade matema&tica mais util para o estudo da

geracdo de malhas é a matriz jacobiana J. As derivadas parciais 0z;/0¢; estao definidas e con-

2 Folding.
3 Spillover.



seqiientemente os elementos de J

Oz
&’

sdo definidos. O Jacobiano, J, é o determinante da matriz jacobiana e se ele for zero em algum pon-

to, entdo a transformacao nao serd inversivel e falhard em preservar propriedades fisicas essenciais

produzindo entdo malhas dobradas*.

Também é conhecido que os erros de aproximacao das equacoes a serem resolvidas
dependem nao somente das derivadas das equagdes e do espacamento da malha, mas também da
taxa de troca do espagamento da malha e da ortogonalidade [45]. Para um dado espagamento
da malha, uma malha ortogonal e suave normalmente resulta em erros menores em problemas
simples. Assim, outro objetivo principal na geracdo de malhas é a obten¢do de malhas suaves, ou
seja, malhas onde o espacamento entre células adjacentes varie pouco e onde os dngulos entre as
linhas da malha nao se tornem muito pequenos. Entretanto, nem sempre é possivel gerar uma

malha ortogonal para uma dada geometria.

1.2 Problemas conceituais

O problema de gerar uma malha é ndo trivial, ou seja, ndo existe uma solugdo unica.
Dada uma regiao fisica, ndo existe apenas uma maneira de relacionar os pontos de um espago
para com o outro. Todo o processo de geracdo de malhas inicia com a definicdo de uma superficie
(no caso bidimensional sdo linhas). Esta definicdo raramente é uma tarefa ficil. A entrada pode
consistir de pontos, linhas, splines, curvas, retalhos de superficies, etc. que especificam um objeto
fisico de forma paramétrica, implicita ou numérica. Depois que o objeto é dado parametricamente®,
entao um conjunto discreto de pontos do objeto pode ser escolhido discretizando o parametro. Por
exemplo, sendo & o parametro, podemos escolher M + 1 pontos & = i/M, parai =0,...,M. Se
o objeto é dado implicitamente, entdo precisamos encontrar a forma paramétrica que o descreve e

6

algumas vezes precisamos reparametrizar® uma dada parametrizacdo para o intervalo [0, 1].

Existem alguns problemas conceituais que devem ser pensados quando escolhemos um
sistema de geracdo de malhas para um problema particular:
e Dominio da solucao delimitado ou nao delimitado;

e Topologia do dominio (C, H, O e combinacoes delas);

4 Folded.

5Um circulo de raio 7, centrado na origem, é dado parametricamente através das equagdes [z,y] = [r cos 8,7 sin 6].
Neste caso # é o pardmetro que varia de 0 a 2.

6Podemos reparametrizar o circulo através de ¢ = /27 e teremos entdo o parametro ¢ variando de 0 a 1.



e Um bloco ou multiplos blocos;

e Tipo de interface entre blocos (continua e suave);

e Com sobreposicdo ou ndo de malhas (ex. tipo Chimera);
e Malha estruturada ou nao-estruturada;

e Geracdo algébrica ou de uma equacio diferencial;

¢ Fixa ou adaptativa;

e Duas ou trés dimensoes.

Quando o dominio for delimitado, estamos definindo uma regido do espaco, caso con-
trario, definimos somente um contorno interno da regifo e o outro contorno pode variar dependendo

do método a ser utilizado para gerar a malha.

E importante notar que uma mesma regido pode ser mapeada de formas diferentes.
Por exemplo, um aerofélio pode ter uma malha do tipo C, do tipo O ou do tipo H. Dependo da
maneira que definimos essas malhas podemos notar as suas diferencas e o motivo pelo qual recebem
esses nomes (veja figura 1.3). Nem sempre é fcil mapear a regido fisica para um quadrado unitério;

precisamos, entdo, usar multiplos blocos para definir a regido fisica.

Malhas com sobreposicao de dois ou mais blocos de malhas sao denominadas serem
do tipo Chimera. Para o tratamento desse tipo de malha, toda uma metodologia especial precisa

ser utilizada.

Podemos discretizar o dominio tal que cada volume interno possua sempre 0 mesmo
numero de vizinhos e a numeragdo dos mesmos tenha uma seqiiéncia natural. Neste caso, a
malha serd denominada estruturada. Uma das vantagens estd no momento da implementacao,
pois o ordenamento dos elementos simplificard a generalizagdo das rotinas. Além disso, a matriz
resultante dessa discretizacdo serd uma matriz com elementos somente nas k primeiras diagonais,
que sdo mais ficeis de se implementar e possuem métodos especificos para sua resolucdo. De
outro modo, podemos discretizar o dominio tal que os elementos possuam um nimero variavel de
vizinhos e estejam dispostos sem nenhuma ordem aparente (veja a figura 1.4). Assim, teremos
malhas ndo-estruturadas e as matrizes resultantes serdo esparsas, dificultando algumas vezes a

resolucao do sistema associado.

7

A regido a ser discretizada pode ser convezra’ ou nao-convexa. E relativamente mais

facil gerar malhas para regides convezxas, pois estas ndo apresentam reentrancias do contorno sobre

7"Uma regido é conveza se quaisquer dois pontos nela podem ser ligados por uma reta inteiramente contida na
regido.
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Figura 1.3: Diversas topologias para malhas sobre aerofdlios: (a) malha tipo C, (b) malha tipo O
e (¢) malha tipo H.



Figura 1.4: Exemplo de malha nao-estruturada. Normalmente este tipo de malha € usado com o
método de elementos finitos.

8 ou ndo-conexa. Uma

o interior da regido. A regido também pode ser classificada como conexa
regiao conexa nao possui duas regioes do espaco isoladas uma da outra. Em uma dimensao a inica
possibilidade é um intervalo. Em duas dimensoes, entretanto, uma regido conexa pode ser algo mais
complicado; por exemplo, a regiao entre dois circulos, um anel, é conexa. Certas vezes, é necessario
dividir a regido fisica através de um corte®, tornando-a uma regido simplesmente conexa. Este é o
caso de um anel e de um aerofélio (a malha tem um ou mais “buracos” no meio). O tratamento
quanto as diversas maneiras de mapear uma regido fisica dependerd da forma geométrica, das

propriedades matematicas desejadas para a malha e do tipo de equacao a ser resolvida sobre a

malha. Uma grande exposigao sobre esses aspectos é dada no livro de Thompson et al [46, Cap. 2].

Cuidados especiais devem ser dados aos cortes. Fisicamente, esta regido nao apresenta
nenhuma diferenca a qualquer outro ponto interior da malha e, matematicamente, poderiamos ter
localizado o corte em outra posicdo. Nao podemos diferenciar os pontos que fazem parte do corte
com os pontos interiores da malha. Isto significa dizer que, se temos continuidade das linhas coor-
denadas passando num ponto interior da malha, entao desejamos ter continuidade também sobre
as linhas coordenadas passando sobre um ponto do corte (veja figura 1.5). As linhas coordenadas
precisam ser suaves nos pontos do corte tal qual possuem os outros pontos, caso contrario os erros
de truncamento podem ser maiores nessa regiao do que na outra [46]. Esse tratamento é dado

nesse trabalho e esta é a mesma metodologia necessaria para a técnica de multiplos blocos.

8Em uma regido conera quaisquer dois pontos pertencentes a regiio podem ser ligados por uma curvae inteira-
mente contida na regido.
9 Cut branch.
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Figura 1.5: Ezemplo de malha sobre um aerofdlio com detalhe sobre o corte.

1.3 Meétodos para Geragao de Malhas

Abaixo estdo descritos alguns dos principais métodos algébricos e diferenciais que

fazem um resumo dos métodos disponiveis.

Métodos algébricos

Sao baseados na transformacdo de coordenadas através de uma expressdo algébrica.
Na sua forma mais simples, teremos uma expressao que fornece a transformacio para cada ponto,
bastando calcular o valor desta expressao. Para isso, podem ser usadas funcoes de interpolacao
de Lagrange e Hermite (também chamadas transformacoes de cisalhamento!?). Alguns métodos
sdo baseados em esquemas de interpolacdo em vérias dimensdes. A interpolacdo transfinita [24]
e transformacdes multi-superficie produzem malhas boas para dominios fechados. A integracio
destes métodos com o controle adicional no contorno e dissipacao eliptica fornecem eficientes sis-
temas para geracao de malhas. Estes métodos, em sua forma mais desenvolvida, permitem algum

controle nos valores das derivadas no contorno.

Meétodos elipticos

Sédo baseados na solucgéo de equacoes parciais elipticas com algumas condiges (chama-

das termos fontes) para forcar as aproximagdes em certos pontos. O problema é formulado via

10 Shearing.



um conjunto de equagdes de Poisson [45] com termos fontes normalmente definidos através de
uma fungdo de controle apropriada [39]. Sistemas elipticos produzem malhas suaves (as vezes
suaves em excesso) e podem ser usados para suavizar descontinuidades nas métricas produzidas
por interpolacdo transfinita (para esse propdsito pode ser suficiente a utilizagdo do operador de

Laplace).

Métodos hiperbdlicos

Sao baseados na solucdo de equagoes diferenciais hiperbdlicas, que sao resolvidas por
esquemas de solu¢do marchante do contorno do dominio. A idéia de usar EDPs hiperbdlicas é
muito eficiente para fluxos externos onde os contornos do corpo (aerofdlio, asa, carro, etc.) sao
bem definidos, entretanto o contorno longe do corpo é deixado arbitrario. Esta situacdo também
elimina a necessidade de especificar a distribuicdo de pontos em uma das arestas do dominio de
fluxo, facilitando assim a definicdio do dominio em questdo. Na formulacdo bésica, o gerador

hiperbdlico é baseado na condicao de ortogonalidade e na condicao de volume de célula.

Métodos adaptativos

Todos os métodos descritos acima fazem uso de algum conhecimento empirico sobre a
forma da solucdo da EDP. Este conhecimento faz com que adicionemos muitos pontos nas regides
de mais alto gradiente. Solugoes melhores podem ser obtidas se for possivel adaptar uma malha
inicial com o esquema numérico marchante no tempo, seguindo exatamente a evolug¢ao do campo de
gradientes, criando assim uma malha adaptativa (um problema particularmente dificil é a posigao
da onda de choque num fluxo transénico). Métodos que podem ser usados para seguir a solugao
incluem: fungdes peso, suavizacdo de Poisson e analogia as equagdes da eletrodindmica [32, se¢do
3.8]. O maior problema dos sistemas adaptativos é que eles devem ser construidos junto com o

programa que soluciona numericamente a EDP.

Atualmente, ndo hd um método que permita resolver todos os problemas desse tipo.
Na geracao de malhas estruturadas, métodos elipticos sdo os preferidos por permitirem um maior

controle da forma e do interior da malha.

Uma vez que a malha tenha sido gerada, devemos visualizd-la verificando se néo
existem erros na sua configuragio (estes podem ser de uma variedade enorme). Os métodos
mais recentes tem sido embutidos em ferramentas multi-disciplinares que vem com uma interface
amigdvel para o usudrio, técnicas de tratamento de superficies, ferramentas para visualizagdo, pos-
processamento, etc., onde freqiientemente sdo permitidas a possibilidade da utilizacdo de malhas

com multiplos blocos.
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1.4 Ambiente para Solucao de Problemas (PSE)

As bibliotecas de softwares sdo atualmente organizadas em termos dos modelos mate-
méaticos que suportam. Os avangos em software, hardware, workstation clustering e a tecnologia
de maquinas paralelas, juntamente com a facilidade de acesso & supercomputacao tem dificultado
a tarefa de desenvolver novos programas cientificos para o estudo de fend6menos da ciéncia e en-
genharia. Embora a biblioteca de software forneca alguma forma de abstracdo e a facilidade para
reutilizar partes do software, ela ainda requer um nivel de conhecimento além da experiéncia e ha-
bilidades do cientista e engenheiro médio que normalmente estd envolvido no projeto de artefatos
manufaturados. Este fato tem levado a um novo conceito de reaproveitamento de software chamado

Ambiente para Solug¢io de Problemas, PSE-Problem Solving Environment [1] .

Um PSE é um sistema computadorizado que fornece todas as facilidades computa-
cionais necessdrias para resolver uma classe alvo de problemas. Esta caracteristica inclui métodos
de solucado avancada, selecdo automdtica e semi-automéatica de métodos de solucdo e meios para
facilmente incorporar novos métodos de solucdo. Além disso, PSEs usam a linguagem da classe de
problemas alvo; assim, o usuario pode solucionar os problemas sem conhecimento especializado do
hardware e software usado. Explorando tecnologias modernas tais como graficos coloridos intera-
tivos, processadores poderosos e computacao paralela, PSEs podem criar ferramentas para resolver
problemas e permitem aos usudrios revé-las facilmente. Sobretudo, PSEs sdo sistemas que fazem
todo tipo de tarefa para todo tipo de usudrio; PSEs resolvem problemas simples ou complexos,
fornecem uma répida construcdo de softwares ou andlises detalhadas, e ainda podem ser usados

em cursos introdutérios ou nas fronteiras da ciéncia.

Os atuais PSEs consistem de pequenos conjuntos de médulos, normalmente tomados
de bibliotecas existentes, integrados (empacotados) para resolver uma classe predefinida de pro-
blemas da engenharia e da matematica. Evolucdo similar tem sido observada nas ferramentas de
pré-processamento (CAD, geracdo de malhas) e pés-processamento (visualizagdo de dados). Estas
bibliotecas, interfaces e ferramentas de pré e pés-processamento aumentaram o nivel de abstracao
da definicdo do problema e permitem a usudrios com um minimo de experiéncia computacional
elaborar programas complexos. PSEs diferem de sistemas monoliticos pelo amplo dominio dos
problemas ou aplicacdes que podem tratar. PSEs possuem extensibilidade, flexibilidade e oferecem
facilidades na construcdo de projetos. A deficiéncia comum dos atuais PSEs é a perda do conhe-
cimento adequado baseado nos sistemas para aplicabilidade, compatibilidade e performance (i.e.
complexidade) de médulos, a selegio do usudrio definindo pardmetros e a navegagdo. Um PSE ideal
é aquele que pode tomar muitas decisdbes para o usudrio consultando sua base de conhecimento

associada.
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1.5 Escopo deste trabalho

Neste trabalho desenvolvemos um programa, que pode ser chamado de um PSE, para
a geragdo de malhas bidimensionais. Como serd apresentado no capitulo 8, o programa denominado
MAKEGRID oferece opcdes para a definicdo dos contornos, incluindo o desenho de linhas, splines e

arcos na tela com o auxilio do mouse e a leitura dos dados através de um arquivo.

Algoritmos préticos sdo enfatizados e muitos deles podem ser entendidos e implemen-
tados sem uma completa compreensao dos resultados matematicos. Entretanto, o projeto destes
algoritmos e a predicdo da forma da malha que os algoritmos geram depende potencialmente do
entendimento matematico, portanto é importante ter em mente algumas informacées antes de

comecar a gerar malhas.

Vamos tratar apenas de malhas estruturadas, visto que sua implementacao é mais facil
e que o método usado para resolver a EDP neste caso é o método de diferencas finitas ou volumes
finitos, enquanto que malhas nao estruturadas sdo usadas com o método de elementos finitos
[27, 2, 8]. Estaremos interessados tanto em dominios convexos como também os ndo-convexos.
A regido deve ser simplesmente conexa, o que pode ser alcancado através da utilizacdo de cortes
do dominio. A metodologia utilizada é baseada em um tnico bloco, porém sua extensido para
muiltiplos blocos é direta. Existe também um cuidado especial para que a interface entre os blocos

tenha continuidade, como veremos na se¢do 3.6.

No capitulo 2, trataremos das malhas unidimensionais e a metodologia bésica para
o desenvolvimento de algoritmos para a geracao de malhas. E importante salientar que malhas
unidimensionais sdo usadas para definir os contornos de uma regido bidimensional. As malhas
bidimensionais serdo tratadas no capitulo 3, onde serdo vistos métodos para a sua geracdo, tais
como a interpolacdo transfinita, métodos elipticos e hiperbdlicos, os quais foram utilizados no
programa. Nao falaremos a respeito do mapeamento conforme que utiliza o plano complexo para
fazer as transformacoes do espago fisico para o espago 16gico [15], devido & dificuldade de sua
extensdo para o caso tridimensional. Os livros texto de Knupp e Steinberg [32] e Thompson et al.
[46] sao a base deste trabalho e descrevem quase que por completo a geracao de malhas estruturadas
e a discretizacdo de operadores. Alguns outros aspectos sdo mostrados em outras referéncias tais
como Fletcher [20, cap. 12 e 13] e Peyret e Taylor [36, se¢do 11.4]. Alguns tépicos especificos sobre

geracdo de malhas podem ser consultados em [10, 31, 41, 42, 43].

A transformacio dos operadores do espaco fisico para o espaco 16gico é tratada no
capitulo 4. A discretizacdo dos operadores transformados é feita no capitulo 5, juntamente com

uma descricdo dos diversos tipos de arranjos que podem ser utilizados para as variaveis sobre
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a malha. As condigdes de contorno e suas discretizacoes sdo tratados no capitulo 6 mostrando

também a utilizacao das células ficticias.

Apresentamos também um método para resolver numericamente as equacoes de Navier-
Stokes para um fluido incompressivel no capitulo 7. Varios livros podem ser citados como referéncia
para a solucao das equagoes de Navier-Stokes tais como Ferziger e Peric [19], Malalasekera e Ver-

steeg [47], Patankar [35], Maliska [34], Fortuna [22] e De Bortoli [5].

No capitulo 8, o programa MAKEGRID é apresentado. Com a solucdo de um problema
exemplo, o uso do programa é explicado passo a passo, com alguns detalhes de sua utilizacao e
implementagdo. Um dos melhores meios de testar a qualidade de um gerador de malhas é testé-lo
para um numero diferente de problemas. Véarios exemplos de malhas geradas com o programa sio

mostrados na secao 8.5.
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2 GERACAO DE MALHAS UNIDIMENSIONAIS

Vamos descrever neste capitulo a teoria basica envolvida na geracao de malhas unidi-
mensionais. Ela é necessaria mesmo quando estamos no caso bidimensional, pois os contornos da

regido bidimensional serdo tratados como malhas unidimensionais.

Primeiramente apresentaremos a idéia basica para o desenvolvimento de um algoritmo
para a geracdo de malhas, seguindo com a definicdo da versdo unidimensional de dois geradores
classicos para o caso bidimensional: o gerador AH e o gerador TTM. Por tltimo, apresentaremos

algumas maneiras de resolver numericamente as equacoes encontradas para a obtencao da malha.
2.1 A idéia basica

Uma malha no intervalo [a, b] serd dada por z;,i=0,...,M, onde 2o = a e zp = b.
Queremos definir uma transformacgao x; = x(§;) que relacione os pontos no espago 1égico &; com
os pontos z; do espago fisico (ver figura 2.1). O espago 16gico serd por definicdo igualmente
espagado de tal modo que § =i/M,i=0,...,M. Queremos também uma maneira de controlar
o espagamento entre dois pontos consecutivos que deve ser proporcional a uma funcio peso ¢(&),

para & no intervalo [0, 1].

Como ¢(£) é uma proporcao, claramente ¢(£) > 0. O problema é gerar a malha tal que
o comprimento dos intervalos [z;, ;1] seja proporcional & fungdo ¢ no ponto médio do intervalo,
ou seja, achar z; tal que

Eiv1 +&

$i+1—wi:K¢< 2 >, OS’LSM—L (21)

onde K é uma constante positiva a ser encontrada.

espaco ldgico

= (: E_, =1
é0 0 E" 1 k n-1 é n
espago fisico
X 0=a X ) X ‘ X X n=b

Figura 2.1: Exemplo de malha unidimensional no espaco ldgico e no espaco fisico.
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Observe que se ¢ é continua, entdo quando o comprimento do intervalo tende a zero,
A¢ — 0, o lado esquerdo fica igual a zero enquanto que o lado direito ndo. Para contornar esse

problema, facamos K = CAE, onde C é uma constante arbitraria. Substituindo em (2.1) obtemos

z(§it1) — (&) _ §iv1 +&i
Para um ponto qualquer & € [0, 1] temos
(€ + A —x(§) _ AL
A =Cé¢ (E + 7) . (2.3)

Como z é continuo, entdo o limite da equagao (2.3) quando A — 0 fornece a equagao diferencial
ordinéria
ze(§) = CP(). (2.4)

Dividindo a equagao (2.4) por ¢, pois assumimos ¢ > 0, e diferenciando com respeito a £ temos

<%‘“>£ = 0. (2.5)

Note que quando diferenciamos, removemos a constante C' do problema. Se ¢ é diferenciavel e z

é duas vezes diferencidvel, usando a regra do quociente para derivar obtemos
e
Teg — E:L’g =0. (2.6)

A transformacao deve satisfazer as condiges de contorno z(0) = a e (1) = b. Esta equacdo difer-
encial linear, juntamente com as condi¢ées de contorno, determinam unicamente a transformacao

z(§). O Jacobiano do mapa é J = z¢ e a transformacdo tem a propriedade que

ze = J(§) = C(§), (2.7)
que é o analogo continuo de (2.2).

A equagdo diferencial em (2.5) é a equacdo de Laplace a coeficientes varidveis na
forma conservativa. Ela ndo requer que ¢ seja suave, portanto leva vantagem sobre a forma nao-
conservativa (2.6). Qualquer uma destas pode ser discretizada para obter um algoritmo numérico
para a geracdo de uma malha unidimensional. A constante C' ndo aparece em nenhuma das duas
formas, assim nao é necessaria para a resolucdo numérica, mas pode ser 1til conhecer o seu valor

para solucdo analitica. Pode se verificar facilmente que C' satisfaz

1 1 !
S= /0 o(€)de. (2.8)

O objetivo da funcdo peso é modificar uma malha uniforme tal que os pontos se
aproximem ou se afastem de uma localizacdo no plano fisico. Nem sempre é facil determinar uma

funcao peso adequada para que a malha se concentre em torno de um ponto z, escolhido. Para
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x0=a X X ‘ X X =b

Figura 2.2: Fxemplo de malha com espagamento uniforme.

isso, devemos utilizar uma funcio peso dependente da varidvel z no espaco fisico. Seguindo o

mesmo raciocinio a partir de (2.1) e substituindo ¢(£) por w(z(£)), podemos chegar a

<uii77((€§)))>£ ) (2.9)

que é o andlogo da equagao (2.5). Novamente usando a regra do quociente, diferenciamos e obtemos
Wy o
ree — —x¢ = 0. 2.10
s = T (2.10)
Usando a regra da cadeia obtemos
We¢
Tee — —xe =0, 2.11
g6 — T (2.11)
a qual, com as condigdes de contorno z(0) = a e x(1) = b, é a equagdo a ser resolvida para obter a

malha desejada. Observe que a equagio (2.6) é linear, enquanto que a equagao (2.11) é néo-linear,

o que pode dificultar a sua solucio dependendo da escolha de w(x).

2.1.1 Exemplos

Deve ser observado que para uma fungéo ¢(£) dada, teremos sempre a mesma solu¢io,
bastando resolver a equacdo diferencial apenas uma vez e utilizar a expressdo encontrada para
gerar a malha unidimensional. Desta forma estaremos utilizando um método algébrico para gerar

a malha. Alguns exemplos sdo dados a seguir.
Malha com espacamento uniforme

Para gerar uma malha com espagamento uniforme temos que resolver a equacao (2.5)

com uma fun¢io peso constante, ¢p(§) = C, ou seja, temos que resolver a equacio diferencial

(x—cf)E =0 (2.12)

com z(0) = a e z(1) = b. Integrando duas vezes em ¢ e aplicando as condiges de contorno obtemos
z(§) = (b—a)é + a. (2.13)
Desta forma, discretizando o parametro £ como §; = ﬁ e fazendo i, inteiro, variar de 0 até M,

obtemos os M + 1 valores de z; que definem a malha (veja figura 2.2).

Podemos utilizar essa metodologia para gerar uma malha unidimensional em R?, ou

seja, gerar um conjunto de pontos em R? ligando os pontos x = a e x = b conforme a figura 2.3.
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Figura 2.4: Funcdo peso ¢(£) = e* e malha aprozimada na extremidade © = a.
Concentracao numa extremidade

Outra opc¢ao que podemos querer utilizar é atrair os pontos para um extremo a, a fim
de termos uma malha mais refinada préximo desse extremo. Uma possivel escolha para que os
pontos ao se afastarem de a tenham o espagamento entre eles aumentado é tornar a funcdo peso

igual a uma funcio exponencial, ¢(£) = e*¢. Substituindo na equacio (2.5) temos que resolver

Te —
(eTé)g =0 (2.14)
com z(0) = a e z(1) = b. Novamente, integrando duas vezes em & obtemos

Cﬂ(f) — (b — G)ZiEjIGBA — b (215)

Na figura 2.4 temos a funcdo peso ¢(£) = e*¢ e a malha gerada aproximando os pontos para uma

das extremidades.
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\/

Figura 2.5: Malhas com pontos aprozimados (a) no ponto médio da curva e (b) em ambas as
extremidades.

Concentracao para o centro do intervalo

Para aproximar para o ponto médio do intervalo [a,b], usamos como func¢do peso a
composicao de duas funcoes exponenciais tal que
eM1/2=8) ge 0 < € < 1/2,

P(§) = (2.16)
MET1/2) e 1/2 < €< 1.

e para aproximar para os pontos extremos do intervalo usamos

ere se 0 <¢<1/2,
$(§) = (2.17)
A8 se1/2 < €< 1.
Seguindo a mesma metodologia, estas duas ultimas fungdes peso podem fornecer as aproximagoes

para as malhas geradas na figura 2.5.

2.2 Geradores através da Equacao de Poisson

Nesta secao apresentaremos dois geradores de malhas unidimensionais baseados na
equacdo de Poisson. A motivacdo para o uso da equacdo de Poisson é dada no livro de Maliska
[34, pp. 254-260]. Estes geradores sio a versdo unidimensional dos geradores bidimensionais AH
(Amsden e Hirt [3]) e TTM (Thompson, Thames e Mastin [44]). A equacdo de Poisson ¢ utilizada
pois as condicdes de contorno para o problema sdo os contornos da malha e as solugdes que ela

gera sdo suaves, uma propriedade desejada.



18

A versdo unidimensional do gerador AH assume que a transformacéo satisfaz a equacio
de Poisson

Tee = P(§), 2(0)=a, =z(1)=0, (2.18)

onde P é uma funcio continua dada que serve como uma funcdo de peso no espaco légico. Este é

um problema, de contorno linear e tem solucdo geral dada por

1 1 3
+O) = -t ot [ aPwdr—¢ [ P~ [ aPtyan (219)
0 0
como pode ser facilmente checado.

O Jacobiano de (2.19) é

re=b=a~ [ P+ [ opoin (2.20)

0 que mostra que a principal dificuldade deste gerador é a relagdo entre o Jacobiano (neste caso o
comprimento da célula) e a funcdo peso é nao trivial. Ainda que P(§) > 0, para 0 < £ < 1, nada
garante que o Jacobiano seja sempre maior que zero. Entretanto, o gerador AH é o mesmo que os
geradores (2.6) e (2.10) se

we

P¢ 2

Em duas dimensdes, o gerador AH produz malhas dobradas ainda para regides simples. A gene-
ralizacdo do gerador TTM é consideravelmente mais robusta. A idéia basica do gerador TTM
é considerar a transformacdo inversa e assumir que esta funcdo satisfaz o problema de valor de

contorno

onde P(£) é uma fungio continua dada.

Para comparar o gerador TTM com os outros geradores, devemos transformar a

equacdo para o espaco légico. Lembrando que z(§) e &£(z) sdo inversos um do outro e que

z({(z)) = z, diferenciando esta igualdade em relacdo a z obtemos z¢{, = 1 ou & = 1/xz¢.
Aplicando duas vezes temos
1 /1 T
oo = — <—> = & (2.23)
T¢ T¢ ¢ 1‘5

Aplicando em (2.22) obtemos o problema de contorno nao-linear
Tee + P(f):ﬂg =0, z(0)=a, z(1)=0d. (2.24)
2.3 Implementacao Numérica

Os geradores de malhas apresentados nesta secdo podem ser aproximados usando

diferencas finitas. Varias aproximacdes diferentes vao ser usadas agora para os geradores derivados.
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O problema é, novamente, calcular M + 1 pontos z;, 0 < i < M, satisfazendo g = a e zps = b.
A aproximacado em diferencas finitas para cada uma das equagoes diferenciais da secdo anterior

resultardo sempre num sistema de equacoes algébricas da forma
Lix; 1 +Cizi+ Riziy1 =G, 1<i<M-—-1, (2.25)

onde

Ci = —(L; + R;). (2.26)
Assim, somente R;, L; e G; necessitam ser especificados para o problema.

Vamos discretizar agora as derivadas primeira e segunda de uma funcdo. Esta dis-
cretizacdo serd usada para transformar a equacdo diferencial num sistema algébrico. Queremos

que a discretizacio seja de segunda ordem e que o esténcil' seja simétrico.

Se f(£) é uma fungdo suave, entao sua derivada no centro do intervalo A¢ é aproximada

por

FE+5H-7e-5Y
fe(€) = Y; : (2.27)

enquanto que o valor de f no centro do intervalo pode ser aproximado pela média

A _ B¢
o~ TEE I T SE= 5 09

Como o espaco légico que foi construido é uniforme e tem M + 1 pontos entio

1
Af:M, & =1AE 0<i< M. (2.29)
Os pontos médios dos intervalos
1
£i+é:<i+§>A§, 0<i<M-1 (2.30)

também sao necessarios.

Discretizando a equagdo (2.5) para o ponto x; teremos

xﬁ(f) N (%)7,+% - (%)Z,%
(( 03] >5> - A¢ ’ (2.31)

Te 1 w1 —wy
Te) o - T 2.32
(¢>H% Py AC (252

Os coeficientes desta equacao serdao

onde

1
R; = m, Li=Ri—, G;=0. (233)

lEntende-se por esténcil o conjunto de pontos que sio levados em conta no momento da discretizacdo de um
operador sobre um determinado ponto.
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O sistema (2.33) é um sistema tridiagonal simétrico que pode ser resolvido através do algoritmo de
Thomas? [35]. Um tratamento especial deve ser dados aos pontos de contorno; assim, para i = 1,

a equacio pode ser expressa como

Ciz1 + Rize = —L;a. (2.34)
Para automatizar a operacido podemos modificar os coeficientes de (2.25) tal que

L, =0, G;=—Rpa. (2.35)
Uma modificacio similar serd necessaria em ¢ = M — 1.

A equagdo (2.6) é também uma equacdo diferencial ordindria simétrica homogénea

linear, entretanto ela ndo é escrita na forma simétrica. Diferencas centrais fornecem

_ 4¢i — (¢it1 — di—1) _ 4+ (dig1 — di1)
R = ), L= o

, Gi=0. (2.36)

Esta aproximacdo é ndo simétrica, assim (2.33) é preferida, embora o sistema (2.36) seja ainda

tridiagonal e possa ser resolvido por um algoritmo para matrizes tridiagonais.

Quando estamos usando a fung¢io peso w(z) que depende do espago fisico, a equagio
ordindria derivada é ndo-linear, mas ainda assim tem a mesma forma que as duas equagoes ante-
riores. A equacdo diferencial (2.9) permite

1
w($i+%)Af2 ’

Este é um sistema nao-linear que pode ser resolvido usando um algoritmo de iteracdo nao-linear.

R, = L;, = Rifl, Gi =0. (2.37)

Qualquer problema onde R;, C;, L; ou G; depende de x é ndo-linear. Tais problemas
sdo resolvidos usando um algoritmo de iteracdo ndo-linear. Um pardmetro de tolerancia pequeno,
tol, que determina a precisao da solucao deve ser dado. Para iniciar a iterar, uma solucao inicial,
neste caso uma malha z¢?, deve ser gerada, podendo ser por exemplo uma interpolagao linear.
Entao o laco descrito abaixo é executado até que a tolerancia minima seja alcancada, que pode ser

medida através da norma da solucdo anterior menos a solugio atual.

Algoritmo: Iteracido ndo-linear
1.Enquanto (§ < tol)
2. Calcule L;, R;, C; e G; usando x¢4.

Resolva o sistema linear resultante para ;.

new

i =T;.

3
4. Faca x
5

Calcule 6 = max; ||m?ew _ .Tl?ld”.

2Também chamado TDMA-TriDiagonal Matriz Algorithm.
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O passo 3 pode ser resolvido através do algoritmo de Thomas ou por outro sistema

iterativo, tal como Jacobi, Gauss-Seidel e SOR.

Uma abordagem similar pode ser usada para resolver a equagio néo-linear (2.36). Ao
invés disso, usaremos um algoritmos diferente. Os termos de ordem baixa podem ser calculados
na malha anterior para determinar o lado direito do esténcil e os termos de segunda ordem podem

ser usados para calcular os coeficiente do lado esquerdo, ou seja,

R,=L;=1, G;= (Wit = wzlwl)A(?;l — miil). (2.38)

Como L;, R; e C; sdo constantes, um algoritmo particular e eficiente pode ser usado para resolver

este sistema.
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3 GERACAO DE MALHAS BIDIMENSIONAIS

Este capitulo apresenta alguns métodos para a geracao de malhas bidimensionais,
comecando pela descricao do problema bésico de geracao de malhas, seguindo com o método
de Interpola¢ao Transfinita. A solucdo gerada por este método servird por vezes como condi¢io
inicial para os métodos iterativos apresentados a seguir, tais como os geradores elipticos, Length
e Winslow. O capitulo termina com uma breve discussdo de métodos parabdlicos e sua utilizacao

para a geracdo de células ficticias.

Apresentaremos mais detalhadamente os métodos elipticos pois foram esses os im-
plementados no programa MAKEGRID e por estes obterem melhores resultados para geometrias

diversas.

3.1 O problema de geracao de malhas no plano

O problema bésico para geracdo de malhas bidimensionais pode ser abordado do
seguinte modo: dada uma regido simplesmente conexa Q C R? no espaco fisico, queremos achar
uma transformacdo x = x(§,n) do quadrado unitdrio Us no espaco légico para a regiao Q. A
regido fisica é especificada fornecendo seu contorno; isto pode ser feito definindo-se um conjunto

de quatro funcoes paramétricas (ver figura 3.1),

xn(s), xs(s), 0<s<1, (3.1)

xg(s), xw(s), 0<s<1. (3.2)

Os indices em x referem-se aos contornos norte, sul, leste e oeste no dominio légico®.
Note que x é um vetor e portanto xn(s) = [zn(s),yn(s)] e a solugdo do problema serd achar
x(&,n) = [2(€,1),y(&,n)]. B importante checar as quatro condicdes de consisténcia para os con-

tornos dadas por

x5(0) =xw(0), xs(1) =xp(0), (3-3)

XN(O) = Xw(l), XN(l) = XE(l) (34)

O problema bésico possui outras variagoes. Por exemplo, o contorno da regido pode
ser reparametrizado antes que a extensao para o interior seja realizada. Entao, se o parametro s

for reparametrizado em funcéo de 7, teremos s = s(r) com 0 < r < 1. Assim, a fun¢do composta

1Usamos os subscritos indicando as dire¢des cardeais, com as iniciais tomadas de seus nomes na lingua inglesa,
por consisténcia com a nota¢do comumente usada na literatura
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Figura 3.1: Quatro fun¢des paramétricas definem o contorno bidimensional.

xn = xn(s(r)) = xn(r) é uma reparametriza¢io do contorno norte de . Esta é uma técnica

importante ja que o contorno original é freqiientemente inconveniente.

Outra modificagdo ao problema é reduzir o numero de contornos ao que se deseja fixar.
Por exemplo, somente trés contornos sdo necessarios em alguns geradores ortogonais [18] e somente
um contorno é necessario em geradores hiperbdlicos. Claramente, os outros contornos estao livres
para variar e estdo fora do controle do usudrio. A necessidade de que a regido seja simplesmente
conexa também pode ser relaxada introduzindo cortes no dominio fisico, como por exemplo no
caso de cilindros e aerofélios onde um corte pode ser adicionado, ligando o contorno interno ao
contorno externo da regido, de tal forma a tornar a regido simplesmente conexa. RegiGes com alto
grau de conectividade? podem ser tratadas adicionando-se miltiplos cortes (veja por exemplo a

figura 3.2).

As transformagdes sdo calculadas usando aproximacgoes discretas. Uma malha no

espago l6gico é definida como um conjunto de pontos (&;,7;) tais que

1
1
A=, mj=jAn, 0<j<N. (3.6)

2Por exemplo, a regido sobre dois cilindros é multiplamente conexa.
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Os valores inteiros de 7,j sdo usados para os vértices (ou nds) das células. Algumas vezes, para
certas discretizacOes, sdo necessarios os pontos médios dos intervalos, os quais possuem significados

geométricos diferentes, de acordo com a tabela 3.1 e a figura 3.3.

3.2 Interpolacao Transfinita (TFI)

Métodos algébricos utilizando interpolagoes apresentam duas vantagens principais: o
célculo rapido da malha e o controle direto sobre a localizagdo dos pontos na malha. A principal
desvantagem é o fato que nem sempre esses métodos geram malhas suaves e podem também gerar
malhas dobradas. Além disso, quando o contorno nao é suave, estas nao-suavidades sdo propagadas

para o interior da malha.

O método padrido é conhecido como interpolagao transfinita® (TFI) [24]. No caso
unidimensional, a interpolagdo transfinita é a mesma que a interpolacdo linear. Os polindémios de
Lagrange de primeiro grau 1 — ¢, &, 1 — 5 e 1 sdo usados como fun¢des de mistura* na férmula de

interpolacao transfinita, que é

x(§,m) = (L =n)xs(§) +nxn (&) + (1 = xw(n) +Exu(n)

—{&mxn (1) +&(1 = n)xs(1) +n(1l - xs(0) + (1 = (1 —n)xs(0)}. (3.7)

Outras funcdes de interpolacdo sdo possiveis, como splines, polindémios de Hermite e

de Bernstein-Bezier, visando a suavizagdo das linhas da malha.

3.3 Geradores elipticos de malhas

Os geradores elipticos sdo baseados na resolugdo de sistemas de equagoes diferenciais
parciais elipticas e tém como maior vantagem a suavidade no interior da malha. A suavidade da
malha é necesséria a fim de se obter erros de truncamento pequenos na solugdo da equacdo desejada
através de métodos de diferencas finitas. Outra vantagem na abordagem eliptica é que podemos
especificar os quatro contornos do dominio, satisfazendo assim a idéia basica de um problema de
geracdo de malhas. O interior da malha é praticamente insensivel a parametrizagao dos contornos,
diferentemente dos métodos algébricos e hiperbdlicos. Existem soluc¢des para uma ampla variedade
de dominios e mudam gradualmente quando os dados do contorno sao trocados. O maior problema
na aproximacao eliptica é a perda de velocidade relativa aos outros métodos mencionados. Outro

problema é a dificuldade na determinacdo da funcdo de controle no interior da malha.

3 Transfinite Interpolation.
4 Blending.
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Figura 3.2: Regidgo multiplamente conexa transformada em uma regido simplesmente coneza
através de cortes.

Local pontos
vértices das células (1A, jAn)
aresta horizontal ((i + $)AE, jAn)
aresta vertical (1A, (5 + %)Aﬂ)
centro da célula ((i + HAE (G + 3)An)

Tabela 3.1: Posi¢do fisica na malha e coordenadas (i,j).

A
A A A
y [ I I
- O P O -—Pp» O > ®  vértice
T T T QO centro
aresta
-»> O —op» O —p» O - T vertical
aresta
T ? T - horizontal
- O —» O —p O —»
R
X

Figura 3.3: Diferentes posi¢coes na malha.
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3.3.1 O gerador Length

O gerador eliptico mais simples, chamado gerador AH (Amsden-Hirt [3]) ou gerador
Length, é a generalizagdo do gerador AH unidimensional dado pela equagéo (2.18) no capitulo 2.

Este gerador requer que cada componente do mapa satisfaca a equacido de Laplace
VP& = Viz =zee +agy =0, V’y=Vgy = yee + yny =0. (3.8)

A motivagdo para o uso desta equagio é dada no livro de Maliska [34, pp. 254-260]. Os quatro

contornos do mapa dados em (3.1),

CU(E,O) = CUN(f), iIZ(f, 1) = CUS(f), (39)

ﬂf(oaﬂ) = wW(n)v x(lan) = CUE(ﬂ): (310)

fornecem as condigoes de contorno para a equacdo diferencial em z. CondicGes similares para y

sao definidas da mesma forma.

As equacoes para determinar z e y sao desacopladas, lineares e formuladas no dominio
légico. A equacao diferencial parcial é a equacao de Laplace e as condi¢des de contorno sio
chamadas de condicdes de Dirichlet, portanto este problema é chamado problema de contorno com
condigdes de Dirichlet. Pode se mostrar (ver [4, 21, 23]) que tais problemas tem uma solu¢éo tinica
e que a solucdo é infinitamente diferencidvel (em C*°) no interior de Us, dado que o contorno do
mapa é continuo. A unica questdo em aberto é se a transformago é um-a-um, isto é, se o Jacobiano
do mapa é diferente de zero; a resposta é negativa, pois as malhas tipicamente dobram-se para

regides ndo-convexas. Veja um exemplo de malha dobrada na figura 3.4.

Mesmo sem a garantia que a malha ndo dobrard, o gerador AH ¢ ainda atrativo em
alguns casos. O caso mais importante é o de dominios convexos tendo um ou mais pontos onde
o contorno possua derivada descontinua. Neste caso, geradores algébricos falham em produzir
malhas suaves, enquanto que o gerador AH produz uma malha suave e ndo dobrada. O célculo
da malha AH é relativamente rdpido comparado a outros geradores elipticos ndo-lineares, pois as

equacoes deste gerador sao lineares.
A solugéo numérica da equagdo AH é uma tarefa ficil em métodos numéricos. A
derivada segunda da equacao de Laplace é discretizada usando diferencas centrais tal que

Ti—1,j — 2Tij + Tit1,j 4 i1 = 2xij + Tijn
AE? An?

=0, (3.11)

paral <i< M —-1,1<j < N —1. As condicoes de contorno sao dadas por (3.9) e (3.10).
Existem varias maneiras de resolver este conjunto de equacdes; dentre estas, escolhemos o seguinte

algoritmo.
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Figura 3.4: Malha dobrada para o gerador Length.

Algoritmo: Resolugio da equacdo de Laplace.
1.Defina as condicoes de contorno x;o, Xi am, Xo,j € XM,j-

2.Enquanto § < tol

3. Parai=1laté M —1,5=1até N —1
no_ _ALAR @i T | @igo1t i
4. T} = sAgiehn (T he + R
n _  Ag&Ag? (yi—l,j+yi+1,j + yi.j—1+yi.j+1)
Yij = 3Re212A2 A2 AP
i n
5. 0= max; j ||CUZ»7]' — iIZiJ’”

3.3.2 O gerador Winslow

O gerador de malhas mais amplamente usado dentre os geradores elipticos é o gera-
dor Winslow ou TTM homogéneo (Thompson-Thames-Mastin)®. Este gerador é a generalizagao
bidimensional da equagio (2.22) que foi mostrada no capitulo 2, com P = 0. O método surge
da necessidade de um gerador eliptico que produza malhas ndo dobradas, ou seja, com Jacobiano
diferente de zero. Ele também requer que as componentes da transformacio inversa £ = £(z,y)

e n = n(z,y) sejam fungdes harménicas (ao invés do préprio mapa), ou seja, que satisfagam a

50 método é também referenciado como gerador com suavidade (smoothness).
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equacao de Laplace
Vif = Vif =& + é.yy =0, Vi’? = Vi’? = Nz + Nyy = 0, (3-12)

no dominio fisico. Desta forma é possivel mostrar que a transformacao é um-a-um [33]. Entdo, a
solucdo continua da equacdo de Winslow resulta em uma transformacdo com Jacobiano diferente

de zero no interior do dominio fisico.

Assim como o gerador eliptico AH, se o contorno de Q é suave, entdo o problema de

Winslow possui uma solu¢do unica infinitamente diferencidvel no interior de 2.

E dificil resolver de forma numérica a equacao de Winslow no dominio fisico dire-
tamente[32], pois, para isso, deveriamos especificar as condigdes de contorno no espaco fisico. Para
desenvolver um algoritmo numérico conveniente para calcular o mapa de Winslow, as equagoes
(3.12) sao transformadas para o espago 16gico; desta forma temos que determinar as condigbes de
contorno para uma linha coordenada, o qual é uma reta. Supomos o Jacobiano J # 0 para que a

transformacéo seja inversivel. O resultado da inversdo é [32, p. 154]

QuT = go2%ee — 2912Tey + g11%yy =0,  Quy = g22Yee — 2912Yen + 911Ynn = 0, (3.13)
onde
g1 = ﬂf? + yé’, (3.14)
912 = TeTy + YeYn, (3.15)
9oz = Ty + Y. (3.16)

e Qy é chamado o operador quasi-linear de Winslow. A métrica g;; é o quadrado do comprimento
do vetor tangente a linha coordenada &, g22 é 0 quadrado do comprimento do vetor tangente a linha
coordenada 77 e g12 é o produto interno dos dois vetores tangentes. Isto fornece uma interpretacio

geométrica 1til dos coeficientes da equacao transformada, que comumente chamamos de métricas.

Em contraste com (3.8), as equagdes (3.13) sdo acopladas através dos coeficientes da

matriz das métricas, que dependem de z e y, e sao quasilineares.

A equacdo TTM nao homogénea discretizada em diferencas finitas segue diretamente,
de forma andloga, & equacgao (3.11), adicionando a esta a discretizagdo dos termos das métricas g11,
gi2 € g2o. Entretanto, mais trabalho é requerido em resolver numericamente o sistema de equagoes

de Winslow do que o sistema AH, devido ao seu acoplamento e a nio-linearidade.

Uma maneira de implementar a resolucdo destas equagdes é usar o algoritmo de ite-
ragdo de Picard (também chamado de substituicdes sucessivas), o qual é a versdo bidimensional

do algoritmo de iteragdo ndo-linear do capitulo 2.
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Algoritmo: Substituicdes sucessivas de Picard

1.Defina uma malha inicial (x¢'¢,y

2,] Y Old)

i,J
it=20
2.Enquanto (6 < tol) e (it < ityinai)

3. Calcule os coeficientes g11, g12, g22 usando xf,ljd.
4. Resolva o sistema linear resultante para x; ;
usando SOR.
5. Calcule 6 = max; ; ||Xi,j — XZIJd”
6. Faca xl?’ljd = X j.
it=it+1

old , old

O algoritmo funciona do seguinte modo. Uma malha inicial (z9",y¢") é gerada na

regido fisica, tipicamente usando interpolacio transfinita (TFI). O passo 3 no laco externo é usar

: old ,,old At i
os valores antigos (l‘” »Yij ) para calcular os valores das métricas g11, g12 € g22, que permanecem
fixas durante a solucdo da equacao linear resultante, que pode ser resolvida através de um método
de relaxagdo SOR ou outro método iterativo. Com isso obteremos os valores (z; j, ¥; ), que, depois

old old)_

oi5uff). Se a tolerancia tol nao é

de serem usados para estimar o erro, d, sdo copiados para (z
satisfeita, entdo voltamos ao passo 2 para calcular as métricas novamente; caso contrario, o lago
encerra. Note que ambas as equacdes para x e y possuem os mesmos coeficientes, portanto devemos
utilizar esse fato para reduzir a armazenagem e aumentar a eficiéncia nos algoritmos numéricos

para geracao da malha.

Viérios testes foram realizados visando determinar qual a melhor maneira para aplicar
o algoritmo de Picard. O algoritmo consiste na itera¢ao do lago externo, com parametros it finas
e tol, e a iteracdo de um laco interno no passo 4 dado pela iteracgio SOR, que possui parametros
itsor e tolsor- Testamos duas maneiras diferentes de gerenciar o nimero de iteracgoes it e o valor
da tolerancia tol. O primeiro modo consiste em escolher itfinai = itsor e tol = tolsor, ou seja,
em cada iteracdo calculamos os coeficientes e solucionamos numericamente o sistema através do
método SOR com precisdo méxima. Neste processo surge uma questdo: se na primeira iteracio
externa os valores estdo longe de serem corretos, por que exigir tamanha precisdo no lago interno?
Desta forma, o segundo modo consiste em realizar algumas poucas iteragoes no lago interno e
mesmo que a tolerancia nao seja alcancada, pular para o lago externo e calcular os novos valores

dos coeficientes.

Na figura 3.5 temos os resultados dos testes para os dois modos para uma malha sobre
um aerofélio. Este grafico comporta-se qualitativamente da mesma maneira para todos os tipos
de malhas testadas. Podemos observar nesta figura que a convergéncia do laco interno para o

primeiro modo é rapida, porém o calculo dos coeficientes prejudica a convergéncia do lago externo.
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Figura 3.5: Grdfico do residuo pelo nimero de iteragoes do método 1 (com itsor = 1000) e do
método 2 (com apenas 50 iteracées para o laco interno). Em ambos tol = 1074,

Isto ocorre porque os coeficientes linearizados estdo distantes dos coeficientes reais quando o lago
interno alcanca a tolerancia exigida, o que gera um salto no residuo. Como o segundo modo nio
exige a convergéncia do laco interno, o salto gerado pelo cdlculo dos coeficientes é menor e este
alcanca a convergéncia do laco externo mais rapidamente. Com base nesta informacdo, optamos

por utilizar o segundo modo de iteracao.

Com esse sistema de geracdo de malhas as linhas coordenadas tenderdo a ser igual-
mente espacadas na auséncia de curvaturas no contorno, pois possui um forte efeito suavizante
da equacao de Laplace. Sobre um contorno convexo as linhas serdo atraidas, enquanto que num

contorno concavo as linhas serdo afastadas naturalmente (veja figura 3.6).

E possivel substituir o algoritmo de iteracao de Picard pelo de Newton, que tipicamente
converge mais rapido, entretanto sua implementacio é mais trabalhosa. Alternativas mais rapidas,

porém mais complexas, sdo oferecidas pelos métodos multigrid [6, 7, 9, 28].
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Figura 3.6: Aprozimacgdo devido d concavidade do contorno da regido: (a) aprozimagdo sobre um
contorno convezo e (b) repulsio sobre um contorno céncavo.

3.4 O gerador TTM nao-homogéneo

O propdsito desta secido é apresentar a versdo planar do gerador ndo homogéneo de
Thompson-Thames-Mastin e mostrar como é usado para controlar a malha no interior do dominio.
O gerador pode ser usado para atrair ou repelir os nés da malha para pontos especificos no dominio
l6gico e mover as linhas coordenadas de uma maneira similar. A abordagem original é apresentada
em Thompson et al [44], que adicionou termos fontes & equagao diferencial parcial homogénea. Exis-
tem duas formas bésicas do gerador de malhas ndo homogéneo; em ambas é necesséario especificar

fungbes peso a serem usadas nos termos ndo homogéneos. A abordagem original é
V=P, Vin=Q, (3.17)

enquanto que a abordagem reformulada é [48]

g22

vie=92p v2,=9g, (3.18)
g g

Estailtima é normalmente a preferida, pois as fun¢oes de controle P e @ sdo de ordem de magnitude
menor do que a forma original. O teorema de Rado [33] fornece uma base tedrica para o gerador
Winslow, pois ele implica que a malha gerada possuird Jacobiano diferente de zero quando A& — 0
e Anp — 0, ou seja, a malha ndo dobrard. Entretanto, isso ndo implica que a malha, possuindo A¢
e An maiores que zero, nao fique dobrada. Quando os termos ndo homogéneos sdo adicionados
as equacoes, o teorema de Rado nao mais se aplica, isto é, nao existe nenhuma garantia contra o

dobramento da malha gerada.

Além disso, mesmo que o gerador seja eliptico, ao usarmos equacoes nao homogéneas
) ) s )
perdemos a garantia de gerar uma malha suave. Por exemplo, se uma malha nio suave é dada

(por exemplo, por um gerador algébrico) entéo é possivel calcular as métricas da malha, tangentes,
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etc. e, portanto, P e () usando a equacgdo ndo homogénea. As funcdes calculadas P e ) gerariam
entdao uma malha nao suave se usadas para resolver a equacdo TTM nao homogénea. Restricoes

em P e () sdo necessarias se deseja-se obter uma malha nao dobrada e suave.

Invertendo a forma original (3.17) da equagdo TTM obtemos
Qux = —g(Px¢ + Qxy), (3.19)
enquanto que invertendo a equagao (3.18) obtemos

Qux = —g22Px¢ — g11Qx%y,. (3.20)

O controle local da malha é obtido escolhendo P e @ tendo formas exponenciais [44]

M
PEn) == amsgn(€ — &n)e e
m=1

- (3.21)
I
— Z bisgn(€ — gi)e*dim
i=1
M
Q& n) =- Z amsgn(n — nm)e—cmln—nm\
i (3.22)

I
— " bisgn(n — mi)e BV €€+ 0
i=1

onde M é o niimero de linhas a serem aproximadas e I é o niimero de pontos da malha para onde
serdo atraidos; am, b;, ¢m, d;, & € 1; sdo parametros e sgn retorna —1, 0 ou 1 dependendo do sinal

do operando. Note que P e @ sdo funcdes peso no espaco légico.

Esta abordagem que utiliza P e @@ como funcdes peso para controlar o interior da malha
é razoavelmente eficiente mas perde em automagcao, ou seja, o usudrio necessita intervir no processo.
A determinacdo dos pardmetros nos termos fontes requer experiéncia e habilidade; o controle da
malha é impreciso e ndo automaético e depende das varidveis no espago 1égico. A implementacao
numérica do gerador ndo homogeéneo requer somente pequenas modifica¢des a partir do gerador

homogéneo, a fim de implementar os termos fontes (veja exemplos de malhas na figura 3.7).

3.5 Geracao de Malhas através de EDPs Parabdlicas e Hiperbdlicas

Este método segue do trabalho de Steger e Chausee [40], que sugere o seguinte sis-
tema nao-linear de primeira ordem para ser usado na geracao de malhas sobre aerofélios em duas
dimensdes:

Ty +Yeyn =0, Teyp —Tpye =V, (3.23)
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Figura 3.7: Utilizagao do gerador TTM nao-homogéneo para aproximacdo (a) para uma linha &,
(b) para wma linha n e (¢) para dois pontos especificos.

ou, em notacao vetorial,

x¢ x, =0, J=V, (3.24)

onde V =V (£,n) é uma fungdo de controle definida pelo usuério. O que podemos observar é que a
primeira equagcao forca a ortogonalidade e a segunda controla a area local da transformacao através
de V, ou seja, o sistema é equivalente a g1 = 0 e J = V. Se a transformacio é ndo-singular, J # 0,

entdo o sistema pode ser expresso vetorialmente como
Xy = —Xg . (3.25)

Devido & nao-linearidade esta equagdo é mista, ndo podendo definir sua natureza hiperbdlica,

parabdlica ou eliptica. Entretanto, se a equacao ¢ linearizada, o sistema resultante tem a forma
Axe + Bxpy = v (3.26)
e é hiperbdlico.

Os sistemas (3.25) e (3.26), podem ser vistos como problemas de valor inicial e ser
resolvidos por esquemas marchantes (no qual os dados do contorno sao fornecidos no contorno
interno de um dominio ilimitado; a malha solugdo é entdo obtida fazendo o método percorrer as
linhas, de dentro para fora, bastando para isso percorrer apenas uma vez toda a malha). Entretanto,
sabe-se que os esquemas marchantes para equacoes elipticas sao instaveis a menos que certas
restrigdes sejam postas sobre a razdo de aspecto® do espago légico [37]. Por outro lado, existem
esquemas marchantes para sistemas hiperbdlicos (sem nenhuma restrigio na razdo de aspecto da
célula) como em [40]. O algoritmo bésico para um esquema marchante muito simples, como pode
ser visto a seguir. Basicamente, o método deve percorrer uma vez a malha toda, podendo variar a

direcdo com que isto é feito.

6 A razdo de aspecto de uma célula da malha é dada pelo quociente entre a largura e a altura desta célula. Uma
descricdo mais detalhada pode ser encontrada na segdo 8.4.
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Algoritmo: Esquema marchante para resolver EDP hiperbdlica
1.Defina as condicoes iniciais X;,0, Xo,j € Xpm,j-
2.Parai=1,.... M—-1,5=1,...,N—1.

An (Vv
3. Tij+1 = Tiyj — sae(g)ii Wit1,5 — Yim1,)-

Yig+l = Yig — ane(5ip)ig (@ie1g — Tie1g)-

A geracdo de malhas através de esquemas marchantes é muito rapida, se comparada
aos métodos que resolvem sistemas elipticos de segunda ordem. Entretanto, existem limitacoes
inerentes na geracao de malhas hiperbdlicas: por exemplo, o método se aplica somente a dominios
nao-limitados, isto é, um dos contornos nao pode ser especificado devido ao carater hiperbdlico do
sistema. Comportamentos similares a choques podem aparecer na solugdo, produzindo malhas ndo
suaves, principalmente se a condicdo de contorno nao possuir suavidade. Desde que a funcdo V'
deve ser especificada, o método ndo é totalmente automatico e a experimentacao é necessaria para

encontrar um V efetivo.

3.6 Cortes e Células Ficticias

Como citado na introducdo, devemos ter alguns cuidados especiais nos cortes. Fisica-
mente, esta regido nio apresenta nenhuma diferenca a qualquer outro ponto interior da malha e,
matematicamente, poderiamos ter localizado o corte em outra posicdo. Nao podemos diferenciar
os pontos que fazem parte do corte dos pontos interiores da malha. Isto significa dizer que se temos
continuidade das linhas coordenadas passando num ponto interior da malha, entdo desejamos ter

continuidade também sobre as linhas coordenadas passando sobre um ponto do corte.

A maneira mais ficil para lidar com esses pontos é tratd-los do mesmo modo que os
pontos interiores da malha utilizando o conceito de células ficticias. Uma célula ficticia é uma célula
a mais colocada na regido logica do lado externo ao contorno, de tal forma que ao calcularmos
a discretizacdo de um operador tenhamos os pontos vizinhos de todos os lados da célula - veja a
figura 3.8. Desta forma, podemos gerar dois tipos de células ficticias: (i) células ficticias que sao
exteriores ao contorno e (ii) células ficticias que pertencem ao interior do contorno (aquelas que

pertencem ao corte).

As células ficticias exteriores ao contorno sao usadas em volumes finitos, como no
método MAC [26], para estender o dominio e permitir o calculo dos operadores na fronteira (veja

figura 3.8b). Podemos, também, utilizar essas células numa regido que necessita um corte. Neste

" Marker And Cell.
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Figura 3.8: Células ficticias (a) no dominio légico, (b) células ficticias exteriores ao contorno e
(¢) células ficticias sobre um corte. As células ficticias exteriores ao contorno sdao
hachuradas e as células ficticias que pertencem ao corte sao marcadas com a letra C.
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caso, a célula ficticia é uma célula exterior ao dominio l6gico, mas sobrepoem-se sobre uma célula
do dominio fisico. Pode-se observar na figura 3.8c que o né 1 ocupa a mesma posicdo no espaco

fisico que o né N, enquanto que o né 2 corresponde ao né6 N +1 e o n6 0 corresponde ao né6 N — 1.

Para calcular a posi¢ao dos pontos do corte utilizamos a mesma equagdo que usamos
para gerar os outros pontos da malha. Ou seja, se estamos usando a equagdo de Winslow, entao
para todos os pontos pertencentes ao corte x;1, 1 < ¢ < M, utilizamos também a equacdo de
Winslow. Claramente ndo precisamos calcular os pontos x; n, pois esses sdo iguais aos x;.1, para

sV ,L
1 < ¢ < M. Depois de calcularmos todos os pontos da malha, inclusive os pontos do corte,
precisamos igualar também os pontos da linha N + 1 ao pontos da linha 2 e os pontos da linha 0
aos pontos da linha N — 1. Desta forma, o corte ndo permanecerd fixo no espaco fisico, podendo
« " . . . . ~
flutuar” para uma posicdo mais adequada de forma a satisfazer o sistema de equacdes que gera a

malha.

Note que esse procedimento é o que deveria ser usado para calcular as equacdes do
fluxo que estdo sendo resolvidas, mas nem sempre isso é feito na pratica. O que se faz é aplicar
alguma condicdo de contorno do tipo Neumann ou extrapolacido no corte, mas, como ja foi dito,
nao existe nenhuma razao matematica ou até mesmo fisica para que esses pontos sejam tratados
de uma maneira diferente. Usando essa metodologia, estamos garantindo, acima de tudo, a correta

implementacao do modelo matematico do problema, fisico, sem criar falsas condicoes de contorno.

Um cuidado em especial deve ser dado quanto & variacdo dos indices. Para cortes
localizados em lados opostos, como por exemplo numa malha em O sobre um cilindro, a regido
é uma simples continuacao através do corte. Neste caso, quando o indice £ aumenta de um lado
da malha, do outro lado ¢ também aumenta, o mesmo valendo para 1. Entretanto, para uma
malha do tipo C, quando de um lado da malha £ ou n aumenta, do outro lado £ ou 7 diminui [46,

pp. 70-76] (veja a figura 3.9).



37

Figura 3.9: (a) Zoom sobre uma malha O, onde sobre o corte, as linhas coordenadas aumentam
na mesma direcao. (b) Zoom sobre uma malha C, onde sobre o corte, as linhas coor-

denadas estao com sentido inverso.
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4 TRANSFORMACAO DOS OPERADORES

Neste capitulo vamos obter as transformacoes dos operadores diferenciais do plano
fisico para o plano 16gico, aplicando o Teorema da Divergéncia para um volume finito limitado por
superficies coordenadas. A partir da expressdo para o operador gradiente, obtemos as transfor-
magoes para os operadores divergente, rotacional e Laplaciano. Obtemos também a relagdo entre

a base de vetores contravariantes e covariantes.

Pelo Teorema da Divergéncia [46],

///va-AdV:fSA-nds (4.1)

para qualquer tensor ou vetor A, onde n é o vetor normal unitario apontando para fora da superficie
S que delimita o volume V. Para um elemento de superficie diferencial pertencendo a superficie
coordenada (, temos

ndS¢ = +x¢ x x,dédn (4.2)
e, de forma andloga, para as superficies coordenadas £ e 7, onde o sinal depende da localizacao da
superficie com relacdo ao volume. Considerando, entdo, um elemento de volume diferencial, 9V,
limitado por seis faces que sdo as superficies coordenadas, como mostrado na figura 4.1, e usando
o fato que o elemento de volume pode ser expresso em fun¢ao do Jacobiano como dV' = /gd&dndc,

juntamente com a equagédo (4.2), obtemos
JJ[ - Ayvasanac =

Z / [ A xx e~ [ At xxe )i @3)

st

onde BSi e 0S! indicam os elementos nos dois lados do volume de controle no qual & permanece

constante. Nesta equacdo, os indices (i, ], k) sdo ciclicos! e (&1, &2, &3) = (€,1,().

4.1 O Divergente

Quando o elemento de volume na equacao (4.3) tende a zero, temos entdo uma ex-

pressao para o divergente dada por

Ve A= % AR (4.4)

onde o subscrito &; indica diferenciacdo parcial.

1Se (4,4, k) sdo indices ciclicos, entdo (i,7,k) = (1,2,3) ou (i,5,k) = (2,3,1) ou (i,5,k) = (3,1,2), conforme o
valor de ¢.
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A 4

Figura 4.1: Representacao dos tensores métricos covariante X¢ e contravariante Vi&.

Ao expandir esta derivada, obtemos uma identidade métrica fundamental que é dada

por

(3

3
(x¢; X Xg, )g; = 0. (4.5)
=1

Assim, o divergente pode ser escrito como

3
1
Vi A= % § (Xﬁj X Xﬁk) : A&- (4-6)
i=1

Embora as equacoes (4.4) e (4.6) sejam equivalentes, a sua representacdo numérica

nao o é. A equagdo (4.4) é chamada de forma conservativa e a equacdo (4.6), onde o produto
vetorial foi expandido, é chamada de ndo-conservativa. A diferenca basica é que a drea utilizada
para calcular o fluxo na forma conservativa é a area da face do volume de controle; ao passo que,
na forma nao-conservativa, a drea utilizada é a de uma secado transversal passando pelo centro do
volume de controle. A vantagem da forma conservativa é que, quando somamos as equagbes sobre
todo o dominio da soluc¢do, os termos nas faces interiores dos volumes de controle se anulam como

lescépica®, sobrand lati f do dominio d
numa soma telescépica®, sobrando apenas os termos relativos as faces externas do dominio da

solucao. Podemos ver aqui claramente o resultado do teorema da divergéncia onde uma integral de

2Da uniformidade de A segue que

3 3 3

Z(XEJ‘ X Xgp Je; = Z (Xﬁjﬁi X Xﬁk) + Z (Xﬁj X xEkﬁi) =0.

i=1 i=1 i=1

3Uma soma telescépica pode ser escrita na forma ngl a; —aj+1 =a1—a2+a2—az+...+any_1—ay = a1 —an
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volume é substituida por uma integral de superficie. Isto favorece o uso da representacdo numérica

da forma conservativa dos operadores.

E importante notar que, como a forma conservativa do divergente - assim como a do
gradiente, do rotacional e do Laplaciano - é obtida diretamente da integral de superficie fechada
no Teorema de Divergeéncia, o uso da forma conservativa para os operadores é equivalente a usar a
forma em diferencas para a integral de superficie fechada. Isto significa dizer que a implementacao

numérica das formas diferencial e integral da equagao do movimento sdo equivalentes.

4.2 O Gradiente

Desde que a equagdo (4.1) é vélida para A substituido por um escalar com o pro-
duto escalar trocado por uma simples aplicacdo do operador Vy, podemos obter diretamente das
equacoes (4.4) e (4.6) as expressoes para o gradiente na forma conservativa como

3

1
— ) l(xe; x x¢,) Al (4.7)
V9=
e na forma nao-conservativa como

3

D (xe; X x¢, ) A, - (4.8)

1
Vyd = —
V9=

4.3 O Rotacional

Do mesmo modo que o gradiente, o rotacional também pode ser obtido da equacao
(4.1) substituindo o produto escalar pelo produto vetorial. Assim, a forma conservativa serd dada

por
3

Vi x A = 7 ;1 [(xe; x xg,,) X A, (4.9)

enquanto que a forma ndo conservativa é dada por

3

1
Vi X A=— Xe, X Xg, ) X Ag,. 4.10
\/gi§:1(sj e.) X Ag (4.10)

Expandindo o produto vetorial* obtemos também as seguintes expressoes para a forma

conservativa

Vix A= % ; [(x¢; - A)xe, — (xg, - A)xg, ], (4.11)

4Usando a identidade vetorial A x (B x C) = (A -C)B — (A - B)C.
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e para a forma néo-conservativa

Vi X A = 7 D (xe; - Ag)xe, — (xe, - Ag,)xe,- (4.12)

4.4 O Laplaciano

Procuramos implementar neste trabalho a idéia dos operadores miméticos apresenta-
dos numa série de trabalhos de Steinberg et al. [11, 12, 13]. Esses operadores procuram imitar
a forma conservativa e simétrica dos operadores diferenciais na sua forma discreta. Desta forma,
o operador divergente serd o negativo do adjunto do operador gradiente, DIV* = —GRAD, e

conseqiientemente o Laplaciano serd um operador simétrico expresso como LAP = DIV GRAD.

As expressoes para o Laplaciano seguem também diretamente das equagoes (4.4) e
(4.6), com A sendo substituido por VxA da equacdo (4.7) ou (4.8). Assim, a forma conservativa

para o Laplaciano é
3

Vid = Ve () = 3 { S ) e x x4l | (413)

i=1 [=1 &i

para (i,7,k) e (I,m,n) ciclicos. A forma néo conservativa é dada por

(ng X ng) - [%(Xgm X Xgn)Agl]g.. (414)

3 3
Vid=>"

i=1 =1

4.5 Relagoes entre a base de vetores covariantes e contravariantes

A equagdo (4.8) para o gradiente permite que a base de vetores contravariantes seja

expressa em termos da base de vetores covariantes como segue. Com A = §,;, em (4.8), teremos

X¢ X Xeps (415)

J

3
1

Vxbm = — (Xe; X Xg )0 = —

xSsm \/g ; J k 1 \/g

visto que as trés coordenadas curvilineas sdo independentes uma da outra. Isto fornece a relacao

entre as derivadas das coordenadas curvilineas V. ¢; e as derivadas do espaco fisico (z;)¢;. Assim,

multiplicando escalarmente por x¢ a equagio (4.15), obtemos

1
X¢; 'foj = —=X¢ - (Xék X X£Z)7 (4'16)

V9

onde (4, k, 1) sao ciclicos. Se i # j, entdao o produto escalar do lado direito é igual a zero, pois serdo
perpendiculares. Mas se i = j, entdo, como X¢, X Xg = X¢, e multiplicando por x¢;, teremos a

unidade. Portanto, em geral, teremos
Xe; - Vx§j = 5Z (4.17)

Devido a esta relacdo, podemos expressar as componentes contravariantes do vetor A como A? =

V& - A e as componentes covariantes como A; = X¢; - A.
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4.6 Operadores na forma conservativa

Utilizando a equacdo (4.15), o produto vetorial dos vetores da base covariante nas
expressoes dadas para o gradiente, divergente, Laplaciano e rotacional pode ser substituida dire-
tamente pelos vetores da base contravariante (multiplicados pelo Jacobiano). Com isso, o produto
vetorial serd eliminado destas expressdes. Apresentaremos agora apenas a versio conservativa
dos operadores visto que essas expressdes S40 mais consistentes numericamente, sendo estas as

implementadas neste trabalho.

As formas conservativas sdo:

3
Vid = Z (VaVxEid)e:, (4.18)
z:l

3
z:l

3
Ve XA = Z (VaVxi X A, (4.20)
31 3
Vid = gZZ Vi - (VIVxEiA)g, e - (4.21)
z*l j=1

Expandindo as derivadas internas, o Laplaciano pode ser expresso como

ViA = ZZ (V99" A, e, (4.22)

Zl]l

onde g% é o tensor métrico contravariante. Note que, para obter a expressao para a derivada em

relacao a x, %, basta utilizar a primeira componente do vetor VyA.

4.7 Derivada Tangencial e Normal

Expressoes para as derivadas normais e tangenciais as linhas coordenadas sdo neces-
sarias para as condigoes de contorno de diversos problemas e sdo obtidas das bases vetoriais como

segue.

4.7.1 Derivada tangencial a linha coordenada

Desde que os vetores da base covariante sdo tangentes as linhas coordenadas, a deriva-

da tangencial numa linha coordenada onde &; varia é dada por

Xe¢:

|X§i

(A)l —

r=

3
Z xe: - V&j) Ag, (4.23)
=1
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que, a partir da equagédo (4.17), se reduz a

Ag
Gii

(A)i = (4.24)

4.7.2 Derivada normal a superficie coordenada

Também, desde que os vetores da base contravariante sdo normais & superficie coor-

denada, a derivada normal a superficie coordenada no qual &; é constante é dada por

3
(), = 2 g ao LS (v V) A, (4.25)

que por sua vez é igual a

(4)), = — = ZgijAg]-- (4.26)

4.8 Forma bidimensional

Nas secOes anteriores apresentamos a transformacao dos operadores para o caso tridi-
mensional, onde os operadores sdo expressos como somatorios. Para facilitar a consulta, vamos
apresentar agora a transformagcao dos operadores para o caso bidimensional. Em duas dimensoes, a
direcao z ndo varia e pode ser considerada z = 0, assim x¢ = Vx( = k e a base vetorial covariante

é

Xe = [Cﬂg,yd, (427)
Xy = [Ty, Yn)- (4.28)
As componentes do tensor métrico sao
g1 g1z Gi3 7 + y¢ Teky + Yeyn O
g g2 g2 | = | wexntyeyy, o +ys 0 (4.29)
931 932 933 0 0 1
e o Jacobiano é dado por
\/g =1/911922 — 9%2 =TeYn — TpYe. (4-30)

A base contravariante, de acordo com a equagdo (4.15), é

Vi = {% _TZ"] (4.31)
Vil = [‘7“’; %] (4.32)
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e o tensor das métricas contravariantes é

gll gl2 913 % _Qf 0
gt g2 g = - o g | (4.33)
g31 g32 g33 0 0 1

Os operadores em sua forma conservativa podem ser expressos como segue:

e divergente (da eq. (4.4)),

Vi A= —[(yndi — 2y As)e + (—ye A1 + zc Az)n]; (4.34)

oo | BT[] Hone-wena ], .
%[_(xnf)ﬁ + (ze f)y)

e rotacional (da eq. (4.9)),

Vix A= %[(ynAz g An)e — (e Az + 7)) (4.36)
e Laplaciano (da eq. (4.13)),
2p_ L[ L _ € _
Vil = 7 { [\/5(9221”5 gmfn)L + L/E(gnf" gmfg)]n}- (4.37)
As derivadas em relacdo a normal na forma conservativa sao dadas por
26 = =l )s = (6Pl =l e + (e (4.39)
) = ==l )e = (e + 2el=(@n e + @e ), )) (4.39)
e a derivada tangencial por
() = ﬁ{mn[(ynf)ﬁ = (el = ynl(znfle — (@ flul}, (4.40)
$20) = ol )s — (ol = vl e = (xe ) (a.41)

A forma nao-conservativa é apresentada também por ser de mais facil implementacao.

Assim, a derivada ndo-conservativa em relacdo & normal é dada por

1
fn(§) = NG (922fe — gr12fn) , (4.42)
1
fn(n) = JTaT (=912f¢ + 911.fn) (4.43)
e a derivada tangencial na forma nao-conservativa como
1
f-(8) = Efn: (4.44)
Foln) = =T (1.45)
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5 DISCRETIZACAO DOS OPERADORES

No capitulo anterior apresentamos a transformacao dos operadores do espaco fisico
para o espaco légico. Estas transformacoes visam facilitar a implementacdo das derivadas em
dominios complexos, principalmente a implementacio das condi¢des de contorno. Quando trans-
formamos as equacdes do espaco fisico para o espaco 1dgico, as equacdes resultantes sdo do mesmo
tipo que a original, mas sdo mais complicadas, no sentido de que possuem mais termos e coefi-
cientes varidveis. Por outro lado, o dominio é largamente simplificado desde que ele é transformado
para uma regido retangular, facilitando dessa forma a imposicdo de condigdes de contorno. Esta
é uma das caracteristicas que faz a geracido de malhas generalizadas uma ferramenta tao valiosa e

importante na solucdo numeérica de equacoes diferenciais parciais em dominios arbitrarios.

Uma vez que o problema é discretizado, a solu¢do numérica do problema transformado
pode ser obtida usando técnicas padroes, ou seja, usando técnicas desenvolvidas baseadas em
malhas ortogonais. Desde que o dominio seja estaciondrio e retangular e que os incrementos das
coordenadas curvilineas, A¢ e An, sejam arbitrarios, o cdlculo pode ser sempre feito em uma
malha quadrada e uniforme. As derivadas podem, portanto, ser representadas por diferencas
finitas convencionais ou por volumes finitos. De fato, o problema transformado tem a aparéncia
de um problema numa malha cartesiana uniforme e pode ser tratado como tal, tanto na formacao

das equacoes, quanto na sua solugao.

A forma especifica das equacoes transformadas vai depender de quais relacoes foram
usadas do capitulo anterior, conservativa ou nao-conservativa. Vamos dar mais énfase & forma
conservativa, por esta apresentar propriedades de implementacdo numérica melhores, como citado

anteriormente.

Existe uma decisdo a ser tomada no momento da discretizacdo dos operadores. De-
vemos escolher entre os véarios arranjos possiveis para a localizacio das varidveis primitivas' que
podem estar combinados com o tipo de malha a ser resolvido. Os arranjos se dividem em dois

grupos principais: arranjos co-localizados e arranjos diferenciados.

Varidveis primitivas sdo as incégnitas do problema, como por exemplo, a velocidade (u,v,w), a pressdo p ou a
temperatura T'.
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5.1 Arranjo Co-localizado

Os valores aproximados das derivadas espaciais de uma funcdo que aparece nas equa-
¢oes transformadas podem ser achadas, em um dado ponto da malha, em termos dos valores da

funcao naquele ponto e em seus vizinhos.

No arranjo co-localizado, todas as varidveis primitivas sdo armazenadas no mesmo
ponto da malha, como mostra a figura 5.1. Podemos, também, ter dois tipos de localizagoes para
armazenar as variaveis. Elas podem estar armazenadas todas sobre um nd da célula ou todas no
centro da célula. Aqui, usaremos a primeira forma, por facilitar o cdlculo das métricas, ja que
teremos os valores da malha também no né. Caso contrario, precisariamos interpolar os valores

nos vértices de uma determinada célula para achar a posicao do centro da célula.

Em duas dimensées as derivadas parciais primeira, segunda e mista com respeito as
variaveis no espaco légico £ e 7, sdo representadas como derivadas ordindrias num ponto interior

(i,7) por diferencas finitas. Normalmente, esse arranjo esta relacionado com diferencas finitas.

7

Esta “molécula computacional” é preferida, pois as representacoes das derivadas preser-

vam a simetria e sdo de segunda ordem de precisdo.

*r— *— @
i—1j+1 ij+1 i+1,j+1
p,u, v
[ *— ®
i—1,j 1) i+1,
*—— *— ®
i—1,j-1 ij—1 i+1,j-1

Figura 5.1: Esténcil com 9 pontos para o arranjo co-localizado.
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Uma maneira de discretizar as derivadas de primeira e segunda ordem é a utilizagdo

de diferencas centrais, que podem ser dadas da seguinte forma:

(g = fiten, (5.1)
(g = L tust (5.2
(g = T =2ython (53)
(b = Bo=2hgthum, (5.4
(Fer)is = fit1,541 — fi—17j+idgdj;i+17j—1 + ficrj-1 (5.5)

Para obter a discretizacdo dos operadores no arranjo co-localizado, devemos utilizar as
transformagoes dos operadores do capitulo anterior diretamente nas equagoes acima. Por exemplo,
para o gradiente em relacdo a z usamos a equagao (4.35),

1
fa= %[(?ﬁvf)& — (yenl- (5.6)
Para discretizar este operador usamos as equacgoes (5.1) e (5.2) para as derivadas em relagéo a &
e a 1. Da mesma forma, utilizamos esta mesma metodologia para o cdlculo das métricas e para

implementar os demais operadores.

5.2 Arranjo Diferenciado

No arranjo diferenciado, as varidveis primitivas so armazenadas em diferentes local-
izagoes sobre a malha. A maneira geralmente utilizada é armazenar as varidveis escalares (tais
como a pressao p e a temperatura T') no centro da célula e as varidveis escalares (tal como a veloci-
dade u = (u,v)) nas faces da célula da seguinte maneira: a primeira componente, u, é armazenada
nas faces leste e oeste, e a segunda componente, v, nas faces superior e inferior, como mostra a

figura 5.2.

Para uma malha bidimensional, obtemos

fivr;—fiiy,

(fe)ij = %7 (5.7)
fijar — fij-1

(fy = == (5.8)

com os valores nas faces aproximados como uma média dos valores dos centros de duas células
dividindo a mesma face, ou seja,

fivr,j + fij
fiyyy =T (5.9)
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*— *—
i—1j+1 1j+1 i+1,j+1

Q pressdo p
[ A *— A o [> velocidade v
i—1, v i i+1,j

2\ velocidade u

*—— r A — VAN ®
i—1,j-1 ij—1 i+1,j-1

Figura 5.2: Esténcil sobre o ponto i,j para o arranjo diferenciado.

Para as derivadas de segunda ordem obtemos

(fﬁ)i-i—%,j - (fé)i—é,j

(fee)iy = 7 ; (5.10)
Geys = (fe)i g1 d_n(fﬁ)i,j;, (5.11)
(fae)is = (fnm%’jd_g(fn)i_%’j : (5.12)
s = 2 ”)’”“C;?(f g (513)

Entretanto, ndo podemos usar a mesma metodologia utilizada na equagao (5.9). Ao invés disso,
uma representacao de segunda ordem pode ser obtida na molécula de nove pontos usando as ex-
pressoes (5.7) e, assim, obtemos as mesmas equagoes de segunda ordem como no caso de diferengas

finitas.

Normalmente, o método de volumes-finitos estd associado com este arranjo. Para
obter a discretizagdo dos operadores diferenciais sobre o arranjo diferenciado, devemos integrar as
equacoes para os operadores diretamente sobre o volume de controle. Por exemplo, para obter

a discretizacdo do operador gradiente de f em relacdo a = sobre o centro da célula 4, j, usamos
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novamente a equacdo (5.6), e integramos sobre o volume de controle de tal forma a obter

/ ) /vf Vifadédy

N FE 1
/S /W JalnD)e = efuldedn (5.14)

/SN /vf (ynf)edEdn — /SN /Vf (ye f)ydédn (5.15)
N w

- / ()5 — / (ve )N de (5.16)
S E

= (o) — (ye )N de (5.17)

= ((ynfe— nfiw)dn — ((ye f)n — (yef)s)dE. (5.18)

Dividindo a ultima equacao por d€dn e calculando nas faces N, S, E e W obtemos

Wnl)ivsg = Wal)imzy  Wel)ijry — Wel)ij—1
7 - a , (5.19)

que é a expressao para o gradiente em relacdo a . Os indices fracionérios representam quantidades

calculadas nas faces da célula como dado pela tabela 3.1 e pela figura 3.3.

No caso do uso do arranjo diferenciado em malhas generalizadas, uma pequena modi-
ficacdo deve ser feita. Devemos armazenar nas faces ndo as velocidades, mas sim as componentes
contravariantes do fluxo, pois nem sempre as componentes u e v do vetor velocidade sdo normais
as faces dos volumes de controle neste tipo de malha [19, 50]. As componentes contravariantes da

velocidade U e V sdo dadas por

U=gVx€-u, V=,/gVxn-u (5.20)

5.3 O esquema upwind

Quando usamos diferencas centrais em problemas de difusdo-conveccao, onde o termo
convectivo seja dominante, podemos encontrar problemas de estabilidade se a malha escolhida for

pouco refinada [25, 36]. Isto pode resultar em oscilagbes nao-realisticas.

Para evitar esse problema, podemos aproximar as derivadas através de diferencas
upwind. Se a velocidade u for positiva usamos diferencas para frente? e caso contririo usamos

diferencas para tras®. Assim, a primeira derivada é discretizada como

d(uf) _ urfr - Ulfl

= 5.21
onde u, e u; sdo as velocidades calculadas nas faces do volume de controle
U=y ;= w w=u ;= W (5.22)

2 Forward differences.
3 Backward differences.
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As quantidades f, e f; sdo calculadas de acordo com as velocidades nas faces da seguinte forma

iy se u, > 0, i—1.3, seu; >0,
fo={ ' R (5.23)

fiv1j, sewu, <0, fi se u; < 0.

Entre as desvantagens do esquema upwind estd sua baixa ordem de precisao e o aparecimento de
uma falsa difusdo. Para contornar este problema temos o esquema hibrido [25], que utiliza uma

média ponderada entre os esquemas upwind e diferencas centrais, obtendo

upwind
d(;tgf) _ vd(;;f) (=)

d(uf) central

1. .24
r: , 0<y< (5.24)

5.4 Identidades Métricas

Quando transformamos as equacoes para o dominio 1égico usando a forma conserva-
tiva, é possivel que as métricas introduzam termos indesejaveis nas equagdes. Isto acontece pois

as métricas foram incluidas no operador diferencial e a sua diferenciacdo néo satisfaz a identidade

(\/gvxfi)éi = (\/gvxf)é + (\/gvxn)n + (\/gvxC)C =0. (525)

3
=1

i
Esta identidade surge quando utilizamos uma quantidade escalar A constante na forma conserva-
tiva do gradiente dada pela equacao (4.18). Esta equacdo é uma identidade métrica que deve ser
satisfeita numericamente para que as expressoes conservativas para o gradiente, divergente, rota-
cional e Laplaciano tornem-se nulas quando a varidvel fisica é constante. Esta consideragdo nao é

necessaria com a forma nio conservativa, uma, vez que a quantidade A é diferencidvel diretamente

nestas expressoes.

Considere o exemplo a seguir. A transformagcio para a primeira derivada é

1
fo= %[(fyn)g = (fye)nl (5.26)
que, para f uniforme, reduz-se a

0= Yne — Yen- (5.27)

E facil observar que a relacdo acima é a identidade métrica (5.25) para duas dimensées. O esquema
requer entdo yey = Yne para qualquer ponto no dominio fisico. Considerando um ponto localizado

no centro da célula, (i + 3,j + 3), obtemos

(Z/n)i+1,j+% - (yn)i,j+%

(Une)it 1+t = d€ . (5.28)

Se usarmos (Yy)iy1 41 = i obtemos a identidade

Yir1,j+1 — Yit1,j — Yij+1 + Y
(ynﬁ)i+§7j+% = (yﬁn)i—i-%,j—i-% = == ldfiin = 23 (5.29)
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Figura 5.3: Diferenca entre duas discretizagdes para (0) yey € (X) Yne.

Uma alternativa seria calcular a métrica y, como uma média, ou seja,

(Wn)it1,j+1 + Wn)itrj
(Un)it1,j+1 = = J+2 Aot (5.30)

que fornece

(Y ) st 1n1 = Yit1,j42 = Yit1,j T Yir1 01 —Yirrj—1 Yigr2 = Yij tVYij+1 — Yij—1 (5.31)
it ity 2dndg 2dnd B

E f4cil observar que este esquema néo satisfaz a equacdo (5.27). Como pode ser visto na figura 5.3,
a expressdo (5.31) usa os pontos marcados com x enquanto que a expressdo andloga para yg,

utiliza os pontos marcados com o.

Deve-se observar que ambas as representacoes sao consistentes e de mesma ordem de
precisdo. Se os coeficientes das métricas nos pontos da malha foram calculados e armazenados,
seria natural seguir a segunda abordagem, usando médias das métricas nos pontos intermediarios.
Isto, entretanto, ndo é aceitdvel, pois esta ndo satisfaz a identidade métrica envolvida (5.25),

introduzindo falsos gradientes ndo nulos num campo uniforme.

Este exemplo sugere uma regra bdasica que deveria ser seguida: nunca faca as médias
das métricas. Ao invés disso, faca a média das coordenadas e depois calcule as métricas [46,

p. 162].
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5.5 A derivada temporal

Visto que neste trabalho ndo consideramos o modelo com uma malha adaptativa (onde
a malha muda com o passar do tempo), as derivadas temporais %, % e % sao representadas todas
da mesma maneira. Para discretizar o termo temporal usamos o método de Euler, o qual emprega
diferencas de primeira ordem do tipo

(5.32)

ou)" _ up ! —uf;
ot ot ’

i,J
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6 CONDICOES DE CONTORNO

A escolha das condic¢bes de contorno é uma das tarefas mais importantes na resolucao
de um problema de dindmica de fluidos computacional. O nimero de condi¢des de contorno e
os seu tipos dependem principalmente do problema que se estd resolvendo e do tipo de equacao:

parabdlica, hiperbdlica ou eliptica [30].

Neste capitulo, trataremos dos diversos tipos de condi¢ées de contorno a serem usadas.
Sem perda de generalidade, expressaremos as férmulas para o contorno oeste, que é dado por z; 1,
para ¢ = 1,..., N, mas as equacoes obtidas podem ser modificadas facilmente para os outros

contornos.

6.1 Arranjo diferenciado

Para o arranjo diferenciado, precisamos determinar qual o tipo de condi¢do de contorno

vamos usar e, para sua implementacdo, usaremos as células ficticias ja apresentadas na secao 3.6.

Existe uma pequena diferenca na implementacao para uma variavel escalar, localizada
no centro da célula, e para uma varidvel vetorial armazenada nas faces da célula. Como pode ser
visto nas figuras 6.1 e 6.2, vamos usar aqui o sub-indice 0 para indicar uma varidvel localizada
na célula ficticia, 1 para indicar uma varidvel no interior do dominio e ¢ para indicar a varidvel
exatamente sobre o contorno. Para os outros contornos basta usar NV + 1 para a célula ficticia e IV

para a célula do interior.

6.1.1 Condicao de Dirichlet

A varidvel escalar estd armazenada no centro da célula e o contorno passa pela face
da célula como mostram as figuras 6.1 e 6.2. Se o valor da varidvel ¢ ¢é igual ¢, no contorno entdo

:¢0+¢1

2 = ¢o = 2¢. — ¢1. (6.1)

e

Para uma varidvel vetorial, por exemplo (u,v), esta é a mesma condicdo que usaremos para a
variavel u nos lados leste e oeste da malha e para v nos lados norte e sul. Como u estd localizada
diretamente nos lados norte e sul, assim como v estd localizada nos lados leste e oeste, para estes
€asos usamos

U = Ue, (6.2)

onde ug é a varidvel no contorno e u. é o valor desta varidvel.
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Figura 6.1: Contorno oeste com células ficticias hachuradas. Como a componente v da velocidade
nao estd localizada no contorno, obtemos a velocidade no contorno como v. = %

Figura 6.2: Contorno sul com células ficticias hachuradas. Como a componente u da velocidade
nao estd localizada no contorno, obtemos a velocidade no contorno como u. = %.
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6.1.2 Condicao de Neumann

Quando estamos usando esta condicdo estamos fazendo com que a derivada em relacdo
a normal da varidvel seja igual a uma constante, na maioria das vezes igual a zero. Entdo, teremos

00 _ d1— oo

T o =0 = o= (6.3)

Para uma varidvel vetorial, esta mesma condicdo é usada para u ou v, ou seja, ug = u1-
A condigdo de deslizamento' é um caso particular onde temos a derivada da velocidade tangencial

em relagdo a normal igual a zero e a velocidade normal a face igual a zero.

Podemos também aplicar outras condi¢des de contorno especiais que serdo a combi-
nacao destas duas anteriores. Quando estamos usando a velocidade igual a zero no contorno, esta
condicio também é chamada condicio de nao-deslizamento®. Neste caso, as varidveis diretamente
no contorno serao expressas por u; = 0, enquanto as que ndo estao diretamente no contorno serao
dadas por

Ug + uq

UCZTZO =  wug= —uj. (6.4)

Uma condi¢ao normalmente usada na saida do fluxo, denominada condi¢do parabdlica
ou outflow, é usar a condicao de Neumann para ambas as componentes da velocidade, o que significa
que a velocidade ndo muda na direcdo normal ao contorno. Para a entrada do fluxo, chamada de

inflow, as velocidades sao dadas explicitamente com a condicdo de Dirichlet.

Uma condicao de contorno peridédica também pode ser dada no contorno. Para isto,
basta igualarmos as condic¢oes dos dois lados, por exemplo, fazendo uwg = up;—1 € ups = uq, onde

condigoes similares podem ser achadas para v e ¢ nos outros contornos da malha.

6.2 Arranjo co-localizado

Neste caso, também precisamos determinar qual o tipo de condi¢do de contorno vamos
usar. Neste arranjo, todas as varidveis estdo armazenadas nos vértices das células. Assim, todas

as discretizages assumem a mesma forma, conforme mostrado a seguir.

LCondicao free-slip.
2Condicao no-slip.
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6.2.1 Condicao de Dirichlet

Para implementar esta discretizagdo, basta fixarmos o valor desejado no contorno, ou

seja, caso tenhamos o valor a para a velocidade u entao a condicao serd

U1 = a. (6.5)
6.2.2 Condicao de Neumman

Para implementar a condi¢cdo de Neumann, que significa termos a derivada em relacio
a normal igual a zero, hd duas possibilidades. Do primeiro modo, podemos usar a discretizagdo

ou  us —uq
—=——F—=0 =u =us. (6.6)
ox ox

onde u; é a velocidade no contorno e us é a velocidade no interior da malha. Esta discretizagao é de
primeira ordem e apresenta uma desvantagem pois, na verdade, estamos representando a derivada

para o ponto intermedidrio, isto é, o ponto Upyl-

A segunda possibilidade utiliza as células ficticias, discretizando a mesma derivada

através de
Ou _ us —ug
dr 20z

onde ug é o valor no vértice da célula ficticia. Desta forma a derivada estd sendo expressa exata-

=0 = up=us. (6.7)

mente para o ponto u; e, além disso, temos uma discretiza¢do de segunda ordem. O problema é
que acrescentamos mais uma incégnita no problema. Devemos entdo adicionar mais uma equacio
para o ponto u, que é a propria equacdo que estamos usando para resolver o fluxo no interior da

malha [38].

Para a condicao de nao deslizamento basta fixarmos as velocidades iguais a zero; para
a condicdo de deslizamento, fixamos a velocidade normal & face igual a zero e aplicamos a condicao

de Neumann para a outra variavel.

Para a condicdo de entrada, inflow, fixamos as velocidades nos valores desejados com
a condicao de Dirichlet e, para a condicdo de saida, outflow, aplicamos a condicdo parabdlica para

a velocidade.
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7 A EQUACAO DE NAVIER STOKES

Neste capitulo vamos introduzir o modelo matemaético que usamos para simular alguns
problemas de dindmica de fluidos. As equacoes de Navier-Stokes sdo apresentadas diretamente.
Uma deducdo detalhada de cada um dos termos desta equacdo pode ser consultada no livro de
Wendt et al. [49]. Vamos apresentar, também, uma metodologia para a resolucao destas equagoes
que segue o método PRIME. Outros métodos para resolver a equacao acoplada pressao-velocidade,
assim como o PRIME, podem ser encontrados em [25, 35, 47]. Os resultados obtidos serdo apre-

sentados no proximo capitulo.

7.1 O modelo matematico

Para o caso de simulacao de fluidos, a equacao empregada é a de Navier-Stokes. Vamos

2 3

considerar aqui apenas fluxos laminares' de fluidos viscosos® e incompressiveis®.

Neste caso, restringimos nossos problemas aos descritos pelas equagoes do momento e

da continuidade que sdo respectivamente na forma vetorial

3} 1,
au—l—(u-grad)u = Reru—gradp-i—g (7.1)

Ve-u = 0, (7.2)

onde Re é o nimero de Reynolds e g sdo as forcas de corpo, como por exemplo a gravidade. Este
sistema de equagdes é denominado de equacdes de Navier-Stokes. O numero de Reynolds é um

nimero adimensional que relaciona as forcas viscosas com as forcas de inércia, sendo dado por

Re = M’ (7.3)

I
onde poo € Uso $80 a densidade e a velocidade caracteristica do escoamento (normalmente dadas
longe do corpo ou na corrente livre*), I é o comprimento caracteristico (por exemplo o comprimento

de um aerofdlio) e p é a viscosidade dinamica.

1Um fluxo que nio é turbulento.

2Consideramos os termos que apresentam as segundas derivadas.

3A densidade é considerada constante.

4A corrente livre e a regiio de um fluxo externo que nio é afetada pela presenca do corpo.



58

Podemos expressar as equacoes de Navier-Stokes utilizando apenas as derivadas, o que

fornece
%+ag¢xu) +8g;v) _ é <%+%> —%ww (7.4)
% n g_z - 0 (7.6)

onde o termo (u - grad)u foi reescrito usando a equacdo da continuidade (7.2).

Devemos notar que estas equagdes apresentam basicamente trés operadores: o gra-
diente, o divergente e o Laplaciano, e cada um deles é discretizado de uma forma diferente. O
divergente na equacdo do momento é responsavel pela conveccao do problema e o Laplaciano é
responsavel pela difusdo. Um numero de Reynolds pequeno dard maior importancia aos efeitos
difusivos enquanto que quanto maior o numero de Reynolds, maior influéncia terdo os termos

convectivos.

7.2 O algoritmo numérico

O algoritmo que utilizamos para a solucao das equacoes de Navier-Stokes é o algoritmo
PRIME-(PRessdo Implicita, Momento Explicito) dado em [25]. Iniciamos no tempo ¢t = 0 com
valores iniciais para u e v, pré-especificados. O tempo é incrementado por 0t em cada passo do
laco externo até que um tempo final t() seja alcancado. Num dado tempo (™), os valores de todas

as varigveis sdo conhecidas e desejamos entdo, encontrar, os valores para o tempo ("1,

Primeiramente, discretizamos a derivada temporal nas equagoes do momento através

de (5.32) obtendo

1 (0%u O%u O(uu) O(uwv) Op

(n+1) — ,,(n) — (=Y =) A\ ZF
" w4 ot [Re <8w2 + 8y2> oz dy ox +g4 (7.7)

1 (0%u O%u d(wu) O(vv) Op

(n+1) — 4 (n) — (=, 2y _ 7 ZVE) ZE
v v ot [Re (8:62 + 8y2> Oz Ay Ay +gy} (7.8)

e usaremos as quantidades

. 1 (0%u  O%u O(uu)  O(uv)
(n) — 4,(n) — (= =)
" W+ ot {Re (8:62 * 8y2>

1 (0%u O%u d(vu)  O(vv)
s _ym 4 gy | L (O, 07w _ 1
i = o s or | o (G4 ) - 2o - 20| (7.10)
para obter a forma
ap(nH)
(nt1) _ () _ g 28 11
u ] 683: (7.11)
(nt+1)
o) = g _ gy 2P (7.12)
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onde @ e ¥ sdo velocidades intermedidrias sem considerar a pressdo. Vemos, entdo, que a pressao

é dada implicitamente, j4 que aparece no tempo t("*1) e a velocidade é calculada explicitamente,

necessitando apenas ser corrigida através do gradiente da pressao.

Por ultimo, precisamos uma equacio para a pressdo. Substituindo as equagoes (7.11)

na equacao da continuidade obtemos

d

g e aat o2p ™t gpm  g2p (it

w  ox e Tay "%

Arranjando os termos, temos a equacdo de Poisson para a pressao p!™t1)

o™ o™ 1 (ea™  op™
Ox2 Oy? ot \ Oz Oy '

Resumidamente, temos os seguintes passos do algoritmo PRIME.

Algoritmo: PRIME
1.t=0,n=0

2.Defina as condicoes iniciais para u, v e p.

3.Enquanto ¢ <ty

4.

5
6
7.
8
9

10.
11.
12.
13.
14.
15.

Escolha At de acordo com o critério de convergéncia.
Use as condigoes de contorno para u e v.
Calcule 4 e 0.
Calcule o termo fonte Vy - 11 para a pressao.
it=0
Enquanto it < itmaz e [|rit]| > e.
Realize um ciclo SOR.

Calcule a norma residual ||r%|| da presséo.

it=it+1
Calcule u("*th) e p(nt+1)
t=1t+ At
n=n+1

(7.13)

(7.14)

No passo 4, temos que escolher o valor de At de tal modo que garanta a estabilidade

e evite gerar oscilacoes na solucdo. Usamos trés condicoes para estimar o valor de At, que sao

2At

Re

1 1 \7!
— <m + A—y2> v Umaz| At < Az, |Umaee| At < Ay,

(7.15)

onde |Umaz| € |Umaz| 80 0s valores maximos absolutos da velocidade na malha [25, p. 39]. As

duas dltimas condicoes sdo as condicdes de Courant-Friedrichs-Lewy (CFL), que dizem que uma
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particula ndo pode se mover uma distdncia maior do que o espacamento da malha em um intervalo
de tempo At. Uma discussdo detalhada sobre andlise de estabilidade pode ser achada em [36].

Assim, o valor de At é escolhido satisfazendo as trés condig¢oes de tal modo que

(7.16)

At:r-min(Re 1 1 Azx Ay >,

———+
2 Ag? Ay2, |Uma1:|, |Umax|
onde 0 < 7 <1 é um fator de seguranca. O algoritmo pode calcular o valor de At em cada passo

do laco externo ou podemos também escolher um At fixo no comecgo das iteracoes.

No passo 10, quando estamos realizando um passo do ciclo SOR, devemos aplicar
também as condigdes de contorno para a pressdao. Segundo o método da projecdo desenvolvido por
Chorin [14], temos que a condicdo de contorno para a pressdo é a condi¢cdo de Neumann, ou seja,

a derivada em relacdo & normal é % =0.



61

8 O PROGRAMA MAKEGRID

Neste capitulo vamos apresentar o software MAKEGRID, desenvolvido durante este
trabalho. O objetivo principal do programa é auxiliar o usudrio em duas tarefas iniciais basicas na
resolugao de um sistema de equagoes para Dinamica de Fluidos Computacional (CFD), que sdo a

geracao da malha e a especificacio das condic¢Ges de contorno.

O programa foi feito na linguagem FORTRAN 90 sobre a plataforma Windows 95.
Apresentaremos o uso do programa passo-a-passo afim de esclarecer todas as opgoes oferecidas.

Detalhes técnicos sobre a implementacdo sdo oferecidos ao fim do capitulo.

8.1 Passo a passo

Para demonstrar as principais caracteristicas do programa vamos definir um problema

de CFD e mostrar como o programa pode ser usado para resolvé-lo.

Suponha que queremos simular o escoamento sobre um cilindro. Inicialmente devemos
delimitar a regido de escoamento. Para isso, precisamos definir o contorno do cilindro e o contorno
externo que delimita a regido da solucido. A primeira etapa é o desenho ou a leitura dos dados das
primitivas que compdem a regiao em questdo. Através de um menu de opcoes, podemos escolher
dentre vérias primitivas a ideal para a delimitacdo da regido. Neste trabalho, uma primitiva é
um objeto grifico basico, tal como uma reta, utilizado para definir curvas na tela. As primitivas

bésicas disponiveis no programa sao retas, splines, polinémios de Lagrange e arcos de circulos.

Passo 1: As primitivas

Para o exemplo do cilindro definimos primeiramente o cilindro interno através de dois
arcos. Como mostra a figura 8.1a, para delimitarmos um arco, marcamos os pontos P1, P2 e
P3, como sendo o ponto inicial, o ponto final e um ponto intermediirio do arco. Depois, devemos
marcar o segundo arco, dado pelos pontos P4, P5 e P6. Note que os arcos devem ter os pontos

P1 = P6 e P3 = P4 para que os arcos tenham pontos inicial e final coincidentes.

Para a definicdo do contorno externo ao cilindro, que delimita a regidao do problema,

é necessario o uso de mais dois arcos, conforme a figura 8.1b.

Dada que a regidao definida por essas duas curvas é multiplamente conexa, devemos
definir um corte para tornar a regiao simplesmente conexa. Usamos entdo uma reta ligando o

ponto P1 do contorno externo com o ponto P2 do contorno interno (veja figura 8.2a).
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Figura 8.1: (a) Defini¢ao dos arcos internos e (b) externos.
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Passo 2: Os contornos

O passo seguinte é informar ao programa como estas primitivas estao conectadas para
definir os quatro contornos do quadrado unitirio no dominio légico. Devemos entdo selecionar no
menu qual dos contornos Norte, Sul, Leste ou Oeste queremos definir. Escolhido um contorno,
devemos selecionar na tela quais as primitivas que compdem este contorno. Na figura 8.2b estamos
definindo o contorno Sul, neste caso composto pelos dois arcos internos, que sdo selecionados um
a um. O contorno Norte é dado pelos dois arcos externos. Este contorno deve possuir a mesma
orientacdo do contorno Sul. Podemos utilizar a op¢ao <> para mudar o sentido das primitivas, caso
seja necessario, e apés defini-las como componentes do contorno Norte. Por fim, temos os contorno

Leste e Oeste que, no nosso exemplo, sdo a reta que define o corte.

Antes de passar para o proximo passo, o programa ira verificar se os quatro contornos
foram corretamente definidos. Se alguma primitiva ndo estiver ligada a outra, como é o caso da

figura 8.3a, elas podem ser conectadas através da opgao JOIN.

Passo 3: A discretizacao

Agora iremos definir quantos pontos a malha terd. Através de duas caixas de edicdo
escolhemos a quantidade de pontos no contorno norte e sul, M, e os pontos na dimensdo leste
e oeste, N. O nimero total de pontos de um contorno é distribuido uniformemente entre as
primitivas que o compodem. A opcdo UNIFORM discretiza cada primitiva com pontos igualmente
espacados. Pode-se discretizar os pontos de uma primitiva de modo nao-uniforme, atraindo os
pontos para as extremidades ou para o centro da primitiva. Para isto, basta escolher o modo de
atracao desejado e clicar sobre a primitiva. No caso do cilindro, queremos que os pontos sejam
atraidos em direcdo ao cilindro. Selecionamos entdo a opcio de atracdo para o ponto inicial de
uma primitiva e clicamos sobre a reta que define o corte (veja a figura 8.3b). Pode-se também

escolher o grau de atracao, alterando o valor de a.

Passo 4: A Geracgao da Malha

Nos passos 1 e 2 delimitamos a regido do problema, definindo as primitivas e a forma
como estas se encaixam. No passo 3, discretizamos os pontos do contorno. Neste passo, vamos
gerar os pontos internos da malha. Terminado o passo 3, serd gerada uma malha através do método
TFI automaticamente. Se esta ndo for a malha desejada pelo usudrio, esta malha serd a condicdo
inicial para os outros geradores. O usudrio tem & sua disposicdo o método Length, o Winslow e

o TTM nao homogeéneo, além do préprio TFI. Cada um desses métodos pode ser aplicado a uma
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Figura 8.2: (a) Defini¢do do corte e (b) dos contornos.
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Figura 8.3: (a) Conexao entre dois pontos distintos. (b) A malha terd 20 x 30 pontos e serd atraida
em direcao ao cilindro.
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regido especifica da malha, que pode ser a malha toda. O usuério pode combinar e reaplicar os

métodos disponiveis como desejar.

No nosso exemplo, vamos aplicar o método de Winslow sobre toda a malha, como
mostra a figura 8.4a. Para isto, devemos escolher WINSLOW no menu e clicar duas vezes sobre
um ponto fora da malha, para indicar ao programa que queremos que o gerador seja aplicado a
toda a malha. Para selecionar uma regido especifica, devemos selecionar dois pontos na malha,
que serdo vértices opostos de um quadrado no espacgo légico, que definird a regido fisica desejada.
Como ilustrado na figura 8.4b, esta regido fisica serd definida de acordo com a interseccdo das

linhas coordenadas que cruzam os pontos selecionados.

Alguns pardmetros especificos do algoritmo para o gerador de malhas podem ser al-
terados, tais como o parametro de relaxacao w, o nimero de iteragoes it do laco interno e do lago

externo do gerador e a tolerancia tol.

Passo 5: Analise da Malha

Apés a geracdo da malha, algumas opgoes graficas titeis para a andlise de qualidade da
malha sao disponibilizadas. Entre estas, temos o desenho da prépria malha e suas células ficticias
e mapas de cores para a razao de aspecto das células e suavidade das linhas coordenadas. Outra
possibilidade é a geracdo de gréaficos para as métricas envolvidas na transformacgao da malha, g1,
g12 € g22, onde g11 e goo fornecem a informacio sobre a concentracio das linhas na direcdo £ e n e
a métrica g,» informa sobre a ortogonalidade da malha. O cédlculo dessas quantidades é explicado

na sessao 8.4.

Neste ponto, o usudrio ja possui uma malha disponivel que pode ser salva em um
arquivo e utilizada para gerar a solugao através de seus préprios programas e métodos (o formato
do arquivo de dados da malha é dado no apéndice A). Entretanto, o usudrio pode utilizar o processo
de defini¢do de condicbes de contorno oferecido por este programa. Para isto, sdo necessarios dois

passos explicados a seguir.

Passo 6: As Variaveis Primitivas

O primeiro passo na definicdo das condig¢oes de contorno refere-se a definicdo das
variaveis primitivas do problema, que sao definidas pelo usuario através de uma lista. Na caixa
de didlogo é informado somente um nome com o qual serd referenciado a quantidade em questao.
Qualquer string de caracteres pode ser utilizada. Por exemplo, podem ser definidas as varidveis U,

V e Phi, que representam as componentes da velocidade e a pressdo. As varidveis primitivas sao
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Figura 8.4: (a) Geragdo da malha utilizando a equagdo de Winslow. (b) Defini¢io de uma regiGo
da malha através dos pontos P1 e P2.
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incluidas através da op¢ao INCLUDE e podem ser excluidas através da opgdo EXCLUDE (figura 8.5b).

Passo 7: As Condigoes de Contorno

A partir das varidveis primitivas escolhidas no passo anterior, podemos agora definir
quais as condig¢oes de contorno para o problema que estamos resolvendo. Pode-se definir uma
condicao de contorno diferente para cada ponto do contorno. Em nosso exemplo, vamos usar as

seguintes condic¢oes de contorno para a velocidade:

e no contorno interno usamos a condi¢do de nao-deslizamento, ou seja, a velocidade é

zero, no contorno do corpo.

¢ na metade do contorno externo do lado direito usamos a condicado de Neumann para

as componentes u e v da velocidade.

e na metade esquerda usamos uma condicdo de Dirichlet, ou seja, fixamos as compo-
nentes da velocidade como u = 1 e v = 0; desta forma, estamos simulando uma

condicao de entrada para o fluxo.

A condicdo de contorno para a pressao serd a condicdo de Neumann, de acordo com o método

PRIME descrito no capitulo anterior.

Primeiramente, devemos digitar na caixa de didlogo um nome pelo qual nos referen-
ciaremos a um determinado conjunto de condi¢des de contorno no programa. FEste conjunto é
formado pelas condi¢bes de contorno para cada varidvel primitiva definida. Comecaremos pelo
contorno interno, que receberd o nome de corpo. Definimos entdo no corpo a velocidade [u,v] =
[0, 0], escolhendo a condicdo de Dirichlet e o valor 0 na caixa de edi¢do para ambas as componentes
da velocidade. A condigdo para a pressdo é a condigdo de Neumann em rela¢do a normal igual
a zero, % = 0. Depois de definidas essas condigbes, escolhemos sobre quais pontos da malha
queremos que este conjunto de condicoes de contorno seja aplicado. Para isso, marcamos na tela
um ponto inicial e um ponto final de forma a delimitar uma regido da malha sobre a qual estas

condigoes serdo aplicadas. Esses dois pontos podem definir um segmento de uma linha coordenada,

uma regiao retangular da malha ou um contorno inteiro da malha.

Portanto, para a condi¢do no corpo selecionamos duas vezes um mesmo ponto do

cilindro interno para que todo o cilindro interno seja selecionado (veja figura 8.6a).

Depois, definimos a condicao de saida, que estd na metade direita do circulo externo.

Definimos entdo a condi¢cdo de Neumann em relagdo a normal para as componentes da velocidade
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Figura 8.5: (a) Andlise da malha através do grifico da métrica gi1 e (b) definicio das varidveis
primitivas u, v e Phi.
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Figura 8.6: Definicdo do contorno interno selecionando duas vezes o mesmo ponto do cilindro
interno e (b) defini¢ao do contorno externo selecionando duas vezes um ponto do con-
torno norte.
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e para a pressao. Selecionamos duas vezes um mesmo ponto externo de forma a escolher todo o
contorno externo (veja figura 8.6b). E claro que somente metade do contorno externo sera a saida,
mas corrigiremos isso no momento da definicdo da outra condicio que serd a entrada. Na entrada
temos as componentes u = 1 e v = 0, ambas condi¢des de Dirichlet. No momento da selecdo
do contorno, escolhemos os pontos inicial e final da metade esquerda do contorno externo (veja
figura 8.7a). Deve-se observar a orientacdo do contorno ao escolhermos os pontos inicial e final,

para que nao seja escolhida a metade direita do contorno.

Para o corte, ndo é necessério definir condicdes de contorno, pois deve ser tratado como
uma linha coordenada interna qualquer da malha. Ao final deste passo, o usudrio pode salvar as
condigoes de contorno para que possam ser utilizadas posteriormente. O formato do arquivo onde

as condicdes de contorno sdo salvas estd disponivel no apéndice C.

Passo 8: Solugao das Equacgoes

O programa oferece a opcio para a solucdo numérica da equacdo de Laplace, que
foi utilizada para os testes iniciais do programa. FEsta é utilizada para a conducdo do calor e
também pode ser usada para a solucdo da funcado corrente no caso de escoamentos em baixa
velocidade. Esta equacdo é solucionada numericamente através do método de Gauss-Seidel [38]
utilizando as condig¢bes de contorno definidas pelo usudrio nos passos anteriores. Além desta opcéao,
implementamos o método PRIME, que pode ser usado para resolver escoamentos incompressiveis
para diversas configuracoes. Foram implementados os arranjos co-localizado e diferenciado para

malhas generalizada e cartesiana, totalizando quatro diferentes op¢oes de solugao.

Para solucionarmos o escoamento incompressivel sobre o cilindro, usamos as condi¢oes
de contorno escolhidas nos passos anteriores e calculamos it iteracoes utilizando o método PRIME.
Durante o procedimento de solucdo, é apresentado na tela um grafico do residuo em funcao do
nimero de iteragoes para que o usudrio acompanhe o processo (veja figura 8.7b. Alguns exemplos

de solugoes numéricas sdo apresentados ao final do capitulo.

8.2 Descricao da Metodologia

O programa foi feito na linguagem Fortran 90 sobre a plataforma Windows 95, utili-
zando-se para isso o compilador Fortran Power Station 4.0 da Microsoft e varios recursos avancados
como, por exemplo, orientacdo a objetos. Como pode ser observado através do exemplo da secdo
anterior, o programa é totalmente modular, ou seja, o programa é dividido em vérias etapas que

estao interligadas entre si.
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iterations

Figura 8.7: (a) Defini¢io da parte do contorno externo que delimita a entrada do escoamento. (b)
Solugao das equagdes: grifico do residuo X nimero de iteracoes.
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O programa possui mais de 7000 linhas de cédigo, sem levar em conta a utilizacdo
de uma biblioteca grafica que possui aproximadamente 3000 linhas. Este estd dividido em 19
moédulos contendo mais de 200 subrotinas e funcdes. Claramente, faz-se necessdria a utilizagao
de uma metodologia que divida as diversas tarefas do programa de forma a facilitar sua codifi-
cacdo, manutencdo e extensdes futuras. De uma forma geral, o programa pode ser apresentado

esquematicamente de acordo com a figura 8.8.

Programa MakeGrid

modulo Global

) ) madulo Estrutura_de_dados
madulo Visual - -

madulo Diélogos

mdédulo Desenha_Menu , L.
maédulo Numérico

madulo Primitivas

maodulo Derivadas
use Estrutura_de_dados

| maodulo Eq_Implicitas |

mddulo Malha

moédulo Método_SOR
modulo Métricas

use Estrutura_de_Dados

use Numérico

| médulo C_Cartesiana |

mddulo Andlise_Gréfica

— modulo C_Generalizada
mddulo Solugao_das_Equacgoes -

modulo Métricas

use Estrutura_de_dados

use Numérico

Figura 8.8: Descri¢cao modular do programa.

O programa principal chama-se MAKEGRID. Na verdade, este é responsavel somente
pela chamada dos diferentes médulos e pela concatenacio das variaveis necessarias entres estes. O
programa principal também é responsavel por ler e salvar os arquivos de dados do programa, que
sdo explicados no apéndice B. O médulo Global possui a definicdo de todas as varidveis que sdo
globais ao programa, ou seja, variaveis que fazem parte de quase todas as subrotinas. Desta forma

estas nao precisam ser passadas como parametros na chamada das subrotinas.

O médulo Visual é responsdvel pela ligacdo entre o programa e a biblioteca grafica
VISUAL. Esta biblioteca é um conjunto de subrotinas que fazem parte do programa VISUAL[29),
reformuladas no inicio do projeto a fim de otimizé-las e fornecer um encapsulamento de forma a
facilitar sua utilizagdo em qualquer cédigo. Por exemplo, para desenhar uma malha, um programa

que use a biblioteca VISUAL pode utilizar um comando simples como

call V2Grid (X(1:M,1:N),Y(1:M,1:N))
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onde as matrizes X e Y contém os pontos da malha de dimensdo M x N. A biblioteca se encarregard
das funcoes de abrir a janela grafica e plotar os dados na tela. Desta forma, o trabalho gréfico
envolvido no programa fica a cargo desta biblioteca, facilitando desta forma o desenvolvimento do

programa em si.
O médulo Didlogos, juntamente com o programa principal, é responsavel pelo geren-

ciamento dos dados entre as diferentes etapas do programa, que sdo as seguintes:

e entrada das primitivas;

e defini¢do dos contornos;

e discretizacao dos contornos;

e geracdo da malha;

e andlise da malha;

e varidveis primitivas;

e definicdo das condicoes de contorno;

e solucao das equacoes desejadas.
O moédulo Desenha_Menus trata da chamada das funcoes da biblioteca Dialogm, a qual faz parte
do Microsoft Fortran, e gerencia os menus e caixas de didlogos.

Durante o processo da solucao de um determinado problema, o usudario realiza etapa
por etapa, seguindo uma ordem légica para a resolucdo do problema e, se necessario, o usudrio

pode retornar algumas etapas para reconfigurar o problema.

8.2.1 A estrutura de dados

O médulo Primitivas é responsavel pelas trés primeiras etapas da definicio de uma
malha, descritas na lista acima. Este médulo trata das defini¢oes das primitivas, que sdo retas,
splines, arcos e polinomios de Lagrange. Como o programa é modular, facilmente podem ser
implementadas novas primitivas desde que estas possam ser definidas de uma forma paramétrica.
Faz-se essa necessidade, pois no momento da discretizagdo do contorno, o parametro s que gera
a primitiva é transformado para o intervalo 0 < r < 1 e entdo r é discretizado de acordo com a
opcao escolhida, isto é, utilizamos o parametro para obter a aproximacao para um determinado

ponto da malha.
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As primitivas e os contornos possuem uma estrutura especial, que é gerenciada pelo

moédulo Estrutura_de_dados de forma a ligd-los uns aos outros para poderem definir a regido da

solucao.
Nodes
X,y X,y X,y X,y X,y
A A
X,y X,y X,y X,y X,y
T A
Primitives
Line Line Lagrange Arc Spline
Contours
North South East West

Figura 8.9: Estrutura de dados.

No momento que desenhamos uma primitiva ou a lemos de um arquivo de dados, esta
é armazenada numa lista de primitivas, que por sua vez é ligada com uma lista de nés. Para uma
linha reta, necessitamos dois nés que serao o ponto inicial e o ponto final. Para definirmos um arco
precisamos do ponto inicial, de um ponto intermediario e do ponto final do arco. Uma spline e um
polinémio de Lagrange sdo determinados através de n pontos que pertencam & curva. A estrutura
dos dados ¢é apresentada esquematicamente na figura 8.9. Cada uma dessas primitivas pertence a
lista de primitivas e possui ponteiros para uma lista de nds. Algumas vezes um né pertence a duas

primitivas ao mesmo tempo, indicando que as duas primitivas estao ligadas.

Na etapa da definicdo dos contornos, sao definidas quatro listas, norte, sul, leste e
oeste, uma para cada contorno e sdo definidas na tela, ou através do préprio arquivo de dados,
quais primitivas pertencem a cada contorno. Novamente, uma primitiva pode pertencer a dois
contornos diferentes, como no caso de um corte. Além disso, nos dois contornos a primitiva poderd
ter sentidos diferentes. Para passar para a préoxima etapa, sdo verificados os vinculos de ligacio

entre os contornos da malha que sdo dados pelas equacoes (3.3) e (3.4).

8.2.2 A geragao da malha

Na etapa da discretizacao dos contornos, utilizamos as equagoes do capitulo 2, pois

estes sao tratados como malhas unidimensionais no plano. Isto é feito no mdédulo Malha, que



76

também contém as rotinas necessarias para a geracdo das malhas bidimensionais que sdo a inter-
polacdo transfinita, os geradores Lenght, Winslow e TTM nao homogéneo. Existe também uma
opcao chamada SMOOTH que serve para suavizar uma regido da malha utilizando-se para isso o
operador Laplaciano. Para definirmos onde aplicaremos cada um desses geradores devemos sele-
cionar uma regiao na malha. Fazemos isso definindo dois pontos que definem uma regido quadrada

no espaco légico (veja figura 8.4).

Um dos pontos fortes do programa é a facilidade do uso do gerador TTM nao-
homogeéneo para a concentracdo da malha em linhas coordenadas e pontos especificos. Quando
esta opgao é escolhida, o usudrio poderd determinar graficamente para onde ele quer que a malha
seja atraida. Para isto, basta indicar com o mouse para qual linha ¢ a malha deve se concentrar.
Depois, se houver, deve-se selecionar para qual linha 7 a malha deve ser atraida e por ultimo, quais
os pontos de atracdo da malha. Note que qualquer uma das trés possibilidades (linha £, linha 7
ou ponto Pj;) pode ser escolhida em conjunto com as demais. Pode-se também variar o nimero
de linhas £ ou 1 e 0 numero de pontos para onde a malha serd atraida. Por exemplo, se um de-
terminado ponto for escolhido duas ou mais vezes, entdo o fator de atracdo para esse ponto serd o
dobro ou mais, de acordo com a escolha, o mesmo funcionando para linhas selecionadas duas vezes.
Entretanto, se forem escolhido muitos pontos, o gerador TTM nao-homogéneo terd uma funcao
peso com valores muito altos e o método iterativo pode ndo convergir. Apesar desta restrigdo,
inerente ao gerador TTM, esta possibilidade grifica elimina a drdua tarefa da determinacao dos
coeficientes das funcoes peso dadas por (3.21) e (3.22). Alguns exemplos de atracido da malha para

um ponto e para uma linha coordenada podem ser vistos na figura 3.7.

A anélise das malhas é feita de modo grafico pelo usudrio através de varias informagoes
que podem ser medidas sobre a malha e através do intervalo de variacao e da localizagao dos valores

sobre a malha. Isto serd visto na secdo 8.4.

8.2.3 Condigoes de contorno

Para definirmos as condicdes de contorno que serdo usadas no programa, devemos
primeiramente informar ao programa quais serdo as variaveis primitivas do problema a ser resolvido.
Através da caixa de didlogo devemos informar um rétulo pelo qual identificaremos cada varidvel
primitiva. Por exemplo, poderdo ser u, v, phi, pressao, etc. A cada um desses rétulos estard

associado um valor inteiro £ = 1,...,n, onde n é a quantidade de varidveis primitivas do problema.

No momento da geracao da malha, é criada uma malha de estados que associa a cada
ponto da malha uma variavel que indica que tipo de né é aquele ponto. Ele pode ser um ponto de

contorno, um ponto interior da malha, um ponto pertencente ao corte ou um ponto pertencente
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a célula ficticia. Esses quatro tipos de estados sdo definidos automaticamente quando a malha é
gerada. Veja na tabela abaixo um exemplo de como a malha de estados associada a cada malha
é representada. Note que estamos representando duas malhas diferentes que estdo unidas por
um corte. Dependendo da posicdo de cada célula, esta receberd um cédigo diferente de forma a

identificar o tipo de célula em questao.

G| B i B |G
G|E|c|c|c|E|G|i=K
F|F|F|F|F|F |F|i=K+1
F|F|F|F|F|F|F|i=0
G|E|c|c|c|E|G]|i=
G|B|1i]i i|B|G|i=2
G|B|1i]i i|B|G
G|B|1i]i i|B|G
G|B|1i]i i|B]|G
G|B|B  B|B|B|G|i=N
GIG|G|G|G|G|G|i=N+1

Tabela 8.1: Representacdo da malha de estados no corte que une duas malhas diferentes. As células
podem ser de diferentes tipos: (B) célula do contorno, (E) célula especial entre o corte
e o contorno, (¢) célula do corte, (i) célula do interior, (G) célula ficticia externa e
(F) célula ficticia do corte.

Cada um desses quatro rétulos terd um cédigo associado, dado pela tabela 8.2.3,
juntamente com os cédigos das condic¢des de contorno definidas pelo usudrio. Os cédigos do usudrio

vao de 1 até nce, onde nee é o numero de condicdes de contorno definido pelo usuério.

| Estado | Codigo |

nenhum 0
Condigao 1 1
Condicao 2 2
Condicgao nc nc

Interior 32

Corte 64

Especial 128

Contorno 256

Tabela 8.2: Cédigos para cada tipo de célula e para cada uma das condigdes de contorno definida
pelo usudrio.

Uma condicdo de contorno serd definida através de um conjunto de condigoes de
contorno, ou seja, para cada varidvel primitiva associamos uma das diversas condicoes de contorno
possiveis. A esse conjunto de condi¢des de contorno daremos um rétulo, e a cada um desses rétulos
serd dado um cédigo. Por exemplo, para condi¢do de ndo-deslizamento poderemos dar o nome no-

slip e associarmos as condicoes de Dirichlet para as componentes da velocidade iguais a zero. Para
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a pressao, se estivermos usando o método PRIME, usamos a condi¢cdo de Neumann igual a zero.
As condicgoes de contorno e os cddigos associados a cada condicio estdo na tabela 8.2.3. Podemos
também nao associar nenhuma condicao de contorno a um ponto ou associar uma condicao mista

que serd definida a cargo do usudrio.

| Condic¢ao de Contorno | Cédigo |

nenhuma, 0
Dirichlet 1
9 — 2
g—fj =0 3
2=0 4
% =0 5
Mista, 6

Tabela 8.3: Cddigos para cada tipo de célula e para cada uma das condi¢des de contorno definida
pelo usudrio.

O usudrio pode salvar esta malha de estados (veja formato do arquivo no apéndice
C) para utilizar em seus programas. Assim, ao percorrer a malha, basta verificar o cédigo que o

ponto possui e aplicar o procedimento indicado pelo rétulo deste cédigo.

8.3 O Mobdulo Numérico

O médulo numérico agrega as principais rotinas matematicas do programa, possuindo

as expressoes para as derivadas, para o cdlculo das métricas e para a solucao de sistemas lineares.

Durante o desenvolvimento do programa foram utilizadas técnicas de orientacao a ob-
jetos [16, 17] visando ndo somente a eficiéncia do programa, mas principalmente sua manutengo
e futura extensdo. As discretizages dos operadores (conforme visto no capitulo 5) foram imple-
mentadas de quatro maneiras diferentes:

e malha cartesiana e arranjo diferenciado;
e malha cartesiana e arranjo co-localizado;
e malha generalizada e arranjo diferenciado;
e malha generalizada e arranjo co-localizado.
Para cada arranjo, cada operador foi implementado na forma de funcdo. Assim,

cada moédulo possui as discretizagoes para o Laplaciano, gradiente e divergente. Por exemplo, o

Laplaciano de F' no ponto ¢, j é dado pela funcao

function LAPLACIANO(F,i,j)
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Figura 8.10: Molécula com as posicées i,j inteiras sobre os nds e as fraciondrias sobre as faces e
o centro da célula.

onde F' é uma matriz e i, j sdo valores inteiros ou ndo. Quando os valores nao sdo inteiros, estamos
calculando esta quantidade num ponto que nao se intercepta com a malha. Isto é util no caso do

arranjo diferenciado.

O médulo Metricas contém as fungdes para o cdlculo das componentes do tensor das
métricas g1, g12 € g22, do Jacobiano e das derivadas em relagdo a £ e n7. Estas funcées permitem o
calculo dessas quantidades em qualquer ponto %, j, aceitando valores nao inteiros para i e j, sendo

este o caso de pontos em uma face ou no centro de uma célula (veja figura 8.10).

Os operadores foram implementados com segunda ordem de precisdo, exceto a derivada
upwind, que é de primeira ordem. Como estas implementagoes estao na forma de médulos e fungdes,
podemos sem muitas alteracoes usar o mesmo cédigo que calcula uma determinada equacao para
diferentes arranjos de malhas. Da mesma forma, isso facilitard futuras implementacées de métodos

de mais alta ordem.

O algoritmo SOR para os diferentes arranjos e malhas foi implementado no médulo
Metodo_SOR e compde um moédulo isolado do programa. Desta forma futuras otimizagoes podem

ser feitas sem alterar o restante do cddigo, inclusive uma possivel paralelizacdo do método SOR.



80

8.4 Andlise Grafica da Malha

Através de gréficos de varias quantidades, tais como suavidade, ortogonalidade e Jaco-
biano, podemos analisar a qualidade da malha e verificar se esta possui as caracteristicas desejadas.
As métricas, por exemplo, tem um papel importante na discretizacao dos operadores e influenciam
diretamente na convergéncia do método utilizado. A maioria dos métodos necessita que essas
quantidades fisicas sejam suaves, ou seja, elas ndo podem apresentar uma variacdo brusca entre
células vizinhas. Caso uma malha néo esteja de acordo com as expectativas do usuério, ele pode
retornar a etapas anteriores e mudar alguma definicio dada no contorno ou refinar mais a malha

para obter uma de melhor qualidade.

Suavidade

A suavidade S (smoothness) das linhas coordenadas da malha é estimada por

Ax, - Axy, Ay, - Ay,

S = .
[Ax. - Ax,| | |Ay, Ay,

(8.1)

O primeiro termo desta equagdo é o produto interno normalizado de dois vetores, que indicam o
segmento a direita e o segmento & esquerda do ponto %, j sobre a linha coordenada £. Caso estes dois
vetores estejam alinhados, o produto interno entre estes dois vetores resultara em 1, implicando
que a suavidade da linha coordenada nesta direcdo é maxima. O segundo termo, da mesma forma,
indicard a suavidade na dire¢do n. Somando estes dois vetores temos que o valor ideal de S serd
igual a 2. Valores distantes deste valor ideal podem gerar descontinuidades indesejadas na solucao,

inexistentes no problema fisico.

Razao de Aspecto

A razéo de aspecto fornece a relacéo entre a base da célula e a altura da célula, sendo
dada por
o VAX Ax 52)
VAy - Ay
Para um quadrado teremos que R = 1, enquanto que para um retangulo com base maior do que
altura teremos R < 1. A razdo de aspecto pode influenciar nas discretizacdes e devemos ter uma

variacao pequena entre o R maximo e minimo.
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Figura 8.11: Grdficos para andlise da malha sobre um duto com restri¢io. Note que a metade
esquerda é gerada com o gerador TFI e a direita com o Winslow. (a) Jacobiano, (b)
suavidade, (c) razao de aspecto e (d) métrica go.
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Jacobiano

Na geracdo de malhas, umas das quantidades mais importantes é o Jacobiano, dado
por

J = Teyy — Yety- (8.3)

O Jacobiano possui uma interpretagdo geométrica importante. Pode-se verificar facilmente que
o Jacobiano fornece a area da célula. Como foi mencionado varias vezes nos capitulos iniciais,
o Jacobiano ndo pode ser igual a zero, pois nesse caso a transformacdo ndo é inversivel. A con-
seqiiéncia fisica imediata é que no ponto onde o Jacobiano é zero, a malha dobra, pois o Jacobiano
estd trocando de sinal na vizinhanca do ponto. Dependendo como as linhas coordenadas sdo dadas,
o Jacobiano deverd ser sempre positivo ou sempre negativo, dependendo da orientacdo da malha.
Nao é aconselhdvel ter uma malha onde o gradiente do Jacobiano seja muito alto, isto é, onde o
Jacobiano varie abruptamente numa pequena regiao da malha, pois nesse caso podem aparecer

descontinuidades inexistentes na solucdo real do problema.

Meétricas

O programa pode graficar também as métricas g;;, dadas por

gi11 = X¢ - Xg, (84)
gi12 = X¢ * Xy, (85)
922 = Xp - Xy, (8.6)

As métricas g11 e go2 fornecem os comprimentos da célula na direcdo & e n, respec-
tivamente, e sua variacao indica a concentracao das linhas nesta direcao. Este valores devem ser
pequenos onde quisermos que a solucao seja mais acurada, ou seja, onde quisermos captar de uma

melhor forma fenémenos fisicos, tais como vértices localizados.

Para termos uma malha ortogonal, o valor de g2 deve ser igual a zero. Isso nao é
possivel para quase todas as regioes que queremos discretizar, mas podemos fazer com que este valor
torne-se tdo pequeno quanto possivel. Por esse motivo, as malhas generalizadas sdo geralmente
chamadas de malhas nido ortogonais. Existem geradores especificos [32, Se¢ao 5.3] para minimizar
o valor de g12 que ndo foram implementados neste programa, pois nem sempre conseguimos obter
uma malha ndo dobrada com esses geradores, tornando sua utilizacdo muito restrita a certas

regides. Na préatica, o valor de g1» deve ser pelo menos uma ordem abaixo dos valores de g1 € gao-



8.5 Resultados

A seguir, apresentamos uma série de exemplos de malhas geradas com o método

Winslow obtidos através do programa MAKEGRID. Estes exemplos foram escolhidos de modo

a utilizar as opcdes oferecidas pelo programa e ilustrar a facilidade na geracdo de malhas sobre

geometrias complexas. Ao final desta secio, sdo apresentados alguns resultados obtidos em algumas

simulag¢des numéricas, utilizando as rotinas descritas neste trabalho.
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Figura 8.13: Malhas sobre (a) um cilindro com eizo deslocado (50 x 30 pontos) e (b) trés cilindros

conjugados (50 x 50 pontos).
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Os pontos foram aproximados em dire¢ao aos aerofélios em ambas configuragies.
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Figura 8.17: Malhas com a utiliza¢io da técnica de multiblocos. (a) Na representagdo da cardtida
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Figura 8.20: Solugdo permanente da equagio do escoamento para uma cavidade com Re = 100.
Grdfico dos vetores velocidade e da fun¢do corrente. Foi utilizada uma malha com
arranjo diferenciado.
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Figura 8.21: Grdfico dos vetores velocidade sobre um cilindro para a solug¢ao da equacdo de Navier-
Stokes com Re = 50. Neste caso foi utilizado o arranjo co-localizado.
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Figura 8.22: Grdfico das linhas de corrente sobre um cilindro para a solu¢do da equacdo de Navier-
Stokes com Re = 50.
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Figura 8.23: Solugdo do escoamento em um tubo com condi¢des de contorno variadas.
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9 CONCLUSOES

A solucao numérica de problemas de escoamento é tema de estudo de diversos pesqui-
sadores, tanto neste Instituto como em outros deste pais e do mundo. O piblico alvo do programa
MAKEGRID s&o aqueles pesquisadores que desejam estudar o método de solu¢do numérica de um
problema, fisico e que, para isso, precisam de uma boa malha, sem se preocupar com o célculo de
métricas e quantidades afins. O programa desenvolvido oferece a malha que este usudrio necessita e
facilita a implementagéo das condic¢des de contorno, fornecendo uma malha de estados que identifica

as propriedades de cada ponto da malha.

Malhas sobre geometrias variadas podem ser geradas seguindo uma ordem clara, o que
torna o programa uma ferramenta didatica que pode ser utilizada em cursos de transferéncia de
calor e dindmica dos fluidos computacional. O programa funciona como uma ferramenta de experi-
mentacio, pois, através de poucas escolhas, vérias configuracdes podem ser definidas e testadas.
Caso em alguma etapa seja necessario voltar atras, isso é possivel, fazendo com que a tarefa de

obter uma solucdo em CFD torne-se mais clara.

Certamente, este ndo é o primeiro programa gerador de malhas, mas traz vantagens
incomuns & maioria dos programas (gratuitos) existentes: possibilidade de gerar malhas sobre
regides multiplamente conexas e ndo-convexas; facilidade na aproximacado de pontos através do
método TTM nado-homogéneo; identificacdo automatica de células de corte e geracdo de células
ficticias. Aliam-se a estas vantagens a facilidade na definicio das condi¢Ges de contorno e no

tratamento de pontos especiais da malha.

Além disso, o programa permite a geracdo de malhas multiblocos. Na versio atual,
esta tarefa requer um pouco de asticia, pois necessita a especificacdo de uma condi¢ao de contorno
especial para os pontos onde as malhas se unem. Este problema, assim como eventuais falhas,
podem ser facilmente corrigidos, gracas a estrutura modular do programa. Tal estrutura possibil-
itard futuras extensdes do programa; entre estas, pretendemos utilizar idéias avancadas em PSE
para a escolha automadtica da topologia da malha a ser utilizada e geragdo de malhas adaptati-
vas. Acreditamos que a mesma metodologia de estudo pode ser aplicada diretamente para o caso

tridimensional.
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Apéndice A ARQUIVO DA MALHA

O arquivo de dados da malha é o mesmo do programa Visual [29]. Um malha sobre

um cilindro com 20 x 30 pontos podera ser dada no arquivo de dados por

Malha sobre um cilindro
30

20

x(1,1) y(1,1)

x(1,2) y(1,2)

x(1,20) y(1,20)
x(2,1)  y(2,1)

x(30,20) y(30,20)

Note que a primeira linha conterd um titulo, 30 é o nimero de linhas e 20 é o nimero
de colunas da malha. Os valores posteriores sdo os vértices dos pontos da malha que totalizam
20 x 30 = 600 pontos. E listada toda a linha 1, seguida pela linha 2, e assim por diante até a linha

30.

Esta malha pode ser visualizada através do programa VISUAL e pode ser usada no

programa do usudrio através do pequeno algoritmo em Fortran abaixo:

character*50 :: Titulo
real ,dimension(30,20) :: X,Y
integer :: m,n

open(unit=1,file=’malha.dat’,status=’0ld’)
read(1,*) Titulo

read(1,*) m

read(1,*) n

do i=1,m
do j=1,n
read(1,*) x(i,j), y(i,3)
end do
end do
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Apéndice B ARQUIVO DAS PRIMITIVAS

O usuédrio pode salvar os dados da regido que foi definida na tela para posterior

utilizacdo. O mesmo formato de arquivo pode também ser usado para a entrada de dados.

O arquivo de dados deve conter as primitivas a serem utilizadas e podera também
informar os contornos da regidao. Para o cilindro usado como exemplo no capitulo 8, o arquivo de

dados foi o seguinte:

Makegrid v1.0

Primitives
5 = Total of primitives
Arc
1
2
3
1 = discretization
Arc
3
4
1
1 = discretization
Arc
5
6
7
1 = discretization
Arc
7
8
5
1 = discretization
Line
1
5
1 = discretization
8 = Total of Nodes
1 0
0 1
-1 0
0 -1
0.3 0
0 0.3
-0.3 0
0 -0.3
Contour
North
2 = Primitives in Contour
1
2
South
2 = Primitives in Contour
3
4

East
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Primitives in Contour

o=
1}

West
Primitives in Contour

o=
1}

Este arquivo de dados refere-se a seguinte regiao fisica dada na figura B.1:

Figura B.1: Pontos utilizados na defini¢ao da malha sobre o cilindro.

Na primeira linha esté o cabecalho do arquivo seguido pelo nimero de primitivas, neste
caso igual a 5. Apds, aparecem listadas cada uma das primitivas, seguidas pelos seus parametros.
Um Arc é seguido pelos trés pontos que o compoem, enquanto que uma Line é seguida de seus
pontos inicial e final. Indicamos apenas o nimero do ponto que aparecerd numa lista de nés logo a
seguir. Na ultima linha da definicdo de cada primitiva consta o tipo de discretizacdo, ou seja, um
nimero (seguido do comentario =discretization) indica como serd a concentragao dos pontos de

acordo com a tabela B.1.

| Tipo de concentracao | Cédigo |

uniforme 1
no inicio 2
no final 3
no meio 4
nos extremos 5

Tabela B.1: Codigos para concentracdo de pontos nas primitivas.

Asg primitivas spline e polinémio de Lagrange sio definidas da mesma, forma usando

os rotulos Spline e Lagrange respectivamente, seguidas pelo nimero de nés da primitiva e pela
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indicacdo de quais nés pertencem a esta primitiva. Por exemplo, o circulo externo do cilindro

acima poderia ser descrito através de uma tnica Spline através das seguintes linhas:

Spline

= discretization

Logo apés as primitivas, aparece o nimero total de nés utilizados para gerar as pri-
mitivas seguido por TN = Total of nodes. Abaixo estdo as TN coordenadas z e y dos nds
mencionados. Cada primitiva ird se referenciar aos nés de acordo com a ordem como estes nés

aparecem nesta lista.

Este é o arquivo béasico para as primitivas. A relacdo das primitivas que pertencem
a cada contorno também pode ser acrescentada na segunda parte do arquivo. A palavra chave
Contourn comeca esta secao, seguida pelos contornos denominados North, South, East e West.
Apés cada contorno estdo o nimero de primitivas pertencentes a este contorno, seguido por um
numero que identifica cada primitiva. Este numero é dado a cada primitiva de acordo com a ordem

que elas sdo listadas no inicio do arquivo.

Uma possivel maneira de representar esta estrutura de dados para o caso do cilindro
é dada na figura B.2.

4 P3 P2 P1 P P6 p7 P
Arc2 Arcl Line Arc3 Arcd

N SN NS

North West East South

P 5 8

Figura B.2: Representacao da estrutura de dados utilizada para armazenar as primitivas do cilin-
dro.
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O modo como a malha de estados é definida foi apresentada na secéo 8.2.3. O arquivo

da malha de estados tem a seguinte estrutura: na primeira linha temos o titulo State Grid,

seguido pela quantidade de varidveis primitivas, 3. Estas sao dadas a seguir através dos rétulos

dados no programa, que neste exemplo sdo u, v e phi. Logo apds sio definidos os rétulos para as

condigoes de contorno, neste caso também 3, seguido das condic¢des de contorno para cada uma das

varidveis primitivas. O primeiro nimero é o tipo de condi¢do de contorno dado pela tabela C e o

segundo nimero é o valor da condi¢io de contorno, que é dado na tabela pela varidvel a. Abaixo,

temos o arquivo para o exemplo do capitulo &:

State Grid

3 = Variables

u

v

phi

3 = Boundary Conditions

no-slip

1 0 = u

1 0 = v

4 0 = phi

inflow

1 1 = u

1 0 = v

4 0 = phi

outflow

4 0 = u

4 0 = v

4 0 = phi

10

5
0O 0 0 0 0 0O 0 0O O 0O o0 0 O
o111 11 1 1 1 11 10
0 64 32 32 32 32 32 32 32 323264 0
0 64 32 32 32 32 32 32 32 323264 O
0 64 32 32 32 32 32 32 32 323264 0
0 3 3 3 2 2 2 2 2 3 3 30
0O 0 0 0 0 0O 0 0O O 0O o0 0 O

| Condigao de Contorno | Codigo |

nenhuma,
¢p=a
9 _ 4
5 _,
oy
9 _ 4
Mista

0

U W N~

Tabela C.1: Cddigos para defini¢gdo das condi¢ées de contorno
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Além do arquivo com o formato descrito acima, hé a op¢dao de um arquivo contendo

somente a malha de estados, listada com uma unica coluna. Um modo para a utilizacdo deste

arquivo é o seguinte:

open(l,file=’state.dat’,status=’unknown’)

NOSLIP=1
INFLOW=2
OUTFLOW=3
INTERNAL=32
CUT_BRANCH=64

do i=0,M+1
do j=0,N+1
read(1,*)state(i,j)
end do
end do

do i=1,M
do j=1,N
Select Case(state(i,j))
Case (NOSLIP)
call noslip_bc(i,j)
Case (INFLOW)
call inflow_bc(i,j)
Case (OUTFLOW)
call outflow_bc(i,j)
Case (INTERNAL.OR.CUT_BRANCH)
call solve_equations(i,j)
end do
end do

! arquivo contendo a malha de estados

! le a malha de estados

! rotina que
! rotina que
! rotina que

! rotina que

aplica a condicao no-slip
aplica a condicao inflow
aplica a condicao outflow

soluciona as equacoes no ponto 1i,j
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