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Resumo

Esta tese propoe duas abordagens para estimar a seqiiéncia oculta de uma
cadeia de Markov oculta: blocos de consenso e blocos de regeneracao. Em
ambos o0s casos os algoritmos resultantes dependem de um nimero de opera-
coes que cresce polinomialmente com o tamanho da seqiiéncia.

Na primeira abordagem, quebramos a seqiiéncia visivel em blocos e esti-
mamos a seqiiéncia oculta de acordo com a maioria de simbolos que enxer-
gamos na seqiiéncia visivel. Na segunda abordagem, utilizamos a estrutura
regenerativa da cadeia para decompor em blocos independentes. Obtivemos
limites superiores para a probabilidade de erro de estimacao com os dois
métodos.

Na segunda abordagem, utilizamos o método de Monte Carlo markoviano
e o algoritmo de Metrépolis para construir iterativamente a seqiiéncia de
instantes de regeneracao e os blocos correspondentes de estados ocultos, dada
a seqiiéncia visivel da cadeia.

Na demonstragao dos resultados foram utilizados resultados de esquemas
regenerativos, o método de Chernoff e a desigualdade de Hoeffding.

Esta tese tem também uma componente computacional. Com efeito, de-

senvolvemos rotinas em R que implementam os diversos algoritmos propostos.



Também fizemos simulacoes que ilustram a funcionalidade dos algoritmos.



Abstract

This dissertation introduces two new approaches to the problem of the esti-
mation of the hidden chain in a hidden Markov model. In both approaches
the number of steps necessary to estimate the hidden chain increase polino-
mially with the size of the sample (the observable chain).

In the first approach, through consensus substrings, we split the obser-
vable chain in substrings and estimate the hidden values as the one with
appears in the most of the steps of the observable substring. In the second
approach, through regenerative substrings, we split the chain using its re-
generative structure. In both cases we obtain upper bounds for the error
probability of the algorithms.

In the second approach, we use the Monte Carlo Markov chains and the
Metropolis algorithm to construct iteratively the sequence of the regeneration
times and the corresponding substrings of hidden states, given the observable
chain.

The main tools use in the proofs of the theorems were the regenerative
construction of the Markov chain, Chernoff’s method and Hoeffding’s ine-
quality.

This dissertation has also a computational aspect. In effect, all the algo-
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rithms introduced here have been implemented in R and the corresponding
codes are available in the appendix. We also present several simulations to

illustrate the applicability of the algorithms.
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Capitulo 1

Introducao

Neste trabalho tratamos da identificacdo dos estados ocultos em longas amos-
tras de cadeias de Markov ocultas. Vamos supor que o alfabeto de valores
assumidos pela cadeia oculta e pela visivel sejam finitos, conhecidos e coinci-
dam. O nosso objetivo é encontrar procedimentos que envolvam um nimero
de operagoes que cresce linearmente com o tamanho da amostra.

Vamos considerar dois tipos de abordagem: o de blocos de consenso e dos
blocos de regeneracao. Ambos sao originais e tém como caracteristica comum
obter a estimativa global através de uma sucessao de estimativas autonomas
em maximos de blocos disjuntos. E isso que permite obter uma estimacéao
com um nimero de operacoes proporcional ao tamanho da amostra.

Vamos comecar descrevendo os procedimentos de estimacao através de
blocos de consenso. Vamos supor que a cadeia visivel seja obtida alterando
com pequena probabilidade ou mantendo com grande probabilidade cada
valor da seqiiéncia oculta, procedimento este que é feito de maneira indepen-

dente em cada ponto. Além disso, vamos supor que a matriz de transicao da



cadeia oculta seja muito concentrada na diagonal, isto quer dizer que teremos
na seqiiéncia oculta, grandes blocos de simbolos idénticos. Nessas condicoes,
para simplificar a notagao, mas sem perda de generalidade, vamos supor que
as cadeias sejam binarias. Naturalmente, se a probabilidade de deformacao
de um ponto for igual a 1/2 nenhum procedimento de estimagao é eficaz.
No caso interessante em que a probabilidade de deformacao de um ponto
for menor que 1/2, se a matriz de probabilidade de transicao da seqiiéncia
oculta convergir para a matriz identidade, entao a propor¢ao de pontos iden-
tificados incorretamente pelo estimador decrescem para zero se o tamanho
da amostra crescer mais rapidamente que o comprimento médio dos blocos
de coincidéncia da cadeia oculta.

Vamos agora apresentar informalmente nossos estimadores.

O primeiro estimador utiliza o fato da seqiiéncia oculta possuir grandes
blocos de simbolos idénticos. Se a probabilidade de distor¢ao de cada simbolo
oculto for pequena, entao a seqiiéncia visivel é muito semelhante & oculta.
Um procedimento natural para estimar a seqiiéncia oculta seria identificar na
seqiiéncia visivel os pontos onde ha mudanca na maioria. O ponto delicado
desse procedimento é a identificacao dos pontos onde ocorre essa mudanca.

O procedimento alternativo ao que acabamos de descrever, baseado na
mesma idéia da existéncia de longos blocos ocultos de consenso é quebrar
a seqiiéncia de estados visiveis em blocos grandes, mas muito menores que
os blocos verdadeiros. Isso faz com que a proporcao de blocos visiveis que
contém fronteiras de blocos ocultos represente uma fracao assintoticamente
desprezivel do conjunto total de blocos da cadeia visivel. Assintotico aqui

refere-se ao limite quando a probabilidade de mudanca do valor da cadeia



oculta tende a zero. Desta forma os blocos nos quais decompusemos a cadeia
visivel sao grandes e estao tipicamente contidos num bloco maior de consenso
da cadeia oculta. Assim, a lei dos grandes niimeros nos assegura que o valor
assumido pela maioria dos pontos do bloco visivel tipicamente coincide com
o valor assumido por todos os pontos da cadeia oculta naquele bloco. As
excegoes estao nos blocos da cadeia visivel que contém pontos de transicao
da cadeia oculta e a proporcao deles é assintoticamente desprezivel.
Podemos aumentar a eficacia deste ultimo algoritmo com o procedimento
de redivisao e estimagao pela moda que descrevemos a seguir. Repetimos vé-
rias vezes, independentemente umas das outras, a escolha dos ponto de divi-
sao em blocos da cadeia visivel. Em seguida, estimamos o valor da seqiiéncia
oculta em cada instante, como sendo aquele que realiza a moda das estimati-
vas daquele ponto nas diversas repeticoes. A razao pela qual a utilizacao da
moda melhora a estimativa é intuitivamente clara. Mesmo que a chance de
deformacao de um ponto seja muito pequena, se o tamanho da seqiiéncia for
muito longa, teremos muitos blocos para estimar. I ¢ sempre possivel termos
um bloco no qual a maioria dos pontos tenha um valor deformado. Fixemos
um ponto na vizinhanca dessa seqiiéncia anémala de pontos deformados. O
procedimento de sucessivas escolhas dos pontos de divisao fard com que esse
ponto pertenca a blocos distintos em cada uma dessas escolhas. Se a pro-
babilidade de um bloco contendo esse ponto conter também uma maioria de
pontos deformados for menor que 1/2, entdo a estimativa usando a moda nos
indicard a resposta justa. O sucesso deste procedimento da moda depende
crucialmente da relacao entre o tamanho dos blocos visiveis e do compri-

mento da sucessao de nimeros proximos deformados. O sucesso é garantido



se a probabilidade de deformacao for para zero mais rapidamente do que a
probabilidade de mudanca de maioria.

Vamos agora descrever os procedimentos baseados nos instantes de re-
generacao da cadeia oculta. E bem conhecido que cadeias de Markov po-
dem ser contruidas através de um esquema regenerativo. Isto significa uma
construcao acoplada de um processo de renovacao e de blocos markovianos
independentes correspondendo aos intervalos sucessivos de regeneracao (cf.
[4]). Vamos supor que conhecemos uma sucessao de instantes de regeneragao
da cadeia de Markov oculta. Isso nos permite decompor a verossimilhanca
da cadeia em produto das verossimilhancas de blocos independentes. Essa
decomposicao nos permite estimar a seqiiéncia oculta com um ntmero de
operagoes que cresce linearmente com o tamanho da amostra.

No caso de nao conhecermos os instantes de regeneracao da cadeia oculta,
mas conhecermos a seqiiéncia visivel, e os parametros da cadeia, é natural
pensar num procedimento iterativo baseado no método de Monte Carlo mar-
koviano com algoritmo de Metropolis. Isto é feito da seguinte maneira: inici-
almente escolhemos ao acaso uma seqiiéncia inicial de candidatos a instantes
de regeneracao. Dados estes instantes estimamos os estados ocultos. Este
procedimento é reiterado de maneira a atualizar os instantes de regeneracao
e a seqiiéncia oculta, usando o algoritmo de Metrépolis, tendo como crité-
rio a comparacao das verossimilhancas sucessivas. Este é o tltimo método
considerado nesta tese.

Além de resultados teodricos este trabalho tem uma componente compu-
tacional. Foram desenvolvidas rotinas em R que implementam os diversos

algoritmos propostos. Para mostrar a funcionalidade dos algoritmos foram



realizadas simulagoes.

Resumindo, nesta tese apresentamos dois tipos de abordagem que acredi-
tamos serem novas para o problema de estimacgao da seqiiéncia oculta de uma
cadeia de Markov oculta: a dos blocos de consenso e a dos blocos regenera-
tivos. Em ambos os casos enunciamos resultados novos que demonstramos
rigorosamente e também desenvolvemos programas em R para implementar
esses algoritmos (apéndice A). Finalmente apresentamos (capitulo 6) um
conjunto de simulagoes que ilustram os métodos.

Para todos os procedimento temos que supor que conhecemos os parame-
tros da cadeia oculta. No caso dos blocos de consenso a matriz de probabi-
lidades de transicao sera 1til para escolhermos o tamanho médio dos blocos
visiveis. No procedimento baseado no método de Monte Carlo, os parametros
sao utilizados no algoritmo de estimagao. Para a estimativa do erro cometido
pelos estimadores também é necessario o conhecimento dos parametros.

Este texto esta organizado da seguinte maneira. No capitulo 2 recorda-
mos alguns resultados ja conhecidos sobre esquemas regenerativos, cadeias
de Markov ocultas e estimacao da seqiiéncia oculta em cadeias de Markov
ocultas. Em particular, usamos o esquema regenerativo para calcular a veros-
similhanca da cadeia oculta e encontramos algumas distribui¢oes binomiais
associadas a cadeia de Markov oculta. O capitulo 3 é destinado ao estimador
que pressupoe o conhecimento dos instantes de regeneracao da cadeia oculta.
No capitulo 4 é apresentado o estimador por blocos de consenso e finalmente,
no capitulo 5, apresentamos o estimador que utiliza o método de Monte Carlo
markoviano. No ultimo capitulo sao representados resultados de simulacao

para o estimador por blocos de consenso e para o estimador que utiliza o



método de Monte Carlo markoviano.
Essa tese é parte do Projeto PRONEX/Temético FAPESP Comporta-
mento Estocastico, Fenomenos Criticos e Identificacao de Padroes Ritmicos

em Linguas Naturais. Projeto FAPESP No.03/09930-9.



Capitulo 2

Esquemas regenerativos e cadeias

de Markov ocultas

2.1 Cadeias de Markov ocultas

Uma cadeia de Markov oculta é um processo estocastico onde as observacoes
sao funcoes probabilisticas de estados de uma cadeia de Markov, tendo sido
apresentadas por Baum e Petrie em 1966 [1]. Esse modelo é um processo esto-
céastico em duas etapas com um processo subjacente ndo observavel (oculto),
acessivel apenas através de um outro processo estocastico que produz as ob-
servacoes dentro dos estados ocultos. Ou seja, primeiro é gerado um estado,
que nao vemos; dentro desse estado oculto ¢ gerada uma observacao que é a
parte visivel do processo.

Os elementos que caracterizam uma cadeia de Markov oculta sao:

o A={xy,29,...,xx}: espaco finito de estados ocultos;
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e X;: estado oculto no instante ¢;

e B ={v1,vs,...,up}: espago finito de estados observaveis;
e V. estado observavel no instante t;
e @ = {q(y|r)}syca: matriz de probabilidades de transi¢do da cadeia
oculta, onde
q(ylr) = P (Xep1 =y[Xy =), z,y € 4 (2.1)
o 1= {p(r)}reca: medida estacionéria da cadeia oculta;
o m = {my(v)}}reaven: distribuicdo de probabilidades dos estados ob-

servaveis dentro de cada estado oculto, ou seja

mg(v) =P (V,=v|X;=2x), a € A,v € B. (2.2)

Portanto, para a especificacao completa de uma cadeia de Markov oculta

devemos conhecer () e m, que denotaremos somente por 6, isto é, § = (Q, m).

2.1.1 Meétodos para estimacao da seqiiéncia oculta

Dada uma seqiiéncia de observagoes V& = Vo, V4, ..., Vp, uma das questoes

bésicas que envolvem o modelo de cadeia de Markov oculta é: como escolher

a correspondente seqiiéncia de estados ocultos X! de uma maneira 6tima.
O trabalho de Ephraim e Merhav [3]| traz uma excelente revisao biblio-

grafica dos trabalhos desenvolvidos sobre cadeias de Markov ocultas. Nele
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podemos encontrar artigos que descrevem alguns algoritmos desenvolvidos
para estimar os estados ocultos.

Como visto nos artigos de Khasminskii e Zeitouni [6] e Golubev e Khas-
minskii [5], podemos medir a performance de um estimador da seqiiéncia

oculta através de probabilidade de erro média dada por:

T
. ~ 1
1 T T T E

t=1

onde X7 (Uo ,ZT> ¢ o estimador estudado.

O problema que vamos tratar nesta tese é conhecido na literatura como
“filtragem”; j4 que temos t = T, isto é, o tamanho da seqiiéncia oculta esti-
mada ¢ igual ao tamanho da seqiiéncia visivel observada.

Os critérios mais comuns utilizados para estimar a seqiiéncia oculta X[
sao a probabilidade minima de erro do simbolo e probabilidade minima de
erro da seqiiéncia. No primeiro critério é escolhido o estado oculto 7; € A
que minimize a probabilidade de P(X; # X,|V{T), ou seja, a seqiiéncia X7 é

estimada por X[, onde
X, = argmax P, (Xt = x|Vi = vép) ,

que ¢ uma regra de decisdo do simbolo de méaximo a posteriori (MAP).
De acordo com o segundo critério, terifamos um estimador da seqiiéncia

de MAP, ou seja,

XTI =arg max Py (X9 =27 |Vy =)

T
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A seguir mostraremos o algoritmo de Viterbi que segue o segundo critério.

Este algoritmo seleciona passo a passo (a partir do dltimo elemento da
seqiiéncia) o estado oculto mais provavel, dada a seqiiéncia visivel. Ele ma-
ximiza o numero médio de acertos.

Para descrever o algoritmo precisamos definir:

d¢(x) = max Py (X0 =2 Xy =2, V) =0}).

Zo
e Algoritmo de Viterbi

1. Inicializacao

do(x) = p(x)my (vy), Ve € A

¢0($) = 0, Vr € A.

2. Inducao

de(x) = my (vy) max (0e—1(y)q(x|y)), Ve e A, 1 <t <T
v

@) =" Gealately) Yee A 1< <T.
3. Finalizacao
P = max or(y),
v = ari:(a:cyEA(sT(y).

4. Seqiiéncia de estados ocultos escolhida

= P (xf;rl), T—-1>t>0.



2.2 Esquema regenerativo 11

2.2 Esquema regenerativo

A proposicao 2.1 nos mostra como podemos relacionar uma cadeia de Markov

e uma seqiiéncia de Bernoulli.

Proposicao 2.1 Sejam (Xi),5, cadeia de Markov com matriz de transi¢do
(@(Y]7)),yen € (P°(Y))yes uma medida de probabilidade qualquer em A. Entdo
podemos construir (Xi),5o acoplada a uma seqiiéncia (L), de varidveis
aleatorias independentes e identicamente distribuidas assumindo valores em

{0,1} com Ao = P(L; =0) =1— Ay, de tal forma que:
P (Xpp1 = y|Xi = 2, Ly = 0) = p(y),
que independe de x e
P (X1 =y Xy =, Ly = 1) = p'(y|o),

com
q(ylz) — Xop°(y)
A

p'(ylz) = (2.3)

q(ylz)
()

€ )\U S inf$7y€A

Prova: Sejam U, ~ U(0,1) e f:(0,1) x {0,1} x A — A. Podemos entdo

definir X; da seguinte maneira:
Xt = f(Utu Lt7 Xt—l)a

com f(Us, Li, Xp1) =y, se Ly =0e y 1 p°(2) < U <30, p°(2) ou se
Li=1, Xpa=wey ., p'(2lr) <U <30, p'(z]n).
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Definindo (X;),, como fungao do passado e de (L), temos que

P(Xi1=ylXe=2,Liy1=0) = P(f(Uy1,0,2) =y)

= P < Z P(2) < Uppy < ZPO(2)>

z<y—1 z<y

= > ()= D 1) =1")

z<y z<y-—1

PXyi=ylXy=2,Lip1=1) = P(f(Ug1,1,2)=y)

_p ( 3" plele) < Ui < sz(zlw))

z<y—1 z<y

= Y 0l = Y Pl =9 (o).

2<y 2<y—1

Além disso,

P(Xpm=ylXy=2) = P(f(U1,0,2) =y) P (Li+1 =0)
+ P(f(U1,1,3) =y) P (L = 1)

= ()Xo + ' (ylx)A = q(ylz).
O que conclui a demonstragao. [

Corolario 2.2 Sob as mesmas condi¢oes da proposi¢cao 2.1 temos que

Er, (" (ylz)) = q(y|x).
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Prova: Para demonstrar o resultado basta ver que

Er, (p"(ylz)) = P (L =0)p"(y) + P (L =1)p'(y|z)
= 2P’ (y) + Aup' (y]2)

= q(ylz).

Corolario 2.3 Sob as mesmas condi¢oes da proposi¢io 2.1, se u(-) é a me-
dida estaciondria de q(-|-) e p°(:) = u(-), entdo p(-) € a medida estaciondria
de pA(-J).
Prova: Temos que
uly) = Zu q(ylz)
= Zu ) Mo’ () + \ip (y]2)]

= op’(y) + M Z# H(ylo),
se tomarmos p°(+) = u(-), temos que

ply) = ———=> p(x)p'(yl)

Logo, u(+) também ¢ medida estacionaria de p*(-|-). |
Para o caso |A| = 2 a forma explicita de (p°(y)),c s € (' (Y|2)), ea Vai

ser apresentada na proposicao abaixo.



2.2 Esquema regenerativo 14

Proposicao 2.4 Sejam (X;),5, uma cadeia de Markov com matriz de tran-

si¢do (q(ylr)), ea € [Al =2, se tomarmos

Ao =D ming(ylx) (24)
yeA
e .
, min g(y|z)
p(y)z)\—,VyEA (2.5)
0
temos que:

e se q(z|r) > q(xly) entdo p'(z|x) = 1;
e se q(z|r) < q(xly) entdo p'(z|x) = 0.

Prova: Vamos provar somente a primeira parte, a segunda é analoga.

Se g(z|z) > q(z|y) entdo q(ylz) < q(yly), logo

Ao = q(z]y) + q(y|x)

o alzly)
p’(x) N

Deste modo, por (2.3) vemos que

q(z]z) = Aop° ()
1 —(q(x|ly) + q(y[x))
q(z|r) — q(zly)

p'(x]x)

q(z|r) — q(zly)
= p'(yly).
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E,

q(zly) — op®(y)
1 —(q(x|y) + q(y|x))
q(zly) — q(z|y)

q(z|x) — q(z|y)
= p'(ylx).

|
Quando a matriz de transicao (q(y|z),yeca é simétrica temos um interes-

sante resultado que serd enunciado no corolario 2.5.

Corolario 2.5 Sejam (Xi),5, uma cadeia de Markov com matriz de tran-
sicio (q(ylr)), ea € |Al =2, com q(y|z) = q(zly) = q, se tomarmos Ao e

p’(y) como em 2.4 e 2.5, respectivamente, temos que p°(-) =1/2 e
e seq<1/2, entao Ay = 2g¢;
o seq>1/2, entao N\ =2(1 —q).

Prova: Se ¢ < 1/2, entdo ¢ < 1 — ¢ e portanto

min q(ylz) =q, Yy,

logo, Ao = 2q.

A prova é analoga para ¢ > 1/2. E, em ambos os casos,

oy L _L=a _1

O que conclui a demonstragao. [
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2.3 Construcao da cadeia binaria regenerativa

Neste capitulo vamos definir como se constréi uma cadeia de Markov oculta

com espago de estados A = B = {0, 1}, matriz de transi¢ao

comg<1/2 e

com € < 1/2; usando tempos de regeneragao.
Primeiro vamos introduzir a seqiiéncia de variaveis aleatorias que definem
os instantes de regeneracao. Seja (L;),., uma seqiiéncia de variaveis aleato-

rias independentes e identicamente distribuidas assumindo valores em {0, 1}

com
P(Li=0)=2¢e P(Ly=1)=1-—2q, com ¢ < 1/2. (2.6)
Os instantes de regeneragao associados a seqiiéncia (Lt)t21 ficam assim
definidos:
To = 07
7, =min{t > 71,1 : Ly =0}, i > 1. (2.7)

Para todo T" > 1, definimos o niimero de regeneracoes, Jr, por:

T
Jp = Z 1i1,-0}- (2.8)
t=1
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Vamos introduzir outra seqiiéncia de varidveis aleatorias que seré utilizada
na construcdo da cadeia de Markov oculta. Seja (§),., uma seqiiéncia de
variaveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas assumindo

valores em {0,1} com
P& =0)=1/2=P(&=1). 2.9)

Utilizando as duas seqiiéncias introduzidas anteriormente, temos que a

seqiiéncia oculta (X),., é definida da seguinte maneira:

Definigao 2.6 Seja X; € {0,1}, t > 0 definida por:
Xt = fi; seT; <t< Tit1,

com 7; e (&), como em (2.7) e (2.9), respectivamente.

Para definir a seqiiéncia visivel, precisamos introduzir outra seqiiéncia de
variaveis aleatorias que chamaremos de (0;) -
Seja (0;),~, uma seqiiéncia de variaveis aleatorias independentes e identi-

camente distribuidas assumindo valores em {0, 1} com
P(5t:O)zee P(6t21)21—€, (210)

com € < 1/2. Agora podemos definir a seqiiéncia de variaveis visiveis (V}) .

Definicao 2.7 Seja V, € {0,1}, t > 0 definida por:

Vi=6Xi+(1-6)1-X,), Vt>0,
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com (Xi),5 de acordo com a defini¢do 2.6 e (0),, como em (2.10).

A proposicao 2.8 mostra a matriz de transicao da cadeia de Markov que

acabamos de construir e a relacdo entre (X;),~o € (Lt),;5; -

Proposigao 2.8 Sejam (Lt),», como em (2.6) e (X;),5, conforme definigio

-

2.6. Entao, a matriz de transicao de (X),sq €

comq<1/2, eV x,y € {0,1},
1
P(Xt+1 = y|Xt = x,LtJrl = 0) = 5,
que independe de x e
P (XtJrl = y‘Xt = LIZ’,Lt+1 = 1) = 1{$:y}.

Prova: Sabemos que existe i € {0,1,...,Jr} tal que ; <t < 741 < T,

assim temos que:

(Xep1 = 2| Xy = 2] = [Lyyy = 1 U [Lig = 0,841 = 1],
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logo,

P(Xipn=2z|X;=2) = P(Lyy1 =1U Ly = 0,641 = 7)
= P (Lt+1 = ].) + P(Lt+1 = 07§t+1 = .T)

= 1—2q—|—2q%:1—q.
Da mesma forma,
[(Xep1 =yl Xe = 2] = [Liy1 = 0,640 = 9],
e conseqiientemente

P (Xt+1 = Z/’Xt = x) = P(Lt+1 =0,§41 = y)

1
= 929=
3
E portanto

com ¢ < 1/2.

Além disso, se L,y =0 entao ; <t <t+1=m, e portanto

1
P(Xi=ylXe=2,Lip1 =0) =P (&1 =y) = 3
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ese Ly =1entao7; <t <t+1< 71, que implica em X; ;1 = X;, logo

1 sex=y
P(XtJrl = yIXt =z, L = 1) = )

0 sex#vy

o que termina de demonstrar a proposicao. [ |

A proposicao 2.9 mostra que

com € < 1/2.

Proposigao 2.9 Sejam (Xi),5 € (Vi),5o como nas definigoes 2.6 e 2.7, res-

pectivamente. Entao

com € < 1/2.

Prova: Pela definicao 2.7 temos que

P(V,=v|X,=12) = P,X,+(1—3)(1-X,)=0|X,=x)

= Pz +(1=90)(1 —2)=v|X; =2x)

l—x—w
a P((St: 1— 2z )
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Assim, lembrando que v # x implica que v = 1 — x, temos que

P,=1)=1—¢€ sev=ux

P(6;=0)=€¢ sev#zx

P(W:U’Xt:fﬂ):

com € < 1/2. O que conclui a demonstragao. |

2.4 Calculo da verossimilhanca usando a estru-
tura regenerativa

Uma importante aplicacao da decomposicao em blocos regenerativos inde-
pendentes é o calculo da verossimilhanca da cadeia oculta, como produto das

verossimilhancas dos blocos independentes.

Proposigao 2.10 Sejam (Xi),»q € (Vi),so conforme as definicoes 2.6 e 2.7.
Sejam (Lt),5, Ti € Jo como em (2.6), (2.7) e (2.8) respectivamente, entdo

Jr—1
T T\, T T 7T T
=1
onde
_ n—1_ ,nn—-1ljyn—-1_ -1 =1 _ jmi—1
Binicio - P9 (XO = Ty |VE) =T ’LO - lO ) )
Tit1—1 Tit1—1|y/Tit+1—1 Tit1—1 Tit1—1 Tit1—1
B, = P (XTZ+1 — xTZ+1 |VTiz+1 — UTZH 7LTZ+1 = [TZ_-H ) ’

Brim = By (X5 =l [VI —=of Lf, =17 ).

TJT TJT7 TJT TJT
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Prova: Por definicao
Py (Xg = x|Vy =g, Lo =15)

é igual a

Py (X] = of Vi = LT = 1)

, (2.12)
> R (XS =y, Vo = Ly =15)
yleAT
mas, pelas definigoes de (L¢),5, (Xt)yg € (Vi)ys0, temos que
Py(xT=al V=l LT=1T) = Pp(VIf=ol|XT=aT, LTzzT)Pg(XOT_xO (L= Py (LE=IT)
— )\OJT (1*)\0)T7JT 10 m:co UO H :le(tt 1 mzt vt)
t=1
logo,
T
(o) may (vo) [ [ 2" (welwiv) ma, (o)
Py (X7 =al |V =l LT =18) = . .
> wyo) my, (o) [T 7" (welye—r) my, (v0)

Mas, que pela independéncia dos blocos, pode ser escrito como
Jr—1
Py (X =af V) = w0, L =1§) = Binicio * || Bi * Brim

i=1

como queriamos demonstrar. ]
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O corolario a seguir prova que sob as seguintes condic¢oes: A = B = {0, 1},
q(z|x) > q(x|y) e my(x) =1 — ¢, todos os elementos de um mesmo bloco sao

iguais a zero ou iguais a um.

Corolario 2.11 Se A= B ={0,1}, q(z|z) > q(x|y) e m,(z) = 1 —¢, entdo
Py (XT17t = gt ymm =t = g ml [l — rin
¢ igual a

AO)\lpr (xr,) (1 — E)Ni i N sex,=x,,7 <5< T,

0, caso contrdrio

onde N; = Z”“,_l Hos=a,}eli=7—7Ti_1 .

S=T;

Prova: Pela proposi¢do 2.4, se g(z|z) > q(x|y) temos que p'(z|z) = 1
e p'(ylr) = 0. Aplicando este resultado a proposi¢ao 2.10 concluimos a

demonstracao. [ ]

2.5 Distribuicoes binomiais associadas a cadeia
de Markov oculta

Nesta secao enunciaremos alguns lemas que trazem algumas distribuicoes
que serao Uteis para o nosso trabalho. Serd considerado aqui o seguinte caso
A=B=A{0,1}, qz|z) =1 —-¢q, q(1 —z|x) = ¢,q¢ < 1/2, my(z) = 1 — ¢,
mi(l—z)=eVre Aee<1/2.
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Lema 2.12 Seja (Xy),5¢, conforme definigao 2.6, entao

so—1

Z Lix.£xon} ~ B (s2 = s1ip).

s=51
Prova: Vamos comegar provando que [X, # X 1] e [X 11 # Xsyo] s@0 in-
dependentes. Como Py (X5 # Xs11) = p temos que

Py (Xs # Xs+1) Py (Xs+1 e Xs+2) = p2,
assim para provar a independéncia s6 precisamos mostrar que
Py (X # Xop1, Xoy1 # Xopo) = P
Entretanto,

Py(Xo# Xop1, Xop1 # Xop2) = D PB(Xo=2,Xen=1—-2, X0 =)

Logo,

so—1

Z 1{Xs7éXs+1}

S=51
¢ uma soma de variaveis aleatorias binérias independentes com Py (X # Xs41) =

p, isto é, € uma binomial com parametros s, — s e p. [ |

Lema 2.13 Sejam (Xi),5 € (Vi);5, conforme definigoes 2.6 e 2.7, respec-
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tivamente, entao dado que X3* = x

so—1

Z 1{\/5:1—x} ~ 3 (52 — 81 6) .

s=81
Prova: A prova é imediata, pois, por definicao, dado X;? as variaveis alea-

torias Vi, s € [s1; s2) sdo independentes e também Py (V=1 — z| X, =) =
mg(1 —x) = €, logo dado que X? =z

so—1

Z Liv,=1-a2}

s=s1

¢ uma binomial com parametros so — s1 € €. |



Capitulo 3

Estimacao de XOT dados os blocos

de regeneracao

O primeiro estimador proposto é X7 (vf,1F) definido por:
Definicdo 3.1 Sejam vl € BT eIl € {0,1}" conhecidos. Entao

argmax
)= I Ry (XY = VT =l L =), (3)

T
Lo

T (T T
Caso exista mais de uma seqiéncia que mazximiza a verossimilhanca entao

escolhemos ao acaso uma delas.

A proposicao 3.2 mostra que este estimador é obtido através dos blocos

independentes.
Proposicao 3.2 Sob as mesmas condi¢coes da proposicao 2.10 temos que

XOT (UgaloT) = (XTT;H_I)J‘:O,...,JT’
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onde

. argmax
Ti+1—l o Ti+1—1 — el -l =l =1l -l
X7 LA Ly <XT]' = L Va4 =V L7 - lTj :
i)
J

Prova: Pela proposicao 2.10

argmax

T
o

Py (Xo = o|Vy =g, Lo =1p)

é a seqiiéncia dos argumentos do maximo de cada um dos termos do produ-

torio de (2.11). E por (2.12), temos que

argmazx ; _ — ; argmazx ; o — ;
A J 4] J _ 17y — J ] J 4] J _ 77

y Py (X] =a]|V] =v], L] =1]) = y Py (X] =a],V/ =0l LI =1]).

Donde se conclui a prova. |

Pelo corolario 2.11 a escolha do argumento do maximo restringe-se as
seqiiéncias onde todos estados sao iguais a 0 ou iguais a 1. O lema a seguir nos
mostra quando o argumento do maximo dentro de um bloco é uma seqiiéncia

de zeros ou de uns.

Lema 3.3 Se A = B = {0,1}, q(z|z) = q(yly) = ¢ < 1/2 e my,(v) =1 — ¢

se x = v, entdo para todo t € [t} _|;7})

i

0, se Ny > l’ét)

X, (vg.10) = 1, se Ny > liét) ;

L

Liy<ijzy, seNog=N, =14

onde 1/, =max{s <t: Ly=0}, 7/ =min{s >t: L, =0}, Li(t) =
-1t N,= Zj:j A=y e U ~ Uniformel0,1].
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Prova: Pelo corolario 2.11, como A = B = {0, 1}, ¢(z|z) > q(z|y) e m,(z) =

1 — ¢, entao

P XTZ.t—l_O VTf—l_ ’Tit—l LTf—l_le—l l~(t) N
(=i = i =) A (1/2) 1 = 0
N O o B i Y A i 2 <1/2>< &) )=
i—1 i—1 i—1 i—1 i—1
N
_ ( ) 0 l(t
(1— )Nl eli(t)—N1
€

(=)
pois como q(z|z) = q(yly) = g, pelo corolario 2.5, p°(0) = p°(1) = 1/2.

Logo, se Ny > Ny, entao

1 N No—N;
( 6) >,
€

e portanto, X, (UO ,ZT) =0, para todo t € [r}_|; 77 — 1). Mas,

Ti-1 Ti-1
E 1{115:1} = E (1 - 1{U520}> =
s=1¢ s=t1!
Tf—l
_ t
= T, = Ti-1 — E : 1{”8—0}
s=T{_y
-1
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Logo, Ng — N7 > 0 implica que

t_
T, —1

l;(t
> Loy > ;)-
5:7'1'21

De modo analogo, temos que se Ny < Ny, entdo X; (v, 1) = 1, para todo
le [Tit—l; Tit - ]')

E se Ny = Ny, entdo X, (vf, 1) & escolhido ao acaso. [

3.1 Numero de operacoes para encontrar
v (., 1T
X (Uo , 0 )
Escolher a seqiiéncia z{ de estados ocultos que maximiza a

Py (Xg = ao|Vy =vg, Lo = 1),

para vl € BT e Il € {0,1}" fixados, esbarra no problema do niimero de can-
didatos que é |A|T. Logo o ntimero de operacdes para escolher o estimador de
méaxima verossimilhanca cresce exponencialmente com o tamanho da amos-
tra. No teorema 3.4, mostramos que o estimador proposto nesta secao, Xg,
utiliza um nimero de operagoes que cresce polinomialmente com o tamanho
da amostra.

Vamos calcular o nimero de operagoes (nr) para encontrar X7 (vf,1T).

Temos (Jr+1) blocos e o namero de célculos dentro de cada bloco depende
do comprimento do bloco, ou seja, [;.

Vale ressaltar que [; é uma variavel aleatéria com distribuicao geométrica
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com parametro .

1
Logo, para encontrar X' temos que calcular
P ( X7+ = Tl -l — il pria—l il (3 2)
0 T Ty T Ty )T Ty ) :

N+t vezes, onde N = |A|. Mas, para calcular (3.2) é preciso realizar 2(l;,1 +

1) calculos, logo para encontrar i7"~ ! 6 necessario 2(I;11 4+ 1) Nb+ calculos.
Assim podemos concluir que
Jr
= 2l + 1N (3.3)
i=0

Teorema 3.4 Dados v}, II' ¢ 0 existe

lim P (;—T > 1) 0, (3.4)

T—+o0
onde |[Al]=N e P(L;=1) = \;.

Prova: Por (3.3) temos que

P(Z=1) - P(ZJT+12(Z+1 )

T T
ST 2(L,+1)N
< 1-PQ2U+1)N <77 i=1,...,T)
— 1-[PQUL+1DN <]
N7 —1n2\1"
< 1-|Pll i< ——
1 [rlos )
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In7%1—In2

s temos que

considerando ky = |

P<% > 1) < 1- [iAoqu)jr

Logo, queremos ¢ > 1 tal que

lim TA™ =0,
T—+o0

mas tomando A\; = e~ ¢ temos que

lim TA™ = lim ePTeckr
T—400 T—+oc0
— lim elnT—ckyw’

T—+o00
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e portanto, precisamos que

InT < Ck‘T
In7%1—1n2
2ln N

InT+In2 < InT°'<InT’'+1n2
2In N

InT < ¢

2In N
c

Ou seja, se

entao

. nr
i P (1) =0

o 2In N
Note que § > 1, pois oy < 0 [ |

No corolério 3.5 vamos mostrar que para o caso |A| = 2, o teorema vale
para 6 = 1, ou seja, o namero de operacoes para encontrar o estimador cresce

linearmente com o tamanho da amostra.

Corolario 3.5 Dados v}, Il e 0 temos que

. nr
lim P (- 1) — 0, 3.6
im T > (3.6)

T—+oo
com |A| = 2.

Prova: Quando |A| = 2, de acordo com o corolario 2.11, temos que testar

apenas 2 seqiiéncias ocultas para encontrar a de maxima verossimilhanca.
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Portanto, neste caso
Jr

nr = ZQ(ZZ‘H +4). (3.7)

=0

E portanto,

Jr+1
54 2(l;, +4
p(n_T>1> _ P( i=1 <l7,+ )>1

T T
T
< 1_P<Zi:12(li+4)§1>
T
< 1-P2U;+4)<T,i=1,...,T)

= 1-[P2L;+4) <T)]"

st

Considerando agora ky = % — 4] e usando os mesmos argumentos da prova

do teorema 3.4 temos que

P("—T > 1) < Tk

TS
T_
— T>\12 4.
Mas,
lim TA7™ =0.
T—~+o00
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3.2 Erro médio assintético de X; (v{, )

Vamos comecar esta secao demonstrando um resultado sobre a esperanca
do erro do estimador X (vg,lg) num ponto ¢ fixo, dados os instantes de
regeneracao e a seqiiéncia visivel.

O lema a seguir nos mostra que a probabilidade de erro no instante ¢
depende do bloco ao qual ele pertence, isto é, a probabilidade de erro é

constante para todos os instantes pertencentes ao bloco.

Lema 3.6 Dados vl e II, para todo t € [t}_;70), i = 1,...,Jr, sendo
TJT = T
T _ T ;T _ T
K (1{Xt(v§,zg)¢xt}“/() =y, Ly = lo) (3.8)

€ dada por

O (L@ 1 L) 10

> d(l—h7 42 [e(1 =] % L) ser por
S\ o

Prova: Dado [, sabemos que existe i € {1,...,Jr} tal que 77, <t < 71

Pelo lema 3.3, temos que para todo t € [t} ;7))

. Li(t
[Xt(vg,zg)%xt} = [Xt:m,Nl_x> ;) U

l;(t
[Zi(t) ser par, X; = 2, N, = %),U >1/2|,
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ou seja,
Tt—1
o (T T R Li(t)
' = 20
l;(t) ser par, Z; Lix st} = 12 U >1/21
L S=T; 1
que, pela definicao 2.7, é igual a
= L(t) = L(t)
Zt (1—(55)>ZT U | Li(t) ser par, Z (1—10,) = 12 U >1/2
S=Ti—1 S=Ti—1
Neste caso, (3.8) é dado por
iy O W T i L(1)
P9 z; (1 - 55) > 9 + §P0 Z; (1 - 55) - 9 ]-{lz-(t) ser par}-

Mas como, por (2.10), s é uma Bernoulli de parametro €, entao

Ti-1

Y =8| ~BLlt)e).

s=1_4

Portanto,
=1 ;i (t)
lz(t) ll<t) 1 Li(t)—1
Pyl > (1-4,)> 5| = | (1 —¢)

S=T{_4 1=t 4
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Tr—1
R it 1 Lt L(®)
Pyl > (1-6,)= <>,U 12| =5 (®) [c1—€)] 7,
s=1} | 1(t)/2
o que conclui a demonstracao. ]

O segundo resultado desta secao diz respeito ao nimero médio de erros

do estimador X, (vf,18).

Teorema 3.7 Dados vl 1L, para todo v > 0 temos que

(i

onde

> 5

T
Z 1)0 7lT #X } p

Vi =l LY = ZT> < 2exp~ 2T HDe(1F)

J
_ Xl b,
® D= T+1 ’

.pi:E(]‘{X(vO,lT #X}}V Ug7Lg:lg)7 Tfflgt<7—1¢;
e (i) = [F5 Sl Bo)
Prova: Definindo, para todo i € {1,..., Jr}

Yi = s, ap)xert <t<rt b

temos, pela independéncia dos blocos, que Y; sao independentes. Podemos
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Yito I{Xt (o )#x: }

entao reescrever T

— p da seguinte maneira

T J
> 0 1{Xt(ug,zg)¢xt} ) > it lil{)‘ét(yg,lg)yéxt, T <t<r! Z%;Tl l; pi

T+1 T+1 T+1
_ Z;El lez o Z;El lz Di
T+1 T+1

B T+1Zl

Logo,

ZtT:O 1{Xt (vl T)#X: }

Y (R B N
Jr
L (Y-

Fazendo W; = [;Y;, temos que 0 < W; < [; e
E (VVi“/oT =, LY = lg) = lip;,
e portanto, pela desigualdade de Hoeffding (ver apéndice A), temos que

T
tho 1{Xi(v0 ,lT);éXt} T
T+1 N

Py —p| >V =g, L§

_272 (T + 1)2
S ()

7272(T+1)c(lg)

< 2exp

= 2exp

como queriamos demonstrar. |



Capitulo 4

Estimacao de XOT por blocos de

consenso

O problema do estimador X{ (vf,1]) € que ndo conhecemos a seqiiéncia
(Lt) ;> que originou a seqiiéncia oculta.
O estimador proposto vai utilizar uma seqiiéncia <Lt) que é escolhida

teZ
de maneira independente da cadeia oculta, com a seguinte lei:

A seqiiéncia estimada seréd escolhida em blocos definidos por <Zt>t o
€

Este estimador também é escolhido por blocos, como no caso do estimador

X7 (vf,1§), logo o ntimero de opera¢des para encontrar o estimador também

cresce linearmente com o tamanho da amostra, fato que explicaremos na

secao 4.2.

Vamos comecar definindo algumas variaveis aleatorias que utilizaremos
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posteriormente, e enunciando lemas sobre as distribuicoes dessas variaveis.
Defini¢ao 4.1 Vamos definir 7%, 7t e I(t) para todo t € Z.

e Seja 7t <t definido por
7l =max{s: L, =0,s < t}.
e Seja 71 >t + 1 definido por

F=min{s: L, =0,5>t}.

o Sejal(t) € {1,2,...} definido por
I(t) =7 — 7.

A seguir descrevemos as distribuicoes de 7¢, 71 e 1 (t) que serao obtidas a

partir dos lemas 4.2, 4.3 e 4.4, respectivamente.

Lema 4.2 Seja 7t como na defini¢ao 4.1, entao
P(7=5) =X N5 se s <t.

Prova: O resultado é decorréncia direta da independéncia entre os L;, pois

Vs <t

P(’]:é:é’) = P(Zszoair:1,r:8+17$+2,...,t>

= P (L=0)[P(L, = 1)]H.
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O que conclui a demonstragao.

Lema 4.3 Seja 7{ como na defini¢ao 4.1, entao

P(Fi=s) = XNl ses>t+1.

Prova: Analoga a prova do lema 4.2.

Lema 4.4 Seja i(t) como na definicao 4.1, entdo

P(t)y=1) = NI sel>1.

Prova: Pela independéncia entre os L;, temos que 74 e 71 também sdo inde-

pendentes, e portanto pelos lemas 4.2 e 4.3

P(ity=1) = > P#R=kPFH=1+k)

k=t—Il+1

t

_ Z 5\0 xi—k :\0 5\11+k—t—1
k=t—I1+1

= [ X2\

Agora podemos definir X, (vo : ZT>

Definicao 4.5 De acordo com a definicao 4.1 definimos

0 Se Z _~t 1{113 =0} >

\/

Xt <UO y ZT) = 1

Livs1/2y

Nt

se Z l_j lyp—1y > (—

Nl

se Z - {vS—O} ()

b
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com U ~ Uni forme(0;1).

4.1 Algoritmo para encontrar X;
Para obtermos X; (vf‘f AT ) utilizamos o seguinte algoritmo:
1. sorteamos uma seqiiéncia EOT7 com P(f/t =0) = \p;

2. para cada bloco definido pela seqiiéncia (Et> escolhe-se a seqiiéncia
>0

oculta de acordo com a definicao 4.5.

4.2 Nuamero de operagoes para encontrar X/
Para encontrar X (vg AT ) temos que calcular

~t
T1—1

> Lo (4.1)
s=7¢
para cada bloco, isto é, Jr + 1 vezes. Mas, para calcular (4.1) é preciso
realizar l~(t) somas, com isso podemos concluir que o nimero de operacoes
para encontrar X <vg, l~0T> é a soma dos comprimentos dos Jr + 1 blocos

que é exatamente o comprimento da seqiiéncia.

4.3 Erro médio assintotico de Xt

Comecaremos esta secao apresentado dois lemas que serao utilizados na de-

monstragao dos resultados desta secao.



4.3 Erro médio assintotico de Xt 42

Lema 4.6 Sejam u <1 e/ou b <1, entao
il = L
1221 (1 — ub)?
!

Prova: Como u < 1e/oub < 1, sabemos que Z <ub> converge e portanto
1>1

AT @) -Ta -

>1 >1 1>1

Deste modo,

) d Cod b
D W = (“b> 1= ub

>1 >1

[
A seguir enunciaremos o teorema 4.7 que apresenta um resultado sobre
a probabilidade do estimador X; (vg AT ) nio escolher o verdadeiro valor

oculto.
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Teorema 4.7 Sejo X! <vg, Zg) como definido anteriormente, entdao

FE (E (1{xt(vg,ig)¢xt}>) < 1+ S\g{ _ i
1- X

1
2e—1

(1- Q)}

" [1 — (1 - q)eQe—l}2 "
20e(1 — €)]1/2 2 }
{1=2X0 = et - 72}

2+

para quase toda escolha de (vl IT).

Prova: Para simplificar a notacao vamos substituir X, (UOT l~0T> por X;. Va-

mos comecar calculando F (1{)3#&}). Mas, usando

=t
T —2

Z Lix#xoy =k k=0

=7}
como particao, temos que

I(t)—1 72

E(Lgxy) = 2 P | X # XD oy =k | (43)
k=0

—~t
8—7'0

Vamos calcular o primeiro termo de (4.3), que corresponde & situac¢ao em que
tod tados d liéncia visivel entre 7% e 71 s@o iguais entre si. Assi
odos os estados da seqiiéncia visivel entre 7; e 7; sao iguais entre si. Assim,

para k = 0, aplicando a definicao 4.5, temos
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S (XX XD =0) = Z&(Xﬁéxt

z=0,1 z=0,1
-1
« B (XIT =) =
0
10
= 2P e > X
27:0,]. 5:7”‘8
i
Fi_
+ —Pg Zl{vszl,x}—TX% 1_1’ ] *
s=7¢

Mas, pela desigualdade de Hoeffding (ver apéndice A),

-1 =
I(t
Py Z 11—y > %

$=T;

D e < 2AM/2—9)

=t -
To

e, pelo lema 2.13 e usando a aproximagao de Stirling, temos que

1 ~
- P, iy = — | X
Lp (S 1 = 1

S

= )2 e — 2y

Ft_q 1—g)l(®)—1
Logo, como Py < o= x) = %, temos que
0
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7i—2
P@ Xt # Xt? Z 1{X57£Xs+1} = 0

—~t
S—TO

< (1 . q)f(t)*l (ei(t)(12e) 4 Z<t>71/2 {2[€<1 . 6)]1/2}[(t)> . (4.4)

Para k£ > 1, isto é, quando 1 ou mais fronteiras de blocos da seqiiéncia

oculta esta contida no bloco escolhido, usando o lema 2.13, temos

7H-2 7i-2
Py | Xe # XY Lxpxoy 21| < B[ ) Lwzxy =1 (45)
s=7{ s=7¢
o9
= 1-F | ) Lpezx,) =0
s=7¢

= 1-(1-¢"

Deste modo, por (4.4) e (4.5), temos que

B (Lgipxy) < erwr{—a—wm+uuwwmﬂ”@®

Portanto,

+ Rw*”{ml—qndl—orﬂf@)-
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Vamos agora calcular a esperanca de cada um dos termos dessa soma.

Usando os lemas 4.4 e 4.6, temos que

E(1=a™) = S0 -a'PU1) =1) = > (1 - ¢ 1RgN

1>1 1>1
Y2
1 —
_ Ao~( q) N (4.8)
[1 - A1 - Q)}
analogamente,
- H 12 _ 2e—1
E <[(1 _ q)e2efl:|l(t)) _ Ao(1—q)e (4.9)

[1 — (11— (1)625—1]2

£ ({072 {200 - et - 92} < Tl
1= {201 = et - ]2}

Logo, por (4.8), (4.9) e (4.10)

P (E (1{&#&})) < 14+(1- q)l{ B [1 X?;fll(lq)q)r +
A(1— g)e*!
' [1 —M(1- q>€261]2 )
4

A {2(1 - g)le(t — o]} } _
1= % {201 = (1 - ]2}
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~ 1
= 1+ /\g{ - - 5+
1—)\1(1_Q)]
625—1
+ 5 +

1= A1 = g)ex|
20e(1 — €)]/2 2 }
{1 (1 — g)e(1 — e)]l/z}

O que conclui a demonstragao. [ |

4.4 Estimacao da seqiiéncia oculta usando a

moda de Xt

Para diminuir o erro médio vamos propor um estimador baseado na moda

de X, (UOT, Zg).

Definicao 4.8 De acordo com a definicao 4.5, podemos definir o estimador

da moda por:
X% (vg) = moda{ka) tk=1,2,.. .,K},

com X¥ ¢ X, (UOT, [g) calculado pela k-ésima vez.

Podemos notar, pelo lema 4.7 que

B (2 (15x))
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¢ uma funcao de Ay, g e €. Na secao 6.1 apresentamos simulagoes que mostram

. N . N . > 77 > (K
a influéncia desses parametros nos estimadores X; <UOT AT ) e X ().



Capitulo 5

Estimacao de XOT usando método

Monte Carlo markoviano

Neste capitulo vamos propor um estimador baseado no método Monte Carlo
markoviano com algoritmo de Metrépolis. A definicao a seguir formaliza tal

estimador.

Definigao 5.1 Dado vl € BT, entdo

T (. T\ _ argmazx T _ T T _ 4T\yT _ T
o (UO) B (:BoT,loT)EATX{O,l}TPQ (XO =%, Lo = lO |Vb - ) (5'1)

Nesta se¢ao também vamos trabalhar com a restricaio A = B = {0, 1},
mas nao com ¢(0[0) = ¢(1]1) e m(0) = my(1). Aqui apenas impomos que

q(zlz) > q(zly) e ma(z) =1—6,, x € A.
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Novamente, temos que o argumento do maximo de (5.1) ¢ o mesmo de

Py (Vi =l X§ =af L =1T), que ¢ igual a

JT T T
N =) T () (1= 6, ) 0 s (8N 05) (5.2)

i=0
se s =y, s=1t;+1,...,t;y1 — 1 e onde

tiy1—1

Ni (Ug) = Z 1{Us = I’ti}, Al (lg) = ti+1 — tz

s=t;
e T, = tz

Definigao 5.2 Seja v = v, definimos a fungao
F,: A" x{0,1}7 - R"
por

T, Ts=xt;, s=ti+1,..,tit1—1,
Py (VI =of XT=a2l . LT=1]), se
Fy(af 18 = i=0,...,J7

0, caso contrdrio

Definicao 5.3 Sejav =1l e >0, entdo u, s , medida de probabilidade, é

definida por:
- oPlog Fu (a8
pos (29, 1y) = . (5.3)
v7ﬁ

onde

Zyp = > 108 Fo (1)

(zg,rg>€AT x{0,1}T
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T T o T T\ &
Podemos observar que o par (zf,{l) que maximiza p, s (20,1f) € o
mesmo que maximiza F, (z{,[}). Mas, como ¢ dificil calcular Z, 5 usamos
uma cadeia de Markov que seja reversivel com relacao a ji,, 3. Vamos a seguir

definir tal cadeia.

Definigao 5.4 Seja (£(k)),>, uma cadeia de Markov, com (k) = (2 (k), 1T (k))

e a sequinte matriz de transicao:

T [AgJT(TOT)+/\f(T—JT (rg))} , S€ ly=r Vi
(
ls:1,7'3207
1 se -~
TS+ ly=r¢,Vis,
Te=y¢,Vt
L t=Yt
(
ls=1,rs=0,
P(&ln)=
i As—Ns(y) Ns(v) ’
1 >\1 . 1 (17615) s sy( Sz ) s(y _
T,\g+xf i 17p0(ys) dys T—0y, . 8€Q ly=ry,Vits,
L Tt=1—yt,s<t<T*

8 As—Ns(y) Ns(y) ls=0,rs=1,
1A . 0 1-6 s sy B} sy
T)ﬁf)ﬁ min § 1,p (;rs)(i(sny) (1_%;5) , Se
07 ly=rs Vt#s
0, caso contrdrio

onde 7" =min{t > s : (k) =0}, Ay =7"—se Ny(y) = i 1{vs = y:}.

t=s

Para simplificar a notagdo foi usado que &(k) = (2f (k), 1§ (k)) = (2, 1)
en=(z5(k—1),05(k=1)) = (y5.75) -
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5.1 Algoritmo para encontrar X/

O algoritmo que descrevemos a seguir, simula a evolucao da cadeia de Markov

da definicao 5.4.

1. Inicializacao

Escolho IJ'(0) através de Bernoulli independentes todas com parametro

Ao e tomo 2l (0) como um vetor de 1’s.

2. Inducao

No passo k + 1

(a) fago l,(k+ 1) = ,(k),Vt

(b) escolho um indice s, ao acaso, uniformemente no conjunto {0, 1, ..., T}

e defino 7*

B
()\0) 7 entao

c) gero uma uniforme em [0,1|, Uy, se U; < —x—+——
© AL T = G o

ls(k+1) =0, sendo ls(k+1)=1
(d) se ls(k+ 1) = l4(k) entao {(k + 1) = £(k), caso contrario

i. se [(k 4+ 1) = 0 entdo um bloco foi dividido em dois e fa-
zemos o segundo bloco diferente do primeiro, ou seja, x; =
1—x4(k), s< t < 7%

ii. se [s(k+ 1) = 1 entdo dois blocos foram unidos e fazemos o
segundo bloco igual ao primeiro, isto é, z; = z,_1(k), s <
t < 7T
Assim obtemos & = («f,{f(k+ 1)) onde z, = z,(k), se t €

*__ . , . .
[s,7* —1]¢ e 27 ~! foi construido como descrito anteriormente.
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= (st )
iii. Calculo R = <Mvﬁ(ﬁ§(k))>

A. Se R>1entao {(k+1)=¢
B. Se R < 1 entao gero uma uniforme em [0, 1], Us, se Uy <

R entdo &(k + 1) =&, caso contrario {(k + 1) = £(k)

O teorema 5.5 mostra que a cadeia de Markov (£(k)),~, é reversivel com

relacdo a medida f, 5(+).

Teorema 5.5 Sejam P(£|n) e (§(k)),>, conforme a definigdo 5.4 e j1,5(-) de
acordo com a definicio 5.3. Entdo podemos afirmar que (§(k)),, € reversivel

com relagdo a fu,5(+).

Prova: E facil ver que esta matriz de transicao é reversivel com relacao a

t.5(+), pois decompondo i, 5(+) e P(&|n) temos que:

1

f1,5(8) 7" (I2) v (23)17) (5.4)
onde ,
(1) = (N
Jr , . B
123% (xOTN(:)F) - (H pO (Itz) (1 - 6mti)Ni<vg) 5ffAtj(lo >7Ni(v0 )>
=0
[§

P (€|77) = DL (lg|7’g) AV (l’g‘yg, lg) ) (55)
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com
.
LN Tr (7)) + M (T = Jr (D)) se l, =1, Vt
AP lg=1=1-—r,,
oo (B107) = - se =
T>\€+>\? lt:rt,Vt#s
\ 0 caso contrario
e

. Hv (%TV(:)F)
Ay (b ]yl 17y =min{ 1, =222 4.
(#oluo 1) pv (Yo Ir)



Capitulo 6

Simulacoes

6.1 Simulacoes para os estimadores X, (vOT : lNg )
e XM

Para avaliar a qualidade dos estimadores X, (Ug , Zg ) e Xt(K) realizamos al-
gumas simulacoes para medir a probabilidade de erro.

A seguir mostramos alguns graficos que ilustram a probabilidade de erro
para alguns valores de ¢ (0,01, 0,1, 0,2, 0,3), € (0,01, 0,1, 0,2, 0,3) e o
(0,25 - blocos grandes, 0,75 - blocos pequenos).

As simulactes foram feitas para uma seqiiéncia de tamanho 1000 e o
nimero de repeticoes para estimacao pela moda variou de 1 a 101, sempre
em nimero fmpares de repeticoes para evitar empates.

O procedimento foi repetido 5 vezes para cada combinacao de ¢, € e Xo.

Através dos gréaficos podemos tirar algumas conclusoes:

e os graficos 6.2, 6.3, 6.4, 6.7 ¢ 6.8 mostram que quando ¢ é menor que ¢,
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no caso das simulagoes quando ¢ = 0,01 e € > 0,1 ou quando ¢ = 0,1
e € > 0,2, a probabilidade de erro é menor para Ay pequeno (0,25).
Nestes casos temos que a probabilidade do erro converge para um valor

menor do que ¢;

e quando g < ¢, pelos graficos 6.1, 6.6 e 6.12, podemos notar que o valor

de Ao nio tem influéncia na probabilidade de erro do estimador;

e quando Ao & grande a probabilidade de erro do estimador da moda
converge rapidamente para e¢. Para valores de ¢ > 0, 1 essa convergéncia

ocorre até o décimo passo;

e quando A é pequeno a moda parece sempre diminuir a probabilidade de
erro, apesar de que nesses casos ha maior variabilidade entre as amos-
tras e menor estabilidade no decorrer das repeticoes de uma mesma

amostra.
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Figura 6.1: Grafico da probabilidade de erro de X, com q=0,0lee=0,01.
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Figura 6.2: Gréfico da probabilidade de erro de X, com q=0,0lee=0,1.
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Figura 6.3: Grafico da probabilidade de erro de X, comg=0,0lee=0,2.
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Figura 6.4: Grafico da probabilidade de erro de X,

comq=0,0lee=0,3.
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Figura 6.5: Grafico da probabilidade de erro de X, comg=0,1ee=0,01.
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Figura 6.6: Gréfico da probabilidade de erro de X, com q=0,1ee=0,1.
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Figura 6.7: Grafico da probabilidade de erro de X, com qg=0,1ee=0,2.
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Figura 6.8: Gréfico da probabilidade de erro de X, com q=0,1ee=0,3.
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Figura 6.9: Grafico da probabilidade de erro de X, comg=0,2ee=0,0l.
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Figura 6.10: Grafico da probabilidade de erro de X, com q=0,2ee=0,1.
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Figura 6.11: Grafico da probabilidade de erro de X, com q=0,2ee=0,2.
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Figura 6.12: Gréfico da probabilidade de erro de X, com g=0,2ee=0,3.
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Figura 6.13: Grafico da probabilidade de erro de X, com qg=0,3ee=0,01.
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Figura 6.14: Grafico da probabilidade de erro de X, com q=0,3ee=0,1.
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Figura 6.15: Grafico da probabilidade de erro de X, com q=0,3ee=0,2.
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Figura 6.16: Gréfico da probabilidade de erro de X, com qg=0,3ee=0,3.
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6.2 Simulagoes para o estimador X{ (v{)

Para avaliar a qualidade do estimador X{ (v]) foram realizadas algumas
simulacoes para medir a probabilidade de erro.

A seguir mostramos graficos que ilustram a probabilidade de erro para al-
guns valores de 3 (0,5; 1,5), ¢ (0,01, 0,1, 0,2, 0,3) e €(0,01, 0,1, 0,2, 0, 3).

As simulacoes foram feitas para uma seqiiéncia de tamanho 1000 e o
niimero de iteragoes da cadeia ({(k)),~, foi igual a 3000.

O procedimento foi repetido 5 vezes para cada combinagao de 3, q e €.

Através dos gréaficos podemos tirar algumas conclusoes:

e em geral a probabilidade de erro converge para valores menores quando
6 =1,5, ou seja, quando a chance de aceitarmos uma transicao menos

provavel ¢ menor.

e em muitos casos quando 3 = 0,5 notamos que a probabilidade do erro
cresce a medida que aumentamos o nimero de passos da cadeia (ver

graficos 6.23, 6.24, 6.26, 6.27, 6.30 e 6.31);

e quando ¢ ou € sao muito pequenos, pelos graficos 6.17, 6.18, 6.19, 6.20
e 6.21, podemos notar que o valor de  nao tem influéncia na proba-
bilidade de erro do estimador. A excecao parece ser quando ¢ = 0,3 e
e = 0,01, pois neste caso (ver grafico 6.25) parece que a probabilidade

de erro converge para um valor menor quando § =1, 5;

e comparando com os graficos do estimador X, esse estimador traz sem-

pre resultados inferiores.
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Figura 6.17: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,01 e ¢ = 0,01.
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Figura 6.18: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,01 e e = 0, 1.
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Figura 6.19: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,01 e € = 0, 2.
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Figura 6.20: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,01 e e = 0, 3.
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Figura 6.21: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,1 e ¢ = 0,01.
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Figura 6.22: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ =0,1 e e =0, 1.
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Figura 6.23: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,1 e € =0, 2.
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Figura 6.24: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ =0,1 e € =0, 3.
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Figura 6.25: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,2 e ¢ = 0,01.
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Figura 6.26: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ =0,2 e € =0, 1.
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Figura 6.27: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,2 e € = 0, 2.
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Figura 6.28: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,2 e € = 0, 3.
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Figura 6.29: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,3 e € = 0,01.
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Figura 6.30: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ =0,3 e € =0, 1.
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Figura 6.31: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,3 e € = 0, 2.

05
8
S et =S - N e Ay — T
D4as§g;§§g§§wa;éfﬁ—~—* —— 151
- N N S EmE ot . m==SFSSEEesxoc= o=
SSREEEERIZscT CZETaLs 2Tt |- —-152
= i
@
& 03] —— 154
] i
=)
2 0,51
E&% 0,5-2
E 0,53
0,5-4
0.1 4 0,58-5
o0 T T T T T
1] a00 1000 1600 2000 2500 3000

Mimero de repeticies

Figura 6.32: Grafico da probabilidade de erro de X; com ¢ = 0,3 e € = 0, 3.



Apéndice A

Método de Chernoff e
desigualdade de Hoeflding

Os dois resultados aqui apresentados, bem como parte de suas demonstragoes
foram obtidos em [2].

Método de Chernoff

Para t > 0, encontre o valor de s que minimize

P(X>t) =P >e") <
Lema A.1 Se E(X)=0ea < X <0, entdo para qualquer s > 0,
E (€SX) < 652(b—a)2/8.

Prova: Como a < X < b, vamos definir « € [0; 1] por
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Note que para qualquer s > 0 temos,

B b— X

s = Sb—a

o — s(b—X)

b—a

asb—asa = sb—sX

sX = asa+ (1 — «)sb.

Logo, a convexidade da funcao exponencial implica que,

b—X X —
esX< s 4 a’esb_

a

e
~“b—a b—a
Calculando a esperanga e tomando p = —a/(b — a), podemos escrever
b a
E esX < e _ sb
( ) ~— b—a b—a

— (1 _p)esa +pesb
= (1 — p + pes(b_a)> e—ps(b—a)

_ o)

onde u=s(b—a) e

o(u) = —pu +log (1 — p+ pe*).

Mas, fazendo a expansao de ¢(u) em torno do zero, temos que

6(u) = 0(0) + uef(0) + 206" ("),
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onde u* € [0;u] existe pelo Teorema de Taylor. Agora note que ¢(0) =

¢'(0)=0e 1o 1
1 . p(l —p)e™ 4
Flw) = P+ d—pep =1

pois ¢”(u) é apenas um caso especial de z(1 —z) < 1/4 para z =p/(p+ (1 —

ple ™) com 0 < z < 1, pois E(X) = 0 implica que p € [0;1]. Logo,

Desigualdade de Hoeffding
Sejam Wy, Ws, ..., W, varidveis aleatorias independentes com a; < W; <

bi, e Zz = Wz — E(Wl), entao

‘

Prova: Temos, pela independéncia das variaveis, pelo método de Chernoff e

>z

=1

> 715) < 26_271252/2?:1(%—1%)2.

pelo lema A.1, que para todo s > 0

p<'_

>z
=1

znd) < P (ZZ zné) +P (Z—Zi zms)

=1 =1

- p (eszz;l Z; > esn5) + P (esZ?’zl —Z; > esn§)
E (632?:1 Zi) N E (6*5 i Zi)

65715 €5n6

n
26—5715 H 652(bi—ai)2/8
=1

2 n
_ s 2 : 2
= 2€Xp{§ (bl—az) —St}

i=1

IN

IN
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Essa majoracao ¢ otimizada quando s = 4nd/ > " (b — a;)?, de onde con-

cluimos a demonstracao. |



Apéndice B
Rotinas

Os algoritmos aqui apresentados contém tanto as rotinas de simulacao quanto
de estimacao, logo para usé-los apenas para estimar uma seqiiéncia oculta
basta omitir a parte que simula a cadeia de Markov oculta.

Os codigos apresentados neste apéndice foram feitos em R e podem sem

encontrados em www.ime.usp.br\~camey\Tese.

B.1 Programa Xhat.r

Este programa executa as seguintes tarefas:

e simula uma cadeia de Markov oculta com os seguintes parametros: A,

B e pi.

()

e calcula th para a cadeia de Markov simulada.

° Xt(j) ¢ calculado com base em uma tnica seqiiéncia estimada

(X; = Xt(l)) ou com base na moda de j seqiiéncias estimadas (X, =
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moda <X§1),Xt(2), o ,)A(t(j)) ,7=1,...,K).

1 library("MASS", character.only=TRUE) #carrega o pacote MASS

> library("nnet", character.only=TRUE) #carrega o pacote nnet

3 source("C:/WINDOWS/Profiles/sucamey/My Documents/tese/rotinas

1+ /funcoes2004v3.r") #carrega o arquivo de fungdes

6 Dataini<-date() #armazena o hordrio de inicio da rotina
7 print(Dataini)

9 N<-2 #nlimero de estados ocultos

10 M<-2 #nlimero de estados visiveis

11 V<=0 #vetor de estados visiveis

12 X<-0 #vetor de estados ocultos

13 A <- matrix(O,N,N) #matriz de transig3o da cadeia oculta
14 B <- matrix(0,N,M) #matriz de probabilidades dos estados
15 #visiveis

16

17 pi<- matrix(0,1,N) #vetor da distribuigdo estacionaria
15 q<-0.01 #p(ylx)=q, x diferente de y

19 e<-0.01 #m_x(v)=e, x diferente de v

20 pi[1]<—0.5
21 pil[2]<-0.5
22 A[1,1]<—1—q
23 A[1,2]<-q

24 A[2,1]1<-q

25 A[2,2]<—1—q
26 B[1,1]<-1-e
27 B[1,2]<-e

28 B[2,1]<-e

29 B[2,2]<-1-e
30

31

32 K<-101 #nimero méximo de estimativas
33 #da seqiiéncia oculta para

34 #encontrar a moda

35

36 Fim<-1000 #Comprimento da seqiiéncia

37
38 errmoda<-0 #vetor com erros da moda
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39

40 Z<-simulaHMM2x2(Fim,A,B,pi) #se o objetivo for somente

41 #estimagdo esse comando deve

42 #ser substituido pelo de leitura
43 #da seqiiéncia visivel

a4 V<-Z[,1]

15 X<-Z[,2]

46 contador<-1

47

48 lambdaO<- 0.25 #P (Lt=0)
19 Q<-array(0,c(K,Fim)) #matriz de vetores ocultos
50 L<-array(0,c(K,Fim)) #matriz de vetores de marcas

51
52 #aqui comega a rotina de estimagdo
53 while (contador <= K){

54 L[contador,]<-sorteiaUm(lambdal) #sorteia um

55 #vetor de marcas

56

57 Zeromax<-achaini(Fim+1,L[contador,]) #acha o inicio do

58 #altimo bloco

59

60 Q[contador,]<-escolhe(V,L[contador,] ,Zeromax)

61 #escolhe a seqiiéncia
62 #oculta

63 Qaux<-array(0,c(contador,Fim)) #matriz auxiliar dos vetores
64 #ocultos

65 for (j in 1:contador){

66 Qaux[j,1<-QLj,]

67 }

68 if (trunc(contador/2)!=(contador/2)){

69 MODA<-0

70 MODA<-moda(Qaux, contador)#calcula

71 #moda{Xt(1),...,Xt(contador)}
72

73 errmodalcontador/2+1]<-sum(abs (MODA-X))

74 }

75 contador<-contador+1

76

77 print ("Erro da moda'")
7s  print (errmoda)
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79 Datafim<-date() #armazena o horario de fim da rotina
so print(Datafim)

81

B.2 Programa Xbarra.r

Este programa executa as seguintes tarefas:

e simula uma cadeia de Markov oculta com os seguintes parametros: A, B e
pi-

o Através do método de Monte Carlo markoviano e o algoritmo de Metropolis
calcula X;.

Como estado inicial o algoritmo utiliza um vetor de marcas IZ (1) escolhido ao

acaso e o vetor de estados ocultos 3 (1) que maximiza

Py (XT(1) = 28 (1), LT (1) = T IVF = o).

1 library("MASS", character.only=TRUE) #carrega o pacote MASS

2 library("nnet", character.only=TRUE) #carrega o pacote nnet

3 source("C:/WINDOWS/Profiles/sucamey/My Documents/tese/rotinas
1+ /funcoes2004v2.r") #carrega o arquivo de fungdes

6 Dataini<-date() #armazena o horario de inicio da rotina
7 print(Dataini)
s library("MASS", character.only=TRUE)

10 beta<-0.5  #parametro

1 Fim<-100 #Comprimento da seqiiéncia

12 Total<-200 #nimero total de passos da cadeia

13 Q<-array(0,c(Total,Fim)) #matriz de vetores ocultos
14 L<-array(0,c(Total,Fim)) #matriz de vetores de marcas
15 contador<-2

16 N<-2 #nlimero de estados ocultos
17 M<-2 #nlimero de estados visiveis
18 0<-0 #vetor de estados visiveis
19 q<-0 #vetor de estados ocultos

20 A <- matrix(O,N,N) #matriz de transig3o da cadeia oculta
21 B <- matrix(0,N,M) #matriz de probabilidades dos estados visiveis
22 pi<- matrix(0,1,N) #vetor da distribuic8o estacionéaria
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23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

pistar<-0 #p0
Atil<-matrix(0,N,N) #pl

p<-0.01
e<-0.01
pi[1]1<-0.5
pi[2]<-0.5
Al1,1]<-1-p
A[1,2]<-p
A[2,1]<-p
A[2,2]<-1-p
B[1,1]<-1-¢
B[1,2]<-e
B[2,1]<-¢
B[2,2]<-1-¢

Z<-simulaHMM2x2(Fim,A,B,pi)
0<-Z[,1]
q<_z[’2]

alfastar<-calculaalfa(A) #lambdaO
pistar<-calculapistar(A,alfastar)
Atil<-calculaAtil(A)

L[1,]<-sorteiaUm(alfastar)
Zeromax<-achaini (Fim+1,L[1,]) #determina max{t:L_t=0}
Q[1,]1<-escolhe(0,Atil,B,pi,pistar,L[1,],Zeromax)

while (contador<Total+1){

UD<-unifdisc(Fim) #uniforme discreta

U<-runif (1)

L[contador,]<-L[contador-1,]

if (U<=((alfastar) beta)/(alfastar~betat+(l-alfastar) beta))
L[contador,UD]<-0

if (U>((alfastar)~beta)/(alfastar~beta+(1-alfastar) beta))
L[contador,UD]<-1

QLcontador,]<-Q[contador-1,]

if (L[contador,UD]!=L[contador-1,UD]) {
if (UD==1){
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63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

r

78

79

80

81

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

if (L[contador,UD]==0){

inibloco<-1
fimbloco<-achafim(UD, L[contador,])
1bloco<-fimbloco-1
W<-bloco(inibloco,fimbloco,Q[contador-1,])
for (j in 1:1bloco){
Qlcontador, j1<-W[j]
}
R<-(MLbloco(Q[contador,],pi,1,fimbloco)
/(MLbloco(Q[contador-1,],pi,1,fimbloco))) “beta
if (R<1){
P<-runif (1)
if (P>R) {
Q[contador,]<-Q[(contador-1),]
L[contador,]<-L[(contador-1),]
}
}

if (UD!'=1){
if (((L[contador,UD]==1) | (UD==Fim)) &

(Q[contador-1,UD] '=Q[contador-1,UD-1])){
inibloco<-achaini(UD, L[contador,])
fimbloco<-achafim(UD, L[contador,])
1bloco<-fimbloco-inibloco
W<-bloco(inibloco,fimbloco,Q[contador-1,])
for (j in 1:1bloco){
QLcontador,inibloco+j-11<-W[j]

}

if (inibloco==1){
R<-(MLbloco(Q[contador,],pi,1,fimbloco)/
(MLbloco(Q[contador-1,],pi,1,UD)*

MLbloco(Q[contador-1,],pistar,UD,fimbloco))) “beta
}
if (inibloco!=1){

R<-(MLbloco(Q[contador,] ,pistar,inibloco,fimbloco)/

(MLbloco(QLcontador-1,],pistar,inibloco,UD) *

MLbloco(Q[contador-1,],pistar,UD,fimbloco))) “beta
}
if (R<1){
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105
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116
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127
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134

135

137

138

139

140

141

142

P<-runif (1)
if (P>R) {
Q[contador,]<-Q[(contador-1),]
L[contador,]<-L[(contador-1),]
}
}
}
if ((L[contador,UD]==0) & (UD!=Fim)){
inibloco<-achaini(UD, L[contador,])
fimbloco<-achafim(UD, L[contador,])
W<-bloco(UD,fimbloco,Q[contador-1,])
for (j in 1:(fimbloco-UD)){
Q[contador,UD+j-11<-W[j]
}
if (inibloco==1){
R<-(MLbloco(Q[contador,],pi,1,UD)*
MLbloco(Q[contador,],pistar,UD,fimbloco)/
MLbloco(Q[contador-1,],pi,1,fimbloco)) ~beta
}
if (inibloco!=1){
R<-(MLbloco(QLcontador,],pistar,inibloco,UD)*
MLbloco(Q[contador,],pistar,UD,fimbloco)/
MLbloco(Q[contador-1,],pistar,inibloco,fimbloco)) “beta
}
if (R<1){
P<-runif (1)
if (P>R) A
QLcontador,]<-Q[(contador-1),]
L[contador,]<-L[(contador-1),]

contador<-contador+1

¥

dif<-matrix(0,Total,Fim)
erros<-0
for (i in 1:Total){
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143

144

145

146

147

148

149

150

151

dif[i,]<-abs(Q[i,]1-q)
erros[i]<-sum(dif[i,])

3

print ("Erros")
print (erros)

Datafim<-date() #armazena o hordrio de fim da rotina
print (Datafim)

B.3 Programa funcoes2004v2.r

Este programa contém as funcoes utilizadas no programa Xbarra.r.

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

DOk W N

H OH OHF O OH O O OH H R OH

#10

=+
—
N

#12
#13

#1

para determinar o valor de lambda0 para uma determinada matriz A.
simula uma Bernoulli com lambdaO e guardar as posig¢lBes das marcas.
para calcular pO referente & A e lambdaO.

para calcular a matriz pl referente a A, pO e lambdaO.

constrbi os vetores ocultos.

calcula verossimilhan¢a dos blocos, mas o vetor oculto & sé do
bloco.

calcula verossimilhanga dos blocos, mas o vetor oculto & toda

a seqiiéncia.

escolhe seqiiéncia oculta de acordo com o critério de consenso.
escolhe bloco oculto.

gera uniforme discreta.

encontra inicio do bloco.

encontra fim do bloco.

simula uma HMM 2x2.

calculaalfa<-function(A1l){
alfamin<-0
if (A1[1,1]1>A1[2,1])

alfamin<- A1[2,1]1+A1[1,2]

if (A1[1,11<A1[2,1])

alfamin<- A1[1,1]1+A1[2,2]

alfamin
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27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

61

62

63

64

65

66

#2
sorteiaUm<-function(alfamin){
U2<-runif (Fim, min=0, max=1)
eta<-0
eta[1]<-1
# etal[Fim]<-1
for (i in 1:Fim) {
if (U2[i]<=alfamin) etal[i]<-0
if (U2[i]>alfamin) etal[il<-1
}

eta

#3
calculapistar<-function(Al,alfamin){
pistar<- matrix(0,1,N)
if (A1[1,11>A1[2,11){
pistar[1]<-A1[2,1]/alfamin
pistar[2]<-A1[1,2]/alfamin
}
if (A1[1,11<A1[2,11)4
pistar[1]<-A1[1,1]/alfamin
pistar[2]<-A1[2,2]/alfamin
}
pistar

}

#3?
calculaAtil<-function(Al){
Atil<-matrix(O,N,N)
if (A1[1,11>A1[2,11){
Atil[1,1]<-1
Atil[2,2]<-1
Atil[1,2]<-0
Atil[2,11<-0
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68

69

70

71

74

75

76

7

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

91

92

93

94

95

96

97

98

99

100

101

102

103

104

105

106

if (A1[1,11<A1[2,11){
Atil[1,1]<-0
Atil[2,2]<-0
Atil[1,2]<-1
Atil[2,1]<-1

}
Atil
}
#5
vetoroculto<-function(lin,N,n){
g<-0
r<-0
num<-lin
col<-n
W<-matrix(1,1,n)
while (num>0){
g<-trunc (num/N)
r<-N-1
Wlcoll<-r+1
col<-col-1
num<-q
}
W
}
#6

verossim<-function(q,pi,inicio,fim){
ML<-pi[q[1]]*B[q[1],0[inicio]]
if ((fim-inicio-1)>0){
for (k in 1:(fim-inicio-1)){
ML<-ML*Atil[q[k],q[k+1]1]1*B[q[k+1],0[inicio+k]]
}

}
ML

#7
MLbloco<-function(qg,pi,inicio,fim){
ML<-pil[ql[inicio]]l*B[q[inicio],0[inicio]]



B.3 Programa funcoes2004v2.r 88

108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

121

122

123

124

125

126

127

129

130

131

132

133

134

135

136

137

138

139

140
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144

145

146

if ((fim-inicio-1)>0){
for (k in 1:(fim-inicio-1)){
ML<-ML#Atil[q[inicio+k-1],q[inicio+k]]*
Bl[qlinicio+k],0[inicio+k]]

ML

#8
escolhe<-function(0,A,B,pi,pistar,L,Zeromax){
gescolhido<-0
U<-0
Qescolhida<-0

#escolhe o primeiro bloco da seq. oculta
inicio<-1
fim<-achafim(1,L) # acha o fim do lo. bloco
n<-fim-inicio # tamanho do 1lo. bloco

if (fim==Fim){ # se o bloco termina no fim da seqiiéncia
n<-n+1

b

Qaux<-0 # guarda a verossimilhanga do lo. bloco

W<-vetoroculto(O,N,n) # vetor de 1’s
Qaux<-verossim(W,pi,inicio,fim) # calcula a verossimilhanca
# do bloco
W<-vetoroculto(N~n-1,N,n) # vetor de 2°’s
Qaux<-verossim(W,pi,inicio,fim)+Qaux
U<-runif (1)
W<-vetoroculto(O,N,n)
if (U<=verossim(W,pi,inicio,fim)/Qaux) gescolhido<-1 #escolhe o
#vetor de 1’s
if (U>verossim(W,pi,inicio,fim)/Qaux) gescolhido<-N"n #escolhe o
#vetor de 2’s
Qescolhida<-vetoroculto(gescolhido-1,N,n) #armazena em
#Qescolhida o 1lo. bloco escolhido
#escolhe o resto da seqiiéncia oculta
while (fim<=Zeromax){
inicio<-fim # inicio & o fim do bloco anterior
fim<-achafim(inicio,L) # acha o fim do bloco
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147

148

149
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151
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166
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179

180

181

182

183

184

185

186

n<-fim-inicio # tamanho do bloco
if (fim==Fim){ # se o bloco termina no fim da seqiiéncia
n<-n+1
}
Qaux<-0
W<-vetoroculto(O,N,n)
Qaux<-verossim(W,pistar,inicio,fim)
W<-vetoroculto(N~n-1,N,n)
Qaux<-verossim(W,pistar,inicio,fim)+Qaux
U<-runif (1)
W<-vetoroculto(O,N,n)
if (U<=verossim(W,pistar,inicio,fim)/Qaux) gescolhido<-1
if (U>verossim(W,pistar,inicio,fim)/Qaux) gescolhido<-N"n
W<-vetoroculto(gescolhido-1,N,n)
for (j in 1:n){
Qescolhidalinicio-1+j]1<-W[j]
}
if (Zeromax==Fim & fim==Fim) fim<-fim+1
}
Qescolhida
}
#9
bloco<-function(inicio,fim,q){
n<-fim-inicio
if (q[inicio]==1) gescolhido<-N"n
if (q[inicio]==2) gescolhido<-1
Qescolhida<-vetoroculto(qgescolhido-1,N,n)
Qescolhida

#10

unifdisc<-function(Fim){
U<-0
U<-trunc(runif(1,min=1,max=(Fim+1)))
U

#11
achaini<-function(UD,L){
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188

189

190

191
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211
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221

222

223

224

225

226

I<-1
i<-UD
while (i>1){
if (L[i-11==0) {
I<-i-1
i<--1
b

i<-i-1

#12
achafim<-function(UD,L){
I<-Fim
i<-UD
while (i<Fim)A{
if (L[i+1]==0) {
I<-i+1
i<-Fim
}

i<-i+1

#13

simulaHMM2x2<- function(Fim,A,B,pi){

U<-runif (Fim, min=0, max=1)
Ul<-runif (Fim, min=0, max=1)
if (U[11<=pil[1]) ql1l<-1
if (U[1]1>pil[1]) ql[1l<-2

for (i in 2:Fim) {
if (qli-11==1) {

if (U[i]<=A[1,1]) ql[il<-1;
if (U[il>A[1,1]) qlil<-2;

}
if (q[i-11==2) {

if (U[il<=A[2,1]) ql[il<-1;
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227 if (U[il1>A[2,1]) qlil<-2;

228 }

229 }

230

231 for (i in 1:Fim) {

232 if (qlil==1) {

233 if (U1[i]<=B[1,1]) 0[il<-1;
234 if ((U1[il>B[1,1]1)) 0[il<-2;
235 }

236 if (qlil==2) {

237 if (U1[i]<=B[2,1]) 0[il<-1;
238 if ((U1[il>B[2,1]1)) 0[il<-2;
239 }

240 }

241 Z<-cbind(0,q)

242 Z

243}

B.4 Programa funcoes2004v3.r

Este programa contém as funcoes utilizadas no programa estimadorl.r.

1 #1 simula uma Bernoulli com lambda0 e guardar as posig¢les das marcas.

2 #2 constrdi os vetores ocultos.

3 #3 escolhe seqiiéncia oculta pela maioria ou ao acaso quando tamanho

4 # do bloco & par e n&o existe maioria.
5 #4 encontra inicio do bloco.

6 #5 encontra fim do bloco.

7 #6 encontra a moda.

s #7 simula uma HMM 2x2.

10 #1

11 sorteiaUm<-function(alfamin){
12 U2<-runif (Fim, min=0, max=1)
13 eta<-0

14 etal[1]<-1

15 for (i in 2:Fim) {

16 if (U2[il<=alfamin) etali]l<-0
17 if (U2[i]>alfamin) etal[i]<-1
18 }
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19

20

21

22

23

25

26

27

28

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

eta

#2
vetoroculto<-function(lin,N,n){
q<-0
r<-0
num<-1lin
col<-n
W<-matrix(1l,1,n)
while (num>0){
g<-trunc (num/N)
r<-N-1
Wlcoll<-r+1
col<-col-1
num<-q

-

#3
escolhe<-function(0,L,Zeromax){
gescolhido<-0
U<-0
Qescolhida<-0

#escolhe o primeiro bloco da seq. oculta
inicio<-1
fim<-achafim(1,L) # acha o fim do lo. bloco
n<-fim-inicio # tamanho do 1lo. bloco

if (fim==Fim){ # se o bloco termina no fim da seqiiéncia
n<-n+1

}

Qaux<-0 # guarda o nimero de 2’s nos blocos

W<-vetoroculto(0,N,n) # vetor visivel

for (j in 1:n){
W[jl<-0[inicio+j-1]1-1 # guarda vetor visivel
}

Qaux<-sum(W) # calcula o no. de 2’s no bloco
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59 if (Qaux<(n/2)) gescolhido<-1  #escolhe o vetor de 1’s
60 if (Qaux>(n/2)) gescolhido<-N"n #escolhe o vetor de 2’s
61 if (Qaux==(n/2)){

62 U<-0

63 U<-runif(1,0,1)

64 if (U<=0.5) gescolhido<-1

65 if (U>0.5) gescolhido<-N"n

66 }

67 Qescolhida<-vetoroculto(gescolhido-1,N,n) #armazena em Qescolhida
6s # o lo. bloco

69 #escolhido

70 #escolhe o resto da seqiiéncia oculta

71 while (fim<=Zeromax){

72 inicio<-fim # inicio é o fim do bloco anterior

73 fim<-achafim(inicio,L) # acha o fim do bloco

74 n<-fim-inicio # tamanho do bloco

75 if (fim==Fim){ # se o bloco termina no fim da seqiiéncia
76 n<-n+1

77 }

78 Qaux1<-0

79 W<-vetoroculto(O,N,n)

80 for (j in 1:n){

81 W[jl<-0[inicio+j-1]1-1 # guarda vetor visivel

82 }

83 Qaux1<-sum(W) # calcula o no. de 2’s no bloco
84 if (Qaux1<(n/2)) gescolhido<-1

85 if (Qaux1>(n/2)) gescolhido<-N"n

86 if (Qauxl==(n/2)){

87 U<-0

88 U<-runif(1,0,1)

89 if (U<=0.5) gescolhido<-1

90 if (U>0.5) gescolhido<-N"n

91 }

92 W<-vetoroculto(qescolhido-1,N,n)

93 for (j in 1:n){

94 Qescolhidalinicio-1+j]1<-W[j]

95 }

96 if (Zeromax==Fim & fim==Fim) fim<-fim+1

97 }

08 Qescolhida
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#4
achaini<-function(UD,L){
I<-1
i<-UD
while (i>1){
if (L[i-1]1==0) {
I<-i-1
i<--1
}

i<-i-1

#5
achafim<-function(UD,L){
I<-Fim
i<-UD
while (i<Fim)A{
if (L[i+1]==0) {
I<-i+1
i<-Fim
}

i<-i+1

#6

moda<-function(q){

for (i in 1:Fim){
aux<-0
for (k in 1:Total){
aux<-qlk,i]-1+aux
}
if (aux<(Total/2)) M[il<-1
if (aux>(Total/2)) M[il<-2
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139 M

140}

141

142

143 #7

144  simulaHMM2x2<- function(Fim,A,B,pi){
145 U<-runif (Fim, min=0, max=1)

146 Ul<-runif (Fim, min=0, max=1)

147 if (U[1l<=pil1]) ql1l<-1
148 if (U[1]>pi[1]) q[1]<-2

149

150 for (i in 2:Fim) {

151 if (q[i—1]==1) {

152 if (U[i]<=A[1,1]) qlil<-1;
153 if (U[il1>A[1,1]1) qlil<-2;
154 }

155 if (qli-11==2) {

156 if (U[il<=A[2,1]) ql[il<-1;
157 if (U[il1>A[2,1]) qlil<-2;
158 }

159 }

160

161 for (i in 1:Fim) {

162 if (qlil==1) {

163 if (U1[i]<=B[1,1]) 0[il<-1;
164 if ((U1[il>B[1,1]1)) 0[il<-2;
165 }

166 if (qlil==2) {

167 if (U1[i]<=B[2,1]) 0[il<-1;
168 if ((U1[i]>B[2,1]1)) 0[il<-2;
169 }

170 }

171 Z<—Cbind(0,q)

172 Z

173}
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