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Resumo

Este é um trabalho de revisao da formulacao funcional da mecanica quantica. A
representacao do propagador em termos de uma integral funcional do espaco de
fase ¢ obtida utilizando a Transformada Generalizada de Weyl (TGW).

A correspondéncia entre amplitude e integrais funcionais aparece contaminada
por uma falta de unicidade.

Os casos especificos do oscilador harmonico simples e modificado sao estuda-

dos em detalhes.



Abstract

In this work we review the functional formulation of quantum mechanics. The
representation of the propagator in terms of phase space integrals is obtained by
invoking the Generalized Weyl Transform.

The correspondence between amplitudes and path integrals does not appear
to be unique.

The case of the simple and modified harmonic oscillators are studied in the

detail.
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Introducao

O objeto de interesse é o propagador para um intervalo de tempo finito, o qual,
pode ser escrito em termos de uma integral funcional do espago de fase. Para
conseguir este objetivo, a estratégia usual consiste em subdividir o intervalo de
tempo em subintervalos iguais o que torna possivel expressar o propagador como
um produto de amplitudes.

Inicialmente iremos revisar a formulagao de operadores da mecanica quantica.
Logo apos, derivaremos a correspondente expressao para o propagador.

A Transformada Generalizada de Weyl (TGW), é uma regra de correspon-
déncia que relaciona fungoes com operadores e vice-versa. Ela sera utilizada na
construgao do "short time propagator"(STP). Veremos que o propagador apre-
senta uma dependéncia em termos do parametro real «, o qual, parametriza
o mapeamento de opradores em fungoes e vice-versa implicado pela TGW. A
consisténcia da formulacao exige que esta dependéncia desapareca.

Como nao existe uma prova geral da independéncia do propagador com «,
deve-se analisar caso a caso. O oscilador harménico simples e o modificado,
sao dois casos onde a dependéncia com « desaparece por razoes diversas, como

veremos através de um célculo explicito.






Capitulo 1

Propagador e Regras de

Correspondéncia

Neste capitulo incluimos a especificacao do sistema fisico e a definicao do pro-
pagador. Também definimos a Transformada Generalizada de Weyl (TGW) e

exemplificamos sua utilizagao.

1.1 Sistema sob andlise

Vamos considerar um sistema fisico cujo espago de fase I' é descrito pelas va-
riaveis independentes ¢;,p;,i = 1,2,....N, onde {¢;|i = 1,2,.... N} é um conjunto
de coordenadas Cartesianas e {p;|i = 1,2,...,N} o correspondente momenta cano-
nicos conjugados. A dinamica do sistema ¢é induzida pelo Hamiltoniano h(q,p).
Por hipétese, a funcao real h(g,p) possui limite inferior em I'. Os corresponden-
tes operadores da formulagao de Schrodinger serao denotados, respectivamente,
pelas letras maiusculas Q;, P;, e H(P,Q).

De acordo com o Principio de Correspondéncia, o sistema é quantizado abstraindo-

se os comutadores basicos dos correspondentes Colchetes de Poisson, isto é!:

LAqui I denota a matriz identidade N x N.
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[Q:i.Q;] =0,
[PZ’P]] =0,
(Qi,P;] = ihé; ;1 (1.1)

onde 7 é a constante de Dirac®. A transiao h(p,q) — H(Q,P) pode apresentar

problemas de ordenamento.

Na sequéncia, torna-se necessario encontrar uma representagao da algebra
na Eq.1.1. Isso exige achar uma base no espago de estados a qual, por sua vez,
permitira substituir operadores por matrizes ([1] e [2]). O conjunto de autovetores

comuns dos operadores posicao ;i = 1,2....N,

19) = |q1,925--,9n) = 1) D |q2) @ ... @ |gn) - (1.2)

serve para tal propoésito. Eles verificam a condigao de normalizacao

(algy =M (g —q), (1.3)
onde
00 N .
M (g—q) = / (2d hZ;Ne;p,(q_q,) (1.4)
oo (27

e fornecem uma, resolucao espectral do operador identidade, isto é 3,

- / T d¥q1a) (al - (1.5)

—00

A solugao do problema de encontrar as matrizes representativas dos operado-

res posi¢ao e momentum na base {|q)} leva a

2h = %, sendo h a constante de Plank.

3Escreveremos dNg = [T, dgi e dVp =TI, dp; .
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(q|Qild"y = @™ (g — ¢'),

)
Pl¢) = —i Ng—4¢). 1.
(q|Pq" Zhaqid (¢—4q) (1.6)

No que diz respeito aos autovetores do momentum linear, cabe lembrar que:

i

(27h) (1.7)

(qlp) =

wlz

1.2 O Propagador

Na formulagao funcional da Mecanica Quéantica as amplitudes sao representadas
por integrais funcionais. Nesta secao focamos em encontrar a integral funcional

associada com o propagador,

K(qy:ty; gisti) = <qf )e_%H(Qyp)(tf—ti)

@) - (L.8)

Para t > t; , K(q,t;q;,t;) satisfaz a equagao de Schrodinger e a condigao inicial

})}g} K(Qfﬂff; Giti) = 5N(¢]f - Qi) . (1-9)

Um sistema cujo operador Hamiltoniano independe do tempo verifica

U(gs,ty) = /dNQiK(QfatﬁQiati)\P(Qiati)7 (1.10)
onde
K(qpts; qirti) = <qf e~ it —t) Qi> : (1.11)
U(qy,ty) = (qr|¥(ty)) (1.12)
(§]

W(gisti) = (@ V() - (1.13)
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Claramente, o kernel K(qy,ts; i t;) propaga o sistema fisico do estado inicial,
descrito pela fungao de onda ¥(g;,t;), para o estado final descrito pela func¢ao de
onda \I/<Qf,tf).

1.3 Regras de Correspondéncia

A Transformada Generalizada de Weyl (TGW) é um caso especial das regras
de correspondéncia formuladas por Cohen ([3] e [4]) e Agarwal e Wolf [5]. Ela
mapeia uma fungao do espago fase a(p,q) em uma classe de operadores quanticos

A, (Q,P) e vice-versa, isto &,

a(g,p) = Aa(Q,P), (1.14)
aa(q.p) & A(Q,P). (1.15)
Sucintamente
Ao(Q,P) = / de/ dVqa(q,p)Aa(Q — ¢,.P — p), (1.16)
onde
Aa(Q = ¢,P —p) = (27h)~ /OO dNre i q— (% + a) 7'> <q + (% — oc> T

(1.17)

e i 1
an(q,p) = / dNren™P <q - (5 — a) T

Aqui, o é um parametro real que varia no intervalo

A(Q.P) ‘q + (% + a) 7'> . (1.18)

1< <+1 (1.19)
2_a_ 5 .

A seguir, mencionaremos algumas propriedades da TGW que serao utilizadas

no decorrer do trabalho. Para a = 0 a TGW se reduz a transformada ordinaria
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de Weyl [6]. Além do mais

A% a, D Aug. (1.20)

Este tipo de mapeamento duplo possui as seguintes propriedades (Apéndice A):

Aa,B(Qap) A,B a(Q)P)’ (121)
A%ﬁ(@ap) = AO,oH-ﬂ(Q P) OH-B 0<Q7P) ) (122)
Aoa,—oc(QaP) = A—oc,oc(QaP) AO O(Q P) (Q7P)7 (123)
Aa,ﬁ(Qap) = a+%ﬂ ’Y(Qa ) (1-24)
Similarmente
a3 Ag D ans, (1.25)
leva em
aa,ﬂ((Lp) = ag, a(Q7p> ) (126)
Qa,6(4:P) = A0,0+6(4:P) = Aa+p0(4:P) , (1.27)
a,-a(¢:P) = A-a,a(q:p) = aoo(q,p) = alg.p), (1.28)
(a,8(4:P) = Gaty,p—(4:D) - (1.29)
No caso em que A(Q,P) é da forma
A(Q.P) = cF(Q) + dG(P), (1.30)
onde c e d sdo constantes complexas, o mapeamento a,(g,p) resulta em:
aa(q:p) = cf(q) +dg(p). (1.31)

Assim, quando A(Q,P) nao apresenta produto de operadores nao comutativos a
correspondente TGW independe de a.

A ultima questao a ser abordada é a determinacao da restricao na estrutura
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de a,(q,p) imposta pela condi¢io AT(Q,P) = A(Q,P) bem como aquela imposta
por a*(q,p) = a(q,p) em A,(Q,P). Pode-se mostrar que:

ANQ,P) = A(Q.P) = al(q.p) = a—a(q.p) , (1.32)

implicando em que, apenas no caso o = 0, operadores Hermitianos sao mapeados

em fungoes reais. Por outro lado,

a*(q.p) = alg.p) = AL(Q,P) = A_o(Q,P), (1.33)

o que nos leva a concluir que apenas para o = 0, fungoes reais sao mapeadas em

operadores Hermitianos.



Capitulo 2

Integrais Funcionais

2.1 Integral Funcional do espaco de fase

Inicialmente comecaremos dividindo o intervalo de tempo(ty,t;) em (m + 1) sub-

intervalos de tempo iguais, isto é,

ti=1g <t <ty <..<tm_ <tm<tm+1:tf. (21)

Introduzimos a seguir o "short time propagator" (STP)

’e—%H(Q,P)(tHl—tj)

0) - (2.2)

Apoés inserir m vezes a resolucao espectral do operador identidade em termos dos

K(gj+1.tjt1505:t5) = <Qj+1

autovetores comuns dos observaveis posi¢ao (Eq.(1.5)) na estrutura do propaga-
dor (Eq.(1.8)) chega-se a:

K(qp.ts; qirti) =/ AN qy...d™ g (qp| e FH@P) o=t |y (2.3)
X (qm| - X |q1) (q1] e~ #H@P)(t—t) i)

Jj=0

Visando simplificar a escrita introduziremos
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€= tj+1 — tj . (25)

Assumimos € pequeno o suficiente para garantir a convergéncia da expansao
em série do STP. No final dos calculos serda tomado o limite ¢ — 0. Retendo

termos da primeira ordem em ¢, encontra-se que:

e—%H(Q,P)(th—tj)

0) (2.6
") (2.7)

K(qjs1,tjv1:450t5) = <Qj+1
7
= (o |(1- et

E neste momento que faremos uso da TGW. Da Eq.(1.23), segue-se que

(1 _ %eH(Q,P)) - (1 - %eH(Q,P)) | (2.8)

a,—«

a qual junto com as equagoes (1.16) e (1.18) conduz a

(I — %eH(Q,P)>a = /oo d"p /OO d"q (1 - %eha(q,p)) A_o(Q—q,P—p),
e T (2.9)

onde

> ; 1
ha(q.p) = / d"ren™? <q - (5 - a) T

¢ a TGW do operador Hamiltoniano. Substituindo a equagao (2.9) na (2.6)

H(Q,P) ‘q + <% + a) T> . (2.10)
obtemos

K(qje1:tj41;65:t5) ’5/ de/ dVq (1 - ﬁeha(q,p)) (2.11)
X (gj+1]1A-a(Q — ¢,P = p)lg;) -

Apos efetuar algumas operagoes algébricas encontramos:
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K(qj1:t415 45:t5) (2.12)
= [~ e {1 [pELE g @) (- 1)}

tiv1 — 1

onde

g;(ar) = (% - Oé) 4+ (% + 04) Gj+1- (2.13)

Note que o fator (1 — %eha(q,p)), que aparece no lado direito da Eq. (2.11),
foi substituido pela exponencial exp (—%eha(q,p)). Qualitativamente esse é o
processo inverso daquele que foi utilizado no inicio do calculo do STP, onde o
operador exp (—%EH(Q,P)) foi aproximado por (1 — %EH(Q,P)). A equacao
(2.12) ¢ a versao final do STP.

Substituindo o STP na equacdo do propagador (1.8) e tomando a operagao

de limite:

e =0, m— oo, Z, (2.14)

J=0

chegamos a

K(qptriqisti) = hm (2mh)~ m“/ Hquj/ Hdej (2.15)
=1 —0 j=0

X eXP{ ' i {pg Ger — qﬂ - ha(qj(a),p)} (tj+1 — tj)} ~

j+1

Existem m x N integrais de posi¢ao e (m+1) x N integrais de momento. O
problema de estabelecer a existéncia do limite m — oo nao é trivial. Quando

isto acontece o integrando tende a uma funcional bem definida

Dq| |D b a(t)
K(qf,tf;qi,ti):/% i ] d[p(o) % ha(q(t)m(t))}’ (2.16)

onde
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g =[] d¥a;. (2.17)
[Dp] = H d~p; (2.18)

sao medidas de integracao funcional ! .
Antes de prosseguirmos enfatizamos que:

a) o lado direito da Eq. (2.16) toma significado matematico apds especificar o
procedimento a ser usado para definir a integral funcional;

b) a dependéncia em « sinaliza uma falta de unicidade na formulagao funcional.
Essa dependéncia tem duas origens (h,(¢.p) e ¢;(«)). Nao existe uma prova geral
que assegure o cancelamento em «. Cada caso deve ser analisado separadamente;
c) O expoente na Eq. (2.15) nao é puramente imaginario, ja que a TGW néao
mapeia, em geral, um operador Hermitiano em uma fungao real. O que sabemos
¢ que hi(q,p) = ha(q,p) para o = 0, e quando H(Q,P) ndo tem problema de
ordenamento. Quando h,(g,p) é real, a sua contribui¢ao na integral funcional,

decorrente de uma configuracao diversa, difere por um fator de fase.

LA derivagdo original da integral funcional do espago de fase foi feita por Garrod [7]. A
introdugéo de integrais funcionais na mecanica quantica foi feita por Dirac [8] e posteriormente
desenvolvida por Feynman[9].



Capitulo 3
Oscilador Harmonico

Neste capitulo vamos ilustrar o cancelamento da dependéncia em « no caso do

oscilador harménico. [10]

3.1 Oscilador Harmoénico Simples

O oscilador harménico é um sistema fisico cujo propagador K(qy.ts;q;,t;) pode
ser calculado com exatidao, de maneira que serve como um teste para a for-
mulagao funcional. Para simplificar os célculos, vamos trabalhar com o caso
unidimensional N = 1. O operador Hamiltoniano é dado por:

P2

H(QP) = 5o + %Mﬁ@?, (3.1)

onde M ¢é a massa da particula e w é a frequéncia do oscilador. Como esse
operador nao apresenta produtos de operadores nao-comutantes a transformada
de Weyl nao depende de «,

p* 1

ha(q,p) = W + 5&)2(]2 . (32)

Usando esse resultado na Eq. (2.15) chegamos a
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K(qpity;giti) = lim (2mh) (m+1) / Hde / 1 d»; (3.3)
=1 — =0
2
G+1—¢q P 1
Xexp{hz |: g+l j _2]54—§Mw2q]2,(a)‘|} .

As integrais do momentum nao estao emaranhadas, assim podemos calcula-las

separadamente. Por exemplo:

0 2 aet—an?
| dperictirrinare | JIOL e (34)
oo i€
que quando substituido na Eq. (3.3) leva em
M m+1 m
> oo

Kstrat) =t (o) " [Tl @9)

oo

o 235 [ (5290) Do}

onde o) = (% . a) ot G _ a) 0. (3.6)

E claro que

1

541 = 4))° =W’ eg(a)] = (3.7)
1 1 1 2

2% {(Qj+1 — ;) — W {(5 + Oé) gj+1t (5 - Oé) Qj} }

= quz-Jrl + 2quqj+1 + qu (38)

onde
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Logo

> [Rq}y, +2Gqiqn + Hell = Rgy + Hg; + ) tig;+ > qjajnde.

§=0 J=1 Jk=1
A matriz A é simétrica m x m, dada por:
R+H G 0 0 0
G R+H G 0 0
0 G R+H G 0
||A|| — . . . . : : :
G R+H G
0 G R+H G

3.1. Oscilador Harmonico Simples

R=

2€ ’
2, 2(1 2
G:—l—ew (Z_O‘)
N 2¢ ’
1 — e2w? (1 2
H= ( a) ,

2¢
t;, =2Gq, tao= ... =tp_1 =0, t,,, = 2Gqy,

ajrp = [R + H](S]k + G((Sj_Lk + 5j7k—1) = Qj -

0 0 G R+ H

Assim temos que

(3.14)

(3.15)
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m+1

M 2 i 2 2
- 1) — 1 7[R-q +Hqi]
K(Qfatﬁ QMtz) nlg}{l)o (27Thl€) en ¥ (316)
/ Hde exp [7_7, (Z tiq; + Z aijij)]
—0 j=1 j=1 k=1
MoV :
— lim (me) BG5S (i p) % (det A) 7 | (3.17)
onde
A =(TIAT) = tiguts. (3.18)
jk=1
e
Segue que

msinf(m + 1)¢]

detA = (—G)" D> = (—Q) Sin(9) , (3.20)
com ¢ dado por
¢ = cos™ ! (— R;;;H) , (3.21)

e R, G e H dados pelas equagoes (3.9), (3.10) e (3.11). A Eq. (3.18), fornece

¢ = [(a™ )t +2(a”imtitm + (@ mmti] (3.22)
=4G?[(a 1] + 2(a ") 1margi + (@) mma}] - (3.23)

Seguindo que
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3.1. Oscilador Harmonico Simples

(@11 = (@ = (-G) 12 (3:24)

(@ i = (_zil_ , (3.25)

logo

2 2
i T4 D+ 2454
2 — gl %)Dml drt. (3.26)

com isso a Eq. (3.16) fica:

. M _m m _1
K(agpitsgits) — Tim ( ) (@)% (D)

m—oo \ 2mhie

. GD™ GD™
Xe%{(}H o 1)qf‘r+(H+ o 1)q?+2ﬁqfqz}

(3.27)

Usando as seguintes definigoes:

g=2eG,h=2eH,r = 2R, (3.28)

passamos a ter

K(qpty; qiti) = lim [27hi(—g)"eDm] ™= (3.29)

m—0o0
/l: m m m m
2heDm
Como o limite de um produto é o produto dos limites, e

$(0) =0,¢'(0) =w,¢ (0) =0,

(3.30)

chegamos em [11]:
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nesin[(m + 1))

am (—a)"eDn = lim (0" ) 331
_ sinfw(ty —t;)
==,
lim [D]" — D, ] = cos[w(t; —t;)]. (3.32)
m—0o0
De acordo com a Eq. (3.9),
limr =1, limg=—1, limh=1. (3.33)
e—0 e—0 e—0

Usando os resultados dessas equagoes (3.31), (3.33), juntamente com (m +

l)e =ty —t; resulta que:

N |=

il

= |arhisine(t; — )] (3:34)

K(qr.tr; qits)

i Mw 9 o
<o { ey 0+ ) cosatty — 1) =207 |

sendo esta a expressao conhecida para o propagador do oscilador harmoénico sim-

ples. A dependéncia em « foi efetivamente eliminada pelo processo de limite.

3.2 Oscilador Harmonico Modificado

Para o oscilador harmonico simples a dependéncia em « foi eliminada pelo pro-
cesso de limite. Agora vamos ver como essa dependéncia é eliminada quando o

oscilador harmoénico é descrito pelo Hamiltoniano:

H(Q,P) = %PQ +w?Q* + g(QP + PQ), (3.35)

que deriva daquele da Eq. (3.1), através da transformagio canonica:
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P=+2P, (3.36)
a-3(¢-7).
w

Tal caracteristica ja seria suficiente para assegurar a unicidade do propaga-
dor. Porém, mostraremos o céalculo direto para verificarmos o mecanismo de

cancelamento de «. Temos

1
—p? + W@ 4+ wpg — ihwa . (3.37)

ha(q.p) = 5

O propagador fica

K(aptyiaut) = Jim i) 40 [ quj /- [[de,  G39)
o0 =0

X exp { Z {pj di+1 qJ — §p2 — w?¢* — wpg + z'hwa} } .

]-‘rl

As integrais em p sao gaussianas da forma

/ dp; PP (3.39)
o ( ) — w01 ()
_ € dj+1 — g W@j j+1\)€
= — p= . 3.40

De forma que as (m + 1) integrais, nos fornecem

m+1 m
2rh\ 2 ) 1
(—) exp{ng Gia1 — 4j) — WQJJ+1(04)€]2}~ (3.41)

Jj=0

De maneira que o STP, fica:
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2rh ? ie (A7 W4 wgd;
K(gjr1:tj1305:t5) = (?) eXP{E (2—632— 2] - JE * —ihow | 5(3.42)

' JA A? wra?A?
X exp {% [—62 (aw2qj?] + awe—;> —é < 5¢2 ]>} } ,

onde

1

(g1 +q). (3.43)

Aj =g — g, 4; = 5

Inspecionando-se a Eq. (3.42), segue que o fator exp(—aew), ndo pode ser
mais compensado pelos outros fatores de a. O cancelamento entre termos de-
pendentes de o na Eq. (3.38) s6 poderé ocorrer depois de se efetuar as integrais
em . Tomando a Eq. (3.42) em (3.38) temos,

m-+1

1\ o m
a4 — TG —awe(m+1) )
Klaptsiat) = Jim, (m) ‘ [ G

. m . 2
€
7=0

Da Eq. (3.44) vemos que, para que ocorra um cancelamento as integrais

devem gerar um fator exp(awe). Como veremos, esse ¢ o caso. Para

1—2ew (3 4+ a) —w?é(3 + a)?

R= 3.45
L , (3.45)
GE—I—I—Qewa—we( +a)7 (3.46)
2€
2
po L2l &)2_ ez (3.47)
€

podemos comprovar que
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[(gj+1 — ¢;) — wqj i1 (a)e]?
e

—wqj () = Rq}, +2Gq;q541 + Hg . (3.48)

No problema em questao, podemos fazer uma analogia ao oscilador harménico
simples de maneira que, com R,G,H dados pelas equagoes (3.45), (3.46) e (3.47),
com o uso de Eq. (3.28) e (3.48) chegamos a

1
1 2

K(qptrqits) = i —awe(m+1) (3 49

(qr.ts: Gista) e (27rhz’e(—g)le’$> ‘ -

i
P {2heDm [(rDy + 9D 1)as + (hD + gDy )a; + 294741 } '

Procedemos com a anélise dos limites:

1 — 2woe — €2 2(l—l—on)
= cos ™! 1 : 3.50
¢(€) = cos [1 S wac T @ (11 o) (3.50)
para a expansao de MacLaurin
/ 62 7
¢(e) = ¢(0) + € (0) + ;9 (0), (3.51)

2!

obtemos

dle) =0+ € [ZW (}1 + a2) + 2w <i - 042)} + ;(2aw2) = we + aw?e®. (3.52)

Vemos na Eq. (3.52) que ocorreu um cancelamento em «, de maneira que

agora a dependéncia est4 associada a termos de €2, com isso

lim sin(¢) = we, lg% sin[(m + 1)¢] = sinjw(t; — t;)] (3.53)

e—0
A diferenca essencial em relacao ao oscilador harménico simples ocorre no
limite do termo (—g)™. Esse termo é o responsséavel pelo concelamento de « que

aparece na Eq. (3.49). Tomando-se o limite:
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. 1 o
(—g) 2 = [1 — 2wa + w?e? (4_1 - Oé2>} — [1 - 2ewa] — (3.54)
[67260.)04]7% — powem
E claro que
e(m—+1) = (ty —t;) (3.55)
entao
em — (tr —1t;). (3.56)

Assim, o termo da (3.54), previsto pelo Det(A) cancela com o termo de sinal

oposto da Eq. (3.49). Os demais limites sao:

sinfw(ty — ;)]

eDm — 2 T L (3.57)

w
r—-1,9g—-1,h—1, (3.58)
(D — D] — cosw(ty — ;)] - (3.59)

Dessa forma, obtemos a mesma amplitude do propagador para o caso do
oscilador harmonico simples (Eq. (3.34)), como mencionado no inicio da se¢ao.
A diferencga para o caso anterior foi a maneira como ocorreu o cancelamento de

Q.



Consideracoes Finais

Introduzimos o propagador utilizando a formulacao de operadores da mecéanica
quantica.

Derivamos a expressao do propagador na formulagao funcional pelo método
da divisao do intervalo finito em subintervalos infinitesimais.

Na sua forma final o propagador exibe uma dependéncia com um parametro
real a o que, em principio, compromete a unicidade da formulagao. O reestabe-
lecimento da unicidade foi verificado no caso do oscilador harmoénico unidimen-

sional.



Apéndice A
Mapeamento Duplo

Mostraremos nesse apéndice a deducao das propriedades dadas pelas equacoes
(1.21), (1.22), (1.23) e (1.24). Como vimos, essas propriedades decorrem de um

mapeamento duplo

A% a, D Ay, (A1)

Das equagoes (1.16) e (1.17) obtem-se:

alQP) = )Y [ d% [ dhanla)asQ - 0k~ B(A2)

(2rh)~ / dN/ de/ dN/ dNyerke=u) —(§+ﬁ)u>
(o (ame)rene(3ee)por (G-o)

As integrais em k resultam em 6V (v — u), assim obtemos

@ = [ taf wulas (o)) o
s@n e (bea)ad (o (5 o)l

(A.3)

-

Como
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eé(a—s—ﬂ)u.P

= (o) =G ()
o (3va)u)=etomr o (og)u),

A, 5(Q,P) passa a

Y

Ao s(0,P) = / Vg / P

X6%(a+ﬁ)u'PA(Q,P)6_%(OH_B)U'P

() (109)
o (5 (33

Mudando as variaveis de integragao conforme:

, 1
Qi_>q1':%_(§+6)uza

1" 1
uz_>qZ:CZz+(§_B)uza

de forma que

dNgdVu = dNg'dVq" .

Assim, o mapeamento duplo toma a seguinte forma:

Aa,,@(Qap) _/ qu// qu//
X ‘q/> <q' e—%(a+ﬁ)(q'—q").PA(Qp)e%(aw)(q'—q")P ’q”> <q//‘ :
Dessa equagao, é possivel verificada as propriedades dadas pelas
(1.21), (1.22), (1.23) e (1.24).

(A.5)

(A.6)

(A.10)

(A.11)

equacoes
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