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Resumo

O estudo do universo como um todo tem rendido recentemente descobertas gradiosas.
A descoberta de componentes misteriosos ainda sem explicacao conhecidos como matéria
e energia escura estd diretamente relacionada com questoes de suma importancia para a
Cosmologia moderna e para a fisica basica. A dinamica da expansao acelerada do universo
ainda é uma questao em aberto, por exemplo.

No presente trabalho, desenvolvemos as bases da teoria da Relatividade Geral, o ferra-
mental basico para o estudo do universo em grande escala, e depois partimos para o estudo
de uma possivel origem microscépica para a expansao acelerada do universo.

O método utilizado é a introdugao de um campo escalar relacionado com uma energia

do véacuo que pode variar com o tempo nas equacoes de campo de Einstein.
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Introducao

A adicao da constante cosmolégica A as equacoes de campo de Einstein ja foi consid-
erada por ele proprio como um erro. Hoje, observacoes que envolvem medidas da lu-
minosidade e distancia de supernovas do tipo IA revelam que o universo se expande
aceleradamente e, uma reviravolta, A se encaixa muito bem como um parametro
matematico que forca essa aceleracao.

Podemos, como um artificio fisico, introduzir campos escalares (que representam
bésons de spin nulo) as equagoes Einstein. Essa introdugao é feita através do tensor
energia-momentum 7" extraido de uma densidade lagrangiana. O campo é capaz
de, em certos regimes, recuperar o comportamento de A nas equagbdes de campo.
Além disso, através desse procedimento vemos que A estd em verdade associada a
uma densidade de energia do proprio vacuo, e que o campo escalar se comporta
como um fluido perfeito um tanto exético, com equacao de estado p = —p.

Por outro lado, o campo escalar tem a grande qualidade de adicionar dindmica a
energia do vacuo A que foi inicialmente considerada constante. O beneficio de uma
energia do vacuo variavel esta em contribuir com um possivel solucao de alguns prob-
lemas cosmolégicos, como por exemplo a grande diferenca entre ordens de grandeza
que teorias diferentes preveem para o valor atual de A, que experimentalmente é
muito pequeno.

Modelar a energia do vacuo e utiliza-la como explicacao para a expansao do uni-
verso é justamente modelar a componente desconhecida do universo, com fracao de
energia {2y ~ 0,7, nomeada “energia escura”. O trabalho ¢é finalizado mostrando
como evolui o fator de escala para um universo que inclui o campo escalar tratado.
A dindmica de a(t) vem da solugao das equagoes de Friedmann obtidas através das
equacgoes de campo de Einstein.

Ao longo de todo o trabalho, utilizaremos o sistema de unidades em que c = h =1

e a assinatura da métrica, como ficard claro, serd (— + ++).






1. Relatividade Geral

1.1. Relatividade Especial

Em meados do inicio do século XX, esbogos de uma fisica relativistica comecavam
a surgir através dos trabalhos de Poincaré e Lorentz. O nascimento da relativi-
dade especial entretanto culminou com o trabalho de Einstein. A abordagem da
relatividade especial utilizada nesta segao é inspirada em [13].

A fisica newtoniana que dominava na época tinha base em dimensdes de espaco
rigidas e imutaveis, comuns a qualquer observador, e um parametro de tempo que
também era igualmente imutavel e absoluto. Einstein quebrou esta visao por elevar
o tempo a um patamar de igualdade em relagdo as dimensoes espaciais, criando
assim uma nova entidade chamada “espaco-tempo”, e também deu fim na ideia de
que cada uma das dimensoes desta nova entidade era individualmente absoluta e
imutavel.

Deveria haver entdao uma nova grandeza que fosse comum a qualquer observador
e que relacionasse tanto espaco como tempo. Essa quantidade ficou conhecida como
o “intervalo invariante”, ou “intervalo de Lorentz” (que seré referida, ao longo do

trabalho, apenas como “intervalo”)
ds® = —dt* + da?, (1.1)

onde a grandeza infinitesimal ds? calculada por um observador que mede variacoes
de tempo dt? e variacoes de distancia dz? ¢ a mesma encontrada por um outro
observador que, por sua vez, pode vir a medir variacoes diferentes dt’? e da’?. Es-
tas variagoes sao intervalos entre coordenadas no espaco-tempo, que chamamos de
“eventos”.

A ideia de que deve haver algo em comum mesmo entre dois observadores em

referenciais diferentes esta contida no postulado central da relatividade, o Principio
da Relatividade:



Capitulo 1 Relatividade Geral

As leis da fisica sao as mesmas em qualquer referencial inercial.

Isso quer dizer que deve ser impossivel para um observador determinar apenas
através de experimentos locais se ele estd num referencial em movimento com ve-
locidade constante, ou em repouso, se comparado com outro referencial. Apesar da
importancia do referenciais inerciais, a relatividade especial nao estd presa somente
a descricao destes, podendo sempre ser utilizada se os efeitos gravitacionais forem
localmente despreziveis.

Uma consequéncia direta do postulado é que constantes da natureza (a carga ele-
mentar, por exemplo) devem permanecer as mesmas qualquer que seja o referencial.
A velocidade da luz emerge do eletromagnetismo como sendo uma constante natural
e dessa forma seu valor também deve ser invariante. Einstein refor¢a essa conclusao

com o seguinte postulado:

A velocidade da luz é universal, ela tem sempre o mesmo valor
quando medida por referenciais inerciais, no vacuo, indepen-
dentemente do movimento da fonte de luz em relagao ao obser-

vador.

Que uma velocidade seja invariante frente a troca de referencial é algo quase absurdo
e a ideia levou tempo para ser assimilada pela comunidade cientifica.

A invariancia do intervalo (1.1) leva naturalmente ao fato de que tempo e espago
individualmente nao sdo absolutos, o que gera problemas em se tratando de medidas
de comprimentos e de simultaneidade. E uma caracteristica da natureza, portanto,
que o espago medido por um observador nao seja obrigatoriamente numericamente
equivalente ao medido por outro (o que é conhecido como a contragdo dos compri-
mentos), e que dois eventos simultdneos em um referencial ndo sdo necessariamente
simultaneos em outro.

Como ha uma grandeza invariante, pode-se escrever uma transformacao que mostra
como tempo e espago mudam de um referencial para outro. Primeiro, seja v,¢ a
velocidade (apenas na diregao x, por simplicidade) de um referencial (por exemplo,
o “foguete”) relativa a outro (o “laboratério”), entdo o deslocamento do foguete,
medido pelo laboratorio, sera x = v,qt. Se quisermos saber onde um evento que se
passa na origem do foguete (por exemplo um flash disparado por ele), ou seja, em

2’ = 0 serd medido pelo laboratério, a invariancia do intervalo diz que:

gt = 2l = 2 2 = % 40



1.1 Relatividade Especial

e assim

tl

V1—02

t =

O fator constante v/1 — v? é conhecido como “fator de Lorentz”, e podemos usar

a letra v para representa-lo. Assim, escrevemos:
t=n~t

e também
€r = Urelryt/'

Mas imaginando um flash numa posicdo mais geral que 2’ = 0 e exigindo que a

transformacao seja linear, teremos algo do tipo

t = Ax' + Bt
x=Cz + Dt

mas reconhecemos que B =y e D = v, e ficamos com
t = Ax +~t
x = Cx' + vyt
A invariancia do intervalo novamente diz que —t? 4+ 22 = —t"2 + 22, mas agora
podemos escrever isso da forma
(Az’' +~t")? — (O’ + voyt')? = 7 — 2%
onde, abrindo os quadrados e juntando os termos, resulta em
Y1 = 2 )%+ 29(A — 0,qC)2't — (A% — O =12 — 2",
de onde percebemos que

A—0,qC=0 e (A2-C*=1.
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A partir disso podemos encontrar facilmente A e C, de forma que as transfor-

magoes de Lorentz (apenas em uma dire¢do) podem ser escritas como

Uy + 1

n 2

1 - Urel

' + Urelt

xr = 5
1 - Urel
/ /
y=y ,z=2

Como visto, linearidade da transformacao e a invariancia do intervalo sao os tnicos

pré-requisitos das transformacoes de Lorentz.

Podemos escrever o intervalo de uma forma mais compacta fazendo uso do tensor

métrico n:

ds® = n,,drtdz” (1.2)

1 — 3

onde 2° = t, z v, 22 =yead =z ¢ Nw Sao as componentes do tensor na
métrica de Minkowski (que representa um espago plano, onde a gravidade nao pode

ser localmente percebida):

-1 0 0 O
1 00
L, = 1.3
Um 01 0 ( )
0 0 1

Podemos entender ds como um elemento de linha de uma trajetoria no espago-
tempo. Tais trajetérias sao chamadas de “linhas de mundo”. E possivel também
desenhar um diagrama do espago-tempo, como se fosse num plano cartesiano z(t),
representando o movimento de particulas através dele, e para desenhar a trajetéria
de um féton viajando em velocidade ¢ = 1 com x = +t teriamos retas formando um
cone. Asretas r = +t formam entao o conhecido “cone de luz”, que nao existia antes
na mecanica Newtoniana. O cone de luz divide o espago acessivel a um observador

com base na relacao de causalidade que pode existir entre eventos no espago-tempo.

Trajetorias que estdo apenas dentro do cone (e que portanto pertencem a particu-
las massivas) representam intervalos do “tipo tempo” e possuem ligagao causal com

o evento do qual parte o cone. Trajetérias sobre o cone (que pertencem a particulas

10



1.1 Relatividade Especial

de massa nula, que se movimentam com velocidade igual a ¢) possuem ds = 0 e
portanto representam intervalos “nulos”. Por fim, eventos que se localizam um fora
do cone de luz de outro nao possuem qualquer ligacao causal, e o intervalo é dito
“tipo espago”. Com base na defini¢ao do intervalo, podemos resumir estas condi¢oes

como

ds < 0 — intervalo tipo tempo
ds = 0 — intervalo nulo

ds > 0 — intervalo tipo espaco

De forma semelhante, as transformagoes de Lorentz também podem ser escritas

na forma tensorial através do tensor A:
/ /
at =t ot = A“Mx“

onde as componentes sao

Y YVUrel 0 0
YUrer ¥ 0 0
Aﬂp/ -
0 0 10
0 0 01

De (1.1) podemos ver que, para um referencial onde dz = 0 , ou seja, um referen-
cial onde dois eventos distintos sao medidos na mesma posi¢ao e o tempo é contado
num reldgio carregado pelo préprio referencial, temos ds* = —dt%. Este pode ser o
caso de um observador contando o tempo parado dentro do foguete em movimento,
e o tempo medido é chamado de “tempo proprio”. Por ser um valor importante com
o qual qualquer outro referencial ird4 concordar, renomeamos o tempo proprio com

a letra 7:

dr?* = —ds* = —n,, dx"dx".

Podemos definir o vetor tangente a uma trajetéria z#(\) parametrizada por A

CcOo1mo

B dz*

|
X

11



Capitulo 1 Relatividade Geral

mas poderiamos também, convenientemente, parametrizar a trajetéria de uma particula
pelo tempo medido pelo relégio que ela carrega, ou seja, seu tempo proprio 7. A

esse vetor tangente damos o nome de “4-velocidade” (ou quadrivelocidade) com

componentes
S
dt

A 4-velocidade s6 é definida para particulas massivas, de forma que os intervalos
infinitesimais sao tipo tempo. Para intervalos nulos o tempo préprio é nulo e 7 nao
pode ser usado como parametro, e para intervalos tipo espaco poderiamos definir
um vetor analogo. A utilizacdo do tempo proprio como pardmetro para trajetorias

do tipo tempo automaticamente gera uma normalizac¢ao:

ds? dr? dzt dx?

a2~ dr? "™ ar

ou seja,

N UPUY = —1. (1.4)

Esta normalizacao da 4-velocidade a identifica como nao apenas uma velocidade
através do espacgo, que pode ter obviamente magnitudes diferentes, mas sim uma
velocidade através do espago-tempo, onde corpos sempre viajam com a mesma mag-
nitude. No referencial em que a particula estd em repouso (que chamaremos de

referencial “comével”), temos componentes U* = (1,0,0,0).

Um vetor relacionado é o “4-momentum” (ou quadrimomentum)
P =mU"

onde m é a massa da particula. A massa é uma quantidade fixa independente

“massa de

do referencial inercial que escolhermos, portanto especifica¢oes do tipo
repouso” nao sao necessarias. A componente temporal do 4-momentum é a energia
da particula, E = p°, o que no referencial comével onde a particula estd em repouso
fornece £ = m, ou seja, nao contém energia cinética e toda contribuicao é devida a

massa. Podemos recuperar o resultado célebre de Einstein retornando para o sistema

12



1.1 Relatividade Especial

de unidades usual:

E = md.

Num referencial mais geral, basta tomarmos uma transformacao de Lorentz para
obtermos componentes do tipo p* = (ym,vym,0,0) que para v < 1 resulta p’ =
m + $mv? (energia de repouso + cinética) e p' = mv o momentum newtoniano

usual. Para v podendo ser proximo de 1, podemos escrever:

pup" = nup'p’ = m*n, UHUY = —m?

ou seja, abrindo em componentes

E? =m?+p° (1.5)

onde p'= \/(p1)2 + (p?)? + (p?)? ¢é a parte espacial do 4-momentum.

Embora o 4-momentum descreva completamente a energia e momentum de uma
particula, ele deixa de ser tao 1til se considerarmos um sistema muito grande de-
las, ou seja, um fluido. Neste caso mais complexo precisaremos introduzir uma nova

) )
quantidade, que chamaremos de “tensor energia-momentum” com componentes T"".
Este tensor simétrico com 2 indices representa o “fluxo de p* através de uma super-
ficie de ¥ constante”, embora possamos encontrar um significado mais exato mais

)

adiante, quando o tensor serd obtido através de uma lagrangiana.

A quantidade T serd entdo a densidade de energia p e os termos T% serdo a
pressao p. Estamos assumindo nesse caso um fluido perfeito, que pode ser caracter-
izado completamente através de uma pressao p que deve ser isotropica (e por isso
o tensor deve ser diagonal com componenstes iguais nesta ao longo da diagonal) e
densidade de energia p. O tensor de um fluido perfeito entdao tem a seguinte forma

em seu referencial de repouso:

T =

o O O
co o3 o
o o o
kN O O O

e a forma geral de T* que se reduz a esta expressao quando tomamos o referencial

13



Capitulo 1 Relatividade Geral

de repouso é
™ = (p+p)U"U" + pn™ (1.6)

Um exemplo da utilizacao do tensor energia-momentum é para um fluido perfeito
simples conhecido como “poeira”, que na verdade é um bom modelo aproximado
para a matéria em escalas cosmoldgicas. A poeira é um aglomerado de particulas
em repouso entre si, e portanto sua pressao é nula, de forma que T = pUrU".
Podemos simplificar ainda mais o tensor se utilizarmos o referencial comével, onde

a lnica componente nao-nula do tensor passa a ser T% = p.

Além de ser simétrico, ha outra condigao crucial que este tensor deve cumprir,

sua divergéncia deve ser nula, ou seja, momentum e energia devem ser conservados:
o _
0, = 0 (1.7)

esta expressao representa 4 equacgoes, onde a componente temporal g = 0 implica
conservacao de energia e y = ¢ implica conservagao do momentum em cada uma das
dire¢oes espaciais.

Ao longo desta secao e de todas as préximas, utilizamos uma linguagem tensorial
muito conhecida, mas que pode causar estranheza num primeiro contato. Podemos
dar uma interpretagdo geométrica para os simbolos com indices em cima (z®, TH,

(13

etc) e embaixo (7, J,, etc): os indices em cima representam vetores ou “vetores

contravariantes”, e os embaixo representam um-formas ou “vetores covariantes”.

Vetores podem ser entendidos da forma convencional, como se fossem setas apon-
tando numa direcao e sentido. Um-formas, por outro lado, s@o elementos de outro
espago, que por sua vez é isomorfico (ou seja, existe uma transformagao que torna o
espago do vetores, chamado “espago tangente”, muito semelhante ao espaco das um-
formas, chamado “espago cotangente”) ao espaco dos vetores. Ambos esses espagos
sdo “espagos vetoriais”, no sentido de que é possivel definir uma base linearmente
independente que possa cobrir todos os pontos possiveis, e também valem associa-
tividade, identidade, etc. E interessante notar que tanto um dado espaco tangente
como um cotangente s6 estdo definidos em um ponto sobre uma “variedade difer-
enciavel” (que é o pano-de-fundo matemadtico para representar o espago-tempo), e
portanto é impossivel operar com objetos em pontos diferentes, como ficara claro

nas segoes a seguir, que tratam do transporte paralelo e da derivada covariante.

Objetos com indices tanto em cima quanto embaixo sdo fungoes multilineares

14



1.2 Gravidade Como Curvatura

de vetores e um-formas (ou seja, tanto vetores quanto um-formas sdo operadores
lineares). Vetores atuam sobre um-formas gerando um escalar, e vice-versa também
é verdadeiro. Em linguagem formal, dirfamos que os elementos do espago cotangente
mapeiam elementos do espaco tangente em escalares. Subir e baixar indices, por sua
vez, é utilidade do tensor métrico, que mapeia vetores em um-formas e vice-versa.
Um visdo mais inspiradora disso encontra-se em [11]: um-formas podem ser in-
terpretadas como superficies de nivel, de forma que, quando atuam sobre um vetor,
produzem um escalar. O escalar representa quantas curvas de nivel o vetor con-
seguiu “atravessar”. Esta referéncia também cita, como um exemplo, que a ideia
geométrica de operar um-formas sob vetores tem aplicacao inclusive na mecanica
quéntica, onde as um-formas “bra” < ¢| atuam sobre os vetores “ket” |¢) > para

gerar um escalar < @[y >.

1.2. Gravidade Como Curvatura

Alguns anos apés a publicacao de Einstein de sua teoria da relatividade especial, ele
se voltou ao problema de descrever a gravitacao. As préximas se¢des deste capitulo
sao inspiradas em [11][2][14].

Desde Galileu se sabia que corpos em queda livre na superficie da Terra caem
com uma aceleragao que independe de suas massas, materiais constituintes, etc. Na
mecanica Newtoniana, esse fato se traduz matematicamente escrevendo m; = my,
onde m; é a massa inercial de uma particula (a quantidade de resisténcia que ela
oferece a uma forca ao ser acelerado) e m, é a massa gravitacional (a quantidade
que determina o quéao intensamente atuard a forga gravitacional sobre a particula).
Podemos dizer que a afirmacao da igualdade entre as duas massas de origens difer-
entes ¢ o Principio de Equivaléncia Fraco.

Entretanto, a gravidade é especial, ela nao afeta apenas particulas e é necessario
incluir outras leis fisicas também. Dessa necessidade nasce o Principio de Equiv-

aléncia de Einstein (ou também Principio de Equivaléncia Forte):

Em regioes pequenas no espago-tempo, as leis fisicas se reduzem
as da relatividade especial; é impossivel determinar a existéncia

de um campo gravitacional com base em experimentos locais.

A necessidade de uma regiao pequena é para evitar que forgas de maré criem efeitos

que possam sim serem detetados. O significado matematico do Principio de Equiv-

15



Capitulo 1 Relatividade Geral

aléncia sera explorado mais adiante. Como consequéncia do principio também pode-
mos imaginar o exemplo de um elevador com um furo na parede, por onde entra
um feixe de luz. Se o elevador estiver sendo puxado para cima por cabos, entdo um
feixe que entra pelo furo sera defletido pela movimentacao do elevador, atingindo
a parede oposta em uma posi¢ao ligeiramente abaixo da altura do furo por onde
ele entra. Porém, nao deve ser possivel (para um passageiro do elevador, que s6
tem conhecimento sobre esta pequena regiao) diferenciar este caso de um campo
gravitacional, por exemplo o elevador parado na superficie da Terra, e portanto
feixe também deverd sofrer uma deflexdo mesmo com o elevador em repouso. A
gravidade, assim, afeta nao s6 a matéria como também energia.

A ideia de uma teoria que afete todas as leis fisicas e que interaja da mesma forma
com matéria e energia de qualquer espécie, quase como se a dindmica dos corpos
fosse uma caracteristica do proprio espaco-tempo em si, levou Einstein a associar
as leis da gravitagdo com uma possivel geometria do espago-tempo. O grande passo
dado foi relacionar a dinamica da matéria e energia com a curvatura do espaco.

E uma visdo comum, embora polémica, que a gravitacio seja vista fundamental-
mente como a curvatura do espago-tempo. Cientificamente, o que se deve fazer é
derivar as consequéncias desta afirmacao e checa-la através de experimentos.

Uma ideia importante que segue do Principio de Equivaléncia é o Principio da Co-
variancia Geral, que afirma que uma equagao fisica é valida num campo gravitacional

geral se cumprir as condigoes:

o A equacdo é vélida na auséncia de gravidade, ou seja, é valida na relatividade

especial, onde nao ha curvatura.

e A equagao é escrita em forma covariante, ou seja, preserva sua forma apos

!
uma mudanca de coordenadas x* — x* .

O primeiro item é uma consequéncia direta do Principio de Equivaléncia, ja que
ele afirma que em qualquer ponto podemos encontrar um referencial, o referencial
inercial, onde as leis fisicas se assemelham as leis na auséncia de gravidade. O
segundo item, por sua vez, afirma que qualquer lei fisica, se escrita em uma forma
apropriada, vale da mesma forma para referenciais diferentes. Juntas, estas ideias
garantem que qualquer lei fisica pode ser generalizada a partir das leis em um
espaco-tempo plano.

O Principio da Covariancia Geral generaliza, portanto, leis que valiam antes ape-

nas no espaco-tempo plano de Minkowski, onde o tensor métrico era 7,,. Uma
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1.3 A Derivada Covariante

receita simples para generalizar leis de espagos planos é fazer as trocas

0, =V,

nuu — gm/

onde os simbolos V, e g,, serao explicados na préxima segao deste trabalho. As
equagoes (1.2), (1.6) e (1.7) ficardo diferentes, tendo o mesmo significado, porém em

espagos mais gerais.

Como tensores possuem uma lei clara e conveniente de transformacao, escrever leis
em sua forma covariante nada mais é que escrevé-las utilizando linguagem tensorial,
independente de coordenadas. Outra ferramenta matematica importante sao as var-
iedades diferencidveis, que sao analogias naturais de espagos curvos e reproduzem o
Principio de Equivaléncia no fato de que em cada ponto é possivel encontrar um sis-
tema de coordenadas semelhante ao R™, portanto um espago plano. Nao entraremos
no formalismo da geometria diferencial neste trabalho, embora o formalismo tenso-

rial va ser largamente utilizado.

Com estas consideracoes feitas, algumas das proximas segoes terao como objetivo
introduzir os novos tensores e objetos que servirao como ferramentas no estudo da

relatividade em espagos curvos.

1.3. A Derivada Covariante

Comecamos generalizando o tensor métrico 7,,, do espaco de Minkowski para o tensor
Juv, que serd de grande importancia em muitos casos. Usamos esse novo simbolo
pelo fato de que nao ha mais a restricao de que os elementos diagonais do tensor
sejam apenas 1 ou —1 como era no caso de Minkowski. Se tomarmos outro sistema
de coordenadas, vemos que g,, pode representar um espaco que é localmente curvo:

dado que (1.2) pode ser aberto como

ds® = (dx)? + (dy)* + (dz)?,
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Capitulo 1 Relatividade Geral

(mostrando apenas a parte espacial por conveniéncia neste exemplo) entdo uma

troca de variaveis para coordenadas esféricas

x = rsinfcoso
y = rsinfsing

z = rcosf
leva diretamente a
ds® = dr® + r’d6? + r?sin®0d¢?

e agora a parte espacial da métrica, que antes era igual a identidade, como vemos

em (1.3), passa a ser

1 0 0
gij = 0 'l"2 0
0 0 7r%sin’6

Esta forma da métrica certamente nao corresponde as caracteristicas de um espaco
plano e bastou uma troca de coordenadas para verificar curvatura. Esta curvatura,
no entanto, é apenas local. S6 teremos uma descricao global de curvatura com a
introducao do tensor de Riemann, mais adiante. O que concluimos é que mudancas
de coordenadas podem tornar o espacgo localmente curvo ou plano, se tivéssemos

feito o procedimento inverso, e isso estd de acordo com o Principio de Equivaléncia.

H& poucas restri¢oes sobre as componentes de g,, além do fato de ele ser um
tensor simétrico (0,2), ou seja, com dois indices covariantes. Ele é, em geral, também
definido como sendo nao-degenerado, ou seja, o determinante |g,, | deve ser diferente

de 0, o que nos possibilita definir o tensor inverso como

99 = gug™ = 0l (1.8)

onde 0¥ é o tensor delta de Kronecker.

Agora podemos recuperar o resultado (1.2) no caso mais geral de g,,,, e o Principio

da Covariancia nos garante que isso pode ser feito. Chegamos entao a

ds® = g, datdx”. (1.9)
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1.3 A Derivada Covariante

Sabe-se do calculo tensorial que o operador derivada parcial J, nao se transforma
corretamente como um tensor. Queremos entao um outro operador que tenha o
mesmo significado fisico e que possa ser utilizado propriamente como um tensor,
para que fagamos a generalizagdo para o espaco curvo. Esse operador no entanto
deve se reduzir a derivada parcial se o espaco for plano e deve atuar linearmente.
Definimos ent@o a “derivada covariante” V,, para vetores (tensores do tipo (1,0) ) e

covetores, ou “um-formas” (tensores do tipo (0,1) ) como

V.V =0,V + T,V (1.10)
Vwy = 0w, — T wy (1.11)

onde um novo objeto foi introduzido e é chamado de “conexao”, e precisamos ex-

plorar suas caracteristicas. Para tensores de ordem mais alta, a derivada fica

H1p2.--- Pk HIM2.. o
VPK viv2...1] aPK viv2...1]
Bl T2 ok W2 71 A
_'_FpAK Viv2...1] + Fp)\K Viv2...V) + o
T H1H2.. 1T H1H2. _
Fpl/1K Avs.../; przK V1Al

Primeiramente, precisamos mostrar que esta forma da derivada se transforma
corretamente como um tensor. Entretanto, a conexao sozinha nao é um tensor pois

nao se transforma como tal. Esses desenvolvimentos estao feitos no Apéndice A.

Em segundo lugar, esperamos que seja possivel encontrar em qualquer ponto
no espaco-tempo um referencial onde esse objeto se anule para que recuperemos

a derivada parcial no espago de Minkowski.

O proximo passo é perceber que podemos formar outra conexao apenas permu-
tando os seus indices de baixo. Existe entao um tensor que chamamos de “tensor

de torsao” definido como
A A A
T = FW S I

mas vamos exigir que a torsao seja nula e assim temos a propriedade de simetria

nos indices inferiores
AT
F[LV — Fz/,u' (112)

A ltima propriedade importante é que a derivada covariante da métrica seja nula,
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Capitulo 1 Relatividade Geral

ou seja, V,9,, = 0. Diz-se, nesse caso, que a conexao ¢ compativel com a métrica. A
implicagao disso serd mostrada na secao seguinte, embora, por enquanto, possamos
mostrar que se assumirmos essa condi¢ao e a condicao da conexao ser livre de torsao,
entao ha uma conexao especifica que podemos utilizar e esta estd relacionada com

0 tensor métrico.

Tomando 3 permutagoes diferentes de indices temos

Vaguu = aozguu - Fgug)\u - nggu)\ =0 (113)
Vugau = augau - Fl)/\ag)\u - Fl)/\uga)\ =0 (114)
v,ugua = a,uglla - F,);,,g/\a - angu)\ =0 (115)

subtraindo (1.14) e (1.15) de (1.13) temos

(O — OvGop — augl/a)"i_r;);agu)\ - Ffng,nLFﬁagAu - Féuguk—i_rﬁugAa"i‘F;\uga)\ =0
0 0

onde podemos usar a torsdao nula e a simetria da métrica para zerar os termos

destacados e somar os restantes para obtermos

(aaguu - al/gozu - augua) + 21—‘2”9)\04 =0

que pode ser resolvida para Fi‘w multiplicando pela métrica inversa dos dois lados

da equacao:
2FA aaﬂ: 8ya +a Va_aoz v p
wdrad (OvGap + Oug Guv) 9
5
e dai
s _ 1 s
Do = 59 (Ougay + Ougva — Oagyu) - (1.16)

Esta conexao especifica é chamada de conexao de Christoffel, e seus coeficientes

sao conhecidos como simbolos de Christoffel.
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1.4 Transporte Paralelo

1.4. Transporte Paralelo

Transportar paralelamente um vetor significa manté-lo idéntico ao movimenta-lo
sobre uma curva. No espago euclidiano vetores em pontos diferentes do espaco
podem ser comparados (tomando o produto escalar, por exemplo) porque podemos
transportar um vetor de um ponto até outro por qualquer caminho, fazendo a origem
dele coincidir com a do outro. Como mostra a figura abaixo isso em geral nao é

possivel em um espago curvo.

Figura 1.1.: Transporte paralelo sobre uma esfera, extraido de [11].

Transportando um vetor sobre uma trajetéria fechada na superficie da esfera
podemos facilmente fazé-lo adquirir uma orientagdo de 90° em relagdo a original.
Caminhos diferentes podem resultar em orientacoes finais diferentes.

A derivada covariante, entretanto, é uma forma de comparar tensores em pontos
ligeiramente diferentes. Isso é possivel pois a conexao nos diz qual é a correcao
que se deve adicionar a derivada parcial para que o tensor seja paralelamente trans-
portado. E possivel definir vérias conexdes diferentes sobre um espaco curvo, cada
uma corrigindo a derivada parcial de uma forma diferente ja que podemos tomar
caminhos diferentes sobre o espago. A escolha espeficia de uma conexao compativel
com a métrica mostrara logo sua utilidade.

Dada uma curva x®(\), manter um tensor constante através dela é simplesmente

ter todas as suas componentes constantes ao longo do trajeto:

(6
iKuwzmuk — dx aaKmuzu-Mk

d)\ viva...V] d)\ Viv2...V] = O’
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mas para a expressao ser tensorial vamos trocar a derivada parcial pela derivada

covariante, e entao definimos o operador

D dx®

D Ve

Dizemos entao que um tensor é paralelamente transportado se

d’i\Kumz-..ukylwmw —0.

Para um vetor V* temos entao a “equacao do transporte paralelo” dada por

D o o
ZyH = divavu — ivu 4+ dx

B
d\ d\ d\ B g\ Ve=0.

Gragas a conexao de Christoffel ser compativel com a métrica, a métrica é sempre
paralelamente transportada pois sua derivada covariante é sempre nula:

D dx®
ﬁguy = ﬁ (vag/w) = 0.

Isso implica que, se tivermos 2 vetores que também sejam paralelamente transporta-
dos por uma curva, entao seu produto escalar se preserva ao longo da trajetéria, e
consequentemente preservamos a noc¢ao de ortogonalidade, norma, etc:

D D D D
= (g UPVY) = ( ) UMV 4 g, <U“> VY 4 g U (v) —o.
9 )= {9 AV ML Ty

Na proxima secao descrevemos a curva que transporta paralelamente alguns vetores.

1.5. Equacao Geodésica

Como motivagao, podemos imaginar que deve haver algo de especial sobre a tra-
jetoria seguida por particulas livres no espaco-tempo. Tais particulas estariam livres
de qualquer for¢a nao-gravitacional e portanto em queda livre, sofrendo apenas a
influéncia da geometria espaco-temporal. Chama-se “geodésica” o tipo de curva
seguida por essas particulas e elas sao uma generalizacao de uma linha reta para um
espago curvo, ou seja, a trajetéria mais curta entre 2 pontos (embora esta definigao
s6 seja verdadeira se a conexao for de Christoffel).

Podemos definir a geodésica como a curva que transporta paralelamente o seu
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1.6 Tensor de Riemann

vetor tangente. O vetor tangente de uma curva x®(\) é dz®/dA, e assim:

D
d\ d)\
dx” dx®
d\ V”K =0

_dx¥ (O dx® LT dx* —0
~dX \Ozv d) EdAN )

de onde chegamos a

d%x® dz* dx”
— o ———— =20 1.17
e e gy (L.17)
que ¢é a conhecida equacao geodésica.

Vemos que ela se reduz corretamente a equagao de uma geodésica no espago plano

(uma linha reta) quando tomamos I'g, = 0.

1.6. Tensor de Riemann

Sabemos que uma descrigao local de curvatura nao é confidvel. As escolhas de coor-
denadas podem tornar localmente plano um espago-tempo que pode ser globalmente
curvo. Uma forma de verificar a curvatura global é analisar como um vetor varia
ao ser transportado ao longo de um caminho fechado. No caso de uma esfera, como
mostrado na Secao 1.1.4, podemos ver claramente que ha uma mudanca no vetor.
Para quantizar esta mudanca e generalizar para um espago mais geral, utilizamos o

tensor de Riemann.

——

Figura 1.2.: Comutador de derivadas parciais, extraido de [2].
Podemos deduzir o tensor de Riemann através do comutador de duas derivadas

covariantes. A Figura 1.2 d4 uma ideia disso. A derivada covariante, como ja expli-

cado, diz o quanto o vetor muda em relacao ao que ele seria se fosse paralelamente
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transportado. O comutador, por sua vez, quantifica a diferenga entre transportar o

vetor numa ordem ou em outra.
Tomamos entao

[V V VP = V,V, V=V, V,V*
= 9.V, V=T V,V/ + 0V, V*

I

9,V VP + T V\VP —T0, v,V

= 9 |Ve+ TV DALV 4T, (9,0 +T0,V7)

A c

=0, | 9V + TV | + T, V2 = T%, (9,V* +17,V7)

B D
= 00V + (10,0, = 10,0,V + (T0,0,V* = T5,0,17)
0 0
9T\ VA + T T0, Vo =T T0 V7 =T VaV?

= 90V =9,V + T8, T) V7 —T0, T Vo =T, V,V*
= |0uI%, = 0T, + TS, = T0,Th,| VT = T3, VAVe (118)

onde na tltima passagem renomeamos A\ — o, além disso os termos (A) e (B) se
anulam pela comutatividade da derivada parcial e os termos (C) e (D) dao a torgao,
que é anulada se assumirmos que a conexao é de Christoffel, o que nao foi feito com
o intuito de mostrar a derivacao mais geral do tensor. Pode ser mostrado que o
termo entre colchetes se transforma como um tensor, e o definimos como o tensor

de Riemann R’ . Reescrevemos entdo a equacio (1.18) como
Vu, Vo VP =R, V=T, V\V”,
de forma que, retirando o vetor arbitrario, ficamos com

R, =000, — 0,10, + rg;ﬁo — rf;krjm (1.19)

E importante notar que nesta derivacdo em nenhum momento foi utilizada a
métrica, e que o tensor de Riemann depende apenas de derivadas da conexao e
produtos de conexoes, de forma que é impossivel torna-lo identicamente zero apenas

com mudancas de coordenadas. De fato, se existir um sistema de coordenadas
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1.6 Tensor de Riemann

onde o tensor de Riemann é nulo, entao ele é necessariamente nulo em toda parte.
Isso nao vai de encontro a definicao da platitude local, em que podemos sempre
tomar a métrica constante e suas derivadas primeiras nulas, enquanto o tensor de

Riemann envolve derivadas segundas da métrica se considerarmos a conexao como
de Christoffel.

Vamos tomar R,,,, = gp,\RAUW e identificar algumas propriedades do tensor:

 da derivacao, ¢ claro que existe antissimetria nos 2 tltimos indices: R,5., =

_Rpw/u
o também ¢é antissimétrico nos 2 primeiros indices: R, = —Rypu
« ¢ simétrico frente a troca entre os 2 pares de indices: R 5.0 = Ruvpo
+ obedece a relacao Ryopy + Rpypwo + Rovop = 0
« obedece a identidade de Bianchi: V\R,;u + V,Rorw + Ve Rypu = 0.
Além disso, tomando o trago do tensor de Riemann definimos o tensor de Ricci:

R, = R (1.20)

UAY

onde, se a conexao for de Christoffel, também temos a propriedade de simetria
R, = Ry,.
Ainda é possivel tomar outra contracao do tensor de Ricci e assim chegamos no

escalar de Ricci, ou “escalar de curvatura”:
R=R'=g¢g"R, (1.21)

O tensor de Ricci (1.20) e o escalar de Ricci (1.21) juntos formam um tensor muito
importante, conhecido como tensor de Einstein. Para encontra-lo vamos tomar 2

contragoes da identidade de Biachi
979" (VaRpopw + VpRoruw + VoLRopu) = V*R,, — V,R+ V'R, =0
e dai

1
VE Ry = 5V RR (1.22)
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onde, subindo o indice, chegamos a

1
v (RW - 2Rg,“,> — 0, (1.23)
Definimos entao o tensor de Einstein G/, como

1

G =R, — 5

R, (1.24)
e assim reescrevemos a (1.23) como
VIG, =0 (1.25)

O tensor de Einstein (1.24), que é simétrico gracas a simetria do tensor de Ricci

e da métrica, é de grande importancia na relatividade geral.

1.7. Equacoes de Campo de Einstein

Em posse das principais ferramentas tensoriais, poderiamos postular as equacoes de
Einstein sem qualquer problema. O que faremos ao invés disso é dar uma breve
motivacgao primeiro.

Como uma teoria da gravidade, as equacoes de Einstein devem reproduzir uma
forma generalizada da equacao de Poisson para o campo gravitacional, obtida ante-

riormente por Newton:
V20 = 47Gp (1.26)

onde p é a distribuicao de massa e ® ¢ o potencial gravitacional.

Queremos uma versao covariante dessa expressao e também precisamos substituir
p e ® por grandezas mais gerais. Uma boa escolha é trocar a distribuicao de massa
pelo tensor energia-momentum, ja que ele inclui tanto matéria quanto energia e por
ser tensorial pode satisfazer a covariancia. Outra boa escolha é trocar as derivadas
do potencial ®, uma quantidade escalar que permeia todo o espago, por derivadas
do tensor métrico, uma caracteristica do proprio espago-tempo. Temos entao algo

do tipo

V2g,w X T
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Entretanto, o laplaciano nao é bem definido como um operador tensorial em um
espago com curvatura qualquer. Conhecemos um tensor de ordem (0,2) que inclui

derivadas da métrica que poderia ser um bom candidato, o tensor de Ricci (1.20):
R, = kT,,.

Mas queremos que a divergéncia dos dois lados da equagao seja nula para recuperar-
mos a conservagao de energia e momentum, porém sabemos de (1.22) que V#R,, =0
nao é geralmente valida. A generalizagdo para um espaco curvo da divergéncia do

tensor energia-momentum é
VT =0 (1.27)

e ela deve ser sempre valida. Gragas a identidade de Bianchi construimos na secao
anterior um tensor que certamente envolve derivadas da métrica e cuja divergéncia

é nula: o tensor de Einstein. Ficamos entao com

G = KT,,.

A constante de proporcionalidade x que reproduz corretamente o limite newto-
niano da equacao de Poisson (1.26) é k = 87(G e assim escrevemos as equagoes de

Einstein na sua forma mais convencional como
1
R, — §ng, =8rGT,,. (1.28)
O total de 16 equagoes diferenciais encapsuladas nesta notacao se reduz para 6,

pelo fato de que os tensores envolvidos sao simétricos (10 equagoes independentes)

e que as identidades de Bianchi adicionam 4 vinculos, eliminando mais 4 equagoes.

Uma outra forma de escrever a (1.28) é tomando o trago dos dois lados da equagao:

1
gt <RW — QRQW) =81Gg"'T,,
1
R — §R5fj = 81tGT
R—-2R=—R=8nGT,
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substituindo R = —87GT de volta em (1.28) temos
1
R,, + 587TGTQ#V = 81GT
onde, isolando as componentes de energia-momentum, chegamos finalmente a

1
R, =8rG (Tuu — 2TgW) ) (1.29)

As equagoes (1.28) e (1.29) possuem exatamente o mesmo conteido fisico.

1.8. O Principio Cosmolégico e a Métrica FRW

Sabemos que a gravitagao é um fenémeno que domina em largas escalas e assim as
solugoes das equagoes de Einstein podem ser apropriadas para descrever a dinamica
de um sistema muito grande, digamos o proprio universo. Ao resolver as equacoes de
Einstein (1.28) ou (1.29), no entanto, precisamos assumir condigdes de contorno. O
Principio Cosmoldgico é uma condicao de contorno famosa, ela impoe que o universo
seja homogéneo e isotropico.

Isotropia esta relacionada com o fato de um observador descrever um universo
equivalente qualquer que seja a direcao em que ele estiver olhando. Temos boa
verificagao experimental da isotropia da radiagao através das medidas do CMB (ra-
diacdo de fundo césmico), que mostra flutuagdes de cerca de apenas 107K num
fundo praticamente constante de 2.7K([3]. A isotropia da matéria é também uma
boa aproximagao em grande escala.

Como assumimos que nosso ponto de observagao no universo nao é privilegiado de
qualquer forma, supomos que observadores em qualquer ponto também verificarao
isotropia. E intuitivo, embora possa ser demonstrado, que isotropia em todos os
pontos de um espago significam que o espaco é homogéneo.

Matematicamente, homogeneidade significa que o tensor métrico é invariante
frente a translagoes e que portanto a mesma métrica vale para qualquer ponto no
espaco-tempo. Gragas a isso podemos relacionar uma métrica como uma caracteris-
tica do universo como um todo.

A aproximacao do Principio Cosmoldgico significa formalmente que o espago-
tempo ¢ maximamente simétrico, ou seja, possui todas as simetrias possiveis. Vive-
mos, entretanto, em um universo que expande aceleradamente e assim nao podemos

utilizar a sua simetria na coordenada temporal. Translacoes temporais nao deixam
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a métrica invariante e o que podemos fazer a respeito disso é tomar uma versao mais
fraca do Principio e afirmar que apenas a se¢ao espacial da métrica ¢ maximamente
simétrica e evolui no tempo.

Ha 3 possibilidades para uma métrica com secao espacial isotropica e homogénea
evoluindo no tempo, e as 3 estao encapsuladas na métrica de Friedmann-Robertson-
Walker (FRW):

dr?

1—kr?

ds® = —dt* + a(t) +1(d0* + sin*0d¢’) (1.30)

onde a(t) é um fator que expande a segao espacial conhecido como “fator de escala”,
r, 6 e ¢ sdo as coordenadas espaciais e k£ ¢ um parametro que pode assumir os valores

k= —1,0,+1 de forma que temos

k= —1 — universo "aberto" (curvetura negativa, hiperbolico)
k=0  — universo "plano" (curvatura nula, plano)

k =+1 — universo "fechado" (curvatura positiva, esférico).

Resolver as equacoes de Einstein para esta métrica significa determinar a funcao

a(t), que por sua vez caracteriza completamente a evolugdo do elemento de linha.

1.9. Equacoes de Friedmann

Com a métrica definida, podemos resolver a (1.29). Vamos novamente utilizar o
observador comédvel por simplicidade. No referencial comével, definimos as coorde-
nadas das geodésicas como sendo constantes e os observadores estao sobre elas.

Sabendo que a versdao em um espago geral da equagdo (1.6) é dada por
T = (p+p)U*U" + pg"” (1.31)

podemos escrever a matriz inversa no referencial comével onde U* = (1,0, 0,0) como

o0 0 0
0 p—2. 0 0
T, — I~k 1.32
g 0 0  pa®r? 0 (1.32)
0 0 0  pa’r?sin’f
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e o trago T'="1T%, como

T, = (p+p)guU"U" + pgug"”
—1 4
T =—p+3p. (1.33)

Calculando também o escalar e o tensor de Ricci para esta métrica levando em

consideragao que apenas os termos diagonais sao nao-nulos, obtemos

Rop = —3% (1.34)
ad + 2a® + 2k
e e i 1.
Ry = M2 (133

Roy = 1*(ad + 24° + 2k)
Rss = rsin*0(ad + 24> + 2k)

R=6 [ZJF (Z)QJFZ;} (1.36)

Basta resolvermos agora as equagoes de Einstein (1.29). Primeiro, notamos que
das 4 equagoes que resultam da diagonalidade dos tensores envolvidos sé existem
2 independentes. As 3 equagOes com componentes espaciais da forma uv = i sao
idénticas pois refletem a homogeneidade da métrica. O termo temporal pr = 00,
substituindo (1.32), (1.33), (1.34) e (1.36) em (1.29), fica:

1
Ryy = 871G (Too - Tgoo)

2
gl _ P 3p)
3a—87TG(,0 2+2
e dai
a e
2 ) 1.
T o+ 3 (1.37)

O termo espacial ¢ obtido substituindo (1.32), (1.33), (1.35) e (1.36) em (1.29):

1
Ry, = 8nG <T11 - 2T911>
ad + 2a% + 2k a? 1 a?
1 —kr? _87TG<p1—k:7“2_2(_p+3p)1—k;7‘2
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. e . ~ . _kr2
e multiplicando os dois lado da equacao acima por % chegamos a

. . 2 Qk
249 (“) + =5 = 47Glp+p) (1.38)

a? a

onde podemos eliminar o termo em @ utilizando a equagao (1.37), para finalmente

obtermos
a\? 8rG k
(a) T3P (1.39)

Além disso, definimos uma quantidade importante que representa a taxa de expansao

do fator de escala como o “parametro de Hubble”:

a
H=-. 1.4
) (1.40)

As equagoes (1.37) e (1.39) s@o as famosas equagoes de Friedmann, e a partir delas
podemos determinar a evolugao do fator de escala e consequentemente a dinamica

da expansao do universo.

Para resolver as equacoes de Friedmann precisamos ainda de um vinculo para p
e p. A conservagao de energia e momentum (1.27) pode ser calculada usando os

simbolos de Christoffel para a métrica FRW como:

0 — V/_LTHO
=9, T" + PMTAO - rﬁOT*;
a
=—0p =3_(p+p). (1.41)

O vinculo entre a densidade de energia p e a pressao p é incluido como uma

“equagao de estado” do tipo
p=wp (1.42)

onde w é uma constante. Com a (1.42) a (1.41) se torna

P__ o &
p 3(1+w)-. (1.43)

E interessante analisar algumas solucoes e algumas equacoes de estado possiveis
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Capitulo 1 Relatividade Geral

para a equagao (1.43). Com w constante, solugdes de p sao do tipo
p ox a3+ (1.44)

e assim podemos ver que em geral a densidade de energia para um certo fluido decai
exponencialmente com o fator de escala, o que parece intuitivo. A poeira citada na
secdo 1.1 certamente tem w = 0 ja que sua pressao ¢é nula, e usando esta condi¢cao
em (1.44) temos

Pmat X a—3’ (145)

ou seja, a densidade de energia da matéria (ja que em largas escalas a poeira é uma
boa aproximagao para a matéria) decai com o cubo do fator de escala. Isto também é
intuitivo se pensarmos que como a quantidade de matéria num dado volume espacial
é constante, a expansao deste volume fara a densidade de matéria cair com o cubo
(portanto em 3 dimensdes) do quanto o espago se expandiu.

Para radiagao temos ao invés disso w = 1/3, e (1.44) da entao
Prad X a” %, (1.46)

o que também é intuitivo pois um fluido de fétons irda diminuir de densidade espacial
com a~% da mesma forma que a matéria, mas fétons individualmente ainda sofrem

1 fazendo com que a densidade de energia de radiacdo

redshift proporcional a a~
cal mais rapido que a de matéria.

Uma quantidade de interesse que podemos definir é o parametro de densidade (2,

dado por
8rG p
0= — 1.47
3H 2 p pcm’t ( )
onde definimos também a “densidade critica” como
3H?
erit — 5~ 1.48
Perit (s ( )

Para ter uma ideia do sentido desta densidade critica, podemos reescrever a

equagao (1.39) usando o pardmetro de densidade para obtermos

k

Q_1:11[2@2
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1.9 Equacoes de Friedmann

e a partir dai fica claro que a razdo entre a densidade de energia p e a densidade
critica pq.+ € suficiente para determinar qual é o sinal de & na métrica de FRW
e consequentemente qual é a geometria do universo. Juntanto as possibilidades,

temos:

pP<pair — <1 — k<0 — aberto
p="pPrit — =1 — k=0 — plano
p> Pt — 2>1 — k>0 — fechado.

Podemos ainda definir uma densidade de energia ficticia para a curvatura como

_ 3k
Pe = SrGa?

com um parametro de densidade correspondente dado por

k

Q=75

(1.49)

Esse parametro de densidade nao representa uma forma verdadeira de energia, pois a
curvatura espacial nao contribui diretamente com a energia do universo. A densidade

de energia total é apenas aquela que soma contribuicoes de reais de energia.

Na equagao (1.39) ndo especificamos exatamente o que esté contido no valor de p.
Esta densidade naturalmente deve conter radiacao, matéria e o que mais contribuir
energeticamente com o universo. Levando isso em consideracao podemos reescrever
a equagao (1.39) como

81G

e, dividindo ambos os lados desta equacio por H? podemos nos aproveitar das

definigoes (1.47) e (1.49) para escrever

> Q=1 (1.51)
i(c)

Utilizamos a notagao de indices ¢ para somar sobre componentes de energia e o

indice ¢ entre parénteses para adicionar a “contribuicao” da curvatura, lembrando

que o lado esquerdo da equagao (1.51) ndo representa o parametro total de energia
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Capitulo 1 Relatividade Geral

do universo, dado apenas por

Q=) % =1-Q. (1.52)

1.10. Constante Cosmolodgica

As equagdes de Friedmann (1.37) e (1.39) possuem um problema que foi considerado
muito grave nos primordios da relatividade geral: é dificil encontrar solugoes estati-
cas. Uma “solugao estética” é aquela que possui as caracteristicas a(t) = a(t) =0 e
nesse cenario o universo possui sempre o mesmo tamanho.

Através de (1.37) vemos que as derivadas nulas do fator de escala exigem que
p e p tenham valores tais que um seja o negativo do outro. Como esse resultado
parece nao ter um significado fisico, Einstein adicionou as suas equagoes de campo
uma constante A para enfim obter um universo estatico. As equagbes de campo
modificadas sao dadas por
1

RW—2

Ry, + Agy = 81GT,,. (1.53)

Como visto anteriormente, a adi¢do de uma constante multiplicada pela métrica
mantém a divergéncia nula no lado esquerdo da equacao, pois fizemos explicitamente
a escolha de uma conexao compativel com a métrica de forma que a derivada co-
variante da métrica seja nula. Dessa forma, a adi¢do da “constante cosmologica” A
nao impede a conservacao de energia e ¢ matematicamente correta, generalizando
as equagoes de Einstein (1.28).

A partir da equagao (1.53), seguindo o mesmo procedimento da segdo anterior,

chegamos a equagoes de Friedmann com constante cosmolégica dadas por

a d7CG A
- 1+ 3p) 4+ = 1.54
4 3 (p p) 3 ( )

(d)2—8”G _ kLA (1.55)

a 3 a? 3

Agora é possivel encontrar solugoes estaticas para o universo com p, p e A todos
nao-negativos. Embora nao seja mostrado nesse trabalho, solucoes estaticas exigem

que o valor de A seja muito finamente calibrado. Com a descoberta de Hubble da ex-
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1.10 Constante Cosmoldgica

pansao do universo essas solu¢oes passaram a figurar apenas como uma possibilidade

tedrica interessante. A origem fisica de A sera explorada nas préximas segoes.
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2. Quintesséncia

2.1. Expansao Acelerada

Vimos que a insercao de uma constante cosmologica é capaz de afetar as solugoes
da equagoes de campo de Einstein de modo a gerar um universo estatico. Como foi
descoberto mais tarde que o universo se expandia, Einstein considerou que A era
um erro vergonhoso.

Sabemos hoje que esta expansao nao sé existe como é acelerada. Entretanto,
como o valor A deve ser finamente calibrado para que a solucao estatica exista e
caso contrario podemos obter através da constante um universo acelerado, A nao
necessariamente precisa ser descartada.

De (1.52) temos, especificando cada componente do universo [5][8],
Qu+Qr+ U =1-0Q,

onde M refere-se a matéria total, R a radiagdo e A (por questoes de costume essa
virou a notagao usual) a um novo componente introduzido apés a descoberta da
expansao acelerada. Através de estudos de nucleossintese cosmolégica e e de curvas
de rotacao de galdxias [15], sabemos que Q) = Qp + Qpy = 0,3 , onde B e DM
indicam respectivamente a matéria barionica (em torno de 0,05) e um componente
conhecido como “matéria escura” (em torno de 0,25) sobre o qual atualmente sabe-se
muito pouco.

O valor de (i é praticamente constituido pela radiacao césmica de fundo, e é
praticamente desprezivel por ela ser muito fria. O valor de ., dado por (1.49), é
tomado como praticamente nulo também pois medidas das anisotropias na radiacao
coésmica de fundo revelam que nosso universo é aproximadamente plano, ou seja
k =~ 0. Desta analise e de medidas de supernovas do tipo IA, o valor do componente
restante é tal que 2 =~ 0, 7.

Por outro lado, para obtermos expansao acelerada (@ > 0), a equagao de Fried-
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Capitulo 2 Quintesséncia

mann (1.37) exige que a equagao de estado (1.42) tenha w < —1/3:

. Ar G 1
@ _ _WT (p+3p) >0 somente se w < 3 (2.1)
a

Como sabemos que A pode provocar a expansao acelerada e, como veremos na
proxima segdo, a introdugdo de um campo escalar pode ter um efeito semelhante
a ela e que respeite a condigao (2.1), vamos ver que A é um candidato natural a

componente da energia escura .

2.2. Analogia Entre A e Campo Escalar

Através do Apéndice B, vemos que é possivel relacionar a um campo escalar um

tensor momentum-energia. Tomando entao uma lagrangiana como a do apéndice,

1
L= 59" 0,00,6 +V(9), 22)

vamos mostrar que no regime de menor energia deste campo é possivel associar o

tensor energia-momentum a uma constante cosmoldgica [1].

Tomando(B.3), a configuragdo de menor energia (o vicuo do campo escalar) que
pode ser alcancada ¢ aquela onde as derivadas parciais sao todas nulas, ou seja, nao

ha qualquer energia cinética e gradiente. Ficamos assim com
T = =V (¢0)g"", (2.3)

onde ¢g é o valor de ¢ que minimiza o potencial V' (¢). Podemos associar o minimo
de potencial V' (¢p) com uma densidade de energia que chamaremos de “energia do

VACU0” pyae = V(¢p). Ficamos com
™ = _pvacguy (24)

Um outro caminho mais formal para a expressao (2.3) seria exigir explicitamente
que o vacuo seja invariante quando medido em qualquer direcdo, e assim o tnico

tensor possivel para descrevé-lo seria um proporcional a métrica.

A analogia com A vem de exigirmos que (2.4) seja equivalente a um fluido perfeito
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2.3 Equacoes de Friedmann com Campo Escalar

com tensor dado por (1.6). Vemos imediatamente que deve valer entao
P = —Puac- (2.5)

Se passarmos a constante cosmoldgica para o lado direito da equagdo em (1.53)

temos entao

1 A
RMV - §Rguy =& Tul/ — %guu
=81 (T;w - pvacg,u,u)

=81GS,u,

onde utilizamos tensores com indices inferiores e o tensor S, seria o tensor energia-
momentum usual adicionado da densidade de energia do vacuo. O mais importante

a ser notado é que acima definimos

A

vae = —— 2.6
P G (2.6)

e através disso conseguimos recuperar as equacoes de Einstein em uma forma que
inclua a energia do vacuo. Explicando de outra forma, a consequéncia de intro-
duzirmos um “fluido perfeito de vicuo” com equagdo de estado (2.5) com w = —1 é
exatamente a mesma de utilizarmos a constante cosmoldgica nas equacoes de campo
de Einstein. Este resultado inclusive é compativel com a condi¢ao (2.1) para a ex-
pansao acelerada.

E gragas a (2.6) que caracterizamos a constante cosmolégica A como uma densi-
dade de energia do vacuo que pode ser relacionada com um campo escalar no regime
de minima energia. De fato, em geral os termos “constante cosmolégica” e “energia
do vacuo” sao utilizados como sindénimos na literatura, apesar de o segundo eliminar

o equivoco de achar que a energia do vacuo deve ser sempre uma constante.

2.3. Equacoes de Friedmann com Campo Escalar

Apesar do resultado interessante da se¢ao anterior, a grande utilidade da introducgao
de campos escalares ¢ fazer com que a energia do vacuo possa variar em épocas difer-
entes da histéria do universo. Com isso, podemos adequar o decaimento das diversas

parcelas diferentes de energia do universo com os dados experimentais atuais. Essa
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¢ a grande vantagem da “quintesséncia” [9][7].

Tomando novamente a lagrangiana para um campo escalar geral (2.2), podemos
fazer restrigbes mais fracas que as que levam a (2.3) e assim é possivel chegar a
um campo escalar que tenha uma dindmica. O que foi feito antes consistia em
tomar o limite em que o campo escalar se assemelha a uma constante sem dindmica
apreciavel.

Exigimos agora apenas uma distribuicao espacial homogénea para o campo es-
calar, ou seja, 8;¢ = 8;¢ = 0. A lagrangiana fica

12

L':?—H/(d))

e se compararmos novamente o tensor de energia-momentum (B.3) com um fluido

perfeito

T = —g"' L+ g"g"70,00-0 = (p+ p)U U + pg"”,

vemos que
1 .. . . 2. 52
7% =~ (24796 +V(9)) + (~DH-1d = -Z +# + V() = 2 +V(9)
e do fluido perfeito temos
T = p.
Fazendo o anédlogo para T% = p concluimos que a densidade de energia e a pressao
desse fluido devem ser
q'52
po= 2+ V(o) 2.7
¢'2
po=" ~ V(o) 2.9

De (2.7) e (2.8), utilizando (1.42), segue que

Do + Pg

P+ pg = pe = (1+w)py >0

e assim, contanto que pg > 0, temos w > —1. Isso concorda com a condigao para

expansao acelerada (2.1).
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A conservagao de energia (1.43) leva a

o)+ 3HQ + d‘iiggb) =0

que, ap6s uma regra da cadeia, escreve-se

é+3H¢5+d‘;f) =0. (2.9)
Podemos também reescrever a equagao (1.50) levando em conta matéria, radiagao e o
campo de quintesséncia na soma das densidades de energia, ja tomando a curvatura
como plana, e escrever cada densidade de energia usando a definicdo do parametro
de densidade (1.47) incluindo as solugoes (1.44). Fazendo essas varias mudangas em

(1.50) chegamos a

Qo Qo 2

) = 12 [ () o () i V(o) (210)

onde os sub-indices 0 significam o tempo presente e surgem das (1.44).

As duas equacgoes encontradas, (2.9) e (2.10) sao as equagoes de Friedmann na
presenca de um campo escalar. Como podemos ver, a dinamica do campo escalar

esta acoplada em ambas e estd relacionada com a dindmica do fator de Hubble.

A escolha de um potencial especifico nas equacoes acima leva a muitas analises e
a uma ampla gama de comportamentos diferentes para a dindmica do universo. De
fato, sao muitos os potenciais estudados na literatura [12][10], cada um com suas

qualidades e defeitos.

2.4. O Modelo Considerado

A equagao (2.9) reproduz uma particula de massa unitaria com uma coordenada
unidimensional ¢ movendo-se sobre um potencial V' (¢) com um termo de atrito com
forca —3H gb A dindmica do campo é entao mover-se até um minimo local de V (¢)
até chegar ao repouso. Vamos estudar o comportamento do campo no potencial

simples [4]

V(g) = Mg, (2.11)
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onde a é uma constante positiva arbitraria e M é uma constante com unidades de
massa.

Para qualquer potencial que possa ser escolhido, é necessario que a densidade de
energia do campo p, seja muito menor que a da radiacao pr pois num universo
muito menor e mais denso a densidade de fétons contribui mais significativamente
com a energia. Nessa época inicial, a energia da radiacdo também era muito maior
que a de matéria nao-relativistica.

Nesse regime, como se fosse um universo dominado por radiacao, temos a den-
sidade de energia caindo com a quarta poténcia do fator de escala (1.46) o que,

através da equagao de Friedmann com k£ = 0 (1.39) fornece
a(t) oc t1/2, (2.12)
e assim temos pr o< t72. Através da definigao (1.40) temos também

1
H=—
2t

e a equagao (2.9) fica
1 3 d4a 1—a—1

A solucao para esta equacao diferencial pode ser obtida computacionalmente e é

dada por

_1
oo (@ (2 + a)® M2 e
a 6+ « ’

O que nos interessa nessa solucao é a dependéncia temporal. Ja que as dependéncias
de ¢% e V(¢) com t neste caso sdo ambas proporcionais a t=20/(+e) entdo através
de (2.7) essa também deve ser a dependéncia temporal de p, e portanto percebemos
que a tempos muito pequenos a densidade de energia do campo de quintesséncia
realmente era menor que a densidade da radiacdo pgr, proporcional a =2 gracas a
(2.12).

Conforme o tempo passa, ja vimos através dos valores possiveis de w na equagao
(1.44) que a energia da radiagao ird decair mais rapido que a da matéria. Esper-
amos entao que em algum momento na historia do universo a expansao tenha sido

dominada pela matéria, ou seja, a densidade de energia mais significativa deveria
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ser pag.
Entretanto, como vivemos em uma era onde a influéncia da energia do vacuo é
muito mais significativa que a atracao gravitacional da matéria ja que temos ex-
pansao acelerada, entao certamente p, ¢ que deve dominar para instantes de tempo
longinquos.
Novamente de (1.39) com k = 0, temos que o parametro de Hubble nessa era onde

a energia do campo de quintesséncia domina é dado por

8mGpy
3

H:

e nesse caso a equagao de movimento (2.9) é dada por

¢+ \/247Gped — aM* Ty =0 (2.13)

com p, dado por (2.7).

A solucao dessa equacao tem uma dependéncia temporal complicada mas que se
torna mais simples tomando um tempo longo, que pode ser além da época presente,
e fazendo algumas aproximacoes.

Primeiro, como o campo estd sofrendo um atrito proporcional a ¢ e estd dimin-
uindo a amplitude de ¢, podemos esperar que a partir de algum momento o termo
cinético em ¢? seja insignificante com relacdo a V(¢), de forma que aproximamos a
densidade de energia ps como

po= L4 V(O) R V(0) = Mg

Em segundo lugar, podemos esperar que o termo inercial proporcional a ¢ torne-se

insignificante perto do atrito e do potencial. A equagao (2.13) pode ser entdo escrita

como

V2ATGM*Hag—ad = aM* gt

e assim

. aM2+a/2¢—a/2—1

¢ V24r QG

A solugao para a equagao diferencial (2.14) acima em geral depende de uma re-

(2.14)
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definicao do zero do tempo para evitar uma constante de integracao que possa ser
adicionada a t. A (2.14) pode ser integrada para encontrarmos entao a solugao

1/(24a/2)
6= M (OW) : (2.15)

V24rG

Podemos agora checar que as aproximagoes feitas para encontrar a solugao (2.15)

sdo sensatas. Derivando uma vez e elevando ao quadrado a (2.15) podemos ver que

$? o t~(2+)/(2+a/2) enquanto V(¢) o t~*/2+2/2) de forma que o termo cinético

realmente decai mais depressa que o potencial em (2.7). Derivando novamente,

vemos que ¢ ox ¢~ 3T/ (+a/2) “enquanto dV (¢)/de o« t~1+0)/2Te/2) o que também
justifica a eliminacdo do termo ¢ em (2.13).

Enfim, através da solug¢do(2.15) temos que

p¢ X t—oc/(?—i—a/?)

ird dominar a expansao para tempos muito longos, e da equagao de Friedmann (1.39)

temos

a o $—0/2(2+a/2)
a Y

que leva finalmente a
Ina oc t¥/+e/2), (2.16)

Podemos comparar esse resultado ao de um universo no qual a energia do vacuo ¢
constante, na forma de uma constante cosmolégica. Para este ultimo caso, terlamos

através da eq. de Friedmann (1.39) com k = 0 e p constante o resultado

a(t) oc et
com H = 8rGp/3, de forma que
Ina xt. (2.17)

O fator de escala no modelo com energia do vacuo varidvel dado pelo potencial
(2.11) também cresce e o modelo recupera a evolugao da histéria térmica. A questao

de a energia do vacuo ser constante, como uma constante cosmolégica A, ou var-
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iavel ainda estd em aberto atualmente. As pesquisas cosmoldgicas atuais dependem
bastante de novos dados observacionais e grandes surveys e novos instrumentos es-
tao sendo produzidos para este fim. Nos préximos anos, é possivel que o cendrio

cosmolégico sofra mudangas interessantes.
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Conclusao

A equagao de Friedmann com campo escalar (2.9) foi realmente capaz de recuperar
a evolucao temporal das varias densidades de energias do universo, cada uma para
sua respectiva componente (radiagdo, matéria, etc.).

Além disso, a introdugdo do campo escalar no tensor T*” recuperou a sucessao en-
tre as fases de dominancia das densidades de energia, preservando a histéria térmica
do universo compativel com os dados experimentais atuais. Relacionar a energia do
vacuo com a energia escura através de um campo escalar mostrou ser eficiente.

Sobre a relacao entre a evolugao do fator de escala com campo escalar (2.16) e o
fator considerando A constante (2.17), é facil ver que com o campo o crescimento
de a(t) é mais lento. Como uma forma de decidir entre qual deles é mais adequado
a realidade experimental, poderiamos, por exemplo, calcular a idade do universo
nos dois casos e verificar qual possui concordancia mais proxima com os dados
observacionais.

Segundo a literatura, no entanto, mesmo campos escalares podem nao dar conta
de resolver os maiores problemas da cosmologia atual. Mais dados serao gerados
no futuro proximo através de grandes novos projetos experimentais e surveys como
o DES (Dark Energy Survey), o JPAS (Javalambre Physics of the Accelerating
Universe) e grandes e modernos interferometros de ondas gravitacionais, apenas
para citar alguns exemplos. A cosmologia futura sera muito beneficiada com essa

grande quantidade de novos dados.
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A. Transformacoes de coordenadas
A
de V, ely,

A regra de transformacao tensorial exige que um tensor geral Tal"'a’“ﬁl_._ 5, transforme-

se como

o/l...oz;C . (%Ua/l al’a;C 8.1'61 al’ﬁl
BB Qaen T Qo AP 9l

aj...op
T T By

Queremos entdo que a derivada covariante siga a mesma lei de transformacao. A

adicao da conexao nesta derivada ficara clara ao longo do procedimento.

Vamos tomar o caso V,V" e os casos mais gerais serao analogos. Seja entao

VoV =0,V + 1%, V¥

ozt 0 [0z s (02N |
- Ozt Qxe (8;1:” v ) v (8:6’\‘/ >

ozt 0%z ozt Ozr”' , oz
=V = 9, VV+T% ,—V* Al
OxH dxrox” + oxt Oxv M v oz (A1)
B A

onde o termo (A) ¢é a transformacao correta da derivada parcial porém adicionada
do termo (B), e mostramos entdo que a derivada parcial ndo é um bom operador
tensorial. O termo com o I' ainda nao foi transformado na expressao acima. Como
dissemos que a transformacao deve estar correta, entao o lado esquerdo da equagao

acima deve ser escrito como

ozt oz’ v ozt oz’ Ozt Oz”'

—— ——V, V= — V" + TV
oxt Ozv M oxt Oxv + Ozt dgv M
c

onde o termo (C) é igual ao termo (A), e podemos corta-los de cada lado da equagao.
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Reescrevendo os dois lados, o que temos é

ozt Oz”' oxt 0%z” oz
02" 02" gy 00t Dy 077
Ozr dxv M T 9aH Qrrdx v oz

v—A

V)\

onde renomeamos o indice mudo v como A no termo indicado. Esta expressao deve

ser valida para qualquer vetor V*, entdo vamos elimina-lo nos dois lados

/ / /
0¥ Ozt 9xv Ozt §*a”
!yl - T N A A~ -
N9 T Qar Qxv M Ok’ Qarda

Multiplicando pela transformacio inversa dz*/dx* dos dois lados chegamos a

!
y ozt 9> dx¥' _,  Ox* Ozt O*a”
)y = — —
NET g 9aN 9xr - M 9xN Qxt Dardx

(A.2)

que € claramente a transformacao tensorial de I' , mais um termo esptrio que torna
a conexao um objeto nao-tensorial.

A conexao foi construida justamente para ser nao-tensorial, portanto nao iremos
dar muita preocupacio com o lugar onde escrevemos seus indices. E facil ver que
inserindo (A.2) em (A.1) os termos que nao sao tensoriais se anulam, e portanto

nossa derivada covariante é sim um operador propriamente tensorial.
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B. Descricao de um campo escalar

Num sistema com um nimero finito de graus de liberdade, podemos escrever uma
funcao lagrangiana L com coordenadas generalizadas chamadas gi(t), onde k£ é um
indice discreto [6].

Por outro lado, num sistema com infinitos graus de liberdade precisamos de coor-
denadas generalizadas que sejam variaveis continuas. Escrevemos essas coordenadas
como ¢(z,t), onde x é, por exemplo, a posi¢do. J& que a lagrangiana L é uma soma
sobre todos os graus de liberdade de um sistema, precisamos definir a lagrangiana de
um sistema continuo como a integral espacial de uma funcao £ chamada “densidade
lagrangiana”. Cada uma das r varidveis ¢, é chamada de “campo”.

Tomando uma densidade lagrangiana simples dependente apenas de ¢, e de suas

derivadas parciais 0,0, = 9o, /0x%, podemos escrever
)

L= £(¢r> aaqbr)'

Seja a acao S(€2) em uma regiao €2 4-dimensional dada por

S(Q) = /Q DLy, 0ud).

vamos exigir que a a¢ao seja estaciondria, ou seja 05(2) = 0 com ¢,(x) — ¢.(x) +
dé,(x), com d¢,(x) = 0 na hipersuperficie I'(2) que delimita a regiao 2.

Temos entao, usando a regra da cadeia,

or or
5S(0) /Q diz ( S0+ (Wa(aa@)) |

Usando 6(0,¢,) = 0,(0¢) e integrando o segundo termo por partes temos

N . oL
o5 = /Qd g (a@ a"@(@m)) 00t )

0

(B.1)

F(Q)7
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Capitulo B Descrigao de um campo escalar

onde o termo assinalado é nulo porque a variacao de ¢, é nula na superficie I'(€2).
A agdo ¢é estaciondria apenas se a expressao (B.1) for nula, o que implica direta-

mente nas equagoes de movimento dos campos, dadas por

8—£ — 8aia£ =0, (B.2)
0, 9(9atr)
também conhecidas como equacoes de Euler-Lagrange.

Tendo uma densidade lagrangiana para um campo podemos entao determinar as
suas equagoes de movimento. Na teoria quantica de campos, o campo mais simples
que podemos descrever é um campo escalar real. Excitacoes desses campos apds
a quantizagdo sao interpretadas com particulas de spin nulo, e cada particula é
sua prépria antiparticula. Tomando no lugar disso um campo complexo, podemos
obter particulas e antiparticulas de cargas opostas. Campos escalares sao tteis para
representar, por exemplo o méson 7.

Um exemplo classico é o campo (real) de Klein-Gordon:
1 v 1 242
L=59"0,00,6 — 5m ¢,

que representa bésons de spin 0 e massa m.

Podemos tomar a lagrangiana de um campo escalar geral como

L= 24" 0,00,6+ V(9

onde o potencial V(¢) pode ser especificado para obter comportamentos diferentes

do campo. Para esta lagrangiana geral, o tensor energia-momentum ¢ dado por

T = —g"" L + g""§"? 0,00, ¢. (B.3)
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