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(fX Vil du)l/p < oo. A indicacdo da medida é omitida quando for a
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F denota a transformada de Fourier generalizada.

U é o operador unitario que transforma a representacao da posicao em
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RESUMO

Os Espacos de Hilbert Equipados (EHE) sao uma construgao desenvol-
vida por Israel Gelfand e colaboradores que envolve a teoria das distribuicoes de
Laurent Schwartz e os espacos de Hilbert. A construgao é realizada a partir de um
espaco de Hilbert H e de um subespaco denso & C H, no qual a estrutura de espaco
vetorial topologico é definida de modo que a inclusao seja continua. A inclusao
continua é responsavel pela inclusao continua do dual H' C ®’ e, a partir da identi-
dade H = H’, pela cadeia de inclusdes & C H C ¢’ denominada tripla de Gelfand.
Quando ¢ é também um espaco nuclear, a construcao de Gelfand nos permite uma
generalizacao do teorema espectral para operadores auto-adjuntos os quais tratam
o espectro continuo e discreto nas mesmas condicoes. Nessa dissertagao, a constru-
cao explicita do EHE para a Mecanica Quantica do poco potencial quadrado sera
revista, bem como a natureza de seus objetos no formalismo de Dirac (bras e kets).
Este potencial foi escolhido como o caso mais simples no qual um tratamento igual

dos espectros continuo e discreto é obtido através da teoria.



ABSTRACT

The Rigged Hilbert Spaces (RHS) are a mathematical construction de-
veloped by Israel Gelfand and collaborators which involves Laurent Schwartz’s The-
ory of Distributions and Hilbert spaces. This construction is accomplished by the
choice of a dense subset ® of a Hilbert Space H, & C H, on which the structure
of a topological vector space is defined, such this embedding is continuous. This
embedding is responsible for the continuous embedding of the dual space H' C @’
and, by the identity H' = H, for the chain of continuous embeddings ® C ‘H C P’,
known as Gelfand’s triple. When & is also a nuclear space, Gelfand’s construction
allows a generalization of the spectral theorem for self-adjoint operators which tre-
ats the continuous and discrete spectra on the same footing. On this dissertation,
the explicit construction of RHS for quantum mechanics’ finite square well potential
will be reviewed as well as the nature of its Dirac’s formalism objects (bras and
kets). This potential was chosen as the most simple case where an equal treatment

of continuous and discrete spectra is achieved by the theory.
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1 INTRODUCAO

No presente trabalho estudaremos o problema do Poco Potencial, o qual
nos fornecerd um importante exemplo do espago de Hilbert Equipado gerado por
um hamiltoniano de Schrédinger. Para tanto, alguns importantes conceitos serao
apresentados, baseando-se no que é apresentado em [1] e [2], a fim de preparar o
leitor para o que segue. Algumas das demonstracdes dos teoremas sao omitidas,
mas as mesmas encontram-se nas referéncias dadas acima. Espera-se um pouco de
paciéncia por parte do leitor, pois o desenvolvimento do capitulo 2 é mais geral do
que o necesséario para o caso estudado, porém o investimento retorna na forma de

uma maior compreensao de como atacar outros problemas.

Sera analisada a equacao de Schrodinger que governa o comportamento
de um sistema quantico em qualquer tempo. Essa equacgao é dada por:

(1) = Holt), (L1)

com H sendo o hamiltoniano do sistema e ¢(t) denota o valor da fungdo de onda ¢

no tempo ¢.

O objetivo do trabalho é mostrar que o espago de Hilbert Equipado
(EHE) é a estrutura que suporta todas as manipulagbes mateméticas necessarias
no estudo de nosso problema. Sera mostrado que os kets |E);, i = 1,2, podem ser
vistos como funcionais anti-lineares continuos sobre o espaco de funcoes de onda @,

isto &, |E); € &, i =1,2.

O Teorema Nuclear Espectral [3, 4] apenas assegura a existéncia dos
autovetores generalizados |E), mas nao nos diz como construi-los ou como construir o
espaco @, o qual é antecipadamante dado. Neste trabalho, forneceremos um exemplo

de um hamiltoniano com espectro discreto e continuo nas quais essas quantidades



sdo explicitamente construidas. Faremos uso da Teoria de Sturm-Liouville (Teoria

de Weyl) [2] para achar o EHE do nosso problema.

Aplicando & teoria de Sturm-Lioville & equagao de Schrodinger do pogo
potencial, obteremos um dominio D(H) no qual o hamiltoniano é auto-adjunto. As
fungoes de Green, o espectro e a transformagao unitaria que diagonaliza nosso ope-
rador também serao calculados. A diagonalizacao do hamiltoniano nos permitira
obter uma representacao (espectral) da energia e uma decomposicao integral direta
do espaco de Hilbert induzida pelo nosso hamiltoniano. Veremos porque esta de-
composicao integral direta nao é suficiente para os propositos da Mecanica Quantica

e porque o EHE é necessario. Em seguida, vamos construir o espaco ®. O EHE
®CHC P (1.2)

do poco potencial seguird. Kets de Dirac serao interpretados como elementos de ®*
e o funcional Delta-Schwartz aparecera na representagao (espectral) da energia da

tripla (1.2). A exposigao é semelhante em alguns pontos a proposta dadas por de la

Madrid [5].



2 PRELIMINARES

2.1 Algumas Caracteristicas da Mecanica Quantica

Em mecanica quantica, uma particula no R" tem seu comportamento

descrito pela funcao de onda
Y(x,t) e C (x,t) e R" xR (2.1)

com z correspondendo a um ponto no espago e t o tempo. A quantidade p;(x) =
|¢)(x,t)|* é interpretada como a densidade de probabilidade da particula no tempo

t. Em particular, ¢/ deve ser normalizada, como segue

/ [Y(z,t)|*d"z =1, tcR. (2.2)

A localizagao da particula = é uma quantidade que pode ser observada (i.e, medida)
e por essa razao ¢ denominada observavel. Devido a interpretacao probabilistica,

ela também é uma variavel aleatoria, cujo valor esperado é dado por

Ey(x) = / |z, 1)2d . (2.3)

Na pratica, em situacoes experimentais nao ¢ possivel medir z diretamente, no
entanto é possivel medir algumas funcoes de x. Por exemplo, é possivel checar se
a particula estd dentro de uma certa area €2 do espaco. Nesse caso observavel é a

fungao caracteristica xq(x) desse conjunto. Em particular o namero

Boxo) = [ xo@lte.0fds = [ o 0P 2:4)

corresponde & probabilidade de achar a particula dentro de Q C R3. Ressaltamos
que, em contraste & mecanica classica, a particula nao é mais localizada em um certo
ponto. Em particular, a variancia Ay (z)? = Ey(x)? — Ey(x)? é sempre diferente de

Zero.



Em geral, o espaco das configuracoes possiveis de um sistema quéntico
(também habitualmente denominado "espago de fase de um sistema quantico") é
um espaco de Hilbert H, e os possiveis estados do sistema sao representados pelos
elementos ¢ com norma um, ||¢/|| = 1. Um observével a corresponde a um operador
linear 7" no espaco de Hilbert e seu valor esperado, se o sistema esta no estado v, é

dado pelo ntmero real
Ey(T) = (¢, Tv) = (T, ), (2.5)
com (-, -) denotando o produto escalar de H. Analogamente, a variancia é dada por
Ay(T)? =Ey(T?) — Ey(T)* = [|(T — Ex(T))¢|[*. (2.6)

Note que Ay (T) vai a zero se, e s6 se, ¢ for uma auto-fungdo correspondendo ao

auto-valor E, (1), isto é, Ty = E,(T).

Do ponto de vista fisico, a equagao (2.5) deveria fazer sentido para
qualquer ¢ € H. Entretanto, nao é isso o que ocorre. Como exemplo podemos

considerar o caso de uma fun¢ao de onda da forma ¢ (z) no espacgo

1 1
B ﬁ V1422
de Hilbert L2(R), |[¢||4* = 1. A acfio do operador posicio sobre essa funcio de

onda corresponde a funcao que claramente nao é de quadrado inte-

1 T
NV e
gravel (entretanto o observavel representado pela funcao caracteristica xo como em
(2.4) estaré definido para qualquer compacto Q C R). O principal motivo para este
problema é que E,(x) pode alcancar valores arbitrariamente grandes se a particula
nao estiver confinada em um dominio finito, o que nos remete a operadores nao limi-
tados. Mas operadores nao limitados nao podem ser definidos em todo o espago de
Hilbert de maneira natural pelo teorema do grafico fechado. Portanto, T' s6 estaré
definido em um subconjunto D(T') C ‘H chamado de dominio de 7. Como queremos
que T seja denso pelo menos na maioria dos estados, D(T') deve ser denso. Entre-

tanto, nao ha uma prescrigao geral de como encontrar o operador correspondente de

um observavel dado.



Agora voltando a evolucao temporal de um sistema quantico. Dado um
estado inicial ¥(+,0) do sistema, deveria haver uma unica (-, t) representando o

estado do sistema no tempo t € R. Vamos escrever

¢<'7t) = U(t)w(vo) (27)

Além disso, segue de experimentos fisicos que a superposicao de estados é preservada:
ou seja, U(t)(ayt1(+,0) — agtha(+,0)) = aythi (-, 1) — oo+, t)(|ar|* + |aa]?* = 1). Em
outras palavras, U(t) deveria ser um operador linear. Uma vez que v(-,t) é uma

func¢ao de onda para um sistema quéntico (ou seja, |1 (-, t)|| = 1), U deve satisfazer

U@ = 11l (2.8)

Operadores que satisfazem (2.8) sdo denominados operadores unitarios. Assumindo
a unicidade de solucoes para o problema de valor inicial, o operador U ainda deve

satisfazer as seguintes propriedades
U0)=1, U(t+s)=U)U(s). (2.9)

Uma familia de operadores unitarios U(t) que satisfazem essas propriedades é deno-
minado grupo unitério a parametro. Além disso, é natural assumir que esse grupo

é fortemente continuo, ou seja,

lim U(t)y = Uto)t, ¥ € H. (2.10)

t—to

Grupos que satisfazem essa propriedade possuem um "gerador infinitesimal" que é

o operador definido como
Hy =lim (U0~ ), D(H) = { € H: lim s (U()y — existe}.  (211)

Esse operador é denominado operador hamiltoniano e corresponde a energia do

sistema. Se ¥(+,0) € D(H), entao 1 (-,0) é uma solu¢ao da equagio de Schrodinger

d
ih (-, 8) = Hip (1), (2.12)



onde fi &~ 1.05457 x 1073*Js. De acordo com Teschl [1], a exposi¢ao apresentada até

aqui permite estabelecer os seguintes axiomas para a mecanica quantica:

Axioma 1. O espaco de configuracao de um sistema quantico é um
espaco de Hilbert complexo separavel H e os possiveis estados do sistema sao repre-

sentados pelos elementos de 7 com norma um.

Axioma 2. Cada observavel a corresponde a um operador maximal T’
definido em um subconjunto denso D(T"). O operador correspondendo ao polinémio
Pu(a) = Y gajal,a; € R 6 Po(T) = Y1y, T, D(P(T)) = D(I™) = {¢ €
D(T)|Ty € DT 1)} e T =1

Axioma 3. Os valores esperados de uma medicao de 7', quando o

sistema estd no estado ¢» € D(T), é dado por (2.5), o qual deve ser real para toda

v € D(T).

Axioma 4. A evolucao do tempo é dada por um grupo unitério a
parametro fortemente continuo U(t). O gerador desse grupo corresponde a energia

do sistema.

Os Axiomas 2 e 3 implicam que os observaveis correspondem & operado-
res auto-adjuntos, pois estes operadores sao maximais, isto é, nao possuem extensoes
simétricas. Assim, esses operadores sao de grande importancia na mecanica quan-
tica por essa razao descreveremos algumas de suas propriedades basicas na subsecao

seguinte.

2.2 Operadores Auto-adjuntos

Seja ‘H um espaco de Hilbert. Um operador linear é um mapeamento

linear

T :D(T) — H, (2.13)



onde D(T') é um subespago linear de H, chamado dominio de 7. O operador é

chamado limitado se a norma do operador

IT]] = sup |[T¢|l=sup [, Ty)| (2.14)
=1 =l wll=1

for finita.

Observacao 1. A segunda igualdade € obtida a partir da desigualdade |(1, T'p)| <
[|U|[||T¢|| na situagiao em que T = 21 para algum z € C.

Se T é limitado, nao ha restrigoes em assumir que D(T) = H, nesse
caso o produto de operadores é definidos naturalmente; ou seja, 1175y = Ti(T»1))

para ¢ € D(T113) = {¢) € D(13)[T € D(T1)}.

Um operador linear 7" densamente definido é chamado simétrico (ou

hermitiano) se

(p, Ty = (T'o, ), ¥, € D(T). (2.15)
A justificativa para esta definicio vem do seguinte lema.

Lema 2.2.1. Um operador T' densamente definido é simétrico se e somente se a

forma quadrdtica (3, Tv), 1 € D(T) for real.

Demonstracao Seja qr(v) = (¢, Tv), 1 € D(T). A equacio (2.15) im-

plica que Im(qr(¢))) = 0. Inversamente, tomando a parte imaginaria da identidade

ar(¢ +ip) = qr(¥) + ar(e) + i((, To) — (@, T)) (2.16)

mostra que Re(Ty,v) = Re(p,T1). Substituindo ¢ por ip na tltima equacao
mostra que Im(Tp, 1) = Im{p,T7) e conclui a demonstragao. [

Em outras palavras, um operador 7" densamente definido é simétrico se

e somente se

(0, Tp) = (T, ), & € D(T). (2.17)

7



Isto ja reduz a classe de operadores admissiveis para a classe de opera-

dores simétricos pelo Axioma 3.

Pelo Axioma 2, T deve ser maximal; ou seja, se T & um outro operador
simétrico tal que T'C T, entdo T = T. Aqui escrevemos T C T se D(T) C D(f) e
Ty = va para todo ¢ € D(T). O operador T & chamado uma extensdo de T nesse
caso. Além disso, escrevemos T = T se as relacoes T CTeTC T forem satisfeitas

simultaneamente.

O operador adjunto 7" de um operador linear T definido densamente
é definido por
D(T') = {beHBeH: (), To) = (b9) Vo eD(T)},  (2.18)
Ty = 4.
O requisito de que D(T') seja denso implica que 7" é bem definido. Entretanto, note

que D(T") pode nio ser denso em geral.

Claramente temos (aT") = aT” para a € C e (T1 +Tz) 2 T{ + T4 com
a condi¢ao que D(Ty +Ty) = D(T1) N'D(T) seja denso. Entretanto, a igualdade nao

se manterd em geral a menos de um operador limitado.

Para operadores simétricos temos T" C T". Se, além disso, T = T’,

entao 1" é chamado auto-adjunto.

A existéncia e construcao de operadores auto-adjuntos para operadores
nao limitados definidos em subespacos de um espaco de Hilbert H envolvem a anéalise
dos "subespagos de deficiéncia" e a imposicao de condicoes de contorno. No restante

desta subsecao essas questoes serao tratadas.

Definigao 2.2.1. Seja T um operador com dominio denso em H e T’, com dominio
D(T"), o seu adjunto. Os espagos de deficiéncia positivos e negativos de T sao

definidos respectivamente por
D, ={feDM)T'f=if}t e D_={feDI)T'f =-if} (2.19)

8



e suas dimensoes (finitas ou infinitas) sao simbolizadas por ny e n_, denominados

indices de deficiéncia positiva e negativa respectivamente.

Uma caracteristica importante dos espacos D, e D_ é o fato de serem

subespagos fechados de D(T”), de fato ( [2,lema X11.4.10]) D(T") = D(T)®D.&D_,
sendo T o fecho de T, definido como a menor extensdo simétrica fechada de 7. Por
sua vez, T é também a restricio de T" ao fecho de D(T) no espaco de Hilbert
formado por D(T”) com produto interno dado por (z,y) = (z,y) + (Tz, Ty) ( ver
2, lema XII.4.8]).

Essa decomposicao permite identificar a seguinte situacdao: se n, =

n_ =0 (ou seja D, = D_ = (}) entdo a tnica extensdo auto-adjunta de 7' ¢ T = T".

Nas demais situagoes a existéncia de extensoes auto-adjuntas depende
da necessidade de que os indices de deficiéncia sejam iguais n, = n_ e da imposicao

da condicdo de contorno sobre D(1").

Definicao 2.2.2. Um "valor de fronteira” para o operadorT" é um funcional linear
continuo no espaco de Hilbert D(T") (munido do produto interno definido anterior-

mente ) que se anula quando aplicado em elementos de D(T)

Lema 2.2.2. Seja T' um operador simétrico com indices de deficiéncia ny,n_ fi-
nitos. O espaco dos funcionais valor de fronteira para T € um espaco de Hilbert
de dimensao ny +n_. Um conjunto Ay, As, .., A de valores de fronteira € linear-
mente independentes se, e sd se, ezistirem elementos 1, ..., € D(T") tais que
det(Ai(p;)) # 0 ou se, e so se, para qualquer conjunto de k complexos ay, ..., o,

existir um x € Dy @ D_ tal que A;(z) = oy, = 1,..., k.

Demonstracao: A demonstracao segue das propriedades usuais de espa-
cos vetoriais de dimensoes finitas e da decomposicao do espaco de Hilbert associado
ao dominio D(T") (com produto interno (z,y)* = (z,y) + (T"x,T"y)) com a soma

direta D(T") = D(T) P D, P D_, onde D, e D_ sio os espacos de deficiéncia de 7.

9



O fecho do operador T', T' é definido com a menor extensao fechada de um operador
simétrico T' com dominio denso, ele também pode ser extendido como a restricao de

T' caracterizada pelo fecho de D(T') no espacgo de Hilbert D(T"), ou seja D(T’) é um

subespago linear fechado de D(T").

Quanto aos subespacos D, e D_, suponha que {x,} é uma sequencia
de elementos de D, que converge para um = € D(T"), entdo a sequencia de pares
{[Xn, T'zp)} = {[xn, iz,]} € D(T") (grafico do operador T") converge para [z,iz] =
[z, T"z], pois T" &€ um operador fechado. Assim, T"x = iz, ou seja, x € D, e portanto

D, é fechado. O mesmo ocorre com D_.

Falta provar que D(T), D, e D_ sao mutuamente ortogonais e que sua

unido é igual a D(T"). Sejam g € D(T),y, € Dy,y_ € D_,

(y,y4)" =

= (yys) + (y,iT"yy)
= (y,u4) + (y,7%y4) =
(2.20)
O mesmo ocorre com o produto (y,y_)*.
Por fim,
(y-H y—)* = (y-l-a y—) + (T/y+>T/y—)
= (Y, y-) + (iys, —iy-) =0 (2.21)

Isto confirma a ortogonalidade mitua e que D(T) P D, PD- C D(T"). O final
da prova consiste em verificar que o elemento nulo é o tnico ortogonal aos trés

subespacos.
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Suponha que £ é ortogonal a D(T), Dy e D_. Entao para todo y €
D(T), (y,6)" = (y, &) + (T"y,T'€) = 0, ou seja, (y,&) = —((T"y, T'€)). Uma vez que

(-,€) ¢ um funcional linear continuo definido em subespago denso de um espaco de

Hilbert, segue que T"T"¢ = —€.

Segue que (I +T'"T)¢ = (I +iT")(I —iT")¢ = 0. Expandindo os termos

do lado direito temos que
(I —iT")¢ +iT'(I —iT)E =0 (2.22)
T'(I —iT")e = i(I — iT')E, (2.23)

e conclui-se que (I —i1")¢ € Dy. Além disso, se y; € D, entao

0=({y+)" (& ys) + (T TMyy)
= (§&ys+) + (T iy

(& y+) —i(T7€, y4)

(1 =T yy)
Como (I —iT")¢ € D,, a ultima igualdade ba expressao anterior implica (I —i1")§ =
0. Segue que T'( = —i&, ou seja & € D_, mas por hipotese £ é ortogonal a D_,
portanto & = 0 e consequentemente D(T") = D(T) P D, P D-. |

Definicao 2.2.3. (i) Se A é um valor de fronteira para T, entdo a equagio A(x) =0,

xz € D(T"), € denominada "condi¢ao de contorno”.

(i1) Um conjunto de condigdes de contorno A;(x) =0, i =1,2,...k é

denominado linearmente independente se os valores de fronteira {A;}F_, o forem.

(11i) Um conjunto de condi¢oes de contorno A;(xz) =0, i=1,2,....k é
denominado simétrico se as equagoes A;(x) = A;(y) =0, z,y € D(T") implicarem

(T’J],y) - (J],T’y) = 0.

Lema 2.2.3. Seja T um operador simétrico cujos indices de deficiéncias n, en_ sao

finitos. O espaco de valores de fronteira para T é um espaco de Hilbert de dimensdo
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ny+n_. Um conjunto Ay, ..., Ay de valores de fronteira € linearmente independentes
se, e s0 se, existem elementos 1y, ..., em D(T") tais que det(A;(v;)) # 0; ou, se,
e so se, para qualquer conjunto de numeros complexos aq, ..., qp, exriste um x €
D, @PD_ tal que Aj(x) = i = 1,..,k; ou, se, e s se, a matriz (A;(¢;)) € de

ordem k, onde 1, ...,y € qualquer base para D, @ D-_.

Demonstragao: Seja A um funcional valor de fronteira qualquer para o
operador diferencial formal {. Uma vez que [ é real, D(Lj) é fechado pela operacao
de conjugacdo, de modo que o funcional A, definido por A(f) = A(f) é também

um funcional valor de fronteira pra [. Assim, o funcional A pode ser escrito como

A= (A%Z) +i (AQ_Z_Z) (2.24)

e [ admite um conjunto completo A, ..., A, de valores de fronteira reais e linearmente

combinagao linear

independentes.

De acordo com o lema ([2,XI1.4.23]) a forma bilinear (If,g) — (f,lg)

pode ser escrita unicamente como

p
ij=1
onde ¢;; = —¢j;. Como os valores de fronteira A; sao reais e as constantes ¢;j sao
nicas, segue que ¢;j sao também reais, o que implica ¢;; = —c¢;; e ¢;i = 0.

No caso, (iv) ndo ha funcionais valor de fronteira para [, de modo que

fica evidente de (2.25) que (If,g) = (f,1g), f.g € D(Ly).

Nos casos (ii) e (iii) ha dois funcionais valor de fronteira e um dos

extremos e de (2.25) segue pela inclusao de termos multiplicativos

(ILf,9) = (f,lg) = Ai(f)A2(g) — A2(f)Ai(g) (2.26)

No caso (i), segue que é possivel escolher um conjunto completo de

funcionais valor de fronteira reais {A;, A, A3, Ay} = {C1,Cs, Dy, Do}, linearmente
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independentes, onde 7 e (5 sao valores de fronteira em a, D; e Dy em b. Re-

escrevendo (2.25) em termos desses funcionais vé-se que existem termos da forma

T (C’i(f)Dj(g) — C’i(g)Dj(f)>. No entanto esses termos se anulam. Como exem-
plo, pode-se supor que T1; #= 0. E possivel determinar uma funcio f € D(L}) tal
que C1(f) =1,Cy(f) = 0 e tal que f se anula em uma vizinhanga de b. De maneira
analoga, existe uma fun¢ao g € D(Lj) tal que Di(g) =1, D2(g) = 0 e g se anula em
uma vizinhanca de a. De acordo com a férmula de Green, para essas funcoes tem-se
que (If,g)—(f,lg) = 0. Por outro lado, a partir de (2.25) (If,g)—(f,lg) = T11 # 0,

uma contradicao. Esse argumento é valido para os demais indices ¢, j.

Portanto, segue que apo6s a inclusao de termos multiplicativos é possivel

escrever

(Lf9) = (f.lg) = C1(f)Ca(g) — Co(f)Ci(g) + Di(f)D2(g) — D2(f)D1(g)-

Lema 2.2.4. Seja T um operador simétrico com indices de deficiéncia ny e n_

finitos. Seja Ay, ..., A, um conjunto completo de valores de fronteira para T'. Entao

a forma bilinear {z,y} = —i{(Tz,y) — (z,Ty)} pode ser expressa de forma tnica
como
p —
ij=1

de maneira que os coeficientes satisfazem a equacdo oj; = 0y;.

Demonstracao: Utilizando o lema 2.2.3, sejam 11, ..., ¥, elementos de
D, @ D_ tais que A;(¢);) = d;, onde 6;; = 1sei = je d; =0sei#j. Segue
que v; sdo linearmente independentes e formam uma base para D, @ D_. Seja
a;j = {1, ¥}, entdo, desde que {z,y} = m, segue que «;; = 05;. A equacdo
(2.27) é satisfeita toda vez que = e y sdo escolhidos dentre os elementos 1y, ...¢,.

Assim (2.27) se mantém para todos x e y em D, @ D_, desde que ambos os lados
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de (2.27) sao bilineares. Mas da defini¢do 2.2.2 e de {z,y} = —i{(T"z,y) — (x,T"y)}
temos que os dois lados de (2.27) vao a zero se x ou y esta em D(T), o resultado
segue em vista da decomposicio de D(T") = D(T) @ D, @ D- que foi demonstrada

no lema anterior. [}

A partir dessas defini¢coes, a forma mais geral para uma extensao auto-

adjunta para o operador 7" ¢ dada por ( [2, teorema XII1.4.31]).

Teorema 2.2.1. Seja T um operador simétrico com indices de deficiéncias finitos
dados por ny = n_ = n. Seja p1,...,p, uma base ortonormal para D,, e seja
U1, ..oy Uy uma base ortonormal para D_. Seja Bi(x) = (x,¢;) e Ci(z) = (z,v;)
para x em D(T") e 1 < i < n. Entdo qualquer extensio auto-adjunta de T ¢ a

restricao de T para o subespaco de D(T') determinado pelas condicées de contorno
j=1

onde (0;;) € qualquer matriz que satisfaca Z;'L:1 0:i0r; = 0. Além disso, qualquer

restricao de T' com essa estrutura é uma extensdo auto-adjunta de T.

A demonstragao deste teorema nao nos interessa neste momento, porém
é importante notar que no capitulo seguinte, a forma que este teorema assume no
caso dos operadores diferenciais serao, no nosso caso particular, os operadores de

Schrédinger.

2.3 Operadores de Sturm-Liouville

Nesta secao ilustraremos alguns resultados obtidos de um exemplo par-

ticular: o operador diferencial formal de Sturm-Liouville

d d

(o) = (~ @) @)+ V@S@)) o ol € ACu(D), (229
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onde I C R é um intervalo com extremidades a e b. O caso p = 1 pode ser visto como
o modelo de uma particula em uma dimensao sujeita ao potencial V' (em unidades

fisicas convenientes).

O adequado espaco de Hilbert é

b
13((a,b),dx), (f.g) = / f(2) g(a)de. (2.30)

De acordo com a demonstracao do teorema 2.3.1 serd necessario exigir

1
loc

1
loc

p € L, (I)seja positivo e ¢ € L, (I) seja real. (2.31)

Se a ¢é finito e se p~t,q € L'((a,c))(c € I), entao a equagao de Sturm-
Liouville (2.29) é chamada regular em a. Analogamente para b. E se esta equacao

é regular em a e b, ela é chamada regular.

O dominio maximal de definigao para [ no L*(I,dx) ¢ dado por
D(L) = {f € L*(1,dx)|f,pf € ACi.(I),lf € L*(I,dx)}. (2.32)
Nao é claro que D(L) é denso, essa questao serd tratada mais adiante.

Como estamos interessados em extensoes auto-adjuntas para o operador
diferencial formal (2.29), faremos alguns calculos. Usando a integragdo por partes

(duas vezes), obtemos a identidade de Lagrange (a<c<d<b)
/ "9y = Welg. ) — Walg, ) + / @)y, (2.3
para f,g,pf" € ACj(I), sendo
Walfio fo) = (U3 — £152) (@) (2.34)

chamado de Wronskiano modificado.

A equagao (2.33) também mostra que o Wronskiano de duas solu¢oes
Uy, us de lu = zu z € C é constante, além disso o Wronskiano é nao-nulo se, e s

se, Uy € uy forem linearmente independentes.
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Se tomarmos f,g € D(L) em (2.33), entdo podemos tomar os limites

c— aed— b, resultando em

<g7Lf>:Wb(§7f>_Wa(§7f>+<Lgaf>7 f,gED(L> (235)
Observagao 2. Na expressao (2.35) W,(q, f) deve ser entendido como um limite.

Agora recordamos um importante resultado sobre equacoes diferenciais
ordindrias.

Teorema 2.3.1. Suponha g € L}, (I). Entdao existe uma tnica solugio f,pf' €
ACe(I) da equagao diferencial

(l—2)f=g, 2€C, (2.36)
satisfazendo a condigcao inicial
flo)=a, (pf)c)=8, a,B€C, cel (2.37)

Além disso, f € inteiro com respeito a z.

Demonstracao: Introduzindo

u= , U= , (2.38)

v —Au=v, Az)= : (2.39)
V(z)—z 0

Integrando com respeito a z, vemos que este sistema é equivalente a equacao integral

de Volterra

u—Ku=w, (Ku)(z)= /w A(y)u(y)dy, w(x)= ; + /xv(y)dy. (2.40)
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Vamos tomar d € (¢, b) e considerar o operador integral K no espaco de Banach

C([e,d]). Entao para qualquer h € C([c,d]) e x € [c,d] temos a estimativa

ar(z)"

n!

K@) < 2Dl ) = /xa<y>dy, o) =A@, (2.41)

que segue por inducgao

[K" T (h)(2)] =

/ “"A(y)m(wy)dy‘ < / A KT )ldy  (2.42)

< Il [ aln ™5 dy = (2.49)

Portanto a tnica solucao de nossa equagao integral é dada pela série de Neumann
u(z) =Y K"(w)(x). (2.44)
n=0

Para ver que a solugao u(x) é inteira com respeito a z, notemos que as somas parciais
sao inteiras em z e portanto é limite de uma convergéncia uniforme com respeito a z

em conjuntos compactos. Um argumento similar para d € (a,c) completa a prova.ll

Agora queremos obter um operador simétrico e, portanto escolhemos

Esta definicao garante que o Wronskiano se anule na fronteira e consequentemente
que Ly seja simétrico devido a (2.35). O seguinte lema trata do fecho de Ly e seu

adjunto
Lema 2.3.1. O operador Lg € densamente definido e seu fecho € dado por

Lof =1f, D(Lo) = {f € D(L)|Wu(f.g9) = Wi(f.9) = 0.Yg € D(L)}.  (2.46)
Sua adjunta é dada por

Lof =1f, D(Ly) = D(L). (2.47)

A demonstracao do lema 2.3.1 depende da seguinte propriedade satis-

feita pelos funcionais lineares.
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Lema 2.3.2. Seja V' um espaco vetorial e A, Ay, Ao, ..., A, um conjunto de funcio-
nats lineares definidos sobre todos os elementos de V' com a propriedade ﬂ?zl N (A;) C

~ . . n
N(A), entao existem constantes complezas oy, ag, ..., a, tais que A = Zj:l a;A;

Demonstracao: Nao ha perda de generalidade em considerar que os
funcionais indexados A; sao linearmente independentes. Entao, omapa 2 : V — C",
v = (Ai(v),..., A, (v)) é sobrejetor, caso contrario existiriam vetores nao nulos
£ € IZ(A)* e assim Y- &Aj(v) = 0 para todo v € V' (ou seja A; ndo seriam 1. i.).
Como 2 & sobrejetor, existem vetores (; € V tais que A; (Cx) = 0. A partir desses
vetores (; é possivel construir vetores que pertencem simultaneamente aos nicleos
de todos os funcionais A;, v—3"7_| A;(v)(; € (-, N(A;). Por hipétese, esse vetor
também pertence ao niicleo do funcional A, portanto A(v) — > 7, A;(v)A((;) = 0.

A escolha a; = A((;) conclui a demonstragao. [

Demonstragao do lema 2.3.1: Suponha inicialmente que D(A) é denso.

De acordo com (2.35), D(L) C D (Ly), portanto resta verificar que D (Ly) C D(L).
Se h € D (L) entao para algum k € L*(I)
(h,Lof) = (k. f),  VfeD(L). (2.48)

Seja h uma solucio de Lh = k, entdo a integracio por partes de (t%, ), f € D(Lo)

implica

b

/ (h(x) - h(x))Lf(a:)dx =0, VfeD(L). (2.49)
A demonstracao de que h — h é uma solucdo de Lu = 0 utiliza a lema (2.3.2) e o
fato de que se uy e up sdo duas solugdes de Lu = 0 que satisfazem W, (uq,us) = 1,

entao qualquer solugao de Lf = g € L} (I) é da forma

loc

f(z) = w(x) (a + /j U2(y)g(y)dy> + uz(z) (5 + /:ul(y)g(y)dy> ,  apeC
(2.50)

Com esse objetivo, considera-se os funcionais lineares

10 = [ (10 - h)switr o A= [ wEsw =12
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definidos sobre L2(I) (L? com suporte compacto em ), onde u; e uy sao solu-
¢oes linearmente independentes de Lu = 0. A partir de (2.50), segue que se
g € N(A) NN (Ay) entdo f € D (L) (basta notar o comportamento nas ex-
tremidades do intervalo) e, devido a (2.49), g = Lf € N(A). Uma vez garantidas

as condicoes do lema (2.3.2), entdo existem constantes complexas a; e ay tais que

b
[ (4l) = o) — arun(o) — asua(o))gla)de =0, g € LE(2)
e consequentemente h = h + ayu; + aguy € D(L).

Por outro lado, se D (L) nao fosse denso, entdo existiria alguma liber-
dade na escolha de k, pois nesse caso ha a possibilidade de se adicionar qualquer
componente que pertenca a D (LU)L. Considerando duas escolhas distintas k; e ko,
segue do desenvolvimento anterior que existem duas funcoes correspondentes hy e
Bz tais que h = hy + Uy + o ol = ﬁg + Uy + g pup. Como hy — iLQ pertence

ao nucleo de L, entao ky = LiLl = L;Lg = ko, uma contradicao.
Quanto ao fecho de Lg: seja
D ={feD(L)|Wu(f.g) =Wyf g)=0,VgeD(L)}, (2.51)

Por outro lado D(L) = D(Ly), segue desse fato e de (2.33) que D C D ((L)) =
D (L_O) De maneira reciproca, uma vez que Ly C L), a expressdo (2.33) permite

concluir que
Wo(f, h) +Wy(f, h) =0, feD(Ly), heD(Ly).

Agora, pela substituicdo de i por um h = h € D (L{) que coincide com h em alguma

vizinhanga de a e se anula em uma vizinhanca de b, conclui-se que W,(f,h) =

Wo(f,h) + Wy(f, h) = 0. Por fim, W,(f, h) = —=W,(f, h) = 0 garante que f € D. B
Este resultado possui a virtude de ilustrar dois fatos:

(i) qualquer extensdo auto-adjunta para Lg localiza-se entre Ly e L.
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(ii) o Wronskiano das fun¢oes na extremidades dos intervalo de defini¢do

das equacgoes constitui a forma concreta dos funcionais valor de fronteira.

2.3.1 Valores de Fronteira de Operadores Diferenciais e seus
Resolventes

Nesta subsecao serao apresentados alguns resultados sobre os valores de
fronteira e resolventes dos operadores de Sturm-Lioville. Porém, antes de traté-los
¢ necessario rever algumas propriedades dos operadores diferenciais em geral e seus

espacos de deficiéncia.

Dado um operador diferencial formal de ordem n, 7,
T = iai(t) 4 i (2.52)
— dt
onde os ;s sao fungdes que assumem valores complexos e pertencem a C([),

definem-se os operadores diferenciais Ty(7) e T'(7):

To(r)f =7f,f € D(To(7)) = Hg(]) (2.53)
T(r)f=7ffeDT(r)) =HI)

onde HA(I) = {f € ACP (I)|f, f™ € Ly(I)}, de maneira que o suporte de f é algum
subconjunto compacto do interior de I e H*(I) = {f € AC} (I)|f,7f € L*(I)}.

Dado um operador diferencial (2.52), denomina-se o operador adjunto

formal de 7, 7%, o operador

onde

bi(t):Z(_nj J (%)J_Iaj(t). (2.54)

Se 7 = 7%, 7 é denominado formalmente auto-adjunto.
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Teorema 2.3.2. Seja 7 um operador diferencial formal definido no intervalo I.

Entao T(1) = (To(7%))".

Demonstracao: A demonstragao é semelhante & demonstracao do teo-

rema (2.3.1), basta utilizar a formula de Green:

b b
/ (r ) () g (D)t = / (T g0 dt + Fy(f. 9) — Fulf. ). (2.55)

f.g € H2(I), onde Fy(f,g) = S0 FP () fO(t)gu0(t) e

n—l—1 ; i—j
RO Y 0 ) (§) e (2.56)

i=j J
se j+1<n—1eF7(r)=0, caso contrario.
|
Lema 2.3.3. Se o operador diferencial formal T for formalmente auto-adjunto entao
o operador Ty(T) € simétrico.
Demonstracao: A partir da defini¢ao, Ty(7) € T'(7). Finalmente, a
formula de Green e o teorema anterior implicam Ty(7) € (To(7))". [

Corolario 2.3.1. Se 7 € formalmente auto-adjunto, os espacos de deficiéncia de

TO(T)J

Dy ={f € D(T()I(T(r) —i)f =0}

D ={f e DT()I(T(r) +i)f =0}

sao formados respectivamente pelas solugdes das equagdes diferenciais (1 —i)f =0

e (T+14)f =0 que pertencem a Lo(I).

Corolario 2.3.2. Se 7 é um operador diferencial formal de ordem n, ambos espagos

de deficiéncia de To(T) possuem dimensao menor ou igual a n.
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De acordo com a analise apresentada na se¢do 2.2, o operador Ty(7)
possuird extensoes auto-adjuntos se e somente se D, e D_ possuirem a mesma
dimensao. A informacao sobre o valor dessas dimensdes, os indices de deficiéncia,
depende da natureza do intervalo I, se é fechado, aberto ou semi-aberto. Porém

existe informacao que independe da natureza do intervalo.

Corolario 2.3.3. Se os coeficientes a; do operador diferencial (2.52) forem reais,
entdo o operador simétrico To(T) possui indices de deficiéncia iguais e toda extensdao

stmétrica maximal é auto-adjunta.

Demonstracao: Basta notar que sob as hipoteses consideradas, as situ-

acoes de (7 —1)f =0e (7T +14)f = 0 sdo complexas conjugadas. [

Se I for um intervalo finito e fechado, entao qualquer solugao de (7 +
i)f =0ou (1 —i)f = 0 pertence a C* e portanto a Ly([), Assim temos o seguinte

resultado:
Corolario 2.3.4. Se I for um intervalo finito fechado e T um operador diferencial
de ordem n, os indices de deficiéncia sao iguais a n.

Agora a atencao sera direcionada aos funcionais valor de fronteira para

operadores diferenciais.

Defini¢ao 2.3.1. (i) Um valor de fronteira para T € um funcional linear continuo

B definido sobre D(Ty(T)).

(it) Se B(f) = 0 para toda fung¢ao em D(T (7)) que se anula em alguma
vizinhanca de a, B serd denominado valor de fronteira em a. Para a fronteira b a

definicao € similar.

(ii1) Uma equagdo da forma B(f) =0 onde B € um valor de fronteira

para T € denominada condicao de contorno para T.
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(iv) Um conjunto de condigoes de contorno {B;(f) = 0}, possui a
qualidade de ser mais forte do que o conjunto {C;(f) = 0},_, se cada C; for uma

continuacao linear dos B;.

(v) Um conjunto completo de valores de fronteira é um conjunto maxi-
mal de valores de fronteira linearmente independentes. De maneira similar € definido

um conjunto completo de valores de fronteira em a.

Lema 2.3.4. Se 7 ¢ formalmente auto-adjunto entao a definicao de valor de fron-

teira para T coincide com a defini¢do de valor de fronteira para Ty(T).

Demonstragao: De acordo com o teorema (2.3.2), T'(7) ¢ o adjunto de

To(T). Isto é suficiente para identificar os funcionais. [

Os dois proximos teoremas e os corolarios que os seguem fornecem in-
formacoes sobre as propriedades dos valores de fronteira. As provas serdao omitidas

(2, se¢ao XIIL.2]).

Teorema 2.3.3. O espaco dos wvalores de fronteira para T é formado pela soma

direta dos espacos valores de fronteira em a e os valores de fronteira em b.

Teorema 2.3.4. Seja 7 um operador diferencial formal definido sobre o intervalo
I com extremos em a e b. Seja ¢ € (a,b) e T uma restricio de T ao intervalo
I=1n la,c]. Entao existe uma bijecao entre o espaco dos valores de fronteira para

T em a e o espaco dos valores de fronteira para T em a.

Corolario 2.3.5. Sob as mesmas hipdteses do teorema anterior, T e T possuem o

mesmo numero de condicoes de contorno em a linearmente independentes.

Corolario 2.3.6. Seja 7 um operador diferencial formal de ordem n definido sob
um intervalo I com extremos a eb. Entao T possui no mdrimo n valores de fronteira

em a linearmente independentes.

Corolario 2.3.7. Seja 7 um operador diferencial formalmente auto-adjunto de or-

dem n definido sobre um intervalo 1. Se ao menos uma das extremidades pertencer
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ao intervalo, entao a soma dos indices de deficiéncia negativo e positivo de T € maior

ou gual an.

A forma concreta de um funcional valor de fronteira para o operados

diferencial formal de ordem n, 7 ¢ dada pelo seguinte teorema.

Teorema 2.3.5. Seja 7 um operador diferencial formal definido em um intervalo

I =(a,b). Seja w;,i =0,1,....,n— 1. um conjunto de funcoes tais que
B(f) =lm > w;(t)fO () (2.57)

existe Vf € D = {f € Ly(I)|f" V) € ACie(I) e 7f € Ly(I)}. Entdo B é um
valor de fronteira para T em a. Reciprocamente, todo valor de fronteira de T em a €

dessa forma. Temos que w; sdo fungoes de classe C(I).

Demonstracao: O primeiro passo consiste em verificar que
Bi(f) =Y wilt)fV(t) (2.58)

E um funcional linear continuo definido sobre o espaco de Hilbert D(T'(7)) se t for

um ponto interior de I.

Considere um subintervalo compacto I C I, o espaco ?—[”(f ) é compacto

na norma
n—1 %
1 F s S max [F9(0)] + ( / |f<"><s>\2ds) . (2.59)
— tel T

De fato, se f,, for uma sequéncia de Cauchy em H"(I), entdo dado um

€ > 0, existe um inteiro positivo N tal que para p,q > N , || f, — fq ||, 7< €, ou seja

n—1 %
> max |£0(t) - £ (1) + < /~ | £ (s) — f;m(s)fds) <e (2.60)
i—o t€l I
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e portanto

magc’fzgi)(t)—f(i)(t)‘ < €, i=0,1,2,...,n—1
tel

( /,flfé"><8> ROl ds)é <e

Isto garante que existem funcoes fy e gg tais que
im f90) =920, i=01,2..,n—1

m—0o0

uniformemente em I e que f — gy em Lg(f). Assim, para c,t € IN,

00 = 15700 =t [ 106)ds = [ as)ds
0 que garante que fén) =goe fo € ’H”(f)
Agora considere as duas normas

7l = (/f’f @'Qdf)é + ( / \rf<t>|2dt)é

= fll2+ [T f]2

n—1 %
_ (i () ()2
151 = 1o+ 2 max o)+ ( [ 17061705 )

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

para o espago D(T'(7)). A norma « é a norma do par (f,T(7)f) como elemento

do grafico de T'(7). Como T'(7) é um operador adjunto (de acordo com o teorema

(2.3.2)) segue que D(T'(7)) é completo nessa norma. Os dois termos adicionais da

norma ||f||s sdo a norma de f como elemento de H"(I) e segue D(T(7)) é tam-

bém completo nessa norma. Como ||f|la < ||f]ls, segue qualquer sequencia { f,,}

para a qual ||fu||g — 0 implica que ||fim|la — 0, a convergéncia de sequencias
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{fm} € D(T'(7)) na norma [ implica a convergéncia na norma « e vice-versa. Con-

sequentemente as normas sao equivalentes, logo

n—1 n—1
> max fwi(t)] Y max | fO(1)]
tel i—0 tel

B _ (B B

Pl =50 =t s T
> max | (o) > max £ (1)
i=0 '€ i—o 1€

uniformemente em D(T'(7)). Portanto Bi(-) é um funcional linear continuo sobre o

espago de Hilbert D(T(7)).

Por hipotese o limite Pm By(f) existe para todo f em D(T(7)) entao B
—a

¢ um funcional linear continuo sobre D(T'(7)) (de acordo com ([2, teorema I1.1.17])).

Além disso, B(f) = 0 se f for nula em alguma vizinhanca de a. Por-

tanto, B é um funcional valor de fronteira para 7 em a.

Agora o caminho inverso. Seja B um funcional valor de fronteira para
7 em a. Tome uma funcao h € C*°(I) que ¢ igual a unidade em alguma vizinhanca
de a e se anula em alguma vizinhanga de b. Nesse caso, fh permanece em D(7(7))
se f pertencer a esse espaco. Além disso, fh e f assumem os mesmos valores em
alguma vizinhanga de a, por essa razao B(fh) = B(f) para qualquer f € D(T(7)).
Como B é um funcional linear sobre o espaco de Hilbert D(T'(7)), o teorema de
Riesz para a representacao garante a existéncia de um elemento g no complemento

ortogonal do espago de Hilbert D(7(7)) tal que para todo f € D(T(7))

B(f)=(f,9)"

Se f € D(To(7)) entao

0= (f7 g)* = (f7 g) + (TO(T)f7T<T>g)7
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como (7*)* = 7 (o que segue da formula de Green) o teorema (2.3.2) garante que
(To(7).f, T(7)g) = (f, T(7*)T(7)g) entdo
0 = (f,9)+ (To(n)f, T(1)g) (2.65)
= (£,9)+ (£, TE)T(7)g).
Segue que g é solucao de 7*7g+ g = 0 e portanto é infinitamente diferenciavel. Seja
v = —Tg, entao
B(f) = (f,7"v) = (7f,v);

Como B(fh) = B(f), entao de acordo com o a formula de Green

BUf) = (70— (rh.0 (2.66)
=l [ [(rh) 00 - HOTO)] di
~ Y Fulhf0) — By(hL0
e
— lim Fu(f,v),

onde a passagem da peniltima para a tltima linha deve-se ao fato de que h se anula
em alguma vizinhanca de b. Por fim, a forma de F, dada pela féormula de Green

conclui a demonstracao. [

De volta aos operadores de Sturm-Liouville [, dado um ¢ interno ao
intervalo de defini¢do I com extremos a e b, o corolario (2.3.3) garante que os indices
de deficiéncia positivo e negativo, gi; ed da restricao I de [ ao intervalo I N e, b]
sdo iguais e pelo corolario (2.3.7) a soma desses indices ¢ maior ou a 2. Isto permite
concluir que cL = d_ > 1. Por outro lado, a soma dos indices ¢ igual ao nimero de
funcionais valor de fronteira de [ linearmente independentes, ou seja, CL +d_ < 4.
Segue portanto que CL =d_=1ou cfl:r +d_ =2 Se El:r = 1, entao I nio possui
funcional valor de fronteira em b e consequentemente o mesmo ocorre com I. Se
LL = 2, entao leossui dois funcionais valor de fronteira em b e 0 mesmo ocorre com

[. No extremo a a discussao é similar.
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De [2], a tabela que segue d4 o nimero de solugdes linearmente inde-
pendentes de (I—\)o = 0 quadrado integraveis em a ou b quando I'm(\) # 0. Temos

quatro possibilidades.

Numero de solugoes linearmente independentes de quadrado integravel:

Em a Em b
(i) 2 2
(ii) 1 2
(iii) 2 1
(iv) 1 1

A proxima tabela da o nimero de valores de fronteira para [ em cada

um dos casos (i)-(iv) acima.

Niamero de valores de fronteira linearmente independentes para [:

Em a Em b
(1) 2 2
(ii) 0 2
(iii) 2 0
(iv) 0 0

Na terminologia de H. Weyl dizemos que um ponto final a é do tipo
limit point em relacdo ao operador de segunda ordem [ se ele nao possui valores de

fronteira em a, e do tipo limit circle se | tem dois valores de fronteira em a.

O préximo teorema da uma importante forma normal para valores de

fronteira de um operador diferencial de segunda ordem real formalmente auto-
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adjunto. No caso de operadores construidos de operadores diferenciais formais [
definidos em um intervalo (a, b), os funcionais valor de fronteira nos extremos a e b

assumem a forma

A(f) = (g (2) f(2) + 92(0) [ (2) [ € DL) (2.67)
B(f) = lim(ha(2)f(x) + ha(a) f (1)) [ € D(L), (2.68)

sendo g1, g2, h1 € ho quaisquer funcoes para as quais os limites acima existem para

todos os elementos de D(L).

Teorema 2.3.6. Seja o operador diferencial formal de sequnda ordem [ definido
em (2.29). Entao, no caso (iv) acima temos (lf,g) = (f,lg) para f,g € D(L).
Nos casos (iii) e (ii) acima hd um conjunto completo de valores de fronteira para L

consistindo em dois valores reais linearmente independentes Ay e Ay tal que

(Lf,9) = (filg) = Ar(f)A2(9) — A2(f)As(9),  f.9 € D(L). (2.69)

No caso (i) existe um conjunto completo de valores de fronteira linearmente inde-
pendentes para | consistindo de quatro valores de fronteira reais linearmente inde-
pendentes Cy, Cs, Dy, Dy na qual Cy, Cy sao valores de fronteira em a e Dy, Dy

sao valores de fronteira em b, tal que

{1f.9) — (f.lg) = Ci(f)Ca(g) — Ca(f)Ci(g) (2.70)

+ Di(f)D2(g) — D2(f)Di(g), f,9 € D(L).

Corolario 2.3.8. Seja a hipdtese do teorema anterior satisfeita e seja L uma ex-

tensao auto-adjunta de Lo. Considere o, € R.

Nos casos (ii) e (iii) acima, o conjunto de valores de fronteira pode ser

escrito na forma
aAi(f) +BAs(f) =0, o+ % #0, (2.71)

nas quais Ay e As sao valores de fronteiras reais que ambos estao em b no caso (ii)

e ambos estao em a no caso (iii).
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No caso (i), se o conjunto de condigoes de fronteira estd separado, ele

pode ser escrito na forma

0416'1 (f) + OégCQ(f) = O, Oé% + Oég 7é 0, (272)
BiD1(f) + BaDa(f) =0, BT+ 3 #0, (2.73)

nas quais C; e D;, 1 = 1,2, sdo valores de fronteira reais em a e b respectivamente.

Demonstragao: Nos casos (ii) e (iii), a equagao diferencial (I —\)o = 0,
com Im(A) # 0 admite duas solucdes linearmente independentes, uma das quais,
nao é de quadrado integravel em um dos extremos do intervalo. Nesse extremo nao
hé funcional valor de fronteira enquanto que no outro extremo hé dois funcionais
valor de fronteira linearmente independentes. Segue do teorema 2.3.6 que a condi¢ao

de contorno responséavel pela extensao auto-adjunta L é da forma
aAi(f) + BA; =0, A+ 32400, €R (2.74)
onde A; e Ay sdo funcionais valor de fronteira em a no caso (iil) e b no caso (ii).

No caso (i), se a condi¢do de contorno envolver os extremos de forma
separada, ela sera construida por duas condicoes, uma no extremo a e outra no

extremo b. De acordo com o teorema anterior, as condi¢oes assumem a forma

a1 C1(f) + axCo(f) =0, a?+ai#0,a; €R (2.75)
B1D1(f) + B2Da(f) = 0, B+ P53 #0,8€R,

onde ¢y e ¢y sdo funcionais valor de fronteira em a e d; e dy em b. [ |

Ezemplo:(Operador de Schrodinger com simetria radial) O operador de

Laplace em dimensao d em coordenadas esféricas é da forma

1 0

1
_ d—
Ay = ma(r f) + 251y,

onde Aga-1 é 0 operador de Laplace-Beltrami na (d—1)—esfera: Aga-19 = A(g(z/|z|))

e g(z/|z]) é a extensdao homogénea de grau zero de f para R?\ {0}.
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19 (rd—lﬂ) ,

rd—1 gr or /) ©

Assim, se f é uma funcao com simetria esférica Af =
a equacao de Schrodinger para a componente radial de uma particula com momento

angular nulo e sujeita a um componente central

K1 0 (410 )

_— — Vv = th—np.
2m rd=1 or 87"p) Vi =i at’
A equacao de autovalores
1 o hn 4,0 de1
= ———|— i - - E 2
lp= g (=5, (517 5 p) + 17 V(r)p) = Ep (2.76)

2 d-1

¢ da forma Sturm-Liouville com p(r) = 577", q(r) = r4=1V(r) em um espaco de

Hilbert L*(I,r% tdr), I = (0, 0).
Um conjunto completo de valores de fronteira para [ em 0 é

Bi(p) = lim p(r) e Ba(p) = lim p'(r). (2.77)

r—0t+ r—0t

Dadas f,g € D(L’), temos que

—i((L'f.9) — (f,L'g)) (2.78)
— i [ (w3 fis
= i(lim F(f,9) - lim F.(f,g)).
Como [ nao possui valores de fronteira em +oo, segue do teorema ([2, XIII.4.27])

que lim F,.(f,g). Assim
r—00

—i((L'f,9) = (f. L'g)) = —i lim p(r)[f'(r)g(r) — f(r)g'(r)].

r—0+
De acordo com o teorema (|2, XI1.4.30]), a forma mais geral para uma extensao auto-
adjunta de L é a restri¢ao de L{, ao subdominio de D(L;) determinado por uma
tnica condi¢ao de contorno simétrica em r = 0. A forma mais geral dessa condicio
é

lim (af(r) + Bp(r)f'(r)) =0  «a,B€R. (2.79)

r—0+
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Uma escolha muito comum é a condicao de Dirichlet, 5 = 0. Outra igualmente

popular é a condi¢ao de Neumann, o = 0.

Se a é um ponto final fixo de I e o operador [ nao possui valores de
fronteira em b, um conjunto completo de valores de fronteira para l é Bi(f) = f(a),

By(f) = f'(a). Mas para f,g € D(L) temos

(Lf,g) = (f, Lg) = Wa(f, 9) = Im Wo(f, 9). (2.80)

Uma vez que [ nao tenha valores de fronteira em b, o teorema 2.3.5 implica lini W.(f,g9) =
r—r

0. Assim

(Lf,g) = (f,Lg) = Wa(f,9). (2.81)

A partir do teorema 2.3.6, a extensao auto-adjunta mais geral de Lg é
a restricao de [ para o subdominio de D(L) determinado por uma tnica condi¢do de
fronteira simétrica, que necessariamente ¢ uma condicao de fronteira em a. Pode-se
ver da equacao precedente que a condicao de fronteira simétrica mais geral é da
forma af'(a) + 8f(a) = 0 com a e [ reais. Deste modo, no caso de um ponto final
ser livre, ou seja o extremo nao pertence a I e nao haver valores de fronteira na outra
extremidade, temos uma forma explicita simples para a extensao auto-adjunta mais

geral de L.

O proximo teorema da uma importante propriedade dos operadores de

segunda ordem.

Teorema 2.3.7. Seja | na forma (2.29) If = (pf') + qf, na qual p e q sao reais, e
seja L um operador auto-adjunto obtido de l pela imposicao de um conjunto simétrico
separado de condigoes de fronteira. Seja Im\ # 0. Entao as condi¢ées de fronteira
sGo reais, e existe exatamente uma solugao (t,\) de (I—X)p = 0 que é de quadrado
integrdavel em a e satisfaz as condicoes de fronteira em a, e exatamente uma solu¢ao
Y(t, A) de (I — X))y =0 que € de quadrado integrdvel em b e satisfaz as condigoes de

fronteira em b.
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Por fim, a forma do operador resolvente de L é dada pelo seguinte lema:

Lema 2.3.5. Suponha z no conjunto resolvente de L. FEntao existe uma solu¢ao
uq(z,z) de (I—2)u =g em L*((a,c),dr) e que satisfaz a condicio de fronteira em a
se l € limit circle em a. Similarmente, existe uma solu¢ao uy(z,x) com propriedade

andlogas proxima a b.
O resolvente de L € dado por
b
(L—2)""g(x) = / G(z,z,y)9(y)dy, (2.82)
Na qual

1 up(2, 2 )ua(2,y), T 2>y,
W (uy(2), ua(2)) uq (2, 2)up(z,y), = <uy.

Gz, z,y) = (2.83)

2.3.2 Diagonalizacao do operador: O teorema de Weyl-Kodaira

Definigao 2.3.2. Seja A um intervalo aberto da reta real e seja {0;;}, 1 <i,j<n
uma familia de fungoes a valores complexos definidas em uma familia de subconjun-
tos borelianos de A cujos fechos sao compactos e contidos em A. A familia {o;;} €

denominada “matriz positiva de medidas n X n sobre A7 se

1. a matriz de componentes p; j(e) € hermitiana e positiva semidefinida
para cada subconjunto boreliano de A,e, cujo fecho é compacto e contido

em A;

Qij (U €m> = Z 0ij (€m)

m=1

para cada sequéncia de subconjuntos borelianos disjuntos de A cuja

uniGo possui fecho compacto contido em A.
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Uma vez definidas as matrizes positivas de medida, considera-se a familia de n-uplas

F=(f1,fe,..., [n) de fungoes Borel mensurdveis definidas sobre A para as quais

I7IP = [ 30 FN 50esslad) < o

i,7=1

reunidas no espago simbolizado por L* (A, {0;;}). Um elemento F desse espago € de-
nominado “fungao {; ;}-nula” se |F|| = 0. Seja N = {F € £*(A,{0:,})|||F| = 0}
um subespago linear de L* (A, {0;;}) € o espago quociente L* (A, { 0;; }) =

L2 (N, {oi;}) /N, ou seja, o conjunto de todas as classes de equivaléncia dos elemen-
tos de L2 (A, {0i;}) modulo fungdes {o;;}-nulas é simbolizado por L* (A, {0;;}). E
possivel demonstrar que L* (A, {o;;}) € um espago de Hilbert [2, se¢cao XIIL.5| com

produto interno

.6 = [ Y TN g e,
Ajj=1
Agora, enunciaremos o teorema de Weyl-Kodaira o qual sera utilizado
posteriormente na secao 3.1. Este teorema nos fornecera um operador U que diago-

nalizara nosso hamiltoniano.

Teorema 2.3.8. (Weyl-Kodaira): Seja o operador diferencial formalmente auto-
adjunto | definido em (2.29). Seja L o operador auto-adjunto correspondente. Seja
A um intervalo aberto no eixo real e suponha que eriste um conjunto de fungoes
{o1 (x; ), 09 (x; \)} continuas em R x A tal que para cada X fixo em A, {01 (z;\),
o9 (x;\)} forma uma base para o espago de solugéoes da equagdo lo = Ao. Entdo
existe uma matriz de medidas {o; ;} definida em A, tal que o limite

(Uf),(\) = lim lim / F@)o (@ Nda

c——00 d—00

existe na topologia de L? (R) para cada f € L*(R) e define um isomorfismo isomé-
trico U de E(A)L* (R) sobre L* (R,{0;,}), onde E(A) € a proje¢ao espectral associada
aA.
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Sejam \g € A1 as extremidades do intervalo A. Entdo, a inversa de U
¢ dada pela formula
A 2
(UT'F) (z) = lim lim > Fi(Noj (2;X) 0i5(dN),

A_—Xo /\Jr%)\l A g1

onde F' = (Fy, Fy) € L* (A, {o0i;}) e o limite existe na topologia do espago L*(R).

Agora, segue o teorema que nos possibilitard computar as fungoes de

Green e as medidas espectrais do nosso problema.

Teorema 2.3.9. (Titchmarsh-Kodaira): Seja A um intervalo aberto da reta real e
Q D A um aberto no plano complezo. Seja p(L) o conjunto resolvente do operador
L. Seja {01 (x; X)), 09 (x;\)} um conjunto de fungoes que forma uma base para as
solugoes da equacao lo = Ao, com A € Q, as quais sao continuas em R x Q e
analiticas na varidvel \. Suponha que o nicleo G(\,x,y) do operador resolvente

(N — L)_l possua a representacdo

S0 (Noi(m Moy X), x <y,
G(Avxvy) ==

Zij:l %(A)%(ﬂf; Nai(y; A), = >y,
para todo A € p(L) N e que {0;;} € uma matriz positiva de medidas sobre A
associada a L de acordo com o teorema (Weyl-Kodaira). Entao as fungoes ij e0,;
sao analiticas em p(L) N e dado qualquer intervalo aberto (Ao, A1) C A tem-se que

para 1 <1,7 <2,

1 A1—0
00 (Do A1) = lim lim —— /A (65,(A— i) — 67,(A + ie)) dA,

§—=0e—0t 271 o+

A1—0
~ lim lim —— / (67,(A— i) — 67,(A + ie)) dA.
A

6—0e—0+ 277 0+6 I

No que segue sera aplicada a teoria desenvolvida acima para resolvermos
detalhadamente o problema do poco potencial e mostrar que o EHE é a estrutura

matematica que estamos procurando.

35



3  POTENCIAL POCO QUADRADO

No presente capitulo, vamos resolver explicitamente o problema de au-
tovalor dado em (3.2) usando as condi¢oes de contorno impostas e calcular o espectro
de h e entdo construir um operador unitario U que transforma a representacao da
posicao em representacao da energia. Faremos isso pois, na se¢ao seguinte, diago-
nalizaremos nosso hamiltoniano e construiremos a expansao em funcoes de onda em

termos das auto-fun¢oes do operador diferencial h.

Vamos assumir que D(H) é o maior dominio no qual h é auto-adjunto,

ou seja,
D(H) = {f, f € ACio.(R) : hf € L*(R)}. (3.1)
Grande parte da literatura ao tratar o problema do poco potencial
considera a energia como sendo um ntmero real, mas para que possamos usar os

teoremas de Weyl-Kodaira e Titchmarsh-Kodaira devemos considerar que £ é um

nimero complexo.

Consideremos um potencial com uma descontinuidade no ponto a. A

equacao de Schrodinger deste problema tem a forma
ho(xz, E) = Ep(x, E) (3.2)

com

Vie)=9 W |z|<a (3.3)
0 T >a
sendo o pogo potencial e
h? d?
= 4
h=—g- -5+ V() (3.4)



0 nosso hamiltoniano.

A equagdo (3.2) pode ser escrita como

Po(x)  2m
2 2 (@)ela) 35)

Agora, suponhamos que p(z) ou ¢'(z) sdo descontinuas em a. Entao,
o comportamento ¢(x) ~ V(x) teria como consequéncia que ¢"(x) ~ d(x), e simi-
larmente o comportamento ¢'(x) ~ V(z) implicaria que ¢(z) ~ d(x). Entretanto,
pelo lado direito de (3.5) ¢”(z) pode fazer, no maximo, um salto finito em a, ou
seja, nossa suposicao nos leva a uma contradigao. Consequentemente, p(z) e ¢'(z)

devem ser continuas mesmo se o potencial V' (x) é meramente continuo por partes.

Temos que a equagdo (3.5) possui as seguintes soluc¢oes fundamentais:

ek + R(k)eike r<—a
Si(z, E) = § A(q)e'™ + B(q)e " |z|<a (3.6)
T (k)et*® r>a
e
T(k)e = r < —a
Sp(z, B) =1 A(q)e™™ + B(q)e'™ |z| <a (3.7)
R(k)eke 4 e~ike T >a
sendo k = @ e q = w e os coeficientes A(q), B(q), R(k), T(k) sao

encontrados usando o fato de que a solucao e a sua derivada sao continuas em
x = %a. Os subscritos [ e r identificam que as fun¢oes de onda S,; sao quadrado

integraveis em x = 00, respectivamente.

Para obtermos solucoes explicitas para as solucoes fundamentais S; e
S, em todo o plano complexo, devemos dividi-lo em pedacos, nos primeiro e quarto

quadrantes e no caso que Re(E) < 0.

1° Caso: Estados livres: Re(FE) > 0.
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Primeiro Quadrante: Im(E) > 0. As solugoes fundamentais podem

ser escritas como

eh + R(k)eike r<—a
Si(z, B) = A(q)e"™ + B(q)e ™ |z| <a (3.8)
T(k)et T>a
e
T(k)e the r < —a
Se(z, E) =3 A(q)e " + B(q)e'™ |z| <a (3.9)
R(k)eth® + e~ike T > a.

Quarto quadrante: Im(F) < 0. Notemos que essa regiao é o com-
plexo conjugado do primeiro quadrante. Sendo assim, devemos tomar o conjugado

nas solu¢oes fundamentais (3.8) e (3.9).

e~k 4 R(k)e'** r < —a
Si(z, E) =< A(g)e™™* + B(q)e'® |z| <a (3.10)
T(k)e ke T>a
e
T(k)e™s r<—a
Se(x, E) = A(g)e” + B(g)e ™ |z| <a (3.11)
R(k)e™ e 4 ¢tk T > a.

2° Caso: Estados ligados: Re(FE) < 0. Nesse caso, fazemos a trans-
formacdo k — iK, com K = \/—2mkFE/h, nas equagbes (3.8) e (3.9). Ou seja,

para valores reais de E' < 0, tomamos uma continuacao analitica da variavel k. As
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solugoes fundamentais ficam da seguinte maneira:

K 4 R(IK)eX
Sl(xa E) =
T(iK)e K=

\

;

T(iK)ek®
Sy(z,E) = ¢ A(q)
R(iK)e Kz 4 K=

A(g)e"™” + B(q)e™™”

e—iqw + B<q)ezqm

r << —a
2 <a (3.12)

T >a

r<—a
lz] <a (3.13)

T > a.

\

Usando as condigoes impostas em x = +a podemos encontrar as cons-

tantes. Essas condi¢oes podem ser escritas como

S(—a—0;E) = S(—a+0;E)
Si(—a—0,E) = S.(—a+0;E)
Sila—0;E) = S.(a+0;E)
Sla—0:E) = S\(a+0;E)

Fazendo os célculos, chegamos aos seguintes resultados:

_4e2ia(q7k) k‘q

W= ==t op 10
w - S
Alg) = 64;?2_(2;;]6_(12; —IC—])q)Z (3.16)
Bla) = o (3.17
Temos que |R(k)[> = R(k) - R(k) é dado por:
RO = g o e = ey
T(k)]* = Lok (3.19)

(2k* + 12k2¢% + 2¢*) — (k2 — ¢2?)2(2 cos(4aq))
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Como um teste de consisténcia, podemos notar que os coeficientes de

transmissao e reflexao satisfazem a igualdade
|R(E)|* + [T (k)] =1
0 que garante a conservacao da probabilidade do nosso problema.

Também podemos observar que S, (z,[) é a reflexao de Si(x,l) em z = 0,
isto é, S,(z,l) = Si(—x,1). O Wronskiano W (S,, S;) = 2ikT (k) e, se identificarmos
!/

as solugoes do primeiro quadrante e quarto quadrante com o subscrito '+ e '—/,

respectivamente, temos as seguintes relacoes

Sz, 1) = S; (x,1) (3.20)

Sit(z,1) = S (x,1) (3.21)
que serao usadas posteriormente.

Utilizaremos agora as técnicas apresentadas anteriormente a fim de ob-
termos a completeza das nossas auto-funcoes generalizadas. Para calcularmos a

medida espectral de nosso problema usaremos a funcao de Green. Temos que

2m/h? Sr(z,E)S|(«',E) = <a

Glar s H) = W(S,, 8) Se(2', E)Si(x, E) x> 1 (3:22)
e sejam
o1(z,E) =S5 (z,E) e  o3(x,E)=S5(z,E) (3.23)
solugoes fundamentais.
Usando as equagoes (3.20) e (3.21) temos que
TS E) - S B =TS E) - s E) e
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e concluimos as seguintes identidades

el (', E) =S (2, F), (3.25)

Th (z,E) +Toy(z, E) = S; (2, E). (3.26)

T

Usando esses resultados podemos computar a funcao de Green usando a equagao

(3.22). Fazendo as devidas substitui¢oes obtemos

G(x,2' . E) = % {—01(1‘, E)o,(2', E) + %O’l(ft, E)ag(x’,E)] (3.27)
para Re(E) >0, Im(E) >0,z > 2" e
G(z,2' F) = = —Tal(x,E)ag(x’, E) + o9(x, E)os (2, E) (3.28)
para Re(E) >0, Im(E) <0, z > 2.
A funcdo de Green G(x,2’' : F) é dada pela expressao
0 (E)o(x, E)o,;(z', E <
Zzg zg( )U (ZL‘ )O-J<x ) T Z (329)

G(z,2" E) = —_—
> 05(E)oi(x, B)oj(/, E) x>

Comparando as equagoes (3.27) e (3.28) com esta tltima expressdo, obtemos (para

Re(E) > 0)
_mé miR
07 (E) = PEkCBERT ) Im(E) > 0 (3.30)
0 0
0 —ii7
0:.(B) = " Im(E) < 0. (3.31)
0w

Feito isso, agora podemos calcular o espectro de H. Como H ¢ auto-
adjunto, temos que seu espectro é real. Esse espectro é o subconjunto da linha real
onde a func¢ao de Green falha em ser analitica. Esta nao-analiticidade de G(z,2'; F)
serd construida nas funcoes 6;;. Analisando as expressoes (3.30) e (3.31) acima,

concluimos que as essas fun¢oes sdo analiticas se Re(E) > 0, mas devido ao salto
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da funcao 9;; ao atravessar a reta real temos que o intervalo [0, 00) esta no espectro

do operador H.

Usamos o fato de que os elementos da matriz de medidas p;;(E) sao

dados pela integral
Eo—5
. _ . . = + - . o + .

plj([ElvEQD - (1;1_13(1] 61—1>I(I)1L 2711 Bits dE [02]<E ZG) 92] (E + 26):| (332)

Segue de (3.30) e (3.31) que pg; = 0, enquanto que para pjo temos

~1mi (" 1(/R R

Ei Ey)))=—— dE— | =+=|=0 3.33
p12([Er, Es) 5t 72 /E1 2 (T + T) (3.33)

Para as outras medidas, obtemos o seguinte

A L/Ez - (—ﬂ) g = P2 = k) (3.34)

 2mi B h2k 2
L[5 mi (ko — k1)
By, By|) = — — |dE = ——— .
pa2([E1, E3)) ori /151 (h%) or (3.35)

= 1,2

sendo k; = -

Por outro lado, para o segundo e terceiro quadrantes (Re(E) < 0)

procedemos de maneira andloga. Tomamos as seguintes solu¢oes fundamentais

Sl(maE) Sr<xaE)
E) = = o5 2 .
O-l(xv ) T(lf) 0-2('1’?’ ) T(k) ) <3 36)
em (3.27) e (3.28). Nesse caso obtemos as relagoes
Si(z, E) = S(x, E) (3.37)
S, (z,E) = S,(z,F) (3.38)
Usando as solucoes fundamentais dadas em (3.36) temos que
2m (T —_—
G(l’,fL'/,E) = ﬁ (ﬁ) O'Q(.I’,E)O'l(x‘/,E) r < l’/, (339)
o qual nos da a matriz, (ver equacgao (3.29))
_ -mT [ 0 0
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Assim temos que o tinico elemento nao-trivial da matriz de medidas é dado por,

Eo—6

pa([Er, Eo]) = yi% El_igi i s dE [951(E —i€) — 0 (£ + 25)} (3.41)

Para calcular este elemento, deve-se dividir a regido em que Re(F) < 0 em duas
partes. Primeiro, consideramos a parte em que Re(E) € (—oo,—Vj). Nesta regiao

05, ¢ analitica na varidvel E. Segue que py; vai para zero nessa parte do plano.

Se Re(E) € [—V4,0), os polos do coeficiente de transmissdo T'(k) sdo

encontrados fazendo a transformacao k = i K. Eles sao dados pelos zeros da equacgao
cot qa — tanga = i(q/k + k/q), (3.42)

ou de maneira equivalente, correspondem aos zeros das equacoes
tanga = —ik/q e cot qa = ik/q (3.43)

Para Re(E) < —Vj nao ha solucdo para a equacdo acima, pois nesse caso k e g sdo
imaginarios, no limite Im(F) = 0, e assim ndo ha solugdo. Porém, no intervalo
—Vh < E <0, k & imaginario puro, mas ¢ é real. Neste caso, a equagao (3.43) nos

leva a

2m|E| 2m|E)|
tanga = 2 /q cotqa=— 2 /q, (3.44)
sendo que estamos usando que k = i QZLQE . A equagao (3.44) corresponde as con-

digoes de existéncias para estados ligados associados com os auto-estados pares e
impares do pogo potencial [6]. O grafico que representa estas solugoes é dado na

figura (3.1).
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Figura 3.1: Solugao grafica das equagoes (3.44)

A anélise feita faz com que tenhamos que usar o Teorema dos Residuos,
a fim de computar corretamente pg; dada em (3.41). Consideremos o contorno C'(¢, 6)

da figura (3.2).

E, E
1
—+e o o o— o > Re(E)
* * * *
£ E, E; £y E,

Figura 3.2: Os valores E} correspondem a energia associada aos polos, referentes a

equagao (3.45). Os circulos representam esses polos.
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Aplicando o Teorema dos Residuos temos
N
/ dz [05,(z)] = 2mi Z Res{05(z), z;} (3.45)
C(e,0) =1

no qual estamos assumindo que 65,(z) tem N polos z;, j = 1,..., N, cujas solugbes

sao dadas em (3.44), que estdao em [Es, Ey] C [V, 0]. Por outro lado temos que,

/ dz [92_1(2)] :/ dz [92_1(2’)] +/ dz [62_1(2)]
C(e,&) 01(6,5)UC2(6,5) L1ULo

nas quais C1(€,0) e Cy(€,0) denotam as partes superior e inferior da curva C(e, 0) e
Ly e Ly denotam os segmentos laterais. Agora, a integral sobre L; U Lo, vai a zero

quando € e § vao a zero, e assim temos

(27i)pa1 ([E1, Eo]) = —lim lim dz [05(2)] (3.46)
0=0e=0% J o (,6)UCh (,0)
= —lim lim dz [65(2)] - (3.47)

0—0e—0t C(e,0)

Comparando esta tltima igualdade com (3.45) concluimos que
p1([Er, Ea]) = Y Res{0, 2}, (3.48)
J

nos quais os valores para z; sao dados em (3.44). Nesse caso, temos que a funcao
65, nao é analitica nos pontos z;, assim esses pontos estao incluidos no espectro de

H. Logo o conjunto resolvente R(H) = {E € C — ([0,00) U{z;}}L,)}.

3.1 Diagonalizacao e Expansao em Auto-Funcoes
Agora podemos diagonalizar o hamiltoniano. H4 um mapeamento uni-

tario U (ver teorema 2.3.8) definido por

U:L*R) = LA {pi}) (3.49)

f@) = JB) = (A(E), R(B)). (3.50)
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onde

f(E) = /_oo da f ()o@, ), (3.51)
que leva D(H) no espago
D(E) = {g(E) € L*(A, {p})| /A Z 9:(E)g;(E)pi; (dE) < oo} (3.52)

Esse operador transforma a representacao da posi¢ao em representacao

da energia.

A inversa do operador U é dado por (ver teorema 2.3.8)

flx)=U"f)z) = /A Zﬁaj(E)pij(dE), F(E) € L3(A {py}).  (3.53)

ij=1

O operador U~ transforma a representacio da energia em representacao da posicao.

Observacao 3. Nas expressoes 3.51 e 3.53, e 0; € a func¢ao definida pela equagao

(3.23) no caso Re(E) > 0 ou pela equagao (3.36) no caso Re(E) < 0.

A expressao (3.53) nos fornece a expansao em auto-fungoes de qualquer

funcao de quadrado integravel em termos das auto-solucoes oy 5(x; E) de h.

O operador U pode ser visto como uma espécie de transformada de
Fourier generalizada: a transformada de Fourier conecta a representacao da posicao
e momentum. U conecta a representacao da posicao e da energia. O papel desempe-
nhado pelas ondas planas e~%% (as quais sao auto-fung¢oes generalizadas do operador
—id/dx) ¢ aqui desempenhado por oy 5(x; E) (as quais sdo auto-funcoes generaliza-
das de H). Portanto, o12(2; F) = (z|E);2 podem ser vistas como "elementos de

transicao" entre as representacoes da posicao e da energia.

A representacao f das funcoes na representacao da posicao é diferente

da representacao fdas fungoes na representacao da energia, pois elas tem diferentes
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dependéncias funcionais. O mesmo se aplica ao hamiltoniano h, dominios, etc. Esta
nao é a pratica usualmente adotada na literatura, nas quais diferentes representacoes

sao normalmente identificadas e representadas com o mesmo simbolo [7, 8, 9, 10].

Note que o operador U que diagonaliza H nao ¢ dnico. Na verdade,
diferentes auto-kets, isto é, diferentes condigbes impostas em (3.2), nos levam a

diferentes operadores U.
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4 A NECESSIDADE DO EHE

A teoria de Sturm-Lioville nos fornece um dominio D(H) no qual o
hamiltoniano H ¢é auto-adjunto e um operador unitario U que diagonaliza H. Este
operador unitario induz uma decomposicao do espago de Hilbert (ver [4,5]).

H o~ UN=H=a H(E)dE (4.1)

Sp(H)

o= U ={1(E)}, f(E)cH(E)

com H sendo dado por L2(R) e A é dado por L2(A, {pi;}). O espaco de Hilbert H(E)
associado a cada auto-valor da energia do Sp(H) é dado pelo espago de Hilbert dos

ntimeros complexos C. Em ﬁ, o operador H age como o operador multiplicacao,

Hf »UHf={Ef(E)}, feD(H) (4.2)

O produto escalar em H pode ser escrito como

2
FDa=[ > HE)(E)ps(dE) (4.3)
Sp(H) j j=1
Como veremos a seguir, a decomposicao integral direta nao contém al-
guns basicos requisitos da Mecanica Quéantica. Esses requisitos podem ser abrigados

pelo EHE.

Um dos mais importantes principios da Mecanica Quantica é que a
quantidade (¢, Hy) deveria ajustar o valor experimental esperado do observavel H
no estado ¢. Entretanto, (¢, Hp) ndo é definido para todo elemento em #, mas s6
para aquelas funcoes de onda quadrado normalizadas que também estao em D(H ).
Portanto, nem toda funcao quadrado normalizada pode representar uma "funcao de
onda fisica", mas s6 aquelas que estao (pelo menos) em D(H). Outro importante

conceito da Mecanica Quantica é a quantidade

disp,H = (¢, H*p) — (¢, Hp)? (4.4)
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que representa a dispersao do observavel H no estado ¢, e a quantidade
A H = /disp, H (4.5)

representa a incerteza do observavel H no estado . Desde que (4.4) e (4.5) s6 estdo
definidos quando ¢ é um elemento de D(H?) C D(H), nem todo elemento de D(H)
pode ser designado como uma "funcao de onda fisica", mas s6 quelas fungoes que
estao (pelo menos) em D(H?). Portanto, gostariamos de achar um subdominio de

® incluido no D(H) nos quais os valores esperados
(o, H"p), n=0,1,2...; ¢ € ¢ (4.6)

sao bem definidos.

Outra importante exigéncia da Mecanica Quantica é que as operagoes
algébricas de soma e multiplicacao de dois operadores seja bem definida. No forma-
lismo do espago de Hilbert essas operacoes algébricas nao sao sempre bem definidas
pois os dominios onde esses operadores sao auto-adjuntos, em geral, nao permanece
estavel sob suas acoes. Na verdade, o maior problema do formalismo do espaco de
Hilbert vem de questdes de dominio. No nosso caso, o dominio D(H) em (3.1) ndo
permanece estavel sob a acao de H. Assim, gostariamos de achar um subdominio
® incluido no D(H) que permanecesse estavel sob a acdo de H e todas as suas

poténcias,
H :d— ®, n=0,12.. (4.7)

Podemos ver que se a equagao (4.7) se mantém, entdo os valores esperados em (4.6)
sao bem definidos para cada ¢ € @, isto é, se 0 dominio ® se mantém estavel sob

a acao de H, entao os valores esperados de H em qualquer estado ¢ € ® sao bem

definidos.

Em Mecanica Quéantica, assume-se que para cada £ € Sp(H) ha um

ket de Dirac tal que,
H*|E) = E|E) (4.8)
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Notemos que em (4.8) estamos denotando a agdo do hamiltoniano no ket |E) por
H*. Sera usada esta notagao para enfatizar o fato que o hamiltoniano esta agindo
em vetores que estao fora do espago de Hilbert. A equagao (4.8) nao possui solu¢ao
no espaco de Hilbert quando E pertence ao espectro continuo do hamiltoniano. Na

verdade, a equagao (4.8) deve ser relacionada com a equacao
(z|H*|E) = E{z|E) (4.9)
a qual pode ser lida como
Hoi(x; E) = Eoy(x; FE), i=1,2 (4.10)
sendo H o operador diferencial (3.4) e o;(z; F) sdo as auto-func¢oes generalizadas.
Desde que o;(z; E) = (z|E); esta fora de L*(R), isto é,
/OO dz|oi(z; B)|* = 00, i=1,2 (4.11)

[e.e]

o correspondente auto-ket |E);, que é dado por

E);i:® = C (4.12)

[e.9]

o (plE) = / o@)oi(w; Eydw, i=1,2

—00
também deveria estar fora do espacgo de Hilbert. Na verdade, |E); é um elemento de

®* que ¢é o espaco dos funcionais anti-lineares continuos sobre o espaco de funcoes

de onda ®.
Em resumo, precisamos de:

a) um dominio invariante denso nas quais, todas as poténcias de H e

todos os valores esperados (4.6) estejam bem definidos,
b) fung¢oes de onda suaves de maneira que (4.8) se mantenha,
¢) uma expansao de Dirac em vetores da base.

No formalismo da decomposicao integral direta, nao ha espacgo para

essas trés exigéncias. Por isso introduzimos o EHE.
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5 CONSTRUCAO DO ESPACO DE HILBERT
EQUIPADO

Primeiramente vamos fazer com que todas as poténcias do hamiltoniano
sejam bem definidas. Para isso, construimos o subespaco maximal invariante D do

operador H,
D:=(D(H"). (5.1)
n=0
O espago D & o maior subespago de D(H) que permanece estavel sob a ac¢do do

hamiltoniano H e todas as suas poténcias. Podemos notar que

D ={p e L*R)|H"p(x) € L*(R), ¢ (—a) = ¢! (a) = 0,

n=0,1,2,..;p(x) € C(R)}. (5.2)

As condigdes o™ (—a) = p™(a) = 0 em (5.2) provém da descontinuidade do poten-

cial V(z) em r = —a e r = a (ver [11]).

Agora vamos encontrar um subespaco ® nos quais os auto-kets de H
sdo bem definidos como funcionais anti-lineares. Para cada £ € Sp(H), associamos
um ket |E) as auto-fungdes generalizadas oy 5(x; E) por

o0

o o (plE) = / o@oi(e: Byde = Up(E), i=12 (5.3)

O céalculo acima mostra que o ket |E) em (5.3) é um auto-funcional generalizado de

H se @ esta no subespagco maximal invariante de H,
¢ CD. (5.4)

Como as auto-fungdes oy (z; E) ndo sdo em geral de quadrado inte-

graveis, precisamos impor mais restricoes aos elementos de D de maneira a fazer o
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auto-funcional |E) em (5.3) continuo,

/ dz|(z +1)"(H + 1)™p(z)]* < co,n,m = 0,1,2, ... (5.5)

A imposi¢ao das condigoes (5.5) sobre o espago D nos levam ao espaco de fungoes

teste do poc¢o potencial,

¢ ={pec D|/ dz|(z +1)"(H + 1)™p(x)]* < co,n,m =0,1,2,...}. (5.6)

Em @, definimos a seguinte familia de normas

l|lollnm == \// do|(z + 1) (H + 1)™p(z)[2,n,m = 0,1,2, ... (5.7)

As quantidades em (5.7) satisfazem as condigoes de norma (ver Proposi¢ao A.1.1 do

Apéndice A) e podem ser usadas para definir uma topologia normada contével 7¢

em © (ver [3, 4]),
Yo —% @ se, €50 se, ||va — ©|lnm — 0, (5.8)

Podemos ver que o espago ® é estavel sob a acao de H e que H é Tg-continuo (ver
Proposi¢do A.1.2 do Apéndice A), dessa forma podemos aplicar qualquer poténcia

do hamiltoniano e ainda permaneceremos nesse espaco.

Uma vez construido o espaco @, podemos construir seu dual topolégico
$* como o espaco de funcionais anti-lineares 7g-continuos em @ (ver [3, 4]) e com

isso o EHE do poco potencial

® C L*(R) C ®*. (5.9)

Os kets |E); na equacdo (5.3) sao um funcionais anti-lineares bem de-
finidos em @, isto é, |E) € ®* (ver proposicao A.1.3 do apéndice A).Eles também
podem ser interpretados como autovetores generalizados do hamiltoniano H (ver

proposi¢ao A.1.3 do apéndice A),
H*|E); = E|E),, (5.10)
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isto é,

(p|H*|E); = (Ho|E); = E(p|E)i, Vo €@ (5.11)

No espaco ®, todos os valores esperados do hamiltoniano e todas as
operagoes algébricas envolvendo H sao bem definidas e a equacao de autovalor
generalizada (5.11) se mantém. Mostraremos que as fun¢oes ¢ de ® podem ser

expandidas em uma expansao de Dirac em vetores da base.

5.1 Expansao de Dirac em Vetores da Base

Denotando (x|¢) = ¢(x) e ;(E|z) = o;(z; E), e se definirmos a agao
do bra a esquerda ;(E| em ¢ € ® como ;(E|p) := ¢;(E), entdo a equagao (3.51) se
torna

{Elg) = / " dedBlo)(lg), e . (5.12)

Se colocarmos ;(Elp) = ¢;(F), i =1,2 e (z|E); = 0;(x;FE), j =1,2 , entdo a
equagao (3.53) se torna
2
() = [ 3 @lBY; dBlelodp), ¢ e (5.1)
ij=1

Esta equacao ¢ a expansao de Dirac em vetores da base do pogo potencial.

Na equagao (5.13), a fun¢ao de onda (z|p) é gerada em uma espécie
de "expansao de Fourier" pelas auto-fungdes (x|E);. Nesta expansdo, cada auto-
funcao (z|E); ¢ avaliada por ;(E|p) = ¢;(E), a qual é o valor da fungdo de onda na
representa¢ao da energia no ponto E. Dessa maneira qualquer func¢io ¢(x) = (x|p)

de ® pode ser escrita como uma superposi¢ao linear das auto-funcgoes o;(z; E) =

(z|E);.

Embora as expansoes de Weyl-Kodaira (3.51) e (3.53) sejam validas

para qualquer elemento do espaco de Hilbert, as expansoes de Dirac em vetores da
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base (5.12) e (5.13) sdo somente validas para func¢oes ¢ € ® pois so elas satisfazem

as seguintes condigoes:

Pi(E) = (ol E)i (5.14)

(p|H*|E); = (Hp|E); = E{¢|E);. (5.15)

Uma outra forma de reformular a expansao de Dirac em vetores da base é usando
o Teorema Nuclear Espectral (Gelfand-Maurin). Ao invés de usarmos a afirmacao
geral apresentada em (ver [3, 4]), provamos esse teorema usando a teoria de Sturm-
Liouville (ver proposi¢ao A.2.1 do apéndice A). O Teorema Nuclear Espectral nos
permite escrever o produto escalar de quaisquer duas fungoes , 1 de ® em termos

da acao dos kets |E) sobre @, 1:

o 2
(p,0) = / > (@l E)i j(El)pi;(dE), Vo, € ®. (5.16)
4 5=1
Isso nos permite escrever a matriz dos elementos do hamiltoniano e de
todas as suas poténcias entre dois elementos ¢, de ® em termos da acao dos kets

|E) sobre ¢, :

(o) = [ 37 EMGIE) (EW)ps(dE). Yo € din=12. (5.7

0 4,5=1
5.2 Representacao da Energia no EHE

Nosso operador unitario U transforma a representacao da posicao em
representacao da energia. A acao de U sobre o EHE nos fornece uma representacao
da energia do EHE. Mostramos que na representacao da energia o hamiltoniano H
age como o operador multiplicacao E. A representacao da energia do espaco ¢ é

definida como

b= UD (5.18)



Temos que ® ¢ um subespago linear de L*(A, {pi;}). Para dotarmos ® com a topo-

logia 75, carregamos a topologia em ® sobre ZIS,
75 = UTo. (5.19)

Com esta topologia, o espaco ® ¢ um espaco topologico linear. Denotando o espaco

dual de @ por &DX, temos que
UX®* = (UD)* = &~ (5.20)

Se denotarmos |E); = U*|E);, entdo podemos provar que |E); é um funcional anti-
linear Delta-Schwartz, ou seja, ]E)Z ¢ o funcional anti-linear que associa a cada
fungdo ¢ o complexo conjugado do seu valor no ponto E (ver proposi¢ao A.3.1 do
apéndice A),

E);:® — C (5.21)

? = (IE): = Gi(E). (5.22)

Portanto, o funcional Delta-Schwartz aparece na representacgao da energia (espectral)
do EHE associado ao hamiltoniano. Se escrevermos a agao do funcional Delta-
Schwartz como um operador integral, entao a funcao Delta de Dirac aparece no

integrando desse operador integral.

Podemos resumir as diferentes realizagoes no EHE através do seguinte

diagrama:
. @) ® < L*R) <C ®° |E) representacio da posi¢io

U U 1U” (5.23)

E; @E) @ c L*A{p;}) c & |E) representagao da energia

Na primeira linha do diagrama (5.23), temos o EHE, o hamiltoniano,
as funcgoes de onda e os kets de Dirac na representacao da posicao. Na linha de

baixo, temos os seus homologos na representacao da energia.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho, construimos o espago de Hilbert Equipado do poco

potencial
® C L*(R) C &~ (6.1)
e sua representacao da energia

® C L2(A, {p;,}) C . (6.2)

O espectro do nosso hamiltoniano consiste no conjunto ([0, 00) U {z;}2%,).
Para cada valor de E no espectro de H, construimos um Ket de Dirac que é um
auto-funcional generalizado de H cujo correspondente auto-valor generalizado ¢ F.
Na representacgao da energia, |E); age como um funcional anti-linear Delta-Schwartz.
No espaco @, todas as operagoes algébricas envolvendo H estao bem definidas. Qual-
quer elemento de ¢ pode ser expandido em termos dos auto-kets |E'); através de uma
expansao de Dirac em vetores da base. Dessa maneira, concluimos que uma func¢ao
de onda fisicamente aceitavel nao é qualquer elemento do espaco de Hilbert, mas

antes ela deve ser um elemento do subespaco .

Durante a procura do EHE do poco potencial, encontramos um método
para construir o EHE de uma série de outros problemas semelhantes ao estudado.
Para isso devemos ter:

1. Uma expressao para o operador diferencial.

2. Um espaco de Hilbert H de fung¢oes quadrado-integraveis no qual o operador
diferencial age.

3. Um dominio D(H) do espago de Hilbert no qual o operador diferencial é auto-
adjunto.

4. As fungbes de Green (e o resolvente) deste operador auto-adjunto.

5. A diagonalizacao do operador auto-adjunto, a expansao em auto-funcoes dos
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elementos de H em termos as auto-solucoes do operador diferencial formal e uma
decomposicao direta de H induzida pelo operador auto-adjunto.

6. Um subespaco ® de D(H) no qual todos os valores esperados de H sdo bem
definidos e no qual os kets de Dirac agem como funcionais anti-lineares.

7. O espaco de Hilbert equipado ® C H C ®*.
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Apéndice A

A.1 Construcao do EHE

Proposicao A.1.1. As quantidades

@] |nm = \// dz|(z + 1)*(H + 1)) 2, n,m =0,1,2,...,p € ® (A.1)

S0 NoOrmas.

Demonstra¢ao: Mostraremos que as quantidades (A.1) satisfazem as

condicoes para ser norma. Temos que,

o+ Yllnm < l@llnm + [[8]]nm; (A.2)
lapllnm = lalllelnm, (A.3)
lellnm > 0, (A.4)

Se ||¢|lnm = 0, entdo ¢ = 0. (A.5)

Todas as condiges sdo provadas de forma direta. A condigdo (A.5) ¢ a Gnica em

que isso nao ocorre. Se ||¢||n.m = 0, entao
(14+2)"(H+1)"p(x) =0« (H+1)"¢(xz) =0. (A.6)

Se m = 0, entdo a equagao (A.6) implica que p(z) = 0. Se m = 1 entao a equacao
(A.6) implica que —1 é um auto-valor de H cujo correspondente autovetor é (.
Desde que —1 nao é um autovalor de H, ¢ deve ser o vetor zero. Se m > 1, a prova

é analoga. [

Proposicao A.1.2. O espaco ® se mantém estdavel sob a acao de H e H € 74-

continuo.
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Demonstracao: Para provarmos que H é Tg-continuo, basta notarmos

que

[Holnm = [[(H+ 1) —@llnm
< |(H + Dollnm + [l@llnm

= H@Hn,m-kl + H@Hn,m (A'7)

Provemos agora que ® é estavel sob a acao de H. Seja ¢ € ®. Dizer que p € ®
¢ equivalente a dizer que ¢ € D e que as normas ||¢||,, sdo finitas para cada
n,m =0,1,2... Desde que Hy também esta em D, e desde que as normas ||Hy||,.m

sdo também finitas (ver equacdo (A.7)), o vetor Hy também esta em O. |
Proposicao A.1.3. A funcao

o0

e = (p|E); ::/ Wai(x,E)dx:(Ugo)i(E), i=1,2. (A.8)

— 00

¢ um funcional anti-linear em ® que é um autovetor generalizado de H.

Demonstragao: Da definigdo (A.8), podemos ver que |E); ¢ um funcio-

nal anti-linear. A fim de mostrar que |E); é continuo, definimos

M(E) :=sup|o;(z; E)|, i=1,2. (A.9)

z€R
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Notemos que (A.9) pode ndo existir. Desde que

{plE)i| = [(Up(E))
_ \ | aret@onte: By

< / dx|o(x)||oi(x; E)|, i=1,2

[e.e]

. i=1,2

< M(E) / " defp(@))

= M) [ (el

< o ([ atg) ([ )

o 1 1/2
= M(E) (/_Oo dﬂ?m) l[ol]1,0
= M(E)¢ll10, (A.10)

o funcional |F); é continuo quando ® é dotado com a topologia 7. Para mostrar
que |E); é um autovetor generalizado de H, usamos o fato de que as condigoes (5.2)

e (5.5) sao satisfeitas pelos elementos de P,

(p|H*|E); = (H¢|E);

B |de(x) h? [——do;(z; E) ™
00 h2 d2
+ /oo dro(x (—%@ + V(m)) oi(z; E)
= E{(p|E);. (A.11)
Analogamente, podemos provar que
(p|(H*)"|E)i = E™ (9| E);. (A.12)
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A.2 Expansao de Dirac em Vetores da Base

Proposicao A.2.1. (Teorema Nuclear Espectral) Seja
d C L*(R) C &~ (A.13)

o EHE do hamiltoniano H do pogo potencial tal que, ® permanece invariante sob a
acao de H e H € um operador 17¢-continuo em ®. FEntao, para cada E no espectro

de H, hd um autovetor generalizado |E); tal que

H*|E); = E|E); (A.14)
e tal que
2
- E); (Bl pii(dE), VYo, € A
(. ) /SP(H);<¢| )i J(EW) pydE), Vi, € (A.15)
€

2

,j=1

Demonstragao: Seja ¢ e ¢ em ®. Desde que U é unitario,

(o, 0) = (Up,Uy) = (&, ¢). (A17)

As funcdes de onda & e ¥ sido elementos de L2(A, {pi;})- Portanto seu

produto escalar é bem definido,
o~ 2 —_———~—
@0 = [ S EE(E)pE) (A18)
Sp(H) ij=1
Desde que ¢ e ¢ pertencem a ®, a acao de cada auto-ket |E); sobre eles é bem

definida,
(plE): = &:(B), (A.19)
J(E[) = 1i( E). (A.20)
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Substituindo as equagoes (A.19) e (A.20) em (A.18) e a equacdo (A.18) em (A.17)
obtemos a equagao (A.15). A prova de (A.16) é similar:

(o, H ) = (Up, UH"U'UY)
= (3 E"Y)
- S ERET @
) / (1) > BB} (E)pi(dE)
- /S o 2 B By (), (A.21)
[

A.3 Representacao da Energia do EHE

Proposigdo A.3.1. A representa¢io da energia |E); do auto-ket |E); é um funcional

Delta-Schwartz.

Demonstracao: Desde que

(@PIUXE) = (UT'@|E)

= (p|E);
Wai(x;E)dx 1=1,2

Il
S~

pi(E), (A.22)

I
©

o funcional U*|E); = |E); é o funcional Delta-Schwartz. |
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