Universidade Federal do Rio Grande do Sul

Instituto de Matematica

Programa de Pés-Graduagao em Matematica

Analise e Estimacao de Medidas de Risco em
Processos FIEGARCH

por

TAIANE SCHAEDLER PRASS

Porto Alegre, Marco de 2008.



Dissertacao submetida por Taiane Schaedler Prass' como requisito parcial
para obtencao do grau de Mestre em Matematica pelo Programa de Pds-
Graduacao em Matematica do Instituto de Matemética da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Prof* Dr? Silvia Regina Costa Lopes

Banca Examinadora:
Prof. Dr. Artur Oscar Lopes (PPGMat-UFRGS)
Prof* Dr* Chang Chiann (IME-USP)
Prof. Dr. Rafael Rigao Souza (PPGMat-UFRGS)
Prof* Dr? Silvia Regina Costa Lopes (PPGMat-UFRGS)

Data da Defesa: 21 de Marco de 2008.

'Bolsista da Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Técnologico - CNPq



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais pelo apoio incondicional desde o inicio de minha jornada como estudante.
Minha mae, exemplo de mulher, que me ensinou a enfrentar os problemas de cabega erguida e
sem hesitar sequer um instante e meu pai, que sempre ensinou que o que 1mporta € quem nos
somos e nao o que temos. Obrigada.

A todos de minha familia que acreditaram em mim e sempre me apoiaram, em especial, a0s
meus avds, Ivo (in memorian) e Loni, pelo amor, carinho e dedica¢ao. Por me ensinarem tantas
coisas. Por serem mais pais do que avds. Obrigada.

Em especial, agradeco a Silvia, orientadora e amiga, pelo voto de confianca, e que sempre
disposta a auziliar, com seus conselhos, orientacdo e apoio, ensinou-me muito mais do que a
teoria. Obrigada.

Aos amigos Raquel e Arthur e ao pequeno Henrique, pelo apoio desde a fase inicial até a
fase final do mestrado. Pela acolhida na minha chegada, pelas horas de carinho e atencdo. Pelo
apoio nos momentos dificeis. Pelo chimarrdo de manhd e de noite. Pelas jantas e almocos nos
dias de correria. Certamente devo muito a vocés. Obrigada.

A todos os colegas do Programa de Pds-Graduacao em Matemdtica da UFRGS. Aos colegas
e amigos do LCPM, em especial Cléber Bisognin, Marcus Alexandre Nunes, Mdrcio Valk e Pablo
Cristini Guedes que me deram tanto apoio e auxilio, principalmente na reta final da dissertacao.

Obrigada.

A todos os amigos e amigas, em especial ao Carlos Eduardo Souza Ferreira pelas tantas horas
de diversao e pelo apoio naqueles momentos dificeis. A minha querida amiga Tatiele Fabiana
Sell, que mesmo distante esteve sempre tdo presente. Vocé ndo imagina como vocé fez falta
nesses dois anos. Ninguém “discute” exercicios como vocé. A minha amiga querida, um anjo
que apareceu na minha vida, Paula Ledo, para os amigos, Paulinha. Mais do que professora de
Inglés, foi quem me fez sorrir quando eu sé sentia vontade de chorar.

A todos os professores da pds com quem tive aulas, por todo o conhecimento transmitido.

Obrigada.

A Rosane, nossa querida secretdria do Programa de Pos-Graduacdo, que conhece meus passos
desde meus primeiros dias de UFRGS. Obrigada.

Ao CNPq (Conselho Nacional de Desenvolvimento Clientifico e Tecnoldgico) pelo apoio fi-
nancero.

A ele, que ficou por dltimo nesta lista, ndo por ser o menos importante, mas simplesmente
porque nao tenho palavras pra descrever o quanto sou agradecida. Mesmo que eu repetisse tudo
que ja disse anteriormente, nao seria o suficiente. Ao meu noivo, o grande amor da minha
vida, ao melhor amigo, companheiro de todas as horas. Que mesmo estando em outro pais
esteve comigo todos os dias, me apoiando, com suas palavras, cartas, e-mails com seu amor
incondicional, com sua aten¢do, com horas de conversa pelo skype, com aquele sorriso lindo que
me faz sentir tao especial. A vocé Guilherme Pumi por ser tao especial e me ensinar que o amor
existe sim, que vale a pena sonhar, que vale a pena esperar. Por ser tdo especial e me ensinar
a viver e ser eu mesma. Obrigada.

Por fim quero agradecer a todas aquelas pessoas que, de uma forma ou de outra, contribuiram
para esta fase da minha vida. Obrigada a todos.



Este trabalho é dedicado a Ivo Osvaldo Prass (in memorian).
Mais do que meu avd, meu primeiro professor!

...Quando a paixao nao da certo
nao ha porque me culpar...

E recomeco do zero sem reclamar...
...As pessoas se convencem

de que a sorte me ajudou

mas plantei cada semente

que o meu coragao desejou...



Resumo

Neste trabalho apresentamos os principais resultados encontrados na literatura, relaciona-
dos a processos ARCH, GARCH e EGARCH. Descrevemos os processos FIEGARCH e
introduzimos resultados relacionados a estacionariedade e a ergodicidade desses processos.
Retomamos os resultados classicos, relacionados aos métodos de identificagao/selecao de
modelos para séries temporais, os principais métodos de estimacao dos parametros e apre-
sentamos varios resultados relacionados a previsao. Apresentamos os principais conceitos
relacionados as medidas de risco e aquelas utilizadas na literatura. Como aplicacao, apre-
sentamos a estimacao de medidas de risco, tanto para processos FIEGARCH simulados
como para séries temporais reais.

Abstract

In this work we present the main results found in the literature regarding ARCH, GARCH
and EGARCH processes. We describe the FIEGARCH processes and introduce results
related to stationarity and ergodicity of these processes, among other interesting results.
We review the classical results and methods in model identification/selection for time
series, the main methods of parameter estimation and several important results concerning
the forecasting. We also present the main concepts related to risk measures and the one
considered in the literature. As an application of the whole methodology, we present the
estimation of risk measures for both simulated FIEGARCH processes and observed time
series.
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Introducao

Atualmente, uma linha de pesquisa amplamente difundida é aquela que apresenta o es-
tudo de modelos nao-lineares para séries temporais, visando aplicacao, principalmente,
a analise daquelas relacionadas ao mercado financeiro. A andlise de séries temporais fi-
nanceiras ¢, em geral, analoga aquelas que ocorrem em outras areas, como meteorologia,
oceanografia, etc. Entretanto, séries temporais financeiras apresentam uma importante
caracteristica conhecida como wvolatilidade, que pode ser definida de diversas formas, mas
nao é diretamente observavel.

Em termos financeiros, a volatilidade esta associada ao risco de um ativo. Como o risco
precisa ser mensurado, a volatilidade acaba sendo a medida utilizada. Por volatilidade
podemos entender a medida estatistica da possibilidade do valor de um ativo cair ou subir
muitas vezes, de forma significativa, em um determinado periodo de tempo. Como medida
de risco a volatilidade pode ser calculada de vérias formas. A medida mais utilizada, mas
nao a tnica, para medir o risco ¢ a variancia ou o desvio padrao da rentabilidade histérica
de um determinado investimento.

Para modelar séries temporais na presenga de grupos (clusters) de volatilidade é
necessario recorrer a modelos heteroscedasticos condicionais. Estes modelos consideram
a variancia de um retorno em um dado instante de tempo como uma fungao que depende
de retornos passados e de outras informagoes disponiveis até aquele momento, obtendo
assim, uma variancia condicional. Essa variancia condicional é diferente da variancia
global (nao-condicional) da série observada pois varia com o tempo.

Entre os modelos ndo-lineares mais conhecidos estao os da familia ARCH (Autoregres-
siwe Conditional Heteroskedasticity) e suas extensdes. Tais modelos sdo utilizados para
modelar a variancia condicional das séries temporais. Os modelos autoregressivos com
heteroscedasticidade condicional, denotados por ARCH(p), foram introduzidos por Engle
(1982), com o objetivo de estimar a variancia da inflagdo. Esses modelos assumem que,
dado um processo estocastico {X;}iez, as varidveis aleatérias sdo nao-correlacionadas,
mas a volatilidade (variancia condicional) depende dos p valores anteriores do processo
por meio de uma funcao quadratica.

Sabe-se que, no caso dos modelos lineares, os modelos ARMA podem ser mais parci-
moniosos, no sentido de apresentar menor nimero de parametros, do que um modelo
autoregressivo (AR) ou um média mével (MA). Sob esse ponto de vista, Bollerslev (1986)
introduz os modelos GARCH(p, q) (Generalized ARCH), que sdao uma generalizagao dos
modelos ARCH(p). A generalizacao dos processos ARCH, através dos processos GARCH,
ocorre no sentido que a volatilidade, depende tanto dos quadrados dos p valores anteriores
do processo como dos ¢ valores das volatilidades passadas.

Apesar dos modelos ARCH e GARCH serem amplamente utilizados para modelar
séries de retornos financeiros, tais modelos apresentam uma deficiéncia. Estes modelos



tratam os retornos de forma simétrica, ja que a volatilidade é uma fungao quadratica dos
mesmos. Levando em conta que a volatilidade reage de forma assimétrica aos retornos,
tendendo a ser maior para retornos negativos, Nelson (1991) introduz a classe de modelos
EGARCH(p, q) (Ezponential GARCH). Estes modelos apresentam uma representacao da
forma exponencial para a volatilidade.

Assim como no caso linear, onde os modelos ARFIMA surgem como uma generali-
zagao natural dos modelos ARMA, no caso nao-linear os modelos FIGARCH (Baillie et
al., 1996) e FIEGARCH surgem como generalizagoes dos modelos GARCH e EGARCH,
respectivamente. Uma das vantagens dos processos FIEGARCH em relagao aos processos
FIGARCH, que nao sao apresentados neste trabalho, é a sua estacionariedade. Um estudo
mais detalhado sobre os processos ARFIMA e FIEGARCH (entre outros processos nao
lineares), incluindo a geracao de séries temporais e estimagao dos parametros, pode ser
encontrado em Lopes (2008) e em Lopes e Mendes (2006).

O modelo FIEGARCH (Fractionally Integrated Ezponential Generalized Autoregres-
sive Conditional Heteroskedasticity) foi introduzido por Bollerslev e Mikkelsen (1996).
Além da volatilidade variando com o tempo e presenca de clusters de volatilidade (carac-
teristicas ja presentes em processos ARCH e GARCH), o modelo leva em conta a longa
dependéncia da volatilidade (assim como no modelo FIGARCH), além da assimetria (a
parte exponencial do modelo EGARCH).

Entre as principais aplicagdes dos modelos da familia ARCH, podemos citar o calculo
de medidas de risco para séries temporais financeiras, onde tais modelos sao utilizados em
combinagao com modelos ARMA, para estimar a média e a variancia condicional de uma
série temporal para um determinado horizonte de tempo.

Atualmente, um dos problemas mais importantes em financas é avaliar os riscos de
uma posicao financeira. A questao central em gerenciamento de riscos sao as medidas
de risco que sao utilizadas, na pratica, para varios propédsitos. Entre eles, podemos
citar a determinacao do capital em risco, isto €, mede-se a exposicao aos riscos em uma
instituicao financeira, para determinar a quantidade de capital necessario para honrar
possiveis perdas inesperadas no portfolio. As medidas de risco também sao tteis quando
deseja-se limitar os riscos aos quais uma instituicao financeira esta exposta.

Como ressaltamos anteriormente, a volatilidade pode ser vista como uma medida de
risco. Quando definimos a volatilidade como sendo a variancia da rentabilidade histérica
de um investimento, obtemos uma medida de volatilidade absoluta. Essa medida varia
com o periodo de tempo determinado, de forma que na hora do calculo, o periodo escolhido
¢ de vital importancia.

Além de medidas de volatilidade absoluta, existem também formas de avaliar a vola-
tilidade de forma relativa, ou seja, em relagao a volatilidade do mercado, por exemplo. A
medida mais usada € o coeficiente 5 do modelo CAPM. Esse coeficiente mede a volatilidade
de um ativo frente a um indice de mercado.

Os métodos mais utilizados no mercado para calcular medidas de risco baseiam-se
na suposicao de distribuicao normal para os processos de inovacao. Um dos problemas
apresentados neste método é que essa funcao de distribuicao possui caudas mais leves
que as observadas em séries temporais financeiras, subestimando assim as perdas. Uma
medida de risco muito utilizada é o VaR (Valor em Risco). Até pouco tempo atras, os
modelos para VaR assumiam que os retornos de agoes eram normalmente distribuidos.



Muitas distribuicoes alternativas vém sendo propostas na literatura. Mesmo utilizando
distribuicoes de caudas mais pesadas para modelar os retornos financeiros, sabe-se que as
medidas de risco ficam subestimadas para probabilidades de ocorréncia pequenas (eventos
extremos).

Outra ferramenta amplamente utilizada para medir os riscos de um portfolio sao os
denominados testes de estresse. Os testes de estresse nao baseiam-se em hipodteses sobre
a funcao de distribuicao das mudancas de fatores de risco. Por esse motivo nao sao
influenciados por caudas pesadas. Como tais testes nao quantificam a probabilidade
de ocorréncia de cendrios individuais, eles sao utilizados como ferramenta auxiliar para
verificar e complementar as estatisticas do tipo medidas de risco como, por exemplo,
o VaR. Mesmo assim, os cenarios precisam ser minimamente plausiveis e para isso é
necessaria uma idéia, ainda que vaga, das probabilidades de ocorréncia de cada cenario.

A medida perda mdzima, introduzida por Studer (1997) pode ser vista como uma
maneira sistematica de realizar um teste de estresse. Esta é uma medida de risco que
pode ser interpretada como a pior perda possivel que pode ocorrer em um portfolio em
um determinado instante de tempo. Entretanto, em alguns casos, o pior cenéario pode
nao existir, dado que a funcao para calcular o valor do portfolio pode ser nao-limitada
inferiormente. Como a probabilidade de ocorréncia de um cenario no qual o mercado a
muito tempo nao se encontra é muito baixa, para o cdlculo dessa medida restringe-se a
atencao a cendrios em um certo dominio de admissibilidade, também denominado regiao
de confianca.

Esta dissertacao tem por objetivo apresentar uma revisao bibliografica sobre os proces-
sos nao-lineares, citados anteriormente, sobre os principais métodos de selecao de portfolios
eficientes e apresentar as principais medidas de risco utilizadas na literatura, envolvendo
teoria e aplicagoes. Procuramos expor os assuntos de maneira formal, apresentamos as
provas de quase todos os resultados presentes no texto, muitas delas inexistentes na li-
teratura. Para os resultados que ja foram amplamente discutidos, apresentamos uma
indicacao de onde encontrar tais provas. Além disso, apresentamos também aspectos da
teoria que nao estao a disposicao em livros sobre o assunto, mas que se encontram em ar-
tigos da area. Sempre que possivel, procuramos apresentar provas mais detalhadas do que
as apresentadas nos respectivos artigos, principalmente, para os processos FIEGARCH,
cuja literatura é excassa.

O trabalho é dividido como segue. O Capitulo 1 trata dos principais conceitos neces-
sarios a compreensao e ao estudo dos modelos para séries temporais. Apresentamos as
idéias basicas sobre processos estocasticos e as principais defini¢oes relacionadas a eles, tais
como estacionariedade, ergodicidade, fungoes de autocovariancia, autocorrelacao e densi-
dade espectral. Bem como, as definicoes das medidas de assimetria e curtose. Também
relembramos algumas defini¢oes relacionadas aos processos lineares e teoremas que sao
estendidos aos processos nao-lineares. Além disso, lembramos alguns resultados béasicos
sobre séries de poténcias necessarios para o desenvolvimento dos proximos capitulos.

No Capitulo 2 apresentamos alguns dos modelos nao-lineares mais utilizados na andlise
de séries temporais que apresentam heteroscedasticidade. Primeiramente, discutimos os
modelos ARCH e GARCH. Apresentamos as principais caracteristicas e os principais
resultados relacionados a tais processos. Em seguida, tratamos dos modelos EGARCH.
Finalmente, com o objetivo de modelar séries temporais que, além de apresentarem vola-
tilidade, também apresentam caracteristica de longa dependéncia, definimos os processos
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FIEGARCH. Para estes processos provamos diversas propriedades importantes, tais como
estacionariedade, ergodicidade, causalidade e inversibilidade. Além disso, provamos que
se {X;}ez 6 um processo FIEGARCH(p, d, q) entao, o processo estocdstico {In(o?)}ez ¢
um processo ARFIMA(q, d, p) e, sob certas condicoes, o processo estocdstico {In(X?)}iez
é um processo ARFIMA(q, d,0) com inovagoes que, em geral, sao ndo-Gaussianas. Esses
resultados nao aparecem na literatura. Eles sao de grande importancia pois auxiliam na
selecao dos modelos para as séries temporais.

No Capitulo 3 relembramos os principais métodos, apresentados na literatura, para
identificagdo de um modelo qualquer para uma série temporal. Tratamos da estimacgao
dos parametros dos modelos, apresentamos os métodos de estimacao de pseudo-maxima
verossimilhanga e quase-méaxima verossimilhanca e a relacao entre eles. O método de es-
timagao da quase-maxima verossimilhanga é o mais utilizado atualmente para a estimacao
dos parametros dos processos nao-lineares. As propriedades assintoticas do estimador de
quase-méaxima verossimilhanca para modelos ARCH e GARCH foram analisadas por di-
versos autores, entre eles, Lee e Hansen (1994), Lumsdaine (1996), Berkes et al. (2003),
Berkes e Horvath (2003) e Hall e Yao (2003). Resultados para o estimador de quase-
maxima verossimilhanca para modelos EGARCH podem ser encontrados em Straumann
e Mikosch (2003). No caso de modelos FIEGARCH, apesar do estimador de quase-méxima
verossimilhanca ser amplamente utilizado na pratica, resultados assintéticos ainda per-
manecem um problema em aberto (ver Palma, 2007). Por tltimo apresentamos resultados
relacionados a previsao de valores futuros para o processo estocdstico a partir do modelo
ajustado.

No Capitulo 4 apresentamos um contexto probabilistico para a modelagem de riscos fi-
nanceiros. Apresentamos o método de média-variancia para selecao de portfolios eficientes
e o modelo de precifica¢ao de ativos (CAPM), que é utilizado como ferramenta para anélise
da correlacao dos ativos com o mercado financeiro. Além de definirmos distribuicao de
lucros e perdas, fatores de risco e funcoes de risco, apresentamos a definicao de medida
de risco coerente, bem como as principais medidas de risco utilizadas na literatura.

O Capitulo 5 é destinado a apresentacao dos resultados obtidos a partir da andlise de
séries temporais simuladas. Essas séries temporais foram geradas a partir de processos
FIEGARCH(p, d, q), com parametros semelhantes aos dos modelos ajustados as séries
temporais reais analisadas no Capitulo 6. Além da estimacao dos parametros dos modelos
e da previsao da volatilidade, calculamos também as medidas de risco VaR e FExpected
Shortfall (ES), para essas séries temporais. Apresentamos, além das andlises citadas
anteriormente, um exemplo de andalise completa de um portfolio composto por ativos
cujos log-retornos sao representados pelas séries temporais simuladas.

O Capitulo 6 trata da estimacao e analise de medidas de risco para um portfolio
de agoes. O portfolio é formado por agdes de quatro empresas brasileiras, sendo elas:
Bradesco, Brasil Telecom, Gerdau e Petrobras. Tais acoes sao negociadas na Bolsa de
Valores de Sao Paulo (Bovespa). Os valores do portfolio do mercado sao representados pelo
indice Bovespa. Os métodos que utilizamos neste capitulo, para o célculo das medidas de
risco, sao aqueles descritos no Capitulo 4. Também utilizamos os processos FIEGARCH,
apresentados no Capitulo 2, para obter a variancia condicional dos log-retornos dos ativos
e calcular as medidas de risco VaR e ES.

As conclusoes finais referentes a esta dissertacao e as propostas para futuros trabalhos
sao apresentadas no Capitulo 7.
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Capitulo 1

Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentamos diversos conceitos necessarios a compreensao e ao estudo dos
modelos para séries temporais discutidos neste trabalho. Primeiramente, apresentamos
as idéias basicas sobre processos estocasticos. Apresentamos a definicao do momento de
ordem r, para r € N — {0}. Definimos as fungoes de autocovariancia e autocorrelagao,
que nos fornecem informacoes a respeito do grau de dependéncia entre quaisquer duas
variaveis aleatorias de um processo. Definimos a funcao densidade espectral e as medidas
de assimetria e curtose. Um estudo mais completo pode ser encontrado em Brockwell e
Davis (1991) e Wei (1990). Além disso, lembramos alguns resultados bésicos sobre séries
de poténcias necessarios para o desenvolvimento dos préoximos capitulos. Mais detalhes
sobre séries de poténcias podem ser encontrados em Ahlfors (1979) e Lima (2006).

1.1 Processos Estocasticos

Nesta secao apresentamos definicoes importantes para a anélise de processos estocasticos
e séries temporais.

Definicao 1.1. (Processo Estocastico). Um processo estocdstico ¢ uma familia de
varidveis aleatérias {X;}ier definidas em um mesmo espago de probabilidades (2, F,P),
onde T' # () 6 um conjunto de indices arbitrario, podendo ser discreto ou continuo, € é o
espaco amostral, F é a o-algebra de eventos aleatérios e P é a medida de probabilidade
definida em F

Note que, se fixarmos ¢t € T, X;(-) é uma fungao sobre o conjunto 2. Por outro lado,
para cada w € € fixo, X (w) é uma fungao sobre o conjunto 7. Para cada w € ( fixo,
o conjunto de pontos {X;(w);t € T'} é denominado uma trajetdria ou uma realiza¢ao do
processo estocastico { Xy }er.

Neste trabalho consideramos os processos onde 1" = Z ou T' = {1,--- ,n}, que de-
notamos, respectivamente, por {X; ez e {X;};_,. Se T' = {1,--- ,n} entdo o conjunto
{X:}}_, é denominado uma série temporal. Portanto, uma série temporal {X;}; ; é um
conjunto de observacoes de um fenomeno aleatério, medidas em diferentes tempos. Os
indices diarios da Bolsa de Valores, os registros de temperatura de uma cidade, as medidas
dos niveis de dgua em uma bacia ou rio e a taxa de desemprego mensal sao exemplos de
séries temporais.

Na Figura 1.1 apresentamos um exemplo de uma série temporal. Esta série temporal
é composta por n = 1.729 observacoes e representa os indices diarios da Bolsa de Valores
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de Sao Paulo no periodo de janeiro de 1995 a dezembro de 2001.

10000 15000
| |

5000
|

I I I I
0 500 1000 1400

Figura 1.1: Série Temporal dos Indices Didrios da Bolsa de Valores de Sao Paulo no
Periodo de Janeiro de 1995 a Dezembro de 2001.

A seguir definimos a func¢do de distribui¢ao n-dimensional (ou fun¢do de distribui¢ao
conjunta) de um processo estocastico. O processo estocastico { X, }iez estard especificado
se conhecermos suas distribuigoes finito-dimensionais dadas na equagao (1.1), para todo
n > 1.

Definigao 1.2. (Fungao de Distribuicao Finito-dimensional). Seja {X;}cz um
processo estocastico, conforme a Definicao 1.1. As funcgoes de distribuicao finito-dimen-
sionais de {X;}iez sdo as fungoes {Fx(-);t € 7} definidas por

Fx(x) = Fx, - x,,(X)
= ]P)(th Sl’l"" 7Xtm Sxm), (11)

onde t = (1, ,tp) €T, x = (21, , ) € R™ e T é o conjunto de todos os vetores
{t=(t1,- tp) €Z™:t; < <ty, meN—{0}}.

Na pratica, as distribuigoes finito-dimensionais sao muito dificeis de serem obtidas. O
que se faz entao é tentar caracterizar o processo por momentos até determinada ordem.
Apresentamos a seguir a definicao de momento de ordem r das variaveis aleatérias de um
processo estocastico { Xy }ez.

Defini¢ao 1.3. (Momento de Ordem r). Seja {X;}ez um processo estocastico. Para
todo r € N—{0}, o momento de ordem r de qualquer variavel aleatéria X; é definido por

E(X]) = / o dFx (),
R
para todo t € Z, onde dFx(z) = fx(x)dx se a funcao Fx(-) for diferencidavel em z. A
fungao fx(-) é denominada fun¢do densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X,

para todo t € Z.

13



Neste trabalho analisamos, em geral, os momentos de ordem menor ou igual a 4. O
momento de ordem 1, de uma variavel aleatoria X; qualquer, é denominado esperanca
matemdtica e nos da uma idéia da evolucao média do processo no decorrer do tempo. Os
momentos de ordem 1 e 2 sao utilizados no célculo da variancia da variavel aleatoria X,
para todo t € Z. A variancia nos da uma idéia da dispersao do processo em relacao a sua
esperanca matematica. Enquanto que, os momentos de ordem 3 e 4 sao fundamentais a
analise das caudas da funcao densidade de probabilidade.

Quando utilizamos um determinado modelo para descrever algum processo fisico, um
dos problemas que enfrentamos é como lidar com a dependéncia entre duas ou mais
variaveis aleatorias e como caracterizar e modelar tal dependéncia. Geralmente impomos
restrigoes ao tipo de dependéncia com que estamos tratando, ja que uma estrutura de
dependéncia arbitraria é matematicamente intratavel. Em geral, assumimos que os pro-
cessos estocdsticos sao estacionarios. As defini¢oes a seguir referem-se a estacionariedade
de processos estocasticos.

Definicao 1.4. (Estacionariedade Estrita). Um processo estocastico {X;}iez é es-
tritamente estaciondrio se as distribuigoes finito-dimensionais, dadas na expressao (1.1),
forem invariantes sob translagoes de tempo, isto é,

P<Xt1+h S AR 7th+h S Ik) - ]P(th S PR Jth S xk)7
para todo inteiro positivo k e para quaisquer ty,--- ,tx, h € Z.

Definicao 1.5. (Fungao de Autocovariancia). Seja {X;}:cz um processo estocéstico
tal que Var(X;) < oo, paratodot € Z. A funcao de autocovariancia de { X}z, denotada
por vx(-,-), é definida por

7X<T7 3) = COV(Xra Xs) =E |:(Xr - E(Xr>) (Xs - ]E(Xs)):| )

para todo r, s € Z.

Definicao 1.6. (Funcao de Autocorrelacao). Seja {X;}icz um processo estocdstico
tal que Var(X;) < oo, para todo t € Z. A funcao de autocorrelagio de {X;}iez, denotada
por px(-,-), é definida por

X (7’, S)

x(r,s) = Corr(X,, X) = , 1.2
px(rs) ( ) \/Var(XT)\/Var(XS) (1.2)

para todo r, s € Z.

As funcoes de autocorrelacao e autocovariancia fornecem o grau de interdependéncia
entre as variaveis aleatérias. Essas fungoes sao importantes pois sao uma das ferramentas
utilizadas na identificacdo do modelo mais adequado para uma série temporal.

Defini¢ao 1.7. (Estacionariedade Fraca). Um processo estocastico {X;}iez € fraca-
mente estaciondrio se, e somente se,

(i) E(|X:|?) < oo, para todo t € Z;
(i) E(X;) = u, para todo t € Z;

(iii) yx(r,s) =vx(r+t,s+1t), paratodo r,s et € Z.
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Observacao 1.1. Na literatura, estacionariedade de sequnda ordem e estacionariedade
em covariancia aparecem como sinonimos de estacionariedade fraca. Para facilitar a
notagao, omitimos a palavra fracamente da Definicao 1.7 e diremos que o processo es-
tocastico { X }iez é estaciondrio.

E facil ver que, se {X;}iez € um processo estocdstico estritamente estaciondrio, as
varidveis aleatérias X; tém a mesma distribuicao, para todo t € Z e ainda, se E(|X;|?) <
o0, 0 processo € estacionario. Estacionariedade, entretanto, nem sempre implica esta-
cionariedade estrita (para um exemplo veja Brockwell e Davis, 1991, pagina 13). Um
importante caso em que estacionariedade implica estacionariedade estrita é o do processo
Gaussiano, cuja definicao apresentamos a seguir.

Definig¢ao 1.8. (Processo Gaussiano). Seja { X}z um processo estocastico. Dizemos
que {X;} ez é um processo Gaussiano se, e somente se, todas as fungoes de distribuigao
do processo estocastico sao distribui¢coes normais multivariadas.

Note que, se {X;}iez é um processo Gaussiano estacionério entao, para todo m € N e
para todos h,ty,--- ,t, € Z, os vetores aleatérios (X, -+, X¢,) e (Xey4n, -+ s Xeyotn)
tem a mesma média e a mesma matriz de covariancia e, portanto, a mesma distribuicao
conjunta. Segue que { X}z é estritamente estaciondrio.

Observacao 1.2.

1. Se o processo estocéstico { X, }ez € estaciondrio, entao

vx(rys) = yx(r—s,s—s)

= 7x(r —s,0), paratodo r s € Z.

Assim podemos, equivalentemente, definir a funcao de autocovariancia para um
processo estocastico estacionario por

vx(h) = vx(h,0) = Cov(Xiih, X¢), paratodo t,h € Z. (1.3)
Além disso, 7x(0) = Var(X;) = 0%.

2. As funcoes de autocovariancia e autocorrelagao de um processo estocastico esta-
ciondrio {X; };ez apresentam as seguintes propriedades, cujas provas sao imediatas

(i) 7x(0) = 0;
) 7 (B)] < 1x(0), para todo h € Z;
(iii) vx(—=h) = vyx(h), para todo h € Z;
)

(iv) vx(-) é uma fungao nao-negativa definida, isto é, para todo inteiro n > 0 e
para todos os vetores a = (a1, -+ .a) € R™ et = (t1,--- ,t,) € Z™ tem-se
Z Z ayx(ti —t;)a; > 0.
i=1 j=1
h
V) px = , para todo n €
px(h) = 2x ) todo h € Z
7x(0)
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(vii) ‘px(h)} < px(0) = 1, para todo h € Z.

Assim como a funcao de autocorrelacao, a funcdao de autocorrelacao parcial, definida
a seguir, fornece informagoes sobre a estrutura de dependéncia do processo. Ela é impor-
tante quando deseja-se investigar a correlagao entre as variaveis X; e X; ., apés a remogao
das dependéncias lineares das variaveis aleatorias intermedidrias Xz, -+, Xepp_1.

Definigao 1.9. (Fungao de Autocorrelagao Parcial). Seja {X;}icz um processo
estocdstico estaciondrio, com func¢ao de autocovariancia vx (-) tal que yx(h) — 0, quando
h — oo. A fungao de autocorrelagao parcial, denotada por ¢x(h,j), para j =1,2,---  h,
e h € N— {0}, é o coeficiente ¢x(h,j) da equacao

h
Pspixs, o 00 (K1) = Y dx(hy ) X1y,

j=1

onde Pspix, X, ,x,}(Xnt1) denota a projecao ortogonal de X1 no subespaco fechado
sp{ X1, Xo, -+, Xy} gerado pelas observacoes anteriores.

A partir da equacgao
<Xh+1 - P@{(X1,Xz,~-,Xh}(Xh+1)7Xj) =0, para j = 1,--- 7h,

onde (-,-) denota o produto interno sobre o espago de Hilbert L?*(2, F,P), dado por
(X,Y) =E(XY), obtemos o sistema de equacoes

1 px (1) px(2) - px(h—=1)| {ox(h,1) px (1)

px(h—1) 1 px(1) - px(h—=2)| |ox(h,2) px(2)
: : : : - : (1'4)

px(h=1) px(h=2) px(h=3) - 1 ¢x(h,h) px (h)

onde px(-) é a fungao de autocorrelacao do processo {X;}iez. Os coeficientes ¢x(h,j)
sao unicamente determinados pelo sistema (1.4). Para um estudo mais completo, veja
Brockwell e Davis (1991).

A seguir, definimos os estimadores, pelo método dos momentos, para o momento
de ordem r, para r € N — {0} e para as fung¢oes de autocovariancia, autocorrelagao e
autocorrelagao parcial de um processo estocdstico estacionario {X; }ez, observando que

(i) E(X]) = pr, para todo t € Z e todo r € N — {0}. Isto é, para cada r € N — {0}, o
momento de ordem r é uma constante u, que nao depende de t € Z;

(ii) Var(X;) = 0%, para todo t € Z ;
(iii) Cov(Xyin, Xi) = vx(h), para todo t, h € Z.

Para obter estes estimadores consideramos uma série temporal {X;};_, , com n observagoes,
obtida a partir do processo estocéstico estaciondrio { X }sez.

Definicao 1.10. (Momento Amostral de Ordem r). O estimador para o momento
amostral de ordem r é definido como

7'r_1 - T
X _E;Xi.
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Pela Defini¢ao 1.10 um estimador da média ux do processo {X;}icz ¢ a média amostral
dada por

X = lZXi. (1.5)

Defini¢ao 1.11. (Fungao de Autocovariancia Amostral). O estimador para a fungao
de autocovariancia vyx(-) é a fun¢ao de autocovariancia amostral definida por

Se(h) = %;(XH,L—X’)(X}—X), se 0<h<n (1.6)

Ax(—=h), se —n<h<0,
onde X é a média amostral dada na expressao (1.5).

Pela expressao (1.6) o estimador para a variancia 0% do processo {X;};cz , dada no
item 1. da Observacao 1.2, é definido por

6% = %Z (1.7)

Defini¢ao 1.12. (Funcao de Autocorrelacao Amostral). O estimador para a fungao
de autocorrelagao é a funcao de autocorrelagao amostral definida por

para todo —n < h <n, (1.8)

onde §x(+) é dada na equagao (1.6).

Definigao 1.13. (Fungao de Autocorrelagao Parcial Amostral). A fungdo de auto-
correlagao parcial amostral, ¢x (h, j), é obtida substituindo-se px(+) por px(-) na expressao
(1.4).

Para facilitar a resolugao do sistema (1.4) utilizamos o algoritmo de Durbin-Levinson,
que é um método recursivo, sugerido por Box et al. (1994), dado por

x(h+1) - Z¢thﬂx(h+1—])
qBX(h+1,h+1): =t :

1- Z dx(h,y §)px(j)

Oox(h+1,7) = ox(h.j) = dx(h + L h+ 1)éx(h h+ 1~ j),
para todo j =1,--- ,hetodo h € {1,--- ,n— 1}, onde (;BX(l,l) = px(1).

O algoritmo de Durbin-Levinson também pode ser utilizado para obter o valor tedrico
da fungao de autocorrelagao parcial, ¢x(+,-), a partir da funcao de autocorrela¢ao px(-).

Quando queremos informacoes sobre as caudas da funcao de distribuicao das variaveis
aleatérias em questao devemos também considerar as medidas de assimetria e curtose,
que definimos a seguir.
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Definicao 1.14. (Medidas de Assimetria e de Curtose). Seja {X;}1ez um processo
estocdstico estaciondrio tal que E(X;) = ux e Var(X;) = 0%. As medidas de assimetria e
curtose da variavel aleatéria X;, para todo t € Z, sao dadas por
E|(X; — 3 E|(X; — 4
Ay = [(t ,UX)] o Ky = [(t MX”’

3 2
Ox Ox

respectivamente, onde oy é o desvio padrao do processo {X;}ez.

Note que se E(X;) = pux = 0, entdo as medidas de assimetria e de curtose da varidvel
aleatéria X; podem ser representadas, respectivamente, por
E(X?) E(X})

Ay = ———=5—= e Ky =—""—, para todo t € Z.
= B T o))

Definimos a seguir os estimadores, obtidos pelo método dos momentos, para as medidas
de assimetria e curtose de um processo estocastico estacionario {X; }ez.

Defini¢ao 1.15. (Medidas de Assimetria e de Curtose Amostrais). Seja { X},
uma série temporal obtida de um processo estocastico estacionario {X;}iez. As medidas
de assimetria e curtose amostrais sao definidas como

LS G- X e Ry=— 30— X)L (1.9)

3 ~4

Ax =
j=1

onde X e 6% sdo, respectivamente, os estimadores de py e 0% dados pelas equacoes (1.5)
e (1.7).

As seguintes defini¢oes referem-se a andlise espectral de um processo estocdstico { X }iez.

Defini¢ao 1.16. (Funcao Densidade Espectral). Seja { X, };cz um processo estocéstico
estaciondrio com fungao de autocovariancia yx(-) absolutamente convergente, isto é,
Y onez lvx(h)] < oo. A funcao densidade espectral de {X;}iez, denotada por fx(:), é
dada por

o

) = = 3 ax(h)e

2
h=—o00

1 o0
= o [’yX(O) + 2;7;((}1) cos(Ah)|, para \ € [—7, 7,

onde 7yx(+) é definida pela expressao (1.3).

O proximo teorema é de grande importancia pois caracteriza a funcao de autoco-
variancia de um processo estacionério { X}z, que pode ser escrita na forma

vx(h) = / M dFx (M),
(_77771']

onde Fx(-) é uma fungao de distribuic¢ao limitada, com massa concentrada em (—, 7.
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Teorema 1.1. (Herglotz). Uma fun¢ao vx : C — 7Z € nao-negativa definida se, e
somente se,

vx(h) = / e dFx(N\), para todo h € Z,
(~m]

onde Fx(-) é uma fungdao limitada em [—m, 7|, continua & direita, ndo-decrescente, tal que
Fx(—m) =0. A fung¢ao Fx(-) € denominada fungao distribuicao espectral de {X;}icz. Se

A
_/ fx(w)dw, -1 <A<,

entao fx(-) € denominada fungao densidade espectral de {X;}iez.

Prova: Veja Brockwell e Davis (1991), paginas 117 e 118. .

Pelo Teorema de Herglotz e pela Definicao 1.16, é possivel concluir que a funcao
densidade espectral de um processo estocastico estacionario é a transformada de Fourier
da fungao de autocovariancia, quando esta for absolutamente convergente. Enquanto que
a funcao de autocovariancia ¢é a transformada de Fourier inversa da funcao de densidade
espectral. Ou seja, a funcao de densidade espectral e a funcao de autocovariancia formam
um par pela transformada de Fourier, com uma sendo unicamente determinada pela outra.

O seguinte teorema apresenta algumas propriedades da funcao densidade espectral de
um processo estocastico estacionario.

Teorema 1.2. Seja {X;}iez um processo estocdstico estaciondrio com Y, ., |vx(h)| < oc.
A fungao densidade espectral fx(-) de {X;}iez possui as sequintes propriedades:

(i) fx(N\) € uma funcgdo real continua;

(i) fx(=A) = fx(\), para todo \ € (—m,7|;

(iii) fx(A\) >0, para todo A € (—m,7|;

(iv) f fx(N)d\ < oc.
Prova: Para uma prova e para um estudo mais detalhado veja Brockwell e Davis (1991)
e Wei (1990). -

Na proxima definicao apresentamos um estimador, pelo método dos momentos, para a
fungao densidade espectral fx(-), de um processo estocdstico estacionario {X;}iez.

Definigao 1.17. (Fungao Periodograma). Seja {X;}; , uma série temporal obtida a
partir de um processo estocéstico estacionario { X, }iez. A funcgdo periodograma, I,(-), da
série temporal {X;};_, é definida por

L,(\) = % [&X(O) +2 i%{(h) cos(/\h)], para A € [—m, 7. (1.10)
h=1

A fungao periodograma é um estimador nao-viciado mas inconsistente para a fungao
densidade espectral fx(-). Definimos, a seguir, um estimador consistente para a fungao
densidade espectral (ver Priestley, 1981).
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Definig¢ao 1.18. (Fungao Periodograma Suavizado). A fun¢ao periodograma suavizado
para uma série temporal {X;}} |, denotada por fy(-), é definida por

k(h)yx(h)cos(Ah), para todo A € (—m, 7],

n—1
—(n—1)

1
h=

onde k(-) é uma fungao de ponderagao conhecida como janela espectral.

Apresentamos, a seguir, as defini¢coes de processos ruido branco e martingale difference.
Tais processos aparecem com freqiiéncia nas definicoes e demonstracoes nos proximos
capitulos.

Defini¢ao 1.19. (Processo Ruido Branco). Seja {Z;}icz um processo estocéstico. O
processo { Z; }1ez 6 um processo ruido branco com média 0 e variancia 0% se, e somente se,

o2, h=0

E(Z)=0 e ’Yz(h):{ 0. h£0.

Definicao 1.20. (Processo Martingale Difference). Seja {X;}icz um processo es-
tocastico tal que E(|Xt|) < 00, para todo t € Z. Seja {F;}iez uma filtragao, isto é,
{Fi}iez é uma seqiiéncia de o-dlgebras tais que, para todo t € Z, F;_1 C F;. Dizemos
que {X;}iez é um processo martingale difference em relagao a filtragao {F; }iez se

E(Xi|Fi—1) =0, paratodot € Z.

Proposicao 1.1. Seja {X; ez uwm processo martingale difference em relacdo a filtragao
{Fitiez. Entao,

(i) E(Xy) =0, para todo t € Z;
(ii) se E(X?) < oo, para todo t € Z,
vx(t,s) =0, para todo t,s € Z tais que t # s;
(iii) se Var(X;) = E(X?) = 0% nao depende de t € Z, {X;} ez € um processo ruido
branco, conforme a Defini¢ao 1.19.

Prova: Para provar (i), note que, se {X;}icz é um processo martingale difference em
relacao a {F;}iez. Entao,

E(Xy) = E(E(Xt‘]:t—l)) =0.

Para (ii), suponha que E(X?) < oo, para todo ¢ € Z. Pelo item (i), E(X;) = 0, para todo
t € Z. Entao,

vx(t,s) = Cov(Xy, Xs)
- ]E(Xth)
[ E(EXGXF)) = B(XE(X|F1) =0, se t<s
| E(B(XXL|F)) = B(XE(X|F ) =0, se t>s.
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Portanto, para todo t, s € Z tais que t # s, segue que

Tx (ta S) = 0.

Suponha agora que Var(X;) = E(X?) = 0% nao depende de t € Z. Por (i), E(X;) = 0,
que nao depende de t € Z. Por (ii) e pela hipitese, segue que

0%, se h=0
7X(h’o):%((h):{ (;( se h#0.

Ou seja, {X;}iez € um ruido branco, de acordo com a Defini¢ao 1.19.

1.2 Funcoes e Séries de Poténcias

Nesta secao apresentamos os principais resultados sobre fungoes e séries de poténcias
utilizados nas demonstracoes nos capitulos que seguem. Para mais detalhes e provas das
proposigoes veja Ahlfors (1979) e Lima (2006).

Proposicao 1.2. Sejam f(-) e g(-) funcoes de séries de poténcia dadas por f(z) =
oo frx® e gl@) = > p, gra®, onde fi, e gr € R, para todo k > 0. Entao,

(i) f(z) = g(x) se, e somente se, fr, = gk, para todo k > 0.

(i) f(2)g(a) = Sy cxa®, onde
k k k
Cp = Z figr—j = Z Jr—jg; = Zgifk—j-
=0 =0 i=0

Para fixar a notacao utilizada ao longo do trabalho apresentamos as seguintes defini¢oes.

Defini¢ao 1.21. Sejam {a, }neny uma seqiiéncia de nimeros reais e k € R. Dizemos que
a, ~ n~* se, existem constantes reais c;, c; > 0 tais que, para todo n € N,

an
¢ < || <
-

Definicao 1.22. Sejam f : R — R e g : R — R duas fungbes mensurdveis quaisquer.
Dizemos que f é aproximadamente igual a g, denotando por f(x) ~ g(z), quando x tende
ao infinito se

Definicao 1.23. Sejam f : R — R e g : R — R duas fungoes mensuraveis quaisquer.
Dizemos que f é aproximadamente igual a g, denotando por f(x) ~ g(z), quando x tende

a Zero se
lim @ =1.
z—0 g(,ﬁﬂ)
Definicao 1.24. Sejam f: R — R e g : R — R duas fungbes mensuraveis quaisquer. A
fungao f é da ordem de g quando x tende ao infinito, denotada por f(x) = o(g(z)) se, e
somente se,
f(z)

lim —% =0.
z—oo g()
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1.3 Processos com Longa Dependéncia

A presenca de longa dependéncia em séries temporais foi primeiramente observada por
Hurst (1951) quando analisava a série temporal de niveis do rio Nilo, e mais tarde, por
Mandelbrot e Wallis (1968) e McLeod e Hipel (1978). Os primeiros modelos para séries
temporais com longa dependéncia na média foram introduzidos por Granger e Joyeux
(1980) e Hosking (1981). Recentemente, os economistas observaram que hé evidéncias de
que processos com longa dependéncia descrevem, de modo satisfatério, dados economicos
e financeiros, tais como taxas de juros e inflagao. Discutiremos com mais detalhes tais pro-
cessos no Capitulo 2. A propriedade de longa dependéncia para um processo estocastico
pode ser definida de diferentes maneiras, podendo ser no dominio do tempo ou no dominio
da freqiiéncia (equivalentemente). Uma abordagem mais formal para a defini¢ao de longa
dependéncia é dada a seguir.

Definigao 1.25. (Longa Dependéncia). Seja {X;}icz um processo estocastico esta-
ciondrio com funcdo de autocorrelagdo px(-) e funcao densidade espectral fx(-). No
dominio do tempo, dizemos que {X;},cz apresenta longa dependéncia se, para algum
nimero real a € (0,1),

px(h) ~h™ quando h — oo.

Equivalentemente, no dominio da freqiiéncia, dizemos que {X;}icz apresenta longa de-
pendéncia se, para algum nimero real b € (0, 1),

fx(N) ~ )\_b, quando A — 0.

Note que o decaimento hiperbdlico lento da funcao de autocorrelacao de um processo
estocéstico estaciondrio com longa dependéncia implica que

Z lpx(h)] — oo, quando m — oo.

h=—m

Apresentamos a seguir algumas defini¢oes e resultados referentes a processos com longa
dependéncia na média. Um estudo mais completo sobre tais processos pode ser encon-
trado em Hosking (1981), Brockwell e Davis (1991), Beran (1994) e Olbermann (2002).
Apresentamos, no Capitulo 2, um estudo mais detalhado de processos com longa de-
pendéncia na volatilidade, contendo resultados equivalentes aos apresentados nesta secao.
Sem perda de generalidade consideramos, nas proximas defini¢oes, que E(X;) = 0.

Defini¢ao 1.26. (Processos ARMA). Seja {X;}icz um processo estocdstico. Entao,
{Xi}1ez é um processo autoregressivo média mdvel, denotado por ARMA(p, q) se, e so-
mente se,

o(B)X: =0(B)e;, paratodot e Z, (1.11)

onde {€; }ez ¢ um processo ruido branco, de acordo com a Defini¢ao 1.19, ¢(-) e 6(-) sao
polinomios de grau p e ¢, respectivamente, dados por

o(z) = — Zqﬁizi, 0(z) = — Zszj, onde ¢g=—1=6, (1.12)
i=0 =0

e B é o operador de defasagem (backward shift operator) dado por
BJ(Xt) - BjilB(Xt) - Bjil(thl) = thj- (113)
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Chamaremos os polinomios ¢(-) e 0(-) de polindomios autoregressivo e média movel, res-
pectivamente.

Apresentamos, a seguir, a definicao de causalidade. Causalidade nao é uma pro-
priedade apenas do processo estocdstico {X;}icz ou do processo estocdstico {€; }iez, mas
sim de ambos. Utilizamos essa propriedade, e os resultados que seguem, em diversas
situacoes nos proximos capitulos.

Definigao 1.27. (Causalidade). Seja {X;}icz um processo ARMA(p, q), definido pela
expressao (1.11). Entdo, o processo {X;}iez é causal, ou mais especificamente, é uma
funcao causal das variaveis aleatorias {€, }cz se existe uma seqiiéncia de constantes {(; } jez
tais que > 7 [(j| < ooe

X; = Z Ci€t—js para todo t € Z. (1.14)
=0

O teorema que segue apresenta as condigoes necessarias e suficientes para que um
processo ARMA seja causal.

Teorema 1.3. Seja {X,;}iez um processo ARMA(p, q), definido pela expressao (1.11), tal
que 0s polinomios ¢(-) e O(-) nao possuem raizes em comum. Entao, {X; ez € causal
se, e somente se, ¢(z) # 0 para todo z € C tal que |z| < 1. Além disso, os coeficientes
{(;}jez, dados na expressao (1.14), sao unicamente determinados pela expressdo

QEZ) 2] < 1.

C(2) =) Gl ==,
257 =50

Prova: Veja Brockwell e Davis, 1991, pagina 85. .

A seguir apresentamos a definigao de inversibilidade dos processos ARMA e o teorema de
sua caracterizacao.

Definigao 1.28. (Inversibilidade). Seja {X;},cz um processo ARMA(p, q), definido
pela expressao (1.11). Entao, o processo { X, }iez é inversivel se existe uma seqiiéncia de
constantes {7; } ez tais que > 2 |m;| < oo e

€ = Zﬂth,j, para todo t € Z. (1.15)
=0

Teorema 1.4. Seja {X;}iez um processo ARMA(p, q), definido pela expressao (1.11), tal
que 0s polinomios ¢(-) e 0(-) nao possuem raizes em comum. Entdo, {X; ez € inversivel
se, e somente se, 0(z) # 0 para todo z € C tal que |z| < 1. Além disso, os coeficientes
{m;}jez, dados na expressio (1.15), sao unicamente determinados pela expressao

m(z) = Z;ﬂjzj = %, |z| < 1.

Prova: Veja Brockwell e Davis, 1991, pagina 87.
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Até agora tratamos dos processos ARMA, que nao apresentam longa dependéncia. A
seguir apresentamos a definicao dos processos ARFIMA. Estes processos apresentam longa
dependéncia na média.

Definigao 1.29. (Processos ARFIMA). Seja { X; }1ez um processo estocéstico. Entao,
{Xi}1ez é um processo autoregressivo fracionariamente integrado de média mdvel, deno-
tado por ARFIMA(p,d, q), com d € (—0,5;0,5), se e somente se,

o(B)(1 —B)*X, = 0(B)e;, paratodot € Z, (1.16)
onde {€ ez ¢ um processo ruido branco, conforme a Definicdo 1.19 e ¢(-) e 6(-) sao
polinémios de grau p e ¢, respectivamente, dados pela expressao (1.12).

O parametro d da expressao (1.16) é o grau de diferenciagao fracionéria e o operador
(1—B)? é definido em termos de sua expansao através de séries de Maclaurin (veja Lopes
e Mendes, 2006) por

§:Fk+1 @B@ (1.17)

k=0

Note que, como I'(x + 1) = xI'(x), para todo = € R, a expressao (1.17) pode ser reescrita
como

= [(k—d)
1-B)? = 1-d B*
(1-5) XZ;F%+1Wﬂ—d)
— 1—}2@#%
= ) (—0ax)B" = 6a(B). (1.18)
k=0
Os coeficientes 64 que aparecem na expressao (1.18) sao dados por dz0 = —1 ¢
dl'(k —d
dap = ( ) , para todo k > 1, (1.19)

L(k+1D)I(1 —a)
e sao tais que

s _ _dT(k—d) _d(k—d-1I(k-1-d)
YT T+ 1)K —d) kD (K)T(1 — d)

E—1—-d
= | ———— ) dak-1-
(s,

O préximo teorema apresenta as caracteristicas de um processo ARFIMA.

Teorema 1.5. Seja { X }iez um processo ARFIMA(p, d, q), definido pela expressao (1.16).
Suponha que os polinémios ¢(-) e 0(-) ndo possuem raizes em comum. Seque que,

(1) se @(z) # 0 para |z| = 1 entao, existe uma unica solugdo estaciondria para a equagao
(1.16) dada por

= Z Vi€—j, para todo t € 7,

j=—o00
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onde

(i) o processo {Xi}iez € causal se, e somente se, ¢(z) # 0 para |z| < 1.
(iii) o processo {X;}iez € inversivel se, e somente se, 0(z) # 0 para |z| < 1.

(iv) se o processo { X, }iez € causal e inversivel entdo, sua fungdo de autocorrelagao px(+)
e sua densidade espectral fx(-) satisfazem,

px(h) ~ Ch¥=1, quando h — oo,

com C # 0 e,
o2 |0(e”)|? A a2 0(1)7°
Ay = Ze e Iy i T | Py o do X\ — 0.
I = grgempt —¢ 2w[¢<1>} o quando A= 0

Prova: Veja Brockwell e Davis (1991) e Palma (2007).

1.4 Processos Ergddicos

Nesta se¢ao, apresentamos alguns conceitos basicos da Teoria Ergddica, como a definicao
de processo ergddico e os principais teoremas relacionados a ergodicidade. Consideramos
apenas processos estritamente estacionarios, no sentido da Definicao 1.4. Os resultados
apresentados nesta secao sao de grande importancia na caracterizagao dos processos es-
tudados no Capitulo 2.

Definicao 1.30. (Transformacao que Preserva Probabilidade). Seja (2, F,P) um
espago de probabilidade e ¢ : Q — Q uma transformagao. A transformagao ¢(-) preserva
a probabilidade P se, e somente se, P(o~1(A)) = P(A), para todo A € F. Dizemos também
que P é invariante para .

Definigao 1.31. (Operador Shift): Seja Q = SZ a g-algebra gerada pelos cilindros.
A transformacao ¢ : Q —  definida por p(w) = (-++ w1 Wy | w1 we ---), para todo
w=( wq|wws wy --+)€EQ, édenominada operador shift.

Dado um processo estocastico { Xy }1ez, 0 operador shift induz uma transformagao ¢(-)
em ). O processo estocastico { X}z serd estritamente estaciondrio se, e somente se, o
shift preserva a probabilidade P (ver Billingsley, 1995).

Defini¢ao 1.32. (Ergodicidade). Seja ¢ : 2 — Q uma transformagao que preserva
a probabilidade P. Entao, P é ergddica se, e somente se, para todo A € F tal que
¢ 1 (A) = A tem-se P(A) =0 ou P(4) = 1.

No préximo lema mostramos que todo processo estocastico cujas variaveis aleatorias
sao independentes e identicamente distribuidas é estritamente estacionario e ergddico.

Lema 1.1. Seja {X;}iez um processo estocdstico cujas varidveis aleatorias sao inde-
pendentes e identicamente distribuidas. Entao, {X;}iez € estritamente estaciondrio e
ergodico.
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Prova: Veja Stout (1974), pagina 182. -

O seguinte teorema é de grande importancia pois estabelece que transformagoes men-
suraveis preservam estacionariedade estrita e ergodicidade.

Teorema 1.6. Seja {Z;}1cz um processo estocdstico estritamente estaciondrio e ergddico e
: — R uma transformacao mensurdvel. Seja 7 0 processo estocastico definido
R* —- R t [. S X e t tico d d
por Xy = ¢(Zy, Zi—1,- -+ ). Entio, {Xi}iez € estritamente estaciondrio e ergddico.

Prova: Veja Stout (1974), pagina 182. -

O proximo teorema é de grande importancia pois sera utilizado para caracterizar os pro-
cessos apresentados no Capitulo 2.

Teorema 1.7. Seja {Z;}1ez uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes e iden-
ticamente distribuidas, com média zero e variancia finita. Se > oo a? < oo, entio o

=0 %;
processo estocdstico { X, ez definido por

X = Zath,j, para todo t € 7,
5=0

¢ estritamente estaciondrio e ergodico.

Prova: Aplicacao imediata do Lema 1.1 e do Teorema 1.6.
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Capitulo 2

Processos Nao-Lineares

Neste capitulo apresentamos alguns modelos nao-lineares utilizados na andlise de séries
temporais que apresentam heteroscedasticidade, ou seja, a variancia condicional varia
com o tempo. Primeiramente, discutimos os modelos ARCH e GARCH. Apresentamos
as principais caracteristicas e os principais resultados relacionados a tais processos. Em
seguida, tratamos dos modelos EGARCH. Finalmente, com o objetivo de modelar séries
temporais que, além de apresentarem variancia condicional variando no tempo, também
apresentam caracteristica de longa dependéncia na volatilidade, definimos os processos
FIEGARCH. Para estes processos, apresentados na Secao 2.5, provamos diversas pro-
priedades importantes, tais como estacionariedade, ergodicidade, causalidade e inversibi-
lidade. Além disso, provamos que se {X;}iez é um processo FIEGARCH(p, d, q) entao,
sob certas condigoes, o processo estocdstico {In(X?)}:ez é um processo ARFIMA(q, d, 0),
com inovagoes nao-Gaussianas.

Séries temporais financeiras apresentam uma importante caracteristica conhecida como
volatilidade, que pode ser definida de diversas formas, mas nao é diretamente observavel.
Em termos financeiros, a volatilidade pode ser vista como a medida estatistica da possi-
bilidade do valor de um ativo cair ou subir muitas vezes, de forma significativa, em um
determinado periodo de tempo. Neste capitulo, dado um processo estocastico {X;}iez, a
volatilidade é a variancia condicional desse processo.

Neste capitulo, dado um processo estocastico { X}z, denotamos por F; a o-dlgebra de
eventos gerada pelas informacoes disponiveis até o instante t, ou seja, F; = o({X; s < t}).

2.1 Processos ARCH

Nesta secao apresentamos os principais resultados relacionados a classe de modelos auto-
regressivos com heteroscedasticidade condicional, também denominada familia ARCH
(Autoregressive Conditional Heteroskedasticity), introduzida por Engle (1982).

Defini¢ao 2.1. (Processos ARCH). Seja {X;}icz um processo estocastico. Dizemos
que { X, }iez € um processo auto-regressivo com heteroscedasticidade condicional de ordem
p, denotado por ARCH(p), se

Xt = O'tZt, (21)
ol = ap+a(B)X?, paratodot € Z,
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onde {Z;}iez sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
média zero e variancia um, B é o operador de defasagem definido pela expressao (1.13) e

a(B) = Z B, (2.3)

ag>0eaq; >0, parat=1,2,--- ,p, sao constantes reais.

E facil ver que Z; e F;_1 sao independentes, para todo t € Z. Segundo McNeil et
al.  (2005), este resultado segue do fato que um processo ARCH deve ser causal, ou
seja, as equagoes dadas pelas expressoes (2.1) e (2.2) devem ter uma solugao da forma
X, = f(Z, Z_1,- - - ) para alguma funcao f(-) mensuréavel, de forma que Z; é independente
dos valores anteriores ao tempo t do processo estocastico { X; }ez Este fato é um contraste
com os modelos ARMA para os quais as equagoes podem ter solucoes nao-causais. Com
base nisso, é imediato que, se {X;};cz é um processo ARCH(p), entao

Var(X,|Fi) = E(XIF) — (B(XFi)” = B(07 22| Fia) — (Bl Zi| Fia))”
= OJE(Z}\Fi1) — (E(Zi|Fi))” = 07E(Z]) — 07 (E(Z))°

= o7, paratodot€Z,
ou seja, a volatilidade é uma funcao que depende do quadrado dos valores passados do
processo.

No teorema a seguir apresentamos uma condi¢ao necessaria e suficiente para a esta-
cionariedade de um processo ARCH(p).

Teorema 2.1. Seja {X,;}iez um processo ARCH(p), dado na Definigio 2.1. FEntao,
{Xi }iez € estaciondrio de sequnda ordem se, e somente se,

1—a(z) #0, paratodo z € C tal que |z] <1,

onde «o(-) € dado pela expressio (2.3).

Prova: Veja Engle (1982). -

Apresentamos a seguir um exemplo de um processo ARCH(p), para p = 2, simulado
através da funcao simulate.garch do programa S-Plus.

Exemplo 2.1. (Processo ARCH(p), com p = 2). Considere o processo ARCH(p),
dado pelas expressoes (2.1) e (2.2), com p = 2. Para gerar a série temporal {X;},_,, com
n = 250 observacoes, utilizamos ag = 0,25, a3 = 0,47 e ap =0, 1.

A Figura 2.1 apresenta a série temporal simulada {X;}", para n = 250, e seu desvio
padrao condicional (raiz quadrada da volatilidade). A Figura 2.2 apresenta as fungoes
de autocorrelagao amostral das séries temporais {X?2}?°) e {02}?9. Note como essas
séries temporais apresentam funcoes de autocorrelacao amostral semelhantes. Essa é uma

caracteristica dos processos ARCH(p).
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Processo ARCH(2) Simulado Volatilidade do Processo ARCH(2)
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Figura 2.1: Séries Temporais Simuladas do Exemplo 2.1.
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Figura 2.2: Fungoes de Autocorrelagao Amostral das Séries Temporais { X7?}2%9 e {a2}2%.

Observe que a expressao (2.2) pode ser reescrita como
o =g+ X+ apX) + X7 — X7
0 que é equivalente a
(1—a(B)) X} = a0+ vy, (2.4)
2

onde v; = X? — 02 e a(-) dado pela expressao (2.3). Desta forma, {X?}icz pode ser
escrito como um processo AR(p). Note que, em geral, {v;},cz ndo serd um processo
independente e identicamente distribuido, mas sim, de acordo com a Definicao 1.20, um
processo martingale difference. De fato,

E(v) = E(X7—o07)
= E(E(07Z} — 07| Fi-1))
= E(07E(Z; — 1|Fi1)) =0

E(ve|Fim1) = E(X] — 07| Fim1) = E(X7|Fim1) — E(07|Fit) = 07 — 07 = 0.

No modelo classico ARCH(p) de Engle (1982), a variancia condicional é uma funcao
linear dos quadrados das inovacoes passadas, implicando dependéncia Markoviana de
ordem p. O processo GARCH(p, q), que apresentamos na préxima se¢do, introduzido
por Bollerslev (1986), fornece uma estrutura mais flexivel pois expressa a volatilidade do
processo como uma funcao tanto dos valores passados quanto das volatilidades passadas
do processo.
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2.2 Processos GARCH

Nesta secao tratamos dos modelos GARCH (Generalized ARCH), introduzidos por Boller-
slev (1986). Da mesma forma que os modelos ARMA podem ser mais parcimoniosos, no
sentido de apresentar menor nimero de parametros que um modelo AR ou MA, os mo-
delos GARCH podem descrever a volatilidade com menos parametros do que um modelo

ARCH.

Definicao 2.2. (Processos GARCH). Seja { X} }+ez um processo estocdstico. Dizemos
que {X;}iez € um processo autoregressivo com heteroscedasticidade condicional generali-
zado, ou GARCH(p, q) se,

Xy = oz,
ol = ag+aB)X?+B(B)o?, paratodot€ Z,

5)
6)

onde {Z;}iez sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com
média zero e variancia um e Z; é independente de F;_i, para todo t € Z, ag > 0 é
uma constante real, a(-) é o polinémio definido pela expressao (2.3) e o polinémio G(-) é
definido por

(2.
(2.

8B)=D_ 5B, (2.7)

com (3; > 0, para todo j = 1,2,--- ,q, e B é o operador de defasagem definido pela
expressao (1.13).

Os processos GARCH sao uma generalizagao dos processos ARCH no sentido que a
volatilidade o2 é dependente tanto dos quadrados dos valores anteriores do processo como
das volatilidades passadas. Note que, se ¢ = 0, entao o modelo GARCH(p, 0) reduz-se ao
modelo ARCH(p) definido na Secao 2.1.

Na Definicao 2.2, exigimos que os coeficientes «;, para todo i = 1,2,--- ,p e [3;,
para todo 7 = 1,2,--- ,q, sejam positivos. Esta é uma condicao suficiente, mas nao
necesséria para que o7 > 0. O leitor interessado pode encontrar um estudo mais detalhado
e condigoes gerais para que oy, para todo t € Z, esteja bem definida em Nelson e Cao
(1992).

Note que, se todas as raizes do polinomio ( 1-3 (B)) estao fora do circulo unitario, entao
o processo GARCH(p, q), definido pelas expressoes (2.5) e (2.6), possui uma representagao
ARCH(o0). De fato, observe que

o} =g+ a(B)X] + B(B)o} <~ (1-B(B))o; = an + a(B)X;.
Ou seja,
o7 = (1=B(B)) 'ao+ (1-B(B)) 'a(B)X?

= (1-81) Tan+ Y ®;X7

Jj=0

-1

onde ®(B) = (1 - B(B))  a(B) =372 ®,5.
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Mostramos agora que, assim como os processos ARCH possuem uma representagao
AR para o processo {X?}cz, os processos GARCH possuem uma representagaio ARMA
para o processo {X?}cz. Note que, somando-se X? — B(B)X? em ambos os lados da
igualdade, a expressao (2.6) pode ser reescrita como

X2 —BB)X?+ 02 = ag+aB)X?+B(B)ol + X —B(B)X —

(1—a(B) - BB)X? = ao—(1-BB)o?+ (1 BB) X}
(1-a(B) ~ BB)X? = ao+ (1-H(B))u. (2.8)

onde v; = X? — 02, para todo t € Z. Como mostramos na Secao 2.1, o processo {v; }sez
é um processo martingale difference. Logo, se {X;}iez é um processo GARCH(p, q), o
processo { X7}z pode ser representado como um processo ARMA (max{p, ¢}, q).

Apresentamos a seguir um exemplo de um processo GARCH(p, ¢), parap=1eq =1,
simulado através da funcao simulate.garch do programa S-Plus.

Exemplo 2.2. (Processo GARCH(p,q) com p=1=q). Considere o processo
GARCH(p, q), dado pelas expressoes (2.5) e (2.6), com p = 1 = ¢q. A série temporal
{X}7, com n = 250 observagoes, foi gerada utilizando-se ag = 0,1, a; = 0,27 e 1 =
0,32. A Figura 2.3 apresenta a série temporal simulada {X;},, para n = 250, e seu
desvio padrao condicional (raiz quadrada da volatilidade). A Figura 2.4 apresenta as

funcoes de autocorrelagao amostral das séries temporais { X?}2°0 e {o2}20.

T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250

(a) {Xi 5201 (b) {Jt}giol

Figura 2.3: Séries Temporais do Exemplo 2.2.
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H\\‘l“\\‘ L | < H‘I1

Figura 2.4: Fungoes de Autocorrelagao Amostral das Séries Temporais { X7?}2%9 e {02}229.
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No proximo teorema apresentamos uma condicao necessaria e suficiente para a esta-
cionariedade do processo GARCH(p, q).

Teorema 2.2. Seja {X;}icz um processo GARCH(p, q), dado na Definigio 2.2. Entao,
{Xi }iez € estaciondrio se, e somente se,

p q
St
i=1 j=1
Prova: Veja Bollerslev (1986).

O

O préximo lema mostra que todo processo GARCH é um processo martingale difference.
Utilizamos este resultado na prova da Proposicao 2.1.

Lema 2.1. Sejam {X;}icz um processo GARCH(p,q) e Fr = o({Xs};s < t). Entao,
{Xi}iez € um processo martingale difference em relagao a filtra¢ao {F;}iez.

Prova: Note que,
E(Xt) = E(E(Xt|ft,1)) = E(E(O'tZAft,l)) = E(O'tE(ZAft,l)) = 0

Além disso,
E(Xt|-7:t—1) = E(UtZt|-7:t—1) = UtE(Zt|~7:t—1) = 0.

Segue, da Definigao 1.20, que {X;}iez é um processo martingale difference.

O

Na proxima proposicao apresentamos os principais resultados que caracterizam os
processos GARCH(p, q).

Proposigao 2.1. Seja { X, ez um processo GARCH(p, q), dado na Defini¢ao 2.2. Entdo,

(i) se {X;}iez € estaciondrio, sua variancia é dada por

O

L= o — Z?:l B’

Var(X;) = (2.9)

(ii) se E(X?) < oo, para todo t € Z, a fungdo de autocovariancia vx(-,+) € tal que
vx(t,s) =0, para todo t,s € Z tais que t # s;

(iii) se o polinémio (1 — a(B) — B(B)), dado na expressio (2.8), ndo possui raizes no
circulo unitdrio, se B(X}') < oo, para todo t € Z e ndo depende de t e ainda, se
E(Z}) < oo, para todo t € Z, a curtose da varidvel aleatdria X;, para todo t € Z, é

dada por
K B(Z)
tOEZ) - EBEH - )X, v
onde
_Nog o L B(B) S
\II(B):;\IIJ-B ~1=aB) - 4B) com ;\D§<oo. (2.10)
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Prova: Para provar (i) note que o processo {X;}icz ¢ estaciondrio. Logo, E(X?) =
E(X2,), para todo h € Z. Na prova do Lema 2.1, mostramos que E(X;) = 0, para todo
t € Z. Além disso,

E(X7) = E(07Z;) = E(E(0; Z/| Fi-1)) = E(07E(Z/|Fie1)) = E(07), (2.11)

para todo t € Z. Por esses resultados e pelas expressoes (2.6) e (2.11) segue que
p q
E(X7?) = ao + Z aB(X7) + ZﬂjE(Xf)-
i=1 j=1

Assim ) .
E(Xf)(l - ZO&Z‘ — Zﬁj> = Q.
i=1 j=1

Como {X;}sez ¢ estaciondrio, pelo Teorema 2.2, > 7 o + 3 _7_, §; < 1. Portanto, segue
que
Var(X;) = E(X})
Qp

P q :
L= ai—>5 0

Para provar (ii) note que, pelo Lema 2.1, {X; };cz é um processo martingale difference
em relagdo a {F; }ez. Logo, pela Proposigao 1.1, vx(t,s) = 0 para todo t, s € Z tais que
t#s.

Para provar (iii) note que, se todas as rafzes do polinémio (1 — a(B) — 3(B)) estao
fora do circulo unitario podemos reescrever a expressao (2.8) como

XtQ = o —+ L= B(B) (o

(1- a(l) - /(1)) (1 — a(B) — 5(B))

— (1_a( —|—Z\IJ Vi, (2.12)

onde ¥(-) é o polinémio dado pela expressao (2.10). Além disso,

E(X}) =E(0}Z/) = E(E(0, Z/|Fir1)) = E(0/E(Z/|Fir)) = E(0})E(Z)).  (2.13)

Se E(X}') < oo, para todo t € Z e nao depende de t € Z, e E(Z}') < co,para todo t € Z,
como as variaveis aleatorias Z; sao identicamente distribuidas, é imediato, pela expressao
(2.13), que E(o}) < oo e nao depende de t € Z. Portanto,

oy = E(vf) =E((X{ - 07)?) = E(X}) - 2E(X{0}) + E(o})
— E(X}) - 2E(E(X20?|F, 1)) + E(0})
= E(X}) = 2E(0;E(X{|Fi)) + E(0)) = E(X}) — 2E(0}) + E(0})
= E(X})—E(o}) < oo, paratodotc Z. (2.14)

Pela expressao (2.14) e pelo item (iii) da Proposi¢ao 1.1, {vi}iez é um processo ruido
branco. Portanto, pela expressao (2.12) segue que

Var(X?2) = 22\1/ (2.15)
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onde 02 = Var(v;), para todo ¢t € Z. Note ainda que, pelas expressoes (2.13) e (2.14),

oy, = E(X{)—E(o}) = E(0})E(Z;) — E(o})
= E(o})(E(Z}) - 1), para todo t € Z.

Portanto, substituindo este resultado na expressao (2.15) temos,

Var(X?) = E(o})(E(Z}) —1 iqf (2.16)
Por outro lado,
Var(X?) = E X) (E(X2)* = E(0)E(Z)) — (E(0?22))°

DE(Z) - [E(E(0?28170)))°
_ E(oYE Zf) [E(2E(Z2|Fo))]’
HEZ!) - (o) 247

Segue, pelas equagoes (2.16) e (2.17) que,
E(of)(B(Z}) — 1) Z W2 = E(Z) — (E(02))”.
Assim, passando os termos que multiplicam E(c7}') para o mesmo lado da igualdade temos,
B0t B2 - (B2 -1) ] = (@io)”
=0

Logo, se E(Z}) < oo, para todo t € Z, entdo
E(of) _ 1
(E(02))?  E(Z) — (B(Z) 1) X35, ¥
Assim, pela Definicao 1.14 temos que

E(X}) (0} Z}) E(E(0}Z}|Fi-1)) E(0/E(Z{|Fi-1))

KX = 2_ - =

(2.18)

(B(XD)" (B(0222)"  [E(E(02Z31F)))"  [E(o?E(Z31F)))”
E(Z)E(o;) (2.19)
(E(0?))”
Pelas expressoes (2.18) e (2.19) segue que,
o B(Z))
E(Z}) — (E(Z) — 1) 272, ¥
onde ¥(-) é dado pela expressao (2.10). Isso completa a prova. 0

No Exemplo 2.3 apresentamos o célculo da variancia, da curtose do processo {X;}iez €
das fungoes de autocovariancia e autocorrelagao do processo { X? }iez, onde {X;}iez ¢ um
processo ARCH(p), com p = 1. No Exemplo 2.4 apresentamos o calculo dessas fungoes
quando {X;}iez é um processo GARCH(p, ¢), com p =1 =gq.
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Exemplo 2.3. (Propriedades do Processo ARCH(p), com p =1). Considere o
processo ARCH(p), dado pelas expressoes (2.1) e (2.2), com p = 1. Apresentamos o célculo
da variancia e da curtose do processo estacionario { X; }1ez e das fungoes de autocovariancia
e autocorrelagao do processo { X7 }icz.

Note que, pela Proposicao 2.1, para todo t € Z,

Pelo Teorema 2.1, se |a| < 1 entdo, {X;}iez é estacionario. Pelo item (i) da Proposigao

2.1
(7))
Var(X;) = . 2.20
() = o (220)

Suponha que { X7}z ¢ estaciondrio e E(Z}) < oo, para todo t € Z. Como

Y N
\II(B>—1—04(B) _1—a18_j20a18’

temos

S ur= S - 221
=0

=0
Segue, do item (iii) da Proposi¢ao 2.1 e da expressao (2.21), que
E(Z)
RB(Z) - (B(Z) - 1) 5 V2
B(Zf)(1 - ol

(= a?)EZ) — (B(ZD) — 1)
E(Z)(1— o)

1-E(Z}Ha? ~
Particularmente, se Z; ~ N(0,1) entao, E(Z}) = 3. Logo, pela expressao (2.22),

3(1—0af) _3(1—0af)
T 1-3a2 1—a?

Kx

(2.22)

Esse fato mostra que um processo ARCH(p), com p = 1, possui caudas mais pesadas do
que aquelas de uma distribuicao normal.

Além disso, como
E(X}
Ky = %, (2.23)
(E(X?))

pelas expressoes (2.20) e (2.23), temos que
3(1—af ?
Exh — SUZa) ( — )
(1—3a3) 1—m
302(1 4 )
(1—a1)(1—3a3)

Com isso conclui-se que os momentos de quarta ordem de { X };cz sdo positivos e finitos
se, e somente se,

1
0<1—3a] «—= 0§a%<§.
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Pela expressao (2.4), o processo {X?}iez ¢ um processo AR(p), com p = 1. Lembramos
que, na prova da Proposigao 2.1, mostramos que, se E(X}') < oo, para todo ¢ € Z, e nao
depende de t e E(Z}') < oo, para todo t € Z, entdo, o processo {v;}icz, definido na ex-
pressdo (2.4), é um processo ruido branco. Portanto, se o processo { X2}z é estacionério
e E(Z}) < oo, para todo t € Z, segue que

vx2(h) = ayx2(0), paratodo h >0 e

px2(h) = ol para todo h > 0.

Para maiores detalhes sobre o calculo das fungoes de autocorrelacao e autocovariancia de
processos AR(p) veja Brockwell e Davis (1991).

Exemplo 2.4. (Propriedades do Processo GARCH(p,q) com p=1=q). Con-
sidere o processo GARCH(p, q) estaciondrio, dado pelas expressoes (2.5) e (2.6) com
p = 1 = q. Apresentamos o cdlculo da variancia e da curtose do processo {X;}iez €
das fungoes de autocovariancia e autocorrelacao do processo {X?}iez.

Seja { X }tez um processo GARCH(p, ¢) com p = 1 = ¢. Lembramos que
E(X;) =0, paratodo t€ Z.

Pelo Teorema 2.2, se a; + 31 < 1 entdo, {X;}iez é estacionario. Segue, pelo item (i) da

Proposicao 2.1, que
Qo

l—ay—p
Para calcular a medida de curtose Kx, para o processo GARCH(p, q), com p = 1 = ¢,

precisamos obter os coeficientes do polinomio W(-), definido pela expressao (2.10). Para
isso, observe que

Var(X;) =

1— 6B arB+ (1= (o1 + B1)B) B
U(B) = = = + 1. 2.24
() 1 —(oq+p1)B 1 — (o +p1)B 1 —(oq+p1)B ( )
Além disso, como a; + (1 < 1, segue que
1 > o
= TB. 2.25
1 — (a1 +51)B j;(oq ) (2.25)

Substituindo a expressao (2.25) na expressao (2.24) obtemos

 1-05B
N 1—(&1—1-61)8

¥(B) = l+aB+a(an+B)B*+ - +ai(ag + )" 1B+ -+

= 1+ aifar+ /) 'B. (2.26)

j=1

Segue, da expressao (2.26), que Uy =1e ¥, = ay(ay + B;)77, para todo j > 1. Logo,

> - , 7 1— (a1 + 5h)*+ af
V=14 ad(on + )Y =14 L = L (227
jzo J ]Zl 1( 1 51) 1 — (Oél + 51)2 1— (041 + 61)2 ( )
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Segue, do item (iii) da Proposi¢ao 2.1 e da expressao (2.27), que

E(Z})
E(Z) — (B(Z}) — 1) 332, V3
E(Z})(1 = (a1 + £1)?)
L— (a1 + 61)? = (E(Z}) — Dai

Kx

Particularmente, se Z, ~ N(0,1) entdo, E(Z}) =3 e

. 3(1 — (061 + 61)2)
1= (g + B1)? - 202

Kx > 3.

Esse fato mostra que um processo GARCH(p, ¢), com p = 1 = ¢, possui caudas mais
pesadas do que aquelas de uma distribuicao normal.

Para encontrar a fungao de autocorrelagao do processo estocéstico { X2 }i¢z, lembramos
que, pela expressao (2.8), este processo possui uma representagdo ARMA (max{p, ¢}, q).
Além disso, para que este processo seja estacionario, o polindmio autoregressivo desta
representagao nao pode ter raizes no circulo unitario. Segue, da expressao (2.12) que

Cov(XZip, X7) = Cov (a + Z W0 iy @+ Z \I/jvt,j> (2.28)
i=0 =0

(%]

1 —a(1) = 5(1)
pressao (2.10).

onde a = e os coeficientes ¥;, para todo ¢ > 0, sao definidos pela ex-

Como {wv;}iez é um processo martingale difference, segue pela Proposigao 1.1, que
Cov(vg,vs) = 0, para todo t, s € Z tais que t # s. Logo, pela expressao (2.28) temos

vx2(h) = Cov(Xf+h,Xt2)

= > ) W¥;Cov (Ut+h—z’7 Ut—y‘)

=0 j=0
= Z U, W, Var(v)
=0
= o’ Z VW, paratodoh >0 (2.29)
=0

yx2(h) a0 ViVien
pxz(h) = = — , para todo h > 0. 2.30
a2 () 7x2(0) > im0 V5 (230

Pelas expressoes (2.26), (2.29) e (2.30) temos que as fungées de autocovariancia e auto-
correlagao do processo estocdstico {X?}iez, onde {X;}iez é um processo GARCH(p, q),
com p = q = 1, sao dadas, respectivamente, por
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yx2(h) = oUW, + 00 > WUy,

j=1
2 h—1 j4h—1
= o,oq(q+6)" 4o, ZOQ a1+ B rn(an + Br)

7=1
_ 2 h—1 jt+h—1
= oa(aqg + )" + o Zal a1+ B ren(an + Br)

7j=1
= olay(ay + )" + o2 Za%(al + ()2

j=1
= oyai(ar +0)" +ogai(on + 6)'72 ) (an + p)¥

7j=1
2 h—1 Han + By)"
= todo h > 0,
o, {041(041-1-51) + 1_ (a1 + B } para todo

onde 02 = Var(v;), para todo t € Z e

px2(h) = {oq(oq + B+ aj(ar + 4)" } L 1= (a1 + B1)?

1—(oq + ()2 1= (a1 +3)? +af
o (g + )" — (g + B)" + o (ag + 1)

= , para todo h > 0.
1— (a1 +61)%+of P o

2.3 Processos IGARCH e Modelos EWMA

Nesta segao apresentamos os processos IGARCH (Integrate GARCH) e os modelos EWMA
(Ezponentially Weighted Moving Average). Como veremos a seguir os modelos EWMA
sao um caso particular dos processos IGARCH. Tais modelos sao amplamente utilizados
devido a sua facil implementacao.

Os processos IGARCH foram apresentados por Engle e Bollerslev (1986). A introdugao
de tais processos deve-se ao fato que em muitas aplicagoes praticas, ao tenter estimar o
polinomio dado pela expressao (2.8), encontra-se um polinomio 1 — &(z) — 3 (z), com uma
raiz estatisticamente indistingiiivel da unidade. A seguir apresentamos a defini¢cao formal
destes processos.

Definicao 2.3. (Processos IGARCH). Seja { X; }+cz um processo estocdstico. Dizemos
que { X }iez é um processo GARCH integrado, ou IGARCH(p, q) se

Xt = UtZt7 (231)
of = ap+a(B)X}+ B(B)o}, paratodot € Z, (2.32)
onde {Z;}iez sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas com

média zero e variancia um e Z; é independente de F;_;, para todo t € Z, ag > 0 é uma

constante real e «(+) e (+) sdo os polinomios definidos, respectivamente, pelas expressoes
(2.3) e (2.7), com

a(1) + 5(1) =
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Note que, se o polinémio 1—«a(B)—3(B) possui uma raiz unitéria, podemos decompdo-lo
como

1 —a(B) = 5(B) = ¢(B)(1 - B),

com ¢(B) # 0, para todo |B| < 1. Assim, reescrevemos a equagao (2.8) como
(1= a(B) = BB) X2 = 6(B) L~ BIXE =g+ (1— BB)u,  (2.39)

onde v; = X? — 02, para todo t € Z. Segue que um processo IGARCH(p, ¢) possui uma
representacio ARIMA(m, 1,q), onde m = max{p, ¢} — 1, para o processo {X?}cz.

Outro modelo amplamente utilizado para modelar a volatilidade é o modelo EWMA,
introduzido por Roberts (1959). Como veremos na préxima definigdo este modelo pode
ser visto como um caso particular dos processos IGARCH(p, q).

Definigao 2.4. (Modelos EWMA). Seja {X,}icz um processo estocastico e F; =
o({Xs};s <t). Dizemos que a variancia condicional de {X;}cz segue um modelo média
movel ponderado exponencialmente, denotado por EWMA ( Ezxponentially Weighted Mov-
ing Average), se o2 = Var(X;|F;_;) é dada por

02 =AX2,+ (1 —-)o?,, paratodo t€7Z, (2.34)
onde 0 < A < 1 é uma constante real.

Na prética, dada uma série temporal { X, }; ; obtida a partir de um processo estocéstico
{Xi}tez, 0 parametro A no modelo EWMA | é escolhido de forma a minimizar a soma dos
quadrados dos residuos de ajuste ou de previsao.

Pelas expressoes (2.33) e (2.34), concluimos que o modelo EWMA pode ser visto como
um modelo IGARCH(p, q), com p=1=¢ e oy = 0.

Os modelos ARCH e GARCH (IGARCH) sao amplamente utilizados para modelar
séries de retornos financeiros (veja Defini¢ao 4.4). Como podemos perceber nas Definigoes
2.1 e 2.2, tais modelos tratam os retornos de forma simétrica, pois a volatilidade é uma
funcao quadratica dos mesmos. Levando em conta que a volatilidade reage de forma
assimétrica aos retornos, tendendo a ser maior para retornos negativos, Nelson (1991)
introduz a classe de modelos EGARCH (FEzponential GARCH), que apresentamos na
proxima segao.

2.4 Processos EGARCH

Nesta segao definimos os processos EGARCH (Ezponential GARCH), introduzidos por
Nelson (1991) e apresentamos os principais resultados relacionados & estacionariedade e
ergodicidade de tais processos.

Defini¢ao 2.5. (Processos EGARCH). Seja {X;}cz um processo estocéstico. Dize-
mos que {X;}iez é um processo GARCH exponencial, denotado por EGARCH(p, q) se,

Xt = O-tZta (235)
2 a(B)
In(o}) = w4+ Mg(Zt,l), para todo t € Z, (2.36)
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onde w € R, {Z;}1ez sdo varidveis aleatérias independentes e identicamente distribuidas
com média zero e variancia um,

p q q

aB)=> (—a)B =1- Zaizsn', BB) =D (—4)B =1- Z@-Bi, (2.37)

i=0 =0
com a9 = —1 = By, B(B) # 0 para todo B tal que |[B] < 1e

9(Z) =0Z, +~[|Z| —E(|Z,|)], paratodot € Z, e,y €R. (2.38)

Observe que g(Z;) pode ser reescrita como

(Z)_{ (0 +7)Z —vE(|Z]), Z:>0
PN 02 —E(Z)), 7 <o,

para todo t € Z. Essa assimetria permite que a volatilidade responda mais rapidamente
a retornos negativos do que a positivos.

O seguinte lema trata da independéncia entre quaisquer varidveis aleatorias e é uti-
lizado na prova da Proposi¢ao 2.2 onde mostramos que o processo estocastico {g(Z;) }iez,
com ¢(-) definida pela expressao (2.38), é um processo ruido branco. Apesar de vérios
autores afirmarem que as varidveis aleatérias g(Z;), para todo t € Z, sdo independentes
e identicamente distribuidas, nenhum deles apresenta uma prova formal dessa afirmacao,
nem do fato de {g(Z;) }+ez ser um processo ruido branco.

Lema 2.2. Sejam Xi,---, X, varidveis aleatorias independentes. Entdo, funcoes men-
surdveis de familias disjuntas das varidveis X;’s sao também independentes.

Prova: Veja Durrett (1991), pagina 23. -

Proposicao 2.2. Seja {Z;}1ez um processo estocdstico tal que as varidveis aleatorias
Zy, para todo t € Z, sao independentes e identicamente distribuidas, com média zero e
variancia um. Seja g(+) a fungdo definida pela expressao (2.38). Entdo {g(Z;)}iez € um
processo ruido branco.

Prova: Seja g(z) = 0z + y|z| — ¢, com 6,7, ¢ € R. E imediato que g(-) é mensuravel em
relacao a o-algebra de Borel B.

Por hipotese, para todo t € Z, as variaveis aleatorias Z; possuem a mesma distribuicao.
Logo, E(|Z;|) é constante, para todo ¢t € Z. Desta forma a fungao ¢(-), dada na expressao
(2.38), pode ser reescrita como

9(Zy) =02, +~|Zy| — ¢, para todo t € Z,

com ¢ = yE(|Z;]). Segue do Lema 2.2 que, para todo t € Z, g(Z;) e g(Zi+1) sao indepen-
dentes sempre que h € Z — {0}.

Observe que, como Z; e Z;,j sao identicamente distribuidas

IP’(Zt € A) = P(Zt+h € A), para todo boreliano A € 8.
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Em particular, para todo A = (—o0,x] € B, com = € R, teremos
IP’(g(Zt) < :C) = P(Zt € g’l((—oo,x])>

 B{zn € (0)
= P(g(Zin) < ).
Portanto, g(Z;) e g(Z;y1) possuem a mesma distribuigao, para todo t,h € Z.

Ja provamos que g(Z;) e g(Z4+) sdo independentes e identicamente distribuidas. Logo,

E(9(Z) = E[0Z,+~(Z] - E(Z])]
= E[0Z + 12| — vE(|Z.))]
= 0E(Z) +~E(1Z]) —vE(1Z])
= 0,

pois E(Z;) = 0, para todo t € Z. E ainda, para todo h € Z, pela independéncia das
variaveis aleatérias {g(Z;) }iez, temos que

g’

0, se h#0,

’Vg(h) = COV(g(ZtJrh),g(Zt)) _ { o2 se h=0

onde 03 = ]E([g(Zt)]Q), para todo t € Z, e nao depende de t.
Para completar a prova precisamos mostrar que E(|g(Z;)[*) < oc.
Note que, Z;|Z;| < Z2, para todo t € Z. Segue, pelas propriedades da esperanca, que
E(Z|Zi|) < E(Z}) =1, para todo t € Z. (2.39)
Como E(|Z,|?) =E(Z%) =1 e E(Z;) =0, segue que
E(|9(Zt)|2> - E(QQ(Zt))

_E :<eZt +9|1z0 - E<|Zt|)D2}

_ E:9223+292ﬁ<,zt|_E(yzty)> +72(|Zt|—E(|Zt|)>2}

= E[6°2}+202(1 %] - B(Z))) +72(|Zt|2—2|zt|E<|Zt|>+<E<|Zt|>>2)]
— PE(Z?) + 207E(Zi| Z1]) — 207E(Z)E(|Z))
+ VE(1Z:) — 2*E( Z)E(|Zi]) + 72 (E(1Z0l))”
= O°E(Z}) + 200E(Z)| Zi|) — 0+ +°E(Z7) — QVZ(EUZtD)Q + VZ(EUZtD)Q
= 0>+ 20vE(Z)| Zy|) + 4% — &
= 0*++° =+ 20WE(Z| Z)), (2.40)
onde ¢ = yE(|Z]).

Pelas expressoes (2.39) e (2.40) segue que
E(|g(Z:)]?) < oo, paratodot € Z

e nao depende de t. Portanto, {g(Z;)}+cz é um processo ruido branco. 0
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Da Proposigao 2.2 segue que o processo estocéastico {g(Z;)}iez é fracamente esta-
cionario. No lema que segue mostramos que este processo é também estritamente esta-
ciondrio e ergddico.

Lema 2.3. Sejam {Z;}icz varidveis aleatorias independentes e identicamente distribuidas.
Entdo, o processo estocdstico {g(Z;) biez, definido pela expressio (2.38), € estritamente
estaciondrio e ergodico.

Prova: Note que as varidveis aleatdrias {Z;}icz sdo independentes e identicamente dis-

tribuidas. Logo o resultado segue do Teorema 1.6. -

O préximo lema trata da convergéncia da soma de varidveis aleatérias. Este resultado sera
utilizado nas demonstragoes que seguem neste capitulo. No Teorema 2.3, apresentamos
resultados relacionados aos processos EGARCH(p, ¢). O teorema trata da estacionarie-
dade dos processos {X;} ez, {07} ez e {In(0?) — whiez. Este teorema foi primeiramente
apresentado por Nelson (1991). Entretanto, apresentamos uma prova mais detalhada do
que a apresentada pelo autor. No que segue, denotamos por L(2, F,P) o conjunto de
todas as varidveis aleatérias sobre (€2, F) que s@o finitas em quase toda parte.

Lema 2.4. Sejam {Y:}i>0 varidveis aleatorias independentes tais que E(Y;) = 0, para
todo t > 0. Se > 2, Var(Yy) < oo, entio Y, Yy converge com probabilidade 1.

Prova: Veja Billingsley (1995), pagina 289. -

Teorema 2.3. Sejam {X;}icz € {02}iez 05 processos estocdsticos definidos pelas ex-
pressoes (2.35) e (2.36). Suponha que as constantes v e 0, dadas na expressao (2.38),
nao sao ambas iguais a zero. Entao,

(i) o0s processos estocdsticos {Xi} ez, {02 ez € {In(0?) — whiez, onde w € R, sao
estritamente estaciondrios e ergodicos;

(i) o processo estocdstico {In(0?) — w}iez € fracamente estaciondrio.

Prova: Para provar (i) note que, por definigdo, o polinomio ((-), dado na expressao

(2.37) ndo possui rafzes no circulo unitério. Seja ®(B) = (6(B)) la(B). Segue que D(-)
possui uma representacao por série de poténcias dada por

O(B) = Z(I)kBk, com Z(I)i < 0. (2.41)
k=0

k=0

Na Proposigao 2.2 mostramos que as variaveis aleatérias {g(Z;) }iez sdo independentes
e identicamente distribuidas com E(g(Z;)) = 0 e Var(g(Z;)) < oo, para todo ¢ € Z.
Aplicando o Lema 2.4 a seqiiéncia de varidveis aleatérias {®rg(Z;—1-k)}x>0, para todo
t € Z e ®y, para todo k > 0, definido pela expressao (2.41), concluimos que as varidveis
aleatérias In(c?) —w € L°(Q, F,P), para todo t € Z. Segue que o7 ¢ X; € LY(Q, F,P),
para todo t € Z.

Pelo Lema 2.3, o processo estocastico {g(Z;) }ez € estritamente estaciondrio e ergédico.
Segue, da expressao (2.36) e do Teorema 1.6, que {In(c?) — w}iez ¢ estritamente esta-
ciondrio e ergédico. De forma andloga, o processo estocdstico {02}z é estritamente
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estacionario e ergddico. Pelas expressoes (2.35), (2.36) e (2.41) temos

Xt = O'tZt
1 o
= Z,exp {5 (w + Z (IDkg(Zt_l_k)> } , para todo t € Z, (2.42)

k=0

Como as variaveis aleatérias { Z; } 47 sdo independentes e identicamente distribuidas, segue
do Lema 1.1 e do Teorema 1.6 que o processo {X;};cz é estritamente estaciondrio e
ergddico.

Pelo item (i) o processo {In(c?) —w}ez ¢ estritamente estaciondrio. Logo, para provar
(ii) s6 precisamos mostrar que E((In(c}) — w)?) < oo, para todo t € Z. Note que, pela

Proposicao 2.2, {g(Z;) }tez é um processo ruido branco, logo E([g(Zt)f) < 00, para todo
t € Z, e nao depende de t e ainda, E(g(ZHh)g(Zt)) = 0, sempre que h # 0. Por isso e
pela expressao (2.41) temos que

E((ln(o?) - w)?) = E [—g<zt_1>]2)

Segue que o processo estocdstico {In(o?) — w}iez é fracamente estaciondrio. a

Pelo Teorema 2.3, os processos estocdsticos {X;}ez e {02}ez sdo estritamente esta-
cionarios e ergodicos. Isto porém, nao implica estacionariedade fraca pois, para alguma
distribuicao das varidveis aleatérias { Z; ez, a média ou a variancia destes processos pode
nao ser finita (veja Nelson, 1991).

Apresentamos a seguir, resultados para uma familia de distribuicbes amplamente uti-
lizadas, a distribui¢do de erro generalizada (GED), da qual fazem parte as fungoes de
distribuicao normal, dupla exponencial e uniforme. Para esta familia de distribuigoes os
processos { X; }iez e {02 }cz possuem momentos de ordem 7 finitos, para todo r € N—{0}.
Na Observacao 2.1 da Secao 2.5 mostramos que os resultados apresentados a seguir podem
ser estendidos aos processos FIEGARCH.

Definigao 2.6. (Distribuicao de Erro Generalizada). Seja X; uma varidvel aleatéria,
para cada t € Z. A funcao de distribuicao de X; é uma func¢ao de distribuicao de erro
generalizada, denotada por GED, se a funcao densidade de probabilidade da variavel
aleatéria normalizada, é dada por

vexp{—% : }

n21+1/ur (%) !

z

fx(2) = zeR, v>0,

onde I'(+) é a fun¢do Gama e

0 [g—zmM] 1/%

L(3/v)
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O parametro v determina o comportamento das caudas da distribuicao. Quando v = 2,
a variavel aleatéria tem distribuicao normal padrao. Para v < 2, a distribuicao possui
caudas mais leves que a normal (quando v = 1 temos a distribuigao exponencial dupla) e
para v > 2 a funcao de distribuicao possui caudas mais pesadas que a distribuicdao normal.

Note que, como as varidveis aleatdrias {Z;},cz sdo independentes e identicamente
distribuidas, pela expressao (2.42) temos,

E(X{) = E (Z{ exp {g <W + Z q)kg(Ztlk)> })

r o
= YR (Z[ exp {5 Z ‘Pkg(Zt—l—k)}>

e 2R (ZT) 1°_°[ E (exp {g‘%g(&)}) , (2.43)

onde os coeficientes ®, sdo dados pela expressao (2.41) e g(-) é dada por (2.38).

O teorema que segue apresenta resultados que nos permitem avaliar a expressao (2.43)
para o caso em que as variaveis aleatérias {Z; }1ez possuem distribuigado GED.

Teorema 2.4. Dadosr € N e b € R, sejam {Z; }1ez varidveis aleatdrias independente e
identicamente distribuidas, com média zero e variancia um, e g(-) a fun¢do definida pela
expressdo (2.38).

(i) Se, para todo t € 7Z, a varidvel aleatdria Z; tem distribuicio GED(v), com v > 1,
entao

E(Z] exp{bg(Z)}) = QT/””TGXP{ [(1/0)

x> Y nb)R[(v + 0)F + (—1)"(y — )*]

—byT(2/v)A21/" }

F((r +k+ 1)/@) =
2I'(1/v)(k 4+ 1)

(ii) Se, para todo t € Z, Z; tem distribuicao GED(v), com v < 1, ou Z; tem distribui¢ao
t-Student com v > 2 graus de liberdade, entdo E(z" exp{bg(Z;)}) < oo se, e somente
se

by +1b6| <O0.

(iii) Se, para todo t € Z, a varidvel aleatoria Z;, tem distribuicao GED(v), com v = 1,
entdo E(z"exp{bg(Z;)}) < oo se, e somente

by + [bh] < 242,

Prova: Veja Nelson (1991). -

Com base nos resultados do Teorema 2.4 enunciamos o Teorema 2.5 que trata da existéncia
dos momentos de ordem r, para r € N — 0, dos processos EGARCH(p, q).

44



Teorema 2.5. Seja {X;}iez um processo EGARCH(p, q), definido pelas expressoes (2.35),
(2.36) e (2.38). Suponha que 6 e v nao sao ambos iguais a zero. Se, para todo t € Z,
as varidveis aleatorias Z; possuem distribuicao GED(v), com v > 1, entdao os processos
estocdsticos { Xy }ier, € {07 hez sio tais que E(X]) < oo e E((0})") < oo, para todo t € Z
e todo r > 0.

Prova: Veja Nelson (1991). -

Na préxima segao tratamos, com detalhes, os processos FIEGARCH(p, d, q), intro-
duzidos por Bollerslev e Mikkelsen (1996). Ressaltamos que os processos EGARCH(p, q)
sao um caso particular dos processos FIEGARCH(p, d, ¢), quando d = 0.

2.5 Processos FIEGARCH

Nesta se¢ao apresentamos o processo EGARCH Fracionariamente Integrado, denotado
por FIEGARCH(p,d,q), (Fractionally Integrated Exponential Generalized Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity). Esta classe de processos, introduzida por Bollerslev e
Mikkelsen (1996), além da volatilidade variando com o tempo e clusters de volatilidade
(efeitos oriundos dos processos ARCH e GARCH), leva em conta a longa dependéncia da
volatilidade, e a assimetria (oriunda da parte exponencial no processo EGARCH). Além
das principais propriedades deste processo, apresentamos resultados relacionados a ordem
de convergéncia dos coeficientes do polinomio que descreve a volatilidade. Estes resulta-
dos sao de extrema importancia para o desenvolvimento das simulagoes apresentadas no
Capitulo 5.

Definig¢ao 2.7. (Processos FIEGARCH). Seja { X, }1ez um processo estocastico. Dize-
mos que {X;}iez é um processo EGARCH Fracionariamente Integrado, e denotamos por
FIEGARCH(p, d, q), se

Xt = O-tZty (244)

2y _ a(B)
In(o;) = w4+ Wg(Zt_l), para todo t € Z, (2.45)

onde w € R, {Z,; },¢z sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas,
com média zero e variancia um, g(-) é a fungao definida pela expressao (2.38), os polinomios
a(+) e B(+) sdo dados pela expressao (2.37) e o operador (1 —B)?¢ ¢ definido pela expressio
(1.17).

No Lema 2.1 mostramos que se {X; }4cz é processo GARCH(p, q), entao {X; }1ez é um
processo martingale difference. E imediato esse resultado pode ser estendido aos processos
FIEGARCH(p, d, q) e a demonstragao é analoga.

Na literatura encontramos diferentes maneiras de definir um processo FIEGARCH.
Na préxima proposigao provamos que sob certas restri¢oes, dadas na expressao (2.47), a
expressao (2.45), que faz parte da definigdo de um processo FIEGARCH(p, d, q), proposta
por Bollerslev e Mikkelsen (1996), é equivalente a apresentada na equacao (2.46). A
expressao (2.46) faz parte da definicdo do mesmo processo, proposta por Zivot e Wang
(2005). Este resultado é de extrema importancia para o desenvolvimento do Capitulo 5.
Ressaltamos que a prova formal desse resultado nao aparece na literatura.
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Proposicao 2.3. Seja {X,}iez um processo FIEGARCH(p, d, q), dado na Defini¢ao 2.7.
Entdo, a expressio de In(c?), dada em (2.45), pode ser reescrita como

p
B(B)(1 - B)'In(?) = a+y (¢i|zt_1_i| + %-Zt_l_,;>, (2.46)
i=0
onde

a = (=7)a(E(|Z])

Yo = —yag=—(-1) =7,

v, = —vyoy, para todo 1 <1< p,

Y% = —Oag=—-0(—1)=0,

vi = —ba;, paratodo 1 <1< p. (2.47)

Prova: Note que, pela igualdade (1.18),

0=(01-1"=1-> dus,
k=1
ou seja,
Z(Sd,k =1. (2.48)
k=1

Pela igualdade (2.48), segue que

(1-B)w = (1 - ; 5d,k5’f)w
= w-— i 0 kW
k=1
= w(1=-Y ) =0
k=1

para todo w € R.

A expressao (2.45) pode ser reescrita como

B(B)(1—B)'In(e?) = BB)(1 - B)'w+a(B)g(Z1)
— 0+ a(B)g(Zi). (2.49)

Da expressao (2.38) podemos reescrever a expressao (2.49) por

B(B)(1 — B)In(0?) (1 —Zas)(eztﬂﬂztfl! —E(\Zt,ﬂ)}). (2.50)

Dado que as variaveis aleatérias {Z;};cz sdo independentes e identicamente distribuidas
temos que E(\Zt\) ¢ constante, para todo t € Z. Assim,

(1_zagz)( B(zeD) = (1-3a)(—E(2))

=1

= (—7)a(E(|Z]) = a. (2.51)
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Segue, pela expressao (2.51), que a expressao (2.50) pode ser reescrita como
p .
BB)(1 - B)Yn(0?) = a+ (1 -y on)") (ezt_l + 7|Zt_1|>
i=1

P
= a-+ Z <¢z‘|Zt—1—z’| + %’Zt—1—z’>,
i=0

onde v;, para todo 0 < i < p, e 7, para todo 0 < i < p, sdo dados pela expressao (2.47).
Ou seja,

BB =B In(o}) = a+ Y (ilZeaoil + %),
=0

com a, ¥; e 7;, para 0 < i < p, definidos pela expressao (2.47). Isto mostra que, sob as

condigoes dadas, as expressoes (2.45) e (2.46) sao equivalentes. -

E f4cil ver que a defini¢ao dada por Zivot e Wang (2005) é mais geral que a apresentada
por Bollerslev e Mikkelsen (1996) ja que os coeficientes 1; e y;, para j = 0,--- ,p nao
precisam, necessariamente, satisfazer as condigoes da expressao (2.47).

Seja A(B) = B(B)"}(1 — B)"%a(B) o polindmio definido na expressio (2.45). Na
proxima proposicao apresentamos uma férmula de recorréncia para o célculo dos coefi-
cientes A\gy, para todo k € N, deste polinomio. Utilizamos esta férmula nas simulagoes
apresentadas no Capitulo 5. Apesar dos processos FIEGARCH terem sido introduzidos
em 1996, nao encontramos na literatura um resultado, equivalente ao apresentado na
Proposicao 2.4, para tais processos.

Proposicao 2.4. Sejam

p q
a(B) =) (~a)B' e B(B) =) (-6
i=0 =0
com ag = —1 = [y. Suponha que (3(-) ndo possui raizes no circulo unitdrio e que a(-) e

B(+) nao possuem raizes em comum. Se
AB) = 3(B)~ (1 - B)"a(B), (2.52)

entdo, os coeficientes Aq ., para todo k € N, do polinomio \(B) = Y1, A\ xB*, sdo dados
por

Ao = 1
k—1 k—i

Nag = —qp — Z i (Z 5d7kijﬁj>, para todo k > 1. (2.53)
i=0 =0

Na expressao (2.53), por defini¢io, ap, = 0, se k > p, B =0, se k > q e 0s coeficientes
dak, para todo k € N, sao dados na expressao (1.19).
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Prova: Por definicao
a(B) = ﬁ(B)ﬂ-B)d(ZAMBk). (2.54)
k=0

Note que, pela Proposigao 1.2, item (ii), se definirmos f; = 0, para todo k > ¢, e
utilizarmos a expressao (1.18), temos

NE

s8-8 = (

~58") (; 048"

0

M .

( fj(—@)(—ad,k_i))sk
k=0 1=0
) k
= Z (Z ﬁifgd,k—z‘)Bk
k=0 =0
00 k
-y ( 5d,k,i@-)8’“. (2.55)
k=0 =0
Assim,
BB)(1 — B)d<§: NixBY) = ( Y 5d,k_jﬁj>3k’> (f: NaxB")
k=0 J=0 k=0

Ty

k k—i
Z Adi ( Z 5d,k—i—j@j> ) B*
- J_qu k—i
Adk0a,080 + Z Ad,i ( Z (5d,k—z’—jﬁj> ) B*

i=0 =0
k-1 ki

Ak + Z Adi ( Z 5d,k—i—jﬁj)> B (2.56)
i=0 =0

Portanto, pela Proposi¢ao 1.2, item (i), se definirmos «; = 0, para todo k > p, pela
expressao (2.56), a igualdade dada pela expressao (2.54) é verdadeira se, e somente se,

B
Il
o

K

B
Il
o

K

B
Il
o

—ap = Ag, Ou seja, Ago = 1

k—1 k—i
—ap = gk + Z Ad,i ( Z 5d,kfifj5j>7
i=0 Jj=0

para todo k > 1. Assim temos
k—1 k—i
)\d,k’ = —Q — Z >\d,i ( Z 5d,k—i—j/6j>7 para todo k Z 1.
i=0 j=0

Suponha agora que A(B) = Y72 AaxB* e que os coeficientes Ay, k > 0, sejam definidos
pela expressao (2.53). E facil ver que, substituindo os coeficientes Ay, para todo k& >
0, na expressao (2.56) temos como resultado Y ;- (—ay)B* = a(B). Isto completa a
prova. 0
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No proximo lema apresentamos uma aproximagao para os coeficientes 7y j, do polinomio
(1 —B)™%, quando k — oco. Este resultado, j& conhecido, é utilizado para mostrar que a
ordem de convergéncia ao infinito dos coeficientes A4y, dados na expressao (2.53), é dada
por A\gx = o(k?). Esse resultado é apresentado no Teorema 2.6. A prova formal dessa
afirmacao nao é encontrada na literatura existente sobre processos FIEGARCH.

Lema 2.5. Seja (1 — B)™ = >0 maxB¥, com —0.5 < d < 0,5. Entdo, a ordem de
convergéncia ao infinito para os coeficientes mqy € dada por

Tar = o(k%),  quando k — oo.

Prova: Para provar o lema, mostraremos que

1
Td,k ™~ Wv

quando k — oo.
0
Note que, deste resultado segue que klim %"Ik = 0, ou seja, pela Definicao 1.24, mq; =
o(k?).

Note que (1 — B)~? possui a mesma expansao binomial que o polinémio dado na
expressao (1.18), substituindo-se d por —d. Segue que
dI'(k +d) I'(k+d)

Tk = R )T+ d) | e+ () -4k (2.57)

para todo k£ > 0 com &4y, definido pela expressao (1.19).

Pela férmula de Stirling (veja Karlin e Taylor, 1975, pagina 36), para k suficientemente

grande,
T(k) ~ V2me FEF+1/2, (2.58)

. AN
kh_}ngo (1 + E) =e".
L
Como lim (1 + E) =1, segue que

k—o0
k4 d k+1/2
lim (T) = lim

k—oo k—oo

Além disso,

(1 - %)k (1 - %)1/2] =", (2.59)

E ainda 4
k+d 1
( ’ ) ~ Tid quando &k — oo. (2.60)
Assim, pela expressao (2.58) temos que, para k suficientemente grande,
B L(k+d)  T(k+d)
Tk = P+ OIO()  kD(R)D(d)
1 o ef(ker)(k, + d)(k+d)+1/2
kT(d) o e~k jk+1/2
et (kA (k+a\*T?
- T(d) k k '
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Pelas expressoes (2.59) e (2.60) segue que, para k suficientemente grande,

1
Tdk ™~ W

Assim, klim % = 0. Logo, pela Definigao 1.24, 74, = o(k?). .

No préximo teorema provamos que a ordem de convergéncia ao infinito dos coeficientes
Ak, dados na expressio (2.53), é dada por A\gx = o(k?). Este resultado é utilizado nas
simulagoes apresentadas no Capitulo 5.

Teorema 2.6. Seja {X,;}iez um processo FIEGARCH(p,d, q), com —0.5 < d < 0,5,
definido pelas expressoes (2.44) e (2.45). Seja A(-) o polinomio definido pela expressdo
(2.52), com coeficientes A\q, dados pela expressdo (2.53). Entdo, a ordem de convergéncia
ao infinito para os coeficientes A\qy € dada por

iy =o(kY),  quando k — oo.

Prova: Para a prova consideramos os casos p = 0 = gep > 0 e g > 0. Para mais
detalhes veja os casos p >0e qg=0,p>0e g=1no Apéndice A.

CASO 1: p=0=q.
Note que, se p = 0 = g, pelas expressoes (2.45) e (2.52) temos

1
In(o}) = w + 1-By¢ 9(Z-1)
1
(1-B)*
Portanto, para todo k > 0, A\gy = 74k, com w4y dado pela expressao (2.57). Segue, do
Lema 2.5 que

A(B) =

Aix = o(k%), quando k — oo.
CASO 2: p>0eqg=>0.
Neste caso, pela expressao (2.45), temos
a(B)
3B -B)?

Lembramos que o polinémio /3(-) ndo possui raizes no circulo unitdrio. Definindo f(B) =
B(B)~! temos (ver Ahlfors, 1979)

2

In(o;) =w + (Zi—1).

BB)™ = f(B) =) fiBB",

(k)
onde fj, = / klo , para todo k > 0. Segue, pelas expressoes (2.52) e (2.57), que
AB) = B(B)H(1-B)a(B)
9] k D
- (Z (Zﬂd lcjfj)Bk) (Z(—%)BZ)
k=0 j5=0 =0
00 min{p,k} k—i
= Z ( (—@i)(zﬁd,ki]’fj>>5k- (2.61)
k=0 i=0 =0



Da expressao (2.61) segue que, para todo k& > 0,

min{p,k} k—i
Mg =Y (—) ( > Fd,k—i—jfj>~
i=0 5=0
Note que, para k > p, temos
D k—i
Adp = Z(_Oéi)<z77d,k—i—jfj)
i=0 §=0
D k—1i
= Y (—a) < >, Wd,jfk—z—y)
= 7=0

Além disso, como f; — 0, quando k — oo, segue que, dado € > 0, existe kg > 0 tal que,
para todo m > 0 fixo, e para k > ko,

€
|7Td,jfk7ifj‘ < m’

para todo 0 < j < m e para todo 0 < i < p. Portanto, para k suficientemente grande,

p m k—i

Adge = Z(_Oéi)<z7rd,jfk7ifj+ Z Wd,jfk7i7j>

i=0 §=0 j=m+1
D k
~ (—Oéz')( > Wd,jfkfifj)-
i=0 j=m+1
Note ainda que, como 74 — 0, quando & — oo, m pode ser escolhido de forma que
Tdk ™~ Tdk—i ™~ Td,j,

para todom+1 < j <k —i e para todo 0 <17 < p. Logo,

A ~ i(-@( _kzz Wd,jfkfz'fj>
~ g<_041)7rd,k< ':;:1 fka>
= Wd,k( i (—Oéz‘)) (kifﬂ) fa)
~ 7Td’k< '_p (—ai)) (if;-) = mar (1) f(1)
_ a(1)
- By

Segue, pelo Lema 2.5 que
Aip = o(kd), quando  k — oo.

Isto conclui a prova.

51



Na Proposigao 2.2 mostramos que {g(Z;)}icz é um processo ruido branco. Essa
proposicao ¢ utilizada para provar o Teorema 2.7 que apresenta as caracteristicas do
processo estocdstico {In(c?)}ez, dado pela expressio (2.45). Nesse teorema apresenta-
mos resultados sobre a estacionariedade, ergodicidade, causalidade e inversibilidade desse
processo, além da sua funcao densidade espectral. As afirmacoes deste teorema ja foram
apresentadas por muitos autores. Entretanto, a prova do teorema é inexistente na litera-
tura.

Teorema 2.7. Seja {X;}iez um processo FIEGARCH(p, d, q), definido pelas expressoes
(2.44) € (2.45). Entdo, para o processo estocdstico {In(o?)} ez, dado pela expressao (2.45)
temos,

(i) sed < 0,5, o processo € fracamente estaciondrio;
(i) sed > —0,5 e a(B) # 0, para |B| <1, o processo € inversivel;

(iii) sed e (—0,5;0,5) e a(B) # 0, para |B| <1,

Pino2) () ~ ch?-1 quando h — oo,
onde c #0 e
| (=™ —iA2
SN = o—pll — e
o 21 [B(e )P

~ (me . quando A — 0;

(iv) se d < 0,5, o processo é estritamente estaciondrio e ergédico.

Prova: Pela Proposicao 2.2 temos que o processo {g(Z;) }+ez é¢ um processo ruido branco.
Segue que, pela expressao (2.45), que {In(c?)}iez é um processo ARFIMA(q, d,p), para
d € (—0,5;0,5). Lembramos que, por definigao, todas as raizes do polinomio [(-) estao
fora do circulo unitério. Sendo assim, os itens (i), (ii) e (iii) seguem do Teorema 1.5. Para
o item (iv) seguimos as idéias da prova do Teorema 2.3. Note que, se d < 0,5, entao

AB) = BB)'(1-B)a(B)
= > B
k=0

étalque Y o Afl,k < 00. Além disso, pela Proposicao 2.2, as varidveis aleatorias { g(Z;) hez
sao independentes e identicamente distribuidas, com média zero e variancia finita. Segue,
pelo Teorema 1.7, que o processo estocastico {In(c?)};cz é estritamente estaciondrio e
ergddico.

O

Corolario 2.1. Seja {X;}iez um processo FIEGARCH(p, d, q). Se d < 0,5 os processos
estocdsticos { X, }iez € {02 }iez sdo estritamente estaciondrios e ergddicos.

Prova: A estacionariedade estrita e a ergodicidade dos processos {X;}iez e {02}iez sdo
conseqliéncia imediata do item (iv) do Teorema 2.7 (veja a demonstragdo do Teorema

2.3).
) U
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Observagao 2.1. Para os processos EGARCH(p, q), Nelson (1991) utiliza a seguinte
representacao para o logaritmo da volatilidade

In(o?) = a; + Z B;9(Zi—;), paratodot € Z, (2.62)
j=1

onde {a }ez € {5;}j>1 s@o seqiiéncias de nimeros reais. Note que, pelas expressoes (2.45)
e (2.52), segue que para os processos FIEGARCH(p, d, ¢), o logaritmo da volatilidade pode
ser representado por

In(o7) =w+ > Aakg(Zi-1-k), (2.63)
k=0
Segue que as expressoes (2.62) e (2.63) sdo equivalentes, basta tomar oy = w, para todo t €
Z, e 3; = Mg j—1, paratodo j > 1. Assim, sed < 0,5, asérie Y ;- )\g’k < 00 e os resultados
apresentados no Teorema 2.5 sao validos também para os processos FIEGARCH(p, d, q),
e a demonstragao é analoga.

No Teorema 2.7 apresentamos resultados sobre a estacionariedade do processo es-
tocastico {In(c?)}icz, que é nao-observével. No Teorema 2.8, a seguir, apresentamos re-
sultados sobre a estacionariedade do processo estocastico {In(X?)}sez, que é observével.
Ressaltamos que esse resultado nao é encontrado na literatura. Consideramos apenas os
processos FIEGARCH(p, d, ¢) em que o processo {Z;}icz é tal que E([ln(Zf)]Q) < 0,
para todo t € Z. Note que, em particular, se Z; ~ N (0,1) essa condi¢ao é satisfeita pois

E([In(22)]?) = / Z(ln(zQ))Q\/%e_ZQ/de

& 1 2
= 2 In(z2 2—6_2 12dz
| )=

1
= (In(2) +9)" + 57 < o0,
onde 7 = 0,577 é a constante de Euler. Para mais detalhes sobre o calculo desta integral

veja Gradshteyn e Ryzhik (2000), férmula (4.335, FI 1T 808), e referéncias ali contidas.

Teorema 2.8. Seja {X;}iez um processo FIEGARCH(p, d, q), dado na Defini¢ao 2.7.
Sed < 0,5 e ]E([ln(Zf)]Q) < 00, para todo t € Z, entdo o processo {In(X?)}iez €
estaciondrio, no sentido da Definicao 1.7.

Prova: Note que, pela expressao (2.44) temos
In(X?) = In(a?) + In(Z}). (2.64)

Pelo Teorema 2.7, para d < 0,5, o processo estocdstico {In(c?)};cz ¢ estaciondrio. Por
definigao, as variaveis aleatérias {Z; }1ez sdo independentes e identicamente distribuidas.
Segue, pelo Lema 2.2, que as variaveis aleatérias {In(Z?)}icz sdo independentes. E
imediato que essas varidveis sdo identicamente distribuidas. Sendo assim, E(In(Z7?))

e E([ln(Zf)]Q) nao dependem de t € Z. Dessa forma, pela expressao (2.64), temos que
E(In(X})) =E(In(o7)) + E(In(Z7)),

e nao depende de t € Z.
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Pelas expressoes (2.45) e (2.52), oy é uma funcdo F;_;-mensurdvel, onde F_; =
oc({Zs};s <t —1). Segue, pelo Lema 2.2, que 0; e Z; sao independentes, para todo
t € Z. O mesmo vale para qualquer funcao mensuravel de o; e Z;. Segue que,

Var(In(X})) = Var(In(o})) + Var(In(Z7)), (2.65)
e nao depende de t € Z.
Pela estacionariedade do processo {In(c})}iez temos que Var(ln(o?)) < oo. Por
hip6tese, ]E([ln(Zf)f) < 00. Segue que Var(In(Z?)) < oo. Logo,
Var (In(X})) < oco.

Assim, IE<| ln(Xf)f) < oo e nao depende de t € Z.

Resta mostrar que yi,(x2)(h) = Cov(In(X2,),In(X?)), para todo h € Z, nao depende
de t € Z. J& consideramos o caso h = 0 na expressao (2.65), tratamos agora do caso

h # 0.
Note que, pela expressao (2.64),
Cov(In(X7,,),In(X7})) = Cov(In(o7.,) + In(Z72,,),In(07) + In(Z}))
Cov(In(a7,,), In(o7)) + Cov(In(Z7,,), In(Z7))
+ Cov(In(o7,,),In(Z7)) + Cov(In(Z7,,), In(07)). (2.66)
Dado que o processo estocéstico {In(c?)},cz é estaciondrio temos
Cov(In(o7,,),In(07)) = V(w2 (h), (2.67)

isto é, nao depende de t € Z. Pela independéncia das varidveis aleatérias {In(Z7?)}ez,
segue que,
Cov(In(Z},,),In(Z7)) =0, para todo h # 0. (2.68)

Pelas expressoes (2.45) e (2.52), pela independéncia das varidveis aleatérias {Z; }1ez e pelo
Lema 2.2 temos

Cov(In(o7,,),In(Z7)) = Cov (w + Z Aii9(Ziih—1-:), ln(Zf)>

= Cov(w,In(z9)) + Z)\CMCOV( (Zoin1-i) (Z3))

)\d7h_1COV<g(Zt),ln(Zt)>, se h>0

_ (2.69)
0, se h <0,
que nao depende de t € Z e
COV<1n(Zt+h) ln(f’t)) = COV<1n(Zt2+h)7W + ZAd,ig(Zt—l—i>>
i=0
= Cov(l n(Z7,),w ) Z )\dZCov(ln( ZEn), (Zt—l—i)>
0, se h>0
_ (2.70)

/\d7_h_1C0V<ln(Ztah),g(ZtJrh)), se h <0,
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que também nao depende de t € Z.

Pelas expressoes (2.67), (2.68), (2.69) e (2.70), segue que a expressao (2.66) nao de-
pende de t € Z. Portanto, o processo estocédstico {In(X?)}ez é estaciondrio.

O

Lembramos que as varidveis aleatdrias {Z;}icz sao independentes e identicamente dis-
tribuidas. Como In(0?) e In(Z?), para todo t € Z, sao fungoes mensurdveis dessas
variaveis aleatérias, segue do Lema 1.1 e do Teorema 1.6 que o processo estocastico
{In(X?)}iez é estritamente estacionério e ergddico. No préximo teorema provamos que,
se E([ln(Zf)}Z) < o0 e E(Zn(Z})) < oo, para todo t € Z, entdo o processo es-
tocastico {In(X?)}iez ¢ um processo ARFIMA(q, d,0), com inovagoes que, em geral, sao
nao-Gaussianas. Este resultado, que nao aparece na literatura, é importante pois auxilia
na sele¢ao dos modelos para séries temporais. Lopes e Mendes (2006) apresentam um re-
sultado semelhante para os modelos LMSV (Long Memory Stochastic Volatility Models),
introduzidos por Breidt, Crato e de Lima (1998).

Note que, como a funcio h(z) = z1In(z?) é uma fungao fmpar, se a distribuicao das
varidveis aleatorias {Z; }iez for simétrica entao, E(Z; In(Z?)) = 0, para todo ¢ € Z.

Teorema 2.9. Seja {X;}ez um processo FIEGARCH(p, d, q), dado pela Defini¢ao 2.7.
Se d € (=0,5;0,5), E(In(Z?)?) < oo e E(ZIn(Z})) < oo, para todo t € Z, entio o
processo {In(X?) ez € um processo ARFIMA(q, d,0) dado por

B(B)(1 — B)*In(X?) = &, para todo t € Z,
onde {&;}ez € um processo ruido branco com varidncia o?.

Prova: Note que, pelas expressoes (2.44) e (2.45) temos

%9(&—1) +1n(Z7), para todo t € Z. (2.71)

Pela expressao (2.48) segue que 3(B)(1 — B)%w = 0. Sendo assim, podemos reescrever a
expressao (2.71) como

In(X?) = w+

BB - B) In(X7) = a(B)g(Zi1) + HB)(1 - B)In(Z})
= & (2.72)
g = a(B)g(Z,-1) + B(B)(1 — B)*In(Z?), (2.73)
para todo t € Z.

Vamos provar que o processo {&; }iez, dado na expressao (2.72), é um processo ruido
branco. Note que, pela independéncia das varidveis aleatérias { Z; ez € como In(Z?) < Z2,
para todo t € Z, segue que E(In(Z?)) < E(Z?) = 1, para todo t € Z. Portanto,
E(ln(Zf)) é constante e finita, para todo t € Z. Da expressao (2.48), temos que

B(B)(1 — B)'E(In(Z7)) = 0. (2.74)

Logo, pela Proposicao 2.2,
a(B)E(g(Z;-1)) = 0. (2.75)
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Assim, pela expressao (2.73) e pelas expressoes (2.74) e (2.75) temos
E(s,) = 0, para todo ¢ € Z.
Seja ¢(B) = 3(B)(1 — B)? = 32, ¢:B'. Note que
Covleran zt) = Cov(a(B)g(Zerns) + 6(B) In(Z},), a(B)g(Zi1) + 6(B) In(2}))
= Cov(a(B)g(Zian), a(B)g(Zir) ) + Cov(6(B) In(Z},.), 6(B) In(27))

+Cov(a(B)g(Zian ), 6(B) W(Z2)) + Cov (6(B) In(Z2,), a(B)g(Zi 1) ).
(2.76)

Pela Proposigao 2.2 temos,

Cov (a(B)g(Zeenr).0B(Zir)) = Cov( Y eus(Zuonr-). 3 colZir)

i=0 §=0

= aiajCOV <g(Zt+h—1—i):g<Zt—1—j)>

p
Var(g(zt)) Z iy, se —p<h<p
i=|h|
h < —p, ou
h > p,
(2.77)

0, se

que nao depende de t € Z. Pela independéncia das varidveis aleatérias {Z; }iez,

Cov(a(B)g(ZHh,l),(b(B) In( 22) COV(ZaZg Zin s qu] In(Z )

P o0
- Zaz@COV( (Zisno1i), 1n(zf_].)>

=0 7=0

4 p

Cov(g(Z),In(Z3)) Y cvipinyr, se h<1
i=0
- COV(( ), In(Z Zangz i1, se 1<h<p+1
i=h—1
L 0, se h>p+1,

(2.78)

que também nao depende de t € Z. E, ainda,
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Cov (6(B) In(Z2.).0(B)g(Zi) ) = Cov(i@ In(Zp). iamzm))

- f: zp: pic;Cov ( In(Z2,,_,), g(Zt—l—i)>

i=0 j=0
( 0, se h<—-(p+1)
Cov(ln Z2%), Z aidiini1, se —(p+1)<h< -1
- i=|h|—1
p
Cov(In(Z}), 9(Zy)) Z QiPivni1,  Se h>—1,
\ =

(2.79)

que nao depende de t € Z. Além disso, pela independéncia das variaveis aleatdrias
{In(Z32)}s+ez temos

Cov (0(B)n(Z2,). 6(8) (7)) = Cov( 32 ouIn(Z2,). 3 6y m(ZE,)

1=0
N Cov(In(Z-), n(Z2))
=0 j=
= Var(In(Z})) Z Gidipn, h€Z, (2.80)
i=|h|

que nao depende de t € Z. Pelas expressoes (2.77), (2.80), (2.78) e (2.79), concluimos que
a expressao (2.76) nao depende de t € Z.

Resta mostrar que E(|e;[?) < oco. Para isso note que, como E(g;) = 0, segue que
E(|e:|?) = Var(e;) = 7-(0). Pela expressao (2.76) temos

12(0) = Cov(a(B)g(Zi 1), a(B)g(Zi1)) + Cov(6(B) n(Z2), 6(B) In(Z2) )
+ Cov(a(B)g(Zi1), 6(B) n(22)) + Cov(6(B) n(23), a(B)g(Z 1) ). (2.81)

Pelas expressoes (2.77), (2.80), (2.78),(2.79) e pela expressao (2.81) concluimos que
p o0 p

7:(0) = Var(g(Zt)) Z a; + Var( ln(Zf)) Z o + 2COV(9<Zt)7 ln(Zf)) Z a;piy1- (2.82)
=0 =0 i=0

Pela Proposicao 2.2 Var(g(Z;)) < oc. Por hipétese E([ln(Zf)]Q) < 00, logo Var(In(Z})) <
oo. Além disso, > ;7  ¢? < 0o, pois a série Y .-, ;3" é convergente. Precisamos provar
que Cov(g(Z;),In(Z})) < oo.

Note que,
Cov(g(Z), n(22)) = E(g(Z) n(22)) — E(9(Z))E(In(Z22)). (2.83)
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Pela Proposigao 2.2, E(g(Zt)) = 0. Além disso, pela expressao (2.38), temos,

E(g(Z)(2})) = E((ezt+v[|zt| —E(|Zt|)])1n<zf>>

— 0E<Zt1n(Zt2)> +7E<|Zt|1n(Zf)) —AE(|Z))E(In(22)). (2.84)

Note que, como E(Z;) = 0, segue que E(|Z;]) < oo e ainda, E(In(Z?)) < co. Logo,
YE(]Z:|)E(In(Z?)) = ¢ < co. Pela expressao (2.84) temos,

E(g(Zt) 1n(Zf)) - HIE(Zt 1n(Zf)> +~yE<|Zt| 1n(23)> —e (2.85)

Observe que

E(|ZIm(z)) = /_Oo 12| In(22)dFy(2)

(e 9]

_ 2/_00 12 In(|2])dFy(2)

< 2 [ plleldrae

= 2/00 22dFy(2)

= 2E(Z}) =2 < 0. (2.86)

Por hipétese, ]E(Zt ln(ZtQ)) < 00, para todo t € Z. Entao, pelas expressoes (2.85), e (2.86)
segue que

E(g(zt)ln(zf)> < . (2.87)

Desta forma, pelas expressoes (2.87) e (2.83) segue que Cov(g(Zt),ln(Zf)) < 0. Por-
tanto, 7.(0) < oo. Assim, {g;};ez ¢ um processo ruido branco com variancia o2 = 7.(0)
dada pela expressao (2.82). Isto prova que {In(X?)}scz é um processo ARFIMA(q,d,0).

O

Observacao 2.2. Segue, do Teorema 2.9, que os resultados sobre estacionariedade fraca,
estacionariedade estrita e ergodicidade, apresentados no Teorema 2.7, para o processo
estocdstico {In(0?)}scz, sdo também vélidos para o processo {In(X?)}icz e a prova é
analoga.

Ruiz e Veiga (2007) apresentam a medida de curtose para processos FIEGARCH(1,d, 0).
Apresentamos, nas proposicoes que seguem, as medidas de curtose e assimetria para o caso
geral dos processos FIEGARCH(p, d,q). Na Proposigao 2.5 apresentamos a medida de

curtose, enquanto que a Proposicao 2.6 apresenta a medida de assimetria para os processos
FIEGARCH(p, d, q) estacionérios.

Proposicao 2.5. Seja {X;}iez um processo FIEGARCH(p, d, q) estaciondrio, tal que
E(X}) < 0o e E(Z}) < o0, para todo t € Z. A medida de curtose de {X;}iez € dada por

ﬁ E ( exp {2 ak9(Z:)} )
Kx =E(z))2

o0

JICCTNEN)
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Prova: Seja {X;}icz um processo FIEGARCH(p, d, q) estacionério, definido pelas ex-
pressoes (2.44) e (2.45). Seja A(-) o polinomio definido pela expressao (2.52), com co-
eficientes \q) dados pela expressao (2.53). Note que E(X}?) = E(0?Z?) = E(0}), para
todo t € Z, pois o, e Z; sao independentes e E(Z?) = 1. De forma andloga, E(X}) =
E(o})E(Z)).

Pela expressao (2.45) segue que

E (exp {w + Z M k9(Zi—1—k) })
= e“’HE(exp {)\d,kg(Zt)}>, (2.88)

E(07)

pois as varidveis aleatérias {g(Z;) }iez sdo independentes e identicamente distribuidas. De
forma andloga

E(o)) = E((o7)°)

= E (exp {Qw + 2 i )\d,kg(Ztlk)}>

= ™ ﬁ E(exp {2009(Z0)} ) (2.89)

Pela Definigao 1.14, a medida de curtose de {X;}ez é dada por
E(X;))  E(0)E(Z))

= 7 = 2
(E(X?)) (E(e?))
Logo, pelas expressoes (2.88) e (2.89) segue que

e ﬁ ]E<€XP {2Xar9(Z:)} )
Kx = E(Z)) = 2

[ew ﬁE(eXp {Aarg(Ze)} >
ﬁ E ( exp {2X\a19(Z:)} )
= E(Z))-2

o0

[TTE(ow s )]

k=0 [l

Proposicao 2.6. Seja {X;}iez um processo FIEGARCH(p, d, q) estaciondrio, tal que
E(X}) < 0o e E(Z?) < oo, para todo t € Z. A medida de assimetria de {X;}iez € dada
por

Ax = E(Z})- L
[ U ]E(exp {Narg(Z:)} )]
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Prova: Seja {X;}icz um processo FIEGARCH(p, d, q) estacionério, definido pelas ex-
pressoes (2.44) e (2.45). Seja A(-) o polinomio definido pela expressao (2.52), com co-
eficientes \q) dados pela expressao (2.53). Note que E(X}?) = E(0?Z?) = E(0}), para
todo t € Z, pois o, e Z; sao independentes e E(Z2) = 1. De forma andloga, E(X}) =
E(c?)E(Z?). Pela expressao (2.45) segue que

E (exp {gw + ; Z Nak9(Zi—1-k) })
= /W H E ( exp {;/\d,kg(zt)} > . (2.90)
k=0

Pela Definigao 1.14, a medida de assimetria de {X;};cz é dada por

E(07)

E(X?) _ E(6)E(Z))

Ax = 32 32
(E(X?)) (E(0?))

Logo, pelas expressoes (2.88) e (2.90) segue que

¢2/3w ﬁ E ( exp {;/\d,kg(zt)} )

Ax = E(Z}) 011:0

lew 11 E(@Xp {M\a k:g(Zt)}>
k=0

f[E(e )\dkg Zt)}>

[e.o]

[HE(exp{Adkg )"

k=0

3/2
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Capitulo 3

Identificacao, Estimacao e Previsao

Neste capitulo apresentamos os principais métodos de identificagao de um modelo qualquer
para séries temporais apresentados na literatura. Além disso, tratamos da estimacgao dos
parametros dos modelos e por tltimo apresentamos resultados relacionados a previsao de
valores futuros para o processo estocdstico a partir do modelo ajustado.

3.1 Identificacao do Modelo

Uma das fases mais dificeis do processo de andlise de uma série temporal {X;};"  , obtida
a partir de um processo estocastico {X;}iez , é a identificacao do modelo a ser ajustado.
Existem véarios critérios para identificar o melhor modelo. Nesta secao apresentamos os
principais critérios utilizados na literatura.

3.1.1 Analise da Fungcao de Autocorrelacao Amostral

A andlise das funcoes de autocorrelacao e autocorrelacao amostral de uma série temporal
é importante tanto na selecao do modelo quanto na analise dos residuos. Tais funcoes nos
dao uma idéia do grau de dependéncia entre as varidveis aleatérias (veja Capitulo 1).

Para identificar o modelo precisamos verificar se a fun¢ao de autocorrelagao px(+),
dada pela expressao (1.2), é nula além de um determinado valor h. Seja px(-) a funcdo
de autocorrelagao amostral, dada pela expressao (1.8). Uma expressao aproximada da
variancia de px(-), para um processo estacionario Gaussiano é dada por (veja Morettin e
Toloi, 2004)

[e o]

1

Var(px () ~ = 3~ | [px(R)]" + px(k + W)px (k= h)

~4px (Mpx (K)px (k = h) + 2[px(K)]*[px (W)]*) (3.1

para todo 1 < h < n. Para um processo em que a funcao de autocorrelagao é nula para
h > q, a expressao (3.1) é dada por

Var (px(h)) ~ % [1 +2) [pX(k)]2] . h>q. (3.2)
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Substituindo px(-) por px(-) na expressao (3.2), obtemos a estimativa para a variancia,
dada por

Tar(px() ~ 1423 x| 1> 3.3

Para n suficientemente grande e sob a hipétese de que px(h) = 0, para h > ¢, a
distribui¢ao de px(h) é aproximadamente normal, com média zero e variancia dada pela
expressao (3.3). Desta forma, um intervalo de confianga aproximado para a fungao de
autocorrelacao, é dado por

px(h) £ ta-1, Var(px (h)),

onde t,_1, ¢ o valor da estatistica ¢ de Student com n — 1 graus de liberdade, tal que
P(—t,—1, <t < ty_1,) = 1 —~. Na prética, usa-se t,_1, = 2, de modo que podemos
considerar py(h) significativamente diferente de zero se

1px (R)| > 2Var(px(h)), h> q.

3.1.2 Teste de Normalidade Jarque-Bera

Seja {X;}}_, uma série temporal obtida a partir de um processo estocéstico estacionério
{Xi}tez- Se as variaveis aleatérias sao normalmente distribuidas entao, para n grande,

AX~N<0,§) e KXNN(?),%),

n n

onde Ax e Ky sio as medidas de assimetria e de curtose amostrais de {X:}i,, dadas
pela expressao (1.9). Estes fatos sdo utilizados para testar a normalidade de uma série
temporal.

Podemos utilizar a estatistica de teste \/n_/GAX para testar a hipétese Hy : Ax = 0,
onde Ay é a medida de assimetria, e utilizar a estatistica de teste \/n/24(f(X — 3) para
testar a hipétese Hy : Kx = 3, onde Kx ¢é a medida de curtose. Sob H,, ambas as
estatisticas terao distribuicao normal padrao.

Um teste amplamente utilizado em Econometria é o teste Jarque-Bera (Bera e Jarque,
1981), que combina os dois testes acima, utilizando a estatistica de teste
ny\ ny , -
JBz(—)A2 (-) Ky —3)2,

que, sob Hj : a série temporal é Gaussiana, tem distribui¢cao qui-quadrado com dois graus
de liberdade.

3.1.3 Critérios AIC, BIC e HQC

Além da andlise da funcao de autocorrelacao, existem os métodos baseados em uma
funcao penalizadora. A idéia é escolher o modelo cujo niimero de parametros minimize a

quantidade

P(T) = n (62) + Tc;l(n),
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onde 62 é uma estimativa da variancia residual obtida ao se ajustar o modelo as n ob-
servagoes da série temporal, T' é o niimero de parametros a serem estimados e C'(n) é uma
funcao do tamanho da série temporal.

Os critérios que apresentamos a seguir sao os mais utilizados na literatura. Estes
critérios utilizam o estimador de méaxima verossimilhanca para a variancia, mais uma
funcao penalizadora que difere para cada critério. Nas definigoes que seguem, T' é o niimero
de parametros estimados e 62 é o estimador de méxima verossimilhanca da variancia.

A) Critério de Informacao de Akaike (AIC)
2T

_n (52 o 2t
AIC =1n (6%) + —.

Hurvich e Tsay (1989) propoem uma corregao para o AIC, dada por

(T +1)(T +2)
n—-T+2

AIC,. = AIC + 2

B) Critério de Informagao Bayesiano (BIC ou SIC)

BIC =1In (67%) + i),

n
C) Critério de Hannan e Quinn (HQC)

HQC = In (67) + 27 U2) (1;1(%)) ,

onde ¢ > 1.

3.1.4 Selecao do Modelo Baseado nos Erros de Previsao

Muitas vezes existe mais de um modelo adequado para descrever uma série temporal. Se
o objetivo principal for utilizar o modelo para previsoes futuras, um critério alternativo
para selecao do modelo pode ser baseado nos erros de previsao.

Definig¢ao 3.1. (Erro de Previsao). Sejam X, e Xt, respectivamente, o valor observado
da série temporal e o valor previsto pelo modelo no tempo t. O erro de previsao e; é dado
por

e, =X, — X, paratodot e Z. (3.4)

Nas defini¢oes que seguem, m é o ntimero de valores previstos e e; é o erro de previsao
no tempo t, definido pela expressao (3.4).

Defini¢ao 3.2. (Erro Percentual Médio). O erro percentual médio, denotado por
MPE, mede o vicio da previsao e é dado por

1 “ €4
MPE = — E —,
m = X,
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Defini¢ao 3.3. (Erro Quadratico Médio). O erro quadratico médio, denotado por
MSE, é dado por

MSE = % > el (3.5)
t=1

Defini¢ao 3.4. (Erro Absoluto Médio). O erro absoluto médio, denotado por MAE,
é dado por
1 m
MAE = — "|e.
mi=

Definicao 3.5. (Erro Percentual Absoluto Médio). O erro percentual absoluto
médio, denotado por MAPE, é dado por

m

MAPE = & Z

M3

t

3.1.5 Testes de Adequacao do Modelo

s testes baseiam-se, em geral, nas autocorrelagoes estimadas dos residuos. Dentre os
Os testes b , 1, t lag timadas d d Dent
principais testes, podemos citar

Teste de Autocorrelacao Residual.

Suponha que um determinado modelo foi ajustado aos dados. Sejam {&;}}; os residuos
estimados. Se o modelo for adequado, as varidveis aleatérias {é;};; deverao ser aproxi-
madamente ndo-correlacionadas, isto é, se p.(+) é a fungao de autocorrelagao amostral dos
residuos &;, devemos ter p.(h) ~ 0, para todo h > 1.

Teste de Box-Pierce-Ljung

Box e Pierce (1970) sugerem um teste para as autocorrelagoes dos residuos estimados.
Sejam {&;}}; os residuos estimados e p.(-) a sua fungao de autocorrelagdo amostral. Se
o modelo for adequado, a estatistica

tera aproximadamente distribuicao X2 com m — T graus de liberdade, onde T é o ntimero
de parametros estimados.

Ljung e Box (1978) sugerem uma modificacao para este teste. Eles sugerem que, se o
modelo for adequado, a estatistica

/\ .

Q(m) =n(n+ 2) Zm: ‘7
7=1

n —

tera aproximadamente uma distribuicio X2 com m — T graus de liberdade, onde T é o
nimero de parametros estimados. A hipétese é rejeitada para valores grandes de Q(m).
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Teste dos Multiplicadores de Lagrange (ML)

Este teste, sugerido por Engle (1982), é utilizado para verificar se a série temporal apre-
senta heteroscedasticidade e consiste em testar a hipotese nula Hy : «; = 0, para todo
1 =1, ,r, na regressao

X} =ap+ o X7+ 4+ o XP, + u, (3.6)
parat=r—+1,--- n. A estatistica do teste é
ML = nR* ~ X?(r),

onde R? é o quadrado do coeficiente de correlacao multipla da regressao dada na expressao
(3.6).

3.1.6 Estatisticas de Teste para Detectar Longa Dependéncia

Apresentamos, a seguir, alguns dos procedimentos utilizados para testar se uma série
temporal apresenta caracteristica de longa dependéncia. Utilizamos as estatisticas ap-
resentadas para testar a hipétese Hy : d = 0, onde d é o parametro de diferenciacao
fracionaria que caracteriza a longa dependeéncia.

No que segue, adotamos a seguinte notacao:
o {W(t)}icp1 é o Movimento Browniano padrao.
o {WO(t)}eo), onde WO(t) = W (t) — tW (1), é uma Ponte Browniana.

e 0 simbolo = denota convergeéncia fraca das variaveis aleatorias.

Estatistica R/S

A estatistica R/S foi introduzida por Hurst (1951) com o nome rescaled range, com o
proposito de testar a existéncia de longa dependéncia em séries temporais. Dada uma
série temporal {X;};_,, a estatistica R/S é definida como,

k k
On = {mZ — ) - i 1<Xj—X>}’ (3.7)
: J:

onde X ¢é a média amostral, definida pela expressao (1.5) e S, = 1/6% é o desvio padrao
amostral, com 6% definida pela expressao (1.7).

Se as variaveis aleatorias Xy, para todo t € Z, sao independentes e identicamente dis-
tribuidas, com distribuicio comum N (ux,0%), entao @, /+/n converge fracamente para
uma variavel aleatéria que estd no dominio de atracao de uma Ponte Browniana no inter-
valo [0, 1]. Isto é,

@n
— = U
NG s
onde
—_— ] 0
Ur/s = max WO (t) Juin WS (t). (3.8)
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Estatistica R/S Modificada

Lo (1991) propoe uma modificacdo para a estatistica R/S, definida pela expressao (3.7).
O autor sugere a modificagao

k k
~ 1 B . -
=20 L%?;ijzmj —X) - min 2 (X; =X )} : (3.9)
onde
q j
j=1

e 4x(-) é definida pela expressao (1.6). Os pesos w;j(g) sdo os mesmos utilizados por

2/9

Newey e West (1987), que sugerem escolher ¢ = 4 <1i00) . Zivot e Wang (2005) utilizam
1/4

q=4 <%) . Neste trabalho, a notacao para esta estatistica serd R/S, .

Lo (1991) mostra que, na auséncia de longa dependéncia, a varidvel aleatéria Q,/+/n
também converge fracamente para a variavel aleatoria Ug/g, dada pela expressao (3.8).

Estatistica KPSS

Introduzido por Kwiatkowski et al. (1992), o KPSS é um teste que, assim como o R/S,
baseia-se em somas parciais. Ele foi inicialmente utilizado para testar a hipdtese nula
de estacionariedade contra a hipotese de existéncia de uma raiz unitaria. Lee e Schmidt
(1996) utilizam a estatistica KPSS para testar a presenga de longa dependéncia em séries
temporais estacionarias.

Dada uma série temporal {X;};_,, a estatistica KPSS ¢ dada por
1 & i
= s i ()
onde 62(q) é definida pela expressao (3.10).
Sob as hipoteses de estacionariedade e auséncia de longa dependéncia temos,

T, = Ukpss,

onde .
UKPSS:/ (WO(t))2dt.
0

Estatistica V /S

Giraitis et al. (2003) propoem uma modificacdo para a estatistica KPSS. A estatistica
modificada foi denominada rescaled variance, ou simplesmente, V/S. Dada uma série
temporal {X,} |, a estatistica V/S é dada por

anm Z(Z(Xj—)_()> —%< Z(Xj—)_()> )

k=1 \j=1



onde 62(q) é definida pela expressao (3.10).

Sob as hipoteses de estacionariedade e auséncia de longa dependéncia temos,

M, = UV/S:

Uy/s = /Ol(WD(t))Zdt - (/01 Wo(t)dt)Q.

Para o calculo das estatisticas R/S, R/S,,, KPSS ou V/S, subdivide-se as n observagoes
da série temporal {X;};_, em blocos adjacentes e que nao se sobrepdem, cada um de
tamanho [n/B]. Obtém-se assim a seqiiéncia {t;}2,, onde t; = (i — 1)[n/B] + 1, para
todo i = 1,--- , B. Para cada ponto da seqiiéncia {t;}2, define-se a seqiiéncia crescente
{[ts,t: + 1;]}}<,, de K blocos com origem em t;, tal que t; 4+ I; < n. A seqiiéncia {I;}1<,
representa o tamanho amostral utilizado para o célculo da estatistica. Giraitis et al.
(2003) sugere utilizar [ = 40 como tamanho minimo amostral para cada bloco. Nas

simulagdes do Capitulo 5 utilizamos [ € {40,100}.

onde

O procedimento para identificacdo do parametro d consiste em construir gréficos (na
escala log-log) de R/S, R/S, , KPSS ou V/S, contra o tamanho amostral. Para uma série
temporal com caracteristica de longa dependéncia a reta deve ter inclinacao H > 0,5,
no caso das estatisticas R/S, R/S,, e inclinacao b > 1, no caso das estatisticas KPSS e
V/S, para grandes amostras. O coeficiente H é denominado coeficiente de Hurst e satisfaz
H =d+0,5; o coeficiente b satisfaz b = 2H — 1 = 2d.

Teste GPH

Este método para estimagao do parametro de longa dependéncia foi proposto por Geweke
e Porter-Hudak (1983). O teste consiste em estimar o parametro d através do método de
regressao linear baseado na funcao periodograma e tester a hipétese Hy : d = 0 contra
H1 o d 7é 0.

Seja { X} ez um processo ARFIMA (p, d, q), conforme Definigao 1.16, com E(X;) = 0,

para todo t € Z. Sabemos que a fungao densidade espectral desse processo (veja item (iv)
do Teorema 1.5) é dada por

—2d

O = fu(N) [QSen (%)} , para A€ (0,7, (3.11)

onde 2| gleih) |
o e’

N =2 A

fu(\) o [ de ™) 2 para A € (0,7,

é a fungao densidade espectral do processo ARMA (p, ¢) dado por ¢(B)U, = 0(B)Z;, para
todo t € Z.

Aplicando o logaritmo e somando In (fi(0)) em ambos os lados da equacdo (3.11),
obtemos a expressao

In (fx(A)) =In(fy(0)) —dIn (2 sen (%))1 In (J;Z((éi) , para A € (0,7].  (3.12)
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Substituindo, na equagao (3.12), a freqiiéncia A pelas freqiiéncias de Fourier A\, = 27”4,

para ¢ = 1,--- ,g(n) e somando In (1,()\;)) em ambos os lados da equacao (3.12), onde
I,,(+) é a funcdo periodograma dada pela expressao (1.10), obtemos

In (I,(\) = In (0(0)) — dIn (2 sen (%))2 i (%) fn (J?U(—g)‘)))  (3.13)

para ¢ = 1,--- ,g(n). Se A\ estd préximo de zero o ultimo termo é desprezivel se com-
parado com os outros termos do lado direito da igualdade na expressao (3.13) (ver Geweke
e Porter-Hudak, 1983). Desta forma, podemos escrever a expressao (3.13) como uma
equacao de regressao linear simples

Yye=a+bx,+e€, para L=1,--- g(n),

onde

ye =In (1,(\o)), zy=1In (2 sen (%))2 : (3.14)

a=1In (fU(O)), b=—-d, e e¢=1In (;Z%\g) ) (3.15)

Geralmente, utiliza-se g(n) = n®, para o € (0,1). O estimador depr de d é obtido pelo
método dos minimos quadrados e ¢ dado por

S w =T (e —7)
90 (1 — )2

dGPH = )

onde yy e x4 sdo dados pela expressao (3.14) e

Geweke e Porter-Hudak (1983) mostram que o estimador OZGP 7 ¢ normalmente distribuido
para grandes amostras, isto é, se g(n) = n®, para a € (0, 1),

dGPH ~ d7 n ’
6 Zz(:l) (z¢ — 7)?

com x; e T dados pelas expressoes (3.14) e (3.16). Sob a hipdtese nula de nao existéncia
de longa dependéncia, isto é, sob a hipdtese de que d = 0, a estatistica de teste

) —1/2
a v
T = dGPH X ( - > ,
6 39" (g — 7)?

tem distribuicao assintética normal.
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3.2 Métodos de Estimacao

Nesta secao relembramos o método de estimacao da maxima verossimilhanca e definimos
os estimadores de pseudo-maxima verossimilhanca e quase-maxima verossimilhancga que
sao os métodos de estimacao mais utilizados para estimar os parametros de processos
estocdsticos nao-lineares. Dado um processo estocéstico {X;}ez, denotamos por F; a
o-édlgebra gerada por {X}s<, isto é, F; = 0(Xs; s < t).

3.2.1 Método de Estimagao da Maxima Verossimilhanca

Definigao 3.6. Seja { X }+cz um processo estocastico. Para todot € Z, considere fx,(-;60)
a funcao densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X;, onde 6 é um parametro
desconhecido que pertence ao espaco de parametros © C R.

(i) Para cada variavel aleatéria X, e para cada x fixo, a fun¢do de verossimilhan¢a é
uma funcgao de 6 definida por

L(0;z) = fx,(x:0).
(ii) O estimador de mdzrima verossimilhanga é, de 6, é definido como sendo

0 = argmax {L(0;x)} .
6co

(iii) Seja g(-) uma funcdo mensuravel de 6. Se 6 é o estimador de maxima verossi-

A

milhanca para 6, entdao, 0 = g(0) é o estimador de méxima verossimilhanga para

v =g(0).

Intuitivamente, estamos escolhendo 6 que maximiza a probabilidade de ocorréncia de
x. Em alguns casos existe mais de um valor que maximiza a fungao. Em outras situacoes,
L(60; x) pode ser ilimitada. Neste caso, evidentemente, nao existe o estimador de maxima
verossimilhanca para 6.

Note que a fungao L(6; x) é sempre nao-negativa, além disso, maximiza-la é equivalente
a maximizar a fungao ln(L(H; x)) Sendo assim, definimos a func¢ao de log-verossimilhanca
por

Ab; x) = In(L(6; x)).

Supondo que © é um conjunto aberto em R e que a funcao de verossimilhanca é dife-
renciavel em relagao a 6, se 0 existir, deve satisfazer a equacdo de verossimilhan¢a dada
por
0A0;x)
00

Observagao 3.1. De forma equivalente, dada uma série temporal {X;}",, obtida a partir
de um processo estocastico { X; }4ez, com fungao densidade de probabilidade conjunta dada
por

=0.

fXL"',Xn<x17‘.. 7xn79> :HfXZ(LEhg)) (317)
i=1
onde 6 = (61, ,0,) € ® C R*, a fungao de verossimilhanga de 8 é dada por

L(0;x) = fx,.. x,(x;0),
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com x = (z1,- -+ ,&,). O estimador de maxima verossimilhanca de € é dado por

~

0 = arg;r(laax {L(6;x)} . (3.18)

Neste caso, pela equagao (3.17), a fungao log-verossimilhanca é dada por
A0;x) = Z In (fx,(z:;0)). (3.19)
i=1
Pela expressao (3.19) a equacdo de verossimilhanga torna-se

= 0.

Zn: Oln (fxl(a:z, 0))
— 00
Suponha que ® C R® é um conjunto aberto e que o estimador de méaxima verossimi-
lhanga para @ = (0,--- ,6,)" € ® C R*, dado pela expressao (3.18), existe. Entao, deve
satisfazer as equacgoes de verossimilhanca
040:x) _
00,
para todo i = 1,--- s e para todo x tal que -40;x) tenha derivadas de primeria ordem
em relacao a 6.

3.2.2 Método de Estimacao da Pseudo-Maxima Verossimilhanca

Seja { X}, uma série temporal obtida a partir de um processo estocastico {X;}ez tal
que, para todo t € 7Z, a variavel aleatéria X, possui funcao densidade de probabilidade
gx,(+;0). Para obter o estimador de maxima-verossimilhanca para 6, definido na ex-
pressao (3.18), devemos, necessariamente, conhecer a funcao densidade de probabilidade
das variaveis aleatérias X;, para todo 1 <t < n. Em geral, na pratica, isso nao ocorre.
Nessas situagoes, utilizamos o método de estimacao de pseudo-mdxima verossimilhanca,
introduzido por Besag (1975). Para maiores detalhes veja Gouriéroux (1997), e referéncias
ali contidas.

Nas defini¢oes que seguem, considere ;1 = (X5 <t —1) e fx,7_,(-;0) nao é
necessariamente a verdadeira funcao densidade de probabilidade condicional da variavel
aleatéria X;, dado que essa nem sempre é conhecida, mas sim uma funcao que supomos
ser a funcao densidade de probabilidade condicional da varidvel aleatéria. As funcgoes de
distribuicao Gausstana e t-Student sao as mais utilizadas para obter a funcdo de pseudo-
verossimilhanca, que definimos a seguir.

Definigao 3.7. Seja {X;}icz um processo estocastico qualquer. Para cada t € Z, assuma
que a variavel aleatoria X; possui funcao densidade de probabilidade condicional denotada
por fx,7_,(-;0), onde @ pertence ao espaco de parametros @ C R®.

(i) Para todo t € Z, dada a varidvel aleatéria Xy, para cada x fixo, definimos a funcao
de verossimilhanca condicional de 8, denominada func¢ao de pseudo-verossimilhanc¢a
de 0, por

gtw; xt) = th\]-'t,l(fI;t|xtfla Tp—2,° " 30)- (3-20)
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(i) Seja {X;}7, uma série temporal obtida a partir do processo estocéstico {X;}ez. A
funcao de verossimilhanca condicionada em F,, = o(X,, -+, X31), com 1 < u < n,
também denominada func¢ao de pseudo-verossimilhanca de @, é definida por

n

U(6;%) = U0; Turn, -+ Tnlwa, o) = [] 4i(6;22), (3.21)
i=u+1
onde X = (Tyq1, - ,2Ty) € 4;(0;x;), para todo u+1 < i < n, é dada pela expressao

(3.20).

(iii) O estimador de pseudo-mdzima verossimilhanga de @ é dado por

Op; = argmax {ln(f(ﬁ;x))} )
0cO®

Observacao 3.2.

1. Na maioria dos casos, para construir a funcao de pseudo-verossimilhanca, dada na
expressao (3.21), consideramos u = 0 (veja, por exemplo, Morettin e Toloi, 2004).
Neste caso, como nao conhecemos os valores de X;, para t < 1, consideramos Fy =
Iy, onde I é um conjunto de condicoes iniciais a serem definidas adequadamente.

2. A funcao de pseudo-verossimilhanca construida sob a hipdtese de normalidade da
varidvel aleatéria X;|F;_1 é também conhecida como fung¢do de quase-verossimi-
lhan¢a e o estimador obtido a partir de tal funcao é denominado estimador de
quase-maxima verossimilhanca.

A partir das expressoes (3.20) e (3.21), a fungao de log-pseudo-verossimilhanga é dada
por

A0;x) = In(4(6;x))

= Z In (ét(e;xt)).

t=r+1

As propriedades do estimador de pseudo-méxima verossimilhanca dependem tanto da
distribuicao verdadeira como da distribuicao utilizada para construir o estimador.

As propriedades assintéticas do estimador de quase-méxima verossimilhanca para
modelos ARCH e GARCH foram analisadas por diversos autores, dentre eles, Lee e
Hansen (1994), Lumsdaine (1996), Berkes et al. (2003), Berkes e Horvath (2003) e Hall
e Yao (2003). Sabe-se que, para tais processos (veja McNeil et al., 2005, Degiannakis,
2004, Gouriéroux, 1997 e Hamilton, 1994), sob certas condigoes de regularidade, o esti-
mador é consistente. Além disso, este estimador é assintoticamente normal com matriz
de variancia-covariancia dada por

Varg (ﬁ(ém . 9)) —Jg
onde as matrizes quadradas [ e J, de ordem s X s, sao dadas por

0%1n (0,(6; X,))
0006 ] (3:22)

J:Eo

Oln (¢,(8; X,))  0ln (¢,(8; X,))
0 00 o0
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onde Ey(-) indica que a esperanga é considerada em relagdo a funcao distribuicao ver-
dadeira.

Os estimadores consistentes para as matrizes I e J, dadas na expressao (3.22), sao
dados, respectivamente, por

i laln (ft(épL;37t)) ) dln (Et(éPL;xt))]

90 99 (3.23)

~ 1 & 0%1n gt(éPL;ZL't)
J:—Z[— <aeaef )]. (3.24)

Assim, a variancia assintotica é entao estimada por
Vare (ﬁ(ém - 9)) = JJ

Apresentamos, no Apéndice B, dois exemplos onde obtemos o estimador de quase-
maxima verossimilhanca e analisamos a sua precisao assintética. No Exemplo B.1 as
variaveis aleatérias sao independentes e identicamente distribuidas. No Exemplo B.2 as
variaveis aleatorias sao tais que a média e a variancia condicional variam com o tempo.
Para finalizar, aplicamos os resultados do Exemplo B.2 para um processo ARCH(p) (ver
Exemplo B.3).

Resultados para o estimador de quase-maxima verossimilhanga para modelos EGARCH
podem ser encontrados em Straumann e Mikosch (2003). O artigo apresenta uma dis-
cussao sobre o estimador de quase-méxima verossimilhanca considerando os modelos he-
teroscedasticos, em que X; = 0,7, onde a volatilidade o, é uma fungao nao-observavel
de (Xi—1, -, X4—p, 0021, -+ ,01—¢) € Z; tem funca@o de distribuigao normal.

No caso de modelos FIEGARCH, Palma (2007), pagina 121, quando refere-se ao esti-
mador de quase-maxima verossimilhanca, diz que, apesar de ser amplamente utilizado na
pratica, resultados assintéticos para este estimador ainda permanecem um problema em
aberto.

3.3 Estimacao dos Parametros dos Processos Nao-
Lineares

3.3.1 Processos ARCH, GARCH, IGARCH e EGARCH

Para os processos ARCH, GARCH, IGARCH e EGARCH, os estimadores dos seus pa-
rametros sao obtidos pelo método da pseudo-verossimilhanca pois, na pratica, nao co-
nhecemos a verdadeira funcao de distribuicdo das variaveis aleatorias. As funcoes de
distribuicao mais utilizadas para construir o estimador de pseudo-verossimilhanca sao a
Gaussiana e a t-Student.

Considere {X;}; , uma série temporal obtida a partir de um processo estocdstico
{Xi}iez. Seja 0 o vetor de parametros a ser estimado. Sob a hipétese de normalidade

X
das variaveis aleatérias X;|F;_1, para todo t € Z, e observando que Z; = —t, para todo
Ot
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t € Z, de acordo com a Definicao 3.7 o estimador 0 pr, de @ é obtido maximizando-se a
expressao (ver Apéndice B)
n 2
¢

In ((6;x)) = —g In(27) — %Z {ln(atg) + X—g] . (3.25)

o}
t=1

De forma andloga, se assumirmos que as variaveis aleatérias X;|F;_1, para todo t € Z, pos-

suem distribuicao ¢-Student com v graus de liberdade, a fungao de pseudo verossimilhanca
t

o/ v/(v—2)

da variavel aleatéria X;|F;_1 normalizada, isto é, da varidvel aleatdria , sera

dada por
v+l

T2
) , paratodo t€Z. (3.26)

L((v+1)/2) X7
v/2)\/(v — 2)7 (1 =)

Pela expressao (3.26) e pela Defini¢ao 3.7 o estimador 0p1, de 0 é obtido maximizando-se
a expressao

L [t X? - I'((v+1)/2)
In (0(6;x)) = Z{ 5 1n(1+—0t2(y_2))}+ 1 (F(v/2> (V_Q)W) (3.27)

t=1

Et(e; ft) = T

A maximizagao das expressoes (3.25) e (3.27) pode ser realizada através da utilizacao
de algoritmos de otimizacao numérica, tais como Newton-Raphson, Gauss-Newton, etc.
Para mais detalhes veja Hamilton (1994) e Press et al. (1989).

Note ainda que, dado que nao conhecemos os valores do processo estocastico { X }iez
quando ¢ < 1, a funcdo de pseudo-verossimilhanca ¢ obtida condicionando-se {X;};
sobre Iy, onde Iy é um conjunto de condigoes iniciais. Bollerslev (1986) sugere utilizar
Iy = {0? = X} = 6%, parat < 1}, para os processos GARCH.

3.3.2 Modelos EWMA

Dada uma série temporal {X;};  obtida a partir de um processo estocastico {X;}iez,
o parametro A, no modelo EWMA, dado pela expressao (2.34), é escolhido de forma a
minimizar a soma dos quadrados dos residuos de ajuste ou de previsao.

3.3.3 Processos FIEGARCH

Seja {X;};_, uma série temporal obtida a partir de um processo estocdstico {X;}icz. Para
ajustar um modelo FIEGARCH(p, d, q) & essa série temporal, devemos levar em conta que
a volatilidade o} ¢ definida recursivamente em termos de o1, -+ ,0¢—g € Zy_1, -+ , Zt—1-p,
onde Z; = if—:, paratodot=1,---  n.

Se considerarmos a expressao (2.45), o vetor de parametros @ a ser estimado é dado
por

0= (dv w3 97 )\a Qp, -, Qp; 617 e 7ﬁq)/ S Rp+q+4' (328)

Sob a hipé6tese de normalidade das varidveis aleatérias X;|F;_1, de acordo com a Definigao
3.7, o estimador Op;, de 0 é obtido maximizando-se a expressao

In (4(6;x)) = —g In(27) — %Z {ln(af) + f—é] . (3.29)

t=1
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Dado que nao conhecemos os valores do processo estocastico {X;}iez quando t < 1, a
fungao de quase-verossimilhanga é obtida condicionando-se {X;};_, sobre Iy, onde I é
um conjunto de condigoes iniciais. Bollerslev e Mikkelsen (1996) sugerem as seguintes
condicoes iniciais

X, =0 e X}!=o0l=06%, paratodot <1, (3.30)
onde 6% é a varidncia amostral da série temporal {X;};" . Note que, dadas as condigoes

iniciais na expressao (3.30) temos, pela expressao (2.45),

67 = e, para todo t < 1,

X —

L =0, sempre que ¢ < 1. Logo, © = In(6%).

pois, Z; =

X
Por hipétese, X|F,_1 ~ N(0,02). Logo, —|Fi_1 ~ N(0,1). Ou seja, Z, ~ N(0,1),
Ot
pois Z; é independente de F;_1, para todo t € Z. Segue que

1o 2 [ 2
B([2)) —E0zh = <= [ et = 2 [T s = 2

In(o?) = w+ A\B) (Hiitll + [ —-E ( )}) ,
= w-— )\(1)7\/24- A(B) (GXt_l + Xia ) , para todo t > 1,
m Ot—1

O¢—1
onde \(+) é dado pela expressao (2.52). Note que, para calcular o estimador de quase-
méxima verossimilhanga, serd necessario truncar a série A(-) definida pela expressao (2.52)
em algum ponto de truncamento m. Tal fato tem grande influéncia na precisao dos
célculos. Bollerslev e Mikkelsen (1996) sugerem utilizar m = 1000 para a estimacao do
parametro 6 dado pela expressao (3.28).

Xy
O

X1

O¢—1

X1

O¢—1

Pela Proposicao 2.3, as expressoes (2.45) e (2.46) sao equivalentes, dessa forma, se
considerarmos a expressao (2.46), temos

0= (d;a;01, ,dp; V1, sV By oo, By) € RPHIFZ,

Novamente, de acordo com a Definicao 3.7, o estimador Op;. de 0 é entdo obtido maximi-
zando-se a expressao (3.29). Dadas as condigoes iniciais na expressao (3.30) temos, pela

expressao (2.45),
B(B)(1 — B)In(c?) = a, para t=1. (3.31)

Ou seja, considerando as expressoes (2.55) e (3.31),

co  min{k,q}

Z ( Z(—%ki)@) In(o? ,) = a, para t=1. (3.32)

Como definimos o2 = 6%, para todo t < 1, segue que a expressao (3.32) pode ser reescrita

por
min{k,q}

In(o?) = a+ i ( Z 5d,k,iﬁi> In(63%), parat=1.
k=1 = i=1
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Enquanto que, para todo ¢t > 1, temos
p
/6(8)(1 — B)d ln(UtZ) = a-+ Z <wi|Zt—1—i| + ’YiZt—l—i> . (333)
i=0

Ou seja, pelas expressoes (2.55) e (3.33), para todo ¢ > 1

min{k,q}

In(c?) = a-+ Z < Z 5d,k7iﬂi> In(o7_) + Z (1/%’
=1 i1 i=0

Note que, neste caso, para calcular o estimador de quase-méxima verossimilhanca, sera
necessario truncar a série 3(B)(1 — B)?. Como dito anteriormente, tal fato tem grande
influéncia na precisao dos calculos.

X1
O¢—1

X1
. )

—i Ot—1—i

Para o leitor interessado, apresentamos, no Apéndice C, o valor aproximado da soma
S = =3 0ax, para diferentes valores de m e d. A Tabela C.1 nos mostra que, para
valores m > 4.000 e d > 0,25, a soma S é aproximadamente igual a 0, 9.

3.4 Previsao

Nesta secao tratamos da previsao da volatilidade em modelos ARCH, GARCH, IGARCH,
EWMA e FIEGARCH. Devido a analogia com os processos ARMA e ARFIMA apresen-

tamos alguns resultados relacionados também a estes processos. Para um estudo mais
detalhado veja Brockwell e Davis (1991).

3.4.1 Previsao em Processos Estacionarios

Sejam {X;},cz um processo estocdstico estacionéario e {X;}" . uma série temporal obtida
€ t=1

a partir deste processo. Nosso objetivo ¢é utilizar as observagoes até o instante n para

prever o comportamento do processo {X;};cz para algum instante ¢ > n.

Definicao 3.8. (Melhor Preditor Linear). Seja {X;}icz um processo estocéstico
estaciondrio. Considere a o-dlgebra F,, = c({Xs};s < n). O melhor preditor linear de
Xouin, para h € Z passos a frente, em relacao ao erro quadrético médio, é dado por

X = E(Xpin| Fn)-

Seja {Y;}iez um processo ARFIMA(p,d, q), com d € (—0,5;0,5), dado na Definigao
1.29. Se {Y;}iez € causal e inversivel entao

Y, = Z%Et—i e €= Zﬂth_j, para todo t € Z, (3.34)
i=0 =0
onde {€e}4ez é um processo ruido branco, 1 (B) = %(1 —B)™ e 7(B) = %(1 - B)4.

Seja n um inteiro positivo fixo. Entao, pela Definicao 3.8 e pelas equagoes dadas na
expressao (3.34), segue que, para todo h € Z, o preditor h passos a frente Y, ., é dado
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por

)A/n+h = E(YnJrh’fn) = - Zﬂj?nJrhfj
j=1

h—1 00
= - E 7Tan+hfj - E 7Tan+hfj-
j=1 j=h

Isto é,
h—1 00
Yoen = =3 1Yo — > minYasj. (3.35)
Jj=1 Jj=0

A equacao (3.35) pode ser calculada recursivamente dado que Y, = Y, set <n.

De forma equivalente, Yn+h, dado na expressao (3.35), pode ser obtido por

Yoin = Z?/Jjémh—j = Z VYj€ntn—j = Z Vhtj€n—js (3.36)
=0 j=h j=0

pois E(enin|Fn) = E(€,4n) = 0, para todo h > 1 e E(¢|F,,) = €, pata todo t < n.

Pelas expressoes (3.34) e (3.36), temos que o erro quadrético médio (tedrico) de pre-
visao ¢ dado por

E((Yn-‘rh - Yn-i—h)Q) = E ((ijen-‘rh—j - Z¢j€n+h—j>2>
=0 i=h
h—1 9 '
= E ((Z%’%M—j) )
7=0

h—1
§=0

onde o2 = Var(¢;), para todo t € Z.

Note que, quando d = 0 na equagao (1.16), temos que {Y; };c7z é um processo ARMA(p, q)
e as equagoes (3.35) e (3.37) continuam validas. Note que, neste caso

PB)Y,=0(B)e, & Y= Z OiYi—i — Zeﬁtﬁ', (3.38)
i=1 j=0

para todo t € Z. Neste caso, o preditor h passos a frente Yn+h pode ser obtido, recursiva-
mente, através da expressao

p q
Yoin = Z OiYnqh—i — Z Oi€nin—js (3.39)
i=1 J=0

onde

A

Yn+h - Yn—l—h; se h < Oa
€n+h = €pth, S€ h S O, (340)

€nan = 0, se h > 0.
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3.4.2 Previsao da Volatilidade em Processos ARCH e GARCH

Nesta secao tratamos da previsao em processos ARCH e GARCH. Note que os processos
ARCH(p) s@o um caso particular dos processos GARCH(p, ¢), quando ¢ = 0. Portanto,
sem perda de generalidade, consideramos o caso mais geral, isto ¢, tratamos da previsao
em processos GARCH.

Seja {X;};_, uma série temporal obtida a partir de um processo estocéstico {X; }iez,
a qual ajustamos um modelo GARCH(p, q). A previsao de valores futuros da volatili-
dade para este modelo, isto é, a previsdo de valores o2, ,, para h > 1, estd fortemente
relacionada com a previsao de valores futuros para o processo {X?}icz, como vemos a
seguir.

Dado que o processo GARCH(p, ¢) possui uma representacio ARMA (max{p, ¢}, q),
dada pela expressao (2.8), utilizamos métodos de previsao andlogos aos utilizados para
previsao em processos ARMA.

Lema 3.1. Seja {X;}iez um processo GARCH(p, q) estaciondrio. Entao, os preditores
de X,1n € X721+17 dado F,,, sao X,yp =0 e X,%H = O'?H_l, respectivamente.

Prova: Note que, se o processo estocastico { X, }iez é estaciondrio entao
E(X?) =E(06?) < oo, paratodot € Z.

Além disso, dado que {X;};cz é um processo martingale difference, E(X,,14|F,) = 0. Pela
Definicao 3.8, segue que o preditor de X, 5, dado F,,, é X,,., = 0. Ainda, pela Defini¢ao
3.8, segue que,

XZ—&—l = E(XQ—i—llJT ) - 0 = Qg + Zal n+1—1 + Zﬁj n+1 -7 (341)

Note que, se E(X}') < oo, para todo t € Z, entao esse ¢ o preditor 6timo em termos de
menor erro quadratico médio.

O
E facil ver que, para h > 1 passos a frente dado F,,, as predi¢oes das varidveis aleatérias
2 2 . . .
Xiwn € 0, coincidem, pois

X2, = B(X20|F0) = (02,22 1 Fn) = B(02 1 Fu)E(Z2 4 Fa) = E(0% 4 Fa) = 62,

(3.42)
pois Z; ¢ independente de oy ¢ de Fy, para todo t € Z e E(Z2,,|F.) = E(Z2,,) = 1.
Considere agora a representagao dada na expressao (2.8). Segue que, como v; = X2 — o2,
para todo t € Z, entao

E(vin|Fn) = E(X2, 0 Fn) — E(02,,|F,) =0, para todo h > 1. (3.43)

Como {X?}iez 6 um processo ARMA (max{p, ¢}, q), de acordo com as expressoes (3.38)
e (3.39), temos

(1—a(B) - B(B) X2, ap+ (1= B(B))vatn

I <= |

X2+h O‘0+( (B) +3(B )) +h+<1—ﬁ(8))vn+h

=

nin = oo+ (a(B) +B(B) X7y, + (1= B(B))vnsn, (3.44)
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onde

~

Xn+h = Xn+h7 se h < Oa
@n—i-h = Un+th, S€ h < 0;

Upin = 0O, se h > 0.
Por outro lado, dado que
p q
Ty = Qo + Z Xy i+ Zﬂja121+h7j7
i=1 j=1
pela expressao (3.42) segue que
X?H—h = E(X73+h|~7:n) = E(Ui+h|}—n)

p q
= o+ Y aB(X2, |F) + > BE0,, 1)
=1

J=1

p q
= ooty aXi it ) Bion (3.45)
i=1 =1

onde X2 =X, set<n,ed2=02set<n+1.
Note que as expressoes (3.44) e (3.45) sao equivalentes pois

ap + (a(B) + B(B)) X2, + (1=B(B))vntn = ag+ a(B)X2 , + B(B) X2, + X2,
_‘7121+h - 5(B)X2+h + 5(8)‘734-}1

4

Qo + (O‘(B) + ﬁ(B))Xirh + (1 - 6(8))@%% = Qo+ O‘(B)X?wrh + B<B)X5+h + X?H—h
—60,, — B(B)X.,, + B(B)6r ),
= oo+ a(B)XEIth + H(B)‘ﬁwh:

e Y2 22
pois X, = 0;,.,, para todo h > 1.
No préximo exemplo apresentamos a férmula geral para o célculo das previsoes h

passos a frente em um modelo GARCH(p, ¢), com p =1 = g.

Exemplo 3.1. (Modelo GARCH(p, q), com p = 1 = q). Considere {X;};_, uma série
temporal obtida a partir de um processo estocéstico {X;}iez. Se ajustarmos um modelo
GARCH(p, q), com p = 1 = ¢, & essa série temporal, pela expressao (3.41), a previsao 1
passo a frente é dada por

X2, =E(X2,,|F) =02, = ag + a1 X2 + B2, (3.46)

n

Pela expressao (3.45), a previsao para h > 1 passos a frente é dada por
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X2+h = ]E(sz—&-hl‘/fn) = ]E(Ui+h|F )
= ap+aBE(X2 | F) + BiE(on 1 Fn)
= ag+ (a1 + B)E(X; 0| F)
= ag+ (o1 + Br) (a0 + aB(X2 5l Fn) + BiE(0] 5l Fn))
= ag+ag(an + B1) + (a1 + 51)° E(X7 4| Fn)

h—2

= a0y (00 + A1) + (o + B)'E(XE|F). (3.47)

=0
Substituindo a expressao (3.46) na expressao (3.47) temos,

h—2
X?urh = = Qo Z(Oq + B) + (o + B)" (a0 + 1 X2 + Bios)
7=0
h—1
= O Z(Oél —+ ﬁl)j + (a1 -+ ﬂl)hil (OélX?L —+ 510’721) .

J=0

Note que, X2 +h — 0%, quando h — oo, onde 0% é a variancia nao-condicional do processo
GARCH(p, ¢), com p =1 = ¢, dada na expressao (2.9).
[

Mais detalhes sobre previsao em modelos GARCH podem ser encontrados em McNeil et
al. (2005).

3.4.3 Previsao da Volatilidade em Modelos IGARCH e EWMA

Neste trabalho tratamos apenas da previsao da volatilidade dos processos IGARCH(p, ),
com p =1 = ¢, dado que a previsao da volatilidade nos modelos EWMA ¢é equivalente a
previsao de tais processos.

Seja {X;}iez um processo IGARCH(p, ¢), com p = 1 = ¢, com variancia condicional
dada por
ol = oo+ X2 |+ fol |, (3.48)

com «a; + #; = 1. Assim como nos processos GARCH(p, ¢), para n fixo, um preditor
natural de X2, dado F,, é sua média condicional o2, dada por
X2, =E(X2,|F) =02, = ap +a X2+ fio?. (3.49)

n

Agora, note que, pela expressao (3.42), para h > 1,
Xoon = E(X0 lF0) = E(op 4l F0) = 60 (3.50)

Pelas expressoes (3.48), (3.49) e (3.50), observe que
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Opyo = E(in‘fn) = Qp+ alE(X2+1|fn> + ﬁlE(UZH’Fn)
= ag+mony, + Pony,

_ 2 . 2 2.
= oo+ 0,4, DPOIs E(0n+1|fn)_an+1’

625 =E(00 5| F) = a0+ aE(X] L F) + BiE(07, | Fn)
= g+ (Oél + Bl)E(UngQ’fn)
= Qp+ 62+2

2 .
= 2a0+0,,1;

62 =E(02 4| F) = (h—1ag+ oo, (3.51)

Ou seja, pela expressao (3.51), para todo h > 1, o preditor h passos a frente para a
volatilidade é dado por

Lembramos que o modelo EWMA é obtido quando ap = 0, na expressao (3.48), e ainda,
a; = Xe 31 =1— A Segue, da expressao (3.52) que, para todo h > 1, o preditor h passos
a frente para a volatilidade é dado por

62, =02,,. (3.53)

3.4.4 Previsao da Volatilidade em Processos EGARCH e FIE-
GARCH

Assim como os processos ARCH sao um caso particular dos processos GARCH, os pro-
cessos EGARCH(p, ¢) sdo um caso particular dos processos FIEGARCH(p, d, ¢), quando
d = 0. Portanto, nesta secao consideramos apenas o caso mais geral.

Seja { X}, uma série temporal obtida a partir de um processo estocdstico {X;}ez,
a qual ajustamos um modelo FIEGARCH(p, d, ¢). Assim como nos modelos GARCH, a
previsao de valores futuros da volatilidade para o modelo FIEGARCH esta fortemente
relacionada com a previsao de valores futuros para o processo {X?}ez.

Dado que {X; };cz é um processo FIEGARCH(p, d, q), o processo estocastico {In(c?) }sez,
definido pela expressao (2.45), possui uma representacado ARFIMA(q,d,p). Sendo as-
sim, utilizamos métodos de previsao analogos aos utilizados para previsao em processos

ARFIMA.

Lema 3.2. Seja {Xi}iez um processo FIEGARCH(p, d, q) estaciondrio. Entdo, os predi-

2 ~ . 2 ) .
tores de Xyqp e X 1, dado F,, sao X, =0 e X | = 0,,,, respectivamente.

Prova: Dado que um processo FIEGARCH(p, d, q) é um processo martingale-difference
(ver Lema 2.1), segue, de imediato que X, 1, = E(X,s|F,) = 0. Lembramos que,
por definicao, E(X?,|F,) = 02,,. Segue que o preditor X2, dado F,, é 02,,. Pela
expressao (2.45), o2, é dada por

‘7121+1 = exp {w + Z Ad,kg<an)} )

k=0
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onde os coeficientes Ay, para todo k € Z, sao definidos pela expressdo (2.53) e a funcao
g(+) é definida pela expressdo (2.38). Note que, se E(X}!) < oo, para todo t € Z, entao
esse é o preditor 6timo em termos de menor erro quadratico médio.

O

Para a previsao de X2 +ns Para todo h > 1, lembramos que, pela expressao (3.42),
X721+h = E(Xi-l—hu:n) = E(0-721+h|‘7:n) = 5721+h-

Além disso, o processo estocdstico {In(c?)}iez ¢ um processo ARFIMA(q, d, p) pois, pela
Proposi¢ao 2.2, {g(Z;) hez é um processo ruido branco. Como

2 . a(B)g(Zpin-1)
o) = TR By

= w+ Y Aakg(Znsn-1-r), (3.54)

k=0
segue, por analogia a expressao (3.36), que
G2 ) =w+ Y Aard(Zosni-r) =@+ D Aagsn19(Zoi)- (3.55)
k=h—1 k=0

De fato, basta considerar Y; = In(c?) e ¢, = g(Z;_1), para todo t € Z, e o resultado segue.
Assim, pela expressao (3.55), o preditor h passos a frente para a volatilidade é dado por

Gy = exp {w + Z >\d,k+h—1g(Zn—k)} : (3.56)
k=0
Pelo Teorema 2.6, \g;, = o(k?). Logo, klim Aax = 0. Segue, pela expressao (3.56) que,

A2 w
Onin — €9, quando h — oo.

Note que, como conhecemos apenas os valores de X; e g;, parat =1,--- ,n, a expressao
(3.56) sera aproximada por

n—1
531+h = exp {W + Z )\d,k+h—1g(Zn—k)} . (3.57)

k=0

Dessa forma, pela expressao (3.57), o erro quadratico médio de previsao, para o logaritmo
da variancia condicional, é dado por

E((ln(o’i+h> — ln(&i+h))2> = E((i Ak Znin-1-k) — "ii >\d,k+hlg(an))2>
P k=0
- E ( < g; Aakg(Zntn-1-1) = niz Ad%g(z"*’l‘l‘k)) 2)

k=h—1
h—2 0o 9
= E((Z)\d,kg(zn+hlk)+ Z )\d,kg(Zn+hflfk)> )
k=0 k=n+h—1
(3.58)
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Note que

h—2 0
E < ( > Nk (Znin-e) + Y /\d,kg(Zn—i-h—l—k)) 2)
k=0

k=n+h—1
h—2 h—2 e
E (( >, Ad,jg(th—l—j)) 42 ( > )\d,jg(ZnJrh—l—j)) ( > /\d,k:g(Zn-i-h—l—k))
§=0 §=0 k=n+h—1
Z )\d,kg(Zn+h—1—k)>2> : (3.59)
k=n+h—1

Como {g(Z;)}1ez é um processo ruido branco temos
E(g(Z:)) =0 e E(9(Z)g(Zy)) =0, paratodo t,k€Z, tais quet# k.

Segue, da expressao (3.59) que

h—2 o0
E((ZAd,kQ(Zn-&-h—l k Z Ad k9 (Zph-1- k) ) (ZA + Z Az,k>,
k=0 k=n+h—1 k=n-+h—1

(3.60)
onde 0?2 = Var(g(Z;)) = E([g(Zt)}Q), para todo t € Z.

Substituindo a expressao (3.60) na expressao (3.58), segue que o erro quadratico médio
de previsao, para o logaritmo da volatilidade, é dado por

E((ln( o2 ) — 1n(ag+h))2) = <§A§M+ 3 Afl,k>, (3.61)

k=n+h—1

onde 03 = E([g(Zt)]z), para todo t € Z. Além disso, dado que Z;,; é independente de

X,, para todo t € Z e para todo h > 0, segue que Z> o =E(Z2,,|F) =E(Z2,,) = 1.
Logo, K X
In(X3,,) =W(6n,,) <= Xogn=0nm (3.62)

Segue, pelas expressoes (3.57) e (3.62), que o erro quadratico médio de previsao para
In(X?2,,) é dado por

E((ln(XﬁJrh ~ In(X2,,) 2) ((ln(ai+h)+ln(Z§+h) ln(6721+h)>2)

Z)\dkg wiho1-k) +10(Z2,,) Z)\dk+h 19(Zn—1) )

[\

00 n+h 2
<Z)\dkg nth1—k) +10(Z2, ) Z Nk (Znsh-1-k) 2)

k=h—1

63)

)\dkg nth—1—k) Z A k9 (Znsn—1-x) + In( mh)
=0 k=n+h—1
(3.
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Note que

h—2 00 9
E < ( > Nk Zninae) + Y Aakg(Znsnorr) + 1n(ZZ+h)> )
k=0

o1
+E <(1n(zg+h)>2)

In(Z2 +h)> . (3.64)

2
= E

h—2 (3]
> Nk Znsnai) + Y Aakg(Znsn-1-r)
k=0

k=n+h—1
+2]E<

Como as varidveis aleatérias {Z;}icz sao independentes, g(Z;) e In(Z;yx) s@o indepen-
dentes, para todo t € Z e todo k # 0. Segue que E(g(Z;) In(Z;4)) = 0. Assim o terceiro
termo do lado direito da igualdade (3.64) é igual a zero. Logo, pela expressao (3.61), a
expressao (3.64) pode ser reescrita como

h—2 e
> Nk Znina-e) + Y Nakd(Znsna—k)
k=0

k=n+h—1

h—2 oo 9
E((Z)‘d,kg(zn+h—l—k> + > )‘d,kg<Zn+h—1—k)+1H<Zs+h>> )
k=0

k=n+h—1
h—2 00 )
=% (Z et D Ai,k> FE(((Z2,,))°) - (3.65)
k=0 k=n+h—1

onde 03 = E([g(Zt)}Q), para todo t € Z. Pela expressao (3.65), o erro quadratico médio
de previsao para In(X?2,,), dado na expressao (3.63), é dado por

E((mmh) - 1n<f<s+h>)2) = o (z TS Az,k> +E ((In(22.1))")

k=n+h—1

onde o) = ]E([g(Zt)]Q), para todo t € Z.
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Capitulo 4
Medidas de Risco

Neste capitulo apresentamos um contexto probabilistico para a modelagem de riscos fi-
nanceiros. Apresentamos o método da média-variancia para selecao de portfolios eficientes
e o modelo de precifica¢do de ativos (CAPM), utilizado como ferramenta para andlise da
correlagao dos ativos com o mercado financeiro. Além de definirmos distribuicao de lucros
e perdas, fatores de risco e fungoes de risco, apresentamos a definicao de medida de risco
coerente, bem como as principais medidas de risco utilizadas na literatura.

Em termos financeiros, risco é a possibilidade de que um investimento tenha um
retorno diferente do esperado, incluindo a possibilidade de perda de uma parte ou até
mesmo de todo o investimento original. Um ativo é dito ser livre de risco se é nao
correlacionado com o mercado, para o qual o retorno esperado é sempre igual ao retorno
observado. Ou seja, um ativo arriscado é aquele que tem maior chance de perda, enquanto
que um ativo mais seguro ¢ aquele em que a probabilidade de perda é menor.

Um portfolio de aplicacoes financeiras é uma colecao de investimentos mantida por uma
instituicao ou individuo. Neste trabalho, sempre que nos referimos a portfolio estamos
considerando uma carteira de agoes.

A questao central em gerenciamento de riscos sao as medidas de risco, que definimos
neste capitulo. As medidas de risco sao utilizadas para varios propositos, entre eles,
podemos citar a determinacao do capital em risco, isto é, mede-se a exposi¢ao aos riscos
em uma instituicao financeira, para determinar a quantidade de capital necessario para
honrar possiveis perdas inesperadas no portfolio. As medidas de risco também sao uteis
quando deseja-se limitar os riscos aos quais a instituicao financeira esta exposta.

Um conceito freqiientemente associado ao risco é a volatilidade. A volatilidade pode
ser calculada de diferentes maneiras. No Capitulo 2, definimos a volatilidade como sendo
a variancia condicional. Entretanto, essa nao é a tunica definicao existente. A variancia
¢ uma medida de volatilidade absoluta. Existem maneiras de avaliar a volatilidade de
forma relativa, ou seja, em relacao a volatilidade do mercado, por exemplo. A medida
mais utilizada é o coeficiente  do modelo CAPM, que apresentamos na Subsecao 4.3.2.
Esse coeficiente mede a volatilidade de um ativo frente a volatilidade do mercado. Um
ativo mais volatil, portanto, é aquele de varia de forma mais significativa em relacao as
flutuagoes do mercado.
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4.1 Medidas de Risco Coerentes

Nesta secao apresentamos as propriedades que uma medida de risco adequada deve ter.
Tais propriedades foram primeiramente propostas por Artzner et al. (1999), para apli-
cagoes em gerenciamento de riscos financeiros. Baseados no ponto de vista financeiro
os autores especificam axiomas que as denominadas “medidas de risco coerentes” devem
satisfazer.

4.1.1 Axiomas de Coeréncia

A fim de introduzir os axiomas de coeréncia, definimos formalmente medidas de risco.
Sejam (€2, F,P) um espaco de probabilidade, h um horizonte de tempo e L°(Q2, F,P) o
conjunto de todas as variaveis aleatérias sobre (€2, F) que sao finitas em quase toda parte.

Riscos financeiros sio representados por um conjunto M C L°(Q, F,P) de varidveis
aleatorias que interpretamos como perdas do portfolio sobre o horizonte de tempo h.
Assumimos que M é um cone convezo, isto é, se L1 € M e Ly € M, entao Ly + L, € M
e cLy € M, para todo ¢ > 0.

Definicao 4.1. (Medida de Risco). Dado um cone convexo M de varidveis aleatérias,
tal que M C L°(Q,F,P), uma medida de risco com dominio M é uma funcido real
o: M —R.

Em termos economicos, interpretamos g(L) como a quantidade de capital que deve
ser adicionada ao portfolio com perda L para que este portfolio torne-se aceitavel dada
alguma restrigao.

A seguir, apresentamos um exemplo de uma medida de risco. Na Secao 4.5 definimos
formalmente essa medida como sendo o valor em risco (VaR) do portfolio.

Exemplo 4.1. (Medida de Risco). Considere um portfolio P formado por N ativos
financeiros. Seja V; o valor deste portfolio em um determinado instante t. Suponha que
um investidor possui o valor necessario para comprar esse portfolio. Entretanto, ele deseja
reservar uma quantidade de capital adicional R. Por hipdtese, a quantidade R ¢ destinada
a compensar possiveis perdas que possam ocorrer em um horizonte de tempo h (isto é, esse
valor nao sera utilizado para a compra dos ativos no instante t). O objetivo do investidor
é reservar um quantidade de capital R tal que, o valor V;,; (valor do portfolio no instante
t + h) mais o valor R seja negativo com uma probabilidade menor ou igual a 1-p. Essa
condi¢ao pode ser escrita como

P(Viyh+R<0)<1-p. (4.1)
O capital necessario, no instante t, é a soma do valor do portfolio mais a reserva, isto €,
o=V, +R. (4.2)

Pela expressao (4.2), R pode ser escrito como R = ¢ — V;. Segue que, Viip + R =
Vien + 0 — Vi Além disso,

Vien+o0—=Vi <0 —(Vign — Vi) > 0.
Substituindo esses resultados na expressao (4.1) obtemos

P(=(Vign = Vi) > 0) <1 —-p. (4.3)
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Como veremos na Secao 4.4, o valor —(V;y, — V;) representa a perda L, do portfolio
no horizonte h. Observe que, por definicao, o é o p-quantil da funcao de distribuicao da
variavel aleatéria L; . A medida p é uma fungao que depende do instante ¢, do horizonte
h e da probabilidade de perda p. Esta medida é definida, na Secao 4.5, como o valor em
risco (VaRp 41) do portfolio.

Ressaltamos que, neste trabalho, as varidveis aleatérias L € M representam perdas no
portfolio. Esta abordagem é a mesma de McNeil et al. (2005). Em Artzner et al. (1999),
as variaveis aleatérias L € M sao interpretadas como valores futuros de uma posicao
atual.

Introduzimos agora os axiomas de coeréncia para uma medida de risco qualquer.

Axioma 1 (Invariancia por Translagao). Para qualquer L € M e para todo ¢ € R,
uma medida de risco invariante por translagao deve satisfazer

o(L+c¢)=0o(L)+ec.

Axioma 2 (Subaditividade). Para quaisquer Li, Ly € M, uma medida de risco suba-
ditiva deve satisfazer

o(L1 + Ly) < o(Ly) + o(L2).

Axioma 3 (Homogeneidade Positiva). Para qualquer L; € M e para todo ¢ > 0,
uma medida de risco homogénea positiva deve satisfazer

o(cL) = co(L).

Axioma 4 (Monotonicidade). Para quaisquer L;, Ly € M tais que L; < Ly quase
certamente, uma medida de risco mondtona deve satisfazer

o(L1) < o(Lo).

Defini¢ao 4.2. (Medida de Risco Coerente). Seja o(-) uma medida de risco cujo
dominio é um cone convexo M. Entao, o(-) é uma medida de risco coerente (sobre M)
se satisfazer os Axiomas 1 — 4.

Apresentamos, a seguir, um exemplo retirado de Frey e McNeil (2002). Este exemplo
mostra que a medida de risco p apresentada no Exemplo 4.1 nao é coerente.

Exemplo 4.2. (Medida de Risco Coerente). Considere um portfolio formado por
titulos (ou apdlices), para os quais existe possibilidade de default. Em termos financeiros,
considera-se default qualquer falta de pagamento, pagamento impontual, ou repactuagoes
unilaterais. Assuma que os defaults de diferentes titulos sao independentes e que a prob-
abilidade de default é idéntica para todos eles e igual a 2%. O valor nominal dos titulos
é 100; esta quantidade é paga em T = t + h se, e somente se, nao houver default. O preco
atual (tempo t) dos titulos é igual a 95. Sendo assim, a perda para o titulo ¢ é dada por
(veja Defini¢ao 4.8)

Litin =—(100(1 — Y;) —95) = 100Y; — 5, paracada i=1,---,50,

onde Y; é, por definicao, igual a 1, se ocorre default e igual a 0, caso contrario. Sendo
assim, {L; 45122, é uma seqiiéncia de varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas tais que

P(Ligsn = —5)=0,98 e P(Lizp=95)=0,02.
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Comparamos dois portfolios, ambos com valor atual (tempo t) igual a 9500 e formados
por 100 titulos. O portfolio A é fixo e constituidos apenas pelos titulos 1. O portfolio
B ¢ diversificavel e é constituido por duas unidades de cada titulo. Considere p=95%
e a medida p, definida no Exemplo 4.1. Lembramos que, ¢ é o p-quantil da funcao de
distribuicao de L;,p, isto é,

0(Liyp) = inf{x € R,P(Ly 4y, > ) <1 —p}=inf{x € R,P(Lyn <) > p}.

Para o portfolio A a perda é dada por L, = 100L1 445, Temos que
P(Li¢in < =5) = P(Lygyn = —5) = 0,98 == P(100Ly ;44 = —500) = 0,98
Logo,
o(Larn) = 1000(L141n) = —500.

Isso significa que, mesmo com a retirada de 500, o portfolio ainda é aceitéavel, ao nivel de
confianca de 95%.

Para o portfolio B a perda é dada por

50 50 50
Lpsn=2Y  Ligen =2 (100Y; — 5) =200 Y _¥; — 500.

i=1 i=1 =1

Segue que o(Lpivn) = QOOqP(Z?LY;) — 500, onde g,(-) é a fungdo quantil. A soma
M = 2?21 Y; tem funcao de distribuicao binomial com probabilidade de sucesso igual a
0,02. Segue que gp95(M) = 3 (veja Frey e McNeil, 2002). Segue que

Q(LB,t—HL) = 100

Neste caso, o banco precisaria um capital igual a 100 para satisfazer as exigéncias necessarias
ao nivel de 95% de confianca.

Segundo Frey e McNeil (2002), uma institui¢ao financeira diria que o portfolio B
apresenta menos risco que o portfolio A. Os autores apresentam um lema que prova que
essa afirmacao é verdadeira quando utiliza-se uma medida de risco coerente. Isso ocorre
pois, para uma medida de risco coerente o(-), a desigualdade

50 50
0 (Z 2Li,t+h> < 0(Litn) = 1000(L1 445) = 0(100L1 141)
i1 i1

é sempre satisfeita.

4.2 Retornos

Dado que, em um portfolio, o risco é freqiientemente medido em termos de variacoes de
pregos, apresentamos nesta secao as principais definigoes relacionadas a variacao de pregos
de ativos financeiros.

Defini¢ao 4.3. (Retorno Liquido Simples). Seja P, o preco de um ativo no instante
t. A variagao de precgos do ativo entre os instantes t — 1 e ¢ é dada por AP, = P, — P,
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e a variacao relativa de precos ou retorno liquido simples deste ativo entre os mesmos

instantes é definido por
P,—P_, AP
Rt — — .
Py Py

Note que, R; = Pil — 1. Chamamos 1+ R; = Pil de retorno bruto simples. Em geral,

expressamos R; em termos de porcentagem, relativamente ao periodo (um dia, um meés,
um ano, etc). A quantidade R; é também conhecida como taza de retorno.

Defini¢ao 4.4. (Log-retorno). Definimos o retorno composto continuamente ou sim-
plesmente log-retorno como

re=In(1+ R;) = In(P;) — In(P,_y). (4.4)

Defini¢ao 4.5. (Retorno Simples de Periodo h). O retorno simples de periodo h,

entre os instantes t — k e t é dado por

P~Poy _ P
Py, Py,

R[h] = 1 (4.5)

A partir da Definicao 4.5 obtemos o log-retorno de periodo h que é entao definido por

rlB] = (1 + RJA]) = In (Ji) =~ (4.6)

<

onde 7, é dado pela expressao (4.4) e o log-retorno de periodo 1 é ry.

Definicao 4.6. (Retorno Anualizado). O retorno anualizado é definido como

1/h

- 1. (4.7)

h—1

H(l + Rt_j)

J=0

R;[h]anualizado =

E facil ver que a expressao (4.7) pode ser aproximada por (1/h) Z?;Ol R;_, utilizando
a expansao de Taylor até primeira ordem. A expressao apresentada na equagao (4.6)
é denominada agregacdo temporal dos retornos. No caso de um portfolio podemos ter
também uma agregacao denominada “cross-section”.

Considere um portfolio P = {A;,---, Ay} formado por N ativos com pesos a =
(a1, ,ay)’, isto é | para todo i = 1,--- | N, a; representa a participacao porcentual do
ativo A; em relacao ao total do portfolio, de forma que ZZ]L a; = 1. Sejam P e ¢; ,
respectivamente, o preco e o nimero de unidades do ativo A;, para todoi=1,---, N, no
instante ¢. E f4cil ver que se P, é o valor do portfolio no instante ¢, devemos ter

¢ Py =a;P, paratodoi=1,--- N. (4.8)
Logo, pela expressao (4.8), segue que
ci P .
a; = T’, para todo¢t=1,--- , N e para todo t € Z. (4.9)
t
Sob essas condicoes, o valor do portfolio no instante t é dado por

N
P = ZCZ'PM, para todo t € Z. (4.10)

=1
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Pelas expressoes (4.9) e (4.10), se Py é o valor inicial do portfolio, apés um periodo de
tempo, o retorno simples do portfolio é dado por

N
Rp = P1POP0 _ ;0 ZC’( 1 ZCZ ( ) ZQZ 5 (4.11)

=1

onde denotamos por R; o retorno simples do ativo A4;, parai = 1,--- , N, ap6s um periodo
de tempo. Seja r; o log-retorno do ativo A;, para todo ¢ = 1,--- | N, apds um periodo
de tempo. Segue, da expressao (4.11) que o log-retorno do portfolio apés um periodo de
tempo é dado por

N
P
rp =1In (P;) In(1+ Rp) =1In (1+Zai&->. (4.12)
=1

Mas, Zf\il a;=1el+4+ R; = €™, para todoi = 1,---,N. Segue, pela expressao (4.12),

que
N N N

rp =1n (Z a; + Z aiR,) =In (Z aie”) .
i=1 i=1 i=1

A préxima definicdo resume os tipos de agregacoes possiveis.

Definigao 4.7. (Agregagao). Considere um portfolio P = {Ay,--- , Ay}, formado por
N ativos com pesos a = (aq,- -+ ,ay)’, tais que Zf\il a; = 1. Sejam R;; o retorno simples
no instante ¢ e r;; o log-retorno no instante ¢, do ativo A;, para todoi=1,---, N.

(i) Agregacao temporal para os ativos A;, para todo:=1,--- N, é dada por

h
Ruh =Tl +Ri, ) -1 e bl = i, (4.13)

|
-

<.
I
o

para todo h > 1, onde h representa o periodo.

(i) Agregagao “cross-section” para o portfolio, no tempo t é dada por

N N
Rp; = Z a; R ¢ e rpy = In <Z aieri*t) , (4.14)
i=1 =1

onde R;; e r;; sao, respectivamente, o retorno simples e o log-retorno do ativo A,
no instante ¢, para todoi=1,--- | N.

N
Na prética utiliza-se a aproximagao 7p; ~ E @i+
i=1

4.2.1 Fatos Estilizados sobre os Retornos

Séries temporais financeiras apresentam caracteristicas que sao comuns a outras séries
temporais, tais como tendéncia, sazonalidade, observacoes influentes (ou atipicas), he-
teroscedasticidade condicional e nao-linearidade. De modo geral, a ndo-linearidade das
séries é caracterizada pelo fato de séries financeiras responderem de maneira diferente a
grandes ou pequenos choques, ou ainda, a choques negativos ou positivos.
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No entanto, séries de retornos financeiros raramente apresentam tendéncia ou sazona-
lidades (com excecao eventualmente de retornos intra-didrios) e possuem ainda algumas
caracteristicas que nao sao comuns a outras séries temporais tais como:

1. Em geral, sao nao-autocorrelacionados.

2. Os quadrados dos retornos sao autocorrelacionados, apresentando uma correlagao
para h = 1 pequena e depois uma queda lenta para os demais valores de h.

3. Séries de retornos apresentam agrupamento de volatilidades ao longo do tempo.

4. A fungao de distribuigao (nao-condicional) dos retornos apresenta caudas mais pe-
sadas do que uma funcao de distribuicao normal. Além disso, a distribuicao é em
geral leptocurtica, isto €, é¢ mais alta e alongada, logo possui caudas pesadas, que a
distribuicao normal, embora aproximadamente simétrica.

5. Algumas séries de retornos sao nao-lineares, no sentido discutido no primeiro para-
grafo desta subsecao.

O exemplo a seguir apresenta o grafico de uma série temporal financeira e o gréafico dos
retornos, onde podemos observar algumas das caracteristicas aqui citadas.

Exemplo 4.3. (Fatos Estilizados dos Retornos). Considere a série temporal com-
posta por n = 1.729 observacoes que representa os indices diarios da Bolsa de Valores de
Sao Paulo no periodo de janeiro de 1995 a dezembro de 2001, apresentada na Figura 1.1
(no Capitulo 1). Neste exemplo apresentamos a sua correspondente série de retornos no
periodo citado.

Na Figura 4.1 percebemos que o histograma da série temporal dos log-retornos tem
o formato de uma curva leptocurtica, apresentando aparente simetria. Observe que a
série de retornos, apresentada na Figura 4.2, apresenta os fatos estilizados citados ante-
riormente, como aparente estacionariedade, média em torno de zero e agrupamentos de
volatilidades.
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Figura 4.1: (a) Histograma e (b) QxQ Plot dos Log-retornos Didrios do IBovespa
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Figura 4.2: Série dos (a) Log-retornos Didrios e (b) Quadrados dos Log-retornos Didrios
do IBovespa.

Na Figura 4.3 observamos que, enquanto a série de retornos é pouco correlacionada, a
série do quadrado dos retornos apresenta valores altos da fun¢ao de autocorrelagao para
varios valores de h.
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Figura 4.3: Funcao de Autocorrelacio Amostral (a) dos Log-retornos Didrios e (b) do
Quadrado dos Log-retornos Didrios do IBovespa.

4.3 Selecao de Portfolios Eficientes

Nesta secao tratamos da selecao de portfolios eficientes baseado no método da analise de
média-variancia (M-V analysis), introduzido por Markowitz (1952) . Dizemos que um
portfolio € eficiente se ele contém uma combinacao de ativos que proporciona o maximo
retorno para uma dada classe de risco, ou de forma equivalente, o minimo risco para uma
dada classe de retornos.

A maioria dos investidores espera que um portfolio eficiente satisfaca ambas as condi-
¢Oes, maximo retorno e minima variancia. Segundo Markowitz (1952), o portfolio com
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maximo valor esperado nao é, necessariamente, o de minima variancia. Existe uma pro-
porcao tal que o investidor pode aumentar os retornos esperados aumentando a variancia
ou reduzir a variancia diminuindo os retornos esperados. Em seu trabalho, o autor apre-
senta um estudo sobre a selecao de portfolios eficientes baseado no valor esperado e na
variancia dos retornos (E-V rule). De acordo com os conceitos desenvolvidos, o investidor
pode reduzir o risco total de seus investimentos através da combinacao de ativos que nao
apresentam correlacao perfeita e positiva. E a reducao dos riscos sera tao maior quanto
menor for esta correlacao.

Considere um portfolio P = {Ay,--- , Ay} composto por N ativos com pesos a =
(a1, ,an)". Seja R = (Ry, -+, Ry)" o vetor formado pelo retorno R; do ativo A;, para
todoi =1,--- ,N. Segue que o retorno do portfolio para um periodo de tempo é dado

pela expressao (4.11). Assim, o valor esperado do retorno do portfolio é dado por

E(Rp) = Z a;E(R;). (4.15)

i=1

E a variancia do retorno do portfolio é dada por

Var(Rp) = > Y a;aCov(R;, Ry). (4.16)

i=1 k=1

Denotamos por Ry, o retorno do mercado e a;ps é a proporgao do ativo A; no portfolio do
mercado, para ¢ = 1,---, N. Substituindo-se p por Ry e a; por a;p, parat =1,---, N,
na expressao (4.16) (veja Fabozzi et al., 2006) obtemos a variancia do retorno do mercado
dada por

N N
Var(RM) = Z Z aiMakMCov(Ri, Rk) (417)

i=1 k=1
Observando que a covariancia do retorno R;, para todo ¢ = 1,---, N, com o retorno do

portfolio do mercado é dada por

N
COV(RZ‘, RM) = Z akMCov(Ri, Rk), (418)
k=1

e substituindo a expressdo (4.18) na expressao (4.17), obtemos

N N
Var(RM) = Zai]\/[ <ZakMCOV(R“Rk)>
=1 k=1

N
= Z CLiMCOV(Ri, RM)

i=1

Sharpe (1964) define o valor Cov(R;, Rys) como risco sistemdtico do ativo A;, para todo
i =1,---,N. O risco sistematico é aquele que resulta das condigoes economicas e do
mercado e que nao pode ser eliminado através da diversificagao. Assim, segundo Sharpe
(1964) o risco total de um portfolio pode ser subdividido em dois tipos:

e risco diversificavel: afeta um, ou um ntimero pequeno de ativos. Em geral, ele
independe do mercado e pode ser reduzido ou eliminado através da diversificagao,
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com o aumento da quantidade de diferentes ativos. Um exemplo de risco diver-
sificavel é um problema de producao ou logistica. Isso pode afetar a acao de uma
empresa, mas o efeito disso serd muito pequeno sobre os papéis de outras empresas;

e risco sistematico: é a parcela do risco que nao pode ser eliminada pela diversi-
ficagao e esta relacionada com o comportamento do mercado como um todo. Como
exemplos de risco sistematico podemos citar: aumento nas taxas de juros, crises
politicas, mudancas de cendrios internacionais, entre outros.

Sendo assim, o objeto de estudo passa a ser o risco sistematico, que é a componente do
risco relacionada com o mercado. Neste caso, a medida de risco para uma acao passa a
ser a covariancia dos retornos desse ativo com os retornos do mercado. Com base nestes
conceitos e naqueles desenvolvidos por Markowitz (1952), os trabalhos de Sharpe (1964)
e de Lintner (1965) apresentam o modelo de precificagao de ativos, denotado por CAPM
(Capital Asset Pricing Model), que definimos na Secao 4.3.2. Este é um dos modelos mais
utilizados atualmente para a avaliagao de ativos financeiros.

4.3.1 Linha de Mercado de Capitais - CML

Sharpe (1964) e Lintner (1965) demonstram que o conjunto de portfolios eficientes dis-
poniveis para o investidor que emprega a analise de média-variancia, na auséncia de um
ativo livre de risco, é inferior ao disponivel quando existe ativo desse tipo. Apresentamos,
nesta subsecao esta formulacao. As idéias basicas do método classico de andlise de média-
variancia sao apresentadas no Apéndice D, Secao D.1.

Assuma que existe um ativo livre de risco, denotado por F, onde o investidor pode
emprestar e tomar emprestado a uma unica taxa, denotada por Rr. O investidor precisa

escolher uma combinacgao de N ativos de risco Ay, - - - , Ay mais o ativo livre de risco. Neste
caso o portfolio serd dado por P = {Ay,--- , An, F'}. Seja a = (a1, -+ ,ay)’, o vetor de
pesos dos ativos A;, para ¢ = 1,---,N. Estes pesos nao devem somar 1, para que a

percentagem restante possa ser investida no ativo livre de risco. Se considerarmos ambos
os casos, compra e venda do ativo livre de risco (ver Fabozzi et al., 2006), a proporgao
1 - Zf\il a; pode ser tanto positiva quanto negativa. O retorno esperado E(Rp) e a
variancia do retorno do portfolio Var(Rp) sao dados, respectivamente, pelas expressoes
(4.15) e (4.16). Como E(Rr) = Rp, pois o ativo ¢ livre de risco, segue que

N
Rp) = ZCLJ[‘E(RZ (1 — Zaz> Rr e Var(Rp) ZZ%%COV R;, Ry), (4.19)
i=1

i=1 i=1 k=1
pois o ativo livre de risco tem variancia zero e é nao-correlacionado com os ativos de risco.

O objetivo do investidor é, agora, escolher as alocagoes (pesos), de forma a atingir um
determinado nivel de retorno esperado p. O vetor de pesos é estimado resolvendo-se o
problema de otimizacao

main {Z Z a;aCov(R;, Rk)}

i=1 k=1
sujeito a condigao

Lo = iaE (1—Zaz>

=1
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Segundo Fabozzi et al. (2006) os pesos 6timos para o portfolio sao dados por
a=CX " (u— Rp), (4.20)

onde ¥ ¢ a matriz de variancia-covariancia dos retornos, p = (E(Ry),--- ,E(Ry))’,1¢é 0
vetor coluna com N entradas iguais a 1 e C' é dado pela expressao

to — Rp
(b~ Rp)E7 (p — Rp1)

A expressao (4.20) mostra que todos os pesos para ativos de risco para um portfolio de
minima variancia sao proporcionais ao vetor E_l(u — Rp1), com constante de proporcao
C, dada pela expressao (4.21). Portanto, quando consideramos um ativo livre de risco,
todos os portfolios de minima variancia sao combinacoes lineares de um ativo livre de risco
com um portfolio de risco. Esta combinagao é representada por uma reta denominada
Linha de Mercado de Capitais, ou simplesmente, CML. O portfolio consistindo apenas dos
ativos de risco é denominado portfolio tangente. O portfolio tangente é freqlientemente
denominado portfolio do mercado, ou simplesmente, mercado.

C = (4.21)

Para o portfolio do mercado o vetor de pesos aj; é dado por

1
'S — Rp)

Pode-se mostrar que aps pode ser obtido pela otimizacao da expressao
max<{ ——— ¢,
a va'Xa

com a condigao a1 = 1. Para um estudo mais detalhado veja Fabozzi et al. (2006).

an = S — Rp). (4.22)

Como Obter a Linha de Mercado de Capitais (CML)

Suponha que todos os investidores possam criar um portfolio eficiente dado por P =
{Ay, -+, AN, F'} com pesos ar, para o ativo livre de risco, e ay; = ZZ]\LI a;, para os ativos
com risco. Entao, ar + apr = 1. Segue, da expressao (4.19), que o retorno esperado do
portfolio é dado por

E(Rp) = CEFRF + CLME(RM)

Desde que ar = 1 — ay, temos
E(Rp) = (1 — an)Rr + anE(Ry) = Rp + ay [E(Ry) — Rp). (4.23)

Como o retorno do ativo livre de risco e o retorno do portfolio de mercado sao nao-
correlacionados e a variancia do ativo livre de riscos é zero, a variancia do retorno do
portfolio é dada por

Var (Rp)

Var(Rp) = a?\/[Var(RM) - apy = W

(4.24)

Substituindo a expressao (4.24) na expressao (4.23), obtemos a expressao para a linha de
mercado de capitais (CML), dada por

E(Ry) — Rr

E(fp) = Br Var(Ry)

Var(Rp). (4.25)
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O valor

E(Ry) — Rr
Var(Ry)

é conhecido como prémio do risco. O prémio de risco corresponde, basicamente, a uma
previsao dos rendimentos que os investidores irao exigir no futuro para aplicarem o seu
capital no mercado de agoes. Como o retorno do portfolio de mercado é incerto, hd um
prémio para o investidor por continuar investindo nele, ao invés de investir em ativos sem
risco.

Apresentamos no Apéndice D, Secao D.2, um exemplo do calculo dos pesos de um
portfolio eficiente para dois ativos de risco.

4.3.2 Modelo de Precificagcao de Ativos - CAPM

O modelo CAPM, desenvolvido por Sharpe (1964) e Lintner (1965), baseia-se nas seguintes
hipéteses (veja Fabozzi et al., 2006):

e inexisténcia de custos de transagdo (mercado perfeito);

e auséncia de informagao confidencial, o que faz com que nao hajam ativos subavali-
ados ou superavaliadas no mercado;

e a decisao do investidor baseia-se unicamente no retorno esperado e no risco;

e 0s investidores estimam o risco em funcao da variabilidade das taxas de retorno
estimadas;

e existéncia de um ativo livre de risco, denotado por F', onde os investidores podem
emprestar e tomar emprestado a uma unica taxa, denotada por Rp, visando obter
alocacoes Otimas;

e os investidores ajustam a decisao de alocacao as preferéncias de risco, decidindo
dessa forma, quando investirao em ativos livres de risco ou ativos arriscados.

Suponha que o mercado esteja em equilibrio. Lembramos que a situacao é representada
pela linha de capital de mercado (CML), dada pela expressao (4.25). Sob essas condigoes,
o retorno esperado de um portfolio ¢ uma funcao linear do valor esperado do portfolio do
mercado e ativos individuais ndo aparecem sobre a CML. Segundo Fabozzi et al. (2006),
pode-se demonstrar que, para ativos individuais temos a seguinte relagao

E(Ry) — Rr

B(R) = Rp + [ Var(Ryy)

} Cov(R;, Ry), paratodoi=1,--- N. (4.26)

A equagdo (4.26) é denominada Linha de Mercado de Titulos (Security Market Line-
SML). Em situagoes de equilibrio, o retorno esperado de ativos individuais deve estar
sobre a linha SML e nao sobre a linha CML.

A versdo empirica da equacao (4.26) é a regressao linear, denominada linha carac-
teristica, dada por

Riy— Rpy = Oéri‘ﬁi(RM,t —RF,t) +é&;4, paratodoi=1,--- N e tel,--- n, (427)
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onde n é o tamanho amostral, ¢;; é o erro (representa o risco nao-sistematico), 3; é o
estimador da expressao

COV(RZ', RM) i
= todot=1,---,N, 4.28
I6} Var(Bar) para todo i (4.28)
que representa o risco sistematico e &; é o estimador do o da acao, definido por,
a; = R —E(R;), paratodoi=1,---,N. (4.29)

Substituindo-se 3;, dado pela expressao (4.28), na expressao (4.26) obtemos o modelo

CAPM, dado por
E(R;) = Rp + B;(E(Ry) — Rp), paratodo i=1,--- N. (4.30)

A razao (4.28) também pode ser estimada através da covariancia e da variancia amostrais
das séries de retorno do portfolio do mercado e do ativo.

Observacao 4.1. O coeficiente § do portfolio P = {A;,--- , Ay}, denotado por fGp, é
dado pela expressao

N
Pp = Zazﬂi, (4.31)
i=1

onde ;, parai =1,--- N, é o coeficiente 3 do ativo A;, definido pela expressao (4.28).

4.3.3 Interpretacao do Coeficiente 3

O coeficiente angular f3;, dado na expressao (4.30), pode ser visto como uma medida de
volatilidade das taxas de retorno de um ativo qualquer com relagao as taxas de retorno
do mercado como um todo. Esse pressuposto parte do principio de que todos os ativos
tendem a ter os seus precos alterados com maior ou menor proporcao as alteragoes do
mercado como um todo. O coeficiente angular 3;, para todo ¢ = 1,---, N, dado na
expressao (4.30), pode ser interpretado como segue:

e g, = 1. De fato, a covariancia do mercado ¢ igual a variancia do mercado, ou seja,
uma carteira tem [ igual a 1 em relacao a ela mesma.

e 3, = 1. O ativo A; pode ser considerado neutro. Por exemplo: a medida que os
retornos do mercado como um todo sobem 5% (indice Bovespa), os retornos do ativo
A; tendem a subir 5%. A medida que os retornos do mercado como um todo (indice
Bovespa) caem 2%, os retornos do ativo A; tendem a cair 2%.

e 3; > 1. O ativo A; pode ser visto como agressivo. Por exemplo: uma agdao com
B;= 1,15 significa que se o mercado (indice Bovespa) como um todo apresentar uma
queda de 10%, o ativo A; deverd sofrer uma baixa de 11,50% no seu prego.

e 3; < 1. O ativo A; pode ser classificado como defensivo. Por exemplo: uma acao
com ;= 0,5 significa que se o mercado (indice Bovespa) cair 6%, o retorno do ativo
A; devera sofrer uma baixa de somente 3%.

Lembramos que o retorno esperado depende apenas do risco sistematico. Como ativos com
valores de (3 maiores tém riscos sistematicos mais altos, tém também retornos esperados
maiores. Dessa forma, conhecendo-se as caracteristicas de risco (seu respectivo (3;) de
uma agao, é possivel estimar-se o preco justo (ou valor intrinseco), tendo-se a indicagao
se o titulo é, ou nao, uma boa opcao de compra.

96



4.3.4 Acoes Subavaliadas e Superavaliadas. Coeficiente o da
Acao

Os investidores sempre tém o interesse em saber se no mercado existem agoes cujo valor

intrinseco nao coincide com o seu preco de mercado. Tais agoes podem estar subavaliadas,

isto é, com precos inferiores aos seus respectivos valores, significando que seu retorno

esperado verdadeiro é maior do que aquele fixado pelo mercado em geral. Ou podem estar
superavaliadas, isto é, cotadas a pregos superiores aos seus respectivos valores intrinsecos.

A diferenca entre o retorno esperado pelo investidor R; (média dos valores histéricos
do ativo A;) e o retorno esperado E(R;) calculado pelo modelo CAPM é chamado a de
uma agao dado pela expressao (4.29).

O coeficiente a; é obtido através da regressao linear dada pela expressao (4.27) e pode
ser interpretado como segue:

e a; > 0. O ativo A; esta subavaliado, isto é, o preco de suas acoes é menor do que
seu valor intrinseco. E conveniente compra-lo comparativamente a outras acoes com
um mesmo nivel de risco em situagao de equilibrio.

e o; < 0. O ativo A; estd superavaliado na visao do investidor, portanto é conveniente
vendé-lo.

No Apeéndice D, Secao D.3, apresentamos um exemplo do calculo dos coeficientes « e
[ dos ativos de um portfolio. Na Secao D.4 apresentamos um exemplo do célculo do 3
do portfolio.

4.4 Fatores de Risco e Distribuicao de Perdas

Dado um portfolio fixo P = {A;, -, Ay}, denotamos por V; o wvalor do portfolio no
tempo t € T', onde T" é um conjunto de indices. Em geral, neste trabalho, consideramos
T = N. Assumimos que V;, para todo ¢t € N, sao variaveis aleatdrias observaveis.

Definicao 4.8. (Distribui¢ao de Perdas). Considere um portfolio P = {Ay, -+ , An}
fixo. Seja V; o seu valor no tempo t. Dado um horizonte h, a perda do portfolio P sobre
este periodo é dada por

Lt+h = —(V;H_h — V;) (432)

A distribuicao da variavel aleatéria L;y; é denominada distribuicao de perdas.

Observacao 4.2. Em gerenciamento de riscos, o principal interesse é analisar a proba-
bilidade de grandes perdas, ou seja, analisar a cauda direita da distribuicao de perdas.
Na literatura também encontramos a expressao distribuicao de perdas e ganhos. A dis-
tribuicao de perdas e ganhos é a distribuicao das variaveis aleatérias —L;,,. Em muitos
casos os autores utilizam a mesma notagao para a distribuicao de perdas e para a dis-
tribuicao de perdas e ganhos.

Para todo t € N, a variavel aleatoria V; é uma funcao de um vetor aleatério, m-
dimensional, Z; = (Z14, -+, Zms)', de fatores de risco, isto é,

Vi = f(t,Z;), paratodo t€ N, (4.33)
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para alguma funcdo mensuravel f : R x R™ — R. A fungao f(-), dada pela expressao
(4.33), é denominada fun¢do dos riscos.

Assumimos que os fatores de risco sao observaveis. Portanto, Z; é observavel no tempo
t. A escolha dos fatores de risco e da funcao f(-) depende tanto do portfolio quanto do
nivel de precisao desejados. Na pratica, os fatores de risco mais utilizados sao o logaritmo
dos precos dos ativos financeiros, retornos e o logaritmo da taxa de cambio.

Em alguns casos, é conveniente definir a série de mudanga de fatores de risco { X }en
da maneira como segue.

Definicao 4.9. (Mudangas de Fatores de Risco). Seja Z; = (Z14, -+ ,Zpy) um
vetor aleatorio m-dimensional de fatores de risco. As varidveis aleatérias X, para todo
t € N, definidas por

X, =Z,—Z, ,, paratodot € N (4.34)

sao denominadas mudancas de fatores de risco.

Por exemplo, se Z;; = In(P;;), onde P;; é o prego do ativo A; no tempo ¢, para cada
i=1,---,m,entdo X; = (X1 -+, Ximt) é o vetor dos log-retornos.

Dessa forma, pelas expressoes (4.33) e (4.34), a expressao (4.32), para h = 1, pode ser
reescrita como

Liyi=—(f(t+1,Zi 4+ Xi1) — f(t, Zy)). (4.35)

Como Z,; é observavel no tempo ¢, a distribuicao das perdas é determinada pela dis-
tribuicao da mudanca de fator de risco Xy ;.

4.4.1 Funcao de Distribuicao Condicional e Nao-condicional das
Perdas

Em gerenciamento de riscos, muitas vezes precisamos decidir se estamos interessados na
distribuicao condicional ou incondicional das perdas. Como j4 ressaltamos anteriormente,
a distribuicao das variaveis aleatérias L; é determinada pela distribuicao das variaveis
aleatorias X, para todo t € N.

Suponha que o processo {X;}ien, de mudangas de fatores de risco, é um processo
estritamente estacionario. Segue que a fungao de distribuigao Fx(-), da variavel aleatéria
X, para todo t € N, é invariante sob translacoes de tempo. Ressaltamos que a maioria
dos modelos para séries temporais utilizados para modelar mudancas de fatores de risco
satisfaz esta propriedade.

Seja F; a o-algebra gerada pelas informagoes disponiveis até o tempo t, isto é, F; =
o({X},s < t). Denotemos por Fx,  z(-) a distribuicdao condicional de X,,; dada
a informagao F;. Na maioria dos casos, Fx,, |7 (-) ndo coincide com Fx(-). Isto s6
acontecerd quando as varidveis aleatdrias do processo {X,;}ien forem independentes e
identicamente distribuidas.

Ambas as distribuicoes sao de grande importancia e sao utilizadas de acordo com a
medida de risco que se deseja calcular.

Para entender melhor as defini¢oes apresentadas nas ultimas se¢oes consideremos o
seguinte exemplo onde apresentamos o vetor de fatores de risco, a funcao dos riscos e
calculamos o valor do portfolio.
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Exemplo 4.4. (Célculo das Perdas do Portfolio). Considere um portfolio fixo

P ={Ay,---,Ax}, com N posigdes (ativos financeiros). Seja ¢; o numero de agdes do
ativo A; no tempo ¢. Denotemos por F;; o prego por acao do ativo 7 no instante ¢. Segue
que, para @ = 1,--- , N, {P,;}1en é um processo estocdstico que representa o prego do

ativo financeiro do ativo A;.

Se considerarmos o logaritmo do preco das agoes do ativo como fator de risco, temos
Z,=(Zy4, -+ ,Znys) onde Z;y =1In(P;;), paratodoi=1,---,N.

Assim a mudanca de fator de risco, do ativo A;, definida pela expressao (4.34), é dada
por
Xi,t—i—l = ln(Pi,tH) — ln(Piyt), para todo t € N.

Note que, de acordo com a Definicao 4.4, as varidveis X, sao os log-retornos do processo
{Pit}ten-
O preco V; do portfolio, no tempo t, é dado por

N N

V, = Z Py = Z c;exp{Zi+}. (4.36)

=1 i=1

Neste caso, a funcao f(-), dada pela expressao (4.33), é definida como

N
ft, Z,) = Z c;exp{Z;+}, paratodote N.
i=1

Assim, a perda no portfolio no instante ¢t + 1 é dada por

Lipg = —(Vipn — V)

N N
= — <Z ciexp{Zit1} — Z & eXp{Zz',t})
i=1 =1
N
= — Z i ( exp{Zis41} — eXp{Zi,t})
i=1
N
= — Z ci exp{Zi,t}<eXp{Z¢,t+1 — Zit} — 1)
i=1

N
= — Z Ci exp{Zi,t}<exp{Xi7t+1} - 1)
i=1

= -V i\]: ai<exp{Xi7t+1} — 1), (4.37)

=1

onde
C; eXp{Zi,t} . CiPi,t

Vi Vi’
é a proporc¢ao do valor do portfolio investido no ativo A;, no tempo t. Ou ainda,

a; = para todoi=1,---, N, (4.38)

N

Lisi ==V Y iR, (4.39)

=1
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onde R; 41 € o retorno do ativo A;, no tempo t 4+ 1. Note que a expressao (4.37) satisfaz
a expressao (4.35). Desta forma, se conhecermos a distribui¢ao das varidveis aleatérias
X+, para todo t € N e para todo i = 1,--- , N (ou seja, a distribui¢do dos log-retornos),
conheceremos a distribuicao das perdas do portfolio P.

Observacao 4.3. Sob as mesmas hipdteses do Exemplo 4.4 pode-se mostrar que, para
um horizonte h qualquer,

N N
Lisn= =Vi Y aiRig[h] = =Vi Y airg[h]. (4.40)

i=1 i=1
Para isso basta notar que X;; = r;;, para todo ¢ =1,--- , N, onde 7;; é o log-retorno do

ativo A; no tempo t. Logo,

Zivin—Zix = (Zigsnh — Zigsn-1) + (Zigsn-1 — Zipsno) + -+ (Zjs1 — Zjt)
Xiggn + -+ Xin

Além disso, pelas expressoes (4.5) e (4.6)
exp {Xl’t[h]} —1= Rz’t[h]

Utilizando estes fatos chegamos ao resultado desejado.

4.5 Medidas de Risco

Segundo McNeil et al. (2005), existem vdarias abordagens para o calculo de medidas de
risco, mas de modo geral, podemos classificd-las em quatro diferentes categorias. Sao elas:

e Abordagem do valor nominal. E a abordagem mais antiga para medir os riscos de
um portfolio. Nesta abordagem, o risco de um portfolio é definido como a soma dos
valores nominais dos componentes individuais do portfolio.

o Medidas de risco fator-sensitivas. Sao aquelas que fornecem a variacao do valor do
portfolio para uma dada variacao, pré-determinada, em um dos fatores de risco.

e Medidas de risco baseadas em distribuicao de perdas. As medidas de risco mais
modernas sao estatisticas que descrevem a distribuicao condicional e nao-condicional
das perdas do portfolio sobre um horizonte de tempo pré-determinado. Alguns
exemplos sdo a variancia, o Valor-em-Risco (VaR) e o Valor-em-Risco Condicional
(CVaR ou Expected Shortfall).

e Medidas de risco baseadas em cendrios. Nesta abordagem, para calcular as medidas
de risco em um portfolio, consideramos um numero de possiveis mudancas de fatores
de risco (cendrios), tais como 10% de variagao nas taxas de cambio ou queda de 20%
no preco das acoes. O risco do portfolio é entao medido como a perda maxima do
portfolio sobre todos os possiveis cenarios.

As duas ultimas abordagens sao consideradas neste trabalho e descritas, a seguir, nesta
secao.
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4.5.1 Medidas de Risco Baseadas na Distribuicao de Perdas e
Ganhos

Uma das medidas de risco mais utilizadas é a wvariancia da distribuicao de perdas e
ganhos. Este fato deve-se ao grande impacto que a teoria de portfolios de Markowitz,
que utiliza variancia como uma medida de risco, apresenta no estudo tedrico e pratico
da area de financas. Entretanto, como uma medida de risco, a variancia apresenta dois
problemas. O primeiro deles é que necessitamos assumir que a funcao de distribuicao de
perdas possui segundo momento finito. Além disso, essa medida nao faz distincao entre
desvios positivos e negativos da média. Segundo McNeil et al. (2005), a variancia é uma
boa medida de risco somente para distribui¢oes que sao (aproximadamente) simétricas,
tais como a normal ou a t-Student (com variancia finita).

Outra abordagem amplamente utilizada atualmente é a andlise dos quantis da dis-
tribuicao de perdas. Considere um portfolio P = {Ay,--- , Ay} de ativos de risco e um
horizonte h fixos. Seja Fp(¢) = P(L < {) a fungao de distribuigdo de perdas correspon-
dente. Nosso objetivo é definir uma estatistica baseada em F(-) que seja capaz de medir
os riscos do portfolio sobre o periodo h. Um candidato natural é a perda maxima possivel
dada por

inf {¢ € R: Fi,({) = 1}.
Entretanto, em muitos modelos o suporte de Fp(+) é nao-limitado. Logo, a perda méxima
¢ infinito. A idéia entao, é repassar “perda maxima” por “perda maxima que nao é
ultrapassada com uma certa probabilidade”, com esta probabilidade denominada nivel de
confiancga.

Definicao 4.10. (Valor em Risco). Seja P = {Ay,--- , Ay} um portfolio fixo. Dado
um nivel de confianca p € (0,1), o valor em risco do portfolio, denotado por VaR, p, é
definido como

VaR,, = inf{¢ e R:P(L>/¢)<1-p}
= inf{¢ e R: FL({) > p}. (4.41)

Em termos probabilisticos, VaR, ¢ o p-quantil da funcao de distribuicao de perdas.
Na pratica, os valores freqientemente utilizados para p sao 0,95 ou 0,99 e para h sao 1
ou 10 dias.

Assim como na andlise da medida de risco pela variancia, o VaR, apresenta certas
desvantagens. Artzner et al. (1999) mostram que o VaR, nao é uma medida de risco
coerente pois nao satisfaz o axioma da subaditividade. Isto é, o VaR,, de portfolios soma-
dos pode nao ser limitado pela soma do VaR,, dos portfolios individuais. Isso contradiz a
idéia de que os riscos podem ser diminuidos através da diversificagao, ou seja, através da
compra ou venda de ativos.

Apresentamos, a seguir, uma medida de risco que é coerente, no sentido da Defini¢ao
4.2 (veja também o Exemplo 4.2).

Definigao 4.11. (Expected Shortfall). Considere uma perda L com fungao de dis-
tribuigao F1(-), tal que E(|L|) < co. O expected shortfall, denotado por ES,, ao nivel de
confianga p € (0,1), é definido como

1

1
ES, = —p qu(Fr)du,



onde ¢,(+) é a funcao quantil definida por ¢,(Fp) = inf{ € R: F({) > u}.

E imediato ver que as medidas de risco Fzxpected Shortfall e VaR estao relacionados
através da expressao

1 1
ES, = 1—/ VaR,du.

Mostra-se (veja McNeil et al., 2005) que se L for integravel com fungao de distribuicao
Fp(+) continua entao
ES, = E(L|L > VaR,).

Observacgao 4.4. Na literatura, encontramos variagoes para a medida de risco ES, dada
na Definicao 4.11, tais como tail conditional expectation (TCE), worst conditional expec-
tation (WCE) e conditional VaR (CVaR). Apesar de apresentarem defini¢oes um pouco
diferentes, quando a funcao de distribuicao das perdas for continua todas essas medidas
coincidem.

Na pratica, para calcular o VaR e o ES, devemos estimar a funcao de distribuicao
das perdas Fi(+). E imediato que diferentes formas de estimar Fy(-) fornecerfio diferentes
valores para essas medidas. Como ressaltamos na Secao 4.4, a funcao de distribuicao da
variavel aleatoria L; fica determinada se conhecermos a distribuicao do vetor aleatério X
de mudanca de fatores de risco, no instante t. No Exemplo 4.4 consideramos o caso em
que os fatores de risco sdo os log-retornos. Vimos, pela expressao (4.39) que

N
Liyw= -V, g aiRi,t—l—l;

=1

onde R;; é o retorno do ativo A;, no tempo ¢t + 1. Na prética R, e r; sao valores muito
proximos entre si. Assim, podemos assimir que

N
Ly =-V, E ;TG 141 -
i=1

Segue que
E(Lyy1) = -Via’u e Var(Ly,) = Vi a'Xa, (4.42)

onde @ = (ay,--- ,an) éovetor de pesos, = (E(rys41), -, E(rner1)) e ¥ é amatriz de
variancias-covariancias. Como V; é um valor conhecido no tempo ¢ e portanto, constante
em relacao a t + 1, podemos calcular o VaR,, considerando V; = 1. Como os retornos
do portfolio sao, em geral, dados em porcentagem, o VaR, obtido fixando-se V; = 1
representa também uma porcentagem. Multiplicando o valor obtido por V; obtemos o
risco do portfolio em temos de unidades monetarias.

Na préxima subsecao apresentamos algumas das abordagens mais utilizadas para o
calculo do VaR,.

4.5.2 Calculo do Valor em Risco - VaR,

Nesta subsecao apresentamos as principais abordagens, existentes na literatura, para o
célculo do VaR,,. Para isto, consideramos tanto a fungao de distribuicao condicional como
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a nao-condicional dos fatores de mudanca de risco. Entre as abordagens existentes para
o calculo desta medida podemos citar:

(i) VaR, Empirico

Esta ¢ a abordagem nao-paramétrica para o calculo do VaR,. O VaR,, empirico é o
p-quantil da funcao de distribui¢ao empirica dos dados, dada por

1 n
Fr(0) = - Z[{Ltgg}, para todo ¢ € R,
t=1

onde I(py ¢ a funcao indicadora do conjunto B. Segue que
VaR, = inf {Lt e (L), Fu(L) > p}.
Sob essa abordagem, o VaR,, de h periodos ¢ igual ao VaR,, de 1 periodo.

(ii) VaR, Normal ou Método da Variancia-Covariancia

Conside a funcao de distribui¢ao nao-condicional do vetor de mudancga de fatores de
risco X ;41 e assuma que X1 = (1441, -+, Tne+1) tem distribuicdo normal multivariada
com média g = (E(71441),- -+ , E(rn¢+1))" e matriz de variancia-covariancia 3 constantes.
Lembre que, por simplicidade, estamos fixando V; = 1, de forma que o VaR, calculado
serd o VaR,, para cada unidade monetdria. Segue, pela expressao (4.42), que

L1 ~N(—a'u,a’Xa).

Os parametros p e X sao estimados através da média, variancia e covariancia amostrais.
Como o VaR,, é, por definicao, o p-quantil da funcao de distribuicao das perdas, ele é
dado por

VaR, = L+ & '(p)y/62, (4.43)
onde
N N N
E = — ZCLZ'FZ‘, 6% = Z Z CLi(leOV(TZ',Tj>, (444)
i=1 i=1 j=1
T, = Y., riy ¢ a média amostral do ativo A;, para todo i = 1,--- ,N, Cov(r;,r;) é a

covariancia amostral dos log-retornos r; e r;, dada por

1 < _ _
Cov(ri, ) = — D e =T (e —7)
t=1
e ®() é a fungao de distribui¢do normal padrao. Assim, o valor em risco do portfolio no
tempo ¢t + 1 sera dado por
Risco =V, x VaR,,.

Para o calculo do VaR,, de h perfodos note que, pela expressao (4.40), tomando V; = 1,

N
Lign = — Y airiglh]
=1

N
= - Zai(ri,t-i-l + o Titrn)
i=1

h N

= —E E AiT5t+k-

k=1 i=1
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Assim, os estimadores amostrais para a média e a variancia sao, respectivamente,
N N N
_— 7 )
—h x E a; X7, =—hL e h E E a;a;Cov(r;,r;) = hoy,
i=1 i=1 j=1

com L e 62 dadas pela expressio (4.44). De onde segue que
VaRy[h] = —hL + VA (p)\/62.

Podemos também considerar a funcao de distribuicao condicional do vetor aleatdrio
Xiv1=(rig11 - ,7mer1.n) . Por exemplo, se assumirmos que X 11| F; ~ N (preg1, Ber1)-
Segue que

2
Liyy ~ N(_‘/ta'lﬂ't—i—la Via'Y11a).

Fixando V; = 1, obtemos

VaRp 11 = —a'pepr + @7'(p) X V/a'Seaa.

E o valor em risco do portfolio no tempo t + 1 é entao dado por

Risco =V, x (—a’utH + & 1(p) x \/a,’EH_la,) )

Neste caso, ajustamos um determinado modelo aos dados e utilizamos os valores previstos
através do modelo para estimar a média e a matriz de variancias-covariancias.

As abordagens que apresentamos a seguir sao as mais utilizadas no caso em que
considera-se a funcao de distribui¢ao condicional.

(iii) Abordagem RiskMetrics

Considere, primeiramente, o caso de um unico ativo. A metodologia RiskMetrics foi
desenvolvida por J.P. Morgan para o calculo do VaR,. Em sua forma mais simples a
metodologia assume que

7at|ft71 ~ N(,Ut; 0752)7

onde a média e a variancia condicionais sao tais que
w=0 e ol=Xot  +(1-Nr2,, 0<A<I, (4.45)

isto é, {o2}ez segue um modelo EWMA, dado na Definigao 2.4. Segue que L1 = —7T¢41.
Logo, o VaR,, do ativo no tempo t + 1, é dado por

VaRp 1 = ®7'(p) X 0441,

onde ®(-) é a fungao de distribui¢do normal padrao e o7,; é obtida através do modelo
dado na expressao (4.45). Multiplicando pelo prego do ativo no tempo ¢, obtemos o risco
do ativo no tempo t + 1, isto é,

Risco = Vi x VaRy, 141.

Para o célculo do VaR, para um horizonte h, note que pela expressao (4.40), tomando
Vi=1,

Lt+h = —'I"t[h] .
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Pela expressao (4.6), o log-retorno de h periodos é dado por
relh] = repr o T

Como um processo EWMA é um caso particular de um IGARCH(p, q), comp=1=g¢q, e
este é um processo martingale difference (veja Proposic¢ao 2.1), temos

ot [h] = Var(ri[h]|F) =Y Var(ri | F), (4.46)

j=1

pois Cov(rs, rs) = 0, para todo t, s tais que ¢ # s. O valor Var(ryy;|F;), para j =1,--- | h,
na expressao (4.46) é obtido através do modelo dado pela equagao (4.45). Pela expressao
(3.53), segue que

Var(rygn|Fi) = E(Tt2+h|-7:z‘/) = E(U?Jrh‘]:zf) = 01€2+1‘

Entao, o7[h] = ho?,;. Como o método RiskMetrics assume que r[h]|F; ~ N(0,07[h]),
segue que o VaR, para o horizonte h é dado por

VaRy,[h] = @7} (p)Vhorsa,

onde ®(+) é a fungao de distribui¢do normal padrao e o7, é dada pela expressao (4.45).

Assim, o valor em risco do portfolio para um horizonte h serd dado por
Risco =V, x <I>_1(p) x Vh x Opi1-

Esta abordagem é amplamente utilizada devido a facil implementacao do modelo EWMA.

E facil ver que, se y; = 0, entdo VaRp,[h] = vhAVaR, 1. Ressaltamos que quando
iy # 0 essa igualdade nao é mais valida. Suponha que p; = u, para todo t € N, segue
que VaR, 411 = .+ @71 (p) X 0441, enquanto que

VaRp[h] = h x pt+ Vi x @7 (p) x 0141 # VI x VaRyp 1,

para todo h > 1 (veja Morettin, 2006). Para o caso em que o portfolio é formado por N
ativos P = {A;,--- , Ay}, o VaR,, no instante t + 1 do portfolio é dado por

N N—-1 N
VaRppir1 = | Y (VaRpies1)2 +2) 0 Y pyVaRp a1 VaRy jis1, (4.47)
i=1 i=1 j=i+1

onde VaR,, ;41 € o valor em risco do ativo A;, no instante ¢ + 1,

Cov(r; T
Pij = COI"I"(Ti,t+1,7’j,t+1) = V( Hask MH)

B \/Var(ri,tﬂ) \/Var(rj,tﬂ)

e Cov(rit1,7j41) = Vije+1 € estimada através da equacao

Yijg = Miji—1 + (1 = A1 -17j-1, para 0 <A <1

Para mais detalhes veja Zangari (1996).
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(iv) Abordagem Econométrica

Uma série de retornos financeiros é, em geral, nao-correlacionada mas apresenta cor-
relacao no quadrado dos retornos. Se isto ocorre a volatilidade pode ser modelada através
dos modelos apresentados no Capitulo 2. Em alguns casos as séries temporais dos re-
tornos apresentam autocorrelacao significante entre as variaveis aleatérias. Quando isso
ocorre ajustamos primeiramente um modelo linear, por exemplo um modelo ARMA, e em
seguida um modelo heteroscedéstico.

Considere o caso de um tnico ativo financeiro. Suponha que o modelo escolhido
seja um ARMA (py, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, ¢2). Entao, por hipdtese, ry|F;_1 tem fungao de
distribuigao F}, 7 _,(+), com Var(r,|F,_1) = o7, para todo t > 0, e satisfaz

p1 q1
reo= ¢o+ Z ire—r + Xy — Z O Xt (4.48)
=1 k=1

Xt = O'tZt (4.4.9)

1-S" o.B
(1 _ Zqil ﬁljéjo;(l _ B)dg(Zt_l)’ (450)

com 1 — ?2:1 B;B7 # 0, para todo |B] < 1, e g(-) definida pela expressao (2.38). Se
denotarmos

In(c?) = w+

pP1 q1
My = ¢o + Z O — Z O Xk, (4.51)
=1 k=1
teremos r; = py + 0, Z;. Além disso,
E(rdFi1) = E(ue + 00 Ze| Fi1) = E(ue| Fior) + E(0: 24| Fi1) = s, (4.52)

pois oy e py sdo Fy_1-mensuravel e E(Z;|F;_1) = 0.

Supondo que Z; ~ N(0,1), segue que 74| Fi_y ~ N(u,02). De fato, p; e oy sao

Fi_1-mensuraveis. Logo,
EA)ZP(&Sz_M?
Ot

Lembramos que L;y; = —Viriy1, onde V; é o valor do ativo no tempo ¢. Tomando
Vi, =1, segue que

Ty — Mt 2= Mt
Ot Ot

IN

Oy

Fr7_,(2) =P (

EA)zp(&gz_“t

e o resultado segue.

VaRp 11 = — i1 + @7 (p)ovs1,
com 41 € 0441 estimadas pelas equagoes (4.48), (4.49) e (4.50). Logo, o risco do portfolio
no tempo t + 1 é dado por
Risco =V X (—pigs1 + P (p)ors1).

Para o cdlculo do VaR, para um horizonte h, note que, pela expressao (4.40), Ly, =
—V;ri[h]. Portanto, precisamos estimar a média e a variancia condicional do retorno h
dias a frente, ry[h], dada a informacao até o instante ¢, F;. A proposigdo que segue trata
da estimacao da média de da variancia do retorno de periodo h.

Proposicao 4.1. Seja {ri}icz um processo ARMA(p1, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, q2), definido
pelas expressoes (4.48), (4.49) e (4.50). Seque que
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(i) A previsao da média do retorno de periodo h € dada por
h
Pl = Fee, (4.53)
j=1

onde 71j € a previsdo j passos & frente para o modelo descrito pelas equagoes (4.48).

(ii) O erro de previsao é dado por

enlh] = hi [( zj: wi)XHh_j] ,

§=0 i=0

onde ;, para todo i > 0 sao os coeficientes da representa¢ao MA(co) do processo
estocastico {r,}iez, definidos pela expressao (1.14).

(iii) A previsdo da volatilidade do retorno de periodo h é dada por

=[]

onde ;, para todo i > 0, sdo os coeficientes da representagio MA(0o0) do processo
estocdstico {r ez, definidos pela expressio (1.14) e 6t2+j ¢ a previsao j passos a
frente para o modelo descrito pelas equagoes (4.49) e (4.50).

Prova: Para provar (i), note que

h h h

nlh) =Y ry = A =EmBF) =D Bl F) =D feg, (455)

J=1 Jj=1 J=1

onde 741 é a previsao j passos a frente para o modelo descrito pelas equacoes (4.48). Pela
expressao (3.39), 7,4, é dado por

p1 q1
Posi =G0+ Y Gifneji— P 0;Xnsj ;.
i=1 =0

COM Tpij = Tpij, se J < 0, XnH = X,qj,8¢ 7 <0e XnH =0, sej > 0, para todo
1 < j < h. Ou ainda, pela expressao (3.36),

Tnyj = Z VYiXnyji = Z %’Xnﬂ'—ia (4-56)
i=0 i=j
onde v, para todo i > 0, sdo os coeficientes da representacdo MA(co) do processo es-
tocastico {r;}iez, definidos pela expressao (1.14).
Para provar (ii) note que, pela expressao (4.56), o erro de previsao, para cada 1 < j <

h, é dado por

(e.9] (o.9]
en(f) = Tnsj = Fupg = O UiXnpji— Y UiXnij
i=0 i=j

j—1
= Y i (4.57)
=0
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Segue, da expressao (4.57), que o erro de previsao para o retorno de periodo h é dado por

=Y i) = voXia + W0 Xira + 1 X)) + -+ Qo Xon + - Y1 Xip)
= YoXepn + (Yo + V1) Xepna + -+ (o + - n1) Xy

_ 2 [(gwi)xt+hj] . (4.58)

Para (iii) note que,

o;[h] = Var(r[h]|F:) = Var(re[h] — pe[1]| 7). (4.59)
Como i [h] = 7¢[h], com 7¢[h] dado pela expressao (4.55), segue que

6¢[h] = Var(ri[h] — #,[h]| i) = Var(ea[h]| 7). (4.60)

com e,lh] dado pela expressao (4.58). Suponha que 0 < j < k. Como E(X;;|F) =
E(ot4; 25| Ft) = E(ov1| F)E(Zer;) = 0, segue que

Cov(Xprj, Xewil F) = B(Xep; Xesk| Fr) — (Xt+j\ft) (Xivk| 1)
= E(E(Xp4; Xirna1|F)| Fors) —
= ]E(E Xew i Xovr| Frn— 1)|~7:t)
(Xt B(X | Frria1)| F2)
(Xt+]0|ft)

I
= &

(4.61)

Assim, pelas expressoes (4.58), (4.60) e (4.61) segue que

_ hzl [(iw) 52, J] , (4.62)

Jj=

onde v, para todo i > 0, sdo os coeficientes da representacao MA(co) do processo es-
tocastico {r;}ez, definidos pela expressao (1.14) e &t2+j ¢ a previsao j passos a frente para
o modelo descrito pelas equagoes (4.49) e (4.50).

Isto completa a prova.

O

A Proposigao 4.1 nos fornece as estimativas da média e da variancia condicional do retorno
de periodo h. Sendo assim, sob a hipdtese de normalidade,

Lesn|Fio ~ N (= Vi [K], V267 (1)),

com 7;[k] e 62[h] dados, respectivamente, pelas expressoes (4.53) e (4.62). Tomando V; = 1
segue que
VaRp’t[h] = —f’t[h] + q)il<p)(3't [h]

e o risco do portfolio para o horizonte h é dado por

Risco = Vi x VaR[h].
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Observacgao 4.5.

1. A abordagem econométrica pode ser estendida para o caso de N ativos financeiros.
Existem varios trabalhos onde modelos multivariados ARMA-GARCH sao utilizados
para obter as estimativas da média e da matriz de variancia-covariancia do vetor
das mudancas de fatores de risco. Para mais detalhes veja McNeil et al. (2005)
e referéncias ali contidas. A abordagem multivariada nao serd considerada neste
trabalho.

2. Note que vij: = pij10i:0j, onde 7,54 € p;j; sao, respectivamente, a covariancia e a
correlacao dos log-retornos, para todo 7,7 e t € Z. Partindo desta igualdade vérios
autores sugerem utilizar modelos ARMA-GARCH multivariados (ou univariados)
para obter estimativas para aﬁt e modelar a dependéncia entre as variaveis aleatorias
através de cépulas. Para um exemplo veja Palaro e Hotta (2006).

3. Uma alternativa para o calculo das medidas de risco é, ao invés de modelar as
séries temporais dos retornos dos ativos, € modelar diretamente a série temporal de
retornos (ou log-retornos) do portfolio como um todo (veja Palaro e Hotta, 2006).
Reduz-se assim a abordagem multivariada para um caso univariado.

4.5.3 Calculo do Expected Shortfall - ES
Apresentamos nesta subsecao resultados relacionados ao calculo do FExpected Shortfall.

Proposicao 4.2. Seja L a varidvel aleatoria que representa as perdas do portfolio. Se
L possui funcdo de distribuicdo mormal com média p e varianeia o entao, para todo

p € (0,1),

¢(2~'(p))
I-p
onde ¢(-) e ®(-) sdo a fungdo densidade de probabilidade e a fun¢do de distribuicao normal
padrao, respectivamente.

ES,=pu+o

Y

Prova: Por definicao, P(L > VaR,) = 1 —p e ES, = E(L|L > VaR,). Por hipdtese
L ~ N (u,0?). Logo, VaR, = pu + 0@ !(p). Segue que

1 o 1 o 1 (=p)?
ES, = E(L|L > VaR,) = —— (AP (f) = —— (' dl.

L =P Jutoo1(p) 1 =P Jutoa-1) V210

(4.63)

Tomando z = Z%" na expressao (4.63), obtemos
1 ° ]. *22 ]. o0 ]_ 722
ES, = —/ +oz ez odz = —— e odz
Pol-p qyl(p)('u >\/%0' L=p Jo-10p) M oro

1 o 1 —:2

+— oz e 2 odz. (4.64)

l=pJo1py V27mo

Note que a primeira integral do lado direito da igualdade (4.64) é, por defini¢ao, igual a
1-P(Z<dp)) =1—p, onde Z é uma varidvel aleatéria com funcao de distribuigao
normal padrao. Segue que

o > 1 -:2
ES, = p+ / z e 2 dz. 4.65
p 1 —p cp*l(p) /271' ( )
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Pela expressao (4.65), utilizando a mudanca de varidvel u = 2%/2, segue que

o o 1
ES, = upu+ / e "du
’ L=p Jo1p) V2

S W

— e
1—-ply2r ®—1(p)
o 1 2 oo
_ -z /2} 4.66
€ . .
S p [\/271' =1(p) (4.66)

1
Como lim e 22 = 0, pela expressao (4.66), segue que

z—00 \/27

<b(<1>‘1(p))_

ES, = p+o 1

O

O resultado da Proposicao 4.2 é valido também para a fungao de distribuigao condi-
cional e a demonstragao é analoga.

Proposicao 4.3. A fun¢io Expected Shortfall (ES) € uma medida de risco coerente.

Prova: Veja McNeil et al. (2005), pagina 243. -

Como conseqiiéncia da Proposicao 4.3, segue que, para um portfolio P = {Ay, -+, An}
formado por N ativos, com pesos @ = (ay,--- ,ay)’, a desigualdade

N
ESppi+1 < E aiESp i t41,

=1

é sempre valida.

4.6 Analise de Cenarios - Teste de Estresse

A maioria das abordagens apresentadas na literatura para o calculo do VaR, assume que
as mudancas nos fatores de risco sao normalmente distribuidas. Entretanto, na maioria
dos casos, mudancas em séries temporais financeiras apresentam caudas mais pesadas que
as da funcao de distribui¢ao normal.

Como veremos a seguir, testes de estresse nao baseiam-se em hipdteses sobre a funcao
de distribuicao das mudancas de fatores de risco. Por esse motivo nao sao influenciados
por caudas pesadas. Como tais testes nao quantificam a probabilidade de ocorréncia de
cenarios individuais, eles sao utilizados como ferramenta auxiliar para verificar e com-
plementar as estatisticas do tipo medidas de risco tais como o VaR,. Mesmo assim, os
cenarios precisam ser minimamente plausiveis e para isso é necessaria uma idéia, ainda
que vaga, das probabilidades de ocorréncia de cada cenario.
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4.6.1 Descricao do Teste de Estresse

O teste de estresse baseia-se na idéia de que o valor do portfolio depende dos fatores
de risco (veja Secao 4.4). Sejam Z = (Zy,--- ,Zy)" o vetor dos m fatores de risco que
influenciam no valor do portfolio e f(-) a funcao que determina o valor deste portfolio.
Entao, dizemos que o vetor Z descreve a situacdo do mercado e que f(Z) é o valor
do portfolio para esta situagao (ou cendario). No que segue, nos referimos a Z 4, como
a situacdo atual do mercado e conseqientemente f(Z ap) representa o walor atual do
portfolio.

Como ressaltamos na Segao 4.4, a escolha dos fatores de risco e da fungao f(-) depen-
dem do portfolio. Nem todos os portfolios sao influenciados pelos mesmos fatores de risco
e diferentes portfolios podem ter seus valores calculados por diferentes fungoes e estas, em
geral, nao sao fungoes explicitas dos fatores de risco.

O teste de estresse nos diz o que aconteceria se uma dada situagao de mercado Z
repentinamente ocorresse. Para o teste de estresse, k diferentes cendarios Zy,--- , Zg
sao selecionados de acordo com algum critério especifico. Calcula-se, entao os valores
do portfolio f(Z1),--- , f(Z) sobre esses cendrios. Comparando com o valor atual do
portfolio f(Z ap), podemos determinar as perdas que ocorreriam se o mercado passasse
repentinamente da situacao Z 4, para alguma das k situacoes Zq,--- , Zg.

4.6.2 Avaliacao do Portfolio

No teste de estresse, o primeiro passo apos a escolha dos cenarios é determinar o valor do
portfolio sobre cada cenario. Dado que o mercado encontra-se na situagao Z 457, com o
valor do portfolio dado por f(Z ap), existem duas abordagens para determinar o valor do
portfolio sobre um outro cendrio Zg, para K = 1,--- k. Descrevemos, a seguir, estas
duas abordagens:

Reavaliacao Completa: consiste em calcular diretamente o valor do portfolio utilizando
os novos valores Z;, para ¢ = 1,---,m, dos fatores de risco para o cenario Z, para
K =1,--- k. Teremos entao que o valor do portfolio sobre o cenério Zg é f(Z ), para
todo K =1,--- k.

Aproximagao Linear: sob essa abordagem, primeiramente estimamos os valores 0;,
dados pela expressao (4.67), parai = 1,--- ,m, que indicam o quanto o valor do portfolio
é afetado pela variacao de cada fator de risco. Para obter esses valores, selecionamos
variagoes “tipicas” Aq,---, A\, para cada fator de risco. Entao, o valor 9; é dado por

F(Zuse  Ziee ) — (a4 Diy oo, o)
AV ’

5; = (4.67)

parai =1,--- ,m. E fdcil ver que &; representa a inclinacio média da funcio f () através
da distancia A;. Portanto, se f(:) ndo é uma funcao linear para o i-ésimo fator de risco
o valor de ¢; dependera da escolha de A,;.

Assim, tendo os valores de ¢;, para todo i = 1,--- ,m, o segundo passo é obter a
estimativa para o valor do portfolio. Uma aproximacao f(-) para o valor do portfolio é
dada por

m

f(Zh o Zp) = f(Zamas - Zamm) — Z(Zz — Zami)i,

=1
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onde Z apr = (Zama, - Zamm) representa o vetor de m fatores de risco para a situacao
atual do mercado e ¢;, para todo i = 1,--- ,m, é dado pela expressao (4.67).

Em geral, a reavaliacao completa é mais precisa e mais eficiente do que a aproximacgao
linear. Em nosso caso, a reavaliacao do portfolio é simples e envolve apenas o logaritmo
dos precos dos ativos. Lembramos que um portfolio é um conjunto qualquer de investi-
mentos. Logo, em alguns casos, a reavaliacao do portfolios pode exigir vérios calculos.
A aproximacao linear mostra-se mais eficiente, na pratica, somente quando a reavaliacao
completa do portfolio exige muitos calculos, quando o niimero de cenarios ¢ muito maior do
que o numero de fatores de risco ou quando os valores 9; forem utilizados posteriormente
para outro proposito.

4.6.3 Identificacao dos Maximos e Minimos para Fatores de
Risco Individuais

Sejam P um portfolio fixo e Z = (Zy,--- ,Zy)" o vetor dos m fatores de risco que in-
fluenciam no valor deste portfolio. O método tradicional de realizar um teste de estresse
consiste em construir os cendarios baseando-se em dados histéricos dos fatores de risco.
Define-se o periodo de observacao historico como o periodo no qual a série temporal é
considerada, por exemplo, 1 ou 10 anos. O periodo de observagao histérico é entao sobre-
posto por janelas de igual duragao, por exemplo, 1 ou 10 dias. Para cada janela temporal

determinamos as mudancas de fatores de risco AZ;, para cada7=1,--- ,m . O maximo
ou minimo das mudancas de fatores de risco entre todas as janelas temporais é entao
fixado como a mudanca de fator de risco AZ;, para cada¢=1,---,m.

A mudanca dos fatores de risco é geralmente definida como a variagao entre o primeiro
e o ultimo dia da janela temporal e é denominada Start to End (StE). Note que, se assum-
imos que os fatores de risco sao os logaritmos dos precos dos ativos, entao as mudancas
de fatores de risco sao os log-retornos de periodo igual a duracao da janela. Alternati-
vamente, a mudanca dos fatores de risco pode ser definida como o maximo das variagoes
entre dois pontos quaisquer da janela temporal. Essa variacao ¢ denominada drawdown
(DD).

E f4cil ver que, se escolhermos a variagdo minima dentro de cada janela, entao AZ;,
para cada¢ =1, - ,m, representa a reducao maxima dos fatores de risco. Se o maximo é
selecionado, entao estamos considerando o aumento maximo nos fatores de risco. Podemos
também considerar AZ;, para cada ¢ = 1,--- ,m, como maximo para o valor absoluto
dessas variacoes. Neste caso, obtemos a variacao méaxima dos fatores de risco nao levando
em consideracao se a mudanga ¢é positiva ou negativa.

4.6.4 Perda Maxima - MaxLoss

A perda mdzxima, denotada por MaxLoss (mazimum loss) foi introduzido por Studer
(1997) e pode ser vista como uma maneira sistemédtica de realizar um teste de estresse.
Esta é uma medida de risco que pode ser interpretada como a pior perda possivel que
pode ocorrer. Para muitos portfolios o pior cenario pode nao existir, dado que a funcao
para calcular o valor do portfolio pode ser nao-limitada inferiormente. Como a probabi-
lidade de ocorréncia de um cenério no qual o mercado a muito tempo nao se encontra é
muito baixa, restringe-se a atencao a cenarios em um certo dominio de admissibilidade,
também denominado regiao de confianca. Isto é, um certo conjunto de cendarios com alta
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probabilidade de ocorréncia (veja Studer, 1997). Por exemplo, se assumirmos que os log-
retornos possuem uma funcao de distribuicao eliptica, como a t-Student ou a normal, entao
o dominio de admissibilidade é um elipséide (veja Studer, 1997). A seguir apresentamos
a definicao formal de perda méxima.

Definicao 4.12. (Perda Maxima). Dado um dominio de admissibilidade A, a perda
mdzima de um portfolio contido em A é dado por

MaxLossa(f) = f(Z am) — Izﬂeia}{f(z)}?

onde f(-) é a funcao que determina o preco do portfolio € Zspy = (Zama, - Zarvim)
representa o vetor de m fatores de risco para a situacao atual do mercado.

Em contraste com o VaR,, a perda méxima é uma medida de risco coerente (veja
Studer, 1997). Portanto, a propriedade de subaditividade é sempre valida. Além disso, o
MazLoss informa, além da dimensao da perda, o cenario em que a pior perda ocorre.

Observacao 4.6. Note que para calcular a perda maxima deve ser escolhida uma regiao
de confianca fechada A, com uma dada probabilidade p de ocorréncia. Dessa forma, uma
maneira equivalente de definir a perda maxima é

MazLossa(f) = max{f(ZAM) —f(Z): Ze€AecP(A) = p}.

Observamos que a expressao f(Zan) — f(Z) pode ser comparada a expressao (4.35),
isto é, esta expressao representa a perda L (ou —L, se Z é medido em um instante de
tempo anterior a AM) do portfolio. Dizemos que um portfolio é linear se a expressao
(4.35) ¢ uma funcao linear em relacdo a cada uma das mudancas de fatores de risco. O
teorema que segue fornece a expressao da medida MaxLoss para um portfolio linear.

Teorema 4.1. Sejam P um portfolio linear e f(-) a funcdo que determina o valor do
portfolio, entio f(X) = a’X, onde a € R™ ¢ um vetor de constantes reais e X € R™
¢ o vetor de mudancas de fatores de risco. Seque que, dado um nivel de confianca p, a
perda mdzxima do portfolio € dada por

MaxLoss = —,/c,Va'Xa, (4.68)

onde X € a matriz de variancia-covariancia das mudancas de fatores de risco e ¢, € o
p-quantil da funcdo de distribuicao X? com m graus de liberdade. O pior cendrio é dado
por

C
7= Y% 5, (4.69)

Prova: Veja Studer (1997), Teorema 3.15. -

Na préxima subsecao apresentamos alguns critérios de admissibilidade para um portfolio
qualquer.

4.6.5 Alguns Critérios de Admissao para Cenarios

Apresentamos nesta subsecao alguns dos critérios mais utilizados na literatura para selecao
de cenarios admissiveis.
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Critérios de Admissao que Ignoram a Correlacao

Sejam P um portfolio fixo e Z = (Zy,--+ ,Zy,) € R™ o vetor de fatores de risco que
influenciam no valor deste portfolio. Sejam o; o desvio padrao de Z;, para todo i =
L-vvsme Zay = (Zama, -+ Zamm)' 0o vetor de m fatores de risco para a situagao
atual do mercado. Para cada inteiro positivo k& podemos definir os seguintes dominio de
admissibilidade:

e “Cubdide”. Este dominio admite todos os cendrios Z = (71, -+, Z,,)' que satis-

fazem
Zami(1 —koy) < Z; < Zapi(1 + koy),

para cada fator de risco Z;. Esta condicao admite somente cenarios que estao
situados dentro de um cubéide m-dimensional com arestas 2ko; Z snr,; € centro Z 4.
Note que, quanto maior o valor de k, mais cenarios sao admitidos, e portanto, maior
serda o MaxLoss.

e “Cubdide em escala logaritmica”. Esta condicao admite todos os cenarios
Z = (Zy, - ,Zy) que satisfazem

Zanie ¥ < Z; < Zapgie™,

para cada fator de risco Z;. Esta condicao é util para portfolios de acoes pois, em
geral, assume-se que os fatores de risco possuem funcao de distribuicao log-normal.
Critérios de Admissao que Consideram a Correlagao

Assuma que o vetor de mudancas de fatores de risco X possui matriz de variancia-
covariancia dada por

2
07 012 ** O1im
2
021 05 -+ O2my
Y= ,
2
O-ml O’m2 Tt O-m

onde Ui2 = E((AZZ — /LZ)Q) €0, = 04, = E((AZZ — MZ)(AZJ — /LJ)) e u; = E(AZZ), para
todoi,j=1,--- me X =AZ=(NZy, - ,NZ,,)".

Neste caso, admite-se todos os cendrios Z = (Zy, -+ , Z,,)" que satisfazem

(Zang — Z)S N Zay — Z) < K2

114



Capitulo 5

Simulacoes

Neste capitulo apresentamos resultados obtidos a partir da andlise de séries temporais
simuladas. Tais séries temporais sao amostras de processos FIEGARCH(p, d,q), com
parametros semelhantes aos dos modelos ajustados as séries temporais reais analisadas
no Capitulo 6. Além da estimacao dos parametros dos modelos e da previsao da vo-
latilidade, calculamos também as medidas de risco VaR e ES (Defini¢oes 4.10 e 4.11,
respectivamente), para essas séries temporais. Apresentamos também um exemplo de
analise completa de um portfolio, com o mesmo niumero de ativos daquele proposto no
Capitulo 6, utilizando séries temporais simuladas.

5.1 Geracao de Processos FIEGARCH

Nesta secao apresentamos resultados relacionados a geragao dos processos FIEGARCH.
No que segue, as séries temporais representadas pelos modelos denotados por Mz, para
i€ {l,---,4}, representam os log-retornos dos pregos das agoes dos ativos financeiros e as
séries temporais representadas pelo modelo denotado por M5 representam os log-retornos
dos indices do mercado financeiro.

Os seguintes critérios foram utilizados para gerar as séries temporais:

e Os parametros dos modelos gerados sao semelhantes aqueles obtidos na andlise das
séries temporais reais apresentadas no Capitulo 6. Para gerar as séries temporais uti-
lizamos a representacao dada na Definigao 2.7. Isto é, consideramos a representacgao
da volatilidade, proposta por Bollerslev e Mikkelsen (1996), dada por

a(B) ,
In(o?) =w+ ——-=t——q(Z;i1_1), d =1,---,5, 5.1
n(‘%,t) w BB)(1 - B)dg( 1) para cada ¢ (5.1)
onde o indice i refere-se ao modelo Mi, i € {1,---,5}, considerado. Em todos os
casos, assumimos que Z;; ~ N (0,1). Os parametros da expressao (5.1), para cada
modelo, sao apresentados na Tabela 5.1.

e Os coeficientes do polindémio A(-), definido pela expressao (2.52), sdo apresentados
na Proposicao 2.4 e dados pela expressao (2.53).

e Para cada modelo foram realizadas 1.000 replicagoes, com dois diferentes tamanhos
amostrais, sendo eles, n = 2.000 e n = 5.000. Utilizamos o tamanho amostral n =
2.000 por ser aproximadamente aquele das séries temporais reais analisadas neste
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trabalho. O valor n = 5.000 foi utilizado para verificar as propriedades assintéticas
dos estimadores considerados.

e Para truncar o polindémio A(-) utilizamos m = 10.000 nos casos em que d > 0,4 em =
50.000 para o caso em que d < 0,4. Estes valores foram escolhidos considerando-se
os resultados apresentados na Tabela C.1 e no Teorema 2.6.

Tabela 5.1: Valores dos Parametros da Expressao (5.1) Utilizados na Simulagao dos Mo-
delos FIEGARCH(p, d, q).

w B B2 33 Jon Qaq 0 v d
M1 || 0,00 | 0,45 | - - - - 1-0,14 ] 0,38 | 0,45
M2 || 0,00 | 0,90 | - - - 0,80 | 0,04 | 0,38 | 0,45
M3 || 0,00 | 0,22 | 0,18 | 0,47 | -0,45 | - |-0,04 | 0,40 | 0,26
M4 || 0,00 | 0,58 | - - - - 1-0,11 10,33 | 0,42
M5 || 0,00 | 0,71 | - - - - 1-0,17 10,28 | 0,34
Observacao 5.1. Para todos os modelos simulados consideramos w = 0 pois, pelas

expressoes (2.44) e (2.45),

X, = Z,exp {w + Z )\d,kg<Zt1k>} ,  paratodo t € Z,
k=0

com Mgk, para todo k > 0, dado pela expressao (2.53). Segue que, para gerar séries
temporais com w # 0, basta multiplicar a série temporal gerada pelo método utilizado
neste trabalho (isto é, considerando w = 0) por €.

Tabela 5.2: Valores dos Coeficientes Az, do Polinémio A(-), Utilizados para Gerar os
Modelos Mi, para i € {1,--- ,5}.

)\d,k
k\d | 0,45 (M1) | 0,45 (M2) | 0,26 (M3) | 0,42 (M4) | 0,34 (M5)
0] 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000 1,0000
10| 02722 0,3130 | -0,0905 | 0,3302 0,3806
100 | 0,0736 0,0164 0,0165 0,0786 0,0640
1.000 | 0,0207 0,0228 0,0030 0,0205 0,0138
5.000 | 0,0085 0,0094 0,0009 0,0081 0,0048
10.000 | 0,0058 0,0064 0,0005 0,0054 0,0030
25.000 - - 0,0003 - 0,0016
50.000 - - 0,0002 - 0,0010

Nota: Os valores marcados com o sinal (-) ndo foram utilizados na simulagao.

A Tabela 5.2 apresenta os valores dos coeficientes A\qy, para k£ = 0, 10, 100, 1.000,
5.000, 10.000, 20.000 e 50.000 para cada um dos modelos simulados. Note que, para os
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primeiros valores de k, o decaimento dos coeficientes é mais rapido do que para os valores

de k£ > 5.000.

Lembramos que, pelo Teorema 2.5, A\gx = o(k?). Na Tabela 5.3 apresentamos os
valores do quociente ’\Ij—d’“ para aqueles valores de A\qj considerados na Tabela 5.2. Note

que, para k = 10.000 e 50.000 este quociente é proximo de zero.

Tabela 5.3: Valores do Quociente %, para os Valores \;; Apresentados na Tabela 5.2.

| kKNd] 045 | 0,45 | 0,26 | 0,42 | 0,34 |
0 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000
10 | 0,1031 | 0,1149 | 0,0588 | 0,1358 | 0,1920
100 | 0,0093 | 0,0105 | 0,0050 | 0,0114 | 0,0134
1.000 | 0,0009 | 0,0010 | 0,0005 | 0,0011 | 0,0013
5.000 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0002 | 0,0003
10.000 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0000 | 0,0001 | 0,0001
25.000 | - - lo0000| - [o0,0001
50.000 | - - 100000 - ]0,0000

Nota: Os valores marcados com o sinal (-) ndo foram utilizados na simulagao.

A Figura 5.1 apresenta os gréficos dos coeficientes do polinomio A(-), definidos pela
expressao (2.53), para os modelos M1 e M3 simulados. Apesar de ndo apresentarmos aqui
os graficos destes coeficientes para os demais modelos, observamos que, para todos os
modelos simulados, o valor dos coeficientes apresenta um decaimento rapido a zero. Além
disso, para valores de k > 5.000 estes coeficientes assumem valores proximos de zero.

lambda
lambda

o

o
(=T -
o

T T T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 10000 20000 30000 40000 50000

Index: Index

(a) M1 (b) M3

Figura 5.1: Grafico dos Coeficientes do Polinémio A(-), Definido pela Expressao (2.52),
para as Modelos Simulados.
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5.2 Ajuste de Modelos FIEGARCH

Nesta se¢ao apresentamos os resultados dos ajustes de modelos FIEGARCH(p, d, q) as
séries temporais simuladas. Os resultados aqui apresentados nos dao uma idéia da quali-
dade do ajuste dos modelos as séries temporais reais analisadas no Capitulo 6. Ressalta-
mos ainda, que a qualidade do ajuste do modelo esta diretamente relacionada as pro-
priedades assintoticas do estimador. Como mencionamos na Subsecao 3.2.2, resultados
sobre as propriedades assintoticas do estimador de quase-méxima verossimilhanca, para
os processos FIEGARCH, ainda permanecem um problema em aberto.

Para o ajuste dos modelos FIEGARCH(p, d, ¢) utilizamos a funcao fgarch do programa
S-Plus. O método utilizado para a estimacao dos parametros é o método da quase-
verossimilhanga, descrito na Subsegao 3.2.2. A rotina utilizada considera a expressao
(2.46) para definir o logaritmo da volatilidade. Para cada série temporal, utilizamos
n — 10 valores, onde n é o tamanho amostral, para o ajuste dos modelos e reservamos
10 valores (portanto, um horizonte de 10 dias) para estimar os erros de previsao (veja
Secao 5.4). Lembramos que, na Proposigao 2.3 mostramos que, sob certas condigoes (veja
expressao (2.47)), a expressao utilizada para gerar as séries temporais e a utilizada pelo
S-Plus sao equivalentes, sendo a tltima a mais geral.

Nas Tabelas 5.4 - 5.6 apresentamos os valores dos parametros utilizados na simu-
lagdo dos processos (equivalentes aos apresentados na Tabela 5.1), e seus respectivos
estimadores. Os critérios MAE e MSE sao, respectivamente, o erro absoluto médio e o
erro quadratico médio de estimacao, definidos na Subsecao 3.1.4. Os valores apresentados
nas tabelas referem-se a média dos valores estimados para as 1.000 replicacoes de cada
modelo.

Comparando os valores utilizados na simulagao com aqueles ajustados as séries tempo-
rais percebemos que, com excecao de M2, para os demais modelos o valor estimado para o
parametro d estd muito préximo do valor simulado, o que é confirmado pelo baixo valor do
erro quadratico médio. Quanto aos demais parametros, a precisao dos seus ajustes varia
de modelo para modelo. Observamos valores altos do erro quadratico médio. Entretanto,
para os modelos M1, M4 e M5, esse valor ¢ menor ou igual a 0,0773.

Tabela 5.4: Valor Estimado para os Parametros do Modelo M1.

Modelo | Parametro | Estimador | MAE | MSE
a=-0,30| -0,1778 | 0,1222 | 0,0155

M1 Gy = 0,45 0,7249 | 0,2749 | 0,0773
Yo = 0,38 0,2232 | 0,1568 | 0,0254

n = 2.000 | v =-0,14 | -0,0870 | 0,0530 | 0,0031
d= 0,45 0,4329 | 0,0483 | 0,0038

a=-0,30 -0,1779 |0,1221 | 0,0151

M1 Gy = 0,45 0,7195 | 0,2695 | 0,0733
o = 0,38 0,2235 | 0,1565 | 0,0248

n =5.000 | v =-0,14 | -0,0856 | 0,0544 | 0,0031
d= 0,45 0,4423 | 0,0292 | 0,0014
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Tabela 5.5: Valor Estimado para os Parametros dos Modelos M2, M3 e M4.

Modelo ‘ Parametro | Estimador ‘ MAE ‘ MSE
a=-0,06 | -0,3053 |0,2453 | 0,0627
M2 Gy = 0,90 | -0,0140 | 0,9148 | 0,8816
Yo = 0,38 0,0003 | 0,3797 | 0,1469
Y1 = -0,30 0,3813 | 0,6813 | 0,4685
n = 2.000 | v = 0,04 0,0003 | 0,0429 | 0,0026
v = -0,03 0,0415 | 0,0718 | 0,0061
d= 0,45 0,5968 | 0,1570 | 0,0299
a=-0,06 | -0,3066 |0,2466 | 0,0617
M2 Gy = 0,90 -0,0398 | 0,9398 | 0,8990
Yo = 0,38 0,0038 | 0,3762 | 0,1427
vy = -0,30 0,3800 | 0,6800 | 0,4639
n =5.000 | v = 0,04 0,0012 | 0,0392 | 0,0019
v = -0,03 0,0387 | 0,0687 | 0,0051
d= 0,45 0,6157 | 0,1659 | 0,0293
a=-0,32| -0,1137 | 0,2063 | 0,0438
61 = 0,22 1,6573 | 1,4373 | 2,2583
M3 Gy =0,18 | -1,4983 | 1,6851 | 3,2459
B3 = 0,47 1,0480 | 0,6636 | 0,5639
n =2.000 | g4 =-045| -0,4350 | 0,1907 | 0,0618
o = 0,40 0,1429 | 0,2571 | 0,0681
Y% =-0,04 | -0,0146 | 0,0258 | 0,0008
d= 0,26 0,2497 | 0,1284 | 0,0240
a=-0,32| -0,1198 | 0,2002 | 0,0408
G, = 0,22 1,5648 | 1,3448 | 1,9310
M3 Gy = 0,18 | -1,3433 | 1,5237 | 2,5138
03 = 0,47 0,9398 | 0,4781 | 0,2707
n =>5.000 | gy =-045| -0,4047 | 0,1261 | 0,0260
o = 0,40 0,1508 | 0,2492 | 0,0633
Y% = -0,04 | -0,0158 | 0,0243 | 0,0007
d = 0,26 0,2838 | 0,0870 | 0,0113
a=-0,26| -0,1658 | 0,0942 | 0,0093
M4 G = 0,58 0,7606 | 0,1806 | 0,0340
Yo = 0,33 0,2078 | 0,1222 | 0,0157
n =2.000 | v =-0,11{ -0,0737 | 0,0365 | 0,0016

= 0,42 0,4190 | 0,0449 | 0,0033
a=-0,26| -0,1671 | 0,0929 | 0,0088
M4 6y = 0,58 0,7548 | 0,1748 | 0,0311
Yo = 0,33 0,2097 | 0,1203 | 0,0148
n =15.000 | v =-0,11| -0,0723 | 0,0377 | 0,0015
d= 0,42 0,4319 | 0,0307 | 0,0015
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Tabela 5.6: Valor Estimado para os Parametros do Modelo M5.

Modelo ‘ Parametro | Estimador ‘ MAE ‘ MSE ‘
a = -0,22 -0,1551 0,0649 | 0,0046
M5 61 = 0,71 0,7926 0,0826 | 0,0076
Py = 0,28 0,1942 0,0858 | 0,0080
n = 2.000 | v = -0,17 -0,1204 0,0496 | 0,0027
d= 0,34 0,3883 0,0575 | 0,0049
a = -0,22 -0,1561 0,0639 | 0,0042
M5 61 = 0,71 0,7921 0,0821 | 0,0070
Py = 0,28 0,1957 0,0843 | 0,0074
n =15.000 | v =-0,17 -0,1199 0,0501 | 0,0026
d= 0,34 0,3895 0,0506 | 0,0033

5.3 Estimacao do Parametro de Longa Dependéncia

Nesta secao apresentamos resultados relacionados a estimacgao do parametro d de longa
dependéncia, dos processos FIEGARCH(p, d, ¢), para as séries temporais simuladas. Para
estimar o parametro de longa dependéncia utilizamos os métodos descritos na Subsecao
3.1.6. Para os métodos R/S, R/S, , KPSS e V/S, utilizamos | = 40 e [ = 100 como nimero
minimo de observacoes para cada bloco e para o estimador GPH utilizamos valores de

a € {0,5;0,6;0,7;0,8;0,9}.

No Teorema 2.9 mostramos que, se { X; }4cz é um processo FIEGARCH(p, d, ¢), tal que
E([ln(Zf)]Q) <00 e E(ZIn(Z?)) < oo, para todo t € Z, entdo o processo {In(X?)}iez ¢
um processo ARFIMA(q, d,0) com inovagdes que, em geral, sao nao-Gaussianas. Partindo
deste resultado, para estimar o parametro d, utilizamos ambas as séries temporais, { X 2t}?:1
e {In(X7?,)}i_, paracadai = 1,--- , 5, onde i refere-se a0 modelo utilizado para simulagao
e n € {2.000,5.000}. Para cada um dos cinco modelos consideramos as 1.000 replicagoes
realizadas. Para cada uma das séries temporais, estimamos o valor do parametro d através
dos diferentes métodos citados e em seguida, consideramos a média aritmética destes va-
lores.

Nas Tabelas 5.7 e 5.8 apresentamos as médias dos valores estimados para o parametro
d para as séries temporais {X?2,}7:°0, para cada i = 1,--- , 5, onde i refere-se a0 modelo
utilizado para simulagdo, e ainda, o erro absoluto médio (MAE) e o erro quadratico

médio (MSE). Nas Tabelas 5.9 e 5.10 apresentamos esses valores para as séries temporais
{In(X7?) 179", para cada i =1,--- 5.

Observamos que, em todos dos casos, os resultados encontrados para as séries tem-
porais { X7}, e {In(X?)}i-,, para cada i = 1,---,5, foram semelhantes. Em geral,
os valores encontrados pelos diferentes estimadores, foram todos muito préximos. Entre-
tanto, os resultados obtidos por esses métodos foram muito ruins se comparados com o0s
valores obtidos pelo método da quase-verossimilhanga (veja Tabelas 5.4 - 5.6). Apesar dos
altos valores do vicio, o Método GPH, com a = 0, 8 foi o que, na maioria dos casos, apre-
sentou os melhores resultados (em relagdo ao erro quadratico médio). Além disso, o vicio
apresentado por esse estimador para os processos FIEGARCH foi, em geral, menor que
aquele encontrado por Hurvich et al. (2005), para os processos LMSV. O erro quadratico
médio apresentado pelos estimadores, para o tamanho amostral n = 5.000 foi menor do
que o apresentado para n = 2.000, como era esperado.
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5.4 Previsao

Nesta secao apresentamos resultados relacionados a previsao da volatilidade para um
dado horizonte h, a partir dos modelos FIEGARCH(p, d, q) ajustados as séries temporais
simuladas. Tais resultados sao importantes pois nos fornecem uma idéia dos erros de
previsao que encontramos na analise das séries temporais reais. Além disso, os valores
previstos sao utilizados para o calculo da medida de risco VaR, que apresentamos ainda
neste capitulo. Lembramos que, para o ajuste dos modelos, utilizamos os primeiros n — 10
valores das séries temporais, onde n é o tamanho amostral, e reservamos os 10 tltimos
valores para previsao.

Os métodos de previsao para processos FIEGARCH(p, d, q) sdo apresentados na Segao
3.4. Nas Tabelas 5.11 - 5.15, apresentamos a média dos valores X7, e 04, simulados
(portanto, conhecidos), para h =1,--- 10, t =n — 10, n € {2.000,5.000} e i = 1,--- |5,
juntamente com a média dos valores previstos X Zi4n € Oigrn, 0 erro absoluto médio (MAE)
e o erro quadratico médio (MSE). Observamos que, para oy, o erro quadratico médio de
previsao variou entre 0,0037 e 0,3227. Enquanto que, para X?, o erro quadrético médio de
previsao variou entre 2,0725 e 12,1379. Sendo, em ambos os casos, maior para o tamanho
amostral n = 5.000.

Tabela 5.11: Média, para as 1.000 Replicagoes, dos Valores Previstos Xft +h €01 ttn, Para
h=1,---,10.

I

Gresn | Oreen | MAE [ MSE | X2, | X2, | MAE | MSE |
n = 2.000
1,0797 | 1,0682 | 0,0923 | 0,0196 | 1,3442 | 1,3462 | 1,3096 | 6,4641
1,0765 | 1,0698 | 0,0668 | 0,0100 | 1,4255 | 1,3281 | 1,2998 | 6,5364
1,0722 | 1,0753 | 0,1314 | 0,0350 | 1,4290 | 1,3040 | 1,3298 | 6,6864
1,0679 | 1,0842 | 0,1717 | 0,0590 | 1,2863 | 1,2810 | 1,3309 | 7,4938
1,0641 | 1,0884 | 0,1931 | 0,0832 | 1,2250 | 1,2612 | 1,2948 | 5,4407
1,0609 | 1,0780 | 0,1958 | 0,0782 | 1,2711 | 1,2448 | 1,2939 | 7,1591
1,0582 | 1,0638 | 0,1994 | 0,0748 | 1,2631 | 1,2314 | 1,3265 | 6,8337
1,0561 | 1,0645 | 0,2093 | 0,0848 | 1,3821 | 1,2205 | 1,3622 | 9,8998
1,0543 | 1,0664 | 0,2220 | 0,1042 | 1,3176 | 1,2115 | 1,2817 | 5,3681
1,0528 | 1,0697 | 0,2256 | 0,1040 | 1,2616 | 1,2041 | 1,2818 | 5,9562
n = 5.000
1,0680 | 1,0851 [ 0,4082 | 0,2983 | 1,3020 | 1,3623 | 1,5534 | 7,1325
1,0658 | 1,0875 | 0,4035 | 0,2888 | 1,2011 | 1,3614 | 1,5619 | 8,4032
1,0620 | 1,0869 | 0,3923 | 0,2645 | 1,2718 | 1,3244 | 1,4454 | 6,3784
1,0581 | 1,0807 | 0,3809 | 0,2523 | 1,2518 | 1,3737 | 1,4988 | 8,1271
1,0545 | 10773 | 0,3626 | 0,2327 | 1,2339 | 1,2271 | 1,3409 | 5,6984
1,0515 | 1,0794 | 0,3524 | 0,2241 | 1,2187 | 1,3217 | 1,4644 | 84122
1,0490 | 1,0766 | 0,3477 | 0,2138 | 1,2061 | 1,3278 | 1,4328 | 7,4953
1,0470 | 1,0698 | 0,3386 | 0,2147 | 1,1958 | 1,2262 | 1,3499 | 6,6178
1,0453 | 1,0689 | 0,3322 | 0,2034 | 1,1873 | 1,2526 | 1,3638 | 6,0584
1,0439 [ 1,0629 | 0,3275 | 0,1933 | 1,1803 | 1,3677 | 1,4547 | 7,5470
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5.5 Estimacao da Medida de Risco VaR

Nesta secao apresentamos os resultados obtidos na estimacao das medidas de risco VaR
para as séries temporais simuladas. Para o calculo do VaR utilizamos os primeiros n — 10
valores das séries temporais simuladas, onde n é o tamanho amostral, para a estimacao da
média e da variancia, tanto condicional como nao-condicional. O valor real de VaRy; +11
¢ dado por

VaR, i1 =@ '(p) X 0441, paracada i=1,---,5, (5.2)

onde t = n — 10, ®(-) é a fungdo de distribui¢do normal padrao e o7,,; é o valor da
variancia condicional gerado através do modelo Mi, para cada¢=1,--- 5.

Para o célculo do VaR, para cada uma das 1.000 replicagoes dos modelos simula-
dos, utilizamos as abordagens descritas na Secao 4.5.2. Para a abordagem econométrica,

utilizamos modelos EGARCH(p, q), com p = 1 = ¢ e os modelos FIEGARCH(p, d, q)
ajustados as séries temporais, apresentados na Sec¢ao 5.2.

Tabela 5.16: Médias dos Valores Estimados da Medida de Risco VaR, sob Diferentes
Abordagens, com p € {0,95;0,99} para as Séries Temporais Geradas pelos Modelos M1
e M2.

Abordagem VaR0795 @0,95 MAE MSE VaR()’gg \7&&%@799 MAE MSE

ML, n = 2.000
Empirico | 1,6726 | 1,7996 | 0,2801 | 0,1378 | 2,3656 | 2,8355 | 0,5773 | 0,5257
Normal 1,6726 | 1,8458 | 0,3069 | 0,1534 | 2,3656 | 2,6108 | 0,4332 | 0,3051
EWMA | 1,6726 | 1,7159 | 0,3493 | 0,2386 | 2,3656 | 2,4370 | 0,4900 | 0,4750
EGARCH | 1,6726 | 1,7707 |0,2694 | 0,1722 | 2,3656 | 2,5044 | 0,3810 | 0,3445
FIEGARCH | 1,6726 | 1,7759 | 0,2851 | 0,1936 | 2,3656 | 2,5117 | 0,4033 | 0,3872
M1, n = 5.000
Empirico | 1,6673 | 1,7967 | 0,2883 | 0,1287 | 2,3581 | 2,8577 | 0,5858 | 0,5206
Normal 1,6673 | 1,8433 | 0,3063 | 0,1453 | 2,3581 | 2,6072 | 0,4326 | 0,2895
EWMA 1,6673 | 1,6912 | 0,3474 | 0,2270 | 2,3581 | 2,4029 | 0,4890 | 0,4548
EGARCH | 1,6673 | 1,7533 | 0,2649 | 0,1521 | 2,3581 | 2,4797 | 0,3746 | 0,3043
FIEGARCH | 1,6673 | 1,7567 | 0,2758 | 0,1621 | 2,3581 | 2,4845 | 0,3901 | 0,3243
M2, n = 2.000
Empirico | 1,6765 | 1,7773 | 0,2480 | 0,1014 | 2,3710 | 2,7020 | 0,4439 | 0,3285
Normal 1,6765 | 1,8004 | 0,2548 | 0,1077 | 2,3710 | 2,5462 | 0,3602 | 0,2152
EWMA | 1,6765 | 1,7287 | 02702 | 0,1353 | 1,6765 | 2,4425 | 0,2146 | 0,2694
EGARCH | 1,6765 | 1,7494 | 0,2146 | 0,0925 | 2,3710 | 2,4743 | 0,3036 | 0,1850
FIEGARCH | 1,6765 | 1,7499 | 0,2209 | 0,1035 | 2,3710 | 2,4749 | 0,3125 | 0,2071
M2, n = 5.000
Empirico | 1,6691 | 1,7689 | 0,2573 | 0,1094 | 2,3607 | 2,7229 | 0,4743 | 0,3625
Normal 1,6691 | 1,7938 | 0,2664 | 0,1170 | 2,3607 | 2,5369 | 0,3765 | 0,2337
EWMA 1,6601 | 1,7192 | 0,2745 | 0,1352 | 2,3607 | 2,4291 | 0,3884 | 0,2697
EGARCH | 1,6691 | 1,7342 | 0,2172 | 0,0902 | 2,3607 | 2,4527 | 0,3072 | 0,1805
FIEGARCH | 1,6691 | 1,7439 | 0,2382 | 0,1114 | 2,3607 | 2,4664 | 0,3369 | 0,2228
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Tabela 5.17: Médias dos Valores Estimados da Medida de Risco VaR, sob Diferentes
Abordagens, com p € {0,95;0,99} para as Séries Temporais Geradas pelos Modelos M3,
M4 e M5.

Abordagem VaR0795 @0,95 MAE MSE VaR()’gg @0799 MAE MSE

M3, n = 2.000
Empirico | 1,6517 | 1,6852 | 0,1453 | 0,0326 | 2,3360 | 2,5002 | 0,2566 | 0,0965
Normal 1,6517 | 1,7028 | 0,1474 | 0,0330 | 2,3360 | 2,4086 | 0,2077 | 0,0654
EWMA | 1,6517 | 1,6864 | 0,1999 | 0,0683 | 2,3360 | 2,3858 | 0,2805 | 0,1349
EGARCH | 1,6517 | 1,6886 | 0,1468 | 0,0414 | 2,3360 | 2,3882 | 0,2076 | 0,0828
FIEGARCH | 1,6517 | 1,6895 | 0,1571 | 0,0466 | 2,3360 | 2,3894 | 0,2222 | 0,0932
M3, n = 5.000
Empirico | 1,6594 | 1,6968 | 0,1437 | 0,0326 | 2,3469 | 2,5208 | 0,2572 | 0,0967
Normal 1,6594 | 1,7129 | 0,1483 | 0,0339 | 2,3469 | 2,4224 | 0,2093 | 0,0674
EWMA 1,6594 | 1,6805 | 0,1882 | 0,0598 | 2,3469 | 2,3778 | 0,2654 | 0,1190
EGARCH | 1,6594 | 1,6976 | 0,1401 | 0,0359 | 2,3469 | 2,4009 | 0,1982 | 0,0717
FIEGARCH | 1,6594 | 1,6950 | 0,1446 | 0,0382 | 2,3469 | 2,3973 | 0,2045 | 0,0765
M4, n = 2.000
Empirico | 1,6637 | 1,7643 | 0,2677 | 0,1194 | 2,3530 | 2,7593 | 0,5227 | 0,4399
Normal 1,6637 | 1,8064 | 0,2843 | 0,1330 | 2,3530 | 2,5549 | 0,4016 | 0,2642
EWMA | 1,6637 | 1,6987 | 0,3153 | 0,1958 | 2,3530 | 2,4115 | 0,4438 | 0,3912
EGARCH | 1,6637 | 1,7478 | 0,2426 | 0,1327 | 2,3530 | 2,4719 | 0,3432 | 0,2654
FIEGARCH | 1,6637 | 1,7546 | 0,2633 | 0,1559 | 2,3530 | 2,4816 | 0,3724 | 0,3117
M4, n = 5.000
Empirico | 1,6719 | 1,7967 | 0,2775 | 0,1197 | 2,3645 | 2,8391 | 0,5613 | 0,4714
Normal 1,6719 | 1,8383 | 0,2942 | 0,1340 | 2,3645 | 2,5998 | 0,4154 | 0,2667
EWMA 1,6719 | 1,7078 | 0,3234 | 0,1901 | 2,3645 | 2,4250 | 0,4561 | 0,3805
EGARCH | 1,6719 | 1,7610 | 0,2491 | 0,1314 | 2,3645 | 2,4906 | 0,3524 | 0,2629
FIEGARCH | 1,6719 | 1,7656 | 0,2683 | 0,1512 | 2,3645 | 2,4971 | 0,3795 | 0,3025
M5, n = 2.000
Empirico | 1,6763 | 1,8038 | 0,3036 | 0,1473 | 2,3708 | 2,9105 | 0,6522 | 0,6476
Normal 1,6763 | 1,8672 | 0,3308 | 0,1708 | 2,3708 | 2,6411 | 0,4665 | 0,3384
EWMA | 1,6763 | 1,7402 | 0,3740 | 0,2926 | 2,3708 | 2,4790 | 0,5258 | 0,5869
EGARCH | 1,6763 | 1,7863 | 0,2710 | 0,1780 | 2,3708 | 2,5264 | 0,3833 | 0,3560
FIEGARCH | 1,6763 | 1,7959 | 0,2940 | 0,2088 | 2,3708 | 2,5400 | 0,4159 | 0,4176
M5, n = 5.000
Empirico | 1,6484 | 1,8001 | 0,2909 | 0,1237 | 2,3314 | 2,9232 | 0,6562 | 0,5871
Normal 1,6484 | 1,8593 | 0,3205 | 0,1464 | 2,3314 | 2,6298 | 0,4529 | 0,2017
EWMA 1,6484 | 1,6606 | 0,3823 | 0,2636 | 2,3314 | 2,3665 | 0,5370 | 0,5277
EGARCH | 1,6484 | 1,7200 | 0,2529 | 0,1363 | 2,3314 | 2,4326 | 0,3577 | 0,2726
FIEGARCH | 1,6484 | 1,7242 | 0,2742 | 0,1557 | 2,3314 | 2,4386 | 0,3878 | 0,3114
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Nas Tabelas 5.16 e 5.17 apresentamos os valores reais, obtidos a partir da expressao
5.2, e os valores estimados da medida de risco VaR, para p € {0,95;0,99}. Os valo-
res apresentados nas tabelas correspondem a média dos valores estimados para as 1.000
replicagoes e n € {2.000,5.000}. Os critérios MAE e MSE representam, respectivamente,
o erro absoluto médio e o erro quadratico médio.

Observamos que, em média, os valores estimados, sob as diferentes abordagens, para a
medida de risco VaR, sao muito préximos. Em todos os casos, o valor estimado foi maior
que o valor real, tanto para p = 0,95 como para p = 0,99. Observa-se pouca diferenca
entre os valores do erro quadratico médio quando o tamanho amostral varia de 2.000 para
n = 5.000. Na maioria dos casos, os valores estimados pela abordagem Empirica foram os
que apresentaram o maior erro quadratico médio. Entretanto, observou-se pouca diferenca
entre os valores obtidos pelas abordagens Econométrica e Normal. Além disso, essas duas
abordagens apresentaram, em geral, melhores resultados do que aqueles da abordagem
RiskMetrics. Devemos levar em consideracao que os modelos FIEGARCH ajustados as
séries temporais, apresentam, em geral, parametros diferentes daqueles utilizados nas
simulagoes. Este fato certamente influenciou nos resultados obtidos.

Tabela 5.18: Médias dos Valores Estimados da Medida de Risco VaR, com p €
{0,95;0,99} para as Séries Temporais Geradas pelos Modelos M1 e M2.

— —

Abordagem —Tit+1 VaR07957i7t+1 MAE MSE VaR0799,,~7t+1 MAE MSE

M1, n = 2.000
Empirico 0,0649 1,7996 1,8155 | 4,5099 2,8355 2,7895 | 9,4227
Normal 0,0649 1,8458 1,8555 | 4,6781 2,6108 2,5698 | 8,1359

EWMA | 0,0649 1,7159 1,7184 | 4,4996 2,4370 | 2,4370 | 6,9760
EGARCH | 0,0649 1,7707 1,7707 | 3,5713 2,5044 | 2,5044 | 7,1437
FIEGARCH | 0,0649 1,7759 1,7759 | 3,6421 2,5117 | 2,5117 | 7,2853
ML, n = 5.000
Empirico | -0,0185 1,7967 1,8801 | 4,7085 2,8577 | 2,8906 | 9,8172
Normal | -0,0185 1,8433 1,9311 | 4,8815 2,6072 2,6468 | 8,3910
EWMA | -0,0185 1,6912 1,8273 | 4,6719 2,4029 | 2,4709 | 8,0643
EGARCH | -0,0185 1,7533 1,8700 | 4,8073 24797 | 2,5391 | 8,2666
FIEGARCH | -0,0185 1,7567 1,8775 | 4,8570 |  2,4845 2,5461 | 8,3692
M2, n = 2.000
Empirico | -0,0015 1,7773 1,8275 | 4,4530 | 2,7020 | 2,7106 | 8,7487
Normal | -0,0015 1,8004 1,8481 | 4,5403 2,5462 2,5554 | 7,3898
EWMA | -0,0015 1,7287 1,7723 | 4,5726 2,4425 92,4425 | 6,6325
EGARCH | -0,0015 1,7494 1,7494 | 3,3268 24743 | 2,4743 | 6,6547
FIEGARCH | -0,0015 1,7499 1,7499 | 3,3688 24749 | 2,4749 | 6,7386

M2, n = 5.000

Empirico | 0,0424 1,7689 1,7918 | 4,2751 2,7229 | 2,6927 | 8,6155
Normal | 0,0424 1,7938 1,8143 | 4,3669 2,5369 | 2,5132 | 7,6183
EWMA | 0,0424 1,7192 1,7721 | 4,3423 2,4291 2,4236 | 7,5702
EGARCH | 0,0424 1,7342 1,7769 | 4,3238 24527 | 2,4388 | 7,5427
FIEGARCH | 0,0424 1,7439 1,7902 | 4,4004 | 24664 | 2,4560 | 7,7190

Nota: O erro médio absoluto (MAE) e erro quadrético médio (MSE) foram medidos em relacao ao

log-retorno observado.
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Tabela 5.19: Médias dos Valores Estimados da Medida de Risco VaR, com p €
{0,95;0,99} para as Séries Temporais Geradas pelos Modelos M3, M4 e M5.

Abordagem | —ris41 | VaRogsiii1 | MAE | MSE | VaRogoiss1 | MAE | MSE

M3, n = 2.000
Empirico | -0,0380 1,6852 1,7752 | 4,0809 2,5002 2,5521 | 7,5819
Normal -0,0380 1,7028 1,7908 | 4,1427 2,4086 2,4627 | 7,1071
EWMA -0,0380 1,6864 1,7726 | 4,1591 2,3858 2,3858 | 5,8684
EGARCH | -0,0380 1,6886 1,6886 | 2,9299 2,3882 2,3882 | 5,8607
FIEGARCH | -0,0380 1,6895 1,6895 | 2,9587 2,3894 2,3894 | 5,9182

M3, n = 5.000
Empirico 0,0353 1,6968 1,7282 | 3,8915 2,5208 2,4967 | 7,3138
Normal 0,0353 1,7129 1,7431 | 3,9452 2,4224 2,4011 | 6,8317
EWMA 0,0353 1,6805 1,7272 | 3,9260 2,3778 2,3659 | 6,7917

EGARCH | 0,0353 1,6976 1,7412 | 3,9708 2,4009 2,3858 | 6,8787
FIEGARCH | 0,0353 1,6950 1,7417 | 3,9892 2,3973 2,3834 | 6,9152
M4, n = 2.000

Empirico | -0,0369 1,7643 1,8644 | 4,6457 2,7593 2,8161 | 9,4031

Normal -0,0369 1,8064 1,9018 | 4,8021 2,5549 2,6143 | 8,2306
EWMA -0,0369 1,6987 1,7900 | 4,7666 2,4115 2,4115 | 6,6759

EGARCH | -0,0369 1,7478 1,7478 | 3,4045 2,4719 2,4719 | 6,8100
FIEGARCH | -0,0369 1,7546 1,7546 | 3,4854 2,4816 2,4816 | 6,9718
M4, n = 5.000

Empirico | -0,0103 1,7967 1,8723 | 4,6180 2,8391 2,8570 | 9,5968

Normal -0,0103 1,8383 1,9102 | 4,7760 2,5998 2,6229 | 8,2499
EWMA -0,0103 1,7078 1,8303 | 4,7099 2,4250 2,4814 | 8,1433

EGARCH | -0,0103 1,7610 1,8610 | 4,8067 2,4906 2,5357 | 8,2991
FIEGARCH | -0,0103 1,7656 1,8690 | 4,8756 2,4971 2,5459 | 8,4360
M5, n = 2.000

Empirico | -0,0589 1,8038 1,9263 | 4,9339 2,9105 2,9897 | 10,4852

Normal -0,0589 1,8672 1,9838 | 5,1815 2,6411 2,7255 | 8,8529
EWMA -0,0589 1,7402 1,8625 | 5,2978 2,4790 2,4790 | 7,3238

EGARCH | -0,0589 1,7863 1,7863 | 3,6491 2,5264 2,5264 | 7,2993

FIEGARCH | -0,0589 1,7959 1,7959 | 3,7537 2,5400 2,5400 | 7,5085

M5, n = 5.000

Empirico | 0,0525 1,8001 1,8199 | 4,3492 |  2,9232 | 2,8808 | 9,6276
Normal | 0,0525 1,8593 1,8726 | 4,5625 |  2,6298 | 2,5939 | 7,9827
EWMA | 0,0525 1,6606 1,7403 | 4,3588 |  2,3665 | 2,3758 | 7,6434
EGARCH | 0,0525 1,7200 1,7736 | 4,3689 |  2,4326 | 2,4200 | 7,6058
FIEGARCH | 0,0525 1,7242 1,7820 | 4,4497 |  2,4386 | 2,4297 | 7,7618

Nota: O erro médio absoluto (MAE) e erro quadratico médio (MSE) foram medidos em relagao ao

log-retorno observado.
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Na pratica, a volatilidade é nao observavel. Portanto, nao é possivel obter o verdadeiro
valor da medida de risco VaR, para calcular os valores do erro absoluto médio (MAE) e
do erro quadratico médio (MSE). O que fazemos entdo é comparar os valores estimados
para essa medida de risco com o valor observado do log-retorno.

Lembramos que o VaR,;;+1, para cada ¢ = 1,--- 5, representa a perda maxima que
pode ocorrer, dada uma certa probabilidade, no instante ¢ + 1. Enquanto que o valor
—ri1+1, para cada ¢ = 1,--- | 5, representa a perda sofrida pelo ativo A; no instante ¢ + 1.

As Tabelas 5.18 e 5.19 apresentam o valor médio —r; 41 (que é conhecido), para cada
i =1,---,5, e os valores médios estimados do VaR; 1, para t = n — 10, onde n é o
tamanho amostral e p € {0,95;,99}.

Observamos que, em média, os valores estimados, sob as diferentes abordagens, para a
medida de risco VaR, sao muito proximos. Na maioria dos casos, os valores estimados pela
abordagem RiskMetrics (utilizando modelos EWMA) foram os que apresentaram o menor
erro quadratico médio. Além disso, os valores estimados por essa abordagem foram mais
proximos dos valores reais do que os valores estimados pelas abordagens Empirica e Nor-
mal. Observou-se pouca diferencga entre os valores obtidos pelas abordagens Econométrica
e RiskMetrics. Assim como no caso anterior, devemos levar em consideracao que os mod-
elos FIEGARCH ajustados as séries temporais, apresentam, em geral, parametros difer-
entes daqueles utilizados nas simulagoes. Este fato certamente influenciou nos resultados
obtidos.

5.6 Exemplo de Analise de um Portfolio

Nas secoes anteriores tratamos do ajuste e previsao para a volatilidade e para a medida
de risco VaR para todas as séries temporais simuladas. Nesta secao apresentamos o
exemplo de uma analise completa de um portfolio, desde o calculo dos pesos dos ativos
até a estimacao das medidas de risco. Como seria muito dificil realizar tal andlise para
todas as 1.000 replicacoes de cada modelo, selecionamos apenas uma série temporal, cuja
estimacao dos parametros apresentou um erro quadratico médio pequeno, para compor o
portfolio.

Por hipdtese, os processos simulados através dos modelos M1-M4 representam log-
retornos dos precos dos ativos e os processos simulados através do modelo M5 representam
os log-retornos do mercado financeiro. Denotamos, respectivamente, por A; e {X;;}}-; o
ativo financeiro correspondente e a série temporal simulada através do modelo Mi para
i=1,---,4en=2.000. Lembramos que a notacao A, se refere ao mercado financeiro,
assim { X5}, = { X}, s@o os log-retornos dos indices do mercado e n = 2.000. Para
todos os calculos apresentados consideramos apenas os primeiros 1.990 valores das séries
temporais e reservamos os 10 tiltimos valores para todas as comparacgoes aqui apresentadas.

5.6.1 Caracteristicas das Séries Temporais Simuladas

Nesta secao apresentamos a andlise das caracteristicas das séries temporais dos log-
retornos dos precos das agoes dos ativos e dos log-retornos dos indices do mercado. Tal
analise é importante na selecao de modelos para essas séries temporais. Para verificar se
as séries temporais apresentam caracteristica de longa dependéncia e selecionar o modelo
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mais adequado para cada uma delas, utilizamos os métodos descritos na Segao 3.1 (anélise
da funcao de autocorrelagao, analise de residuos, etc. ).

A Figura 5.2 apresenta os valores {X;;};-%

2 11.990
lores { X7}

1.990

das séries temporais simuladas e os va-
, para cada i = 1,--- ,5. Note que as cinco séries temporais apresentam

as caracteristicas comuns a séries temporais de retornos financeiros como, aparente esta-
cionariedade, média em torno de zero e agrupamentos de volatilidades.
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A Figura 5.3 apresenta o histograma, o QxQ plot e a funcdao de autocorrelagao
amostral das cinco séries temporais simuladas. Observamos que, para todas as séries tem-
porais simuladas, a funcao de distribuicao é aproximadamente simétrica. Além disso, pe-
los gréaficos das fungoes de autocorrelagao amostral percebemos que as variaveis aleatdrias
sao nao-correlacionadas ja que px(h) ~ 0, para h > 1, para as cinco séries temporais
simuladas.
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Pela Figura 5.4 podemos perceber que os valores da funcao de autocorrelagao amostral

- : 2 11.990 2 \11.990 . ~
de ambas as séries temporais, { X7, };27° e {In(X7,)};2}", para cada i = 1,---,5, sdo
significativos para varios valores de h > 1, o que indica a presenca de longa dependéncia.
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Na Figura 5.5 apresentamos a funcao periodograma das séries temporais analisadas.
Note que, em todos os casos, tal funcao apresenta um pico proximo de zero, o que é outro
indicativo da existéncia de longa dependéncia. Esse fato é confirmado pelos valores esti-
mados do parametro d para essas séries temporais. Esses valores foram estimados através
dos diferentes métodos apresentados na Subsecao 3.1.6 e sao apresentados, juntamente
com os seus respectivos erros quadraticos médios (valor apresentado entre parénteses), na
Tabela 5.20. Observamos que os valores do parametro d obtidos para as séries temporais
{X7 120 e {In(X7)}:%°, para cada ¢ = 1,--- |5 sdo muito préximos. Esse fato indica
que nao é necessario analisar as duas séries temporais pois ambas as analises apresentam
resultados semelhantes. Entretanto, esses resultados sao ruins, se comparados com os

obtidos pelo estimador de quase-maxima verossimilhanca.

Tabela 5.20: Valor Estimado do Parametro d para as Séries Temporais dos Valores
Quadraticos e do Logaritmo dos Valores Quadraticos dos Log-retornos do Indice do Mer-

cado e dos Precos dos Ativos.

d 0,45 045 | 026 0,42 0,34
Método da Quase-verossimilhanga
Ay Ay As Ay A
0,4730 | 044370 | 0,2660 | 0,3870 | 0,3350
(0,0005) | (0,0002) | (0,0000) | (0,0011) | (0,0000)
{X7 320
Método—Ativo | 4 A A Ay Ay
R/S 0,2628 | 0,3017 | 0,1409 | 0,2653 | 0,2461
[ =100 (0,0350) | (0,0220) | (0,0142) | (0,0239) | ( 0,0088)
R/S,, 0,2452 | 02859 | 0,1323 | 0,2482 | 0,2283
[ =100 (0,0419) | (0,0269) | (0,0163) | (0,0295) | (0,0125)
KPSS 0,2321 | 0,2825 | 0,1018 | 0,2507 | 0,2076
[ =100 (0,0475) | ( 0,0281) | (0,0250) | (0,0287) | (0,0175)
VS 0,2296 | 02830 | 0,1006 | 02412 | 0,2118
=100 (0,0486) | (0,0279) | (0,0254) | (0,0320) | (0,0164)
GPH 0,2595 | 0,3448 | 0,1096 | 0,2567 | 0,2227
a=0,5 (0,0363) | (0,0111) | (0,0226) | (0,0267) | (0,0138)
{In(X7,)}2°
Método—Ativo A Ay As A A
R/S 0,2815 | 0,3097 | 0,1391 | 02796 | 0,2667
[ =100 (0,0284) | (0,0197) | (0,0146) | (0,0197) | (0,0711)
R/S,, 0,2644 | 0,2933 | 0,1307 | 02624 | 0,2493
[ =100 (10,0344) | (0,0246) | (0,0167) | (0,0248) | (0,0622)
KPSS 0,2528 | 0,2969 | 0,1026 | 02671 | 0,2283
1 =100 (0,0389) | (0,0234) | (0,0248) | (0,0234) | (0,0521)
VS 0,2479 | 0,2952 | 0,1032 | 02571 | 0,2330
=100 (0,0408) | (0,0240) | (0,0246) | (0,0265) | (0,0543)
GPH 0,2051 | 0,3638 | 0,1149 | 02878 | 0,2593
a=0,5 (0,0240) | (0,0074) | (0,0211) | (0,0175) | (0,0672)

Nota: Os valores entre parénteses representam o erro quadratico médio (MSE).
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5.6.2 Ajuste e Previsao para as Séries Simuladas

Nesta secao apresentamos os resultados relacionados ao ajuste de processos FIEGARCH
e a previsao da volatilidade para as séries temporais apresentadas na Subsecao 5.6.1.
Estes resultados sao necessarios para o calculo das medidas de risco que apresentamos na
Subsecao 5.6.6. Primeiramente tentamos ajustar modelos com o mesmo grau de p e ¢ dos
modelos simulados. Quando necessario, reajustamos um novo modelo. Utilizamos, na
selecao dos modelos, os critérios apresentados na Secao 3.1. Observamos que, em alguns
casos, o modelo mais adequado para a série temporal difere em relagao aos valores p e
q que foram simulados. Consideramos apenas os parametros significativos dos modelos,
como sugerido por Ruey Tsay em suas notas de aula (Lecture Note of Bus 41202, Spring
2007: More Volatility Models).

Tabela 5.21: Modelo FIEGARCH(p, d, q), com p = 0, ¢ = 1 Ajustado aos Log-retornos
dos Pregos do Ativo A; e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

a -0,201 0,032 -6,362 0,000
B 0,666 0,124 5,391 0,000
Yo 0,253 0,040 6,323 0,000
Yo -0,082 0,019 -4,297 0,000
d 0,473 0,101 4,691 0,000
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = 6229,694 Estatistica p-valor
BIC = 6257,673 0,1395 0,9326

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
11,21 0,51 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)

18,71 0,10 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
19,20 0,08 1,76 0,14

Na Tabela 5.21 apresentamos o resultado do ajuste de um modelo FIEGARCH(p, d, q),
com p=0eq=1 a série temporal simulada {X;,};:%°, correspondente aos log-retornos
dos precos do ativo A;. Percebemos que, ao nivel de 5% de significancia, todos os coefi-
cientes ajustados sao significativos. O d estimado é igual a 0,473 com desvio padrao igual
a 0,101 (lembramos que o valor deste parametro, utilizado na simulacao, é d = 0,45). O
teste de normalidade de Jarque-Bera forneceu JB = 0,1395, com p-valor igual a 0,9326,
o que indica que os residuos sao normalmente distribuidos. O teste de Ljung-Box, para
os residuos padronizados forneceu Q(12) = 11,21, com p-valor igual a 0,51, o que indica
que os residuos sao nao-correlacionados, enquanto que o mesmo teste para os quadrados
dos residuos padronizados forneceu Q(12) = 18,71, com p-valor igual a 0,10, o que indica
que os residuos nao apresentam heteroscedasticidade. O resultado é confirmado pelo teste
dos Multiplicadores de Lagrange que fornece ML = 19,20, com p-valor igual a 0,08, o que
indica que, ao nivel de 5% de significancia, os residuos nao apresentam heteroscedasti-
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cidade condicional. Sob essas condicoes, o modelo final para a variancia condicional da

série temporal {X1,};%)°, correspondente aos log-retornos do ativo A; é dado por

(1-0,6668)(1 — B)**™1In(c?) = —0,201 + 0,253|Z;_,| — 0,082Z;_;.

Tabela 5.22: Modelo FIEGARCH(p, d, q), com p = 1, ¢ = 1 Ajustado aos Log-retornos
dos Precos do Ativo A, e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

a -0,316 0,041 -7,598 0,000
B 0,348 0,168 2,068 0,019
Yo -0,003 0,054 -0,048 0,481
(0 0,397 0,068 5,802 0,000
Yo 0,020 0,034 0,722 0,235
" -0,009 0,034 -0,265 0,396
d 0,437 0,091 4,820 0,000

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 5330,272 Estatistica p-valor

BIC = 5369,443 0,0382 0,9811

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
13,33 0,35 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
17,40 0,14 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
17,57 0,13 1,61 0,19

Na Tabela 5.22 apresentamos o resultado do ajuste de um modelo FIEGARCH(p, d, q),
com p = 1 = ¢, & série temporal simulada {X,;}%°, correspondente aos log-retornos do
ativo A,. Percebemos que, ao nivel de 5% de significancia, os coeficientes g, 7o € 71 40
nao-significativos, com p-valores iguais a 0,481, 0,235 e 0,395, respectivamente. Enquanto
que todos os outros coeficientes ajustados sao significativos. Sendo assim, um modelo

aproximado para o logaritmo da volatilidade ¢ dado por
(1 —0,348B)(1 — B)**"In(0?) = —0,316 + 0,397|Z,_5|.

O d estimado ¢ igual a 0,437 com desvio padrao igual a 0,091 (para a simulagao utilizamos
d = 0,45). O teste de normalidade de Jarque-Bera forneceu JB = 0,0382, com p-valor
igual a 0,9811, o que indica que os residuos sao normalmente distribuidos. O teste de
Ljung-Box, para os residuos padronizados forneceu Q(12) = 13,33, com p-valor igual a
0,35, o que indica que os residuos sao nao-correlacionados, enquanto que o mesmo teste
para os quadrados dos residuos padronizados forneceu Q)(12) = 17,40, com p-valor igual
a 0,14, o que indica que os residuos nao apresentam heteroscedasticidade. O resultado
é confirmado pelo teste dos Multiplicadores de Lagrange que fornece ML = 17,57, com
p-valor igual a 0,13, o que indica que, ao nivel de 5% de significancia, os residuos nao
apresentam heteroscedasticidade condicional.
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Tabela 5.23: Modelo FIEGARCH(p, d, q), com p = 0, ¢ = 4 Ajustado aos Log-retornos
dos Precos do Ativo As e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

a -0,210 0,028 7,570 0,000
01 1,022 0,092 11,124 0,000
Ba -0,687 0,100 -6,871 0,000
B3 0,890 0,107 8,338 0,000
on -0,511 0,079 -6,448 0,000
(I 0,269 0,036 7,379 0,000
Yo -0,019 0,015 -1,279 0,101
d 0,266 0,104 2,554 0,005

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 5843,276 Estatistica p-valor

BIC = 5888,043 2,748 0,253

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
12,05 0,44 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
34,600 0,001 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
33,420 0,001 3,090 0,019

Na Tabela 5.23 apresentamos o resultado do ajuste de um modelo FIEGARCH(p, d, q),
com p =0 e g = 4, & série temporal simulada {X3,};:%}", correspondente aos log-retornos
do ativo As. Percebemos que o teste de Ljung-Box, para os quadrados dos residuos
padronizados forneceu Q(12) = 34,610, com p-valor igual a 0,001, o que indica que os
residuos ainda apresentam heteroscedasticidade. O resultado é confirmado pelo teste dos
Multiplicadores de Lagrange que fornece ML = 33,420, com p-valor igual a 0,001, o que
indica que, ao nivel de 5% de significancia, os residuos apresentam heteroscedasticidade
condicional. Ajustamos novos modelos, com valores de p e q entre 0 e 4. Os modelos para

os quais os residuos nao apresentam heteroscedasticidade sao apresentados a seguir.

Nas Tabelas 5.24 e 5.25 apresentamos dois modelos alternativos para a série temporal
{X3,}:%°. Ambos os modelos solucionam o problema da heteroscedasticidade condicional
no quadrado dos residuos padronizados. Note porém que o parametro d do modelo apre-
sentado na Tabela 5.24 apresenta um erro quadratico de 0,043 em relacao ao parametro
simulado (d = 0,26). Por sua vez, o modelo apresentado na Tabela 5.25 apresenta vérios
parametros a mais que o modelo simulado. Considerando apenas os parametros significa-
tivos, obtemos os seguintes modelos, para o logaritmo da volatilidade,

(14 0,3698)(1 — B)**In(0?) = —0,546 + 0,138|Z;_1| + 0,556|Z; 5| + 0,075Z;_,

B(B)(1 — B)****In(07) = 0,110|Z;_1| + 0,441|Z; 5| — 0,447|Z;_3| — 0,103Z;_,
onde 3(B) =1 —0,6678 — 0, 25783 + 0, 4063*.
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Tabela 5.24: Modelo FIEGARCH(p, d, q), com p = 1, ¢ = 1 Ajustado aos Log-retornos
dos Pregos do Ativo A3 e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Coeficiente Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

a -0,546 0,060 -9,113 0,000
01 -0,369 0,110 -3,355 0,000
Yo 0,138 0,052 2,643 0,004
(0 0,556 0,056 9,971 0,000
Y0 0,075 0,031 2,391 0,008
" -0,042 0,028 -1,475 0,070
d 0,466 0,053 8,819 0,000

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 5823,263 Estatistica p-valor

BIC = 5862,43 2,991 0,224

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica p-valor X2 (graus de liberdade)
14,30 0,28 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica p-valor X? (graus de liberdade)

18,75 0,09 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
19,93 0,07 1,83 0,13

Tabela 5.25: Modelo FIEGARCH(p, d, ¢), com p = 3, ¢ = 4 Ajustado aos Log-retornos
dos Pregos do Ativo A3 e Resultados da Anélise de Residuos.

| Pardmetro Coeficiente Desvio Padrao Estatistica t p-valor |

a -0,179 0,117 -1,529 0,063
By 0,667 0,160 4,183 0,000
Bo 0,212 0,145 1,460 0,072
Bs 0,257 0,101 2,556 0,005
Ba -0,406 0,095 4,271 0,000
Yo 0,110 0,056 1,983 0,024
U 0,441 0,079 5,587 0,000
s -0,447 0,151 2,961 0,002
b3 0,121 0,109 1,113 0,133
Y 0,049 0,032 1,564 0,059
" 0,103 0,038 2,684 0,004
Yo 0,074 0,044 1,679 0,047
Y3 0,014 0,032 -0,430 0,334
d 0,264 0,141 1,867 0,031
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = 5802,667 Estatistica p-valor
BIC = 5881,010 0,6941 0,7068
Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor  Xx?( graus de liberdade)
13,440 0,338 12
Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica p-valor X?(graus de liberdade)
1,3590 0,9999 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
1,3540  0,9999 0,1232 1
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Na Tabela 5.26 apresentamos o resultado do ajuste de um modelo FIEGARCH(p, d, q),
com p=0eq =1, a série temporal simulada {X,,}:°}", correspondente aos log-retornos
do ativo A4. Percebemos que o teste de Ljung-Box para os quadrados dos residuos
padronizados forneceu Q(12) = 27,800, com p-valor igual a 0,006, o que indica que os
residuos apresentam heteroscedasticidade. O resultado é confirmado pelo teste dos Mul-
tiplicadores de Lagrange que fornece ML = 26,490, com p-valor igual a 0,009, o que
indica que, ao nivel de 5% de significancia, os residuos apresentam heteroscedasticidade
condicional. Apresentamos, na Tabela 5.27 um modelo alternativo para essa série tempo-
ral. Note que, para este modelo o quadrado dos residuos padronizados nao apresentam
heteroscedasticidade condicional. Além disso, ao nivel de 5% de significancia, todos os

parametros sao significativos para o modelo. Sendo assim, obtemos

(1—1,3648 4+ 0,552B%)(1 — B)**™In(¢?) = —0,103 + 0,133|Z,_,| — 0,033Z,_;.

Tabela 5.26: Modelo FIEGARCH(p, d, q), com p = 0, ¢ = 1 Ajustado aos Log-retornos
dos Pregos do Ativo A, e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

a -0,145 0,026 -5,510 0,000
B 0,767 0,126 6,080 0,000
Yo 0,187 0,034 5,545 0,000
Yo -0,050 0,016 -3,103 0,000
d 0,387 0,156 2,476 0,007
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = 6508,603 Estatistica p-valor
BIC = 6536,582 0,2117 0,8996

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
18,45 0,10 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados

Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
27,800 0,006 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
26,490 0,009 2,441 0,048

Na Tabela 5.28 apresentamos o resultado do ajuste de um modelo FIEGARCH(p, d, q),
com p=0eq =1, a série temporal simulada {Xj5,} %", correspondente aos log-retornos
do indice do mercado. O teste de Ljung-Box para os quadrados dos residuos padronizados
forneceu Q(12) = 30,440, com p-valor igual a 0,002, o que indica que os residuos apre-
sentam heteroscedasticidade. O resultado é confirmado pelo teste dos Multiplicadores de
Lagrange que forneceu ML = 31,010, com p-valor igual a 0,002, o que indica que, ao nivel
de 5% de significancia, os residuos apresentam heteroscedasticidade condicional. Apre-
sentamos, na Tabela 5.29 um modelo alternativo para essa série temporal. Note que, para

este modelo, o quadrado dos residuos padronizados nao apresentam heteroscedasticidade

142



condicional. Além disso, ao nivel de 5% de significancia, todos os pardametros sao signi-
ficativos para este modelo. No entanto, o valor estimado para o parametro d foi 0,264
com desvio padrao de 0,090, enquanto que o valor simulado deste parametro foi d = 0, 34.
Sob essas condigoes obtemos o modelo

(1—0,6798 —0,734B%+0,5248%)(1 — B)***In(c?) = —0,13540,173|Z,_1| — 0,084Z,_,.

Tabela 5.27: Modelo FIEGARCH(p, d, ¢), com p = 0, ¢ = 2 Ajustado aos Log-retornos
dos Precos do Ativo A, e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

a -0,103 0,020 -5,232 0,000
51 1,364 0,104 13,111 0,000
51 -0,552 0,090 -6,108 0,000
Yo 0,133 0,026 5,151 0,000
Y0 -0,033 0,011 -3,076 0,001
d 0,379 0,101 3,752 0,000

Critério de Selecao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 6493,184 Estatistica p-valor

BIC = 6526,759 0,7238 0,6963

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor A2 (graus de liberdade)
17,31 0,14 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)

18 0,12 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
1723 0,14 1,58 0,20

Tabela 5.28: Modelo FIEGARCH(p, d, q), com p = 0, ¢ = 1 Ajustado aos Log-retornos
dos Precos do Ativo As e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

a -0,153 0,021 -7,185 0,000
51 0,839 0,071 11,849 0,000
Yo 0,194 0,028 6,993 0,000
Yo -0,091 0,018 -5,088 0,000
d 0,335 0,125 2,677 0,004
Critério de Selecao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = 6535,781 Estatistica p-valor
BIC = 6563,760 0,6423 0,7253

Teste de Ljung-Box test para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
1,8170 0,9996 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
30,440 0,002 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
31,010 0,002 2,864 0,026
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Tabela 5.29: Modelo FIEGARCH(p, d, q¢), com p = 0, ¢ = 3 Ajustado aos Log-retornos
dos Precos do Ativo As e Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p-valor

a -0,135 0,022 -6,041 0,000
061 0,679 0,097 7,035 0,000
51 0,734 0,116 6,303 0,000
51 -0,542 0,080 -6,433 0,000
o 0,173 0,029 5,884 0,000
Y0 -0,084 0,016 -5,201 0,000
d 0,264 0,089 2,960 0,002

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 6524,74 Estatistica p-valor

BIC = 6563,9 0,916 0,633

Teste de Ljung-Box test para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
1,7190 0,9997 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
19,62 0,07 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
20,81 0,05 1,91 0,11

Apos selecionar o modelo mais adequado para cada série temporal simulada, obtivemos

a previsao da volatilidade para h = 1,--- ,10 dias a frente, como descrito no Capitulo 3.
Para obter as previsoes, apenas os parametros significativos dos modelos foram utilizados.
No Capitulo 3, mostramos que X7, , = 67,,,, para todo h > 1, para cada i = 1,---, 5.

Utilizamos estes resultados para verificar a precisao da previsao a partir dos modelos
ajustados.

Nas Tabelas 5.30 - 5.34 apresentamos os valores simulados de XZt e os valores previstos

th, para cada t = 1.991,--- ,2.000 e i = 1,--- ,5, a partir dos modelos iniciais (modelos
simulados), que denotamos por MI, e dos modelos finais ajustados a cada série temporal,
que denotamos por MF, correspondente aos log-retornos dos precos dos ativos A;, i €
{1,---,5}, respectivamente.

Na Tabela 5.32, MF; refere-se ao modelo final ajustado a série temporal dos log-
retornos do ativo Az, apresentado na Tabela 5.24. Enquanto que, MF, refere-se ao modelo
apresentado na Tabela 5.25.

Observamos que, em todos os casos, o erro de previsao, definido pela expressao (3.4),
para os modelos iniciais (MI) e finais (MF) assume valores muito préximos.
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Tabela 5.30: Previsoes para o Valor Quadratico dos Log-retornos do Ativo A;.

to| X{, | XP,(MD) | XF, - X3P, | XF, (MF) | X7, - X,
1.991 | 0,2878 2,2128 -1,9251 2,1841 -1,8964
1.992 | 0,0698 2,1269 -2,0570 2,1133 -2,0435
1.993 | 0,9926 2,0933 -1,1006 2,0710 -1,0783
1.994 | 0,0906 2,0700 -1,9794 2,0393 -1,9487
1.995 | 0,0832 2,0491 -1,9659 2,0129 -1,9297
1.996 | 0,4110 2,0292 -1,6181 1,9896 -1,5786
1.997 | 0,1045 2,0100 -1,9055 1,9685 -1,8640
1.998 | 4,3324 1,9918 2,3406 1,9490 2,3834
1.999 | 0,9721 1,9747 -1,0025 1,9308 -0,9587
2.000 | 0,4923 1,9585 -1,4662 1,9137 -1,4214

Nota: MI Refere-se a Previsao a Partir do Modelo Utilizado na Simulagao e MF Refere-se ao Modelo

Final Ajustado a Série Temporal.

Tabela 5.31: Previsoes para o Valor Quadratico dos Log-retornos do Ativo A,.

t X12,t X12t (MI) X22,t - X22t X22,t (MF) X227t - XQZ,t
1.991 [ 2,4301 [ 1,1379 1,2921 [ 11,1310 1,2990
1.992 | 0,1291 0,9237 -0,7946 1,1168 -0,9877
1.993 | 0,0061 0,8519 -0,8458 1,1123 -1,1062
1.994 | 1,4623 0,8150 0,6473 1,1086 0,3537
1.995 | 0,0858 0,7951 -0,7093 1,1049 -1,0191
1.996 | 0,6675 0,7855 -0,1180 1,1012 -0,4336
1.997 | 4,5980 0,7825 3,8155 1,0975 3,5005
1.998 | 2,3776 0,7841 1,5935 1,0940 1,2836
1.999 | 14,1703 | 0,7891 13,3812 1,0907 13,0797
2.000 | 2,7279 0,7965 1,9314 1,0875 1,6404

Nota: MI Refere-se a Previsao a Partir do Modelo Utilizado na Simulagao e MF Refere-se ao Modelo

Final Ajustado a Série Temporal.

Tabela 5.32: Previsoes para o Valor Quadratico dos Log-retornos do Ativo As.

t X??,t X32t (MI) X:%,t - th X32t (MFy) X??,t - th X??t (MF3) X:%,t - th
1.991 | 1,6588 1,5482 0,1107 1,1160 0,5429 3,1177 -1,4589
1.992 | 1,7114 1,1410 0,5704 0,8957 0,8157 1,9901 -0,2787
1.993 | 0,6831 1,2915 -0,6084 1,0871 -0,4040 1,3839 -0,7008
1.994 | 0,0142 1,2132 -1,1989 1,0392 -1,0249 1,5341 -1,5198
1.995 | 2,0267 1,0414 0,9853 1,0677 0,9590 1,5735 0,4532
1.996 | 0,0123 1,2083 -1,1959 1,0639 -1,0516 1,7848 -1,7724
1.997 | 0,2104 1,1134 -0,9030 1,0696 -0,8592 2,3345 -2,1241
1.998 | 0,5101 1,0736 -0,5635 1,0707 -0,5606 2,7241 -2,2140
1.999 | 1,4233 1,2039 0,2194 1,0727 0,3506 3,1078 -1,6845
2.000 | 0,0725 1,1026 -1,0301 1,0739 -1,0014 3,4713 -3,3988

Nota: MI Refere-se a Previsao a Partir do Modelo Utilizado na Simulagao e MF Refere-se ao Modelo

Final Ajustado a Série Temporal.
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Tabela 5.33: Previsoes para o Valor Quadratico dos Log-retornos do Ativo Ay.

t X7, XP, (MI) | X3, - X7, | X3, (MF) | X3, - X3,
1991 | 1,5009 1,6488 ~0,1480 | 1,3755 0,1254
1992 | 7,91 x 1075 | 1,5849 11,5849 | 1,3791 -1,3791
1993 | 3,3353 1,5734 1,7619 | 1,4742 1,8611
1994 | 7,4029 1,5745 58284 | 11,5048 5,8081
1995 | 0,9531 1,5780 20,6249 | 1,4580 -0,5049
1996 | 0,5829 1,5811 20,9981 | 1,4220 -0,8390
1997 | 0,0364 1,5830 11,5466 | 1,4308 “1,3045
1998 | 2,7934 1,5839 1,2096 | 1,4510 1,3424
1999 | 2,0500 1,5838 0,4662 | 1,4506 0,5994
2000 | 2,2839 1,5832 0,7007 | 1,4368 0,8471

Nota: MI Refere-se a Previsao a Partir do Modelo Utilizado na Simulagao e MF Refere-se ao Modelo

Final Ajustado a Série Temporal.

Tabela 5.34: Previsoes para o Valor Quadratico dos Log-retornos dos Indices do Mercado
Ay

t X3, | X7, (MD) | X2, - X2, | X2, (MF) | X2, — X2,
1.991 | 1,3625 | 1,6616 10,2991 | 2,2107 10,8482
1.992 | 0,3527 | 1,6138 11,2610 | 1,7772 ~1,4244
1.993 | 4,7542 | 1,6297 3,1245 | 1,6220 3,1323
1.994 | 04706 | 1,6627 “1,1922 | 1,4332 -0,9626
1.995 | 1,6892 | 1,6980 20,0088 | 1,3903 0,2989
1.996 | 9,7724 | 1,7207 8,0427 | 11,3087 8,4637
1.997 | 0,0032 | 1,7561 11,7529 | 1,3139 ~1,3108
1.998 | 11,7870 | 1,7768 10,0102 | 1,2816 10,5054
1.999 | 3,2052 | 1,7923 1,4129 | 1,3054 1,8998
2.000 | 0,0717 | 1,8033 11,7315 | 1,2948 ~1,2231

Nota: MI Refere-se a Previsao a Partir do Modelo Utilizado na Simulagao e MF Refere-se ao Modelo

Final Ajustado a Série Temporal.

Os critérios de selecao relacionadas ao erro de previsao, definidos na Subsecao 3.1.4,
para as séries temporais correspondentes aos log-retornos dos precos dos ativos A;, i €
{1,---,5}, sdo apresentadas na Tabela 5.35. Observamos que os erros de previsao forneci-
dos pelos modelos finais, isto é, pelos modelos ajustados as séries temporais, sao muito
proximos dos erros de previsao fornecidos pelos modelos iniciais, isto €, aqueles que foram
simulados. Note que, para o ativo Az, obtivemos duas sugestoes de modelos. De acordo
com os valores apresentados na Tabela 5.35, o0 modelo que melhor se ajusta a série tem-
poral simulada é o modelo MF, apresentado na Tabela 5.24. Note que, para o ativo Ay,
XZ71.992 = 7,91 x 1075, Devido a esse fato, obtivemos altos valores para os critérios de
selecaio MPE e MAPE para esse ativo.
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Tabela 5.35: Critérios de Selecao para o Erro de Previsao.

Ativo | Modelo MPE MSE | MAE MAPE
A, MI -10,8376 | 3,1814 | 1,7361 10,9456
MF -10,6646 | 3,1043 | 1,7103 10,7746
A, MI -14,8631 | 20,3838 | 2,5129 15,6884
MF -19,7271 | 19,2908 | 2,4703 20,4475
MI -20,0516 | 0,6789 | 0,7386 20,2597
As MF, -17,5213 | 0,6378 | 0,7570 17,8260
MF, -31,4646 | 3,2157 | 1,5605 31,5094
A, MI -20041,5544 | 4,5559 | 1,4869 | 20042,0110
MF -17438,5109 | 4,5951 | 1,4791 | 17439,0274
Ay MI -08,0739 | 18,5819 | 2,8836 58,6279
MF -43,4111 | 20,2396 | 3,0069 44,0483

Nota: MI Refere-se a Previsao a Partir do Modelo Utilizado na Simulagao e MF Refere-se ao Modelo

Final Ajustado a Série Temporal.

5.6.3 Calculo dos Pesos do Portfolio

Nesta secao apresentamos o célculo do portfolio eficiente utilizando o método da analise de
média-variancia descrito na Se¢ao 4.3. O portfolio é representado por P = {A;, Ay, A3, Ay}
e o vetor de pesos é representado por a = (ay, as, ag,as). Assumimos que o log-retorno
médio do ativo livre de risco no periodo considerado é igual a 0,02. Sob essas condigoes,
utilizando a expressao (4.22), obtemos

(ay, as, as, as) = (0, 16:0, 360, 39; 0, 09), (5.3)

isto é, 16% do valor total a ser investido serd aplicado no ativo Ay, 36% no ativo As, 39%
no ativo As e 9% no ativo Ay.

Observacao 5.2. Note que, no portfolio aqui considerado nao estamos incluindo o ativo
livre de risco. Por essa razao, ndo utilizamos a expressao (4.20) para o célculo dos pesos
do portfolio. Observe que, se fixarmos um retorno esperado pg = 1% e utilizarmos a
expressao (4.20) para o calculo dos pesos do portfolio, encontramos

(ay, as, as, as) = (0,03;0,08;0,09;0,02).

Note que, a; + as + a3 + a4 = 0,22, o que significa que 22% do valor total a ser investido
deve ser destinado aos ativos de risco (agoes) e 78% deve ser reservado para investir no
ativo livre de risco (poderia ser, por exemplo, a caderneta de poupanga). Para diferentes
valores de g, obtemos diferentes pesos. Observamos ainda que, para este caso, quanto
menor o valor de g, maior a proporc¢ao dos ativos de risco em relagao ao total do portfolio.

5.6.4 Estatisticas Descritivas dos Ativos do Portfolio

Na Tabela 5.36 apresentamos as estatisticas descritivas das séries temporais dos log-
retornos dos ativos do portfolio. Observamos que o ativo que apresentou a melhor desem-
penho, quantificado pelo valor da mediana dos retornos diarios igual a 0,012, foi o ativo
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Ay (veja Tabela 5.36). Observa-se também que a desempenho do mercado foi inferior ao
desempenho dos quatro ativos considerados. O ativo que apresenta maior variabilidade é
o A4, com variancia igual a 1,663. Essa variancia é menor do que a variancia do mercado,
que é igual a 1,970. O ativo A; é o menos volatil, com variancia igual a 0,921. Entre
todos os ativos, o que apresentou o menor retorno no periodo foi o ativo A; (-6,889),
e este foi menor do que o menor retorno apresentado pelo mercado no mesmo periodo
(-6,731). O ativo que apresentou o maior retorno no periodo foi o ativo A4 (6,163) e foi
inferior ao maior retorno do mercado (6,560) no periodo. Percebemos também que, para
todas as séries temporais de log-retornos, a distribuicao dos dados ¢ aproximadamente
simétrica, ja que, em todos os casos, a medida de assimetria assume valores proximos de
zero. Entretanto, todas as séries temporais podem ser consideradas de caudas pesadas,
sendo a série temporal dos log-retornos do ativo As a que apresenta a maior medida de
curtose (5,081).

Tabela 5.36: Estatisticas Descritivas para as Séries Simuladas.

Ativo | Média | Variancia | Mediana | Maximo | Minimo | Assimetria | Curtose
Ay | -0,012 1,651 -0,011 5,826 -6,889 -0,148 5,064
Ay | -0,022 0,921 0,012 3,947 -4,497 -0,027 3,684
As | -0,040 1,215 -0,029 5,471 -4,582 0,016 4,094
Ay 0,002 1,663 -0,018 6,163 -4,536 0,059 3,640
Ay | -0,042 1,970 -0,027 6,560 -6,731 -0,150 5,081

5.6.5 Modelo CAPM para as Séries Temporais do Portfolio

Nesta subsegao apresentamos o calculo do coeficiente 8 para os ativos do portfolio P,
cujos log-retornos sao representados pelas séries temporais simuladas. Lembramos que,
por hipdtese, a série temporal simulada pelo modelo M5 representa o mercado financeiro.

Na pratica, a correlagao entre os ativos e a correlacao dos ativos com o mercado
financeiro (e portanto, o valor do coeficiente 3) pode sofrer grandes alteragdes no decorrer
dos anos. Sendo assim, consideramos apenas as 1.000 ultimas observagoes (aproximada-
mente, 4 anos) para o cdlculo do coeficiente 3. Na Tabela 5.37 apresentamos a correlagao
amostral entre as séries temporais simuladas. Note que, de acordo com os resultados
obtidos, os log-retornos dos ativos sao pouco correlacionados, tanto entre si como com
o mercado. Isso difere do que ocorre na pratica, como vemos nas séries temporais reais
apresentadas no Capitulo 6.

Tabela 5.37: Correlacao Amostral dos Log-retornos Simulados.

LA [ A [ A [ A | A
A, | 1,0000 | 0,0017 | -0,0015 | -0,0338 | 0,0053
A, | 0,0017 | 1,0000 | -0,0093 | 0,0361 | 0,0584
A3 | -0,0015 | 0,0093 | 1,0000 | -0,0197 | 0,0880
A, | 0,0388 | 0,0361 | 0,0197 | 1,0000 | 0,0239
Ay | 0,0053 | 0,0584 | 0,0880 | 0,0239 | 1,0000
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Assumimos que o log-retorno do ativo livre de risco no periodo considerado foi igual a
0,02. Para cada i = 1,---,4, o parametro (3; foi estimado através da expressao (4.28).
Segue que

B1 = 0,006, B2 = 0,043, B3 = 0,070 e By = 0,023.

Note que, para todos os ativos, 3; < 1, o que significa que os ativos sao defensivos. Isto
significa que se houverem quedas no indice do mercado, os retornos dos ativos sofrerao
quedas menores (em termos de porcentagem) do que a queda do indice do mercado. De
forma andloga, se o indice do mercado sofrer um determinado aumento, o aumento sofrido
pelos retornos também serd menor. Pelas expressoes (4.31) e (5.3) segue que o coeficiente
(G do portfolio é dado por

Bp =0,16 x 0,006 4 0,36 x 0,043 + 0,39 x 0,070 4+ 0,09 x 0,023 = 0, 046.

Obtivemos (p = 0,046, o que indica que, se o mercado sofre uma queda de 10%, o valor
do portfolio sofrerd uma queda de apenas 0,46%. Note que, sob o modelo CAPM, o
retorno esperado do ativo A; é dado por

E(R;) = Rr + 3;(E(Ry) — Rp), paracada i=1,---,4.

O valor E(R)y) ¢ estimado através da média amostral dos retornos do mercado. Os valores
da média amostral para as séries temporais simuladas foram obtidos da Tabela 5.36. Segue
que

E(R;) = 0,02+ 3;( —0.042—0,02), paracada i=1,--- 4.

Assim, o retorno esperado para o periodo de investimento, segundo o modelo CAPM, é
dado por

E(Ry) =0,0196, E(Ry)=0,0173, E(R;)=0,0157 e E(Rs) =0,0186.
Lembramos que, para um periodo h = 10 dias o retorno dos investimentos é dado por
In(P; 1.990+n) — In(P;1.900) = Xi1.000[10] = Xi1991 + -+ Xi2000 paracadai=1,---,4.

A Tabela 5.38 apresenta os valores (observados) dos retornos de periodo 1 e 10 dias, que
sao dados, respectivamente, por X; 1991 € X; 1.990[10], parai = 1,--- ,4, a média amostral
dos retornos observados e os retornos estimados pelo modelo CAPM.

Tabela 5.38: Retornos dos Ativos.

A | -0,5364 | -0,9071 | 0,0196 | -0,013
A, | 1,5589 | 9,3960 | 0,0173 | -0,017
A | 1,2880 | 0,7426 | 0,0157 | -0,040
Ay | -1,2251 | 1,3954 | 0,0186 | 0,003

Nota: R1 = Xi71,991 (] Rl[lo] = Xi’l_ggo[lo].

Comparando os valores obtidos pelo modelo CAPM com os valores observados, para
o periodo h = 1 dia, notamos que, para os ativos A; e A4 os retornos observados foram
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menores que os retornos estimados, enquanto que, para os ativos A; e As, os resultados
obtidos através do modelo CAPM foram inferiores ao observado. Enquanto que, para um
horizonte h = 10 dias, o retorno previsto pelo modelo CAPM sé foi superior ao retorno
observado no caso do ativo A;. Tais resultados indicam que, para o portfolio analisado,
o modelo CAPM nao apresenta um padrao em relagao as estimativas para o horizonte
h = 1. Entretanto, para um periodo maior, o modelo tende a estimar retornos menores
do que os observados.

O coeficiente o da agao, que indica se ela esta subavaliadas ou superavaliadas, é
definido pela expressao (4.29). Para este portfolio temos:

ap = —0,0326; ay = —0,0340; «a3=—0,0551 e a4 = —0,0154.

Na vis@o do investidor, as agoes estdo superavaliadas pelo mercado (pois « é negativo)
o que deverd proporcionar uma rentabilidade inferior aquela calculada pelo modelo de
equilibrio (CAPM). Portanto, as a¢oes devem ser vendidas.

5.6.6 Calculo das Medidas de Risco VaR e ES

Nesta subsecao calculamos as medidas de risco baseadas na distribuicao das perdas do
portfolio. Como sugerido por Palaro e Hotta (2006), utilizamos a série temporal de log-
retornos do portfolio, definida pela expressao (4.14). No caso univariado, isto é, utilizando
os log-retornos do portfolio, o cédlculo do VaR e do ES foi realizado considerando-se as
diferentes abordagens discutidas na Se¢ao 4.5.2. Apresentamos também o calculo do VaR e
do ES, considerando tanto a distribuigao condicional, como a distribui¢gao nao-condicional
do vetor de mudancas de fatores de risco. Para isso utilizamos, respectivamente, a abor-
dagem RiskMetrics e o método da variancia-covariancia. Por fim, apresentamos a andlise
das medidas de risco para cada ativo do portfolio. Lembramos que a medida ES é uma me-
dida de risco coerente, no sentido da Definicao 4.2. Além disso, por defini¢ao, VaR < ES.
Sendo assim, obtendo o ES de cada ativo obtivemos uma cota superior para o VaR do
portfolio.

Para esta subsecao fixamos que:

e os fatores de risco para este portfolio sao os logaritmos dos precos das agoes. Sendo
assim, o vetor de fatores de risco é dado por Z; = (214, Zay, Zst, Zay)', onde Z;,
é o logaritmo do preco do ativo A; no instante ¢, para cada i = 1,--- ,4. Como
conseqiiéncia, o vetor de mudancas de fatores de risco X, definido pela expressao
(4.34), sera dado por
X, = (X1, X, Xag, X)',

onde X, para i =1,---,4, representa o log-retorno do ativo A; no instante ¢;

e a perda do portfolio no instante t é representada pela variavel aleatéria L;, definida
pela expressao (4.32). Dado que, na prética, os retornos simples e os log-retornos
sao valores muito préximos entre si e pela expressao (4.39), apresentada no Exemplo
4.4, assumimos que a perda do portfolio no tempo t é dada por

4
Li=-Vi1 Y aiX, (5.4)
i=1
onde V;_y é o valor do portfolio no instante t — 1 e a@ = (a1, as, as,aq)’ é o vetor de
pesos dado pela expressao (5.3);
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e para os calculos realizados, utilizamos os primeiros 1.990 valores das séries temporais
para o ajuste dos modelos e reservamos os 10 ultimos valores para comparar com
os resultados obtidos;

e a funcao de distribuicao considerada para o cédlculo das medidas de risco, para todas
as abordagens, foi a normal multivariada (ou univariada).

Apresentamos a seguir os resultados da estimagao do VaR e do ES para a série temporal
das perdas do portfolio.

1 ' ' | |
o 500 1000 1500 2000

Figura 5.6: Log-retornos do Portfolio das Séries Temporais Simuladas.

A série temporal {rp;}%°, onde rp,, para t = 1,---,1.990, é dado pela expressdo

(4.14) com pesos dados pela expressao (5.3), é apresentada na Figura 5.6 e representa os
log-retornos do portfolio. Da expressao (5.4), temos que a perda do portfolio, no instante
t, é dada por

L= —-Viqrp,. (5.5)

Para os calculos realizados fixamos V;_; = 1. Na Tabela 5.39 apresentamos os valores
estimados do VaR e do ES, para h = 1 e p = 95% e 99%. O VaR Empirico é o VaR
estimado através da distribuicao empirica dos log-retornos, o VaR Normal foi estimado
através do método da variancia-covariancia. Esses dois métodos consideram a distribuicao
nao condicional dos dados. O VaR EWMA (estimado através da abordagem RiskMet-
rics), VaR EGARCH e VaR FIEGARCH (estimados através da abordagem Econométrica)
consideram a distribuicao condicional dos dados.

O retorno real do portfolio para h =1 é dado por rp ;991 = 0,8674. Isto significa que
a perda do portfolio, em t = 1.991, é dada por Lig9; = —0,8674. Uma perda negativa
significa que o investidor ganhou dinheiro neste horizonte de tempo.

Lembramos que o VaR,, é a medida tal que P(L;+; > VaR,,) < 1—p, o que é equivalente
a dizer que P(—L¢y1 > —VaR,) > p. Essa tultima expressao nos diz que a probabilidade
do retorno do portfolio no tempo t + 1 ser maior do que -VaR é maior ou igual a p%.

A Figura 5.7 mostra a funcao densidade de probabilidade das perdas do portfolio e
os valores do VaR e do ES empiricos para p = 99%. Na Tabela 5.39 observamos que,
ao nivel de confianca de 99%, o VaR Empirico, apresentado em negrito, foi a medida
mais proxima do retorno do portfolio para t = 1.991 (que foi igual a 0,8674), pois ob-
tivemos que P(L; 991 < 1,3783) > 99%, isto significa P(rp 1991 > —1,3783) > 99%. O
mesmo ocorre ao nivel de 95% de confianga. Observamos entretanto que todas as medi-
das forneceram estimativas semelhantes, sendo que o VaR EWMA foi o que, em ambos
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os casos afastou-se mais do valor observado. Para detalhes sobre o ajuste dos modelos
EGARCH e FIEGARCH a série temporal de retornos do portfolio veja o Apéndice E.
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Figura 5.7: Fungao Densidade das Perdas do Portfolio e os Valores do VaR e do ES com
p = 99%.

Tabela 5.39: Valores Estimados do VaR e do ES para a Série Temporal de Perdas do
Portfolio. Caso Univariado.

VaR™__ P | 99% 95% | EST™—~_ P | 99% | 95%
Empirico 1,3783 | 0,9958 || Empirico 1,6495 | 1,2395
Normal 1,4040 | 1,0002 | Normal 2,2590 | 1,7541
EWMA 1,4737 | 1,0500 | EWMA 2,3705 | 1,8409
EGARCH 1,4442 | 1,0212 | EGARCH 2,3400 | 1,8110
FIEGARCH 1,4306 | 1,0115 || FIEGARCH 2,3179 | 1,7939

Os resultados que seguem sao referentes a estimativa das medidas de risco considerando-
se a distribuicao multivariada do vetor de mudancas de fatores de risco.

Na Tabela 5.40 apresentamos os resultados para o calculo do VaR considerando-se
a distribuigdo multivariada, nao-condicional (VaR Normal) e a distribuigdo condicional
(VaR EWMA), do vetor aleatério X ;. Observamos que os resultados obtidos no caso do
VaR Normal foram os mesmos obtidos quando consideramos a funcao de distribuicao dos
retornos do portfolio. Para o caso do VaR EWMA os valores encontrados (e apresentados
em negrito na Tabela 5.40) foram inferiores aos obtidos pelo método anterior, porém, mais
préximos da perda real.
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Tabela 5.40: Valores Estimados do VaR e do ES para a Série Temporal de Perdas do
Portfolio. Caso multivariado.

VaR ™ P | 99% [ 95% [[ES™_ P[ 99% [ 95%

Normal 1,4040 | 1,0002 | Normal 2,2590 | 1,7541
EWMA 1,3624 | 0,9714 | EWMA 2,1903 | 1,7014

Apresentamos, a seguir, o cdlculo das medidas de risco para cada ativo do portfolio.

Nas Tabelas 5.41 e 5.42 apresentamos o valor do VaR e do ES para cada um dos ativos
simulados. Observamos que, para este portfolio, as desigualdades

4 4
VaRp p141 < g aiVaRpirp1 € ESppipn < E a;iESp i 141

i=1 i=1

estao satisfeitas, tanto ao nivel de 95% quanto ao nivel de 99% de confianga. FEssas
desigualdades sao vélidas tanto considerando a fungao de distribuigao (condicional ou
nao-condicional) das perdas do portfolio quanto a fungao de distribui¢ao (condicional ou
nao-condicional) do vetor de mudanca de fatores de risco.

As perdas reais dos ativos A;, para cada i = 1,---,4, no instante ¢t = 1.991, sao
dadas por 0,5364, -1,5589, -1,2879, e 1,2251, respectivamente. Os valores que mais se
aproximaram das perdas reais aparecem em negrito na Tabela 5.41.

Tabela 5.41: Célculo do VaR para os Ativos A;, i € {1,--- ,4}, do Portfolio.

’ p=99% ‘
4
VaR A1 AQ A3 A4 Z al-VaRi
i=1
Empirico 3,3692 | 2,4256 | 2,8469 | 3,1563 | 2,8066
Normal 3,0018 | 2,2554 | 2,6049 | 2,9979 2,5780
EWMA 2,7816 | 2,4500 | 2,4690 | 2,7372 2,5363
EGARCH 3,3345 | 2,4579 | 2,3468 | 3,1487 2,6170
FIEGARCH | 3,4380 | 2,4740 | 2,4576 | 3,4589 2,7105

p=95% ‘
4
VaR A1 AQ A3 A4 Z aiVaRi
=1
Empirico 1,9773 | 1,5770 | 1,8013 | 2,1185 | 11,7773
Normal 2,1261 | 1,6012 | 1,8537 | 2,1191 1,8302
EWMA 1,9746 | 1,7353 | 1,7597 | 1,9387 | 1,8014

EGARCH 2,3576 | 1,7379 | 1,6593 | 2,2263 1,8503
FIEGARCH | 2,4309 | 1,7493 | 1,7376 | 2,4456 1,9165

Observamos que, para o portfolio considerado, o VaR obtido a partir do ajuste de um
processo FIEGARCH tende a superestimar as perdas reais mais do que o VaR obtido
através das outras abordagens.

153



Tabela 5.42: Célculo do ES para os Ativos A;, i € {1,--- ,4}, do Portfolio.

p = 99% |
4
ES Al A2 A3 A4 Z aiESi
=1
Empirico 4,5836 | 2,8716 | 3,3786 | 3,6665 3,4148
Normal 4,8559 | 3,6404 | 4,1955 | 4,8587 | 4,1610
EWMA 4,4901 | 3,9632 | 3,9706 | 4,4279 | 4,0922

EGARCH 5,4025 | 3,9823 | 3,8023 | 5,1015 | 4,2401
FIEGARCH | 5,5704 | 4,0085 | 3,9818 | 5,6042 | 4,3916

p=95% ‘
4
ES Al AQ A3 A4 Z CZZESZ
=1
Empirico 2,8756 | 2,0619 | 2,4568 | 2,7300 | 2,4062
Normal 3,7610 | 2,8225 | 3,2562 | 3,7598 | 3,2261
EWMA 3,4811 | 3,0696 | 3,0838 | 3,4295 | 3,1734

EGARCH 4,1812 | 3,0821 | 2,9427 | 3,9483 | 3,2815
FIEGARCH | 4,3111 | 3,1023 | 3,0817 | 4,3373 | 3,3988

5.6.7 Analise de Cenarios para as Séries Temporais Simuladas

Para realizar o teste de estresse utilizamos duas abordagens diferentes. A primeira delas
consiste na escolha dos cendrios baseados nos dados histéricos, este é o denominado teste
de estresse tradicional. A segunda abordagem consiste na escolha dos cendrios sob um
certo dominio de admissibilidade. Obtemos entao a medida denominada perda mdxima,
ou MazxLoss.

Primeiramente estimamos os valores ¢§;, para cada ¢ = 1,---,4, definidos pela ex-
pressao (4.67). Para isso, assumimos que:

e a variacao do fator de risco é dada por A; = 0,05, para cadai=1,--- ,4;
® a situa(;éio atual do mercado é Zl_ggg = (21’1_990,2271_990,2371‘99072471‘990)/, onde
Zi1.990 € o logaritmo do preco do ativo A;, para cada ¢ = 1,---,4, no instante

t = 1.990. O correspondente vetor de mudancas de fatores de risco, utilizado no
calculo do retorno do portfolio, é

X 1.990 = (X1,1.990, X2,1.9905 X3,1.990: X4.,1.990) = (0, 7408; 0, 4206; —0, 7995; —0, 0833)".

Lembramos que os valores d;, para i = 1,--- ,4, indicam o quanto o valor do portfolio é
afetado pela variacao de cada fator de risco. Obtivemos §; = —a;, paracadai=1,--- ,4,
onde a; é o peso do ativo A;. Isso indica que o fator de risco que mais influencia no precgo
do portfolio é o logaritmo do preco do ativo que possui a maior participacao porcentual,
em relacao ao total do portfolio.

A Figura 5.8 apresenta o valor dos retornos do portfolio mantendo os dois ultimos
valores dos fatores de risco fixos e variando os dois primeiros. E fécil ver que, o valor do
portfolio é uma funcao linear dos fatores de mudanca de risco.
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Figura 5.8: Log-retornos do Portfolio para o Valor dos Log-retornos dos Ativos A3 e Ay
Fixos.

5.6.8 Construgao dos Cenarios Utilizando Dados Histoéricos

Para a construcao de cendrios baseados em dados histéricos, o método mais utilizado
na pratica, e apresentado nesta secao, é determinar a variagao maxima de cada fator
de risco e, em seguida, combinar tudo em um cenario. Os procedimentos utilizados
nesta subsegao para determinar a variacdo maxima dos fatores de risco (Start to End e
drawdown) sao descritos na Subsecao 4.6.3. Estes procedimentos sao denotados por StE
e DD, respectivamente, de acordo com a notacao definida na Subsecao 4.6.3.

Lembramos que, como os fatores de risco sao o logaritmo dos precos, a variacao dos
fatores de risco, para um periodo h, sdo os log-retornos de periodo h (veja Defini¢ao 4.5).
Apresentamos, na Tabela 5.43, as variagoes maximas e minimas dos fatores de risco para
cada um dos ativos e para o mercado financeiro, durante o periodo historico, considerando
janelas de 1 e de 10 dias.

Os cendrios considerados sao apresentados na Tabela 5.44. Por definicao, X, g; rep-
resenta o valor do log-retorno do ativo A; sob o cendrio Sj, para cada i = 1,--- ,4 e
j=1,---,12. Os cenarios sao definidos por

e Cendrios S1, S2 e S3: sao os cenarios otimistas, formados pelos log-retornos maximos
dos ativos, obtidos pelo método StE e DD, com janelas de 1 e 10 dias.

e Cenarios S4, S5 e S6: sao os cenarios pessimistas, formados pelos retornos minimos
dos ativos, obtidos pelo método StE e DD, com janelas de 1 e 10 dias.

e Cenarios S7, S8 e S9: sao os cenarios otimistas, construidos considerando-se os log-
retornos maximos (obtido das observagoes histéricas) do mercado e os coeficientes
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0;, para cada i = 1,--- , 4, fornecidos pelo modelo CAPM.

e Cendrios S10, S11 e S12: sao os cendrios pessimistas, construidos considerando-se os
log-retornos minimos do mercado (obtido das observagoes histéricas) e os coeficientes

0;, para cada i = 1,--- , 4, fornecidos pelo modelo CAPM.

Tabela 5.43: Variacao Maxima e Minima dos Fatores de Risco.

Os retornos do portfolio sob cada cenario sao apresentados na Tabela 5.45. Os retornos
reais (obtidos a partir da série temporal observada) do portfolio para um 1 e 10 dias foram,
respectivamente, 0,867 e 3,653. Observamos que os retornos reais (que sdo conhecidos)
foram superiores aos previstos pelos cendrios pessimistas (ver Tabela 5.45). Os cendrios
otimistas calculados a partir dos retornos maximos dos ativos superestimaram os retornos,
enquanto que, os cendrios otimistas que consideram o valor do coeficiente 3;, para cada
t=1,---,4, fornecidos pelo modelo CAPM, forneceram estimativas inferiores aos retornos

observados.

1 dia (StE) 10 dias (StE) 10 dias (DD)
Ativo | Max | Min Max Min Max Min
Ar | 5,826 | -6,889 | 8,618 | -20,611 | 17,709 | -23,839
Ay {3,947 | -4,497 | 10,960 | -7,411 | 14,107 | -9,607
Az | 5471 | -4,582 | 9,538 | -9,923 | 11,441 | -11,781
Ay 6,163 | -4,536 | 12,884 | -11,996 | 12,884 | -14,443
Ay 16,560 | -6,731 | 11,375 | -27,224 | 13,022 | -29,261
Tabela 5.44: Cenarios Selecionados.
Xisj | Xosj | Xssj | Xasj
S1 5,826 | 3,947 5,471 6,163
S2 8,618 | 10,960 9,538 | 12,884
S3 17,709 | 14,107 | 11,441 | 12,884
S4 -6,889 | -4,497 | -4,582 | -4,536
S5 || -20,611 | -7,411 | -9,923 | -11,996
S6 || -23,839 | -9,607 | -11,781 | -14,443
S7 0,039 | 0,282 0,459 0,151
S8 0,068 | 0,489 0,796 0,262
S9 0,078 | 0,560 0,912 0,299
S10 || -0,040 | -0,290 | -0,471 | -0,155
S11 || -0,163 | -1,171 | -1,906 | -0,626
S12 || -0,176 | -1,258 | -2,048 | -0,673
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Tabela 5.45: Retornos do Portfolio sob os Diferentes Cenérios.

Cenério | rpg; | Cendrio | rpg; | Cendrio | rpg; | Cendrio | rpg;
S1 5,041 S4 -4.916 S7 0,300 S10 -0,308
S2 10,204 S5 -10,915 S8 0,521 S11 -1,247
S3 13,534 S6 -13,167 S9 0,597 S12 -1,340

5.6.9 Perda Maxima sob Dominios de Admissibilidade

Nesta subsecao apresentamos a andalise de cenarios escolhidos sob um dominio de admissi-
bilidade. A perda calculada sob esses cenérios é denominada perda maxima, ou MaxLoss.
Pela expressao (5.5), segue que o portfolio é linear, no sentido discutido na Subsegao 4.6.4.
Portanto, segue do Teorema 4.1, que a um nivel de confianca p%, a perda maxima do
portfolio é dada pela expressao (4.68) e o cendrio onde isso ocorre é dado pela expressao
(4.69).

Na Tabela 5.46 apresentamos a perda maxima (MazLoss) do portfolio calculada para
diferentes valores de p, e os respectivos cenarios para os quais essa perda ocorre. Por
definicao X prr representa o log-retorno do ativo A; sob o cendrio de perda méxima
(MazLoss), para cada i =1,--- 4.

Tabela 5.46: Perda Maxima para Diferentes Valores de p e seu Respectivo Cenério.

Cenério

p MazxLoss X1,ML ‘ X2,ML ‘ X3,ML ‘ X4,ML
0,50 | -1,0856 | -0,7793 | -0,9940 | -1,4462 | -0,4343
0,55 | -1,1378 |-0,8167 | -1,0418 | -1,5157 | -0,4551
0,65 | -1,2482 | -0,8960 | -1,1429 | -1,6628 | -0,4993
0,75 | -1,3751 | -0,9870 | -1,2590 | -1,8317 | -0,5501
0,85 | -1,5389 | -1,1046 | -1,4090 | -2,0500 | -0,6156
0,95 | -1,8252 |-1,3101 | -1,6712 | -2,4313 | -0,7301
0,99 | -2,1591 | -1,5498 | -1,9769 | -2,8761 | -0,8637

Observando as Tabelas 5.45 e 5.46 podemos perceber que as perdas que ocorrem sob
os cendrios pessimistas construidos sob dados histéricos sao maiores do que aquelas que
ocorrem quando consideramos cenarios sob um certo dominio de admissibilidade.
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Capitulo 6

Analise de Séries Temporais Reais

Neste capitulo apresentamos a estimacao e andlise de medidas de risco para um portfolio
real de agoes. Este portfolio é formado por agdes de quatro empresas brasileiras (também

denominadas ativos do portfolio). Denotamos esses ativos por A;, i = 1,--- 4, de forma
que:

A;q: Representa as acoes do Bradesco. Ao Representa as agoes da Brasil Telecom.
Ajs: Representa as agoes da Gerdau. Ay: Representa as agoes da Petrobras.

Tais agoes sao negociadas na bolsa de valores de Sao Paulo (Bovespa). Utilizamos a
notagao Ay (ou, equivalentemente, As) para denotar o mercado financeiro. Os valores do
portfolio do mercado sao representados pelo indice Bovespa (para obter maiores detalhes
sobre este indice, veja o site http://www.bovespa.com.br/Principal.asp. Veja também
http://www.bovespa.com.br/Pdf/Indices/IBovespa.pdf).

Os métodos utilizados neste capitulo, para o calculo das medidas de risco, sao descritos
no Capitulo 4. Utilizamos os processos FIEGARCH, apresentados no Capitulo 2, para
obter a variancia condicional dos log-retornos dos ativos e calcular as medidas de risco VaR
e ES. Também apresentamos o teste de estresse e o calculo da perda méxima (MazLoss),
discutidos na Secao 4.6.

6.1 Caracteristicas das Séries Temporais

Nesta secao apresentamos a andlise das caracteristicas das séries temporais dos log-
retornos dos precos das agoes dos ativos e dos log-retornos do indice de mercado. Tal
analise é indispensavel para a selecao de modelos para essas séries temporais. Para ve-
rificar se as séries temporais apresentam caracteristica de longa dependéncia e selecionar
o modelo mais adequado para cada uma delas, utilizamos os critérios descritos na Secao
3.1.

1000015000
! |

5000

T T T
(s} S00 1000 1500

Figura 6.1: Indice Disrio da Bolsa de Valores de Sao Paulo no Perfodo de Janeiro de 1995
a Dezembro de 2001. 158



A Figura 6.1 apresenta a série temporal composta por n = 1.729 observagoes que
representa o indice diario da Bolsa de Valores de Sao Paulo no periodo de janeiro de 1995
a dezembro de 2001. A Figura 6.2 apresenta as séries temporais compostas por n = 1.729
observacoes que representam, respectivamente, os precos das acoes do Bradesco, Brasil
Telecom, Gerdau e Petrobrés, no periodo de janeiro de 1995 a dezembro de 2001. Nas
Figuras 6.1 e 6.2 observa-se que tanto o indice do mercado como os precos dos ativos
sofreram uma forte queda em seus valores no periodo em torno de ¢ = 1.000 (15 de janeiro
de 1999). Esse periodo corresponde a janeiro de 1999 e foi marcado pela desvalorizagao
do real.
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Figura 6.2: Séries Temporais dos Precos das Acoes no Periodo de Janeiro de 1995 a
Dezembro de 2001.

A Figura 6.3 apresenta as séries temporais dos log-retornos do IBovespa e dos pregos
das agoes do Bradesco, Brasil Telecom, Gerdau e Petrobras e os valores quadraticos das
mesmas. Observamos, nestas séries temporais, as caracteristicas comuns aquelas de re-
tornos financeiros, tais como média aproximadamente em torno de zero e agrupamentos
de volatilidade.

A Figura 6.4 apresenta o histograma, o QxQ plot e a funcao de autocorrelagao
amostral da série temporal dos log-retornos do IBovespa e dos log-retornos dos precos
das acoes do Bradesco, Brasil Telecom, Gerdau e Petrobras. Observamos que, para todas
as séries temporais, a distribuigao dos dados é, aparentemente, leptocirtica (possui caudas
mais pesadas do que a distribui¢do normal). Percebemos que, tanto para os log-retornos
do IBovespa, como para os log-retornos dos ativos, as varidveis aleatoérias apresentam
valores significativos da fungao de autocorrelagao amostral px (h), para alguns valores de
h > 1. Esse fato sugere o ajuste de um modelo do tipo ARMA. Para verificar se as séries
temporais apresentam heteroscedasticidade condicional, observamos a funcao de auto-
correlacao amostral dos valores quadraticos dos log-retornos. Esta também nos fornece
informacoes sobre a presenca da caracteristica de longa dependéncia.
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160



08

] 10
Sample Quantiles
-01 00 0
I I
\*‘ O
5
ACF
02 04
I I

00

T T T T T T T
T T T T 1 3 2 4 0 1 2 3 0 20 40 60 80 100

Theoretical Quantiles Lag

(a) AM (b) A]W (C) AM

15
02

Density

5 10

Sample Quantles
01 00 o1
\

ACF
02 04 0
| PR

I |
o S o A i
4 BRALL B e

a8 e ] 5| 0 1 2 3 0 20 40 60 80 100

Theoretical Quantiles Lag

(d) 4 (e) Ay () A

15

Density
10
Sample Quantles
01 00 01
| L L
ACF
06 08
P 1

= | TR T Ll | VT I Y
= LI LA ) B |
1

-3 -2 -1 0 1 2 3 0 20 40 60 80 100

Theoretical Quantiles Lag

(8) Az (h) A, (i) Az

10

08
L

& 10
Sample Quantiles
-0.05 0.05
TN R N I
\\
o
ACF
02 04 06
I I I

[ A O N (W)
w e T e
g | 4 f
E
o B T T T T T T T T T T T T T
T T T ) 4 2 4 0 1 2 3 0 0 4 60 80 100
0.1 00 01 0z Theoretical Quanties Lag
(4) 43 (k) A4; (1) As
o _ M o 2
= &

L
I e e
L T_Trg T

© - T T T T T T T T T T T T T

! ! I ! 1 3 2 4 0 4 23 0 20 40 60 80 100

00

-02

5 10
I L
Sample Quantiles
-01 00 01
I I I
°
S
%
2,
%,
ACF
02 04 a6
| I I

Theoretical Quantiles Lag

(m) 4, (n) As (0) Ay

Figura 6.4: Histograma, QxQ Plot e Funcao de Autocorrelagao Amostral da Série Tem-
poral dos Log-retornos.

161



No Teorema 2.9, do Capitulo 2, provamos que, sempre que {X;}iez é um processo
FIEGARCH(p, d, q), tal que E([ln(Zf)f) < 00 e E(Z;In(Z})) < oo, para todo t € Z,
o processo {In(X?)}icz ¢ um processo ARFIMA(q,d,0) com inovagoes que, em geral,
sao nao-Gaussianas. Com base neste resultado, analisamos a funcao de autocorrelacao
amostral das séries temporais dos valores quadraticos dos log-retornos e as do logaritmo
dos valores quadraticos dos log-retornos, tanto para o mercado financeiro como para
os quatro ativos, a fim de verificar a presenca de heteroscedasticidade condicional e da
caracteristica de longa dependéncia.

A Figura 6.5 apresenta a funcao de autocorrelacao amostral das séries temporais dos
valores quadréticos dos log-retornos {r,,}/73* e do logaritmo dos valores quadraticos dos
log-retornos {In(r3;,)};73° do indice do mercado (IBovespa). Observamos que tais fungoes
apresentam valores 31gn1ﬁcativos para grandes valores de h, o que indica a existéncia tanto
de heteroscedasticidade quanto de longa dependéncia. A presenca de longa dependéncia
é confirmada pelas funcgoes periodograma dessas séries temporais, apresentadas na Figura
6.6. As mesmas caracteristicas sao observadas nas fungoes de autocorrelagao amostral e
periodograma dos ativos, apresentadas, respectivamente, nas Figuras 6.7 e 6.8.
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Figura 6.5: Fun¢ao de Autocorrelagao Amostral das Séries Temporais Reais.
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Além da andlise das funcgoes de autocorrelacao amostral e periodograma de cada série
temporal, apresentamos também a estimacao do parametro d de longa dependéncia.
Para estimar o parametro de longa dependéncia utilizamos os procedimentos descritos
na Subsegao 3.1.6. Para os métodos R/S, R/S, , KPSS e V/S, utilizamos [ = 40 e [ = 100
como numero minimo de observagoes para cada bloco e para o estimador GPH utilizamos

a € {0,5;0,6;0,7;0,8;0,9}.

A Tabela 6.1 apresenta o valor estimado do parametro d para as séries temporais
dos valores quadraticos dos log-retornos do IBovespa e dos quatro ativos. A Tabela 6.2
apresenta o valor estimado do parametro d para o logaritmo dessas séries temporais.
Observamos que os valores obtidos, utilizando-se o valor quadratico dos log-retornos e
o logaritmo do valor quadrético dos log-retornos, foram muito préximos. Em ambos os
casos, para o ativo Az (Gerdau), o valor do parametro d estimado pelos métodos KPSS
e V/S, com [ = 40, foi negativo. Os demais valores estimados pertencem ao intervalo
(0;0,5) o que indica a presenga de longa dependéncia.

Tabela 6.1: Valores dos Estimadores do d para a Série Temporal dos Valores Quadraticos
dos Log-retornos do IBovespa e para as Séries Temporais dos Valores Quadraticos dos
Log-retornos dos Pregos dos Ativos.

Método d
[Bovespa | Bradesco | Brasil Telecom ‘ Gerdau ‘ Petrobras

R/S [ =40 0,2731 0,1929 0,2295 0,1600 0,3039
[ =100 0,3198 0,2708 0,3080 0,2493 0,4212
R/S [ =40 0,2364 0,1723 0,2133 0,1423 0,2620
"1 =100 0,2910 0,2463 0,2952 0,2264 0,3807
KPSS [ =40 0,3587 0,2442 0,3037 -0,0313 0,3986
[ =100 0,4883 0,4582 0,4100 0,0753 0,4440
V/S [ =40 0,2833 0,1443 0,2687 -0,0131 0,2983
[ =100 0,4502 0,3730 0,3345 0,0380 0,4274
a=20,5| 0,2206 0,2522 0,2183 0,0916 0,2700
a=0,6| 0,2176 0,1757 0,1979 0,1963 0,2908
GPH | a=0,7| 0,2232 0,1456 0,0733 0,2420 0,2995
a=0,8| 0,2202 0,2207 0,0628 0,2041 0,3107
a=20,9| 0,1885 0,2046 0,0632 0,2130 0,2751
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Tabela 6.2: Valores dos Estimadores do d para a Série Temporal do Logaritmo dos Valores
Quadraticos dos Log-retornos do [Bovespa e para as Séries Temporais dos Logaritmos dos
Valores Quadraticos dos Log-retornos dos Pregos dos Ativos.

~

Método d
[Bovespa | Bradesco | Brasil Telecom ‘ Gerdau ‘ Petrobras

R/S n = 40 0,2762 0,1955 0,2335 0,1606 0,3054
n =100 | 0,3247 0,2754 0,3141 0,2504 0,4229
R/S n = 40 0,2391 0,1745 0,2168 0,1428 0,2634
"1 n=100| 0,2952 0,2502 0,3006 0,2275 0,3823
Kkpss | = 40 0,3604 0,2465 0,3041 -0,0313 | 0,3994
n =100 | 0,4900 0,4605 0,4137 0,0764 0,4459
V/S n =40 0,2850 0,1463 0,2691 -0,0134 | 0,2991
n =100 | 0,4518 0,3757 0,3382 0,0383 0,4290
a=0,5] 0,2242 0,2557 0,2249 0,0928 0,2717
a=0,6] 02215 0,1797 0,2024 0,1974 0,2925
GPH | a=0,7| 0,2266 0,1480 0,0798 0,2432 0,3010
a=0,81 0,2250 0,2241 0,0698 0,2053 0,3111
a=0,9] 0,1921 0,2086 0,0700 0,2137 0,2756

6.2 Ajuste dos Modelos FIEGARCH

Nesta secao apresentamos resultados relacionados a selecao e ao ajuste dos modelos
FIEGARCH(p, d, q) as séries temporais dos log-retornos do IBovespa e dos ativos finan-
ceiros. Utilizamos tais modelos para a previsao da volatilidade e para os calculos das
medidas de risco, apresentados na Sec¢ao 6.4.

A anélise das fungoes de autocorrelagdoes amostrais, apresentada na Se¢ao 6.1, sugere
o ajuste de modelos ARMA((py, ¢1)-FIEGARCH(p2, d, ¢2), tanto para o IBovespa como
para os ativos do portfolio. Enquanto os modelos ARMA(py, q;) modelam a correlagao
entre as varidveis aleatérias, os modelos FIEGARCH (ps, d, ¢2) incorporam a existéncia da
heteroscedasticidade e da caracteristica de longa dependéncia.

Para a estimacao dos parametros dos modelos utilizamos a fungao fgarch do S-Plus.
Inicialmente, utilizamos py,q; € {0,1,2,3} e pa,q2 € {0,1}. O valor do parametro d
é estimado pelo método da quase-verossimilhanca. Selecionamos aqueles modelos que
apresentaram os menores valores para os critérios AIC, BIC e/ou o maior valor da log-
verossimilhanca. Esses valores sao apresentados, em negrito, na Tabela 6.3. Em seguida,
realizamos a andlise dos residuos destes modelos. Observamos que, para a série temporal
dos log-retornos dos precos das acoes da Gerdau, o valor quadratico dos residuos dos mo-
delos selecionados ainda apresentavam heteroscedasticidade. O problema foi solucionado
com o ajuste de um modelo com valor p; = 4.
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Tabela 6.3: Valores dos Critérios AIC, BIC e Log-verossimilhan¢a dos Primeiros Modelos
Selecionados para as Séries Temporais dos Log-retornos do IBovespa e dos Precos das

Acgoes do Bradesco, Brasil Telecom, Gerdau e Petrobrés.

ARMA | FIEGARCH Critério de Selegao
P1 ‘ q1 | po ‘ d ‘ q2 AIC BIC Log-verossimilhanca
0| 1 |0]0359]| 1| -8263,249 | -8225,066 4138,625
[Bovespa 1 2 1010350 1 |-8269,095 | -8220,003 4143,548
201 (110374 |1 | -8267,582 | -8207,580 4144,791
O 11]0(0451] 1] -7700,331 |-7662,148 3857,165
Bradesco 2| 2 | 110,447 | 1 | -7708,651 | -7643,194 3866,325
212 (100453 |1 |-7710,530 | -7655,983 3865,265
) O 1 ]0 (0584 |0 | -6921,569 | -6888,841 3466,785
%ifi)m 011 ]1]0451| 1 |-6935,136 | -6886,043 3476568
212 |110430 | 1| -6931,100 | -6865,644 3477,550
1170 ]01]0,151| 1] -7091,686 |-7053,503 3552,843
Gerdau
21 2| 11]0127| 1 |-7103,078 | -7037,622 3563,539
O 1 | 110567 ] 0| -7483,429 |-7439,792 3749,715
Petrobras O 3 | 10454 ] 1 |-7490,259 | -7430,257 3756,130
21 2 | 110450 | 1 | -7489,195 | -7423,739 3756,598

Os modelos finais selecionados, apds a anélise dos residuos, foram:

e Para a série temporal dos log-retornos {r;}1:"2® do [Bovespa, optamos pelo modelo
ARMA (p1, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, g2), com p; = 0 = py, ¢1 = 1 = ¢, dado por
Xare — 0,078 X001

oMLt

—0,346 + 0,275 Zas4-1| — 0, 166 Zpr4-1.

Mt =
Xyye =
(1 -0, 7068)(1 — 8)0’339 1n(ai4’t) =

A anadlise de residuos completa é apresentada na Tabela F.5 do Apéndice F.

e Para a série temporal dos log-retornos {ry,};:"?® dos pregos das agoes do Bradesco,

optamos pelo modelo ARMA(py, ¢1)-FIEGARCH(p2, d, ¢2), com p; = 0 = py ¢1 =
1 = ¢, dado por

X4 —0,129X, 4
Ul,tzl,t
0,374 + 0,381 Z14 1| — 0,135Z,;_,.

e =
Xl,t =
(1—-0,4538)(1 — B)***In(0?,) =

A anadlise de residuos completa é apresentada na Tabela F.6 do Apéndice F.

e Para a série temporal dos log-retornos {ry;}:?® dos pregos das agoes da Brasil

Telecom, optamos pelo modelo ARMA (p1, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, ¢2), com p; = 0,
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g1 =1, pp =1 = g, dado por

rop = 0,002+ Xy —0,103X5; 1

Xoy

(1-0,9058)(1 — B)**"In(03,) = —0,053+40,382[Zy 1| —0,331]Zs,s|
+0,044Z54 1 — 0,066 Z2,—2.

Uz,tZQ,t

A anélise de residuos completa é apresentada na Tabela F.7 do Apéndice F.

e Para a série temporal dos log-retornos {rs,};#® dos pregos das agoes da Gerdau,

optamos pelo modelo ARMA (py, ¢1)-FIEGARCH(ps, d, g2), com p; =1, ¢ = 0 = g2
e ¢o = 4, dado por

ey = —0, 14097’37,5_1 + Xg’t
X3,t = U3,t23,t
B(B)(1 = B)**In(03,) = —0,769 + 0,395 Z3,_1] — 0,046 Z3,_1,

com B(B) =1—0,2168 —0,1848% — 0, 47083 + 0, 450B*.

A andlise de residuos completa é apresentada na Tabela F.8 do Apéndice F.

e Para a série temporal dos log-retornos {ry,}}:"?® dos pregos das agoes da Petrobras

optamos pelo modelo ARMA (py, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, g2), com p; =0 = po, ¢1 =
1 = ¢, dado por

Tar = 0, 001 + X47t — O, 119X47t_1
X4,t = U4,tZ4,t
(1—-0,5758)(1 — B)**°In(03,) = —0,347+0,326[Z4—1| — 0,110Z4;;.

A anadlise de residuos completa é apresentada na Tabela F.9 do Apéndice F.

6.2.1 Previsao da Volatilidade

Nesta subsegao apresentamos a previsao da média e da variancia condicional para h = 1
até h = 10 passos a frente, para as séries temporais analisadas. Estes resultados sao
utilizados para o calculo das medidas de risco do portfolio, que apresentamos na Segao
6.4. Resultados teodricos sobre a previsao para os modelos ARMA e FIEGARCH sao
apresentados na Secao 3.4.

Lembramos que, se {r; }+cz ¢ um processo ARMA((py, ¢1)-FIEGARCH(p2, d, ¢2), definido
pelas expressoes (4.48), (4.49) e (4.50), entdo, pela expressao (3.39), a previsao da média
Tnin, b passos a frente é dada por

p1 q1
Tnh = Qo + E Gifnh—i — E 0; X h—j,
=1

J=0

com Tpip = Tuip, Se h < 0; Xn+h = Xuyun, se h < 0e X’Mh = 0, se h > 0, pois
XnJrh = E(X,1n|F,) = 0. A previsao do logaritmo da variancia condicional h passos a
frente é dada pela expressao (3.55). A previsao da média e da volatilidade, para as séries
temporais analisadas, sao apresentadas na Tabela 6.4.
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Tabela 6.4: Previsao da Média e da Variancia Condicional dos Log-retornos dos IBovespa
(Apr) e das Agoes do Bradesco (A;p), Brasil Telecom (Ay), Gerdau (Ajz) e Petrobrés (Ay)
para os Horizontes h = 1,--- | 10.

An Ay Ay As Ay
bl Prpntn | OMmsn | Tinth | Olnth | T2m4h | O2nth | P3nth | O3;n4h | Tanth | Oanth
1 |-0,0012 | 0,0179 | 0,0031 | 0,0215 | -0,0030 | 0,0319 | -0,0041 | 0,0256 | 0,0019 | 0,0176
2 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0221 | 0,0018 | 0,0219 | 0,0000 | 0,0248 | 0,0014 | 0,0179
3 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0226 | 0,0018 | 0,0194 | 0,0000 | 0,0195 | 0,0014 | 0,0185
4 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0230 | 0,0018 | 0,0181 | 0,0000 | 0,0293 | 0,0014 | 0,0190
5 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0233 | 0,0018 | 0,0175 | 0,0000 | 0,0235 | 0,0014 | 0,0194
6 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0236 | 0,0018 | 0,0171 | 0,0000 | 0,0219 | 0,0014 | 0,0197
7 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0238 | 0,0018 | 0,0169 | 0,0000 | 0,0280 | 0,0014 | 0,0200
8 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0239 | 0,0018 | 0,0168 | 0,0000 | 0,0219 | 0,0014 | 0,0202
9 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0241 | 0,0018 | 0,0169 | 0,0000 | 0,0233 | 0,0014 | 0,0204
10 | 0,0000 | 0,0182 | 0,0000 | 0,0242 | 0,0018 | 0,0170 | 0,0000 | 0,0261 | 0,0014 | 0,0206

Observamos que, para h > 1, o valor de o/, é constante, o que nao ocorre para os
ativos A;, para cada i = 1,---,4. Aparentemente, para os ativos A; e Ay estes valores
estao crescendo, enquanto que para o ativo As, os valores decrescem. Para o ativo Az o
comportamento parece ser aleatorio.

6.3 Estatisticas Descritivas dos Ativos Financeiros

Na Tabela 6.5 apresentamos as estatisticas descritivas das séries temporais analisadas.
Observamos que todos os ativos apresentam desempenho semelhante, quantificado pelo
valor da mediana dos retornos diarios igual a zero em todos os casos. Entretanto, esse
valor estd abaixo daquele apresentado pelo mercado (0,0014) no mesmo periodo. O ativo
que apresentou maior variabilidade foi o A, com variancia igual a 0,0013, sendo esse valor
maior do que a variancia do mercado, que é igual a 0,0008. O ativo A; é o menos volatil,
com variancia igual a 0,0009. Entre todos os ativos, o que apresentou o menor retorno
no periodo foi o ativo A, (-0,3530), e este foi menor do que o menor retorno apresentado
pelo mercado no mesmo periodo (-0,1721). O ativo que apresentou o maior retorno no
periodo foi o A; (0,2933) e foi superior ao maior retorno do mercado (0,2883) no periodo.
Percebemos também que, para todas as séries temporais de log-retornos, a funcao de
distribuicao dos dados é aproximadamente simétrica, dado que a medida de assimetria
assume valores pequenos. Entretanto, todas as séries temporais podem ser consideradas
como de caudas pesadas. A série temporal dos log-retornos do ativo A; apresenta o maior
valor da medida de curtose (11,9990) e esse valor é menor do que o da medida de curtose
do mercado (15,5581).
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Tabela 6.5: Estatisticas Descritivas para as Séries Temporais dos Log-retornos do [ndice
do Mercado (Ayy) e dos Pregos das Agoes do Bradesco (A;), Brasil Telecom (Ajy), Gerdau
(A3) e Petrobréas (Ay).

Ativo Ay A, As Ay Aum
Média 0,0010 | 0,0006 | 0,0009 | 0,0010 | 0,0007
Variancia | 0,0009 | 0,0013 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0008
Mediana | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0014
Méximo | 0,2933 | 0,1676 | 0,2092 | 0,2068 | 0,2883
Minimo | -0,2162 | -0,3530 | -0,1507 | -0,2103 | -0,1721
Assimetria | 0,2390 | -0,5773 | 0,3675 | -0,0738 | 0,6920
Curtose | 11,9990 | 10,6346 | 6,5431 | 9,1426 | 15,5581

6.3.1 Calculo dos Pesos do Portfolio

Nesta secao apresentamos o calculo do portfolio eficiente utilizando o método descrito na
Secao 4.3. O portfolio é representado por P = {A;, Ay, Az, A4}, onde A; representa as
acoes do Bradesco, A; as acoes da Brasil Telecom, A3 as agoes da Gerdau e A, as acgoes
da Petrobrés. O vetor de pesos é representado por a = (ay, as, ag, ays)’. Utilizamos a taxa
SELIC, cujo log-retorno médio no periodo ¢é igual a Rr = 0,02, como ativo livre de risco.
Sob essas condigoes, utilizando a expressao (4.22), obtemos

(ar, as, a3, as) = (0, 3381;0,1813; 0, 3087; 0, 1719), (6.1)

isto é, 33,81% do valor total a ser investido serd aplicado no ativo A;; 18,13% no ativo
As: 30,87% no ativo Az e 17,19% no ativo Ay.

6.3.2 Modelo CAPM para as Séries Temporais

Nesta subsecao apresentamos o calculo do coeficiente (3 para os ativos do portfolio. Como
citado na subsecao anterior, estamos considerando, como ativo livre de risco, a taxa
SELIC. Na Tabela 6.7 apresentamos a correlacdo amostral entre as séries temporais ana-
lisadas. Observamos que os ativos possuem correlacao significante, tanto entre si, como
com o mercado financeiro.

Os métodos de estimagao para o coeficiente angular 5 do modelo CAPM sao descritos

na Subsecao 4.3.2. Os valores estimados do parametro (3;, para cada ¢ = 1,--- ,4 sao
dados por
B =0,9525, By = 1,0508, B3 = 1,1267 e B4 =1,0153.

Note que, para o ativo Ay, §; < 1, o que significa que esse ativo é defensivo. No entanto,
G; > 1, para i = 1,2, 3, o que significa que esses ativos sao agressivos, isto é, se houverem
quedas no indice do mercado, os retornos dos ativos sofrerdo quedas maiores (em termos
de porcentagem) do que a queda do indice do mercado. De forma anéloga, se o indice do
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mercado sofrer um determinado crescimento, o aumento sofrido pelos retornos sera maior.
Pelas expressoes (4.31) e (6.1) segue que o Gp do portfolio é dado por

Bp = 0,3381 x 0,9525 4 0, 1813 x 1,0508 40, 3087 x 1,1267 + 0,1719 x 1,0153 = 1, 0349.

Obtivemos (p = 1,0349, o que indica que, se o indice do mercado sofrer um aumento de
10%, o valor do portfolio sofrera um aumento de 10, 35%. Note que, sob o modelo CAPM,
o retorno esperado do ativo A; é dado por

E(R;) = Rr + 3;(E(Ry) — Rp), paracada i=1,---,4.

O valor E(Ryy) ¢é estimado através da média amostral dos retornos do mercado. Os valores
da média amostral das séries temporais foram obtidos da Tabela 6.5. Lembramos que o
log-retorno médio do ativo livre de risco para o periodo é igual a 0,02. Segue que

E(R;) = 0,02+ ﬁi(o, 0007 — 0, 02)7 para cada i=1,--- 4.

Assim, o retorno esperado para o periodo de investimento, segundo o modelo CAPM, é
dado por

E(R,) = 0,0016, E(R;) = —0,0003, E(Rs)=—0,0017 e E(Ry)=0,0004.

A Tabela 6.6 apresenta os valores (observados) dos retornos de periodos 1 e 10 dias, que séo
dados, respectivamente, por X; 1991 € X; 1.990[10], paracadai =1,--- , 4, a média amostral
dos retornos observados e os retornos estimados pelo modelo CAPM. Comparando com

Tabela 6.6: Retornos dos Ativos.
Ay -0,0026 | -0,0156 | 0,0016 | -0,013
As 0,0301 | -0,0343 | -0,0003 | -0,017
As 0,0680 | 0,2456 | -0,0017 | -0,040
Ay 0,0021 | -0,0551 | 0,0004 | 0,003

Nota: .Rz = Xi’l‘ggl (§ Rz[].O] = Xi’1.990[10].

os valores obtidos pelo modelo CAPM notamos que, para o ativo A; (Bradesco) o log-
retorno observado foi menor que o retorno estimado, enquanto que, para os outros ativos
os resultados obtidos através do modelo CAPM foram inferiores aos observados. Para um
periodo h = 10 dias o retorno previsto pelo modelo CAPM s6 foi inferior aos log-retornos
observados no caso do ativo As.

O coeficiente o das agoes, que indica se elas estao subavaliadas ou superavaliadas, é
definido pela expressao (4.29). Para este portfolio temos:

a; = —0,0006, a3 =0,0009, a3=0,0026 e o4 =0,0006.

Na visao do investidor, as ac¢oes do ativo A; estao superavaliadas pelo mercado (a < 0)
o que devera proporcionar uma rentabilidade inferior aquela calculada pelo modelo de
equilibrio (CAPM). Portanto, devem ser vendidas. Enquanto que, para os outros ativos,
o valor positivo do coeficiente « indica que, as agoes estao subavaliadas, isto é, seu preco
¢ menor do que seu valor intrinseco. Sendo assim, é conveniente compra-las.

171



Tabela 6.7: Matriz de Correlagao Amostral dos Log-retornos.

’ H [Bovespa \ Bradesco \ Brasil Telecom \ Gerdau \ Petrobras ‘

[Bovespa 1,0000 0,7024 0,7817 0,7379 0,8373
Bradesco 0,7024 1,0000 0,6887 0,4517 0,5982
Brasil Telecom || 0,7817 0,6887 1,0000 0,5895 0,6435
Gerdau 0,7379 0,4517 0,5895 1,0000 0,5927
Petrobras 0,8373 0,5982 0,6435 0,5927 1,0000

6.4 Calculo das Medidas de Risco VaR e ES

Nesta secao calculamos as medidas de risco baseadas na distribuicao das perdas do port-
folio. Como sugerido por Palaro e Hotta (2006), utilizamos a série de log-retornos do
portfolio, definida pela expressao (4.14). O calculo das medidas de risco VaR e ES foi
realizado utilizando-se as diferentes abordagens discutidas na Secao 4.5.2. Apresentamos
também o cédlculo das medidas de risco VaR e ES, considerando tanto a distribuicao condi-
cional, como a distribui¢ao nao-condicional do vetor de mudancas de fatores de risco. Para
isso utilizamos, respectivamente, a abordagem RiskMetrics (modelo EWMA) e o método
da variancia-covariancia. Por fim, apresentamos a analise das medidas de risco para cada
ativo do portfolio. Lembramos que a medida ES é uma medida de risco coerente, no
sentido da Definicao 4.2. Além disso, por definicao, VaR < ES. Sendo assim, obtendo o
ES de cada ativo obtivemos uma cota superior para o VaR do portfolio.

Para os cdlculos realizados fixamos:

e os fatores de risco para este portfolio sao os logaritmos dos precos das acoes. Sendo
assim, o vetor de fatores de risco é dado por

Z, = (Zl,ta ZQ,t7 Zs,t, Z4,t>/ = (ln(Pl,t)a ln(Pz,t), hl(Ps,t), IH(P4,t))/,

onde P;; é o preco da acao do ativo A;, no instante ¢, para ¢ = 1,2,3,4. Como
conseqiiéncia, o vetor de mudancas de fatores de risco X, definido pela expressao
(4.34), é dado por

/ /
X, = (X1,t>X2,t,X3,t7X4,t) = (7’1,m7’2,t77‘3,t;7“4,t) )
onde r;;, para ¢ = 1,2,3 e 4, é o log-retorno do ativo A;, no instante ;

e a perda do portfolio no instante t é representada pela variavel aleatéria L, definida
pela expressao (4.32). Na prética, os retornos simples e os log-retornos sao valores
muito préximos e pela expressao (4.39), apresentada no Exemplo 4.4, assumimos
que a perda do portfolio, no tempo t, é dada por

4
Ly = -V, Z ;T = _V;fflrp,ta (6-2)
i=1

onde V;_; é o valor do portfolio no instante t — 1 e a@ = (a1, as, as,aq)’ é o vetor de
pesos dado pela expressao (6.1), r;+ ¢ o log-retorno do ativo A; no tempo t e rp; é
o log retorno do portfolio no tempo t.
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e a funcao de distribuicao considerada para o cédlculo das medidas de risco, para todas
as abordagens foi a normal multivariada (ou univariada).
Note que, pela expressao (4.38), se ¢; é o niimero de agoes do ativo A;, entao

a; Vo
G = ’
P

paracadat=1,--- .4,

onde V; ¢ o capital inicial investido no portfolio, P, é o prego unitario no instante inicial
das agoes do ativo A;, paracadai =1,--- ,4ea = (a1, a9, as, ay)’ sdo os pesos do portfolio,
dados pela expressao (6.1). Sendo assim, pela expressao (4.36), o valor V; do portfolio, no
instante ¢, é dado por

ag
P27

a3
P3,

V=V, (ﬂPM +

P+
Py 0 !

Pg,t+;—4p47t> L t=1,n,
0 4,0

onde n é o tamanho amostral, P,; é o preco unitdrio das acoes do ativo A;, para cada
t =1,---,4, no instante t. Como exemplo, assumimos que o instante inicial é igual ao
primeiro dia de observacao das séries temporais. A Figura 6.9 apresenta a série temporal
dos valores do portfolio {V;}}-, e a dos log-retornos do portfolio para o periodo de janeiro
de 1995 a dezembro de 2001. Comparando a série temporal dos valores do portfolio com
a série temporal do indice de mercado, apresentada na Figura 6.1, observamos que ambas
apresentam um comportamento muito semelhante.

0.1

0.0

T T T T T T T T
o 500 1000 1500 o 500 1000 1500
(a) (b)

Figura 6.9: Séries Temporais: (a) Valores do Portfolio P; (b) Log-retornos do Portfolio
no Periodo de Janeiro de 1995 a Dezembro de 2001.

A série temporal das perdas do portfolio e sua funcao densidade de probabilidade
sao apresentadas na Figura 6.10. Observamos que a maior perda ocorre em t = 698
com L; = 0,3729 (ou seja, o maior ganho, que é igual a aproximadamente R$ 0,37 por
cada real investido) e a menor perda ocorre em ¢t = 1.244, com L, = —0,3402 (ou seja,
aproximadamente R$ 0,34 por cada real investido). A maior perda corresponde a mudanga
no valor do portfolio, ocorrida entre 24/10/1997 (sexta-feira) e 27/10/1997 (segunda-feira).
Nesse periodo o valor do indice Bovespa passou de 11.545,20 para 9.816,80 pontos, o que
representa uma queda de 14,97%. Nessa data também ocorreram grandes quedas nos
indices Dow Jones ( 7,18%) e S&P 500 (6,87%). Este perfodo é marcado pela forte
crise na Asia. O maior ganho no portfolio corresponde a variacao ocorrida no periodo
de 13/01/2001 a 14/01/2001. O IBovespa apresenta uma alta de 2,08% neste periodo.
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Enquanto que, para o mercado mundial temos que em 14/01/2000 o valor do indice Dow
Jones foi de 11.722,98 pontos. Esse valor s6 foi superado em 03/10/2006, quando o indice
atingiu 11.727,34 pontos.

Essa anédlise nos fornece uma idéia do que aconteceria se um investidor mantivesse
seu portfolio constante durante o periodo considerado. Na pratica, o investidor compra
e vende agoes a fim de obter melhores rendimentos. Sendo assim, a analise das medi-
das de risco é feita considerando-se ou a série temporal dos log-retornos do portfolio ou
(equivalentemente) as séries temporais dos log-retornos dos ativos do portfolio.

0.4
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Figura 6.10: (a) Série Temporal das Perdas do Portfolio no Periodo de Janeiro de 1995 a
Dezembro de 2001; (b) Funcao Densidade de Probabilidade das Perdas do Portfolio.

Apresentamos a seguir os resultados da estimagao das medidas de risco VaR e ES
considerando a série temporal dos log-retornos do portfolio. Para calcular o VaR,, ,4+1 do
portfolio, onde n = 1.729 é o tamanho amostral e p é o nivel de confianca, lembramos que

VaRp 1 =inf{l e R: P(L,,41 > ¢) <1-—p},
onde L, 1 é dada pela expressao (6.2). Pela expressao (4.42)
E(Lny1) = —Vpa'n e Var(Ly,) = V’a'Xa,

onde a = (ay,as,as,as) é o vetor de pesos, dado pela expressao (6.1), p é o vetor das
médias dos ativos, dado por

B = (E(Tl,n—&-l)» E(TQ,n—H)a E(TS,n-&-l)» E(m,n—&-l))/a

3} é a matriz de variancias - covariancias e V,, é o valor do portfolio, que é conhecido
no instante n (neste caso, n é o tamanho amostral). Assumimos que, tanto a fungao
de distribuicao condicional como a nao-condicional das perdas é a funcao de distribuicao
normal e utilizamos as abordagens descritas na Subsecao 4.5.2 para o calculo das medidas
de risco.

Para o calculo do VaR e do ES sob a abordagem econométrica, observamos que a
funcao de autocorrelacao amostral da série temporal dos log-retornos do portfolio apre-
senta valores significativos para h > 1. Para modelar essa dependéncia utilizamos modelos
ARMA (p1,q1). A funcdo de autocorrelagao amostral dos valores quadréticos dessa série
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temporal indica heteroscedasticidade e longa dependéncia, o que é confirmado pelos val-
ores da funcao periodograma, apresentada na Figura 6.12. Apresentamos os valores das
funcoes de autocorrelagao amostral destas duas séries temporais na Figura 6.11. O modelo
ARMA (p1, ¢1)-EGARCH (pa, g2) selecionado, apés a anédlise de residuos, foi o que apresen-
tou o menor numero de parametros e é apresentado na Tabela F.10 do Apéndice F. O
critério de selegao do modelo ARMA (py, ¢ )-FIEGARCH (ps, ¢2) para a série temporal dos
log-retornos do portfolio é apresentado na Secao F.2 do Apéndice F.
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Figura 6.11: Fungao de Autocorrelagaio Amostral da Série Temporal: (a) {rp,}2® dos
Log-Retornos do Portfolio; (b) {r2,}{7® dos Valores Quadraticos dos Log-retornos do

Portfolio.
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Figura 6.12: Fungao Periodograma da Série Temporal {r7 ;}-75°.
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Os resultados da estimacao das medidas de risco VaR e ES, utilizando a série tempo-
ral dos log-retornos do portfolio, sao apresentados na Tabela 6.8. Lembramos que, para o
cdlculo das medidas de risco, utilizamos a série temporal {—rp,}:"2%. Sendo assim, para
calcular o valor em risco, em reais, do portfolio no instante n + 1, devemos multiplicar os
valores apresentados na Tabela 6.8 pelo valor do portfolio no instante n, V,,. Lembramos
que os valores reais observados para os log-retornos 7; 1729, para cada ¢ = 1,--- ,4, das
séries temporais analisadas sao, respectivamente, -0,0026, 0,0301, 0,0680 e 0,0021. Por-
tanto, o log-retorno do portfolio, em t = n + 1 é igual a 0,0259 e, conseqiientemente, a
perda do portfolio é igual a L1 = =V, X 1p 11 = =V, x 0,0259.

A Figura 6.13 mostra a funcao densidade de probabilidade da série temporal {—r5; };-72%,

juntamente com o valor observado —7p,4+1 € os estimados VaR,, 41, para p = 99%. Ob-
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servamos que o valor estimado, utilizando-se os processos FIEGARCH, foi o que mais se
aproximou do valor observado.

Os resultados na Tabela 6.9 sao referentes a estimativa das medidas de risco con-
siderando a funcao de distribuicao multivariada do vetor de mudancas de fatores de risco
X = (rig, 724,734, 744). Neste caso, apresentamos o calculo do VaR considerando a
fungao de distribuigao multivariada, ndo-condicional (abordagem VaR Normal, expressao
(4.43)) e a funcgao de distribuigdo multivariada condicional (abordagem VaR EWMA,
expressao (4.47)), do vetor aleatério X,;. Comparando os resultados apresentados nas
Tabelas 6.8 e 6.9, observamos que os valores obtidos, para o VaR Normal, em ambos os
casos foram os mesmos. Entretanto, para a abordagem VaR EWMA os valores encontra-
dos considerando a funcao de distribui¢ao univariada dos log-retornos do portfolio foram
inferiores aos obtidos utilizando-se a funcao de distribuicao multivariada dos fatores de
mudanga de risco (log-retornos dos ativos).

Tabela 6.8: Valores Estimados para as Medidas de Risco VaR e ES para os Log-retornos
do Portfolio, ao Nivel de Confianca p = 95% e 99% para o Horizonte h = 1 Dia. Caso
Univariado.

Abordagem || p | VaR, .41 | ESp i
pooes || 0.95 ] 00369 | 0,058
P 0,99 | 00703 | 0,0966
Normal 0,95 | 0,0398 | 0,0712
orma 0,99 | 0,0566 | 0,0923
0,95 | 0,0321 | 0,0583

EWMA 0,99 | 0,0461 | 0,0759
0,95 | 0,0353 | 0,0625

EGARCH 1l 599 | 0.0499 | 0.0808
0,95 | 0,0247 | 0,0437

FIEGARCH 1 "o9 | 010349 | 0.0564
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Figura 6.13: Funcdo Densidade de Probabilidade da Série Temporal {—7p,}- 2% com
Valor Observado de —75 41 € Valores Estimados para o VaR;, » n+1, ao Nivel de Confianga
p = 99%.
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Tabela 6.9: Valores Estimados para as Medidas de Risco VaR e ES para a Série Temporal
dos Log-retornos do Portfolio ao Nivel de Confianca p = 95% e 99% para o Horizonte
h = 1. Caso Multivariado.

Abordagem | p | VaR,,.11 | ESpnsi

0,95 | 0,0398 0,0712
0,99 | 0,0566 0,0923
0,95 | 0,2131 0,3788
0,99 | 0,3018 0,4898

Normal

EWMA

Os resultados que seguem referem-se ao calculo das medidas de risco para os ativos in-
dividuais do portfolio. Para o célculo das medidas de risco, sob a abordagem econométrica,
os modelo ARMA(p1, ¢1)-EGARCH(p2, g2) selecionados, apds a anélise de residuos, foram
0s que apresentaram o menor numero de parametros. Estes modelos sao apresenta-
dos na Segao F.2 do Apéndice F. O processo de selegdo dos modelos ARMA (py, ¢1)-
FIEGARCH(ps, d, ¢2) para as séries temporais dos log-retornos dos ativos do portfolio é
apresentado na Secao 6.2 deste capitulo.

Tabela 6.10: Valores Estimados do VaR para as Séries Temporais dos Log-retornos dos
Ativos do Portfolio, ao Nivel de Confianca p = 95% e 99% para o Horizonte h = 1.

1
Abordagem | p | VaRpi 41 | VaRpont1 | VaRp 341 | VaRpant1 Z a;VaRy, ; nt1
i=1
. 0,95 | 0,0427 0,0508 0,0494 0,0483 0,0472
Empirico
0,99 | 0,0785 0,1023 0,0870 0,0905 0,0875
0,95 | 0,0487 0,0582 0,0535 0,0539 0,0528
Normal
0,99 | 0,0693 0,0825 0,0761 0,0767 0,0750
0,95 | 0,2648 0,3056 0,3024 0,2511 0,2814
EWMA
0,99 | 0,3751 0,4327 0,4281 0,3557 0,3985
0,95 | 0,0370 0,0633 0,0565 0,0342 0,0473
EGARCH
0,99 | 0,0536 0,0875 0,0783 0,0489 0,0666
0,95 | 0,0385 0,0495 0,0380 0,0308 0,0390
FIEGARCH
0,99 | 0,0531 0,0712 0,0555 0,0428 0,0554

Comparando os valores apresentados nas Tabelas 6.10 e 6.11 com aqueles apresentados
na Tabela 6.8, observamos que, para este portfolio, ambas as desigualdades

4 4
VaRp pni1 < ZaivaRp,i,n+l e ESppnt1 < ZaiESp,i,n+l>
i=1 i=1

sao validas. Observamos que o VaR calculado pela abordagem econométrica, utilizando os
processos FIEGARCH foi o que mais se aproximou dos valores reais observados —r; 1729,
para cada ¢ = 1,---,4, que sao dados, respectivamente, por 0,0026, -0,0301, -0,0680
e -0,0021 (segue que —7p 1729 = —0,0259). Note que as perdas foram superestimadas
(se estivéssemos analisando a cauda direita da funcao de distribui¢do, as perdas seriam
subestimadas). Esse fato, amplamente discutido na literatura, ja era esperado. Isso ocorre
porque utilizamos a funcao de distribuicao normal para estimar as medidas de risco.

177



Tabela 6.11: Valores Estimados do ES para as Séries Temporais dos Log-retornos dos
Ativos do Portfolio, ao Nivel de Confianca p = 95% e 99% para o Horizonte h = 1.

4
Abordagem p ESp1ms1 | ESp2ntt1 | ESpsntt1 | ESpant1 Z a;ESy i nt1
i=1
o 0,95 | 0,0672 0,0731 0,0623 0,0679 0,0669
Empirico
0,99 | 0,1133 0,1163 0,1049 0,1202 0,1124
0,95 | 0,0871 0,1037 0,0956 0,0964 0,0943
Normal
0,99 | 0,1128 0,1341 0,1238 0,1249 0,1221
0,95 | 0,4707 0,5428 0,5370 0,4464 0,5001
EWMA
0,99 | 0,6086 0,7017 0,6942 0,5771 0,6465
0,95 | 0,0680 0,1085 0,0973 0,0616 0,0833
EGARCH
0,99 | 0,0887 0,1388 0,1246 0,0799 0,1074
0,95 | 0,0658 0,0901 0,0706 0,0532 0,0695
FIEGARCH
0,99 | 0,0841 0,1172 0,0924 0,0682 0,0900

6.5 Analise de Cenarios (Teste de Estresse)

Para realizar o teste de estresse, utilizamos duas abordagens diferentes, sendo que, a
primeira delas consiste na escolha dos cendrios baseado nos dados histéricos, este é o
denominado teste de estresse tradicional, a segunda abordagem consiste na escolha dos
cenarios sob um certo dominio de admissibilidade, obtendo entao a medida denominada
perda mdzima, ou MazLoss.

Para realizar o teste de estresse assumimos que os fatores de risco sao os logaritmos dos
pregos dos ativos do portfolio. Para o calculo dos valores ¢;, para ¢ = 1,--- .4, definidos
pela expressao (4.67), (estes valores indicam o quanto o valor do portfolio é afetado pela
variacao de cada fator de risco) consideramos o valor atual dos pregos dos ativos, isto é,
P,,,paracadai=1,--- ,4e A; =0,05 paracadat=1,--- ,4 en = 1.729. Obtivemos
0; = —a;, para cada i = 1,--- ,4, onde a; é o peso do ativo A;. Isso indica que o fator de
risco que mais influéncia no preco do portfolio é o logaritmo do preco do ativo que possui
a maior participacao porcentual, em relacao ao total do portfolio.

6.5.1 Construgao dos Cenarios Utilizando Dados Histoéricos

Para a construcao de cenarios baseados em dados historicos determinamos a variacao
maxima de cada fator de risco e, em seguida, combinamos tudo em um tnico cenario. Os
procedimentos utilizados nesta subsecao para determinar a variacao maxima dos fatores
de risco sao descritos na Subsecao 4.6.3. A notacao utilizada nas tabelas que seguem é
aquela definida na Subsec¢ao 4.6.3.

Lembramos que, como os fatores de risco sao o logaritmo dos precos, a variagao dos
fatores de risco, para um periodo h, sao os log-retornos de periodo h (veja Definigdo
4.5). Na Tabela 6.12 apresentamos as variagoes maximas e minimas dos fatores de risco
(ou seja, os log-retornos maximos e minimos) para cada um dos ativos e para o mercado
financeiro, durante o periodo histérico, considerando janelas de 1 e de 10 dias. Os cenarios
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considerados sao apresentados na Tabela 6.13. Por defini¢ao, X; g; representa o valor do
log-retorno do ativo A; sob o cenario Sj, para cada i = 1,---,4e j =1,---,12. Os
cenarios sao definidos por

e Cendrios S1, S2 e S3: sao os cenarios otimistas, formados pelos log-retornos maximos
dos ativos, obtidos pelo método StE e DD, com janelas de 1 e 10 dias.

e Cendrios S4, S5 e S6: sao os cendrios pessimistas, formados pelos retornos minimos
dos ativos, obtidos pelo método StE e DD, com janelas de 1 e 10 dias.

e Cenarios S7, S8 e S9: sao os cenarios otimistas, construidos considerando-se os log-
retornos maximos (obtido das observagoes histéricas) do mercado e os coeficientes
0;, para cada i = 1,--- ,4, fornecidos pelo modelo CAPM.

e Cenarios S10, S11 e S12: sao os cenarios pessimistas, construidos considerando-se os
log-retornos minimos do mercado (obtido das observagoes histéricas) e os coeficientes
0;, para cada i = 1,--- , 4, fornecidos pelo modelo CAPM.

Tabela 6.12: Variacoes Maximas e Minimas dos Log-retornos dos Ativos do Portfolio e
dos Log-retornos do Mercado.

1 dia (StE) 10 dias (StE) 10 dias (DD)

Ativo | Max Min Max Min Max Min
Ay ] 0,2883 | -0,1721 | 0,2360 | -0,2853 | 0,3848 | -0,3713
Ay 10,2933 | -0,2162 | 0,3010 | -0,4761 | 0,3669 | -0,4761
Ay 10,1676 | -0,3530 | 0,3223 | -0,5626 | 0,4037 | -0,5626
Az 10,2094 | -0,1508 | 0,3390 | -0,3111 | 0,4558 | -0,3189
A, ]0,2068 | -0,2103 | 0,3495 | -0,2970 | 0,4242 | -0,4937

Tabela 6.13: Cenérios para o Teste de Estresse.

1,55 2,55 3,55 4,55

S1 0,2933 | 0,1676 | 0,2094 | 0,2068
S2 0,3010 | 0,3223 | 0,3390 | 0,3495
S3 0,3669 | 0,4037 | 0,4558 | 0,4242
S4 | -0,2162 | -0,3530 | -0,1508 | -0,2103
S5 || -0,4761 | -0,5626 | -0,3111 | -0,2970
S6 || -0,3713 | -0,5626 | -0,3189 | -0,4937
ST 0,2746 | 0,3030 | 0,3249 | 0,2927
S8 0,2248 | 0,2480 | 0,2659 | 0,2396
S9 0,3665 | 0,4043 | 0,4335 | 0,3907
S10 || -0,1639 | -0,1808 | -0,1939 | -0,1747
S11 || -0,2717 | -0,2998 | -0,3214 | -0,2896
S12 || -0,3537 | -0,3902 | -0,4184 | -0,3770
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Os log-retornos do portfolio sob cada cendrio sao apresentados na Tabela 6.14. Os
log-retornos reais observados do portfolio para 1 e 10 dias foram, respectivamente, 0,0259
e 0,0548. Observamos que, em ambos 0s casos, os log-retornos reais foram superiores aos
previstos pelos cendrios pessimistas. Entretanto, todos os cenarios otimistas superesti-
maram os log-retornos reais.

Tabela 6.14: Valores dos Log-retornos do Portfolio sob os Diferentes Cenarios.

Cenério | 7pg; | Cendrio | 75g; | Cenério | 75g; | Cenario | 75g;
S1 0,2297 S4 -0,2198 S7 0,2984 S10 -0,1781
S2 0,3249 S5 -0,4100 S8 0,2442 S11 -0,2952
S3 0,4108 S6 -0,4463 S9 0,3982 S12 -0,3843

6.5.2 Perda Maxima sob Dominios de Admissibilidade.

Nesta subsecao apresentamos a andalise de cenarios escolhidos sob um dominio de admissi-
bilidade. A perda calculada sob esses cendrios é denominada perda maxima, ou MaxLoss.
Pela expressao (5.5), segue que o portfolio é linear, no sentido discutido na Subsegao 4.6.4.
Portanto, segue do Teorema 4.1, que a um nivel de confianca p%, a perda maxima do
portfolio é dada pela expressao (4.68) e o cendrio onde isso ocorre é dado pela expressao
(4.69).

Na Tabela 6.15 apresentamos a perda méaxima do portfolio calculada para diferentes
valores de p e os respectivos cendrios para os quais essa perda ocorre. Por definicao 7; ar,
paracadai = 1,--- ,4 representa o log-retorno do ativo A; sob o cenario de perda maxima.
Observando as Tabelas 6.14 e 6.15, percebemos que as perdas que ocorrem sob os cenarios
pessimistas construidos sob dados historicos sao maiores que aquelas que ocorrem quando
consideramos cenarios sob um certo dominio de admissibilidade. Para todos os valores de
p, a perda maxima estimada foi maior que a perda real observada no instante n + 1, que
foi igual a —r, = -0,0259.

Tabela 6.15: Perda Maxima do Portfolio para Diferentes Valores de p e seu Respectivo
Cenario.

Cendrio

p MazxLoss T1,ML To,ML T3,ML T4,ML
0,50 | -0,0453 | -0,0451 | -0,0460 | -0,0453 | -0,0449
0,55 | -0,0475 | -0,0473 | -0,0482 | -0,0475 | -0,0471
0,65 | -0,0521 | -0,0519 | -0,0529 | -0,0521 | -0,0517
0,75 | -0,0574 | -0,0572 | -0,0583 | -0,0574 | -0,0569
0,85 | -0,0642 | -0,0640 | -0,0652 | -0,0642 | -0,0637
0,95 | -0,0762 | -0,0759 | -0,0773 | -0,0762 | -0,0756
0,99 | -0,0901 |-0,0897 | -0,0915 | -0,0901 | -0,0894
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Capitulo 7

Conclusoes

No Capitulo 1 desta dissertacao tratamos dos principais conceitos necessarios a com-
preensao e ao estudo dos modelos para séries temporais. Além de apresentar as idéias
basicas sobre processos estocasticos, apresentamos as principais defini¢oes relacionadas a
eles, tais como estacionariedade, ergodicidade, fungoes de autocovariancia, autocorrelagao
e densidade espectral. Também apresentamos as defini¢oes das medidas de assimetria e
curtose. Definimos uma série temporal como sendo uma realizacao, ou parte de uma
realizacao, de um processo estocastico e apresentamos as versoes amostrais das fungoes
citadas anteriormente. Também apresentamos algumas defini¢oes envolvendo os processos
lineares e relembramos alguns dos principais teoremas relacionados a eles. Além disso,
retomamos alguns resultados basicos sobre séries de poténcias que foram utilizados na
demonstracao de resultados nos capitulos seguintes.

No Capitulo 2 apresentamos os principais processos nao-lineares utilizados na litera-
tura para modelar séries temporais que apresentam heteroscedasticidade. Apresentamos
condicoes necessdrias e suficientes para a estacionariedade e ergodicidade destes proces-
sos. Mostramos que os processos ARCH possuem uma representacao AR para o valor
quadratico do processo, que os processos GARCH possuem uma representacao ARMA
para tais valores e que os processos FIEGARCH possuem uma representacao ARFIMA

’

para o logaritmo do quadrado da volatilidade. Também mostramos que, se {X;}cz é
um processo FIEGARCH(p, d, q) e se ]E([ln(Zf)}z) < 00 e E(Z;In(Z})) < oo, para todo
t € Z, entao o processo estocastico {In(X?)}icz ¢ um processo ARFIMA(q,d,0), com
inovacoes que, em geral, sao nao-Gaussianas.

No Capitulo 3 relembramos os principais resultados relacionados a analise da funcao
de autocorrelagao amostral, o teste de normalidade Jarque-Bera e os principais critérios de
selecao de modelos, presentes na literatura, que utilizam o estimador de maxima verossimi-
lhanca para a variancia mais uma funcao penalizadora. Também apresentamos alguns dos
testes de adequagao do modelo, que baseiam-se na funcao de autocorrelacao amostral dos
residuos e as principais estatisticas de teste para detectar longa dependéncia, encontradas
na literatura. Tratamos da estimagao dos parametros dos modelos, apresentamos os
métodos de estimacao de pseudo-maxima verossimilhanca e ressaltamos que a quase-
maxima verossimilhanga é um caso particular desse método. E além disso, apresentamos
resultados relacionados a previsao de valores futuros para o processo estocastico a partir
de um modelo ajustado. Estabelecemos uma relacao entre a estimagao para modelos
lineares e nao-lineares.

No Capitulo 4 tratamos da andlise dos riscos para séries temporais financeiras. Apre-
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sentamos o método de média-variancia para selecao de portfolios eficientes e o modelo de
precificagao de ativos (CAPM), que utilizamos como ferramenta para anélise da correlagao
dos ativos com o mercado financeiro. Definimos distribuicao de lucros e perdas, fatores de
risco e funcoes de risco. Também apresentamos a definicao de medida de risco coerente e
as principais medidas de risco utilizadas na literatura.

No Capitulo 5 apresentamos os resultados que obtivemos a partir da andlise de séries
temporais simuladas. Tais séries temporais foram geradas a partir de processos FIE-
GARCH, com parametros semelhantes aos dos modelos ajustados as séries temporais
reais analisadas no Capitulo 6. Utilizamos, para estimacao dos parametros dos modelos,
a funcao fgarch do programa S-Plus. Comparando os valores utilizados na simulagao com
aqueles ajustados as séries temporais percebemos que, com excecao do modelo M2, para
os demais modelos o valor estimado para o parametro d estd muito proximo do valor
simulado. Essa proximidade foi confirmada pelo valor do erro quadratico médio. Quanto
aos demais coeficientes, a precisao dos seus ajustes varia de modelo para modelo, mas em
geral, o erro quadrético médio é menor do que 0,0773.

Apresentamos também a estimacao do parametro d utilizando as séries temporais
{X?. 1) e {In(X7,)}i,. Para os métodos R/S, R/S,,, KPSS e V/S, utilizamos n = 40 e
n = 100 como nimero minimo de observacoes para cada bloco e para o estimador GPH
utilizamos g(n) = n® (onde n é o tamanho amostral) regressores na expressao (3.14), com
a € {0,5;0,6;0,7;0,8;0,9}. Observamos que os valores encontrados pelos diferentes es-
timadores para as séries temporais { X7, }i-; e {In(X7?,)}7,, foram todos muito préximos.
Entretanto, os valores estimados foram distantes dos valores simulados, em todos os casos.
Apesar dos altos valores do vicio, o Método GPH, com « = 0, 8 foi o que, na maioria dos
casos, apresentou os melhores resultados (em rela¢do ao erro quadrético médio). Além
disso, o vicio apresentado por esse estimador para os processos FIEGARCH foi, em geral,
menor que aquele encontrado por Hurvich et al. (2005), para os processos LMSV. O erro
quadratico médio apresentado pelos estimadores, foi menor quando o tamanho amostral
variou de 2.000 para 5.000, como era esperado.

Em relacao a previsao dos valores futuros do processo FIEGARCH e da sua volatili-
dade, observamos que, para o tamanho amostral n = 5000, o erro quadratico médio foi
maior do que o apresentado para n = 2000. Para o cdlculo do VaR utilizamos os valores
previstos pelos modelos ajustados as séries temporais. Observamos que os valores obtidos
através dos diferentes métodos utilizados foram muito préximos, de forma que nao pode-
mos afirmar que um dos métodos é superior aos demais. Ressaltamos, entretanto, que
os resultados obtidos utilizando-se os modelos FIEGARCH sao fortemente influenciados
pela qualidade do ajuste dos modelos. Como as propriedades assintéticas do estimador
de quase-méaxima verossimilhanca para tais processos nao sao conhecidas, nao podemos
afirmar que os resultados obtidos no ajuste dos modelos foram satisfatérios.

A andlise do portfolio formado pelas séries temporais simuladas nos forneceu uma
idéia dos resultados que encontrariamos para as séries reais analisadas. Para verificar se
as séries temporais apresentam caracteristica de longa dependéncia e selecionar o modelo
mais adequado para cada uma delas, analisamos a funcao de autocorrelacao amostral
de ambas as séries temporais, a dos valores quadraticos e a do logaritmo dos valores
quadraticos de X;, para cada t = 1,--- ,n, onde n é o tamanho amostral. Observamos
que ambas as séries temporais fornecem resultados semelhantes. Em relacao ao ajuste dos
modelos FIEGARCH, primeiramente tentamos ajustar modelos com o mesmo grau de p e
q dos modelos simulados e, quando necessario, reajustamos um novo modelo. Observamos
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que, em alguns casos, o modelo mais adequado para a série temporal difere em relacao
aos valores p e ¢ que foram simulados.

Em relagao ao modelo CAPM observamos que, para os ativos A; e Ay os retornos
observados foram menores que os retornos estimados pelo modelo, enquanto que, para
os outros dois ativos os resultados obtidos através do modelo CAPM foram inferiores ao
observado para um periodo h = 1 dia. Para um periodo h = 10 dias observamos que o

retorno previsto pelo modelo CAPM s6 foi superior ao retorno observado no caso do ativo
Ay

Para o calculo das medidas de risco VaR e ES consideramos a fun¢ao de distribuicao
dos log-retornos do portfolio (caso univariado) e a fungao de distribui¢ao multivariada dos
fatores de risco (log-retornos dos ativos). Consideramos tanto a funcdo de distribuicao
condicional como a nao-condicional. Observamos que, para este portfolio, as desigualdades

4 4
VaRp,p < Z aiVaRw- (§] ESp’p < Z aiESp’i (71)
i =1

=1

sao satisfeitas, tanto ao nivel de 95% quanto de 99% de confianca. Nao foi possivel
definir qual dos métodos de estimacao é o mais adequado, mas observamos que todos eles
apresentam resultados semelhantes entre si. Ressaltamos que as perdas estimadas sao
sempre maiores do que as perdas reais, o que fornece segurancga aos agentes ou investidores
financeiros.

Para o teste de estresse consideramos cenarios baseados nos dados histéricos, calcu-
lamos os retornos maximos e minimos para janelas de duracao h = 1 e 10 dias e também
utilizamos o coeficiente § do modelo CAPM. Observamos que os retornos reais foram
superiores aos previstos pelos cenarios pessimistas. Os cendrios otimistas calculados a
partir dos retornos maximos dos ativos superestimaram os retornos, enquanto que, os
cenarios otimistas que consideram o valor do (3;, para cada i = 1,--- , 4, fornecidos pelo
modelo CAPM, forneceram estimativas inferiores aos retornos observados. Sendo assim,
0s cendrios pessimistas e os que consideram o coeficiente  podem ser utilizados como
uma cota inferior para os log-retornos. Ou, em termos de perdas, podem ser vistos como
uma cota superior, dando uma idéia da pior perda que poderia ocorrer no portfolio no
periodo de investimento.

Calculamos a medida de risco perda maxima e percebemos que as perdas que ocorrem
sob os cendrios pessimistas construidos sob dados historicos sao maiores que aquelas que
ocorrem quando consideramos cenarios sob um certo dominio de admissibilidade. Isto é,
enquanto que a perda méaxima nos fornece uma estimativa mais préxima da realidade,
o método tradicional nos fornece uma estimativa para os eventos que possuem menor
probabilidade de ocorréncia.

No Capitulo 6 tratamos da estimagao e analise de medidas de risco para um portfolio
formado por agoes de quatro empresas brasileiras, sendo elas: Bradesco, Brasil Tele-
com, Gerdau e Petrobras. Tais acoes sao negociadas na Bolsa de Valores de Sao Paulo
(Bovespa). Os valores do portfolio do mercado foram representados pelo indice Bovespa.
Apresentamos as mesmas analises realizadas para as séries temporais simuladas. Obser-
vamos que tanto o indice do mercado como os pregos dos ativos sofreram uma forte queda
em seus valores no periodo em torno de t = 1.000, aproximadamente 15 de janeiro de
1999. Este periodo foi marcado pela desvalorizacao do real.
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Observamos que, para todas as séries temporais, a distribuicao dos dados é, aparente-
mente, leptocurtica (possui caudas mais pesadas do que a distribuigdo normal). Pelo
grafico da func¢do de autocorrelacdo amostral px(h) percebemos que, tanto para os log-
retornos do [Bovespa, como para os log-retornos dos ativos, a autocorrelagao das varidveis
aleatdrias apresentam valores significativos para alguns valores de h > 1. Esse fato sug-
eriu a necessidade do ajuste de um modelo do tipo ARMA. Observamos que a fungao
de autocorrelacao amostral dos valores quadraticos dessas séries temporais também ap-
resenta valores significativos para grandes valores de h, o que indicou existéncia tanto
de heteroscedasticidade quanto da caracteristica de longa dependéncia. A presenca de
longa dependéncia foi confirmada pela fungao periodograma dessas séries temporais. Ap-
resentamos também a estimacao do parametro d e observamos que os valores obtidos
utilizando-se o valor quadratico dos log-retornos e o logaritmo do valor quadratico dos
log-retornos foram muito préximos. Em ambos os casos, para o ativo A3 (Gerdau), o
valor do parametro d estimado pelos métodos KPSS e V/S, com n = 40, foi negativo.
Os demais valores estimados pertencem ao intervalo (0;0,5), o que indica a presenca de
longa dependéncia.

Ajustamos modelos ARMA (p1, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, g2) as séries temporais dos log-
retornos dos precos dos ativos e aos log-retornos dos indices do mercado e utilizamos os
valores previstos por estes modelos para o calculo das medidas de risco VaR e ES.

Para o ativo Ay, o coeficiente 5 do modelo CAPM foi tal que 3; < 1, o que significa que
o ativo A; (Bradesco) é defensivo. No entanto, enquanto que 3; > 1, parai = 2, 3,4, o que
significa que os ativos Ay (Brasil Telecom), A; (Gerdau) e A4 (Petrobras), sao agressivos,
isto é, se houverem quedas no indice do mercado, os retornos dos ativos sofrerao quedas
maiores (em termos de porcentagem) do que a queda do indice do mercado. De forma
analoga, se o indice do mercado sofrer um determinado aumento, o aumento sofrido pelos
retornos desses ativos sera maior. Os valores reais observados para os log-retornos 7; 1729,
para cada i = 1,--- ,4, das séries temporais analisadas foram, respectivamente, -0,0026,
0,0301, 0,0680 e 0,0021. Comparando com os valores obtidos pelo modelo CAPM notamos
que, para o ativo A; (Bradesco) o log-retorno observado foi menor que o retorno estimado,
enquanto que, para os demais ativos os resultados obtidos através do modelo CAPM
foram inferiores aos observados. Para um periodo h = 10 dias os log-retornos de periodo
h, dados por 7;.[h|, para i = 1,---,4, sdo iguais a -0,0156, -0,0343, 0,2456 e -0,0551,
respectivamente. Observamos que, neste caso, o retorno previsto pelo modelo CAPM s6
foi inferior aos log-retornos observados no caso do ativo Asz. Com base nos resultados,
pode-se dizer que o modelo CAPM nao descreve de forma satisfatéria o comportamento
dos retornos esperados do portfolio, j4 que nao apresenta um padrao nas estimativas
apresentadas.

Calculamos o valor do portfolio assumindo que o instante inicial de investimento era
igual ao primeiro dia de observagao das séries temporais. Em seguida calculamos as
perdas do portfolio e observamos que a maior perda (ou seja, o maior ganho, que é
igual a aproximadamente R$ 0,37 por cada real investido) corresponde a mudanga no
valor do portfolio, ocorrida entre 24/10/1997 e 27/10/1997. Nesse periodo o valor do
indice Bovespa passou de 11.545,20 para 9.816,80 pontos, o que representa uma queda de
14,97%. Nessa data também ocorreram grandes quedas nos indices Dow Jones (7,18%)
e S&P 500 (6,87%). Este periodo é marcado pela forte crise na Asia. O maior ganho
no portfolio corresponde a varia¢ao ocorrida no periodo de 13/01/2001 a 14/01/2001. O
IBovespa apresenta uma alta de 2,08% neste perfodo. Enquanto que, para o mercado

184



mundial temos que em 14/01/2000 o valor do indice Dow Jones foi de 11.722,98 pontos.
Esse valor s6 foi superado em 03/10/2006, quando o indice atingiu 11.727,34 pontos.

Calculamos as medidas de risco VaR e ES utilizando os log-retornos do portfolio e
observamos que o VaR estimado utilizando-se os processos FIEGARCH foi o que mais se
aproximou do valor real da perda observada. Observamos também que os valores encontra-
dos considerando a distribui¢ao univariada dos log-retornos do portfolio foram inferiores
aos obtidos utilizando-se a distribui¢ao multivariada dos fatores de mudanga de risco (log-
retornos dos ativos). Além disso, as desigualdades dadas pela expressao (7.1) sdo também
validas para as séries temporais reais analisadas. Em relagao a andlise de cada ativo do
portfolio, observamos que o VaR calculado pela abordagem econométrica, utilizando os
processos FIEGARCH, foi o que mais se aproximou dos valores reais observados.

No teste de estresse, observamos que os log-retornos reais foram superiores aos previs-
tos pelos cendrios pessimistas. Entretanto, todos os cenarios otimistas superestimaram os
log-retornos reais. Assim como para as séries temporais simuladas, neste caso, também
acontece que as perdas que ocorrem nos cenarios pessimistas construidos a partir dos da-
dos histéricos sao maiores do que aquelas estimadas quando consideramos cenérios com
um certo dominio de admissibilidade.

Neste trabalho procuramos apresentar os principais resultados relacionados aos pro-
cessos nao-lineares, principalmente, os processos FIEGARCH, cuja literatura é excassa.
Procuramos tratar dos principais métodos de selecao de portfolios eficientes e apresentar
as principais medidas de risco utilizadas na literatura, envolvendo teoria e aplicagoes.
Procuramos expor os assuntos de maneira formal. Sempre que possivel apresentamos as
provas dos resultados no texto. Em especial, apresentamos provas completas para os re-
sultados que nao aparecem na literatura. Nos defrontamos com varios aspectos da teoria
de processos FIEGARCH pouco estudados. Para alguns aspectos tentamos dar atencao
especial nesta dissertacao, como é o caso dos resultados relacionados a ergodicidade e a
estacionariedade, e a previsao da volatilidade e dos valores futuros do processo. Esses
resultados sao apresentados nos Capitulos 2 e 3.

Ainda em aberto estdao as propriedades assintéticas do estimador de quase-méaxima
verossimilhanca. E fato que a andlise de uma série temporal depende diretamente da
qualidade do ajuste de um modelo para os dados. Como nao temos conhecimento sobre
as propriedades do estimador de quase-maxima verossimilhanga nao podemos garantir, de
forma tedrica, que estamos obtendo bons resultados. Assim, esta é uma linha de pesquisa
que, mais do que importante, é necessaria.

Relacionado a andlise de riscos, temos como proposta, realizar os testes de estresse
incluindo, além do logaritmo dos precos, outros fatores de risco. Para isso, é necessério
identificar os fatores que afetam o preco das agoes de cada ativo. Isso requer uma ampla
pesquisa e analise das caracteristicas das empresas envolvidas.
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Apeéendice A

No Teorema 2.6 apresentamos o célculo da ordem de convergéncia ao infinito dos coefi-
cientes A\gx, dados na expressao (2.53), para o caso mais simples em que p = 0 = ¢ ¢
o caso mais geral, quando p > 0 e ¢ > 0. Neste apéndice apresentamos o calculo para
os casos intermediarios, ou seja, quando p > 0 e g = 0 e quando p > 0 e ¢ = 1. Estes
resultado auxiliam no entendimento do caso mais geral.

CASO: p>0eq=0.

Neste caso, pela expressao (2.45), temos que

o(B) 5 9(Zi1),

1n(0't2) :w—f—m

onde a(B) = >F_(—a;)B". Logo, pelas expressoes (2.52) e (2.57) segue que

AB) = (1-B)~a(B)

=0 =0
00 min{p,k}
= (Y )
k=0 i=0
Assim, para todo k > 0,
min{p,k}
Adjg = Z <— Wd,k—i)%-
i=0
Note que, para k > p,
p
)\d,k = Z<— Wd,k-i)%-
i=0

Além disso, como 74 — 0, quando £ — oo, para k suficientemente grande, mq, ~ 74—,
para todo 0 <7 < p. Segue que, para k suficientemente grande,

p
)\d,k ~ T,k Z (— Otz')-
i=0

Pelo Lema 2.5 segue que
Aix = o(k?), quando k — oo.

)

CASO: p>0eqg=1.
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Neste caso, pela expressao (2.45), temos que

a(B)
(1-6:B)(1-B)

Lembramos que, como o polinomio 5(B) = (1 — (3;8) nao possui raizes no circulo unitario,
segue que |f;| < 1 e assim,

In(o7) = w + = 9(Zi—1).

(1-3B)~" =) BB"
k=0
Portanto, pelas expressoes (2.52) e (2.57) segue que

AB) = B(B ’1(1'—3)%04(5)

=0 7=0 =0
0o min{p,k} k—i
- 3 (oS maet) )
k=0 i=0 §=0
Segue que, para todo k£ > 0,
min{p,k} k—i
A=Y (—) ( > Wd,k—z—]ﬁ1>
i=0 §=0
Note que, para k£ > p temos,
D k—1i ‘
Adp = Z(_Oli)<zﬂ'd,kfifj6{)
i=0 5=0
k—i o
= ) (X mast )
i=0 5=0

Além disso, como ¥ — 0, quando k — oo, segue que, dado € > 0, existe ky > 0 tal que,
para todo m > 0 fixo, e para k > ko,

k—i—j €
Td. < —,
| ddﬁl | m

para todo 0 < 7 < m e para todo 0 < ¢ < p. Portanto, para k suficientemente grande,

p m k—i
o k—i—j k—i—j
Adg = E (—Oéi)(E TaB T+ E - T )
=0

i=0 j=m+1
p k—1
k—i—j
~ Sl ( X st ).
i=0 j=m+1

Note ainda que, como 74 — 0, quando & — oo, m pode ser escolhido de forma que

Tdk ~ Tdk—i ™~ Tdj,
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para todom+1 <75 <k —1 e para todo 0 < i < p. Logo,

Adj ™~ i(‘%)( kz_f Wd,jﬂf_i_j>

=0 j=m+1
~ zp:(—ozi)ﬂd,k< kz_f 5f_i_j>
i=0 j=m+1
p ’:—i—(m-ﬂ)
= 7Td,k<z<_ai>) ( Z 5{)
i=0 =0
() (5).
=0 =0
Segue que, )
Ad ke~ Wd,k_ilzo_(glai) = Tdk %-

Segue, pelo Lema 2.5 que

Air = o(k%), quando Kk — oo.
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Apeéendice B

Neste apéndice apresentamos trés exemplos onde obtemos o estimador de quase-maxima
verossimilhanca e analisamos a sua precisao assintotica, a fim de auxiliar na compreensao
dos resultados apresentados na Secao 3.2. No primeiro exemplo as variaveis aleatorias sao
independentes e identicamente distribuidas. No segundo exemplo as varidveis aleatérias
sao tais que a média e a variancia condicional variam com o tempo. Para finalizar,
aplicamos os resultados do segundo exemplo para um processo ARCH(p).

Exemplo B.1. (Variaveis Aleatérias Independentes e Identicamente Distribui-
das). Seja {X;}iez um processo estocdstico constituido por varidveis aleatdrias inde-
pendentes e identicamente distribuidas, com média pux e variancia o%, desconhecidas.
Seja {X;},_, uma série temporal obtida a partir deste processo. Denotamos por X =
(X1,---,X,)". Neste caso, temos que

0= (ux,0%) ER xR,

Sob a hipétese de normalidade, obtemos
1 1
Kt(O;Xt):—e p{ 5 (Xt—uX)Q}, para todot=1,--- n. (B.1)
27TO'X 20%

A partir da expressao (B.1), a fungao de pseudo-verossimilhanga é dada por
n

(0:X) = JJue;x)

~+
[y

S | 1
= ——— (X, —px)?p. B.2
g \/27”7)( { 20?(( £~ hx) } (B.2)
Segue, da expressao (B.2), que
A0;X) = log (€(6;X))

_n 9 1
= —7log(o%) — 5 log(2m) ~ 57 ; (Xi — px)?

As derivadas parciais de -40; X), com respeito a pux e 0%, sao dadas por

00(6;X) _ LZ”:(Xt Chy) e X)) n o %i@t — 1x)%(B.3)

Oux 0% = Jdo% 20%  20%
Os estimadores de pseudo-maxima verossimilhanga de px e 0% sao as solugoes das equagoes
oL0;X) 0 . 00(6;X)

= =0
a/lx 80'3(
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e sao dados por

ﬂX:X:

S|

n . 1 n 3
;Xt e ai:E;(Xt—X)Q. (B.4)

Portanto, @p;, = (fix,6%), onde fix e 6% sdo dados na expressao (B.4). Note que os
estimatores obtidos sdo a média e a variancia amostrais da série temporal {X;}" . A
precisao assintética do estimador pode ser deduzida das expressoes das matrizes I e J
dadas na expressao (3.22). Note que, pela expressao (3.22),

2
dlog (&(9; Xt)) dlog (Kt(‘g; Xt)) dlog (&:(9; Xt))
Oux Opx 50_%(
[ - EO 9
dlog (@(‘9; Xt)) dlog (gt(e; Xt)) dlog (&(0; Xt))
do% Oux do%
Logo, pelas equagoes dadas na expressao (B.3), temos
1 Xy — px 2 Xy — px 1 (Xt - MX)2
Pl Ba— 2 T952 T 7
o% ox % 20% 20
I= EO 9 )
Xy — px 1 (X — ,UX)2 1 (X, — ,UX)2
2 53 T 4 53 T 4
o 20% 20 20% 20%
ou seja,
i2 13 EO()Q_,UJX)3
0% 20% ox

I =

1 Xe—px\® 1 Xe—px\'
T, B () g
20% ox 4o ox

Das equagoes (3.22) e (B.3), segue que

82 lOg (&5(0, Xt)) 82 lOg (gt(g, Xt)) i 0
; ok Oux 0o . o%
= - = Ko
0* log (&(9; Xt)) 0* log (@(0; Xt)) 0 —
90%0pix (002)? 20%
Ou seja,
1
oy 0
J=1 " 1
0 E
Assim,
Varg (\/ﬁ(ém _ 9)) — g
0% Eo(X; — pux)?

— ¥ 4
Eo(X: — pux)®  o% (Eo (t—'ux> — 1>
ox
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Note que se a funcao de distribuicao verdadeira das variaveis aleatérias X;, para todo
t € Z, for a normal, segue que

X . 4
Eo(X: —px)*=0 e R (ta—ﬂx> =3 (B.5)
X

2
gt o= [ X ! .
0 20%

Logo, (ix e 6% sao nao-correlacionados, Vary (v/n(jix — px)) = 0% e Varg (v/n(6% — 0%)) =
20%.

e entao,

Na maioria dos casos, as afirmagoes da equacao (B.5) nao sao satisfeitas. Ou seja,
os estimadores [ix e 6% sao correlacionados quando a funcao de distribuicao verdadeira
. . . . . 1. ~ . 202
exibe assimetria. E ainda, a variabilidade de 63 pode ser maior ou menor do que ==,
dependendo do valor da curtose. Em particular, quanto mais pesadas as caudas da funcao

distribuicao verdadeira, maior a variabilidade.

No exemplo anterior tratamos do caso em que as variaveis aleatorias sao independentes
e identicamente distribuidas. No Exemplo B.2 a seguir apresentamos o caso em que a
média e a variancia condicional das variaveis aleatérias variam com o tempo.

Exemplo B.2. (Processos Estocasticos com Heteroscedasticidade). Seja {X;}iez
um processo estocastico tal que

{ E(X¢|Fi-1) =

(0), para todo t € Z
Var(X;|F;—1) = ht(@), para todo t € Z,

onde 8 € © C R* é o vetor de parametros a ser estimado.

Seja {X_,n, -+, Xo, -+, X,} parte de uma amostra deste processo. Condicionando
Xq,-+, X aFo=0(Xo, -+, X ), sob hipétese de normalidade de X;|F;_1, para todo

t € Z, temos
1

1 2
0(0; X)) = ———=expy ———— (X — (0 .
i( t) 271(0) P{ 2h.(6) ( ¢ — tu( )) }
A fungao de log-pseudo-verossimilhanca é dada por

n

log, (£(6:X)) = —3 log(2m) — %Z [log (h(8)) + (X pl0) h_t (*;()9)) ] .

t=1

Condicoes de Primeira Ordem

A derivada de primeira ordem da funcao log (5(0; X)), com respeito ao parametro 0, é
dada por

310g( B I (X — aht Xy — p(0) O (6)
96 _"th 5; ht(e Z h(8) 06

(B.6)
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Observacao B.1. Suponha que o vetor de parametros @ possa ser particionado da forma

ez(g)eRS,

onde a aparece apenas na média condicional e 3 aparece apenas na variancia condicional.
Neste caso, temos

( alog Xy — Mt o) Op(ar)
Z h(3 oo’
(B.7)
dlog (£(6;X)) _1i h( +1 - ) Ohy(8)
\ B 2=~ (B 2 = B

Matriz de Variancia-Covariancia Assintotica

Note que, pela expressao (B.6), a derivada de segunda ordem da fungao log (€ (0; X))7 com
respeito ao parametro 6, é dada por

00006’ h2 80 80’ ht 8080'
_Z (X, — Mt(g aht( )8/%(0) +lz (X¢ — (9)> 0 h.(6)
h3(6) 00 00’ 2 — h2(0) 0000’
_Z (0 th a,ut Z aZMt( )
2(0) 00’ — 0 0000’
B Z 1 8Mt ) Ope(6) zn: (Xi — 1u(0)) Ohy(0) O (6)
h(0 00’ — h3(0) 00 00"
Para obter a expressao da matrix J defina
— 1u(0)
U = T
hy"1(6)
Note que
E (ut|.7:t_1) =0 e E (U?ptt_l) =1
Logo,
9?log (&(9; Xt))
T =BT 5000

1 1 0h(0)0h(0) 1 1 82ht(0)+ 1 Ohy(0) Ohy(6)
212(0) 00 06" ' 2h,(0) 0000" ' h2(0) 00 06
2h,(0) 9006’ W) 00 06
_ 1 82‘“(0>E(u F)t— Op(6) Oy (0) 1 O0Nhy(8) Opu(6)
h2(g) 0000 TV T h(0) 00 00 T p3%g) 00 00

= Eo|— E(Uﬂft—l)

B (uf | Fe-1)+ E(uf | Fe-1)

E(u| Fe-1) |-
(B.8)
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Segue de (B.8) que

E [1 1 0h(6)0h(6) 1 am(a)autw)}
0 |2n20) 00 00 " h(0) 06 o0

Para obter a expressao da matriz I note que

o [2los (6(6: X)) Dlog (4(6: X,)
° 00 06’

2h(0) 00 2h,(0) 96 1 P9 06

( 1 1 0hy(6) 1 0h(0) , 1 Ow(0) >]
( t

1
0) 00"  2h,(0) 000 ' 1) 007

—_
S
3
—

4h3(0) 00 00 21379\ 00 0O 00’ 96 et

11 0h(0)0h(0) 1 0m(6)om(®)\ .
+ (_Ehg(e) 00 00 @) 08 00 )E(“t’ﬂl)

1 (8ht(0) Opu(6) | 9hu(8) Dyu(6)
(6)

3
060 00 06 00 )E(“t‘f 1)

L L1 0n(0)9m(6)
1h%0) 00 00

E(Uf\ftl)] : (B.10)

Segue de (B.10) que

L1 0ml0)0l6) 0 oy L 0uu(0) 0pe(6)

in2(0) 06 00 h(0) 00 06

1 [0h(0) 0ue(0)  Ohy(0) ps(0) | 4
( 06 06 + 00 00 >Mt(9)]7 (B.11)

onde
1

me=5@;

¢ a curtose condicional da varidvel aleatoria X, para todo t € Z, e

E (X, = u(0))"|Fit| = E(uf| Fi ),

MY 6) = E [(X, — u(6))"1Fis | = b Bl | 7o),

¢ o momento condicional de terceira ordem da variavel aleatéria X;, para todo t € Z.

As férmulas dadas nas expressoes (B.9) e (B.11) sdo extensoes daquelas encontradas
no Exemplo B.1. E facil ver que as expressoes das matrizes I e J coincidem quando a

distribuigao condicional verdadeira é a distribuicdo normal pois, neste caso, K;(0) = 3 e
M3(0) = 0.

Observacao B.2. Note que, se o vetor de parametros @ puder ser particionado na forma

0:<Z>ERS
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onde a aparece apenas na média condicional e 3 aparece apenas na variancia condicional,
entao as matrizes I e J serao dadas por

1 Op(a) Ope(a) 1 () Ohy(B)
- G e ) B 7 e ) 12

E(](Qh?(ﬂ) T Mgt(e)) E°<4h%(ﬁ) 98 0F (Kt(G)—1)>

Eo( 1 8#1:(0)5#75(0‘)) 0
S h(B) da O (B.13)
- . E( 1 am(ﬂ)@m(ﬁ)) | |
\2n;(B) 98 0p
Da expressao (B.13) segue que
1 Opy(e) Ope(e)\\ 7
L <E0<ht<ﬂ> da oo )) ’ -
L on@on@\\ |
’ (E0<2h?(ﬂ) B B ))
Das expressoes (B.12) e (B.14) segue que
IR A Ap
J = , (B.15)
Ag1 Ax

onde

o= (g "5 )

o= (5 ) < B e )

< (o )

= (5 (g 5 afgz(f)))_; o )

< (2t

1= (55 55 o))  m (i o o =40 )

" (E (2h?1([3) "5 0’;}3@))’?




Da expressao (B.15) segue que a variancia assintética do estimador apy, é dada por

i [ - 0] = (3oL 2 )

e a variancia assintética do estimador Bp; é dada por

Varo [V, - )] = (8o gt 2B )Y ) (B.10)

1 0hy(B) 0hi(B) ~ ) < < 1 ahtw)aht(ﬁ)))‘l
(a8 o 90 -0) < (B (55755 55 )
No Exemplo B.3 a seguir aplicamos os resultados obtidos no Exemplo B.2 para um

processo ARCH(p), com p = 1. Como veremos, a generalizacao deste exemplo para um p
qualquer nao ¢ dificil, apenas envolve um nimero maior de calculo.

Exemplo B.3. (Processos ARCH(p), com p=1). Sejam {X;};cz um processo
ARCH(p), definido pelas expressoes (2.1) e (2.2) e {X;};_, uma série temporal obtida a
partir deste processo. Temos que,

E(X(|F-1) =0 e Var(X;|F;_1) = o2, paratodot € Z.

Neste caso, 8 = (ag, - ,a,) = B e a = 0, pois nao existem parametros para a média
condicional. Supondo que as varidveis aleatérias X;|F;_; possuem distribuigdo normal
temos, pela Observacao B.2, que

I

e
1 0h oh
J= [EO( - !(B) t(,ﬁ)ﬂ, (B.18)
2ni(B) 0B OB
onde h(B) = o2, para todo t € Z, e B = (g, -+ ,,) . Além disso,
do?
Ohy(B) Oh 9o do? Do o2
t(B) 0h(B)  _ : doi Ydoi . 90 (B.19)
o3 oF " dag  Oay day, ) '
9o;
Oay,
1
2
o, xe B.20
- . ( t—1 t—p) ( : )
X7,
voxn, xk,  oxz, o xR,
2
Xeo (XP)T XRXP, X2 X7, oo XPXT,
2
Xt XPoXP, (X)) XPo.X7, - X7,X7,
= 2
Xis XPoXP, XPaX7, (XP5) - XPoXP,
2
Xt2—p Xt2—pXt2—1 Xt2—pXt2—2 XtQ—pth—S (Xt2—p)
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Note ainda que,
1

4 _ 4
) (Xt |.7:t,1) =E(Z,)).
(of)
Apresentamos os calculos das matrizes I e J para o caso em que p = 1. Para os demais
casos o raciocinio é analogo.

Ki(0) = (B.21)

Se p = 1 entao, pela expressao (B.21), segue que

2
aht(ﬁ) aht(/a) — 1 Xt_l — 1 Xt2—1 (B 22)
oB o X2, (xz)) X2, XH
Das expressoes (2.2) e (B.22) segue que
1 0n(B)0h(B) 1 LS o
h%(,@) B (9ﬂ/ (040 + 041X152—1)2 th—l Xfﬂ ‘
1 X
(a0 + ale_1)2 (a0 + ale_1)2
= x2 i . (B.23)
t—1 t—1
(040 + Oé1XtQ_1)2 (Oéo + ale_1)2
Segue, da expressao (B.17), (B.21) e(B.23), que a matriz I é dada por
[ 1 X2 ]
[ E(Ztll) -1 (060 + o t,1) (Oéo + ay t,1) (B.24)
Xt2—1 Xt4—1
]EO 9 2 ]E’O 9 2
i (040 + Olet_l) (ao + alXt_l) |

Pelas expressoes (B.18) e (B.23), a matriz J é dada por

2
Xt—l

1
E E
0((040 +a1Xf_1)2) 0<(a0 +a1Xt2_1)2>
o X (X
I (a0 + qut{l)z (a0 + oleffl)2 |

Lembramos que, em geral, nao conhecemos a verdadeira funcao de distribuicao das
variaveis aleatorias X;, para todo t € Z. Sendo assim, de acordo com as expressoes
(3.24) e (3.23), as matrizes [ e J, dadas pelas expressoes (B.24) e (B.25), sado estimadas
por

(B.25)

DN | —

. 1g 1 0h(Bpy) 0h(B)py o -
T= o Lhmm o op (Pr) )]
1 X2, ]
(zi- i (G0 + @ X2 )" (ap+arX2,)’ (B.26)
4n =1 X7, X', '

(G0 + @ X2 )" (G0 + @ X2,)?
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n

1 3 L Oh(Bpr) Ohu(Bpr)

<
I

n= | 203(Bp,) OB op'
1 Xy
1 (60 + a1 X2,)*  (Go+arX2,)’
= =Y : (B.27)
2n = X7 X'

(do + lef_1)2 (do + d1Xt2_1)2

onde Z* é o quarto momento amostral da varidvel aleatéria Z,, para todo t € Z, de acordo
com a Definicao 1.10.

Segue, da expressao (B.27), que

B 9 -1
- 1 - X2, )
7 ; ((6‘0 +5“1X1:2—1)2> t—zl ((@0 +(341Xt2—1)2
| t=1 (660 + 661X,52,1)2 =1 (OAéO + OAélXtQil)z i

Assim, a variancia assintética de Bp; = (do, &1)" pode ser estimada através da expressao

(B.28)

Varg (\/E(BPL - 5)) =JJ

com J ! e I dadas pelas expressoes (B.28) e (B.26).
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Apendice C

Neste apéndice apresentamos o valor aproximado da soma

S==Y ban (C.1)
k=1

para diferentes valores de m e d, onde os coeficientes d44, para todo k € Z, sao dados
pela expressao (1.19). Este resultado é de grande importancia para as simulagoes apre-
sentadas no Capitulo 5. De fato, pela Proposicao 2.4 podemos perceber que a ordem de
convergéncia dos coeficientes da série ZZOZO )\dy;ch estd diretamente relacionada com a
convergéncia da soma 1+ 5, com S dada pela expressao (C.1).

Na Figura C.1 apresentamos o grafico da soma S, para 1.000 < m < 15.000 e 0,025 <
d < 0,5. Os valores para a soma —S, com S dada pela expressao (C.1) sdo apresentados
na Tabela C.1.

Figura C.1: Valores da expressao (C.1) quando 1.000 < m < 15.000 e 0,025 < d < 0, 5.
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Apendice D

Neste apéndice apresentamos o método classico da analise de média-variancia introduzido
por Markowitz (1952) e alguns exemplos relacionados a sele¢ao de portfolios e anélise de
correlacao dos ativos com o mercado. Temos, por objetivo, auxiliar o leitor na com-
preensao dos conceitos apresentados no Capitulo 4, referentes a selecao de portfolios
eficientes e interpretagao dos coeficientes do modelo CAPM. Além disso, apresentamos
exemplos do calculo dos pesos dos ativos para um portfolio, do parametro 5 do modelo
CAPM e do a de um ativo. Estes exemplos auxiliam no entendimento dos conceitos
apresentados no Capitulo 4, relacionados ao modelo CAPM.

D.1 Meétodo Classico de Analise da Média-Variancia

Apresentamos nesta secao os principais resultados relacionados a analise da média-variancia
introduzida por Markowitz (1952).

Considere um portfolio P = {A;,---, Ay} composto por N ativos com pesos a =
(a1, ,ay)’, isto é, para todo i = 1,--- N, a; representa a participacao percentual
do ativo A; em relacao ao total do portfolio, de forma que Zf\il a; = 1. Seja R =
(Ry---,Ry)" o vetor dos retornos dos ativos, onde R; é o retorno do ativo A;, para todo
i =1,---,N (veja Definigao 4.3). Seja p = (E(Ry),--- ,E(Ry))" o vetor dos valores
esperados dos retornos e X a matriz de variancias-covariancias de ordem N x N. Sob
essas hipéteses o retorno do portfolio, dado por Rp = a’R, é uma varidavel aleatéria com
valor esperado e variancia dados por

E(Rp) = d'p
Var(Rp) = a'Xa.

Assume-se que o vetor p e a matriz 3 sejam conhecidos. Na prética isso nao acontece e
eles devem ser estimados.

Ao escolher os pesos do portfolio o investidor deve escolher entre todos os possiveis
pares de média-variancia disponiveis. Para calcular os pesos para cada possivel par o
investidor fixa um retorno esperado pg. Segundo Markowitz (1952), o vetor a é dado por

min {a'Xa}
a
sujeito as condigoes

Ho = ap
ai=1, 1=(1,1,---,1).
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A solucao deste problema é dada por
a =g+ hpu,

onde

1
ac — b?

1
ac — b?

g= S Ha—bu), h= S ap — b,

a=rY"", b=VS"'pu e c= 'S p.
Para mais detalhes veja Fabozzi et al. (2006).

D.2 Calculo dos Pesos do Portfolio Eficiente

Apresentamos, nesta secao, o exemplo do cédlculo dos pesos dos ativos de um portfolio
eficiente. Este exemplo ilustra os conceitos desenvolvidos na Secao 4.3.

Dados dois ativos de risco Ay e A,, desejamos saber quais os seus respectivos pesos a,
e as de forma que o portfolio seja considerado eficiente. Note que, estamos construindo
um portfolio sem o ativo livre de risco. Ele sera portanto considerado um portfolio tan-
gente (ou portfolio do mercado). Dessa forma para calcular os pesos étimos utilizamos a
expressao (4.22), isto é,

< Z; ) N 1’21(:— RFl)yl(“ — fip), (D.1)

onde

S= oty vt |- #= (5 ) =(1)  ©

Ry representa o retorno do ativo livre de risco e Ry e Ry s@o os retornos dos ativos A; e
Ay, respectivamente.
Invertendo a matriz 3 e substituindo na expressao (D.1) obtemos
(E(Rl) — RF)Var(Rg) — (E(Rg) — RF)COV(Rl, RQ)

(E(Rl) — RF)Var(Rg) + (E(RQ) — RF)VaI‘(Rl) - (E(Rl) + E(R2) — 2RF)COV(R1, .(RQ) )
D.3

a] =

e as = 1 — a;. Para estimar a expressao (D.3) assumimos que

_ _ 1 — _ _
E(R) =Ry, E(R) =R, e Cov(Ry, Ry) = — D (Riy— Ry)(Rpy — R).

t=1

No exemplo que segue, apresentamos uma situacao hipotética e calculamos os pesos
a; e ap dados pela expressao (D.3).

Exemplo D.1. (Pesos do Portfolio Eficiente). Considere a seguinte situacao ilus-
trativa:

O portfolio é dado por P = {A, B} dois ativos de risco, com retornos médios e desvio
padrao apresentados na Tabela D.1 e Cov(R4, Rp) = 0, 5.
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Tabela D.1: Média e Desvio Padrao dos Ativos do Portfolio no Periodo Considerado.

Acgao | Retorno Esperado Risco
(Média Histérica) | (Desvio Padrao)
A 14% 6%
B 8% 3%

Suponha que o retorno do titulo de renda fixa sem risco (Titulo do Tesouro Nacional)
para o periodo de investimento é Rp = 5%. Pela expressao (D.3) temos

(14—5) x9— (8=5) x 0,5
(14—5) x 9+ (8—5) x 36 — (14+8—2x5) x 0,5

ay = — 0, 42308. (D.4)

Portanto, a; = 42,31% e ay = 57,69%.

Pela expressao (4.15), segue que o retorno médio esperado deste portfolio é

Rp = 10,4231 x 14% + 0,5769 x 8% = 10, 66%.

D.3 Calculo do Coeficiente 3 e do a de um Ativo

Apresentamos, a seguir, o exemplo do céalculo do coeficiente 3 dos ativos de um portfolio.
O coeficiente § é um indicador que mede como reage o preco de uma agao as oscilagoes
do indice de mercado (Bovespa, por exemplo). Este exemplo tem por objetivo esclarecer
os conceitos desenvolvidos na Segao 4.3.2.

Exemplo D.2. (Célculo do Coeficiente 3 e do o de AgGes). Na Secao 4.3.2
tratamos do calculo do coeficiente § de um ativo. Para fixar os resultados apresentados,
suponha que os retornos da agdo A e os retornos do mercado (indice Bovespa), para os
ultimos 6 meses sao aqueles dados na Tabela D.2.

Tabela D.2: Retornos Mensais do Preco das Agoes da Empresa A e do Indice do Mercado.

Meés | Retorno do Mercado | Retorno da Acao
(indice Bovespa) (%) | da Empresa A (%)
1 27 30
2 -3 -10
3 12 15
4 -3 -5
) 12 )
6 27 25

Supondo que a taxa de aplicagdo sem risco seja de 6,5% (Titulo do Tesouro Nacional),
vamos calcular o § desta acao e em seguida comparar com a taxa de retorno requerida
pelo mercado, isto é, aquele dado pelo modelo CAPM.
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Sob as hipéteses apresentadas na Tabela D.2 seguem os resultados apresentados na
Tabela D.3. A terceira e a sexta coluna da Tabela D.3 apresentam, respectivamente, as
diferenca entre o retorno observado e o retorno médio do mercado e da empresa. A quarta
e a sétima coluna apresentam os valores quadraticos dessas diferencas. Na tultima linha
da tabela observamos a soma dos valores citados.

Tabela D.3: Tabela dos Retornos do Mercado e da A¢gao da Empresa A, Retornos Médios
e Valores Quadraticos dos Retornos Médios.

Retorno do Retorno da
Meés (t) | Mercado Ry RMyt—RM (R]\/[J;—R]\/[)2 Acao Ray RA,t—RA (RAyt—RA)Q
(IBovespa) (Empresa A)
1 27 15 225 30 20 300
2 -3 -15 225 -10 -20 300
3 12 0 0 15 5 0
4 -3 -15 225 -5 -15 225
5 12 0 0 5 -5 0
6 27 15 225 25 15 225
| TOTAL | 72 0 900 60 0 1.050

Segue, pelos resultados apresentados na Tabela D.3, que

6
1
Var(Ry) :62 (Rye—Ru)? =150 e
t=1

6
1 _ _
Cov(Ra, Ru) = ¢ > (Ray—Ra)(Rary—Ry) = 175.

t=1

Logo, pela expressao (4.28), o coeficiente § da acao é dado por

Cov(Ra, Ry) 175

fa = Var(Ry) 150

—1,167. (D.5)

Observe que (34 > 1. Isso significa que o ativo é agressivo, isto €, os retornos e suas perdas
tendem a ser maiores do que as do mercado.

Lembramos que a taxa de retorno requerida pelo mercado para esse ativo é dada pelo
modelo CAPM. Segue, pela expressao (4.30), que

E(R4) = Rr + Ba[E(Ru) — Rr).

Substituindo-se o valor de (34, dado na expressao (D.5), o retorno esperado do mercado
E(Ry) = Ry e a taxa livre de risco Rp = 6,5%, temos

E(R4) = 0,065+ 1,167[0,12 — 0,065] = 0,1291 = 12,91%.
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Isso significa que o retorno esperado para esse ativo, em situagao de equilibrio, é igual
_ 1
a 12,91%. O retorno médio da acao é Ry = 8 S Ray = 10%. Pela expressio (4.29),

segue que o o da acao é dado por
ap = RA — E(RA) = —2,91%.

Na visao do investidor, a agao estd superavaliada pelo mercado (« negativo) e deverd
proporcionar, no periodo de investimento, uma rentabilidade inferior aquela calculada
pelo modelo de equilibrio (CAPM). Portanto, deve ser vendida.

D.4 Calculo do Coeficiente 3 de um Portfolio

Na secao anterior tratamos do calculo do coeficiente § para um tnico ativo. No exemplo
que segue apresentamos o calculo do coeficiente 3 para um portfolio de agoes. Esse valor
nos fornece uma idéia do comportamento dos retornos do portfolio em relagao aos retornos
do mercado.

Exemplo D.3. (Célculo do Coeficiente 3 de um Portfolio). Suponha que um in-
vestidor dispoe das informagoes, apresentadas na Tabela D.4, sobre as agdes que compoem
o seu portfolio P = {A, B, C}.

Tabela D.4: Coeficiente 3 e Pesos dos Ativos A,B e C no Portfolio P.

Agao | [ | Porcentagem da Acao no Portfolio (%)
A 1,10 20
B 10,80 50
C 1,00 30

Suponha ainda que a melhor estimativa para o retorno e o risco do portfolio do mercado
M (IBOVESPA, por exemplo) para o periodo do investimento é E(Ry;) = 13% e a taxa
livre de risco é de 5%. Sob essas condigoes vamos calcular o retorno esperado do portfolio
em situacao de equilibrio e o coeficiente 3 deste portfolio.

Lembramos que, pela expressao (4.15), o retorno esperado do portfolio é dado por
E(Rp) = CLAE(RA) + (IB]E(RB) + CLcE(Rc), (D6)

onde a; e E(R;), para j = A, B, C representam, respectivamente, o percentual da acao
no portfolio e o retorno da acao. Na situacao de equilibrio, o retorno esperado de cada
agao, segundo o modelo CAPM, é dado pela expressao (4.30). Segue que

E(R4) =54 1,10(13 — 5) = 13,80%,

E(Rg) =5+0,80(13 —5) = 11, 40%,

E(Rc) =5+ 1,00(13 — 5) = 13,00%.

Pela expressao (D.6), segue que o valor esperado do retorno do portfolio, para o periodo
de investimento, é dado por

E(Rp) = 0,20 x 13,80% + 0,50 x 11,40% + 0,30 x 13,00% = 12, 36%.
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Pela expressao (4.31), coeficiente 5 (medida do risco sistematico) do portfolio é dado por

Bp = aafa+apfp+ acfc
= 0,20x 1,10+ 0,50 x 0,80+ 0,30 x 1,00
— 0,92

Observamos que Bp < 1. Isso indica que, caso ocorra uma queda no indice do mercado,
as perdas sofridas pelo portfolio sao menores do que as do mercado como um todo.
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Apeéendice E

Neste apéndice apresentamos resultados auxiliares ao calculo das medidas de risco VaR e
ES do portfolio das séries simuladas, apresentado no Capitulo 5.

E.1 Ajuste dos Modelos EGARCH e FIEGARCH a
Série das Perdas do Portfolio para as Séries Tem-
porais Simuladas

Nesta secao apresentamos o ajuste dos modelos EGARCH e FIEGARCH a série das perdas
do portfolio, isto é, a série temporal {—rp;}:%°, onde rp; é o log-retorno do portfolio no
instante t. Estes modelos foram utilizados para estimar o 991, para o calculo das medidas

de risco apresentadas no Capitulo 5.

Na Figura E.1 apresentamos a série de perdas do portfolio e sua funcao de autocor-
relacao amostral. Note que, para h > 1 os valores da fun¢ao de autocorrelagao amostral
sao nao-significativos. Entretanto, na Figura E.2 observamos que a funcao de autocor-
relacao amostral é significativa para varios valores de h > 1.
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Figura E.1: (a) Série Temporal das Perdas do Portfolio. (b) Funcao de Autocorrelagao
Amostral.
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Figura E.2: (a) Série dos Quadrados das Perdas do Portfolio. (b) Funcao de Autocor-
relacao Amostral.

Na Figura E.3 apresentamos o histograma e o QxQ plot das perdas do portfolio. Pelo
QxQ plot podemos concluir que as perdas sao normalmente distribuidas.
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Figura E.3: (a) Histograma, (b) QxQ plot das Perdas do Portfolio.

A funcao periodograma do quadrado das perdas do portfolio é apresentada na Figura
E.4. Como podemos perceber, o comportamento desta funcao nao indica a presenca de
longa dependéncia na série temporal.
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Figura E.4: Fungao Periodograma da Série Temporal {r3 ,}{27°.
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Os modelos EGARCH e FIEGARCH ajustados a série temporal sao apresentados,
respectivamente, nas Tabelas E.1 e E.2. Ressaltamos que o S-Plus utiliza a notacao

apresentada na expressdo (E.1) para definir o logaritmo da volatilidade para modelos
EGARCH

p
BB)I(o7) = a+ > ¢i(|Zioail + YiZi-1-i), (E.1)
i=0

com [3(-) definido pela expressao (2.37). Note que esta expressao é equivalente a expressao
apresentada na equacao (2.36) sob as seguintes condigoes ¥; = —a; Xy e 1; Xy; = —ay; X0,
onde «; é definido pela expressao (2.37), para todo i = 1,--- ,p e v e 6 sao definidos na

expressao (2.38).
Optamos pelos modelos mais parcimoniosos, isto é, com o menor nimero de parametros.

Tabela E.1: Modelo EGARCH(p, q), com p = 0, ¢ = 1 Ajustado & Série Temporal das
Perdas do Portfolio e Resultados da Andlise de Residuos.

Parametro Estimador Desvio Padrao Estatisticat p-valor

a -0,232 0,056 -4,105 0,000
B 0,907 0,033 27,783 0,000
Yo 0,163 0,033 4,877 0,000
Yo 0,130 0,097 1,344 0,090
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = 3510,251 Estatistica p-valor
BIC = 3532,635 5,109 0,078

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
8,484 0,746 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados

Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
11,60 0,48 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
11,91 0,45 1,09 0,48

Note que, em ambos os casos, tanto os residuos como os quadrados dos residuos dos
modelos sao nao-correlacionados. Além disso, pelo teste de Jarque-Bera, os residuos sao
normalmente distribuidos.
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Tabela E.2: Modelo FIEGARCH(p, d, q), com p = 1, ¢ = 0 Ajustado & Série Temporal
das Perdas do Portfolio e Resultados da Anélise de Residuos.

Parametro Estimador Desvio Padrao Estatisticat p-valor

a -0,282 0,065 -4,332 0,000
Yo 0,086 0,055 1,582 0,057
(0 0,235 0,051 4,589 0,000
Yo 0,005 0,032 0,151 0,440
" 0,044 0,030 1,492 0,068
d 0,432 0,075 5,730 0,000

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 3511,354 Estatistica p-valor

BIC = 3544,929 3,768 0,152

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
9,067 0,697 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados

Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
11,63 0,48 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
11,31 0,50 1,03 0,53

E.2 Ajuste de Modelos EGARCH aos Ativos do Port-
folio das Séries Temporais Simuladas

Nesta segao apresentamos os modelos EGARCH ajustados as séries temporais simuladas
apresentadas no Capitulo 5. Para a selecao do modelo ajustamos, a cada série temporal,
processos EGARCH(p, q), com p,q € {0,1,2,3}. Como critério de selegao utilizamos
o teste de Ljung-Box para os residuos (e seus quadrados) dos modelos ajustados. Os
modelos selecionados sao apresentados nas Tabelas E.3 - E.6.
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Tabela E.3: Modelo EGARCH(p, q), com p = 0, ¢ = 2 Ajustado & Série Temporal dos
Log-retornos do Ativo A; e Resultados da Analise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p-valor

a -0,171 0,035 -4,943 0,000
51 1,245 0,144 8,649 0,000
B2 -0,294 0,138 -2,132 0,017
Yo 0,232 0,046 5,046 0,000
Yo 0,283 0,075 3,748 0,000
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = 6239,634 Estatistica p-valor
BIC = 6267,613 0,2274 0,8925

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
11,4800 0,4885 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados

Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
16,660 0,163 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
17,340 0,137 1,591 0,194

Tabela E.4: Modelo EGARCH(p, q), com p = 0, ¢ = 3 Ajustado a Série Temporal dos
Log-retornos do Ativo Ay e Resultados da Andlise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p-valor

a -0,112 0,020 -5,963 0,000
O 1,958 0,110 17,876 0,000
Ba -1,606 0,187 -8,604 0,000
Bs 0,605 0,091 6,672 0,000
o 0,142 0,024 5,881 0,000
Yo -0,004 0,070 -0,053 0,479

Critério de Selecao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 5338,327 Estatistica p-valor

BIC = 5371,903 0,5857 0,7462

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
13,730 0,318 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
20,900 0,052 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
21,230 0,047 1,951 0,104
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Tabela E.5: Modelo EGARCH(p, q), com p = 2, ¢ = 1 Ajustado a Série Temporal dos
Log-retornos do Ativo Az e Resultados da Andlise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p-valor

a -0,192 0,039 -4,915 0,000
B 0,898 0,033 27,523 0,000
Yo 0,131 0,054 2,422 0,008
Py 0,391 0,069 5,705 0,000
(% -0,270 0,063 -4,273 0,000
Yo -0,518 0,319 -1,623 0,052
" 0,245 0,106 2,321 0,010
Yo 0,136 0,113 1,201 0,115

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = 5824,682 Estatistica p-valor

BIC = 5869,449 2,905 0,234

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
12,35 0,42 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
18,04 0,11 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
19,16 0,08 1,76 0,14

Tabela E.6: Modelo EGARCH(p, q), com p = 0, ¢ = 2 Ajustado a Série Temporal dos
Log-retornos do Ativo A, e Resultados da Analise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatisticat p-valor

a -0,098 0,024 -4,043 0,000
51 1,459 0,117 12,479 0,000
B2 -0,522 0,111 -4,720 0,000
Yo 0,157 0,034 4,672 0,000
Yo 0,236 0,080 2,952 0,002
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = 6497,908 Estatistica p-valor
BIC = 6525,887 0,3314 0,8473

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
18,19 0,11 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
20,21 0,06 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
19,050 0,087 1,749 0,147
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Apeéendice F

F.1 Modelos para as Séries Temporais dos Log-retor-
nos dos Ativos do Portfolio

Nesta secao apresentamos os modelos ARMA (py, ¢;)-EGARCH(p2, ¢2) e também os mo-
delos ARMA(p1, ¢1)-FIEGARCH(p2, d, g2) selecionados, apés a anédlise dos residuos, para
as séries temporais dos log-retornos dos ativos do portfolio. Esses modelos sao utilizados
para a previsao da média e da variancia condicional, utilizadas para o calculo das medidas
de risco apresentadas na Secdo 6.4. Apresentamos também o modelo ARMA(py, ¢;)-
FIEGARCH(p,, d, ¢2) ajustado aos log-retornos do IBovespa (veja Se¢do 6.2 para mais
detalhes).

Ressaltamos que, para a série temporal dos log-retornos dos pregos das acoes da Gerdau
nao foi possivel ajustar um modelo ARMA (p1, ¢1)-EGARCH (p,, d, ¢2) de forma a eliminar
a correlacao entre as variaveis aleatérias da série temporal dos valores quadraticos dos
residuos padronizados. Por essa razao, optamos por um modelo com o mesmo ntimero de
parametros dos modelos ajustados para as outras séries temporais.

Tabela F.1: Modelo ARMA (p1, ¢1)-EGARCH(p2,d, q2), comp; =1, =0,ps =0, ¢ = 1
Ajustado aos Log-retornos dos Pregos das Agoes do Ativo A; (Bradesco) e Resultados da
Anaélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

1 0,110 0,024 4,531 0,002
a -0,926 0,107 -8,650 0,000
51 0,907 0,014 67,167 0,000
) 0,331 0,026 12,714 0,000
Y0 0,383 0,056 6,776 0,000
Critério de Selecao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = -7684,604 Estatistica p-valor
BIC = -7657,330 110,50 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
13,28 0,35 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados

Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
20,05 0,07 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
20,88 0,05 1,92 0,11

216



Tabela F.2: Modelo ARMA(py, ¢1)-EGARCH(ps,d, g2), com p; = 1, ¢¢ = 0, po = 1,
g2 = 1 Ajustado aos Log-retornos dos Precos das Agoes do Ativo Ay (Brasil Telecom) e
Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

01 0,114 0,025 4,656 0,000
a -0,591 0,090 -6,587 0,000
51 0,939 0,011 82,223 0,000
Yo 0,238 0,021 11,353 0,000
Yo 0,084 0,040 2,119 0,017
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = - 6900,266 Estatistica p-valor
BIC = -6872,992 2393,00 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
8,51 0,74 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
6,18 0,91 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
6,925 0,863 0,632 0,902

Tabela F.3: Modelo ARMA (py, ¢1)-EGARCH(p2,d, q2), comp; =1, =0, pp =1, ¢ =1
Ajustado aos Log-retornos dos Precos das Agoes do Ativo Az (Gerdau) e Resultados da
Analise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

01 0,135 0,027 5,002 0,000
a -1,904 0,250 -7,610 0,000
B 0,763 0,034 22,587 0,000
Yo 0,354 0,032 11,145 0,000
Yo 0,146 0,055 2,664 0,003
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = -7092,381 Estatistica p-valor
BIC = -7065,107 496,50 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
17,23 0,14 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)

32,450 0,001 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
33,75 0,00 3,13 0,02
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Tabela F.4: Modelo ARMA (p1, ¢1)-EGARCH(p2,d, q2), comp; =1, =0,ps =0, ¢ = 1
Ajustado aos Log-retornos dos Pregos das A¢oes do Ativo A, (Petrobras) e Resultados da
Anaélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

01 0,131 0,023 5,675 0,000
a -0,714 0,072 -9,907 0,000
B 0,931 0,009 100,983 0,000
Yo 0,285 0,016 17,471 0,000
Yo 0,402 0,034 11,723 0,000
Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera
AIC = -7471,269 Estatistica p-valor
BIC = -7443,995 194,60 0,00
Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
13,19 0,36 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)

18,71 0,10 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
19,05 0,09 1,75 0,15

Tabela F.5: Modelo ARMA(py, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, ¢2), com p; = 0, ¢1 = 1, ps = 0,
g2 = 1 Ajustado aos Log-retornos do IBovespa e Resultados da Andlise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

0, 0,078 0,027 2,950 0,002
a 0,347 0,050 6,923 0,000
By 0,706 0,077 9,140 0,000
Yo 0,275 0,024 11,407 0,000
Y 0,166 0,017 9,517 0,000
d 0,339 0,065 5,242 0,000

Critério de Selegao

Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = -8264,639 Estatistica p-valor

BIC = -8231,911 90,81 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados

Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
13,92 0,31 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
11,18 0,51 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML
10,92

p-valor
0,54

Estatistica F p-valor
0,99 0,56
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Tabela F.6: Modelo ARMA(py, ¢1)-FIEGARCH(py,d, g2), com p; = 0, ¢¢ = 1, py =
0, g2 = 1 Ajustado aos Log-retornos dos Pregos das Agoes do Ativo A; (Bradesco) e
Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

01 0,129 0,025 5,218 0,000
a -0,374 0,046 -8,086 0,000
51 0,453 0,085 5,315 0,000
Yo 0,381 0,039 9,726 0,000
Y0 -0,135 0,020 -6,611 0,000
d 0,446 0,049 9,201 0,000

Critério de Selecao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = -7702,270 Estatistica p-valor

BIC = -7669,542 121,10 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
12,96 0,37 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)

16,33 0,18 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
17,80 0,12 1,64 0,18

Tabela F.7: Modelo ARMA(py, ¢1)-FIEGARCH(ps,d, g2), com p; = 0, ¢1 = 1, py = 1,
g2 = 1 Ajustado aos Log-retornos dos Pregos das Agoes do Ativo Ay (Brasil Telecom) e
Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

%o 0,002 0,001 2,362 0,009
01 0,103 0,029 3,574 0,000
a -0,053 0,021 -2,568 0,005
51 0,905 0,043 20,923 0,000
Yo 0,382 0,032 11,782 0,000
Y1 -0,331 0,039 -8,514 0,000
Y0 0,044 0,019 2,300 0,010
" -0,066 0,021 -3,171 0,000
d 0,447 0,065 6,934 0,000

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = -6935,480 Estatistica p-valor

BIC = -6886,388 1244.,00 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
8,14 0,77 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)

4,39 0,98 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML p-valor Estatistica F p-valor
5,04 0,96 0,46 0,99
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Tabela F.8: Modelo ARMA(py, ¢1)-FIEGARCH(ps, d, g2), com p; = 1, ¢1 = 0, po = 0,
g2 = 4 Ajustado aos Log-retornos dos Precos das Agoes do Ativo Az (Gerdau) e Resultados
da Analise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

01 0,140 0,026 5,381 0,000
a -0,769 0,200 -3,845 0,000
061 0,216 0,062 3,453 0,000
B2 0,184 0,049 3,729 0,000
03 0,470 0,041 11,429 0,000
Ba -0,450 0,049 -9,154 0,000
Yo 0,395 0,034 11,784 0,000
Yo -0,046 0,019 -2,439 0,007
d 0,256 0,056 4,542 0,000

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = -7109,976 Estatistica p-valor

BIC = -7060,884 431,50 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
18,11 0,11 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
17,42 0,13 12

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
ML  p-valor Estatistica F p-valor
17,07 0,15 1,57 0,20

Tabela F.9: Modelo ARMA(py, ¢1)-FIEGARCH(py,d, ¢2), com p; = 0, ¢1 = 1, py =
0, ¢ = 1 Ajustado aos Log-retornos dos Pregos das Ag¢oes do Ativo A, (Petobras) e
Resultados da Anélise de Residuos.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

oo 0,001 0,001 2,108 0,018
01 0,119 0,025 4,788 0,000
a -0,347 0,040 -8,680 0,000
51 0,575 0,097 5,928 0,000
Yo 0,326 0,023 14,348 0,000
Yo -0,110 0,016 -6,958 0,000
d 0,416 0,059 7,019 0,000

Critério de Selecao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = -7474,958 Estatistica p-valor

BIC = -7436,775 168,30 0,00

Teste de Ljung-Box para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
15,77 0,20 12
Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica  p-valor X2 (graus de liberdade)
18,42 0,10 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
19,56 0,08 1,80 0,13

220




F.2 Modelos para a Série Temporal dos Log-retornos
do Portfolio

Nesta segao apresentamos o modelo ARMA (p1, ¢1)-EGARCH(ps, ¢2) selecionado, apds a
analise dos residuos, para a série dos log-retornos do portfolio. Apresentamos também o
processo de selecao de modelo ARMA (py, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, q2) para a série temporal
dos log-retornos do portfolio analisado e os valores previstos para a média e volatilidade,
utilizados no célculo das medidas de risco apresentado na Segao 6.4.

O modelo ARMA(p1,¢1)-EGARCH(ps, g2), com p; = 1,1 = 0,ps = 0 e ¢ = 1,
selecionado para a série dos log-retornos do portfolio é dado por

e = ¢o+ o1ri—1 + X,
Xy = o
(1—3B)In(s}) = a+¢o(|Zt—1| +'VOZt—1)7

com g, ¢1, 41,% € Y dados na Tabela F.10.

Tabela F.10: Modelo ARMA (p1, ¢1)-EGARCH(p2,q2), comp; =1, ¢4 =0, p2 =0, go = 1
Ajustado aos Log-retornos do Portfolio.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—Valor‘

oo -0,001 0,001 -1,816 0,035
D1 0,172 0,025 6,775 0,000
a -1,007 0,113 -8,909 0,000
B1 0,899 0,013 67,028 0,000
Yo 0,295 0,028 10,485 0,000
Yo 0,448 0,073 6,127 0,000

Critério de Selegao Teste de Normalidade Jarque-Bera

AIC = -8449,632 Estatistica p-valor

BIC = -8416,904 287,00 0,00

Teste de Ljung-Box test para os residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)
13,00 0,37 12

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
Estatistica ~ p-valor X2 (graus de liberdade)

5,22 0,95 12
Teste dos Multiplicadores de Lagrange

ML  p-valor Estatistica F p-valor
5,459 0,941 0,498 0,976

O primeiro passo para a selecao do modelo mais adequado, considerando a longa-
dependéncia, foi o ajuste de modelos ARMA (py, ¢1)-FIEGARCH(p2, d, g2), com p; e ¢
variando de 0 a 3 e py e ¢ iguais a 0 e 1. Selecionamos os modelos para os quais o valor
estimado do parametro d foi menor do que 0,5. Em seguida escolhemos os que apresen-
tavam o menor valor dos critérios AIC e BIC e\ou o maior valor da log-verossimilhanca.
Esses valores sao apresentados, em negrito, na Tabela F.11.
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Tabela F.11: Valores dos Critérios AIC, BIC e Log-verossimilhanca dos Primeiros Modelos
Selecionados para a Série Temporal dos Log-retornos do Portfolio P = { Ay, Ay, A3, Ay},
onde A; = Bradesco, Ay = Brasil Telecom, A3 = Gerdau e A; = Petrobras.

ARMA | FIEGARCH Critério de Selecao
p|l g1 | p2 d G2 AIC BIC Log-Verossimilhanca
0 | 0102294 | 1 | -8448.2644 | -8410.0813 4231.1322
0.2367 | 1 | -8456.7829 | -8407.6904 4237.3914
1 ] 1102835 | 1 | -8456.5281 | -8396.5262 4239.2640

Apés a andlise dos residuos verificamos que os trés modelos sao adequados para des-
crever a série temporal dos log-retornos do portfolio. Sendo assim, optamos pelo mais
parcimonioso, que é apresentado na Tabela F.12 e é dado por

T'pt
Xpt
(1—0,754B)(1 — B)***1n(07,)

Tabela F.12: Modelo ARMA (p1, ¢1)-FIEGARCH (ps, d, q2), com p; = 1, ¢; =

—0,001 = 0,173rp 41 + Xp 4
OptZp

—0,498 + 0,285|Zp 41| + 0,127Z5 ;.

07 b2

g2 = 1 Ajustado aos Log-retornos do Portfolio.

’Parémetro Estimador Desvio Padrao Estatistica t p—valor‘

oo -0,001
o1 0,173
a -0,498
B 0,754
o 0,285
Yo 0,127
d 0,233

Critério de Selegao
AIC = -8448,410
BIC = -8410,227

0,001 -1,721 0,043
0,026 6,731 0,000
0,093 -5,381 0,000
0,060 12,552 0,000
0,029 9,706 0,000
0,017 7,627 0,000
0,056 4,176 0,000
Teste de Normalidade Jarque-Bera
Estatistica p-valor
413,70 0,00

Estatistica
13,49

p-valor
0,33

Teste de Ljung-Box test para os residuos padronizados
X? (graus de liberdade)

12

Estatistica
3,57

p-valor
0,99

Teste de Ljung-Box para o quadrado dos residuos padronizados
X? (graus de liberdade)

12

ML
3,726

p-valor

0,988

Teste dos Multiplicadores de Lagrange
Estatistica F' p-valor
0,340

0,999

=0,

As previsdes para a média e para a raiz quadrada da volatilidade da série temporal
dos log-retornos do portfolio, para o horizonte h = 1,--- , 10, sao apresentadas na Tabela

F.13.
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Tabela F.13: Previsao da Média e da Raiz Quadrada da Volatilidade dos Log-retornos do
Portfolio para os Horizontes h = 1,--- | 10.

7ﬁ7>,t+h 673,t+h
-0,0010 | 0,0161
-0,0010 | 0,0162

h| Tpith | Opitn
0,0001 | 0,0149
-0,0008 | 0,0152
-0,0010 | 0,0155 -0,0010 | 0,0164
-0,0010 | 0,0157 -0,0010 | 0,0165
-0,0010 | 0,0159 | 10 | -0,0010 | 0,0166
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