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Amy, time and space is never,
ever, going to make any kind of
sense.

The Doctor
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Resumo

Algum tempo apds o surgimento da teoria da Relatividade Especial de Einstein, F.
Juttner[1] estudou as modificagdes que esta teoria traria no tratamento estatistico de um
gas de particulas relativisticas nao interagentes. Neste tratamento, aparecem algumas difi-
culdades quando considera-se a impossibilidade de definir-se um referencial temporal comum
a todas as particulas de forma que um tratamento macroscopico se torna mais plausivel ini-
cialmente.

Inspirado por um artigo publicado por W. Lenz [2] e pela Teoria da Relatividade Geral de
Einstein, R. C. Tolman pesquisou qual seria a modificacao que a Termodinamica sofreria ao
ser formulada em espacos curvos, assim como as consequéncias que esta nova Termodinamica
teria para estudos cosmoldgicos. Em uma série de artigos seminais publicados em 1928
[?], ele fundamentou as bases da aplicacdo de conceitos termodinamicos a Cosmologia,
que viriam a dar origem ao primeiro livro-texto de termodinamica relativistica aplicada a
Relatividade Geral de Einsten [3].

Neste trabalho de conclusao, estudaremos o desenvolvimento histérico da introducao de
conceitos relativisticos em Termodinamica e sua consequente generalizacao para a Teoria da
Gravitacao de Einstein buscando aplicacoes cosmoldgicas de forma a definirmos um critério

de selecao para modelos cosmoldgicos.



Abstract

Some time after the appearance of Einstein’s Special Theory of Relativity, F. Jittner
[1] studied the modifications this theory would bring to the statistical treatment of a non-
interacting relativistic gas. In this treatment, some difficulties appear when one consideres
the impossibility of setting up a temporal frame common to all particles in a way that a
macroscopic treatment becomes initially more adequate.

Inspired by an article published by W. Lenz [2] and Einstein’s General Theory of Rela-
tivity, R. C. Tolman studied what modifications Thermodynamics would suffer after being
formulated in curved spacetimes as well as the consequences this new Thermodynamics
would bring to cosmological studies. In a series of articles published in 1928 [4, 5, 6, 7], he
laid the foundations of thermodynamical concepts in Cosmology, which would give rise to
the first textbook of relativistic Thermodynamics applied to Einstein’s General Theory of
Relativity|[3].

In this report, we will study the historical development of the introduction of relativistic
concepts in Thermodynamics and its subsequent generalization to Einstein’s Theory of
Gravitation looking for cosmological applications as a way of defining a selection criterion

for cosmological models.
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Capitulo 1

Introducao

Com a introducao da Teoria da Relatividade, em 1905, Einstein deu inicio a uma nova
era da ciéncia moderna. Em 1915, na Teoria da Relatividade Geral, Einstein generaliza os
principios debatidos em 1905 ao unificar a geometria espagotemporal e a distribuicao de
matéria e energia de um sistema, de forma a criar uma nova teoria da gravitacao universal,
em contraponto a teoria newtoniana.

A aplicacao da teoria de Einstein ao cosmos torna-se ébvia com o surgimento de mode-
los de universos: o modelo fechado e estatico de Einstein, o modelo de de Sitter, Lemaitre,
Friedmann, entre outros. Estes modelos se classificavam em abertos e fechados, estaticos e
nao-estaticos, com e sem constante cosmoldgica, eternos e nao eternos [8]. Importante res-
saltar que neste trabalho faremos uma distin¢ao entre universo e Universo, sendo o primeiro
relacionado a modelos cosmoldgicos e especulagoes humanas; enquanto o segundo refere-se
ao Universo como ele é, independente de interpretacoes e especulacoes.

Em 1926, W. Lenz [2] publica um dos primeiros artigos relacionando Termodinamica a
modelos cosmoldgicos. Em seu artigo, Lenz faz uma analise do equilibrio entre radiacao e
matéria no modelo de universo fechado de Einstein utilizando-se da Termodinamica cléssica

e poucos conceitos da Relatividade. Apéds calcular o volume préprio, vg, e a energia de
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repouso, mc?, do sistema, Lenz aplica as equacoes de Termodinamica clédssica e analisa os
resultados, mostrando uma relacao entre o quadrado da temperatura e o raio do universo.

Dois anos apds a publicagao de Lenz, R. C. Tolman publica uma série de artigos na
revista Proceedings of the National Academy of Sciences (PNAS) [?]. Tolman abre um dos

artigo com a seguinte frase [4]:

O recente e interessante artigo de Lenz sobre o equilibrio entre ra-
diagao e matéria no universo fechado de Einstein enseja a inves-
tigacdo de um método apropriado para estender os principios or-
dindrios da termodinamica a espacotempos curvos, onde os métodos

da relatividade geral devem ser aplicados.

Neste artigo e no que segue [7], Tolman desenvolve uma extensao da Termodinamica para
espagotempos curvos de forma a ser aplicada a Relatividade Geral ressaltando que “(...) é
evidente que o tratamento de Lenz nao gera um método geral, nem necessario, para resolver
problemas termodindmicos em espagotempos curvos.” [4] Nos dois artigos que seguem neste
mesmo volume da PNAS [5, 6], Tolman aplica a nova teoria da Termodinamica Relativistica
ao universo fechado de Einstein, ressaltando as diferencas entre seus resultados e aqueles
encontrados por Lenz.

Em 1934, Tolman publica o primeiro livro que relaciona Termodinamica a Relativi-
dade Geral e Cosmologia [3], ressaltando a importancia de estender-se a Termodinamica a
espagotempos curvos e de aplicar estes conceitos novos a modelos cosmoldgicos. Usando a

Termodinamica Relativistica como critério, ele a aplica a modelos cosmologicos estaticos e
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nao-estaticos verificando se estes recaem na Termodinamica classica para observadores lo-
cais. Neste livro, de 1934, Tolman deixa muito claro seus argumentos a favor de uma aborda-
gem nao-estatica para modelos cosmolégicos. Sua andlise termodinamica detalhada desses
modelos exclui algumas possibilidades até entao vigentes e, diferentemente da abordagem
atual do Big Bang, nao recai em uma singularidade inicial, de forma que uma Termodinamica
Relativistica para singularidades nao é abordada. Nas paginas a seguir, apresentaremos o

trabalho de Tolman.



Capitulo 2

Relatividade Restrita e

Termodinamica

Neste capitulo, iremos realizar uma extensao da Termodinamica classica para sistemas
com velocidades relativisticas e a espagos curvos, como desenvolvido por Tolman e Plank
[3]. Tal extensdo é fundamental para que se compreenda a posterior generalizacao para
sistemas termodinamicos envolvendo campos gravitacionais.

Na Termodinamica classica, desenvolvida nos primoérdios do século XIX e abordada em
diversos livros textos de cursos de graduacao, consideramos apenas sistemas que se encon-
tram em repouso em relacao ao observador. Partimos, assim, da lei que relaciona a variacao

de energia interna, trabalho e calor, conhecida como a Primeira Lei da Termodinamica:
AE=Q—-W |, (2.1)

onde AFE é o aumento da energia interna causada devido ao fluxo de calor ) e o trabalho
W realizado pelo sistema. E facil ver que tal relacao nada mais é do que uma expressao

para a conservacao de energia, por incluir calor como uma forma de energia. Sabemos, da
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teoria da Relatividade Restrita, de uma outra expressao para a conservagao da energia:
AE = Amc®. (2.2)

Nesta equacao, temos que a diferenca de energia esta relacionada diretamente com a
diferenca de massa de um corpo ou de um sistema termodinamico. Tal equagao sera funda-
mental para a aplicacao da Primeira Lei em sistemas que envolvem mudancas na massa de
repouso.

Seguindo, temos a Segunda Lei da Termodinamica que nos permite extrair informacao
sobre a reversibilidade de um processo ao qual o sistema esta submetido, relacionando-a ao

aumento ou nao da entropia do mesmo:

AS > / ?, (2.3)

a igualdade valendo para processos reversiveis. Finalmente, pela Terceira Lei da Termo-

dinamica - o postulado de Nernst e Planck - devemos ter:
ASr—y=0 (2.4)

ou, simplesmente, Si,.r—0 = 0 para qualquer sistema.
Estas equacoes devem servir de critério para uma extensao relativistica da Termo-

dinamica, e devem ser recuperadas no limite de baixas velocidades ou espacos euclidianos.

2.1 Transformacoes de Lorentz para grandezas

termodinamicas

Para as discussoes desta secao, consideraremos sistemas termodinamicos que podem

ser descritos como um fluido isotrépico cujo estado pode ser facilmente descrito por duas
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variaveis, tais como energia interna e volume. Primeiramente, iremos considerar quantidades
que possuem natureza mecanica, estendendo posteriormente para quantidades cujo conceito
¢é puramente termodinamico. As transformacoes realizadas devem ser compativeis com as
Leis da Termodinamica cléssica, como demonstradas anteriormente.

Da Relatividade Restrita, temos que as Transformacoes de Lorentz entre dois sistemas

de coordenadas O e O’ para um boost com velocidade V na direcao = sao dadas por:

' =~(x — Vi),
v =y,

(2.5)
2 =z,

Onde v = 1/4/1 —V?2/c? é denominado “fator de Lorentz”[8] que é sempre maior que a

unidade para valores de V' # 0.

AY AY

<Y
Yy

Fig. 2.1: Sistemas de coordenadas O e O’.



Capitulo 2. Relatividade Restrita e Termodinadmica 7

2.1.1 Volume e Pressao

Considerando a contracao de Lorentz para comprimentos, é facil verificar que o volume
se modifica de forma que:

Y (2.6)

onde vy € o volume préprio do sistema, ou seja, como medido por um observador em repouso
em relacao ao sistema.
Para a pressao, consideraremos a definicao como forca sobre area, de forma que, nova-

mente para um boost na direcao do eixo-x, teremos as forcas como:

F, = FCS,
FO
Fy = _yv (27)
/‘y
FO
F, =%
Y

Sendo F?, Fl? e F? as forgas medidas por um observador em repouso em relacio ao sistema.
Cada componente da forga ird agir em uma érea cuja normal seja paralela a mesma, ou seja
F, ird agir numa area A,., que, diferente das outras, nao sofrera contracao de Lorentz. J&

F, e F, irdo agir em &reas que sofrem contragoes de forma que A = A%/, ou seja:

0 0
p _ Fy7Z _ Fy7Z ,y _ Fy:Z _ pO (2 8)
Y,z - - — 2" .
sz,yz 8 Agz,yz Agz,yz .

Sendo assim, p = pY.

2.1.2 Energia

Para obtermos uma expressao para a energia devemos, inicialmente, considerar o tra-

balho necesséario para acelerar o sistema de um estado inicial em repouso até a velocidade
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desejada u, de forma a utilizar uma aceleracao quasi-estatica e adiabatica, nao perturbando
o que é observado pelo observador em repouso em relagao ao sistema.

Primeiramente, partindo de (2.2), podemos extrair uma relagdo para a densidade de
momentum que é transferido nesta conversao de massa em energia (ou vice-versa). Se
tivermos uma quantidade de energia F sendo transferida com velocidade @, o momentum

associado a tal transferéncia é:

=~ E
G =mv = —u, (2.9)

ou, de forma mais geral, teremos:

7= (2.10)

Y

le W0y

onde ¢ é a densidade volumétrica de momentum associada a uma densidade de fluxo de

energia S. Assim, para um fluido isotréopico, temos:

J=pi+—. (2.11)

Aqui, o termo pu esta associado a densidade de momentum da massa do fluido, enquanto o
segundo termo da expressao ¢ relacionado ao momentum adicional devido ao fluxo de energia
resultante do trabalho feito no fluido pela pressao que age neste. Desta forma temos:

E+pv

G = > . (2.12)
Usando a definicdo de forca, p'= F , temos:
- d (E+pv
F=— TR 2.13
dt ( c? u) (213)

O trabalho total serd a soma do trabalho realizado pela forca externa Fea acao da pressao

p na mudanca de volume v do sistema, de tal forma:

dEl = d
S A L

. 9.14
dt P (2.14)
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Como p = py e v = vy/7, teremos:

dE dE u? w>dv E+pv du dv

e tPaat T a Ma Par (2.15)
ou:
(1-— u2/02)%(E +pv) = (E;L—zpv)ufl—? (2.16)
Integrando a equagao acima, temos:
E+pv= const (2.17)

V1—u?/c?
A constante de integracao pode ser facilmente encontrada se considerarmos que para um

observador em repouso em relagao ao sistema (i = 0) teremos F + pv = Ey + povo:

E
E 4 py = 0Pt (2.18)
V1—u?/c?
E, finalmente:
Eo + povo’s
o PoVo (2.19)

2.1.3 Trabalho

Para obtermos uma expressao para o trabalho, devemos manter a velocidade & constante.
Sabemos, da Relatividade Restrita, que manter a velocidade constante nao implica que
estaremos mantendo o momentum de um sistema constante. Desta forma, temos que o

trabalho sera dado por:

AW = pdv — @ - dG, (2.20)

sendo u - dG a forca externa, que, para o caso em que u é constante, resulta em:

2

d 2
AW = pdv — z—Qd(Eanv) _ D% ¥

— ’Ygd(Eo —|—p0v0). (221)
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Mas, em repouso, dWy = podvy. Entao:

dw, 2
dW = TO — ’)/ZL—Qd(Eo +p0U0). (222)

Ressaltamos que o sub-escrito 0 refere-se a quantidades medidas em relacao ao referencial

€I repouso.

2.1.4 Calor

Calor sera a primeira das grandezas termodinamicas que iremos calcular cuja natureza
nao é mecanica. Partiremos da formulagao da Primeira Lei da Termodinamica, como de-

monstrada anteriormente:
AE=Q-W . dQ=dE+dW (2.23)

Substituimos na equacgao acima as expressoes encontradas anteriormente para energia e

trabalho (2.19) e (2.22) respectivamente, obtendo:

dW, u?
dQ = ~[dEy + d(pyvo)u®/c?] + TO —[dEo + d(povo)] - (2.24)

ou seja, dQ = (dEy + dWy) /v, mas, também, dQy = dEy + dW,. Assim, a transformacao

de Lorentz para o calor se da por:

dQ = —=2. (2.25)

2.1.5 Entropia

Consideramos, agora, um sistema termodinamico em algum estado interno de interesse,

porém, em repouso e com entropia definida Sy. Vamos, entao, acelera-lo a velocidade u de
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forma reversivel e adiabatica sem alterar o estado interno do sistema. Desta forma, como

realizamos tal procedimento de forma adiabdtica, teremos que:

Ou seja, entropia é um invariante de Lorentz.

2.1.6 Temperatura

Para obtermos uma expressao para a temperatura, partiremos diretamente da Segunda

Lei da Termodinamica (2.3), mas como AS = ASj e dQ = dQqy/~, teremos:
dQo 1
ASy > / 4@ 1 (2.27)

De forma que um observador em repouso em relagao ao sistema ira medir:

ASy > /LQO. (2.28)
T

Assim, juntando as equagoes (2.27) e (2.28), teremos a expressao para a contragao na

temperatura como medida por um observador com velocidade @ em relacao ao sistema:

T,
T=2=2. (2.29)
gl

Embora Planck tenha chegado a esta expressao utilizando conceitos comuns a Relativi-
dade Especial[3] , a contracao ou dilatagdo da temperatura ainda é um assunto em aberto
tanto na fisica tedrica quanto na experimental. Em um artigo publicado em 1963, Ott
[11], utilizando-se de diferentes defini¢oes para forga, chegou a uma expressao inversa a de

Tolman, onde a temperatura iria se dilatar ao invés de contrair:

T = ~T,. (2.30)
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Ja, em 2003, Avramov [12] demonstra fortes evidéncias fenomenoldgicas para que a
temperatura seja um invariante de Lorentz como a temperatura e o brilho de galdxias
distantes. Segundo a relagao (2.29), as galaxias distantes deveriam ser frias e invisiveis, ja
de acordo com (2.30), elas deveriam ser quentes e infinitamente brilhantes. Como nenhum

dos casos realmente acontece, Avramov argumenta que a temperatura deve ser invariante.

2.2 Aplicacao: Dinamica da Radiacao Térmica

Como aplicagao, partiremos da Radiacao de Corpo Negro, cujas equacoes de estado ja

sao conhecidas da Termodinamica classica como:

E[) = €U = UU()TSL, ( )
2.31

1
Po = gO’TSl,

sendo o a constante de Stefan-Bolzmann.

Agora, para um observador movendo-se com uma velocidade u em relacao ao corpo

negro, teremos:

B youTy 4 Su e/ 1u?
E =ovT" = N =~E (14 32 (2.32)

Assim, usando a equagao (2.9) podemos escrever o momentum do sistema como:

u 3 U

0
C

- T4
G =0 <voT51 + UOSO)

c

Segundo Tolman [3], tais equagdes concordam com os resultados encontrados por Mosen-
geil [10] em sua dedugao envolvendo diretamente o Eletromagnetismo e Teoria da Radiacao

sem o uso de Relatividade.
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2.3 Termodinamica Quadridimensional

Sabe-se que a relagao que garante a conservacao de energia e momentum na formulacao

tensorial da relatividade é:

oTH
ox?

—0. (2.34)

Onde as componentes do tensor momentum energia 7' estao relacionadas com a densidade de
energia, massa e momentum. A equacao (2.34) deve ser utilizada para se estudar mudangas
em tais varidaveis, de forma que torna-se uma conexao com a Primeira Lei da Termodinamica
e a Relatividade Restrita.

Para expressar a segunda lei, devemos partir da formulagao original (2.3) e considerar um
elemento infinitesimal confinado em um elemento dv do espaco, cuja densidade de entropia

¢ definida por ¢. Assim, teremos [3]:

d 50

Esta expressao relaciona a mudanca de entropia em um determinado evento infinitesi-
mal no espagotempo causada devido ao fluxo infinitesimal de calor a uma temperatura 7.

Abrindo a derivada temporal do lado esquerdo da equacao acima, obteremos:

dep dév 5Q
(aau + gst) 0t > = (2.36)

Pela regra da cadeia, sendo ¢ = ¢(x,y, z), teremos que:

— +uz_+_
dt

dp _( 9¢ 9p 0p 09

dov  (Ou,  Ouy Ou,
P <8I + oy + B ) ov. (2.38)
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Assim, a expressao (2.36) ficard, com dv = dzdydz:

0 0 0 )
[%(qﬁugg) + a—y(qbuy) + a(qﬁuz)] dxdydzot > ?Q (2.39)

Passando para uma notacao quadridimensional, onde 2! =z, 2?2 =y, 2> = 2z e 2% = ¢t
com ds* = —(dz')? — (dz?)? — (d2?®)? + (dz*)?, teremos:
0 ds dx* 0 ds dz? 0 ds dz? 0 ds dz*
i\ ) T\ ) T\ ) T e P |
Ox! \ " dz* ds 0x? \ " dz* ds ox3 \ " dz* ds ox dz?* ds (2.40)
)
X0z ox20x3 ot > —Q
E f4cil verificar que a entropia é um invariante de Lorentz. Assim, para a densidade de

entropia, temos uma transformacao que envolve o fator de contracao de Lorentz-Fitzgerald

ds/dt [7]:
dt b0
—y— = ———— 2.41
¢ Cbods \/TQ/CQ ( )
Sendo assim, os termos com ¢-2; em (2.40) ficam:
ds
i bo (2.42)

E como §Q /T = 0Qy /Ty, teremos (utilizando, aqui, a notacao de Einstein para somatérios)

a seguinte expressao:
0

oz

Y

0

Ot 1g 26 3¢ 4
qﬁog dx dx dxdx” > (2.43)

Definimos, entao, um vetor de entropia em termos da densidade de entropia propria do

sistema e da velocidade generalizada do fluido termodinamico [4]:

dzt
= hg—. 2.44
S = g T (2.4

De forma que a equagao (2.43) ficara:

I
8i5x15m25x35x4 > %

— 7 (2.45)
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Esta equacao respeita o Principio de Covariancia da Relatividade, visto que, do lado
esquerdo de (2.45) temos o divergente de um vetor, resultando em um tensor de rank zero,
ou seja, um escalar. O mesmo é verdade para o lado direito da equagao (2.45). E facil
mostrar que esta expressao é vdlida para qualquer espagotempo minkowskiano (M*) e pode
ser escrita facilmente em qualquer sistema de coordenadas recaindo na Segunda Lei da

Termodinamica classica ao tomarmos o limite de baixas velocidades.



Capitulo 3

Relatividade Geral e Termodinamica

Com a Relatividade Geral, em 1916, Einstein deu inicio a era cientifica da Cosmologia
moderna. A extensao da Termodinamica para esta teoria é de importancia fundamental para
que seja aplicada ao universo como um todo. Assim, poderemos utilizar a Termodinamica

como critério tedrico para a compreensao de modelos cosmoldgicos.

3.1 Breve revisao de Relatividade Geral

A Relatividade Especial de Einstein se restringe a sistemas inerciais e sem a presenca de
campos gravitacionais; porém, ao exigirmos uma descricao mais geral de tal teoria devemos
nos ater a dois principios destacados por Einstein: o Principio da Covariancia e o Principio
da Equivaléncia. Com o auxilio destes, podemos construir uma mecanica que independe

totalmente de relagoes absolutas.

3.1.1 Principio de Covariancia

De acordo com o Principio de Covariancia, as leis da fisica devem ser expressas de forma

que independam do sistema de coordenadas espacotemporais. Este principio é fundamental
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na Relatividade Geral pois implica que, nao havendo um sistema de coordenadas preferen-
cial, nao ha movimentos absolutos. O uso de uma formulacao tensorial para a Relatividade
Geral garante, de certa forma, a covariancia de expressoes visto que equacoes tensoriais
podem sempre ser escritas da forma covariante. Porém, também temos a possibilidade
de escrever uma expressao que ¢é valida para todos os sistemas de coordenadas, de forma
covariante, sem caracterizar uma equacao tensorial.

Definimos principalmente, a expressao covariante para o intervalo contendo a geometria

do espacgotempo do sistema de coordenadas:

ds* = g, dz"dz”. (3.1)

O intervalo escrito na forma acima é valido para qualquer sistema de coordenadas
espagotemporais. Em (3.1), temos que g, é o tensor de métrica e usaremos a convencao de
somatoério de Einstein onde indices iguais indicam uma soma. Indices gregos como i , v,
A assumem valores = 1,2,3,4 - sendo 4 o indice relacionado com a coordenada temporal;
indices latinos estao relacionados somente as coordenadas espaciais.

Outros objetos matematicos que se tornam relevantes no tratamento de coordenadas
curvilineas sao os simbolos de Christoffel. Definimos o simbolo de Christoffel de segundo

tipo como:
o 1 2N
F;w - 59 (gu/\,u + uau — g/w,/\) (32)

onde a virgula representa a derivada: ¢,.,, = 0¢,,/027. O uso destes objetos é impor-

tante para a definicdo de uma derivada covariante, de forma que a derivada de um tensor,
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representada por “;”, continue sendo um tensor em espacos curvos:
(T%),, =Ty, = Ty, T0 + To, T = 0. (3.3)

3.1.2 Principio de Equivaléncia

Segundo Einstein, apenas o Principio de Covariancia nao garante a plena relatividade
dos movimentos. No Principio de Equivaléncia, Einstein destaca a correspondéncia entre
movimentos que ocorrem na presenca de um campo gravitacional para um observador es-
tacionario e movimentos que ocorrem para um observador nao inercial na auséncia de um
campo gravitacional.

Este principio afirma que as leis que regem um corpo em queda livre na presenca de
um campo gravitacional estacionario local sao as mesmas para todos os corpos e que existe
uma correspondéncia com o movimento de corpos que, nao estando sujeitos a presenca de
um campo gravitacional, se apresentam em um sistema de referencial nao-inercial. Ou seja,
as propriedades do movimento de uma particula em um referencial nao-inercial livre sao as
mesmas que em um sistema inercial com a presenca de um campo gravitacional.

Na Mecanica Relativistica, temos que o movimento de uma particula livre se d& ao
substituirmos o intervalo (3.1) em § [ ds = 0, de forma a obter a equagao da geodésica:

d*x° dx* dx”

M [ — | 3.4
ds? W ds ds ’ (3-4)

valida tanto para sistemas inerciais na presenca de um campo gravitacional, quanto para

sistemas nao-inerciais sem a presenca de campos.
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3.1.3 A equacao de campo de Einstein

Utilizando-se do Principio de Mach, onde partimos da hipdétese que a métrica do campo
é determinada pela distribuigao de matéria e energia, e uma leve modificagao na Equacao de
Poisson, construimos uma equacao de campo que dependera apenas do tensor de momentum-
energia T}, e de derivadas segundas do tensor de métrica g, .

Ao contrario da Relatividade Restrita, teremos a presencga e possibilidade de espacos

curvos na Teoria da Relatividade Geral. Para isso, devemos definir o tensor de Riemann-

Christoftel:
R e =Tl = Unlae + Do — Ll o (3.5)
onde, para espagotempos planos teremos: R/, = 0.
Contraindo o tensor acima com ¢ = 7 e usando a identidade I'Y = (,)%log\/—_g, temos:

a 0

82
_ « B o
Rl“/ - _F,ul/,a + F,uozFVB + —log VvV —g — Ful/ Ore

DO logv/—g, (3.6)

e, novamente, I, = 0 para o caso de espagotempos planos.

Construindo um tensor de divergente zero, como o tensor de momentum energia, Einstein
escreveu a sua equacao de campo ligando a geometria do espacotempo com a distribuicao
de matéria e energia:

G

GMV + Agﬂy = 7Tuy, (37)

sendo A o termo que Einstein chamou de constante cosmoldgica na reformulacao de sua

teoria original. Em (3.7), temos também que:

1
), = (= Jrg) <o 3.5)

sV

onde R ¢ o tensor R, contraido em um escalar.



Capitulo 3. Relatividade Geral e Termodinamica 20

Introduzimos a densidade de momentum-energia:
L. =T,V—y, (3.9)

de forma que, com um breve manipulacao de propriedades tensoriais, a expressao (3.3)

ficara:
v 1 af
Su,y - Q‘I Jap,u = 0,
) (3.10)
Tt Eiaﬁgaﬁw =0.

3.2 Extensao da Termodinamica para Relatividade

Geral

Nesta secao, vamos retirar algumas restricoes que encontramos no capitulo anterior
e aplicaremos os Principios de Equivaléncia e Covariancia de forma a chegarmos a uma
expressao para a segunda lei para que possamos aplica-la a sistemas cosmolégicos. Devemos
sempre ter o compromisso de, nos limites para métricas planas e campos fracos ou nulos,

fazer que nossa nova teoria recaia na termodinamica classica.

3.2.1 Analogo a Primeira Lei da Termodinamica

Novamente, partimos da condicao analoga da relatividade para a conservacao de energia,

generalizando-a porém para o caso onde temos espagotempos curvos [4]:
(1), =0 (3.11)

com T} sendo o tensor de matéria e energia total.



Capitulo 3. Relatividade Geral e Termodinamica 21

Fazendo uso da expressao (3.10) e integrando em uma regiao quadri-dimensional definida:

1
/ / / / (zu - Esaﬁgaﬂa drydzadrsdr, = 0, (3.12)

é possivel ver que tal equacao é valida para qualquer sistema de coordenadas curvilineas no
espagotempo e garante a conservagao de energia e momentum de qualquer sistema termo-

dinamico.

3.2.2 Analogo a Segunda Lei da Termodinamica

Em um de seus artigos de 1928[5], Tolman postula uma equagdo com o andlogo re-
lativistico da segunda lei. Ressaltando que discorda de Einstein quando este fez criticas
ao fato de nao ser uma equacao tensorial, Tolman mostra que tal expressao é valida para
qualquer sistema de coordenadas espacotemporais.

Partindo do vetor entropia, equagao (2.44), definimos o vetor densidade de entropia:
dzx,,
Gt = SM\/ —g = ¢0d—\/ —g. (313)
S

A expressao postulada por Tolman para a segunda lei fica [3, 4, 7]:

m
06 0x10x2030T,4 = %.
Ty 0

(3.14)

Mostraremos que tal expressao obedece o Principio da Covariancia escrevendo-a como:

(S").uvV/—gx10320230T4 > %Cio' (3.15)

Podemos ver que o termo (S*)., é um tensor posto dois contraido na forma de um esca-
lar, assim como /—gdxi0x20x30x4 € 0 lado direito da equagao acima também sao escalares,
formando assim uma expressao covariante que é valida para qualquer sistema de coorde-

nadas. Vemos, também, que para espacos planos, a derivada covariante recai na derivada
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comum e, no caso de coordenadas galileanas, \/—¢g é unitario de forma que recuperamos a

Segunda Lei da Termodinamica cléssica.

3.3 Aplicacoes

3.3.1 Segunda Lei para um sistema estatico e isolado

Ao aplicarmos tal expressao para um sistema estacionario ( o equivalente a utilizar
coordenadas comoveis ) e isolado teremos as “velocidades”das coordenadas tipo-espago tais
que:

dﬂfl dxg d&?g

— 2 _ 27 . 1
ds ds ds 0 (3.16)

Desta forma, somente a parte temporal de (3.14) restard apds abrirmos o somatdério:

////aix4 <¢0%\/—_9) drydradrsdry 2> 0. (3.17)

Integrando em relacao a coordenada tipo-tempo, de x4 a :

{///¢0dx4\/_d:£1d$2dx3} 4 >0, (3.18)

com /—gdxidredrs = dVyds, sendo dV o volume espacial préprio, teremos:

{/%dvo}% > 0. (3.19)

A quantidade f ¢odVy pode ser chamada de entropia e s6 apresentara aumentos com o
tempo x,. Tal quantidade é a soma sobre a entropia do sistema como um todo, levando
em conta cada uma de suas partes. Ao considerarmos a visao que relaciona entropia e

probabilidade de cada microestado do sistema:

S=k, In Q (3.20)
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e lembrando a propriedade de que a entropia é uma grandeza extensiva, vemos que (3.19)

implica também que o sistema muda com o tempo para arranjos de maior probabilidade.

3.3.2 Equilibrio térmico em um campo estatico generalizado

Serao examinadas, agora, as condigoes para equilibrio térmico na presenca de um campo
gravitacional estatico e generalizado, sem qualquer implicacao de simetrias. Tal estudo é
importante pois qualquer outro caso de campos estaticos pode ser obtido a partir deste.
Vamos considerar que todas as partes do sistema estao em contato com um termoémetro que
apresenta Radiacao de Corpo Negro, mas nao afeta o sistema de forma relevante. Chama-
remos este instrumento de termometro de radiacao [3].

O elemento de linha para este caso sera:
ds® = gijdx'da? + gaudt?, (3.21)

de forma que g14, go4 € g34 SA0 iguais a zero, enquanto os outros termos do tensor de métrica
podem possuir qualquer dependéncia nas coordenadas espaciais z° mas sao independentes
do tempo. Temos que, o tensor momentum-energia para um corpo negro com densidade de
energia propria pgo é dado de forma que [5]:

dx* dx”
= oo+ 10) 3G,

— 9" po, (3.22)

com pgy = 3pg. Mas, como estamos tratando de um caso estatico, devemos ter:

dzt  dal

A quarta componente da ”velocidade”fica:

dz*  dt 1
—_— == = \/g*. .24
ds ds  \/Qa g (3-24)
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Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.22), os Unicos termos da soma que sobrevivem sao:

T = —gp,
(3.25)
T = g% poo.
Escrevendo o tensor na forma mista, teremos somente T} = T3 = T5 = —py e T} = poo.

Agora, utilizaremos a expressao (3.10) para compreender como se comportard a pressao no

termometro de radiacao. Fazendo pu = 1, obteremos:

il 0(\/?)

1, . 1
957 tPho —PpovV—93 (9 1 gija1 + 944944,1) + =(poo + Po)vV—99"* g1a1 = 0.
ox ox 2 2
(3.26)
Usando que dg/g = g*?dgas, teremos:
g 1 dg
4 g Mor =g = -, 3.27
979151+ 9" 911 = 9" gos1 = 5 (3.27)

Assim, abrindo os somatérios de (3.26), o segundo e o terceiro termos se cancelam:

Opo ~ poo +Po 44
=0. 3.28

Finalmente, usando que ¢* = 1/gsu e poo = 3po, a dependéncia entre a pressio no

termometro de radiacao e a coordenada z?, fica:

0 0

Como tal relagao se da para todas as coordenadas espaciais, podemos integra-la de forma
que:

po(gas)® = constante. (3.30)

Temos, da termodinamica de Stefan-Boltzmann [3]:

1
Po = §UT§. (3.31)
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Juntando (3.30) e (3.31):

TO\/g44 = Q:, (332)

sendo € constante em todo o sistema. importante ressaltar que a expressao acima é
valida para pontos no termoémetro de radiagao; como Ty e /g4 sao fungoes continuas da
posicao, podemos assumir que esta constancia da funcao sera vélida para os pontos do
sistema que entram em contato com nosso termometro postulado. Também, nao estamos
considerando aqui se o termometro de radiacao irda causar alguma perturbacao relevante
ao sistema. Para o caso de um sistema sélido, por exemplo, terifamos que retirar parte do
solido para introduzirmos o aparelho de medida. Tal procedimento certamente iria afetar
os potenciais g,,, porém este problema desaparece se considerarmos nosso termometro com
dimensoes irrelevantes perante o sistema.

Finalmente, vemos que Ty, a temperatura propria do sistema, pode sim variar entre
diferentes pontos do sistema gravitacional e teremos que, para a relatividade geral, substi-

tuiremos a constancia da temperatura para sistemas em equilibrio pela constancia de €.



Capitulo 4

Aplicacoes Cosmolégicas

Em seu livro texto de 1934 [3], Tolman j& apresentava argumentos para a utilizagao
de uma métrica nao-estatica em modelos cosmoldgicos. Fundamentando sua argumentacgao
no desvio para o vermelho (redshift) de galdxias medidos por E. Hubble em 1929, Tolman
apresenta um desenvolvimento genérico para uma métrica nao-estatica fazendo-se valer do
principio de isotropia como desenvolvida por Friedmann e Robertson. No presente capitulo,
vamos analisar o desenvolvimento deste tipo de métrica, suas implicagoes cosmoldgicas e

algumas aplicacoes da Termodinamica Relativistica ao cosmos.

4.1 O modelo nao-estatico

4.1.1 Algumas consideracoes cosmologicas

Antes de obtermos o elemento de linha da métrica nao-estatica, devemos fazer algumas
hipéteses cosmoldgicas, construindo o principio cosmolégico de forma consistente com a
realidade aparente do Universo. Primeiramente, vamos assumir que a gravitacao ¢ descrita

pela Teoria da Relatividade Geral de Einstein com ou sem a constante cosmolégica A (G =
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c=1):

1
Ruu - ERg/u/ (Aguu) = 87TT;U/- (41)

Consideraremos a existéncia de um tempo global que permite descrever a geometria
do Universo em um sistema gaussiano unico de forma que a métrica possa ser escrita:
ds? = gijdx'dz? + dt?, ou seja, gq4 = 1. Também iremos considerar que nao existem termos
cruzados do tipo gu;.

Finalmente, devemos ter que, ao observarmos a estrutura do universo em grande escala,
este deverd apresentar uma geometria espacialmente isotrépica e homogénea, nao apre-
sentando direcoes privilegiadas. Esta hipdtese mostra-se importante, pois elimina toda e
qualquer visao cosmoldgica antropocéntrica, em que ocupamos uma posicao especial no

COSIMOS.

4.1.2 Obtencao do elemento de linha

Partimos da possibilidade de expressar o elemento de linha em coordenadas coméveis,

com simetria esférica, da forma mais geral possivel [3]:
ds® = —eMdr® — e (r2d6? + r?sin®0 dp?) + e’ dt?, (4.2)

onde os termos cruzados tempo-espago ja foram eliminados. Aqui, A, p e v sdo fungoes
arbitrarias que podem depender tanto das coordenadas espaciais quanto da temporal.

Ao considerarmos uma particula de teste livre, teremos as seguintes equacoes para a
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geodésica nesta métrica:

ﬂ:_pl ﬁ i
ds? “\ds)

d*0 dt\’
() )

dQ_¢ - _TI3 (ﬁ>2

ds? M \ds)
Como esta particula esta em repouso em relacao ao sistema de coordenadas, por utilizar-
mos coordenadas comoveis, e fizemos a suposicao de isotropia e homogeneidade espacial, a
aceleragao desta particula sera zero de forma que os simbolos de Christoffel das expressoes

acima serao igualmente nulos. Disto resulta:

ov Jv Ov

Ou seja, v é uma fungao que depende apenas do tempo, permitindo que possamos definir

uma nova variavel ¢’:
v(t)
2

t'= [ ez dt. (4.5)

Substituindo ¢ por t em (4.2):
ds? = —erdr? — e"(r’d? + rsin®0 d¢?) + dt*. (4.6)

Desta forma, para um observador local comovel: t = t;. Porém, as distancias proprias

medidas por ele sao dadas por:
ol = eM?6r,
8ly = e"/?r50, (4.7)

ly = %1 sinf 5.
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A mudanca temporal nas distancias proprias sera dada por:

1
0 ao 19 (48)
1
— (In dly) = — (In 0ly) = = —
8t0(n 2) 8t0(n 2) 2at7
ou seja, pela hipdtese de isotropia usada na construcao da métrica:
oN  Ou
— = 4.9
ot ot (4.9)
Assim (4.6) fica:
ds® = —e'(dr® + r*df* + r*sin®0 do*) + dt?, (4.10)

onde pu = p(r,t). Partimos novamente da distancia prépria dly = eM/25r e novamente

teremos:

0 _10ou

Importante destacar que um observador local nao podera observar uma mudanca radial

nesta velocidade propria e portanto:

o 0 1 0%
——In

arote " ° T 20rot

(4.12)
Se assumirmos que u(r,t) = f(r) + g(t) junto com (4.12), vamos obter que (4.10) serd:
ds? = —e! 9O (@r? 4 r2d0% + r2sin®0 do?) + dt*. (4.13)

Utilizando-nos da equacao de campo de Einstein (3.7), apds algumas manipulagdes com
o tensor momentum-energia resultante deste elemento de linha (4.13), encontraremos as

seguintes equagdes para f(r) [3]:

d
d_f = clref/Q,
,
2
o) 1/c
(1 — c172/4co)?’

(4.14)
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onde ¢ e ¢y sao duas constantes de integracao resultantes da integragao das equacoes encon-
tradas. Colocando o resultado encontrado para /(") em (4.13) e definindo uma constante

Ry que pode assumir valores positivos, negativos ou infinitos, de forma que:

C1 1
2= 4.15
e RZ (4.15)

teremos, finalmente:

g9(t)
ds® = —miw(dr%gd@z + r?5in*0 d¢?) + dit?, (4.16)

com ¢(t) uma func¢do dependente somente do tempo. Simplificando um pouco mais, defini-

mos:
’
= . 4.17
"T1T r2 /4AR? (4.17)
E, com 7 = Ry sin x, a métrica (4.13) ficara:
ds? = —R2e90 (dx? + sin®x db* + sin®x sin®6 d¢?) + di*. (4.18)

Um dos principais motivos para a escolha desta deducao de uma métrica nao-estatica é
esta nao apresentar a singularidade inevitdvel postulada pela Teoria do Big Bang, evitando
assim, o problema de definir-se uma termodinamica relativistica em singularidades.

Calculando o volume proéprio espacial referente a esta métrica, teremos:

2w ™ g . .
vy = / / / R3e29W sin?x sinf dxdfde = 2> R3e29") (4.19)
o Jo Jo

A expressao acima (4.19) difere da encontrada para o universo estético de Einstein [5] apenas
pelo termo contendo g(t). Se g nao for dependente da coordenada temporal, resgatamos o

.. . . . 1
volume préprio do universo de Einstein com R = Rye29.
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4.1.3 Densidade e pressao no modelo nao-estatico

Vamos introduzir mais uma hipdétese cosmoldgica na dedugao de um modelo nao-es-
taciondrio: iremos assumir que o universo que estamos estudando é preenchido por um
fluido perfeito. Apds a dedugao da métrica assumindo isotropia e homogeneidade, ficara
mais claro perceber os efeitos que um universo repleto por um fluido de distribuicao nao-
homogeénea apresentard. Com esta distribuigao, espera-se que ocorra um fluxo de radiagao
de uma regiao contendo mais matéria luminosa que seus arredores, o que nao poderia ser
representado por um fluido perfeito. Vantagens acerca da representagao através de um
fluido perfeito surgem pois este restringe o comportamento a processos adiabaticos, sem
fluxo de calor, e elimina a transferéncia de energia por radiagao de uma porgao de matéria
para outra.

Uma vez aceita esta hipotese, podemos introduzir a expressao para o tensor momentum-
energia como em (3.22) para descrevermos um fluido perfeito:

dx* dz”

= o+ o),

— 9" po. (4.20)

Devido as coordenadas coméveis e a métrica utilizada (4.18), as componentes ma-

croscopicas das velocidades serao expressas por:

dr db dp
ds ds ds (4.21)
at
ds
que nos resulta, de (4.20),
T! =T; =T = —po, T} = poo. (4.22)

Introduzindo o tensor de momentum-energia (4.22) e o elemento de linha (4.18) nas
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equagoes de campo de Einstein (3.7), obteremos:

L . 3.,
€
3 _ t 3 .2
87Tp00 = Ege 9(t) + Zg - A, (424)

representando equagoes para a pressao e densidade de energia como medidas por um ob-
servador local; os pontos sobre as variaveis representam diferenciacao temporal. Aqui, serda
importante ressaltar que nao teremos mais, ao contrario de um universo estatico, a neces-
sidade que Ry seja real e nem mesmo que a constante cosmoldgica A seja positiva para
obtermos uma densidade de energia pyy positiva. Tolman ressalta que é importante deixar-
mos estas possibilidades em aberto em nosso modelo para que observagoes e dados futuros

possam comprovar os valores destas constantes [3].

4.2 Termodinadmica e Cosmologia

Nesta secao, iremos aplicar alguns dos conceitos termodinamicos desenvolvidos nos

capitulos anteriores ao modelo cosmolégico de universo nao-estatico.

4.2.1 Aplicacao da Primeira Lei: mudanca na energia com o
tempo

Vamos comecar nossa andlise substituindo os valores encontrados para as componentes

do tensor momentum-energia em (4.22) na equagdo para a densidade de momentum ¥
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desenvolvida no capitulo anterior:
v 1 af
g,u,u - 5‘1 GaB,u = 0. (425)

Como queremos analisar a mudanga temporal, abriremos o somatério somente na com-

ponente p = 4:

0 0 50
(Poo\/_)+ pO\/_( ! g” +g% g? +g% gf’) =0. (4.26)

Da expressao do elemento de linha (4.13), é facil ver que:

. 3
r2sinf e29(®)

Vo= T3 A 427

de forma que (4.26) se reduz a:

2 39(t) 2., 39(t)
2 Poo Tsinb e +p02 resinf e _o (4.28)
ot \ [1+r2/4R3)3 ot \ [1+r?/4RZ]?

Sabemos que um observador local mede o valor do volume préprio, de acordo com o

elemento de linha dado por (4.13), para um pequeno alcance 6r0d¢ como:

. 3
r2sinf 290

61}0 = 957"59(5¢ [1 ?"2/ R(Q)]35T595¢7 ( )
assim, (428) pode ser reescrito:
t POO(SUO Po—; ; 6U0 0. 1.30

Esta expressao nos mostra que um observador local ird observar as mudancgas na energia
de qualquer elemento de fluido nas vizinhancas como o esperado para uma transformagao
adiabatica.

Como consequéncia direta da dependéncia temporal em ¢(t) no determinante da métrica

(4.27), existird um aumento temporal de cada elemento de volume préprio se g(t) aumentar
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com t. Ja a quantidade de energia por elemento de volume de fluido nao serd constante,
exceto para o caso de pressao zero. Para que ocorra conservagao de energia, deveremos intro-
duzir, neste caso, uma quantidade que represente a energia potencial do campo gravitacional.
Esta equacao (4.30) mostra que a energia prépria de cada elemento de fluido, medido por
um observador local, muda com o volume préprio do elemento de forma adiabatica.

Este resultado é termodinamicamente importante pois afirma que nao havera fluxo de
calor entre elementos do fluido perfeito do modelo, sendo consequéncia direta do principio

de homogeneidade do modelo.

4.2.2 Aplicagao da Segunda Lei

Partimos da Segunda Lei como postulada por Tolman e desenvolvida no capitulo ante-
rior:

0 dx* 5Q
Eren (qbogx/—g) Szloa?sxdoxt > TO. (4.31)

0

Com as condigdes impostas para um observador comével (4.21) e pelo fato demonstrado na

secao anterior, de termos processos adiabdticos, teremos 6@y, e (4.31) ficara:

d r2 sinfe29®)
dt \ 7’1+ r2/4R2J3

> orédop > 0, (4.32)
que, usando a expressao para o volume préprio (4.29), pode ser reescrito da seguinte forma:
d
%(¢05’U0) 2 O, (433)

0 que mostra que a entropia propria de cada elemento do fluido perfeito s6 pode aumentar
ou permanecer igual com o decorrer do tempo. Com o auxilio de (4.30) vemos que um

observador local observara, na vizinhanca, os mesmos resultados esperados pela Termo-
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dinamica classica para um elemento de fluido perfeito sofrendo uma contracao ou expansao

adiabatica.

4.2.3 Irreversibilidade e reversibilidade no modelo nao-estatico

Do resultado anterior (4.33), podemos discutir as caracteristicas acerca de reversibilidade
e irreversibilidade de nosso modelo. Para processos reversiveis, teremos o sinal de igual na
expressao, de forma a ter uma entropia prépria constante em cada elemento de fluido do
modelo. Para compreender a constancia da entropia, devemos analisar os casos onde um
aumento de entropia ocorre naturalmente em um sistema.

Primeiramente, poderemos ter um aumento de entropia como resultado da irreversibi-
lidade do fluxo de calor, algo que j4 mostramos que nao ocorrerd em nosso modelo devido
a hipotese de homogeneidade. Em seguida, vemos que nao ocorrerda nenhum aumento de
entropia decorrente de choque dos elementos do fluido com as paredes do sistema, como
para um sistema classico em expansao nao adiabatica, pois o Universo nao as apresenta. E
facil ver que nenhuma causa classica de aumento de entropia ira se aplicar a este modelo,
de forma que as mudangas no modelo serao reversiveis desde que mudancas fisico-quimicas
internas ao elemento de fluido nao gerem aumentos significativos na entropia prépria do
elemento como veremos adiante.

Tolman [3] ressalta que o comportamento reversivel para um modelo ndo-estético estd
intimamente ligado a simplicidade do fluido escolhido, de forma que nao ocorrem processos
internos irreversiveis ao ponto de alterar a entropia prépria dos elementos do fluido. Estes
fluidos simples poderiam ser representados por uma matéria incoerente, exercendo pressao

zero - como a matéria escura - e por uma distribuicao de Radiagao de Corpo Negro.
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Para uma espécie de fluido mais complexo, como um modelo de gas diatomico, teremos
processos irreversiveis e o sinal de igualdade se tornard uma inigualdade em (4.33) levando
nosso modelo a apresentar um comportamento irreversivel devido aos potenciais quimicos

de moléculas mais complexas.

4.3 Consideracoes Finais

Apés a exposicao de consequéncias diretas da Termodinamica Relativistica a mode-
los cosmoldgicos, poderemos considerar alguns processos que diferem da Termodinamica

classica que sé se mostram possiveis se aplicados ao universo como um todo.

4.3.1 Sobre a possibilidade de processos reversiveis a uma taxa

finita

Sabemos, na Termodinamica cléssica [9], da impossibilidade de produzirmos uma ex-
pansao adiabdtica a um tempo finito. Ao considerarmos um sistema onde uma expansao
adiabatica é produzida, levamos em conta o caso classico de um cilindro com um pistao
moével, contendo um gas monoatomico que sofre uma expansao infinitamente lenta de forma
a nao alterar a entropia interna do sistema. Se retirarmos a restricao de executar esta
operacao de forma infinitamente lenta, nao teremos mais um processo reversivel de forma
que o gas nao conseguird realizar um ciclo termodinamico fechado.

Vamos estender nossa visao para o caso onde o gas nao estd mais confinado em um
cilindro contendo um pistao e sim livre, sem nenhuma vizinhanca ou paredes. Importante

ressaltar, neste momento, que tal consideracao torna-se complicada na teoria classica da
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termodinamica pela auséncia de consideragoes gravitacionais nesta abordagem. Para um
gas livre, na teoria classica, considerava-se que o gas sofreria apenas difusao pelo espaco
vazio a sua volta, o que caracterizaria um processo dado a uma taxa finita, porém de forma
irreversivel. A mudanca de entropia decorre da transformacao de um gas de uma pressao

p1 & uma pressao po sem a realizagdo de trabalho externo [3, 9].

AS =R n (Zﬁ) . (4.34)
P2

Em momento nenhum, na teoria da Termodinamica classica, consideramos a possibili-
dade cosmolodgica de um universo repleto por um gas em expansao livre, parte pela incapaci-
dade da teoria newtoniana de descrever o Universo observado, de forma que a possibilidade
de uma expansao livre sem difusao nao fosse considerada. Como mostrado na se¢ao anterior,
consideragoes relativisticas nos apresentam um modelo de universo nao-estatico repleto por
um fluido homogéneo em expansao ou contracao. Estes modelos, provenientes da relagao
entre os potenciais g,, e o tensor momentum-energia 7},,, nos apresentam uma nova possi-
bilidade em Termodinamica: processos reversiveis que se dao a uma taxa finita.

Vimos que a expressao para o volume préprio (4.29) nos mostra que pela dependéncia
temporal de ¢g(t) o modelo como um todo ird expandir a uma taxa global, o mesmo ocorrendo
para o caso de contracao. Vimos que ao aplicar a primeira lei relativistica, obtemos a
expressao (4.30) para a mudanga na energia prépria de cada elemento de fluido que reflete
exatamente uma expansao adiabatica no modelo, sem fluxo de calor para as vizinhancas.

Na secao (4.2.2), ao aplicarmos a expressao relativistica da segunda lei (4.32) obtemos
uma transformacao adiabdtica como seria classicamente esperado (4.33). Deste resultado,
como debatido na segao 4.2.3, percebemos que ao tomar-se modelos de gases simples, como

matéria incoerente com a presenca de radiagao de corpo negro, pode-se considerar processos
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reversiveis para o nosso modelo. Ja na construcao deste modelo tomamos cuidado para que
fosse feita de maneira a eliminar anisotropias que gerassem aumentos locais significativos
na entropia prépria do sistema e evitamos que ocorresse fluxo de calor através do modelo.

A extensao da Termodinamica para a Relatividade Geral nos permite, no estudo de mo-
delos cosmolégicos de matéria composta homogeneamente pelo espago, observar a expansao
de um gas livre como um processo reversivel a tempo finito pela possibilidade de que este
material nao flua como difusao, nem apresente fluxo de calor de forma irreversivel ou uma

queda de pressao decorrente da colisao com as paredes do sistema.

4.3.2 Sobre a possibilidade de processos irreversiveis sem atingir
um estado final de entropia maxima

Apesar das consideracoes feitas na secao anterior, nao devemos descartar o debate acerca
de processos irreversiveis na termodinamica relativistica visto que estes processos ocorrem
naturalmente no Universo. Novamente, é possivel perceber que para casos de processos
irreversiveis havera diferenca entre as termodinamicas classica e relativistica. Sabemos da
primeira [9], que processos irreversiveis sempre ocorrem de forma a atingir um estado de
entropia maxima. Agora, iremos analisar que na nova termodinamica isto nao serda uma
condicao necessaria.

Novamente, temos que esta possibilidade diferente da teoria relativistica da termo-
dinamica surge ao analisarmos casos cosmoldgicos que apresentam contragoes e expansoes.
Este caso nao foi estudado detalhadamente neste trabalho como o caso citado anteriormente,
mas tal estudo nao se mostra necessario para a compreensao da possibilidade de um processo

irreversivel que nao atinge um estado final de entropia méaxima. Para este caso, considera-
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mos um modelo onde ocorre uma expansao de um volume proéprio finito qualquer, seguido
de uma reversao nas dire¢oes de movimento até um limite superior e um retorno final para
volumes menores. Ou seja, estamos lidando com uma categoria de modelos cosmoldgicos
que leva em consideragdo uma sucessao de contragoes e expansoes|[3].

Do ponto de vista classico, um estado de entropia maxima seria inevitavel visto a natu-

reza irreversivel das expansoes e contragoes de um gés livre [9]:

1 P oS 0S
dS = —dE + Zdv + =24 o —d 4.
S o +TU+8n1 ny + +6nn Ny, (4.35)

sendo E a energia interna, v volume e ny,ns, ..., n, o nimero de mols de cada componente
quimico diferente do gas. Como este sistema ¢é isolado, o termo contendo dFE deve ser zero,
pelo principio da conservacao de energia; enquanto o termo pdv também ira a zero devido a
natureza isolada do sistema. Assim, somente os termos relacionados aos potenciais quimicos
dos componentes estariam diretamente ligados a maximizacao da entropia do modelo.

Do ponto de vista da termodinamica relativistica, a expressao anterior se mostrara como:

O(¢odvy)

0
onj

O(¢odvy)

0
on?

1
(6 duo) = - dpunduo) + %d(évo) + dnd + ...+ dn?, (4.36)

que determina a entropia prépria de cada elemento do fluido (¢pdvy) em termos da sua
energia propria poydvy e do niimero de mols nY, ..., n? de cada componente quimico presente
no modelo. Sabemos da mecanica relativistica que nao podemos mais afirmar que a energia
prépria associada a um elemento do fluido é uma constante, exceto se permitirmos que se
associe a energia potencial gravitacional a esta. Como vimos em (4.30), a energia prépria de
cada elemento do fluido do modelo decresce com o aumento do volume proprio e aumenta
com a contracao do mesmo. Aqui, abandonamos a restri¢ao encontrada no caso cléssico de

forma a obtermos um aumento de entropia decorrente da nao conservacao direta da energia
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propria.

Desta forma, na Termodinamica Relativistica, nao podemos afirmar que exista um ponto
de maximo para o valor que a entropia pode assumir ao realizar um processo irreversivel em
um fluido ou gas cosmoldgico que se contrai e expande sucessivamente. Como nao temos
restrigoes cosmologicas acerca das limitagoes dos valores da energia prépria do elemento de
fluido e nao temos limitacoes quanto a entropia total do mesmo, podemos obter a possi-
bilidade de processos irreversiveis que podem continuar sem a necessidade de um estado
final.

“A importancia principal desdes novos resultados surge na demostracao da necessidade
do uso da termodinamica relativistica, no lugar da classica, em qualquer tentativa de en-

tender o comportamento do Universo como um todo.”(TOLMAN, 1934, p. 325)
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