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RESUMO

Compreender e aplicar diferentes técnicas perturbativas para a andlise da dinamica ndo linear
de uma particula é uma importante questdao na busca por melhor entender modelos simples
dinamicos. Nesse trabalho vamos considerar um modelo simples para a dindmica de uma
particula sujeita a uma perturbacdo periddica, cuja equacdo de movimento € dada por
O(w,1) = —Acos(wr)sin(@), onde A<<1 e w sido, respectivamente, a amplitude e frequéncia
da perturbacio ¢ —x <8(w,t)< 7 é uma varidvel angular. Esse pode ser visto como um
modelo simples para a dinamica de particulas sujeitas a ondas estaciondrias em fluidos ou
plasmas. Apesar da simplicidade do sistema ndo perturbado (quando A =0), ele é ndo linear,
tendo frequéncias naturais de oscilacdo que variam de zero a infinito dependendo da energia
inicial da particula. Portanto, ao ligar-se a perturbacdo com frequéncia determinada, havera
trajetorias ressonantes e outras fora de ressondncia. Exploraremos as diferentes técnicas
perturbativas para analisar a dindmica em cada um desses casos, procurando descrever a
dindmica em todo o espago de fases. Os resultados analiticos serdo entdo confrontados com a

solucdo numérica da equagdo de movimento.



ABSTRACT

Understand and apply different perturbative techniques for the analysis of nonlinear dynamics
of a particle is an important issue in the search for better understanding of simple models

dynamic. In this paper we consider a simple model for the dynamics of a particle subject to a
periodic perturbation, whose equation of motion is given by @(w,t)=—Acos(wt)sin(6),
where A <<1 and w are respectively the amplitude and frequency of the perturbation and
- < ﬁ(w,t) < 7z is an angular variable. This can be seen as a simple model for the dynamic

particles subjected to standing waves in fluids or plasma. Despite the simplicity of the not
perturbed system, he is non-linear, with natural frequencies of oscillation varying from zero to
infinity depending on the initial energy of the particle. Therefore, when switching on the
perturbation with determined frequency, there will be resonant trajectories and other off-
resonance. We will explore the different perturbative techniques to analyze the dynamics in
each of these cases, trying to describe the dynamics in the whole phase space. The analytical

results are then faced with the numerical solution of the equation of motion.
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INTRODUCAO

A teoria de perturbacdo compreende todos os métodos matemadticos que sdo usados
para encontrar uma solucdo aproximada para um problema que ndo pode ser resolvido
exatamente. Um dos primeiros usos desta teoria foi para lidar com os problemas matemaéticos
sem solug¢do exata da chamada mecanica celestial. Um exemplo desse uso € a solugcdo de
Newton para Orbita da lua, que se move notavelmente diferente de uma simples elipse
Kepleriana, devido a competi¢do gravitacional que a Terra e o Sol exercem sobre a lua [1].

A equacdo de movimento deste trabalho de conclusdo €é dada por
O(w,1) = —Acos(wt)sin(@). Essa equacdo pode ser vista como um modelo simples para a

dindmica de particulas sujeitas a ondas estaciondrias em fluidos ou plasmas [2]. Vamos
utilizar diferentes técnicas perturbativas para analisar 0 movimento e em cada um desses
casos, vamos procurar descrever a dindmica em todo o espacgo de fases [3] [4].

Um dos métodos basicos para a resolucdo de problemas dindmicos ndo lineares é a
utilizagdo da teoria de perturbacdo a partir de solugdes integrdaveis conhecidas. Dado isso,
procuramos solucdes integraveis para um sistema semelhante ao inicial (uma forma
simplificada do problema original), expandindo em série de poténcias um pequeno parametro
A pelo qual os dois sistemas diferem. Por exemplo, se o sistema semelhante ao inicial é
levemente ndo linear, entdo o movimento linearizado pode ser obtido diretamente, e a
perturbacdo ndo linear é encontrada como uma solucdo em série de poténcias. Estd implicito
nas afirmacdes acima que assumimos que as solucdes integrdveis para o sistema realmente
existem, ja que geralmente esse ndo € o caso para todos os problemas [3].

Em possiveis regides perto de singularidades, ressonancias ou regides de caos que o
sistema pode apresentar, teremos que analisd-lo com outra abordagem que complementa a
teoria de perturbacdo. A utilizacdo da andlise numérica e mapeamento estroboscopico [3]
fornecerdao mais informagdes do sistema perto das ressonincias que ele possui. Entretanto, na
regido onde os valores de velocidade da particula sdo muito pequenos e proximos de zero,
precisaremos utilizar uma forma mais elaborada da teoria de perturbagdo cldssica, que
podemos chamar de perturbacdo em multiplas escalas de tempo, onde levaremos em conta
ndo s6 o movimento e a perturbacio, mas sim escalas de tempo lentas e rdpidas para analisar
o espago de fases [13].

E no final de cada técnica perturbativa vamos comparar os resultados analiticos com

as simula¢cdes numéricas da equagao.



2 TEORIA DE PERTURBACAO CLASSICA

A série que usamos formalmente, para nos aproximarmos da solugdo total &, é

0=6,+A0,+A’0,+A°0,+... (2.1)

Nesta série, o termo principal 8, (ou o termo de ordem zero) da série de poténcias € a
solucdo exata conhecida do problema inicial integrdvel, sem a presenca da perturbacao.
Enquanto os outros termos de ordens maiores (6,,6,,0;,...) representam o desvio na solugdo

devido a perturbagdo aplicada no problema inicial integrdvel, e podem ser encontrados de
forma iterativa. Para pequenos valores de A os termos de ordens maiores na série vao se
tornando cada vez menores.

Logo, para obtermos uma solug@o perturbativa aproximada boa, basta mantermos os
primeiros termos de ordens maiores.

Nesse trabalho, a equacao na qual vamos aplicar a teoria de perturbacao é

O(w,1) = —Acos(wr)sin(6) , (2.2)

onde A <<1 é a amplitude da perturbacdo, w sua frequéncia, — 7 < €(¢,w) < 7 uma varidvel

angular, ¢ o tempo e o ponto denota derivada com relagdo a . Todas as varidveis serdo
adimensionais. Para simplificacdo dos cédlculos, vamos considerar w igual a uma constante. A
varidvel angular @, que € a solucao total da equacgdo (2.2), serd escrita na seguinte forma:

0 =0(w,t) =8,(w,t)+AB,(w,t) + A*0,(w,t) +... (2.3)

A derivada temporal da solugdo total é

0=6,+A6,+A%6, +... (2.4)



Derivando em relacdo ao tempo novamente, igualando a equacao inicial e substituindo

@ do lado direito, obtemos:
0=(0,+A6, +A%0, +..) =—Acos(wr)sin(@, + A6, + A0, +...). (2.5)

Com a finalidade de simplificar os calculos, vamos desenvolver em série de Taylor [6]

o seno do lado direito da equacao (2.5):
sin(@, + AG, + A*6, +...) =sin(8,) + A, cos(6,) + O[A]*. (2.6)
Para obtermos uma solugdo perturbativa razoavelmente boa, vamos manter os termos
de ordem A’ e A', desconsiderando os termos de ordens superiores. Alem disso, substituindo
o seno em série de Taylor na equagao (2.5), obtemos a seguinte forma:

6, + A, = —Acos(wr)[sin(8,) + A6, cos(6,)]. (2.7)

Considerando somente os termos de ordem A° na equagio (2.7) e integrando:

6,(1)=0, (2.8)
6,(t) = p, - 2.9)
6,(1) = pt +6,(0), (2.10)

onde 6,(0) € uma constante que escolhemos sem perda de generalidade como sendo zero, p,

corresponde a velocidade da particula e € uma quantidade conservada do movimento nao

perturbado. Lembrando que a equacdo (2.10) ndo € uma equacdo de uma reta, ja que 6,(t) €

uma variavel angular.

O tempo que a varidvel @ leva em dar uma revolu¢do no movimento nao perturbado é:

=% i

Po

onde T, € o periodo de revolucdo do sistema.



A freqiiéncia natural de oscilagdo do sistema sera:

Wy =——=D,- (2.12)

Considerando s6 os termos de ordem A' da equacdo (2.7) e substituindo 6,1,

AB, (1) = —Acos(wt)sin(8, (1)) = —Acos(w)sin(pt +6,(0)),  (2.13)

6, (t) = —cos(wr)sin(p,t). (2.14)

Vemos que a equagdo para él (t) € facilmente resolvida, pois o termo da direita da

igualdade em (2.14) s6 depende do tempo e ndo mais da varidvel & como na equagio (2.2). A
integracdo foi feita utilizando o programa Mathematica, originalmente concebido por Stephen
Wolfram e continuamente desenvolvido pela empresa Wolfram Research [7]. Este programa
implementa um sistema de dlgebra computacional para, entre outras aplicacdes, realizar
integrais e derivadas menos triviais. O programa Mathematica também serd utilizado para
realizar todos os célculos numéricos e gerar todos os graficos do trabalho.

Utilizando o programa Mathematica para resolver a equagao diferencial (2.14) com as
seguintes condi¢Oes iniciais que simplificam os calculos 6,(0)=0, 6,(0)=0 e 91 0 =0,

obtemos:

A[p, 't = potw* — p,” coswr) sin(p,t) —w* cos(wr) sin(p,t) +2p,w cos(p,t) sinwr)]

6= . (2.15)
l (Po _W)z(po +W)2
Simplificando a equagdo de 6,(¢):
_ 2 2 2 2 . _ .
0,(t) = Alp,t (=p,” +w)+(p,” +w") cos(wt) sin(p,t) —2p,w cos(p,t) sin(wt)] ' (2.16)

(P _W)z(po + W)2
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Derivando e simplificando novamente a solug¢do 6, (¢) para obtermos 91 ()

Al=p, + p, cos(p,t) cos(wt) +w sin(p,t) sin(wt)]
(po _W) (p0+W) .

0,(t) = 2.17)

Com a solugdo @,(t) calculada analiticamente, poderemos ver o quio proximo da
solu¢do numérica @(w,t) conseguimos nos aproximar utilizando a teoria de perturbagao nesse
sistema.

A idéia agora € utilizar novamente o programa Mathematica para encontrarmos a
solucdo numérica da equagdo é(w,t) =—Acos(wt)sin(f) e compararmos com a solucdo ,(t)
calculada anteriormente através da teoria de perturbagdo.

A seguir, nas figuras 2.1, 2.2 e 2.3, nds observaremos graficos comparativos utilizando
a solucdo analitica (obtida através da Teoria de Perturbacdo até primeira ordem de A) e a
solucdo numérica (obtida através do programa Mathematica), para assim observarmos se

nossa aproximagao € suficientemente boa. Nestas trés figuras, as condi¢des iniciais da solugdo

numérica serdo 8(0) =0 e 6(0) = p, para fins de simplificagcdo do problema.

500
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10 20 30
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Figura 2.1 — Grifico velocidade (8 = 0) em fungdo do tempo. Os pardmetros A=0.1, p, =5 e w=1

foram utilizados nas solu¢des com a finalidade de exemplificar. Solu¢do numérica em cor azul e a solugdo
analitica em cor vermelha.

Na figura 2.1 vemos que a aplicacdo da teoria de perturbacdo descreve bem a solugdo
numérica para valores de A << 1. Termos de ordens superiores na série sao necessirios para

maior precisdo, lembrando que sé consideramos termos de ordem zero e primeira ordem.

11



m| l "l IMW |
i L f M TS
AU P NIV
(0 I’I’H' nil

L L L L 1 " L 1 L L L 1 L L L 1
| Hln:l b : 30 | 40 H o

Figura 2.2 - Gréfico velocidade (8 = 0)em fungdo do tempo. Os parmetros A =1, p, =5 ¢ w=1 foram

utilizados nas solu¢des com a finalidade de exemplificar. Solu¢cdo numérica em cor azul e a solug@o analitica em
cor vermelha.

j. H
ki

Figura 2.3 — Gréfico velocidade (8 = 0) em fungdo do tempo. Os pardmetros A =10, p, =5 e w=1

utilizados nas solucdes com a finalidade de exemplificar. Solucdo numérica em cor azul e a solug@o analitica em
cor vermelha.

Podemos notar na figura 2.3 que para valores de A >>1 as solugdes sao muito
diferentes, o que indica realmente que a teoria de perturbacdo s6 € vdlida para pequenos
valores do parametro A .

Comparando as figuras 2.1, 2.2 e 2.3 podemos observar que dependendo do valor do
parametro A nos aproximamos ou nos afastamos da solu¢ao numérica. Quanto menor o valor

de A, mais nos aproximamos da solu¢do numérica.
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O que confirma o fato de a Teoria de Perturbag@o s6 funcionar para pequenos valores
do parametro A. Isto se deve ao fato de que os termos de ordens superiores na expansao em
série de poténcias sO convergem para algum valor se o pardmetro A for pequeno, caso
contrario a expansao em série pode tender ao infinito e divergir da solucdo real que queremos.

As vezes € necessdrio considerarmos termos de ordens superiores (0s termos
anteriormente desprezados O[A]*) ja que, em alguns casos, os termos das primeiras ordens

podem ser zero. Também € necessdrio considerarmos mais termos se desejarmos aumentar a
precisdo da solucdo analitica.

Contudo a teoria de perturbacdo aplicada dessa forma nem sempre € capaz de
descrever a solucdo total do problema em toda a regido do espaco de fases do sistema. Ela
funciona bem para estes limites utilizados anteriormente e depende do sistema em questio e
dos valores do parametro A .

Além disso, quando voltamos a equacao:

Alpyt (=p,° +w?)+(p,” +w?) cos(wt) sin(p,t) —2p,w cos(p,t) sin(wr)]
(po - W)z(po + W)z

0,(1) = ,  (2.18)

podemos ver que no denominador temos a presenca de duas singularidades que aparecem

quando p,=w e p,=-w, resultando em uma indeterminacdo para &,(t) que tende ao
infinito conforme p, se aproxima de |w| Quando isso ocorre, essa forma de aplicagdo da

teoria de perturbacdo ndo consegue descrever totalmente o comportamento desse sistema.
A seguir, nas figuras 2.4 e 2.5 nds observaremos graficos do tipo velocidade em

funcdo do tempo que mostram o que acontece quando utilizamos valores de p, proximos de

|w| na equacao (2.18).
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Figura 2.4 — Velocidade em fung@o do tempo. Os parAmetros utilizados nas solugdes sio A =0.1, p, =1.1¢

w =1. As condicdes iniciais siao 8(0) =0 e 0(0) = P, - Solugdo numérica em cor azul e a solugdo analitica

aproximada em cor vermelha.

Na figura 2.4, fica claro que conforme p, se aproxima de |w| a teoria de perturbagdo

nao consegue descrever com precisio a solucado numérica.

1.05

100

Figura 2.5 — Velocidade em fungdo do tempo. Os pardmetros utilizados nas solugdes sio A =0.01, Po

e w=1. As condigdes iniciais da solu¢io sio €(0) =0 e 0(0) = P, - Solu¢do numérica em cor azul e a

solucdo analitica aproximada em cor vermelha.



E mesmo reduzindo o valor A para obtermos maior precisdo com a teoria de

perturbacdo, na figura 2.5 vemos que quando p, se aproxima de |w, reduzir o valor em

modulo de A ndo modifica a conclusio anterior.
Logo, em possiveis regides perto de singularidades, ressonancias ou regides de caos
que o sistema pode apresentar, teremos que analisd-lo com outra abordagem que complementa

a teoria de perturbacgao.
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3 TEORIA DE PERTURBACAO RESSONANTE E MAPEAMENTO
ESTROBOSCOPICO

No capitulo anterior, obtivemos resultados e graficos para a Teoria de Perturbacao
Classica aplicada no nosso sistema de equagdo &(w,r) = —Acos(wr)sin(@). Fomos capazes de

ver que a teoria por si s6 ndo € capaz de descrever todo o sistema, devido a limitagdes que ela
possui e possiveis singularidades que o sistema apresenta.

Porém, para podermos obter informacgdes a respeito do nosso sistema periddico e
analisar as singularidades e ressonancias, vamos utilizar um recurso conhecido como
Mapeamento Estroboscdpico, que € um caso particular do Mapeamento Poincaré.

O Mapeamento Poincaré ¢ um método utilizado para investigar caracteristicas
deterministicas de séries temporais, funcdes periddicas e sistemas dinamicos [5] [8].

Ja o Mapeamento Estroboscépico que vamos utilizar é calculado por meio de
amostragem do grafico do espaco de fases do sistema, utilizando intervalos de tempo
constantes. E como se tirdssemos fotos do espaco de fases conforme ele evolui, mantendo o
intervalo de tempo entre fotos constante [5].

Na figura 3.1 veremos um exemplo de como realizar o mapeamento estroboscépico a

partir do grifico do espago de fases gerado pela solucdo numérica da equagdo

&(w,1) = —Acos(wr)sin(8).
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Figura 3.1 - O gréfico da esquerda é o espaco de fases da solu¢do numérica @(¢) para as condicdes iniciais
6(0)=0, 9(0) = p, e paraas constantes A=0.1, p; =—0.8 e w=1, com 0 <¢ <500. Os intervalos

de tempo entre cada ponto gerado sio de Af =1. J4 a direita, temos 0 mesmo espago de fases da mesma
equacdo, com as mesmas condi¢des iniciais e constantes, mas utilizando intervalos de tempo entre cada ponto

T
gerado de tamanho Af = —— para o mapeamento estroboscépico.
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A seguir, veremos grificos do mapeamento estroboscdpico do espaco de fases da
mesma equac¢do, mas vamos modificar algumas constantes e realizar comentarios de como o

mapeamento ajuda na descricdo do sistema. Os intervalos de tempo do mapeamento

- ~ . 2r .
estroboscopico serdao, em todos os grificos, de tamanho Af =—. S6 ressaltando que os
w

intervalos entre os pontos dos graficos se devem somente ao curto intervalo de tempo de
integracdo ¢ utilizado na criagdo do grafico. Ou seja, maior intervalo de ¢, mais pontos sio

gerados e menos intervalos em branco teriamos. Cada valor de p, escolhido € visto como
uma das linhas horizontais pontuais do gréfico. Quando escolhemos valores de p, préximos

de |w| observamos elipses que representam as ressonancias do sistema.
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Figura 3.2 — Espaco de fases da equacio Modulo[6(t)+ 7,27/ 2/ 7, o que faz que o grifico vade 0 a 1 no
eixo @ ao invés de —7 até 7. Com 0<¢ <500, constantes A=0.1, w=1, =25<p, <25 ¢

condicdes iniciais £(0) =0, 9(0) =D,-

Na figura 3.2, onde A =0.1 podemos ver que o mapeamento estroboscopico revela
duas ressonAncias bem distintas. Também observamos libracdes', uma possivel separatriz e as

rotagdes do sistema. As duas ressonancias ocorrem para valores de p, =*w, como esperado

da teoria de perturbagdo anterior.

"' Do latim librare, que significa "balangar" [9].

17



No caso de A=0.1, o sistema € quase integravel e passivel de ser analisado, vamos
utilizar ele para discutir como tratamos essas ressonancias matematicamente na secao 3.1, ja

que s6 temos técnicas conhecidas para sistemas integraveis.

[FT}

-
.,_,..,_,,--.--I" .-..-I-"'"".""-l.,. g‘.‘*‘--
- = Bl

[ - = "EERE L L] ...
'I-.'.."-‘ -t““""'* ii-..,,,+..,,..++ " . mwogoa,
i - = Bt mes e L S

[ +.u+,,,...a.i“' - L] *-l“uﬂui“'&“t!ité"‘:fi‘ = ""*1.:.--.1.-

s ws wma ® s of 0 BV - e sl o LT T

L . "',*‘%"‘H '-l-""‘"‘_ B oy R "

-~ 9 " Lt ] ®

1F s o' e (t*‘:? t:,* ( ™ “":‘hf"; “E e

r ] Pl 4 i

L e - 2 - - [ :1."‘ . -

[, Setd [ oo . - A e e e e - -t gt A s o wipasid

2 g L A o T LT s R -

F & Ea L # & ® LHE T L & ey - ;, . f

[ i $++ e “'.?*‘ e - H I L P | o#*f'

e I
L - o -
(e tms yuy, O e ‘::’1 - .;“..-:*‘H‘ "'%"’"" +""‘,.':;\'z:.d ﬁ. A I ++‘i++-“....ﬂ
+ r P . - am
. ®
L “a’ﬂ#t':‘u+="‘ ¥ ._.1.-""
-
L T P EEE L +“,“¢..-H*+“*"‘
® T
T
L ——
-

FIE TR
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A=05,w=1,-3.5< p, <3.5 e condi¢des iniciais 8(0) =0, 9(0) =D-

Na figura 3.3 j4 podemos observar o aparecimento de algumas libracdes e o que
parece ser o surgimento de alguma ressondncia ndo bem definida. Podemos notar a presenca

de caos no sistema entre as libracdes e as rotagdes.
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Podemos notar na figura 3.4 que para valores de A=1 temos a presenca de caos no
espaco de fases, um indicativo de que estamos tendo alguma sobreposi¢do de ressonancias no

sistema, que € ndo-integravel nesse caso. Para grandes valores de p, observamos rotagoes € o

sistema pode ser analisado com teoria de perturbacgao classica.
3.1 Tratamento das ressonincias

Para tratarmos as ressonancias que aparecem na figura 3.2, iremos analisar melhor a
equacdo O(w,r) =—Acos(wr)sin(f) e vamos reescrevé-la de outra forma, onde as

ressonancias possam ficar aparentes na equacao. Se reescrevermos o produto abaixo [6]:
. 1 . .
sin(a) cos(b) = E[sm(a —b)+sin(a+b)], (3.1.1)

obtemos:

6 = —Acos(wt)sin(f) = —%[sin(& —wt)+sin(@+wt)]. (3.1.2)

Nessa nova forma, a equacdo (3.1.2) esta demonstrando as duas ressondncias através
dos dois senos com argumentos distintos. Para verificar se € isso que realmente esta
acontecendo, podemos rodar novamente a simulagdo numérica utilizando sé uma das

“metades” da equacgdo (3.1.2):

6, (t) = —gsin(ﬁ —wt).  (3.1.3)
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E assim obtemos o seguinte gréfico:
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Figura 3.1.1 — Mapeamento estroboscopico da equagio Mddulo[6,, (1) + 7,27]/2/ 7 com condigdes
iniciais 8(0) =0, 9(0) = p, econstantes A=0.1, w=1,-2<p, <2 e 0<¢<500.

Ou seja, realmente cada uma das “metades” ou cada um dos senos na equacdo (3.1.2)
representam cada ressonéncia que o sistema apresenta. E vemos que 6, (7) esta descrevendo,
a parte superior positiva do gréfico.

Sendo assim, podemos descrever as ressonancias do sistema com essas equagoes:

mmn:—gmmw—wn+gme+mn:@An+gway (3.1.4)
.. A .
0, (1) == sin(@—wn), (3.1.5)

émgo:—ggme+wo. (3.1.6)

As equagdes (3.1.5) e (3.1.6) representam equagdes de péndulos integraveis e serdo

posteriormente comparadas com a solu¢do numérica de 8(w,t).
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3.2 Comparacio entre simulacdo numérica e o calculo analitico

Podemos ver também que se reescrevermos o argumento dos senos nas equagdes

(3.1.5) e (3.1.6) como sendo:

Ot)=6t)-wt.  (3.2.1)

Derivando duas vezes, em relagdo ao tempo, nos dois lados da equagdo (3.2.1):

) =60 -w. (322
o =00 +w.  (323)
6(t) = 6(r) . (3.2.4)

Assim podemos reescrever tanto a equagdo (3.1.5) como a (3.1.6) na forma:

&nz—gmm@. (3.2.5)

Com essa equacdo podemos encontrar a expressdo para a energia deste sistema que é
conservativo de acordo com o Teorema de Noether [15]. Lembrando que para sistemas
envolvendo forgas conservativas podemos utilizar a segunda lei de Newton [10] e a equacao
de conservacdo de energia [10], podemos integrar a equagdo (3.2.5) para encontrarmos a

energia potencial e ficamos com:

2

E:T+U:€;—§mq@. (3.2.6)

Com essa expressdo para a energia, podemos encontrar os contornos de energia que o
sistema apresenta e compara-los com a solucdo numérica. Novamente vamos utilizar o

o . 27z
mapeamento estroboscépico, com intervalo de tempo constante de Ar = —.
w
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Teremos que utilizar a substituicdo de varidvel é(t) =0(t)—wt na equagdo (3.2.6)

para a criacdo dos contornos de energia no espaco de fases das figuras 3.2.1 e 3.2.2.
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Figura 3.2.1 - Espaco de fases contendo alguns contornos de energia da equagdo
2
(p=w)” _A <p < <@<
T—;COS(Z?IH—?I), com as constantes A=0.1, w=1, 0<p,<2, 0<60<I e

0 <17 <500. Os contornos de energia sdo as linhas cinzas continuas. Os pontos correspondem ao mapeamento

estroboscépico da simulagio numérica da equagio Modulo|@(t) + 7,27/ 2/ & para as mesmas constantes e

intervalos, com as condi¢des de contorno #(0) =0 e 9(0) =Do-

Podemos ver entdo que o célculo dos contornos de energia descreve a solucdo

numeérica e a ressonancia do sistema.

Na figura 3.2.2, veremos as duas ressonancias do sistema. Comparando novamente a

solug@o numérica com os contornos de energia calculados.
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Figura 3.22 - Espaco de fases contendo alguns contornos de energia da equagdo
2 2
(p—w)” A , N (p+w)” A
pT —5008(27[9— 7T) na parte superior (valores de @ positivos) e pT —ECOS(ZEH —7)

na parte inferior. Com os seguintes valores das constantes A=0.1, w=1, =2<p, <2, 0<6<1 e

0 <1 <500. Os contornos de energia sdo as linhas cinzas continuas. Os pontos correspondem ao mapeamento

estroboscépico da simulacdo numérica da equagio Modulo|O(t) + .27/ 2/« .

Portanto, aliando a Teoria de Perturbacdo Ressonante com o tratamento analitico na

regido préxima a ressonancia discutido nesta secao, podemos descrever as diferentes regides

do espaco de fases da equagdo 8(w,t) = —Acos(wr)sin(8).
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Mas e quanto a regido central em destaque no grifico abaixo?
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Figura 3.2.3 - Espaco de fases da equacio Modulo[@(t) + 7,27/ 2/, em destaque a regido que ndo foi

descrita por nenhum dos métodos anteriormente usados. Constantes A=0.1, w=1, —=25< p, <25,

0<0<1e0<r<500.

Na préxima secdo vamos analisar essa regido que depende das condi¢gdes iniciais do
sistema, para valores de A pequeno. Essa regido, que parece ser outra ressonancia, ndo foi
descrita pelos métodos e formalismos anteriores.

De onde serd que surge essa ressonancia? Além disso, na préxima secdo, vamos ver

que tipo de método pode ser utilizado para tentar descrever esse comportamento.
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4 ANALISE DA REGIAO ENTRE AS RESSONANCIAS PRINCIPAIS

Para analisarmos essa regido entre as ressonancias principais, vamos voltar para a
equacdo inicial do trabalho de conclusdo e tentar compard-la com algo que conhecemos e que
seja semelhante ao nosso problema. O grifico a seguir representa o “zoom” do destaque da

figura 3.2.3.
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Figura 4.1 — Espaco de fases mapeado estroboscépicamente da equacio Modulo[O(t)+ x,2x]/2/ .
Constantes A =0.1, w=1.Intervalos —0.15< p, <0.15 ¢ 0<¢ <1000.

Olhando a Figura 4.1, podemos notar que estamos perto de p, =0, no inicio do
movimento da particula. Em p, =0 a particula esta parada de fato, mas bem perto de p, =0

a particula estd se movendo bem lentamente. E, no nosso caso, estamos perturbando ela com
uma amplitude pequena (A=0.1) e uma freqiiéncia muito alta (w=1) em relacdo a
frequéncia natural de oscilagdo do sistema. Essa situacdo lembra o conhecido problema do
péndulo de Kapitza [11].

O péndulo de Kapitza é um péndulo rigido no qual o ponto pivd dele vibra na dire¢ao
vertical para cima e para baixo. Ele foi nomeado em homenagem ao fisico vencedor do
prémio Nobel Pyotr Kapitza, que em 1951 desenvolveu a teoria que, com sucesso, explica
algumas de suas propriedades incomuns [11].

A caracteristica tnica que este péndulo possui € que a sua suspensao vibratdria vertical

pode fazer o péndulo balancar de modo estdvel numa posicao invertida.
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Figura 4.2 — A esquerda vemos o desenho de como um péndulo de Kapitza pode ser construido. A direita vemos
um esquema simplificado do péndulo de Kapitza [12].

O péndulo foi primeiramente descrito por A. Stephenson em 1908, que descobriu que
a posic¢do vertical superior do péndulo poderia ser estdvel quando a frequéncia de movimento

vibracional é muito rapida. Pyotr Kapitza foi o primeiro a analisa-lo em 1951 [11].

4.1 Equacionamento, definicoes e teoria de perturbacao em miiltiplas escalas de tempo

Agora que encontramos algo que nos da alguma informagdo a respeito do nosso
problema, podemos voltar a nossa equacio &(w,r) =—Asin(6)cos(wr) e utilizar a andlise de
Pyotr Kapitza.

Vamos supor entdo que w >> 6 e que o tipo de solugio que estamos procurando para
0 nosso sistema é composta por duas partes, uma parte que dd conta da freqiiéncia lenta (ou
dinamica lenta) de movimento do sistema e outra parte que dd conta da freqii€ncia rapida (ou
dindmica rdpida) imposta no sistema. Esquematizando grosseiramente essas suposi¢oes

abaixo para um melhor entendimento:

Figura 4.1.1 — Esquema grosseiro para representar o movimento do sistema lento (cor vermelha) e a perturbagio
com pequena amplitude, mas com alta frequéncia (cor azul).
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Podemos equacionar matematicamente esse esquema da figura 4.1.1 da seguinte

forma:
6=0,1)+0(), “4.1.1)

onde:

6,(t) representa o movimento médio lento do sistema, dependente do tempo e que ao
) 1 - A
longo de um periodo —, 6,(¢) quase ndo varia, dindmica lenta;
w

O(t) representa uma perturbacdo com pequena amplitude e de alta frequéncia,

dependente do tempo, dinamica ripida.

Com isso estamos querendo dizer que a nossa “nova teoria de perturbacdo” nao € s6
supor que 6,(f) ¢ maior que a perturbagdo O(f), mas também supor que 6,(f) estd numa
escala de tempo lenta ¢ O(f) estd numa escala de tempo rapida. Isso nos dd duas escalas de

tempo bem distintas. E como se fosse uma “Teoria de Perturbacio em Miultiplas Escalas de
Tempo” [13], onde o termo pequeno ¢é rdpido (com alta frequéncia e pequena amplitude) e o
termo grande € lento (baixa freqiiéncia) e pouco varia.

Entdo derivando temporalmente a equagdo (4.1.1) e igualando a equacdo
é(w,t) =-A sin(H)cos(wt) , temos:

6(t) = 6,(t) + 5(t) = —Asin(6, + &) cos(wr). (4.1.2)

Vamos expandir o seno da equacdo (4.1.3) em série de Taylor. Utilizando apenas os

termos de ordem zero e de primeira ordem da expansdo, ficamos com:
6(1) = 6, (t) + 5(r) = —A[sin(8, ) + 5 cos(8, )] cos(wt) . (4.1.3)
Realizando as multiplicagdes,

6,(t) + 6(t) = —Asin(6,) cos(wr) — Acos(8,)Scos(wt) . (4.1.4)
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Em primeira ordem, analisando a dindmica rdpida, podemos ver que o segundo termo

da equagdo (4.1.4) [—Acos(6,)dcos(wt)] vai ser muito pequeno, ji que o valor de A ¢é
pequeno (A=0.1)e o valor de J também é pequeno (lembrando que & é uma perturbagio
bem pequena com frequéncia alta). Como o primeiro termo [ — Asin(6,)cos(wt) ] € grande em
relagdo ao segundo e, na dindmica rapida, consideramos 6, como uma constante, podemos

desprezar o segundo termo da equagdo (4.1.4). Entao ficamos com:
d(t) = —Asin(6,) cos(wt) . (4.1.5)
Integrando na varidvel temporal:
; A . .
o(t) = ——sin(g,) sin(wr) . (4.1.6)
w

Integrando novamente:
A .
O(t) = —sin(f,) cos(wr) . 4.1.7)
w

Agora utilizamos essa solugdo em primeira ordem para O(f) e substituimos na

equacao (4.1.4), obtendo:

2

6, (1) + O(t) = —Asin(6, ) cos(wr) — A—zcos(é’o )sin(8,)cos (wr). (4.1.8)
w

Com isso, para determinarmos a dinamica lenta do sistema, vamos fazer uma média

temporal nos dois lados da equacdo (4.1.8):

2

6, (1) + O(t) = — Asin(6,) cos(wr) — A—zcos(ﬁo )sin(8,)cos’ (wt) . (4.1.9)
w
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Sendo que essa média temporal na escala rédpida é definida por:

1

6,(t)+ (1) = wf(éo (1) + 6(1))dr . (4.1.10)

Aqui ja podemos ver que a média temporal do cos(w?) no primeiro termo da equacio
(4.1.9), do lado direito da igualdade € nula. Isso se deve a média temporal do cos(wt) num
periodo de oscilacdo ser zero. Porém, o segundo termo, do lado direito da igualdade, da
equacdo (4.1.9), é proporcional a cos’(wt) e esse ndo possui média nula.

Entdo, realizando a média temporal, ficamos com essa equacao abaixo para a dinamica

lenta:

2

.. A
6, (f) = —
) (1) 5

2
w

cos(f,)sin(6,). “4.1.11)

Reescrevendo a equacdo (4.1.11) utilizando uma identidade trigonométrica obtemos:

2

. A
6,()=-
b (1) 1

2
w

sin(26,) . 4.1.12)

Agora para podermos escrever os contornos de energia da equacdo (4.1.12), utilizamos

novamente a segunda lei de Newton e a conservacao de energia do sistema [10]:
E=T+U. (4.1.13)

E obtemos através da integracao da equacgdo (4.1.12):

2

U, = A—COS(ZBO) ) (4.1.14)
8w
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Substituindo a equagdo (4.1.14) na equagdo (4.1.13), obtemos a energia:

2 2

p A
E=—+ cos(26,). 4.1.15
e (26,) ( )

Podemos notar que essa energia € uma quantidade conservada s6 nessa dindmica lenta.
Portanto, essa energia é um invariante adiabético” para a dindmica do 6,, desprezando a
dindmica rdpida do d(¢). Ja na dindmica rdpida a energia ndo é conservada. A trajetéria real
da particula leva em conta as oscilagdes da dindmica rdpida junto. Lembrando que a equacdo

para 8(t) é

2

6(1) = 6,(t) + 5(1) = —Asin(6,) cos(wt) —A—zcos(Ho)sin(Ho)cosz (wr). (4.1.16)
w

Mas antes de podermos fazer as comparagdes dos contornos de energia com a
simulagdo numérica da equacio O(w,t)=—Asin(@)cos(wr), precisamos gerar os graficos

correspondentes a regido entre as ressonancias da figura 3.2.3.
4.2 Graficos da analise da regiao entre as ressonancias principais

Nessa sec@o, vamos primeiro gerar o grafico com somente os contornos de energia
encontrados na equagdo (4.1.15). Posteriormente vamos comparar os graficos da solucdo
numérica da equacdo é(w,t)z—Asin(H)cos(wt) com estes contornos de energia, para
verificarmos se nossa Teoria de Perturbacdo em Miultiplas Escalas de Tempo estd
descrevendo o sistema.

Na figura 4.2.1, observamos os contornos de energia no espaco de fases da equacdo
(4.1.15). Ja podemos notar que para descrever toda a regido, precisaremos de duas condi¢des

iniciais representadas pelos valores de €, =0 e 6, = 7. Essas condi¢des iniciais representam

a posic¢ao inicial do péndulo, por exemplo, quando o soltamos para oscilar.

? Invariante Adiabatico é uma propriedade do movimento que é conservada na precisdo exponencial no pequeno
parametro que representa a tipica taxa de mudanga das propriedades totais de um corpo[14].
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—0.15 - =

2 2
Figura 4.2.1 — Contornos de energia da equagio FE =7+ -c0s(26,)), —0.12< p; £0.12, com

6,=0c6,=7.

Na figura 4.2.2, vemos o gréifico da solu¢cdo numérica para a mesma regido da figura

4.2.1. S6 para destacar que a solucdo numérica €(¢f) também depende de suas condi¢des

iniciais para ser comparada com os contornos de energia da figura 4.2.1.
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Figura 4.2.2 - Espaco de fases mapeado estroboscépicamente da equagio Modulo[6(t)+ n,2x]/2/ .
Condigdes iniciais 8(0) =0 e 6(0) = D, - Constantes A =0.1, w=1. Intervalos —0.15< p; <0.15 ¢
0<¢<1000. O grafico representa o “zoom” do destaque da figura 3.2.3.
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Podemos notar que as condig¢des iniciais 8(0)=0 e 6(0)= p, ainda ndo estdo
descrevendo as regides de valores menores que 0.2 e maiores que 0.8 no eixo 6. Entdo vamos

ver a solucdo numérica utilizando as condig¢des iniciais 8(0) =7 e 9(0) =Po-
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Figura 4.2.3 - Espaco de fases mapeado estroboscépicamente da equagio Modulo[6(t) +x,27x]/2/ 7% .
Condicdes iniciais 8(0) =7 e 9(0) = p,- Constantes A =0.1, w=1.1Intervalos —0.15 < p, <0.15.

Ap6s mudarmos a condicdo inicial 8(0) =0 para 6(0) =, percebemos que novas

trajetdrias aparecem no espaco de fases do sistema. Podemos entdo unir os dois mapeamentos

num grafico s6 e assim obtermos mais informagao sobre as duas ilhas de ressonancia.

Figura 4.2.4 - Este grafico € o resultado da unido das figuras 4.2.2 ¢ 4.2.3.
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E finalmente, o grafico de comparacao entre a solu¢cdo numérica da figura 4.2.4 e os

contornos de energia da figura 4.2.1.
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Figura 4.2.5 — Gréfico de andlise entre solu¢do numérica (pontos coloridos) e contornos de energia (linhas
vermelhas continuas) analiticos. O fato de os pontos da solu¢cdo numérica estarem coloridos ndo tem nenhum
significado fisico. E s6 uma incapacidade do programa utilizado na geracdo do gréfico, que ndo t€ém a opg¢do de

colocar os pontos da solu¢do numérica com somente a cor preta.

Nossa teoria de perturbacao em multiplas escalas de tempo para andlise da regido entre
as ressonancias principais estd descrevendo a solu¢do numérica. Os possiveis erros e falta de
precisdo do grafico sdo gerados pelas aproximacdes de primeira ordem que fizemos

anteriormente.
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CONSIDERACOES FINAIS

A teoria de perturbacdo pode realmente ser utilizada como uma importante técnica
para a andlise da dindmica ndo linear de uma particula e para um melhor entendimento de
modelos simples dinamicos. Nesse trabalho descrevemos todas as regides do espacgo de fases

de um modelo simples para a dinamica de uma particula sujeita a uma perturbacio periddica.

Através da utilizacdo da teoria de perturbacdo classica, na primeira parte do trabalho,
conseguimos descrever as regioes distantes das ressondncias que o sistema possui. A
utilizacdo da andlise numérica e do mapeamento estroboscépico, permitiu a descri¢do da
regido das ressonancias e suas proximidades. E na regiao entre as duas ressonancias principais
do sistema, a descricdo do espaco de fases foi possivel com uma andlise da dinamica lenta e
rdpida da equacgdo, com a utilizagdo de uma teoria de perturbacdo em miultiplas escalas de
tempo e também com a realizacdo de médias temporais. Também foi possivel comparar a
eficdcia da aplicacdo dos métodos perturbativos, através da geracdo de graficos de simulacdo

numérica e de contornos de energia analiticos.
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