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Resumo

Neste trabalho estudamos uma das formulagoes da mecéanica quantica no espago de fases.
Para tal utilizamos o formalismo de Moyal, obtido através de uma deformagao da algebra
do espago de fases cléssico e a transformagao de Wigner, um método que associa fungoes
de posicao do espaco de Hilbert a fungoes densidade de quasiprobabilidade do espaco de
fases.

Com estas ferramentas, estudamos os casos da particula livre e do oscilador harmoénico.
Mostramos por fim que os estados coerentes de Glauber estao intimamente relacionados

a equacao de Liouville no caso do oscilador harmonico.



Abstract

In this work we discuss one example of phase space formulation of quantum mechanics,
namely Moyal Formalism. We use Moyal Formalism, obtained through a deformation of
the classical phase space algebra and the Wigner transformation, a method which asso-
ciates functions defined on a Hilbert space with quasi-probability densities in a classical
phase space.

As an example of the application of this method we use these tools to discuss the free
particle and the harmonic oscillator. We show that there is a correspondence between the
Liouville equation and the coerent Glauber states for the harmonic oscilator as well as its

phase space version.
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1 Introducao

A Mecéanica Quantica (MQ) é uma das mais bem sucedidas teorias fisicas. A visdao que
temos hoje é que a Mecanica Classica (MC) pode ser obtida da MQ no limite de nimeros
quanticos grandes. Esta visao é traduzida através do Principio de Correspondéncia de
Bohr [1]. Entretanto, por questoes de praticidade, tratamos as duas teorias como algo
independente.

Porém, nos ultimos anos, com o avanco das técnicas experimentais e da nanotecnologia,
encontramo-nos em um regime de aplicagoes onde a fronteira entre as duas mecénicas
torna-se difusa. Assim, a compreensao da transicao quantica-classica deixou de ser um
problema meramente teérico para se tornar um problema pratico.

Neste sentido, a partir da primeira metade do século passado, uma série de trabalhos
tém sugerido uma descrigao mais geral para este problema, comegando por Groenewold|2]
em 1946 e sedimentado por Moyal [3] em 1949. Um vez que a MC, em sua formulagao
Hamiltoniana, pode ser interpretada como uma dinamica das densidades de probabilidade
no espaco de fases, a ideia de Groenewold e Moyal foi sugerir que a MQ nada mais seria
que uma deformacao da algebra do espaco de fases classico. O intuito de Groenewold e
Moyal era a formulacao de uma MQ sem a necessidade de operadores com ordenamentos
especificos e sem o conceito de espaco de Hilbert, no qual o conceito de probabilidade é
introduzido de maneira ad hoc.

Esta deformagao da algebra se torna necessaria pela nao-comutatividade dos opera-
dores posigdo e momentum — [¢,p] = ih — uma vez que esta relacdo esta no cerne da

MQ. As seguintes equagoes demonstram explicitamente o porqué da necessidade desta

deformacao!:
// dqdp qp p(q,p) — // dqdp pq p(q,p) =0 (1.1) Classico
dgq ‘I’T(Q) qp ¥(q) — /dq \IJT(q) pq Y(q) =ih (1.2) QQuantico

onde em (1.1) usamos as fungoes e variaveis do espago de fases e em (1.2) os operadores e
funcoes de onda do espago de Hilbert. Para resolver este problema precisamos introduzir
em (1.1) um mecanismo que recupere a nao-comutatidade da MQ. Este mecanismo ¢

conhecido como Produto Estrela de Moyal (x):

!Todas as integrais neste trabalho sem limites de integracdo explicitos serdo tomadas de —oo até oo.



//dqdp q*p p(gp) — //dqdp pxq plg,p) = ih (1.3)

e este serd nosso ponto de partida para desenvolvermos uma formulacao da MQ em um
espaco de fases classico deformado.

Com este objetivo em mente, organizamos esta monografia da seguinte forma: no
capitulo 2 sao descritas as principais ideias necessérias para um bom entendimento da
algebra, assim como a deducao deste produto estrela. Discutiremos seu papel na transicao
da MQ no espago de Hilbert para a M(Q no espaco de fases, assim como aplicaremos o
formalismo no célculo das relacoes de incerteza de posicao-momentum e de energia-tempo.

No capitulo 3 estudaremos, com auxilio do teorema de transporte de Reynolds asso-
ciado & equacao de Liouville, um método de obter informagoes sobre sistemas fisicos no
espaco de fases em um formalismo probabilistico. Em seguida, aplicamos este formalismo
a particula livre e ao oscilador harmonico.

O capitulo 4 tratara da transformacao de Wigner, um método de associacao direta
entre as funcoes de onda do espaco de Hilbert e as func¢oes densidade no espago de fa-
ses. Como exemplo de aplicagao, estudaremos um oscilador harmonico descrito por uma
superposicao de autoestados de energia.

Por fim, no capitulo 5 concluimos com uma sintese dos resultados obtidos: projeta-
mos os resultados classicos obtidos no capitulo 3 nas fungoes densidade obtidas através
das transformagoes de Wigner estudadas no capitulo 4 e explicitamente calculadas no

Apéndice C para o oscilador harménico.



2 Produto de Moyal

A principal fung¢ao do produto estrela de Moyal é transformar os operadores da MQ em
funcoes escalares no espaco de fases. Sendo assim, perde-se a necessidade de manter
sequéncias fixas de aplicacao dos operadores ou ordenamento, ou seja, poderiamos aplicar
gp em certa funcao densidade e obtermos o mesmo resultado que pg. A seguir desenvol-
veremos algumas ideias basicas de como utilizar este mecanismo em sistemas fisicos.

O primeiro passo ¢ determinar a associa¢do entre um operador a(g,p) do espago de
Hilbert e uma fungao escalar a(q,p) do espago de fases. Dado o espaco (q,p) continuo e

diferenciavel, temos|2]:

a(q,p) = //dqdp m(q,p,q,p)a(q, p), (2.1)

onde m(q,p,q,p) ¢ o nicleo (ou kernel) da transformagao desejada. O método natural
de transformagao utilizado em MQ é a transformada de Fourier. Assim, esperamos que o

nucleo seja da forma

1 iAo A i
m(qap7 47}3) = W // d{L‘dy 6g(p$+qy)e—ﬁ(px+qy)’ (22)

1

onde a constante (47%h%)~! é uma constante de normalizagao. Esta transformagao é

comumente denominada Transformacao de Weyl. A fim de calcular o produto estrela

podemos definir os operadores:

1 i fan L A i
(6.0 = g [ [ [ dwdvdadp exmie e aq,p) 2.3

A 1 G (ol | Ao D (o) ! 1o 0
b0 9) = —5= [ [ [ de'dy/dqdy O+ tET by (2.)
42 h?
onde m(q,p,q,p) e m'(¢,p,q,p) sdo os seus respectivos niicleos. Multiplicando (2.3) e

(2.4) e integrando para ¢, p, ¢’ e p’ obtemos:

~ 1 i(n A (sl 1 Al
a(4.5) b(@.5) = 73 / drdyda'dy’ a(z, y)b(z',yf) i PrHaw)eq@a'+ay), (2.5)

Sabemos que a exponencial de um certo operador é, por sua vez, um operador e,

portanto, ndo podemos agrupar os exponentes em (2.5) sem violar a nao-comutatividade



[G,p]. Todavia, nao existe restri¢ao alguma em alterar a ordem da soma dos operadores
no expoente de uma tnica exponencial.

A solucao deste problema €, senao, determinar um mecanismo que nos permita agregar
estas duas exponenciais em uma, sem violar a nao-comutatividade. Deste modo transfor-
mamos uma multiplicagao de operadores exponenciais em uma tnica exponencial, onde
o expoente é uma soma de operadores. Este mecanismo existe na forma de um teorema
demonstrado por Baker, Campbell e Hausdorff [4], que se apresenta na seguinte forma

geral:

S B) - b B+ (26)

—_

Aplicando (2.6) nas exponenciais de (2.5), obtemos:

i (rtay) (e +y) _ it )+l ) o (wy —ya’) (2.7)

Este ultimo passo é o responsavel pela transformacao de um operador do espaco de
Hilbert em sua funcao escalar correspondente no espago de fases. Definimos, assim, a

forma integral do Produto Estrela de Moyal:

~ 1 i(n A i / ! G (Aol | Ayl
d(d,ﬁ)*b(@,ﬁ) _ W/dxdydx'dy/ a(x,y)b(:t',y') o1 (0r+ay) o35 (@Y —ya’) o7 (h2'+4y") (2.8)

Por uma questao de conveniéncia, é possivel reescrever a expressao (2.8) de forma mais
compacta, o que faremos a seguir.
Por praticidade, nos passos seguintes iremos trabalhar apenas com as exponenciais de

(2.8). Expandindo e2r (@' ~¥¥) em série de poténcia obtemos:

it 14y’ =) = o/ =y )

[N - FL h2 T (ad | Aol
st [y~ 57, -3 - 7 - e | i

onde 0, representa uma derivada em relacao a p e d, representa uma derivada em relacao
a q. As flechas indicam quais das exponenciais devem ser diferenciadas (& direita ou a

esquerda dos operadores diferenciais). Por fim, temos que:



V8- 00 - B0 -Gar -~ e (S0, )

onde
{000,y = 0,0, — 5,0, (2.11)

Deste modo,

o . . . N oo . ih — oo R
er(Pr+ay) oof (@Y’ —ya') oz (Pe'+dy') — 5 (Pr+dy) e%{gqﬁp} er (P +ay’) (2.12)

Substituindo-se (2.12) em (2.8), chegamos a:

Al A A PR 1 i (g
a(qap) *b((Lp) - (% // dl’dy a(])’y)eh(p +qy)))
. 1 i / ’
eXp (%{5{17@}) (% // d$,dy/ b(xl’y,)eﬁ(pl’ +qy ))

Como as integrais (2.13) s@o apenas transformadas de Fourier, obtemos uma forma

(2.13)

direta de associar os operadores quanticos do espago de Hilbert as funcoes escalares no

espago de fases. Esta relagao é conhecida como produto estrela de Moyal.

a(d,p) * b(d, ) = alq,p) e+ %} v, p) (2.14)

Como exemplo de aplicagao desta formula, calculemos [g,p]. Para tal é necessario
calcular explicitamente px ¢ e § * p. Expandindo (2.14) em série de Taylor até primeiro

ordem (g e p sao lineares), temos

L ih—=  ihs— ih

e
o ihe— the— ih
p*q:p(1+55qap—Egpaqnt---)q:pq—? (2.16)

Subtraindo (2.16) de (2.15) obtemos a nao comutatividade esperada.

A A A th th .
0.7 = Gxp—pxq=ap+ 5 —pa+ 5 =ih (2.17)
Nos casos em que um dos operadores a e b sdo aplicados isoladamente, a aplicacao
(2.14) é realizada juntamente com o operador identidade. Sendo assim, se formos calcular,

por exemplo, a transformada de ¢ temos que este é dado simplesmente por gq.
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2.1 Relacgao de Incerteza

Quanto a posicao e momentum.
Usando o formalismo de Moyal podemos calcular o principio de incerteza de forma
bastante simples. Sem perda de generalidade, podemos tomar < p >= < ¢ >= 0.

Simbolizando ¢2. como a varidncia de momentum e o2

o 2+ COmO a variancia de posigao

calculadas segundo o formalismo de Moyal podemos escrever, com auxilio da desigualdade

de Schwarz [4], a seguinte relagao:

o200, = (pxp) (G*q) > [(h* )| (2.18)

Substituindo (2.16) em (2.18), obtemos:

2| 2)

ou seja, o principio de incerteza como conhecido.

2 2
ih h?

— > — 2.1
<pg>-o| =5 (2.19)

h
OpsOqx = 5 (2.20)




Quanto a energia e tempo.

11

Como o comutador [§,p] nao fora alterado na transigao do espago de Hilbert para

o espago de fases deformado, nao existem razoes para que haja alguma modificagao na

relacao de incerteza de energia-tempo assim como no caso posigao-momentum. Deste

modo, podemos assumir que

AH, At > g

(2.21)

Entranto, alguns cuidados devem ser tomados ao calcular o desvio padrao de energia.

Supondo um Hamiltoniano com dependéncias em ¢ e p, ou seja, temos uma exce¢ao no

caso da particula livre, o produto <f[ * H > ¢ diferente do resultado direto (H?). No

proximo capitulo, na subsecao correspondente ao oscilador harmonico, esta precaucao

tornar-se-a4 mais clara.
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3 Equacao de Liouville

Um dos métodos mais simples de obter informagoes (dindmica, valores médios,...) do
espaco de fases no formalismo de Moyal é aplicando a equacao de Liouville. Supondo
conhecida uma fungao densidade de probabilidade p(q, p, t), podemos analisar sua evolugao

temporal em um certo volume do espaco de fases tomando a derivada total em relacao ao

tempo:
D (¢.p,)dV = lim ~ {/ (¢, p, ¢ + 68)dV / ( t)dV} (3.1)
v P\4, P, = m — P4, P, - P\q, p, . .
Dt Jy 5t=0 0t Sy (t4o0) V(t)

Somando e subtraindo fv ® p(q, p,t+0t)dV podemos reescrever este resultado de forma

a obter uma derivada parcial em t e uma integral sobre uma variacao de volume:

D 1
a7 p(g;p,t)dV = lim — {/ plg,p,t + 5t)dV} +
V (t48t)—V (t)

Dt V(t) ot—0 5t
t
/ Opa;p,t) .\,

(3.2)

E facil mostrar que um certo volume V (¢) varia temporalmente devido a velocidade de
expansao ou contragao perpendicular & superficie. No espago de fases, o vetor velocidade
é dado por U = (¢,p). Denotando n como um versor perpendicular & superficie, temos

que dV = U -1 dSdt no limite 5t — 0. Podemos reescrever a equagao (3.2) como:

D

o p(g,p,t) U-in dS+/ pla:-p.0) oy, (3.3)
Dt V(t)

P qapat av :/
(¢ p,t) T

5(t)

Usando o teorema de Gauss-Ostrogradski [5] podemos transformar a integral de su-

perficie em um integral de volume:

D

p(g; p, t)dV = /

V(t)

9p(g;p, t
Pl )+ Xy
A equagdo (3.4) é conhecida como teorema de transporte de Reynolds [5]. Para nos-
sos propositos, associamos o sistema fisico desejado ao espaco de fases introduzindo o
formalismo de Hamilton [6] no teorema de Reynolds:

9q _ 0H(q,p)
ot dp

(3.5a) % = —%Z’p). (3.5D)
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Expandindo ? (p(q,p,t) 7), supondo um Hamiltoniano conservativo e substituindo
(3.5) obtemos:

Y (plgpt) W) = 3p(q8,qp, t) 6’H(§Z,p) 3 ap(gpp, t) 3H§Z,p)7 (3.6)

os parénteses de Poisson[6| com respeito as variaveis canonicas ¢ e p. Ou ainda, segundo

a notagao:

Y (p(g.p,t) ) = {p(a.p.t), H(g,p)} - (3.7)

Com este resultado podemos reescrever (3.4) associando-a ao Hamiltoniano do sistema:

D

D Ip(q,p;t)

ot

A partir da equagao (3.8) podemos estudar qualquer sistema fisico conservativo de-

plq,p, t)dV = / av. (3.8)

[{p(q,p, t),H(q,p)} +
40

sejado no formalismo de espacgo de fases. Entretando, ainda precisamos assegurar que
p(q, p,t) seja normalizével, uma vez que é uma fungao densidade de probabilidade. Por-

tanto, p(q, p,t) ainda deve satisfazer a relacao de normalizagao:

// dgdp p(q,p,t) = 1. (3.9)

Supondo p(q, p, t) uma fun¢ao normalizavel temos que o lado esquerdo de (3.8) é sempre
nulo se integrado em todo o volume do espago de fases, pois esta integral é constante e

igual a um. Portanto, seja qual for o sistema em estudo, este deve obedecer a equacao:

/ [{p(q,p, t), H(g,p,t)} + W dV = 0. (3.10)

Um caso particular sao os sistemas descritos pela equagao:

{r(q,p,t),H(q,p)} =0, (3.11)

equivalente classica a equacao de Schrédinger independente do tempo.

Outro caso importante sao os estados coerentes, estes descritos pela equacao:

Ip(q,p,t)

——5  — trlan,t), Hig,p)}, (3.12)

onde a derivada parcial no tempo esta associada ao movimento dos pontos médios de

posi¢ao e momentum no espago de fases.
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Como exemplo de aplica¢ao da equagao (3.12), nas subsegdes seguintes, iremos analisar
dois sistemas conservativos: a particula livre e o oscilador harménico. Nestes sistemas
também comecamos a mostrar como os resultados esperados sao obtidos no formalismo

de Moyal no espago de fases.

3.1 Particula Livre

Comecamos pelo hamiltoniano de uma particula livre. Este é dado simplesmente pela
energia cinética da particula:
pxp _ p°
H(p)=—=—. (3.13)

2m 2m

Substituindo (3.13) em (3.12) calculamos:

ot m ¢

(3.14)

a equacao responsavel pela dinamica da particula.

Sabemos da mecanica quantica convencional que uma particula livre pode ser descrita
por uma func¢ao de onda arbitraria, ou seja, como uma superposi¢ao de ondas planas ou,
ainda, um pacote de ondas. Por sua simplicidade e aplicabilidade, estudaremos o pacote

gaussiano. Propomos, entao, a seguinte funcao densidade de probabilidade:

p(q’p’ t) — Aexp (_ (q - Qm(p7 t))2> exp (_M) ) (3'15)

2 2
20q 20p

Sabemos que o pacote de onda gaussiano associado a uma particula livre sofre dispersao
e, portanto, g, (p, t) deve ser uma funcdo de p. Por outro lado, nao existe nenhum potencial
espacial que possa interferir no momentum, portanto p,,(¢) ndo depende de q.

Substituindo (3.15) em (3.14), obtemos a seguinte relagao:

(7 = gm(p, 1)) (aqma—(tpt) - %) _ _(p ~ Pu(?)) (ﬁﬁLt(t)) (3.16)

2 2
Uq Up

Para garantir a igualdade, podemos supor que %t(t) = 0e que aqma—(tp’t) — 2 = 0. Dados

P, — valor esperado de momentum em ¢ = 0 — e g, — valor esperado de posicao em ¢t = 0

— calculamos a normalizagao a partir de (3.9). Obtemos:
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t=7.00 ——

03
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

Figura 3.1: Dispersao do pacote gaussiano da particula livre (h = m =1, ¢, = 0, p, = 5 e

t = 17.00).

2 2
1 (1—2—q) (p — po)
ola.p;t) 20,0, eXP 202 °Xp 202 ( )

Como a normalizagao e o principio de incerteza restringem os possiveis valores do
produto 0,04, ainda podemos escrever 20,0, = h. Porém, nao podemos calcular as
variancias individualmente com o que temos.

Ainda podemos calcular as fungoes densidade de probabilidade para g e p separada-

mente a partir de (3.17). Para isso usamos as equagoes:

plq) = / dp p(q, p,t) (3.18) p(p) = / dq p(q,p,t). (3.19)

03 1
025} ] 0sl |
02} ]
06} ]
.15t ] 2
a a
0.4l ]
01l ]
0.05| 1 0.2 1
025 %5 30 35 40 45 50 05 3 7 5 : ‘ 8
a o}
(a) (b)

Figura 3.2: (a) e (b) representam, respectivamente, as equagoes (3.18) e (3.19) para o sistema

em estudo (h=m=1,¢,=0,p,=5et="7.00).
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Com a densidade de probabilidades (3.17), podemos calcular alguns valores esperados
do sistema. Primeiramente, calculemos o valor esperado do primeiro e segundo momento

do momentum.

(p) = / / dqdp pp(q,p,t) = po, (3.20)

(p * ) Z//dqdp p’p(q, p,t) = ps+ oy (3.21)

Com estes resultados, podemos calcular o desvio padrao do momentum da particula

livre. Partindo da defini¢ao [4] temos:

Ap =/ (pxp) — (p)* = 0, (3.22)

Repetindo os mesmos calculos para a posi¢ao temos:

. Pol
(q) = / / dqdp 4p(q:p,t) = =+ do, (3.23)

2 2
ol t
(G*q) = // dqdp ¢*p(q,p,t) = <% +qo) + (%) + 02, (3.24)

Ag=\/{gxd) = (@) = (%) + 07 (3:25)

Analisando (3.25) percebemos que o valor minimo de Ag ocorre em t = 0. Temos,
portanto, ao multiplicar (3.22) e (3.25), no instante ¢ = 0, juntamente com o fato de que

Op0q > g, que o principio de incerteza é, portanto, satisfeito.

h
ApAg = 5 (3.26)

A energia média da particula livre em questao é dada por:

iy = [ [ daap Hp(g,p,t) = — (2 + ay)- (3.27)
2m

E o desvio padrao da energia dado pela raiz quadrada de <f] * H > — (H >2 ¢ igual a

0-2
AH = %\/p%?”. (3.28)
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Como o, é proporcional a ii e m tende para infinito no limite classico, temos que (3.27)
tende para o resultado esperado no regime de altas energias ao mesmo passo que (3.28)

tente para zero.

3.2 Oscilador Harmonico

Embora a MQ afirme que ha uma quantizacao de energia para sistemas com algum tipo
de delimitagao espacial (vinculos), na MC nao a detectamos. Este resultado surge devido
ao regime de altas energias tradicional da MC, onde A simplesmente nao existe. Além
desta quantizacao de energia imposta pela MQ, o principio de incerteza impoe um limite
de precisao nas mensuracoes destes sistemas.

Outro resultado exclusicamente quéantico e bastante nao intuitivo é a energia de ponto
zero, onde nao podemos afirmar precisamente sobre o comportamento do sistema em
estudo. No caso do oscilador harménico, temos que esta energia de ponto zero depende
da frequéncia de oscilagao da particula, apresentando a seguinte forma: Fy = %“’

Analisando esta energia do ponto de vista da MC, ou seja, em um regime de altas
energias, h torna-se deprezivel em comparagao a qualquer outro parametro do sistema e,
por fim, afirmamos que o oscilador harmoénico com esta energia de ponto zero encontra-se
em repouso. Entretando, do ponto de vista da MQ), isto é apenas uma aproximagao muito
boa. Na verdade, o momentum desta particula cléssica pode ser nulo em média, mas ela
ainda pode estar se movimentando de modo a nao detectarmos experimentalmente.

Sendo assim, do ponto de vista quéntico, devemos tratar este sistema fisico com auxilio
de uma fungao densidade de probabilidade dindmica no espaco de fases, onde o carater
probabilistico torna-se cada vez mais importante a medida que a escala dos parametros do
sistema diminui. Com base nestas informacoes podemos supor que a forma desta funcao
densidade de probablidade seja uma gaussiana com desvios padrao o, e o, proporcionais

a h. De modo geral tomamos:

plg,p, t) = Aexp (_—(q — qm(t))2> exp (_—(p — pm(t))2> ; (3.29)

2 2
20, 20,

onde ¢, (t) € pm(t) s@o os responsaveis pela dindmica do oscilador e “A” ¢ uma constante

de normalizagao a ser calculada.

Substituindo o Hamiltoniano:
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1 mw? 1 mw?
H = D D 7l q = — 2 2 .
(0,9) = 5—D*P+ —5=4*4 = 5"+ ——0", (3.30)
e (3.29) em (3.12) obtemos a relagao:
¢ —gm(t) (Ogm(t) P\  P—Pm(t) (Opm(t) 2
_ £ =0. 31
52 ( BT )t 72 Fr + mwq 0 (3.31)

A fim de garantirmos a igualdade, podemos separar, usando-nos do principio de in-

certeza, a equagdo (3.31) em:

8Qgt(t) _ pn;r(f), (3,32&) apgtt(t) _ —mw2qm(t). (332b)

Com estas equacoes, calculamos as funcoes referentes as posicoes médias deste oscila-

dor harmonico classico. Resolvendo o sistema (3.32) obtemos:

Do .
m(t) = ¢ t) + — t), 3.33
nlt) = g, cosut) + L2 sin(ur) (3.330)
Pm(t) = po cos(wt) — mwgq, sin(wt), (3.33b)

onde ¢, e p, representam os valores esperados em t = 0 de posicao e de momentum
respectivamente. Embora este resultado seja coerente com o resultado classico, sabemos

da MQ que existe uma quantizagao da energia, portanto q, e p, devem satisfazer:

2 2,2
Py mw-q,

2m 2

= nhw, (3.34)

onde n é um nimero real, maior ou igual & zero. O caso n = 0 esta exposto nas figuras
(3.3). Ao estudarmos a energia esperada deste oscilador, este resultado ficara claro.

A fim de calcular os desvios padrao de posigdo e momentum, substituimos (3.33) em
(3.31). Como resultado obtemos (3.35) que associamos ao principio de incerteza para

adquirir o, e o, explicitamente como exposto em (3.36).

o, = mwoy, (3.35)

Op =1/ — (3.36a) op =1/ —— (3.36Db)
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Para calcular a constante de normaliza¢ao “A” em (3.29) usamos (3.9). Substituindo
(3.36) e a normalizacdo em (3.29), obtemos a seguinte expressao para fun¢ao densidade

de probabilidade do oscilador harménico:

plq,p,t) = % exp (—m—,;U(q — qm(t))Q) exp (—ﬁ(p — pm(t))2) (3.37)

Na figura (3.3-c) apresentamos o grafico do oscilador harménico com uma energia
igual & energia de ponto zero. Note que, neste caso, a fungao densidade é estatica, mas
com um desvio padrao consideravel. No limite de altas energias, esta gaussiana pode ser
aproximada por uma funcao Delta de Dirac e, por fim, dizemos que a particula estd em
repouso.

Nas figuras (3.3-a) e (3.3-b) temos as representagoes de (3.37) nos espagos de posigao e
momentum com energia de ponto zero. Estas representagoes sao, mais uma vez, calculadas
a partir das equagoes (3.18) e (3.19). Por praticidade, nas figuras citadas foram tomados
m=w=h=1.

Antes de prosseguir é importante ressaltar para fins futuros que o resultado obtido

estd4 em completo acordo com os estados coerentes de Glauber (Apéndice B):

ala: O = {ala) () = 1 Ze-a-wemtony” (3.39)
T
onde 3 = . Este resultado pode ser obtido aplicando (3.37) em (3.18) e selecionando
po = 0.
Usando a funcdo densidade de probabilidade (3.37) podemos calcular os valores es-
perados do oscilador classico do ponto de vista quantico. Comecando pelo primeiro e

segundo momento de posicao, obtemos o desvio padrao.

(q) = / / dqdp qp(q, p,t) = g, cos(wt) + TS w sin(wt) = g () (3.39)
(G*q) = // dqdp ¢*p(q, p,t) = gm(t)” + % (3.40)
g =flaxd) — (@7 =\ 5 (3.41)

Um calculo andlogo para o momentum leva a
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Figura 3.3: Em (a) e (b) temos as fungoes densidade probabilidade nos espagos de posigao

e momentum respectivamente, em (c) correspondente a fun¢ao densidade de probabilidade no
espago de fases com energia igual a energia minima. m =w =h=1

(5) = / / dgdp pp(q, p,t) = po cos(wt) — gomw sin(wt) = pu(t)

(3.42)
) = [ [ dadp potap.t) = pute)? + 75 (3.43)

. N mhw
Ap =/ (p*p) — (p)° =

(3.44)
Podemos, assim, verificar que o principio de incerteza é satisfeito, pois multiplicando-

se os resultados (3.44) e (3.41) obtemos ApAg = %. Por fim podemos calcular a energia
média do oscilador:



21

. 2 mw?®? hw
<H> = // dqdp H(q,p)p(q,p,t) = me +— fo 4 TR (3.45)

[13h]

Note que no limite de altas energias, ou ntimero quantico “n” muito grande (veja
(3.34)), ™ torna-se desprezivel e, por decorréncia, obtemos o resultado cléssico. Para
calcular o segundo momento da energia, precisamos tomar um cuidado extra. Como
(3.30) nao é linear, o produto de Moyal nao retorna um resultado igual ao esperado

classicamente.

(3.46)

1 mw? ,\° R’
2m 2 1

s dl = (_p2+ .

Usando (3.46) podemos calcular <[:[ *H > do mesmo modo que os outros resultados

foram calculados. O importante é analisarmos o desvio padrao de energia.

2 242
AH = \/hw (21?—m + %) (3.47)

Como o desvio padrao é proporcional a A, no regime de altas energias o desvio se torna

muito pequeno se comparado ao valor da energia.
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4 A Transformacao de Wigner

Com a equacdo de Liouville (3.12) podemos obter informagoes sobre diversos sistemas
fisicos. Ela, entretanto, nao nos proporciona tanta informacgao quanto a equacao de Schro-
dinger no espaco de Hilbert. Este fato ocorre pois a equacao de Liouville se aplica apenas
para sistemas classicos. Pode-se mostrar, por exemplo, que funcoes de transicao entre
autoestados de energia bem definida nao satisfazem (3.12), porém uma superposi¢ao co-
erente sim. Portanto, precisamos de outro método para obter informacoes do sistema em
estudo, até porque nem todo sistema quantico tem um correspondente classico.

Existem duas formas para resolver este problema. Podemos deduzir uma equacao
equivalente a Equagao de Schrodinger para o espago de fases |7, 8] ou obter uma forma
de transformar os autoestados da Equacao de Schrédinger para fungdes no espago de
fases. Neste trabalho optaremos pela segunda opgao, conhecida como Transformacgao de
Waigner.

Partindo da transformagao de Weyl — equagao (2.1) com o kernel (2.2)— , queremos
transformar a funcao densidade de probabilidade quantica, dada pelo produto de uma
funcao de onda com sua complexa conjugada, em uma funcao densidade apropriada do

espago de fases. Matematicamente temos a seguinte relagao:

1 i () ’ i
p(q,p,t) = T /diﬂdydq,dp/ er(d'y+p x)e_ﬁ(qyﬂn)\lﬁ(q/,t)\I/(q/,t), (4.1)
v

Como o objeto em transformagao é uma densidade de probabilidade, podemos separar

as exponenciais de modo genérico, sem perda de informagao.

1 i i i/ i
p(q,p,t) = m/dg;dy e~ h(ay+pr) /dp/dq, \IIT(q',t)Gﬁp 2eid VP T (¢ | t) (4.2)
™

H& na literatura especializada vérias discussoes a respeito desta separagao de expo-
nenciais [9, 10, 11]. Note que ao separarmos esta fun¢do, simplesmente inserimos um
coeficiente % em cada parte; todavia poderiamos ter usado qualquer possivel par de coe-
ficientes cuja soma seja igual a um. Embora este assunto ainda esteja em pesquisa, para
nossos propositos os coeficientes escolhidos sao necesséarios. Pode-se mostrar que o tinico

valor destes coeficientes cuja transformagao (4.1) satisfaz a equagao de Liouville para os

1

autoestados de energia puros ¢, senao, 3.
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Podemos, entao, substituir os operadores momentum por sua representacao em termos
de operadores diferenciais. Vale a pena notar que ao aplicarmos o operador momentum

na func¢ao conjugada, o operador também deve ser conjugado.

]_ i i i/ T
p(q,p,t) = e /dl’dy e~ rlaytpr) /dq' \I/T(q/,t)€7§ 7 end yeiaql‘lf(q/,t) (4.3)
™

Integrando em y e ¢’ e usando a identidade e f(x) = f(x+a) mostramos que p(q, p, t)
¢ dada por (4.4).

1 T ipa T
£ = — d@*(——t) **xp( —t) 4.4
p(q,p,) Qwh/r A U (4.4)
Analisando a expressao acima percebemos que esta funcao densidade pode assumir

. . . . . ;- _ipz ~ .
valores negativos devido ao carater senoidal implicito em e~ "7 , razao pela qual ela é

chamada de uma densidade de “quase” probabilidade !.

4.1 Combinacao Linear

Na transformagao (4.4) pressupoe-se uma fungao de onda ¥(q,t) qualquer. Deste modo,

podemos assumir um estado arbitrario dado por:

U(g,t) = andnlgt), (4.5)

onde ¢,(q,t) corresponde aos autoestados de energia de algum sistema particular e a,, aos
seus respectivos coeficientes. Substituindo (4.5) em (4.4) mostramos que p(q, p, t) também

pode ser escrito como uma combinacao linear de fungoes densidade:

o

p(g.p.t) =D aham pum(¢,p, 1), (4.6)

n

onde p,m(q, p,t), denominado fun¢ao de Wigner, é construido a partir de todas as possiveis

combinagoes dois a dois dos autoestados do sistema.

Pum (¢ P t) = ﬁ /dy o (q - gt) e <q+ %t> (4.7)

Integrando esta funcao “quase” probabilidade para ¢ ou p voltamos a obter uma funcao probabilidade

usual.
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Note que para n # m, p.m(q,p,t) pode ser uma fungiao complexa?, assim como a’a,,.
Estas fungoes sao responséveis pela dinamica do sistema fisico. O importante é que a
superposigao (4.6) seja real. Podemos, ainda, mostrar que para os casos em que n = m,
Prm(q, p,t) satisfaz® (3.11).

Quando temos um pacote de ondas inicial no espago de fases — F'(¢, p,t) — e desejamos
escrevé-lo como uma superposicao de fungoes de Wigner precisamos calcular a constante

Cnm = @, de modo que tenhamos:

Fq,p.t chnm P (4, D, 1) (4.8)

Para tal podemos utilizar a ortogonahdade das fungoes de onda do espago de Hilbert
implicitas nas fungoes de Wigner. Multiplicando pg(q, p,t) em ambos lados e integrando

no espaco de fases obtemos:

/ dqdp pr(q,p,t)F (g, p,t Zchm / dqdp pra(q,p,1) prn(d, p:1)- (4.9)

Podemos expandir as duas integrais de Wigner do lado direito da equagao do seguinte

modo:

1 in(y' —y)
/ dqdp pri(q,p,t)prm(q, p,t) = e / dgdpdydy’ e~ 7 x

, (4.10)
1 Y Y
X (0= 5t) Pm q+ t) o} +—t ala—3:t)
Ao integrarmos para p e ¢’ ou y temos como resultado:
/dd (6.9, ) (@, P ) = ——6.16 (4.11)
qap Pki\4,D,1)Pnm\d, D, - 297h nlOmk- .
Deste modo os coeficientes da expansao (4.8) sao dados por:
cy, = 2mh /dqdp pr(q,p,t)F(q,p,t). (4.12)
Como exemplo de aplicagao de (4.6), na proxima segao estudaremos o oscilador harmo-
nico composto pela compinacgao linear de autoestados de energia %“’ e 3h“’ No proximo

capitulo estudaremos os estados coerentes do oscilador onde, com auxilio das equagoes

(4.8) e (4.12), projetaremos o resultado classico obtido em (3.37) nas fungoes de Wigner.

2Funcdes de transicdo entre autoestados de energia.
3Quando o Hamiltoniano é independente do tempo.
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4.2 Oscilador Harmoénico

Nesta se¢ao estudaremos uma aplica¢ao direta de (4.6) para o exemplo de uma superpo-

si¢ao equiprovavel do estado fundamental ¢y e do primeiro estado excitado ¢;(apéndice

A).

dolag,t) = () e BT i (4.13)
s
muw 3/4 mw 2 J,w
$1(q,t) = V2 (m) g e HT T (4.14)

Deste modo, temos que a fun¢ao de onda completa e normalizada é

W(q,t) = ? (Po(q,t) + ¢1(q,1)) - (4.15)

De (4.6) obtemos:

plg,pt) = % DD pumla:p.t) (4.16)

0
Portanto, precisamos calcular® poo(q,p.t), po1(q,p,t), pro(gp;t) e pi1(q, p,t). Estes

seguem:

_ qu2 p2

1
pUO(Qap7t) = ﬁe 2 hmw (417)

2 L mwd® P2

po1(q,p,t) =4/ m(qu —ip) e B hmw e (4.18)
2 . 7qu27i iwt

p1o(q,p,t) = W(WWJ-HP) e ho hmuwe (4.19)

mwgq P

1 mw o p? _muwg® _ p?
1) — 92 2 -1 ko hmw 4.20

Para fins de comparacao, podemos observar que o resultado (4.17) é identico a (3.37),
calculado a partir da equacao de Liouville para a energia minima como exposto na figura
(3.3). Ainda podemos mostrar que o resultado (4.20) satisfaz a equagao de Liouville, mas

(4.18) e (4.19) ndo. Podemos reescrever (4.16) em func@o de senos e cossenos a fim de

4No apéndice C, demonstramos a forma geral de uma p,, no caso do oscilador.
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remover a dependéncia complexa da equagao. Ainda podemos mostrar que este resultado
satisfaz (3.10) como esperado.

i [ 2h mw 2 5
p(q,p,t) = — | mwg® + L Vomwh geos(wt) — \/ — psin(wt) | e
mh? muw mw
(4.21)
1 : . : 1 . . .
08t "
0.6} 0.6}
o-().4 0-0.4
0.2 0-2
03 > 4 0 y 5 3 03 5 = 0 y 5
a D
(a)

()

Figura 4.1: Em (a) e (b) temos as fungdes densidade probabilidade proprias da mecanica quantica

convencional nos espagos de posigdo e momentum respectivamente. (c) correspondente & funcao
densidade de quasi-probabilidade (4.21). Ai=m=w=1et=>5.

A fim de comparar os resultados com a MQ de Schrédinger podemos calcular a partir

de (4.21) as fungoes densidade de probabilidade nos espagos de momentum e posigao,
usando (3.18) e (3.19) respectivamente.
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_ fmw o (mw ey (L mw 2w
plq) = s exp( - q) <2 o+ - qcos(wt)) (4.22)

1 p? 1 p? 2 i
— _ - — 4/ 4.2
Pp) muwrh P ( mwh) (2 - mwh mwh psin(ut) (423)

Por fim calculamos os valores esperados para este sistema. O método ¢é idéntico ao

apresentado no capitulo anterior. Primeiramente valores esperados de posicao seguidos

pelos valores esperados de momentum:

(@) =\ 5 cos(wt), @) =" ), (.27
(ixd) = (@25 {pxp) = muh, (1.25)
Ag = \/ % (1+sin(wh)?),  (426)  Ap= \/ mT“’h (1+cos(wt)?).  (4.29)

Com efeito, temos que o produto de desvios padrao de momentum e posicao é dado
pela equagao (4.30). Embora o resultado seja senoidal, com diversos pontos de minimo e

méximo, o resultado nunca é menor que ~ 0.707h.

h
ApAgq = 1V 8 + sin(2wt)? (4.30)

Como estamos estudando um sistema composto pela combinacao linear de dois auto-
estados de energias diferentes mas com mesma probabilidade, esperamos que a energia
meédia deste sistema seja simplesmente hw. Pelo mesmo motivo, tendo em vista as ener-
gias dos autoestados, temos que o desvio padrao de energia deve ser %w Podemos calcular

estes resultados a partir do espago de fases.

<H> = // dqdp H(q,p)p(q,p) = hw (4.31)

PN PN )
<H*H> = // dgdp H x Hp(q,p) = 1712102 (4.32)

AH = \/<H*H> (H)? = %hw (4.33)
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5 Estados Coerentes do Oscilador Harmoénico

O objetivo deste capitulo é estudar os estados coerentes do oscilador harménico valendo-
nos das ferramentas e resultados até entdo obtidos. Comparando os resultados (3.31)
para o oscilador via equagao de Liouville (3.12) e a funcao densidade de probabilidade
(B.11) obtida quanticamente via estados de Glauber, percebemos que existe uma transigao
entre os mundos classico e quantico para este caso. Deste modo, existe a possibilidade
de estudar este sistema através da superposi¢ao de autoestados de energia advindos da
equagao de Schrodinger em um limite classico.

Vimos no capitulo 3 que a equacao densidade de probabilidade para o oscilador harmo-

nico que satisfaz a equagdo de Liouville (3.12) é dada por:

1 muw 1

Flant) = o (<" an@F) o (- pa?) . G

mwh
com ¢n,(t) e pm(t) dados por (3.33). No capitulo 4 estudamos como uma superposigao
de func¢oes de Wigner deve ser feita e como podemos calcular os coeficientes ou pesos de
cada fung¢ao. Por fim, no apéndice C obtemos a funcao de Wigner p,,,(q,p,t) de forma
geral para o oscilador.
A proxima pergunta é: qual a forma dos coeficientes na superposi¢ao (4.8) para

F(q,p,t) dada por (5.1)7 Para tal partiremos de (C.5) onde 3 = ™.

00 on+m o 1 - )
Z We( ) tpnm(q,p, t) = ﬁe T oAVPBa—2 (5.2)

n,m=0

Mutiplicando (5.2) por F(q, p,t), integrando ambos lados para ¢ e p e substituindo o
resultado (4.12), obtemos:

. [ontm B2 _Po 2p0
§ : 2' ‘ez(mfn)wtcmn — ¢ 2% 3pm2 62\/5110 cos(wt)+ h\p/g sin(wt) (53)
n:m.

n,m=0

m—n)wt

Como esperamos que a dependéncia el desapareca, é aconselhavel reescrever o

lado direito desta expressao como:

oo 2 . .
on+m. _B.2  Pg iwt _ ipo —iwt ipo

E / ' 'ez(m—n)wtcmn —e 2%~ 53,2 66 (\/qu h\/B>+€ (\/quJrh\/E)‘ (54)
n:m:

n,m=0

O proximo passo é isolar ¢, desta equagao. Para tal podemos expandir o lado direito
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em série de poténcia e, fazendo uso da recursao, comparamos a igualdade termo a termo.

Temos assim que:

Logo:

Cnm -

T (Ve agg) (Ve gg) <R 6o

Na figura (5.1) mostramos a trajetoria realizada por este oscilador coerente no espago
de fases com energia igual & %hw. Por fim, podemos mostrar que ¢,,, é uma generalizagao

dos coeficientes de Glauber (Apéndice B).

0.4
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0.25
0.2
0.18
0.1
0.05

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.18
0.1
0.05

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.08

0.4
0.35
0.3
0.25
0.2
0.18
0.1
0.08

(d) (e) (f)
Figura 5.1: Trajetoria de um oscilador classico com energia igual a %hw. Em (a) t = 0.00

adicionando-se § até (f). h=m=w=p, =¢q, =1
Como os coeficientes de Glauber sao nimeros reais podemos simplesmente tomar n =
m e tirarmos uma raiz quadrada ao final. Partindo disso e do fato que, neste caso, p, = 0

podemos escrever:

(Bg2)"e2%. (5.7)

2
nfa)” = e = g
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Usando (B.6) e (3.34) podemos mostrar que o = 2¢2. Sendo assim:
240
2 1 2n _—a?
(nla)” = cpp = jee (5.8)
Tirando a raiz quadrada:
(n|a)y = @ . (5.9)

e

Que sao exatamente os coeficientes da superposicao (B.5) apresentado no Apéndice B.
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6 Conclusoes

Da mesma maneira que a MC nao relativistica foi estendida por Einstein e precursores —
hoje podemos dizer que aquela é um caso particular desta tltima no limite v/c << 1 —
assume-se, por hipotese, que a MC esteja incorporada a MQ no limite de altas energias
ou nimeros quanticos grandes. Embora esta hipotese seja bastante aceitavel do ponto
de vista pratico, ainda nao existem muitos resultados que a corroborem. Um destes
resultados sao os estados coerentes para o oscilador harmoénico discutidos por Glauber
(Apéndice B) ou, ainda, sua versao para o espago de fases como discutido no capitulo 5.

Embora nem todo sistema quantico tenha um equivalente classico temos, pela hipotese
feita, que todo sistema classico deve ter um equivalente ou correspondente quantico. O
principal problema, portanto, é determinar qual o correspondente quantico de um sistema
classico ou ainda como tratar um sistema classico quanticamente. Neste trabalho utiliza-
mos as ferramentas desenvolvidas buscando determinar um método que simplifique esta
transicao entre classica e quantica.

O método utilizado foi o célculo de uma funcao densidade de probabilidade classica
para um determinado sistema em estudo através da equagao de Liouville (3.12) e sua
projecao no formalismo quantico do espago de fases desenvolvido por Moyal e Wigner.
Entretanto, existem algumas propriedades quanticas que precisaram ser levadas em con-
sideracao.

A primeira propriedade esta ligada ao fato de que: sistemas fisicos que apresentam
algum tipo de delimitagao espacial (vinculos) tém energia quantizada. Sendo assim, qual-
quer sistema fisico, mesmo no limite classico, deve ter uma energia condizente com esta
ideia. Por conseguinte, esperamos que a soma das energias cinética e potencial de qualquer

sistema (no limite quantico ou classico) seja igual a soma nhw, ou seja,

2
2m

+V(g,) = nhuo, (6.1)

onde w é uma frequéncia caracteristica de cada sistema fisico e p, e ¢, sao os valores
de momentum e posicao esperados em t=0.

Analisando a escala de h nota-se o motivo de usarmos uma distribuicao continua de
energia no mundo classico. Neste regime um quantum de energia hw é completamente des-
prezivel, ou seja, nao existe uma diferenca relevante entre um determinado n ou qualquer

valor préoximo a ele.



32

O segundo ponto a ressaltar, pela hipdtese, é a transicao necessaria de uma fisica
deterministica proposta por Newton e Hamilton para uma fisica probabilistica. Este
carater probabilistico se torna cada vez menos importante a medida que a energia do
sistema aumenta ao ponto das aproximacoes deterministicas funcionarem perfeitamente
bem para sistemas macroscopicos.

Esta ideia probabilistica associada ao principio de incerteza nos traz um resultado bas-
tante nao intuitivo: a energia de ponto zero. No sistema estudado — oscilador harmonico —
assim como outros velhos conhecidos da mecanica quantica tradicional, temos que mesmo
escolhendo momentum e posi¢ao iniciais médios iguais a zero, nao podemos afirmar que
nosso sistema esteja exatamente em repouso.

Com base nestas ideias e na hipdtese inicialmente feita, torna-se aceitavel supor que
qualquer sistema fisico classico pode ter sua dindmica descrita por uma funcao densidade
de probabilidade no espaco de fases quantico e, por decorréncia disso, como uma superpo-
sicao de funcoes de Wigner, estas advindas da mecéanica quantica tradicional. Entretando,
ainda existem diversas discussoes de como realizar a transicao classica—quantica, ou seja,

se o Hamiltoniano quantico é, de fato, equivalente ao cléssico.
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Apéndices

A Oscilador Harmoénico via Equacao de Schrodinger

De acordo com o método algébrico utilizado para a resolucao da equagao de Schrédinger
para o oscilador harmonico, os operadores criagao e aniquilagao nos permitem calcular
todas as autofuncoes necessarias para o entendimento desse sistema. Estes operadores

denotados por a' e a apresentam a seguinte forma °:

a' = —— (mwq — ip), (A1) a= —h(qu +ip), (A.2)

e s@o conhecidos como operador cria¢ao e operador aniquila¢ao/destruicdo, cuja relagao
de comutacdo pode ser facilmente demonstrada de (A.1) e (A.2), como sendo [a,a'] = 1.
Por conseguinte, é completamente equilavente o uso dos operadores p e ¢ ou a e a' na

resolucao do oscilador harmonico.

h hmw
q 2mw(a +a') (A.3) D 7 5 (a—a') (A.4)
Por fim podemos reescrever
2 2 2
p mw-q
H=— A5
5 Ty (A.5)
como:
1
H= (a*a + 5) hw. (A.6)

Sendo assim, se calculamos a energia média de um autoestado qualquer de H devemos

obter:

1 1
(n| H|n) = (n| (aTa + 5) hw |n) = (n + 5) hw (A.7)
A fim de determinar as autofungdes de (A.6), podemos usar como ponto de partida

que o operador aniquilagao deve ter um autovalor nulo quando aplicado na autofungao de

menor energia possivel: F, = %w

5Embora estes operadores sejam de extrema importancia, ndo trataremos aqui de todas as suas pro-

priedades, estas podem ser encontradas em qualquer bom livro de mecanica quantica.[4]
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1
lalo) = —=— (qu+h ) bolg) = (A3)

Esta equacao diferencial pode ser facilmente resolvida, levando-nos assim a funcao de

onda do estado de mais baixa energia do oscilador harménico.

mw mw

n(a) = (al0) = () exp (—222) (A9)

Com auxilio de ¢y e o operador criacao podemos calcular todas as autofungoes cor-
respondentes a todos os estados de energia possiveis. Ou ainda, tendo um ¢, qualquer
podemos calcular, além dos niveis superiores, todos os niveis de energia inferiores maior

que zero com o operador aniquilagao. A fim de obter tal resultado usamos:

a'ln) =vn+1|n+1), (A.10) aln) =vnn—1). (A.11)

Através de sucessivas aplicagoes destas equagdes podemos obter o estado |n) a partir

do estado |0) como segue:

N T WS St (NP S S
) = el In=1) = a2} ==

Substituindo (A.1) no resultado acima temos:

énlgq) = ;nn (W \/7dq) ”;—;Uf) . (A.13)

Por fim, podemos usar a relagao:

oo (2) (- 2 (). "

onde H,(z) sdo os polinémios de Hermite de ordem n, juntamente & transformacao de

variavel x = /"¢ para obtermons a forma definitiva de ¢,(¢), dada por:

n(q) = ﬁ (%) H, (\/@0 exp (—%f) . (A.15)

Temos, portanto, que um certo pacote de ondas para o oscilador harmoénico deve ser

dado pela superposigao:

Zcbn eXp( %t) (A.16)
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onde ¢,(q) ¢ dada por (A.15) e E,, = (n| H |n).

B Estados de Glauber

Suponhamos a existéncia de um estado coerente do oscilador dado pela superposicao de

autofungoes do hamiltoniano (A.6) onde (n|a) sejam os coeficientes da expansao:

@) = [n) (nla) . (B.1)

Para fins de calculo pressupomos que o autovalor de |a) para o operador aniquilagao

seja «, ou seja,

(n|ala) = a(n|a). (B.2)

Em instantes iremos associar este autovalor & energia média do oscilador. Agora, com

auxilio do adjunto de (A.10), podemos escrever:

vn+1{n+1ja) = a(n|a) (B.3)
e, a partir desta equacao, podemos calcular:

o) = = (- 1fa) = — -2y = .=

Vn n(n —1)

Substituindo (B.4) em (B.1) temos os coeficientes da expansao sendo que (0|c) pode

- (0]a). (B.4)

9

ser calculado pela condigdo de normalizagao, ou seja, (a|a) = 1.

)= % 3 \‘j—; n). (B.5)

Valendo-nos deste resultado, podemos calcular a energia média deste estado coerente.

= ant 1
Hlo)y = e hw ) fa + =
(a|H|a) =€ wnl:o — (n|a'a + 5 o)

—’p iazn 1 2 Dy,
=e w —ln+=)=a"+=)hw
n! 2 2
n=0
O que mostra que podemos associar « & energia média do oscilador harménico quantico

coerente e condizente ao resultado classico.
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Como tultimo resultado a ser apresentado neste apéndice, gostariamos de mostrar qual
a forma da func¢ao densidade de probabilidade deste oscilador quantico coerente. Substi-
tuindo em(B.5) as autofungdes (A.15) do oscilador juntamente com sua parte temporal

obtemos:

i 10,247 2 > 1 . "
iy = (2)" et S (S ) A, o)

onde = %, Recorrendo a equagao (C.3), podemos reescrever:

1
1 . . 2 .
<(]|CY> — (g) e—%(o¢2+zwt+ﬁq2)ev?ﬁaq(cos(wt)—z sm(wt))e—T(cos(th)—z sm(2wt)). (BS)
Calculando seu adjunto e multiplicando obtemos:

(a|q> <(]’Oé> _ \/Ee—ag—ﬁq2 62\/ﬂaqcos(wt)—2a2 cos(2wt)’ (Bg)
™

ou ainda,

(ala) {gla) = \/geﬁ<qﬁa°°s<wt>>2. (B.10)

Com auxilio de (B.6) e (6.1), com o pequeno cuidado de que nos estados de Glauber
o momentum inicial médio do oscilador é sempre zero, podemos mostrar que \/%a = Q-
Portanto, temos que a funcao densidade de probabilidade de um oscilador harmonico

quantico coerente é dada por:
[Yala: )" = (alg) {gle) = \/Eeﬁ (a0 costut)’ (B.11)
T

C Funcao de Wigner geral: Oscilador Harmoénico

Resolvendo a equagao de Schrodinger para o oscilador harménico (apéndice A) obtemos

a seguinte autofuncao geral:

Pnlq,t) = \/% (2)4 ¢ 2 H,(\/Bq) e, (C.1)

onde § = %, E, sao as autoenergias e H,, sao os polinémios de Hermite de ordem n.

Substituindo este resultado em (4.7) obtemos:
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21hpnm (4,0, 1) =/ —2n+mi e e )
Jove R o= )b (V5 (14 )

Para continuar nosso desenvolvimento precisamos da rela¢ao (C.3), onde z e t podem

assumir qualquer valor, real ou imaginario.

o
2act t2 2:
n=0

A fim de usar esta relagdo em (C.2) podemos tomar, sem perda de generalidade, t = 1.

n

(C.3)

.3

Inserindo fatoriais em m e n e seus respectivos somatorios teremos:

2ntm B 2
z(m n)wt Ba
Z Vo Prm (4, ;1) = 27?,1\/7

=0 (C.4)
/dy e yT_i%y 62\/6((]7%)71 62\/B(q+%)71

Agora podemos integrar o lado direito sem problemas, pois nao temos mais dependén-

cia dos naturais m e n.

Z /2n+m i(m— n)wtp (q p ) _ L —Bq¢? _B; 4\/Bq—2 (C 5)
/]’L' nm I ﬂ'h :

n,m=0

Infelizmente para o préoximo passo é necessario ter uma ideia prévia de qual é a
forma das fungoes de Wigner para o oscilador harmonico. A julgar pelos resultados

(4.17),(4.18),(4.19) e (4.20) ja calculados, percebemos que ¢ necessaria a introdugao de

) + (VP + 3%)

e expandindo em série de poténcia a nova exponencial formada obtemos:

2n+m zm nw 1 - 2— p2
Z \ i ! Pum(¢,P,t) = — ¢ P

n,m=0

valores complexos na equacao acima. Igualando 2v/Bq = (

> l+k+r \/_ ip k \/_ ip !
X —1) ' — - — + ——
MZTZO( ) k!l!r!( v WB) ( v WB)
O ultimo passo é, a partir de recursao, determinar os termos que somados em cada lado

provém uma igualdade correta. Apos alguns testes conseguimos determinar os valores de

k, | e r respectivos para cada par m e n. Estes sao k =m —r, | =n — r e uma soma em
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r até o menor dos valores m ou n. Fazendo estas alteragoes na equacgao acima e isolando

Pnm(q, D, t) obtemos a fun¢ao de Wigner geral para o oscilador harménico:

/ 2
2m+mnlm! e,[qu,L i(n—m)wt

prZ @
mh

| ESTe (ﬂq ) hwﬁ)m (ﬂ“’ ' h%)

r)(n —r)lr!

Prm (¢, D, t) =

min(n,m

(C.7)

r=0
Na figura (C.1) est@o expostas algumas das fungoes de Wigner para o oscilador harmo-

nico.
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0.35
0.3
0.25
0.2
0.15
0.1
0.05

() (k) (1)

Figura C.1: As imagens correspondem aos autoestados de energia para o oscilador harmonico,

ou seja, em (a') pOO(va)a (b) pll(‘]ap) indo até (f) com pll,ll(Q7p)' h=m=w=1
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