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Resumo

Neste trabalho, derivamos equacdes de recorréncia quedesca dinamica exata de uma
rede neural ndo-monétona, em camadas, através de umaaddisruido. Para poder avaliar
o0 seu estado dinamico, definimos a semelhanca do estadosdeoracalguma configuracao es-
pecifica desta como medida de interesse. Vamos nos refetaienfiguracdes por "padroes”
e a esta medida de interesse por "overlap”. Obtivemos ag@&egidinamicas na recuperacao
de um padrao e na recuperacéo simultanea de dois padréesrdistetura apresenta conexdes
apenas entre camadas adjacentes no sentido entrada-paidddes descorrelacionados entre
as camadas. Assim, a propagacao de um sinal nesta rede spaksappor uma sequéncia de
padrbes pré-definidos, de camada para camada. Nesta dm@sjgontos fixos correspondem
a um valor estacionario daverlapdesta sequéncia de padrdes e ndo do overlap estacionario de
um padréo especifico. NOs constatamos, na recuperagéo dadudio @ temperatura zero, que
0 modelo ndo-monaotono € capaz de armazenar um conjunto desilciormacao que o modelo
monotono. Encontramos, além da presenca das solucdes tefigona de atratores ciclicos e
cadticos, que foram identificados e expostos graficamente.



Abstract

In this study, we derived equations of recurrence which mlesd¢he exact dynamics of a
layered non-monotonic network through a signal-noiseyamal To evaluate their dynamical
state, we defined the similarity of the network state to soneelgfined configuration of this
network like the measure of interest. We nominate this candions as "patterns” and this
measure as "overlap". We obtained such dynamical equaitiotie recovery of one pattern
and in the simultaneous recovery of two patterns. This ggchire only presents connections
between adjacent layers in the entrance-exit directiomangresents correlated patterns. The-
refore, the propagation of a signal in this network occurgmvpassing through a predefined
sequence of patterns, from layer to layer. In this dynantiedied points will correspond to
a stable value of the mean overlap of this sequence of patterd not whith a defined pat-
tern. We find an increase of the storage capacity of the n&twiacompared to its monotonic
correspondent through adjustments of their basic paramateero temperature. We noticed,
besides the presence of fixed point solutions, cyclic andtahattractors that were identified
and shown graphically.
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Introducao

As Redes Neurais Artificiais (RNASs) séo sistemas de prooassto em paralelo e distri-
buido que possuem algum grau de semelhanca com sistemassr®eologicos, em especial o
humano. A unidade fundamental de processamento em redégibas € o neurdnio, que exe-
cuta fun¢des simples através do seu comportamento elétmmg, apesar de sua complexidade
bioldgica. As pesquisas em RNAs baseiam-se na modelaggamabesportamento, no estudo
do seu comportamento coletivo e no estudo de suas posgilies;aes.

Do ponto de vista pratico podemos separar 0 estudo das redessiem 3 ramos principais,
de acordo com a area de interesse. Sistemas homogéneaos guantdo executada por suas
unidades séo, em geral, de interesse para os fisicos ®duimig pode-se aplicar a estes siste-
mas métodos conhecidos de mecénica estatistica. Sisteteasgéneos e finitos, que possam
executar fungbes bem definidas, sdo do interesse das engsrdaas ciéncias da computa-
cao (1-4). Estas areas procuram arquiteturas implemestyeoblemas pré-definidos, onde
a nocao de atratores estaveis nem sempre cumpre um papeliaks® descricdo do compor-
tamento de cada unidade celular, ou de sistemas biol6égiteslgéneos, assim como o estudo
do comportamento humano, sédo de especial interesse par@aagsda biologia e médicas. O
presente trabalho é focado principalmente no primeiro@ropmo veremos a segulir.

Como um todo, o estudo das RNAs e das redes bioldgicas € edgama a compreensao do
funcionamento tanto microscépico quanto macroscopicadebco. Lembrando que o cérebro
humano possui cerca de 100 bilhdes de neurbnios, o estudstdmas simplificados é de
singular importancia para o vislumbre do seu funcionameatetivo, pois a implementacao

computacional de sistemas mais complexos se torna inviavel

Os neurdnios séo formados, simplificadamente, por tréspprincipais (5): os dendritos,
ramificaces responsaveis pela recepcéo de estimulogp@aelular, responsavel pela susten-
tacdo da vida celular e pelo processamento dos estimukdsides pelos dendritos; e 0 axénio,
canal pelo qual possiveis estimulos sdo enviados na forrpalges eletroquimicos. Mesmo
sendo um canal Unico, o axénio permite que um neurdnio se rgomicom até 100.000 ou-
tros, pois apresenta em sua extremidade um conjunto decagdifis que transmite seu estado
para os demais.
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A regido de contato entre dois neurdnios € chamada regiaptiia, ou simplesmente si-
napse, e a separacao fisica entre ambos é denominada "fieduolica”. Assim, dizemos que o
axbnio do neurdnio pré-sinaptico encontra-se com os desdio neurdnio pos-sinaptico. Os
estimulos podem ser enviados tanto elétrica quanto quingécte. As sinapses elétricas per-
mitem o fluxo passivo de corrente entre os neurbnios, podsedtanto unidirecional quanto
bidirecional, em um processo extremamente rapido, e pemestivo podem ser responsaveis
pela sincronizagdo de sistemas neurais. Ja nas sinapseisapids estimulos sdo enviados
pelos chamados neurotransmissores, que sao liberadasdzesieaptica ao serem estimulados
por um sinal pré-sinaptico, ligando-se a receptores eipesno dendrito pos-sinaptico, desen-
cadeando um processo que, em Ultima andlise, gera uma naudamptencial de membrana
deste ultimo. Existem pelo menos 100 neurotransmissdiergdtes e, dependendo do tipo que
€ liberado em uma sinapse, podem fazer com que um pulsona@gtiso iniba ou estimule a
emissao de pulsos no neurbnio pos-sinaptico. Portant@sséimapses que determinam como
0 estado de um neurénio influencia o estado dos demais.

O primeiro modelo neural artificial foi apresentado por Wd@alloch e W.Pitts (6) em um
trabalho publicado em 1943, que consiste na descricdo desundmo artificial e no estudo
de sua capacidade computacional. Este modelo, denominaidd&LP, segue basicamente
a descricdo de neurdnio apresentada acima, pois se resumeanjunto de entradas, uma
central de processamento e uma saida. A descricdo matarpateco estado destes neurdnios
consiste em atribuir o valor 1, se ativo, ou 0, se ndo-atinofuncdo da soma ponderada das
suas entradas. A funcdo executada por sua central € singritssenfuncao limiar que separa 0s
valores 0 e 1. Os pesos que ponderam as entradas neste namdet@mmados pesos sinapticos,
fazendo referéncia as sinapses bioldgicas, e podem assugilores +1, para uma uma relacao
excitatoria, -1, para uma relacao inibitéria, ou 0, caso estejam ligados. Esse modelo de
neurdnio, conhecido como "neurdnio formal”, visa represes sua taxa de disparos, isto é, se
ativo ou ndo em um determinado instante. Sendo uma aprodortzgstante simplificada do
neurdnio bioldgico, permite um tratamento analitico dommzs

O trabalho de MacCulloch e Pitts é de fundamental imporégaméo so historica, mas tam-
bém didatica, pois expde algumas caracteristicas germiRNAs, como a "funcdo de ativacao”,
nome dado a funcéo executada pelos neurénios enquantalasjdaos pesos sinapticos, que
ponderam as conexdes entre 0s neurdnios. Foi mostradaon@a, gue este modelo pode exe-
cutar certas fungdes légicas, booleanas, de acordo corma fjwe sdo arranjadas as conexdes
entre os neurdnios.

O que faltava ao modelo MCP, em um primeiro momento, era ugna e aprendizado
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efetiva para a rede como um todo, a fim de executar fun¢cdesostagicas, como o reco-
nhecimento e a diferenciacdo de estimulos. Este ponto cureeser sanado em um trabalho
publicado por Donald Hebb (8) em 1949, onde se apresentouegra hoje conhecida como
"regra de Hebb", que consiste em reforcar as conexdes iasphtre dois neurdnios se ambos
estiverem ativos no mesmo instante.

O trabalho de MacCulloch e Pitts e, posteriormente, o de Hehinam as bases dos estudos
em RNAs. Havia uma descricdo matematica para os neurbniosieagra que, COmo veremos
no decorrer deste trabalho, sera 0 nosso marco zero no eslatnazenamento de memoria
em RNAs.

Em 1952 uma descricdo bem mais detalhada do neurénio faexgesla por A. L. Hodgkin e
A. F. Huxley (9), que Ihes renderia o prémio Nobel onze ands taede. Este modelo procurou
refletir os resultados experimentais do estudo da propagdétiica em neurbnios bioldgicos.
Baseada neste estudo foi estabelecida uma nova classe dse neurdnios, os "modelos de
neurdnios bioldgicos”, assim chamados porque, difereznméados neurbnios formais, buscam
reproduzir os efeitos elétricos provenientes dos proseskiroquimicos no interior de cada
neurdnio. Experimentalmente, foi constatado que ao seaaplm potencial elétrico adequado
ao neurdnio ha uma répida elevacdo do potencial de memisagaida de um decaimento
exponencial do mesmo, o que define a emissao de um pulso.degp@rtamento ocorre devido
ao equilibrio entre as espécies quimicas no exterior e anentda membrana do neurdnio. Por
outro lado, o modelo matematico de Hodgkin-Huxley apresdificuldades de implementacéo
computacional devido a sua complexidade, pois o tempo dela@d@o para redes "grandes”
se torna inviavel. Para contornar este problema, foranmrglagevarios modelos de neurdénios
biologicos simplificados, como o de FitzHugh-Nagumo (10,4 b de Hindmarsh-Rose (12,
13), ainda bem mais complexos que os neurdnios formais.

Um novo grande passo seria dado em 1958 por Frank Roserl#latiap apresentar uma
nova arquitetura, o perceptron, capaz de reconhecer enliier determinados grupos de esti-
mulos. Este modelo utiliza neurdnios formais e a regra deoHatresentando duas camadas,
uma de entrada e uma de saida, onde as conexdes entre ambésrpexr passagem de es-
timulos apenas no sentido entragdaaida, sendo seus pesos sinapticos ajustaveis. Além de
apresentar uma aplicacéo pratica, este modelo € de grapdetémcia historica, pois marcou
0 inicio das discussdes sobre a aplicabilidade das RNAsswdmaionar problemas. O per-
ceptron de 2 camadas, ou perceptron simples, podia solucpenas problemas linearmente
separaveis, isto €, problemas onde conjuntos diferentssldgdes em um dado hiper-espaco,
podem ser separados por um hiperplano. Isto reduzia muatasiicabilidade, sem contar as



6
dificuldades computacionais da época. Potencialmentegpions com mais camadas podem
resolver problemas n&o linearmente separaveis. Poréinastievantadas por Minsky e Papert
(4) em relacao a dificuldade em treinar uma rede multicamadasam a um desinteresse tem-
porério nesta area. Estes problemas vém sendo minimizadosgo dos anos, com o0 advento
de novos algoritmos de aprendizado, como o "back-propagéti5). Este algoritmo consiste
em expor a rede a uma entrada desejada e comparar a saidgpaodente com a saida de-
sejada e, em um segundo momento, atualizar os pesos dasasaim&dmediarias no sentido
saida—entrada, de forma a minimizar o erro na saida através de algegna de aprendizado
e assim sucessivamente, até que o erro alcance um deteonviamlad na saida. Mesmo com
este algoritmo, esta arquitetura ainda apresenta a dididaldomputacional, pois o tempo de
convergéncia para a diminui¢cao do erro pode ser longo.

Em 1982 J. Hopfield (16, 17) publicou um trabalho sobre redesrrentes, comparando o
comportamento de um modelo de rede neural ao de sistemagticagn O modelo de Hopfield
consiste em uma modificacdo dos neurdnios de MacCullot$-Biis agora a funcao limiar
divide estados-1 e +1. Os neurbnios nesta arquitetura estdo conectados de $oméaica e
recorrente, sendo a rede completamente conexa. Os vatosesid pesos sinapticos séo deter-
minados por uma modificacdo da regra de Hebb, que, como vemorardéximo capitulo, leva
a conexdes simétricas. E desta simetria que nasce a cordésmia entre sistemas magnéticos
e 0 modelo de Hopfield. Este paralelo permite aplicar-se a&sRitamentos conhecidos da
mecéanica estatistica de equilibrio.

Nosso trabalho visa estudar o comportamento de um sistemad@&meo, estruturado em
camadas, cuja funcéo de ativacao € nao-monotona, desdoesea dinamica através do com-
portamento médio de suas unidades basicas. Esta rederdpresgacidade de memoria asso-
ciativa, isto €, ela € capaz de guardar informacdes e, paex pwaliar o seu estado dindmico,
definimos a semelhanga do estado da rede com alguma configwsyecifica desta como me-
dida de interesse. Esta semelhanca sera expressa por unda akedominada "overlap”, que
sera definida no préximo capitulo. Como utilizamos uma #etiwia em camadas, é importante
ressaltar que as redes em camadas ndo apresentam uma egéfigestacionéria de suas uni-
dades, e sim um fluxo de informacdo que passa de camada a c@f@adsendo no presente
caso estudado o limite termodinamico. Ainda é necessaer fama ressalva quanto a homo-
geneidade da rede: as redes em camadas possuem uma camattiaddecnde impomos uma
condicao inicial, diferentemente das demais camadas, &upessuem contato com estimulos

externos.

Em um trabalho recente (19), foi mostrado que a ndo monatdeida funcéo de ativacao
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para redes recorrentes completamente conexas leva a unmtaudaecapacidade maxima de
armazenamento de informacgéo, quando comparado ao sega@amatmoétono. Fato que ndo
ocorre para estas arquiteturas no caso de diluicdo extr2Zdadqnde o numero de conexdes
€ muito menor que o numero de neurdnios na rede. Com issotdevas a hipdtese deste
aumento ocorrer em uma arquitetura em camadas comple@ic@mexa, quando utilizamos
uma funcéo ndo-monotona.

O presente trabalho esta organizado da seguinte forma: pitulcal temos uma revisao
de estudos sobre memoria associativa, em especial datetuicps recorrentes ndo-monotonas
completamente conexas e diluidas, e uma caracterizacaeatss em camadas, sendo dada
especial énfase a capacidade maxima de armazenament@hedgdes; no capitulo 2, apre-
sentamos um meétodo de andlise sinal-ruido que permite eftexcdes de recorréncia para
as variaveis dinamicas que descrevem o estado de uma re@eidmios ndo monétonos em
camadas; no capitulo 3 apresentamos os resultados ol@igdosfim as nossas conclusdes.



1 Modelos de Memobria Associativa

Uma importante caracteristica encontrada em RNAs é a agucide gravar um conjunto

de informacdes e, posteriormente, quando um estimulorexteapresentado, recuperar a in-

formagdo mais parecida com o estimulo. A esta capacidadeacthas memoria associativa.

Estas informacdes, ou memorias, sdo representadas em denartiéicial por um conjunto de

padrdes que descrevem configuracdes especificas da regleofjsinto serd representado aqui

por {¢&y}, ondei indica o sitio ev o padrdo. Pesquisas nesta area correspondem a um dos

principais focos de estudo em RNAs.

Neste trabalho tratamos de redes binarias cujos sitiosypaggumir os valoresl ou—1. O

estado da rede é representado{#(t)}, ondet é a variavel temporal. A semelhanca entre um

determinado padréao e o estado da rede pode ser expressagaragida chamada "overlap”,

gue mede a superposi¢do entre o dado padrao e o estado,alpétacexpresséo

1 N
Mv(t) = NIZEivS(t)v (1-1)
ondeN é o nimero de neurdnios na red& grepresenta o valor do padr&ao sitioi.

Os¢’s sao variaveis aleatorias, que nos casos estudados bgde@em a distribuicao

P (&) = 50 (G 1)+ 38 (8w +1), (12)
consequentemente, temos
&=0 (t3)
e
Eivfju = 5uvdj7 (1-4)

onde a barra horizontal representa uma média configurdcirmeoutras palavras, os padroes

estédo descorrelacionados, tendo a mesma probabilidadsu@ia os valores-1 ou—1.
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Notemos que se todos os sitios da rede estiverem no mesrdo apt@sentado pelo padréo
v, temosM, = 1; caso todos estiverem invertiddd, = —1; e caso tenham 50% no mesmo
estadoM, = 0.

Para armazenar estes padrdes é necessario algum tipoaquegjuste os pesos sinapticos
desta rede de forma adequada. A regra que iremos utilizaseatla na idéia apresentada por
Hebb, reescrita da seguinte maneira: se dois neurénie®®sti no mesmo estado no mesmo
instante, o peso sinapticly entre ambos sera reforgcado. Caso contrario, sera enfidquec
Isto pode ser expresso pela equagao:

1 p
Jj= N Zlfivfjw (1.5)

Notemos que esta equacao leva a conexdes simeétricas.

Neste ponto, podemos distinguir entre dois métodos desanddi recuperacdo de memarias
em RNAs. O primeiro consiste na analise de cada unidade damediante a simulagédo numé-
rica dos neurdnios em um sistema finito, onde implementarsoma da eq. (1.1) diretamente
e assim obtemos a evolucao dindmica exata pakedapda rede. O segundo é o estudo direto
do overlap onde buscamos equacfes para valores estacionarios dagigamacroscopicas
gue descrevem o comportamento do sistema, tomando valédiesrdas variaveis em questao
e admitindo um determinado erro que sera tanto menor quaaits for o nimero de elementos
na rede. Os trabalhos aqui discutidos baseiam-se no setjpodie andlise.

Nestes sistemas, as memoarias armazenadas na rede cumpapel deatratores estaveis,
isto €, dada uma condicao inicial favoravel, o estado da irddevoluir para um ponto fixo
com M, # 0 e ali permanecer, expressando a recuperacdo de um padrdm,Rlada uma
condicdo inicial qualquer para a rede, esta pode evolua palucdes diferentes de qualquer
padrdo ali armazenado. Isto quer dizer que, dentro dasveassondicdes inicias, existem
conjuntos que levam a estados especificos da rede; a esfestosrchamamos "bacias de
atracdo". Assim, dizemos que as bacias de atracdo dosativeaslroes sdo limitadas. De
forma geral, as solucbes podem ser de ponto fixo, ciclicasadticas.

Nas proximas secfes vamos revisar alguns modelos de meassoeativa, comecando pela
rede nao-mondtona extremamente diluida. Este modeloereflptocesso de armazenamento
de memorias, assim como sua recuperacao, de forma simpsgn Apodemos introduzir os
parametros mais relevantes no estudo dinamico do nossahoabm uma rede de neurdnios
nao-monotonos sincrona, isto €, onde todos 0s seus siti@sdlizados no mesmo instante.

Seguiremos discutindo o modelo recorrente ndo-monotompledamente conexo, em uma
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rede assincrona, onde estudamos o efeito da ndo monote@dadma rede conexa. Termina-
remos nossa revisao discutindo uma rede em camadas momotop&gtamente conexa, onde
introduzimos a arquitetura que sera usada no nosso trabalho

1.1 Rede Nao-Monétona Extremamente Diluida

Trataremos aqui de uma rede cujos sitios assumem os v8lerds-1, —1} de acordo com a
atividade média de suas unidades, dada pela média térm&aqie sera indicada per - - - >,
conforme a equagéo:

(S (1)) = (N (1)) = —tanhB(hi(t) + 6) + tanhB(hi(t)) —tanhB(hi(t) —6).  (1.6)

ondeh;(t) é o campo local sobre o sitiono instantet. Esta equacédo € o ponto de partida
para o desenvolvimeto deste modelo, pois é escolhida, ommtemente, por ser uma equagao
nao-mondtona simples de dois estados.

A fig. (1.1) apresenta graficamente a eq. (1.6) ghra3, onde podemos constatar que se
trata de uma funcéo impar.

0.5

fih,)
T

-10

Figura 1.1: Atividade média de um neurdnio em funcéo do casgboe 0 mesmo, pa@ = 3
e =2
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O campah;(t) é definido como

hi(t+At) = ZJiij (t). (1.7)
J

Como vimos na introdugédo, o conjunto de pesos sinapticopguoderam a influéncia entre
0s neurdnios é uma das caracteristicas essenciais de ueaetekminando as memarias ar-
mazenadas na mesma. Neste modelo, 0s pesos sinapticosesaurtilos por uma adaptacéo
da eq. (1.5) que expressa a diluicdo, na forma:

1 p
Jj = Rcij Zlfivfjv, (1.8)

onde K & nimero médio de conexdes por neurd@djos= {0, 1} séo os coeficientes de dilui¢éo,
distribuidos conforme a probabilidade:

Prob(ci,-):%5((:”—1)+(1——)5(ci,-). (1.9)

e decorre dela que

_ K
Gij =Cj -3 (1.10)

Esta modificacéo claramente quebra a simetria implicitegiarapresentada em (1.5).

A rede esta conectada de forma extremamente diluida, o gleegeo expresso da seguinte
maneira:
1 << K <<log(N), (1.11)

com
N,K — oo, (1.12)

garantindo que nao ha realimentacéo no sistema (21, 22).

Da eq. (1.8) e da primeira igualdade em (1.6), temos:
1 P
(St+a)="f P > &iv) GigpnSi(t) |- (1.13)
v=1 ]

Postulando que queremos recuperar apenas o padsiad, e separando o argumento da
equacéao (1.13) em um termo de sinal e um de ruido, ficamos com

(S(t+At) =f (%Eil;cijfjlsj(t)-i—r]i(t)) , (1.14)
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onde

1 p
=% sziv > Cij&ivSi(t) (1.15)
V= ]

€ o termo de ruido. A média deste termo € igual a zero, pois acéquacima corresponde
a soma deN(p — 1) termos descorrelacionados, que segundo o teorema do éntitat, nos
leva a uma distribuicdo Gaussiana centrada em zero; j4 aasidacia € diferente de zero. O
guadrado do ruido € dado por

p
'7i2 ( Z éiv ZCI E]VSj ) (% Z Ekugcikfku&a)) ) (1-16)
efetuando o produto,

1 p
'7i2 (t) = @ EIVEI[J ;Cljclkfjvfkusj( ) ( ) (1-17)
ATES

tomando a média configuracional, sendo os sitios descciordos e de estados de mesma
probabilidade, de acordo com a eq. (1.4), temos

1 P N
=2 > O ) GijCidpSi (1) (t) (1.18)
V,u#L I,
comoCiZj = Gjj, ficamos com
5 1 P - 1 S
n; (t):@ > > G :@(p—]-)NCij, (1.19)
v=2j=1
e de acordo com (1.10),
1 K ~1 p

Levando em conta a distribuicdo gaussiana, a funcao piatsd® para o ruido € dada por

2
P(n(0) = ——exp( <), (1.21)

Definimos aqui um parametm = £ e vamos redefinir a capacidade maxima de armazena-

mento para redes diluidas da seguinte maneira,

e = p[zax, (1.22)
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ondepmax € 0 numero maximo de padrées que se pode armazenar em uma rede.

No limite (1.12), podemos reescrever a expressao pavadapda seguinte maneira:

MU0 = £ &S0 = ¢ Y Ciéns (1) (1.23)
I ]

Multiplicando a eq.(1.13) poﬁfil, e somando sobre todpobtemos a equacéo parawer-
lap desta rede para o padrito= 1, podendo reconhecé-la através da igualdade em (1.23), e
temos
Mi(t+At) = Zf.ls (hi(t+At)). (1.24)

Podemos agora expressar a equagéo acima pela sua médéatérronfiguracional, admi-

tindo um erro de order® (ﬁ)

my(t+A) = < 25.15 (hi( +At))> (1.25)

Como a média térmica ndo atua sobre os padrées,

(t+At) = N ZE.l (t+At))), (1.26)

e podemos reescrever esta equacgao, usando a definio&ertkpe a eq.(1.14), ficando com

my (t+At) = Z«S.lf (&ma(t) +ni(t)). (1.27)

Agora vamos usar a simetria imparfpara passar o tern€p, para dentro do seu argumento
e, esperando que a média sobre os sitios independa doiindices

my(t+At) = f (my(t) + §iani(t)). (1.28)

Conhecida a distribuicéo do ruido, cuja probabilidade égemt (1.21), e da probabilidade
dos estados d&;, podemos efetuar a média configuracional em (1.28) medianéeintegral
sobre o ruido. E efetuando uma mudanca de varigvgl — \/az, temos

m(t+At) = /sz (my(t) +Vaz), (1.29)

onde

Dz= Eexp(—}zz) . (1.30)
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No caso ond@ — o, a dindmica desta rede sera dada por:

(S (t+A0)) = fo(hi(t)) = —sgn(hy(t) + 8) + sgn(h(t)) —sgn(hi(t) —6).  (1.31)

Substituindo (1.31) em (1.29),

my (t+At) = /Dz [—sgn(my(t) — vaz+ 6) +sgn(my(t) — Vaz)
—sgn(my(t) — Vaz—6)], (1.32)

A ultima equacéo pode ser integrada conforme o apéndice éamdis com:

m(t+1) = +erf<m17(;>) —erf <%§;9) —erf<%\/g_;6> : (1.33)

A iteracdo desta equacao reproduz exatamente a dinamiedeaxtremamente diluida. Os
pontos fixos da dindmica sao obtidos a partir das solucoegLida@o

m m:—6 m: 40
m; = +erf 1 ) —erf( 1 ) —erf< 1 ) ) 1.34
1 <\/20 vaa vaa ( )

Pela eqg. (1.33), ao variarmos os parametrasf, assim como as condic¢des iniciais, pode-

mos constatar diferentes comportamentos. Um diagramaee i planda, 6) é apresentado
na fig. (1.2), onde foram mapeados todos os tipos de soluedes. q1.33).

As regided ell apresentam, respectivamente, solu¢cdes de ponto fixaxen® em =+ 0.
Na regidolll estdo presentes solucdes ciclicas de periodo 2,neent-a e a # 0, ondea €
uma constante. A regidd apresenta solucdes ciclicas de diferentes periodos. Hémo kég
apresenta solucdes caoticas.

Nas regides que possuem um asterisco, coexistem 2 tiposuas, as solucdes da regiao
Il e o atrator correspondente a regido de fronteira com a cufyaeBdo seu estado determi-
nado pela condicéo iniciahy dada. A regiad* apresenta solugdes do tipp= 0 para uma
condicao inicial abaixo de um certo valog, e m = +a, para valores acima dey. A condi¢cao
Mg corresponde a um ponto fixo instavel com= my. Na regiddl * coexistem os atratores da
regidolll, comm= +a e da regiadl, ondem = a, coma # 0 para ambos. Na regidy' *
encontramos, além do tigdl , solucdes ciclicas de periodo 2 assimétricas, toma, b, com
a,b=#£ 0. E, por fim, a regid® * apresenta solucdes caodticas, como em V, além da solucéo de
ciclo 2 simétrica.

A partir deste trabalho, podemos tirar algumas conclusfiessissantes, como 0 ndo aumento
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| | -1

0.6 PEC
I
04 -
= 11 1l
0.2 -
0.0 L
0, 2.0 3.0

Figura 1.2: Diagrama de fases— 8, demonstrando as regides em que ocorrem cada tipo de
solucéo da eq. (1.33).(20)

da capacidade de armazenamento desta arquitetura enorataséu analogo monétono, estu-
dado por Derrida, Gardner e Zippelius (22), sendo enconfpada ambas a mesma capacidade

maxima de armazenamento, dada gge 0,637.

1.2 Rede Nao-Monotona Recorrente Completamente Conexa

Nesta sec¢do discutiremos uma rede assincrona totalmemggacdsto €, onde seus sitios
sao atualizados sequencialmente. Discutiremos as pdajplies termodinamicas deste sistema,
procurando determinar seu comportamento de equilib@wédrde uma aproximagao de campo
meédio, reproduzindo os resultados obtidos por J. Inoue(19)

Nesta arquitetura, os neurénios podem assumir os vafpres{+1,—1}, em funcéo do
campo locahj(t) gerado pelos outros neurénios, de acordo com a distribdigfoobabilidades

P(S(t+1)) = 5 [1+S(t+ DT (D). (1.35)

ondef & uma fungdo ndo-monotona dada por 1.6.

Comecamos calculando o valor médioSlede acordo com a funcao probabilidade (1.35),
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gue resulta em

(SH+1) = (1) [+ f (D) + (—1)

1
5 51— f(hi(t) (1.36)
= f(hi(t)). (1.37)
Pela aproximacéo de campo médio, admitiremos que
(§)=f((h))=f (ZJH <Sj>> : (1.38)
]

Este modelo possui pesos sindpticos atribuidos pela eg(h&. Assim, temos
1 P
(S)="1 (zﬁuzlfmfju@n), (1.39)
onde podemos reconheceowerlapcom os diversos padrdes e ficamos com
P
(§)=f <“Zlfi“mu> . (1.40)

Multiplicando a eq. (1.40) paf;,, somando sobre tod@ multiplicando o total po}%, obtemos
a expressao paraaverlapmédio nesta rede,

1 p
A seguir vamos discutir a solucéo desta equacao na recépetlaqum padrao.

1.2.1 Recuperacao de um padréo

Vamos supor que estamos recuperando apenas o padréo larSlepas termosem =1e
U = v, no segundo somatério em (1.41), temos

1
my :NZ&vf <€i1m1+€ivmv+ Eiumu> . (1.42)
I u#1Lv
Rearranjando os termos de forma conveniente, temos
1
my = NZEiinlf <m1+fivfi1mv+ Equilmu> . (1.43)
[ U#Lv

Como o termcéj, &i1my € da ordem de\%, muito menor quem;, € como a soma do resto
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do argumento, ©(1), podemos expandir a eq.(1.43) €mpm,, até termos de primeira ordem,
ficando com

my %Zavalf <m1+ Eiufilmu>

U#Lv

+%Z{f/ (ml—l— Z Eiumu>}mv7 (1.44)

H#LY
ondef’ é a derivada dé.

O somatdrio restante no argumento pode ser consideradowomoido Gaussiano, e con-
forme (23), com média zero e variancia dada por

p
ar="Y% Mg, ~ pn,. (1.45)
H#LY

Visto queé;j,éj1 sdo variaveis aleatorias, descorrelacionadasgeo segundo somatorio
em (1.44) se resume a uma integral sobre o ruido. Mantererposneiro termo na forma
de somatorio neste ponto por conveniéncia, como veremoguar.sdsolando o terman,,

conforme Geszti (23, 24), ficamos com

_ % Yidiubinf (ml +v£1p Eivfilmv)

my = 10 (1.46)
onde
QE/sz’{(ml+mz)}.
Elevando a eq.(1.46) ao quadrado, de acordo com (1.4), temos
1 2
sz i FO(M+ 5y pdivéiam
mezNz i ( v;«ézp 1IvGi v) (1.47)
[1-Q
e, conforme a eq.(1.45),
o 5 (1.48)
[1-Q]

onde

Q= [Dzf{(m+arz)}.

Segue diretamente de (1.41) que

my = / Dzf (my +V/arz). (1.49)
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Em especial, quandb — 0, as equacoes (1.47) e (1.48) assumem a seguintes formas:

m—6 my m1+6)
m = —erf| —— | +erf| — | —erf| — |, 1.50
. <¢z7r) (m) <¢z7r (1.50)
-2

2
Ly 2 {+ Xp(— (m1+6) ) exp(— ( 9> T 7 ) +ex —%)}] . (1.51)

A partir da iteragdo numérica destas equacgdes podemos tiragdiagrama déa, 6), onde

estudaremos apenas as propriedades de equilibrio destaaigois diferentemente do caso
anterior, estas equacdes nao descrevem a dinamica da rede.

A fig.(1.3) apresenta o efeito do paramefiroa capacidade de armazenamento de memoria,
apresentando duas regides: uma de recuperacédo, marcad&condem; = a, coma sendo
uma constante positiva; e outra de ndo-recuperacéo, nsacoatbN /R, ondem= 0. Podemos
constatar a importancia do parameffr@ois ha um valor 6tima§ = 1,77, em quen. = 0,211,

alcancando um maximo.

0.11r

o

Figura 1.3: Capacidade méaxima de armazenamento em funcdpadnetro de ndo-
monotocidads, dado aqui par A regidoR corresponde a regido de recuperacadoN/R, a
de ndo-recuperacao.(19)

Tomando-séd — o, de acordo com a figura (1.3), recuperamos a funcdo de ativaga
notona correspondente ao modelo de Hopfield. Nesse lagite 0,138, 0 que concorda com
os resultados encontrados por Amit, Gutfreunt e Sampoli{@k—27), obtidos pelo método
das réplicas e, posteriormente por Peretto (23, 24, 28)yparsolucdo aproximada, de forma
independente.

Podemos, ainda, analisar o efeito do acréscimo da tempeistbre a capacidade de ar-
mazenamento, ao iterarmos as equacdes (1.47) e (1.48)n@mrdemos o parametfixo e
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variamosf3. A fig. (1.4) apresenta um diagranmi®, o ), mostrando um rapido deterioramento
da capacidade de armazenamento a medida que a temperaberstauA regido rotulada como
Rrepresenta novamente a regido de recuperacdo, eS3pde ndo-recuperacao, apresentando
um comportamento de vidro de spin, com= 0 eq # O.

Figura 1.4: Efeito da temperatura sobre a capacidade dezenamento, par@ = 1,8. A
regidoR apresenta recuperacao, a reg&®nao apresenta recuperagdo, consistindo em uma
fase de vidro de spin.(19)

Ainda devemos ressaltar que ndo podemos comparar dirdwogeresultados obtidos para
0 a¢ entre os modelos diluidos e completamente conexos, poiiracde desta quantidade &
diferente para cada caso. Podemos sim, comparar redes gderagguitetura e de funcbes de
ativacao diferentes, como as monotonas e nao-monétonaspatando as arquiteturas com-
pletamente conexa monotonas e nao-mondtonas, podemficarenm aumento na capacidade
maxima de armazenamento para um valor 6timo do pararfetittancando 211, como po-
demos verificar na fig. (1.3). O que corresponde a um aumer@dd8 em relacado ao modelo
de Hopfield (16). Podemos constatar que, para ambos os @asegra de Hebb leva a va-
lores bem abaixo da previsdo de Gardnemde 2,0 (29-31) para a capacidade maxima de
armazenamento do modelo de Hopfield dadas conekogsrais.

1.3 Rede Mondétona em Camadas

A expressdo "em camadas" faz referéncia a arquitetura @a istd €, descreve como 0s
neurdnios estao organizados. Da forma mais geral, essas pedem apresentar uma camada
de entrada, uma de saida e possiveis camadas intermedtatEscamada pode estar conectada
com as camadas seguintes das mais diversas formas, coqtentido haja reinjecdo vinda
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de neurdnios de camadas posteriores ou mesmo da atualsf@oc®nsistiria em incluir uma
componente recorrente no sistema. Portanto, esta atqaiietpde um sentido de propagacgao
unico, entrada-saida, para a rede.

Nesta secdo, assim como no estudo das redes ndo-mondétonamanas, estamos interes-
sados em estudar sistemas que ndo apresentam uma camaitkadessan um fluxo continuo
de informacédo que passa de camada para camada, de forma gssaanmedida de interesse,
o overlapmeédio, sera computado sempre na ultima camada atualizautdg & rede suficien-
temente grande para alcancar um comportamento estaciaiegta medida. Impomos, ainda,
gue soO existam conexdes entre camadas adjacentes. A ligftdsenta um esquema desta
arquitetura, mostrando um diagrama de conexdes, entre ie@i@lexterno e a camada de en-
trada, e entre duas camadas. Devido a esta arquiteturaliaatéo neste modelo é obviamente
sincrona, isto é, todos os sitios de uma camada séo atwsinadnesmo instante.

Figura 1.5: Diagrama de conexdes de uma rede em camadas nerdes apenas entre cama-
das adjacentes, sem uma camada de saida.

O overlappara uma rede em camadas pode ser reescrito como

13
My =5 > &S, (1.52)

ondev indica o padréoi € o indice de sitio €€ o indice de camada.

Como nos modelos apresentados nas Ultimas se¢des, osinsy@tem assumir os estados
§ = {+1,-1}, de acordo com os estados dos neurdnios na camada anteeiste Modelo
0 estado assumido ird seguir uma distribuicdo de Gibbs,gubigtimos que o sistema esteja
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em equilibrio com um reservatério térmico. Esta distriBoipode ser expressa pela seguinte
funcéo probabilistica:

exp(BS +1h! +1>
Zcosh<[3h!+1> .

P (3”) _ (1.53)
Terminamos de definir este modelo determinando que a regapréadizado € expressa da
seguinte maneira,

1 P
Ji|j+1 _ N Z fil\j_lfjl\n (154)
v=1
Trata-se de uma forma da regra de Hebb que conecta apenésinsute camadas adjacentes.

A partir das equacgtes (1.52), (1.53) e (1.54), podemos lealeuevolugdo das variaveis
dindmicas desta rede. O desenvolvimento completo seréeapiagelo no capitulo seguinte, pois
este modelo representa um caso limite do modelo ndo-mom@&mncamadas. Overlapna
camadd + 1 é obtido recursivamente a partir deerlapna camadé de acordo com

m L = \/%T/tanh(p (m'ﬁ—A'z)) Dz (1.55)
<A'+1)2 —a+p2 (A')Z (1.56)

ondeA'*1 representa um termo de ruido gerado pelas flutuacées geadrdos padrées que
nao condensam, e

_12 2 2
W ([ 9z exp(=37) _ (1—q'> . (1.57)
v2meos#B (m) +4'2)
O significado fisico d& sera dado no préximo capitulo.

Em especial, quand® — o, a fungéo exercida pelos neurbnios recai no caso detetiomis

+1, h*t>o0
S) = b 1.58
) { -1, h*l<o (1.58)

onde,

Nesse limite, a integral em (1.55) pode ser efetuada aratitente, e ficamos com o seguinte
conjunto de equacgdes:

(1.59)
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Como demonstrado por Domany e colaboradores (32, 33), ia pasteracao destas equa-
¢Oes encontramos dois tipos de fases, uma de recuperagialr@overlapassume um valor
fixo diferente de zero, e uma de ndo-recuperacao, omnmesdap assume o valor zero. Em
T — 0, a capacidade de armazenamento maxima é #8890 o que pode ser observado na
fig.(3.3) apresentada no capitulo 3, no caso em@jue o, onde se recupera a monotocidade

da funcéo de ativacao.
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2 Modelo nao-monétono em camadas

O modelo ndo-monétono em camadas, tema do nosso trabahlsisteoem uma rede em
camadas com a mesma topologia de conexfes do modelo de Daostam®y apresenta apenas
conexdes entre camadas adjacentes e de forma completaroraia, ndo apresentando uma
camada de saida, conforme a fig. (1.5); os estados dos nesif@omiem assumir os valores
S ={+1,—-1} e a funcéo de ativagdo € a mesma utilizada nas sec¢des (1.R),eddda pela
fungc&o ndo-monaotona (1.6).

Na proxima sec¢éo apresentaremos a analise sinal ruidadglac este problema, onde en-

contramos um conjunto de equacdes de recorréncia parai@aseisidinamicas deste modelo.

2.1 Analise Sinal-Ruido

A medida de maior interesse em memdria associativa € o pverdalio, representado aqui
por m,, um vetor cujas componentes correspondem essencialmsnfEegposicio do estado
da rede com cada um dos padrbes armazenados. Adudica o padrdo ¢ a camada onde
esta sendo feita a medida. Sendo assim, procuramos umaieqiegecorréncia para estas
medidas, a fim de descrever sua dindmica e suas caractriséisicas.

Em primeiro lugar, vamos estudar o caso onde apenas um pestéésendo recuperado. Em
segundo, dois padrdes. Para ambos os casos, definiremad@naiairde forma exata. Vamos
partir de uma funcao de ativacéo genérica, impar, de d@d@se ao final analisaremos o caso
particular ndo-monaotono.

A evolucao dindmica do overlap em fungcéo da camada seraaqi#ld mesmo procedimento
apresentado na secao (1.1), onde separamos 0 campo ebétieausn dado sitio em um termo
de sinal e um de ruido.
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2.2 Recuperacao de um padrao

A principio, vamos apenas impor que 0s neurdnios possamassivalores§ = {+1, —1},
em func¢do do estado dos neurdnios na camada anterior, oentona determinada funcéo de
ativacaof impar, que sera funcao do can‘rp}tﬁl gerado sobre o sitioda rede, na camada-1,
de forma que,

<3+1>==f(hﬁ4) 2.1)
onde(- - -) indica uma média térmicag¢ indice de sitid,+ 1 indica a camada.
Para o campo sobre o neurbmida camada-+ 1 temos
hH—l ZJH—lg (22)
lembrando que os estados dos neurdnios na primeira camdeamrada, representam a con-
dicéo inicial para a dindmica da rede. Os pesos sinapticodestritos pela eq. (1.54).

A medida de interesse para 0 nosso estudo é o overlap, quessam proximidade da rede
com um determinado padrao; para a a camada, de acordo com a eq. (1.52), ela é dada por

1 N
ML+1 _ N Z |+l +1 (23)
|

Podemos expressar a ultima equacao pela sua média témuizada pok - - - > e confi-

guracional, indicada por uma barra horizontal. Admitindoerro da orden® <_\/1N) e temos,
1
I+1 I+1d+1 |+1
MV-_<NZ€ (h! >+o<7ﬁ>. (2.4)

Considerand® suficientemente grande, podemos aproximar a equacao ogeu valor
meédio, dado pelo primeiro termo da equacédo 2.4. Represembareste valor médio par, e
assim ficamos com

< ZEIH +1 hl+1 >:$§<Eil\/s+l(h!+l)>~ (2.5)

Esperamos que a média seja iqual sobre todos os sitios € entao

m+L <E|+1 +1(hl+1)> (2.6)
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Como a média térmica ndo age sobre os padrées, da eq.(2.6pérdedo (2.1) temos

my L= gl (R, 2.7)

Supondo estarmos recuperando apenas o padréo 1, obtenppessér

mhtt =&l (% Ji'j+1§j> . (2.8)
j

=1

Substituindo a eq.(1.54) em (2.8) temos

ml +1_ |+1 <%
f

i I+1
Z JV J)

Z|H

Como postulamos qué € uma funcéo impar &1 pode assumir os valoresl ou —1,
podemos passdf; para dentro do argumento deficando com

m|1+1: f( Z EI+1EI+1 Z ]'VSJ> (2.9)
=1

Rearranjando novamente o argumentofdafim de separar os termos que possuem o sub-

indice 1 e organizando de forma conveniente, temos

rn|1+1: f ( Z g + Z €|+l |+1:L Z EJV ]> (2.10)

onde reconhecemos os overlaps com os diversos padrée® tem

mt = f (M'1+ Z ghe '+1|v|'v>. (2.11)

Como vimos em (2.5) podemos aproximar o overlap com o padp&tolseu overlap médio,
e temos

rn| < )+ Z EH—l |+1M|> (212)

Para os demais padrdoes a média do overlap vale zero, logcod&mps ignorar termos de
ordemO(ﬁ). O segundo termo no argumento de (2.12) possui uma digtfiblgaussiana
centrada em zero, pois se trata de uma soma muito grandemestéescorrelacionados, positi-
VoS e negativos de mesma ordem (teorema do limite centrd.f&to vamos assumir que este
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termo representa um termo de ruido com esta distribuicémtaéo pela varidved. Portanto
X =0, como veremos a seguir. A eq. (2.12) fica

mi = f (m)+x). (2.13)

A média configuracional agora pode ser tomada mediante uegratao gaussiana sobre o
ruidox como segue:

exp(—3 (g)z)d

X (2.14)
2m(a)?

mt = f (m +x) :/f <m'1+x>

ondeA' corresponde & variancia do ruido na camlada

Propomos uma mudanca de variavel de formaxque) z, 0 que nos permite escrever a eq.
(2.14) da seguinte forma:

ml = / f (m'1+A'z) Dz (2.15)

Até este ponto temos uma equacédo de recorréncia para mslliﬁade uma camada, em
~ . A 2 :
funcéo do smam'1 e do quadrado da varlanc(as') da camada anterior. Falta-nos, portanto
uma equacao de recorréncia para a variancia.

Dada a equacéao que descreve o ruido,
X — ; €|+1 IHML:

como definido anteriormente, sua média configuracional zede, pois a média atuara sobre
elementos da camadat- 1, e comoé;,; s6 pode assumir os valorgsl e —1 com a mesma
probabilidade, lembrando que os padrdes sdo descormdans, ficamos com

; €|+l€|+lM| -0 (216)

v

Para a variancia, temos

( ) =32 Z |+1 |+1M| ZE'HE'HM' (2.17)

v>1

onde os termos cruzados vao a zero quanto tomamos a mede2osghy, e portanto,

2=y MM, =Y (M'V)Z. (2.18)

v,u>1 v>1
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A Ultima igualdade de (2.18) expressa a média sobre o quadml{, a menos da norma-
lizacdo port, excluindo o padr&o 1 e entdo,

(A')Z: pero(%). (2.19)

Notemos que o primeiro termo de (2.19), phrauficientemente grande, € bem maior que o
segundo, e assim podemos aproximar esta equacéo peloseirptiermo

(A'>2 ~ p<(|v|'v)2>. (2.20)

A fim de encontrar medidas conhecidas, lembrando a defink;&para o overlap médio e
com um pouco de algebra obtemos

(o) - (s avarsse)

Lembrando que os sitios sdo descorrelacionados, a média sgiroduto se resume ao

produto das médias. Entéo, separando termosicerj) ficamos com

W Nt Nz§<f'“ (EST). (2.21)

Como a média térmica ndo atua sobre os padrdes, e usandotaasimpar da funcad,

() -y (@HNOE). e

e como os sitios sdo descorrelacionados,

W: $+ <|t ; (1 (Emh'“)))z- (2.23)

17]

temos

O argumento dd pode ser rearranjado de forma a separar os termos de sgb-indv e
assim temos

EH—th—l |+1ZJ|+1 |+1Z ZEH—lE”J .,

onde reconhecemos a expressao para o overlap,

Eil‘j—lh!—kl Z€I+1€I+1MI
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Desta forma, novamente efetuamos uma separac¢éo sinal seftirando os termos gum=
1 eu = v dos demais

E|+1hl+1 f'”f'”M +M'—|— §|+1g|+1|\/|' (2.24)
U#1Lv

sendo que o somatério restante corresponde a um termo @eGaidsiano, de forma anéloga
a feita anteriormente, vamos representa-lo por uma vanaeeassim,

EH—th-l EI+1E|+1M!I_+ M!/ X (225)
Propomos uma nova mudanca de variaveis da f(ﬁldi%f'” — Ni1, ondenj; pode assumir

os valore§+1, —1} com a mesma probabilidade, e (2.25) toma a seguinte forma:

&L = MY+ M +x. (2.26)

Voltando a (2.23), podemos tomar a média configuracioni@felo uma integracdo sobre
o ruido e uma soma sobre gg onde podemos suprimir os sub-indicesl, e entdo podemos

reescrevé-la na forma

2
- 1( x
2 1 1 exp(—3 <§> )
I+1 _ = <
<(|v|v ) >_ S+ Zn_zﬂ/f(r]Ml-i—Mv—i—x) a | (2.27)
somando sobre 0s possiveis valoreg)de

W N 4(/D2f mh -+ M), +2'2) /sznf—M'v+A' ))2 (2.28)

Notemos quéM!,, apesar de pequeno, é um termo importante da eq. (2.28)é mbisque
torna esta equacao diferente de uma constante. Porém estgdendo pode ser iterada da
forma que esta posta, pois o termiy é muito menor que a soma do resto do argumento, e
nao seria corretamente computado. Para evitar esta capgdicpodemos expandir a funcéo
<(M{,)2> em torno deM!,. Sua primeira derivada é dada por

davwzé(/f (mh -+ M} +2'z )Dz-/f (mh— M} +a'2) DZ)
(1 (w4 82) Dz [ (s a'7) 0z
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e a segunda, por
2 (52)7) = 3 ( (el a12) D2 f 1 v+ ) 2)
([ (o +012) D2 [ 1 (1~ +0'2) D2

(/¥ (mor b 812) Do [ (mhw a'z) o)

ondef” é a segunda derivada de

I\)II—‘

~ 2 . .
Na expansao dé(ML) > até segunda ordem, ao tomarnMs = 0, os Unicos elementos
gue restam sao a frag%) que vem do termo de ordem zero da expansao, e o segundo tlemen
do termo de segunda ordem. Assim, a expansao toma a forma:

W: %4‘ </ f (m'1+A'z> Dz)2 (M{,)Z - %JFVZ (M'V)Z, (2.29)
V= / 1+A'

e, voltando a eq. (2.20) onge= aN temos,
(A'“)Z —aN (% V2 (M'V)z) = a+V?2 (aN (M'V)Z) ,

(A'+1)2 —a+V2 (A')Z. (2.30)

onde

ou,

A eq. (2.30) depende exclusivamente do termo de sinal e digne&a na camada anterior.
Com isso, chegamos a um conjunto de equacdes que descreveaimécd de uma rede gené-
rica de funcéo de ativacdo impar, em camadas, onde ha Igapéeas entre camadas contiguas
e de estados binarids-1,+1}, com mesma probabilidade. Resumindo os resultados temos

{ mtt = ff( m, +4'z )Dz

(A2 —a+v2(ah)?, 23

Estas equacdes séo validas para redes sincronas que reengprecomponentes recorren-
tes e possuem uma funcao de ativagdo impar, podendo seaddilianto para o nosso modelo,
como para 0 0 modelo mondtono em camadas, representandanaicinexata para ambos 0s
modelos. Dada a definicdo dao conjunto de equacgodes (2.31) pode ser iterado, sendo-neces
saria a sua integracdo numeérica.
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No caso particular ndo-monétono, temos como a atividadésnaé&d neurdnios:
(g) =1 (h) =—tann(B (K +6)) +tann(p () ) —tann(B (W -6)),  (232)
A temperatura zero & toma a forma:

o (h}) - —sgn(h} n 9) +sgn(h}) —sgn<h} _ 9) . (2.33)

As integrais (2.31) €2?) podem ser efetuadas analiticamente e a equagéao (2.15) fica

mtt = / (—sgn(m’l-i—A'z—i— 6) —|—sgn<m'1+Az) —sgn(m'l—i—A'z—G)) Dz (2.34)

Agora podemos integrar cada uma das func¢des sinais do segwdo, conforme o apéndice

/sgn<a+A' z) Dz = erf (ZEZAI)Z) , (2.35)

e portanto a expressao para a equacao (2.34) fica:

mt = —erf M6 +erf _m —erf ™6 . (2.36)
2(a? 2(a)? 2(n)?

Para definirmos a forma do ruido partimos da primeira desidadf, que agora tem a se-

guinte forma:

f (h}) — 25 (h} + 9) 125 (h}) ~25 (h} - e) . (2.37)

Agora a funcéd/ pode ser integrada facilmente, conforme apéndice B, sesldtem

02# —ex _7(—”1'1—9)2) ex (—(_mll)2>
i 2n(A')2< p< 2(a)? rer 2(ah?

Compactando a notacao, substituindo o parénteses maianmovariavel R, ficamos com

2
Vo= —oR (2.38)

2m(a)?
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Com isso, nosso conjunto de equagdes de recorréncia a egomaezero pode ser resumida
de seguinte maneira:

mflz—eﬁ<rww2>+eﬁ< wﬁ2>_eﬁ<r¢42>7
2(4) 2(at) 2(a') (2.39)

(A1) = a + 2R

onde
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2.3 Recuperacao de dois padroes

Assim como na recuperacao de um padrdo, procuramos um toujemrequacdes de recor-
réncia para o overlap dos padrdes a recuperar. Para tantornd@ completamente analoga
a secao (2.2), vamos nos valer da arquitetura em camadatuaraiena analise sinal-ruido.
Vamos supor que queremos recuperar os padroes 1 e 2. Cordaguacao (2.9), temos

m " _f< ZE'HE'HZ ;Vsj> (2.40)

rn{;—l_ f ( Z E|+1E|+l Z ]|ng> (241)
=1

v=1

Reconhecendo no argumento das fun¢des acima a definicaedap® separando os termos
de sinal, de sub-indice 1 e 2, dos demais, ficamos com

rn| —f <M|1+EI+1 |+1M| 4+ Z EH—l H_lM!/) (242)

rrl|2 — f <M|2+€|+l |+1M| + Z E|+1 |+1M ) (243)

O somatorio no argumento da equacdo acima consiste em ugaidsiano, denominado
agui porx, pois se trata de uma soma grande de termos aleatérios end®mero. Ja aproxi-
mandoM por m para os padrdes de recuperacao, temos

mI1+1 ( 1+E|+1 le‘r‘é—i—x) (2.44)

= £ (mh+ 51 m 4 x) (2.45)

Propomos agora uma mudanca de variaveis, de modg'gjt&, ™t = £.-1&l 1 = n, ficamos
com

mi™t = f (m)+nm, +x), (2.46)

m,™ = f (mh+nm +x). (2.47)

A média configuracional pode ser tomada por uma integralesobuido e de uma soma
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sobre a distribuicéo dos padrdes, como a seguir

e -3 (%))
Z/f(n1'1+nn1!2+x> 8 “dx, (2.48)

1
n=*1 2!

NI

exp(—2 (KX')2>
i\

n{2+1::_2L 5

n=t1

/f(n‘fz—l—nnfl—i-x)

dx (2.49)

Efetuando uma nova mudanca de variaveis, tabgue\z, segue,

Mt - 2y [ (- nin, +12) 02

2,4,

mt = %n_zﬂ/f(nfz-i—nirﬁl—i—A'z)Dz,
somando sobre os valores ge
mtt = %[/f <m'1+m!2+A'z> Dz+/f <m'1—m!2+A'z> Dz]
mt = %[/f <m!2+m'1+A'z> Dz+/f <m!2—m'1+A'z> Dz],

chegamos a um conjunto de equacdes de recorréncia paraassdgnuma camada em fun-
¢cao dos sinais e da variancia do ruido na camada anteriocaBus agora uma equacao de

recorréncia para a variancia.

Como visto na segao anterior, temos para a variancia a $egujoacao:
1\ 2 | 2
(A) ~ p<MV > (2.50)
comv > 2.

Conforme a equacéo (2.23),

W: Nt (% > (f (& 1“’“))>27 (2.51)

onde ja utilizamos o fato de os sitios serem descorrelagama

Esperamos que a média sobirandependa do sitio, e portanto temos

W = %Jr (W) 2~ (2.52)

Agora vamos efetuar uma separacao sinal-ruido no argurdenéquacao (2.52), da seguinte
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maneira,

&y i = &My + &S My + MY, 4, (2.53)
ondex representa o termo de ruido Gaussiano.

Propomos aqui a mudanga de variagjs'éLt — n, e ficamos com,

&L = namh + nommh + M), +x. (2.54)
Substituindo (2.54) em (2.52), temos

W:%Jf(f (nlnf1+nznfz+lvl'v+x))2. (2.55)

A média configuracional pode ser tomada mediante uma irg&graobre o ruido e uma
soma sobre os possiveis valoregde assim

2
2 1 1
(MIVH) D /f (nlnfl+n2nfz+M'v+A'z>Dz . (2.56)
N 4 L £
ni=x1n;=+1

Devido a diferenca de magnitudes dos termos que compdenumargo daf, esta equacao
ainda ndo pode ser iterada computacionalmente. Porém, btydomuito pequeno se com-
parado com a soma do resto do argumento, podemos expandjumento daf em M|, até
primeira ordem e assim, devido a simetria destas equadiesnos a seguinte expressao:

2 1 2
<<|v|'v+1) > R (2.57)
onde

V:%/[f/<n1'l+nfz+A'z>+f/<m'1—m'2+A'zﬂDz. (2.58)

Levando (2.57) em (2.50) temos

2
(A'“) —a+V2pM,2=a v’ (2.59)

Com esta Ultima equagédo, novamente obtivemos um conjunégjuiecdes de recorréncia.
Neste caso, temos trés equacdes, uma para cada medida lkdp @ema para o quadrado da
variancia. Este método de andlise pode ser facilmentedidtepara a recuperacado de mais
estados simultaneos.
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2.4 Distribuicdo dos campos locais

Nesta se¢ao, vamos apresentar o desenvolvimento das eqyega a determinagéo da dis-
tribuicdo dos campos locais. Esta medida é de grande relievdara este trabalho, pois indica,
em meédia, qual porcdo do campo sobre os sitios esta favoieearecuperacao de um padrao
desejado.

Definimos a probabilidade do camp ™t = &'"thi*1 assumir um determinado valar,
qguando o estado de recuperacéo é dad(fi}fi)ﬂr, da seguinte forma:

P(A) = ( — & '“h'“) (2.60)

onde a barra horizontal representa a média sobre todasiageimaleatorias.

Substituindo a expresséao para o car‘nb’&,

P(A) = ( €I+1ZJin+1 ) (2.61)

J

ComoJ|t =%y, &\ 1¢E],, temos

P(A) = < Z ZE'“ '“) (2.62)

e rearranjando de forma conveniente,

P ( Z€|+l€||fl% 2 Ejlv >, (2.63)

onde reconhecemos a expressao para os overlaps,

P(A) = < ZE'“E'“M') (2.64)

Separando o terme = 1 dos demais, ficamos com

(A) (A Ml ;EI+1 |+1MI> (265)

O somatorio restante, como vimos na sec¢ao (2.1), correspdnun ruido Gaussiano, re-
presentado pox, de média zero e varianc(aﬁ')2 dada pela eq. (2.21). Portanto, podemos
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reescrever 2.65 da seguinte maneira

P(A)=6(A —M} —x). (2.66)

Podemos tomar a média efetuando uma integracéo sobre ¢ deitrma que

| exp(—3 <ﬁ>2)
P()\)z/é()\—Ml—x) T dx (2.67)

gue resulta em
2
1/ A=-M!
eXp(‘z( Al l) )

P(A) :
2mr(A)

(2.68)

Esta equacio permite-nos medir, dado um valak'de um deM;, qual a probabilidade do
campo assumir um valar.
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3 Resultados

Na revisdo apresentada no capitulo 1, vimos que a troca déwnp@o de ativacdo mono-
tona por uma ndo-monotona (FNM), em redes completamentxasnmecorrentes, leva a um
aumento da capacidade critica de armazenamento quanularfedjuste adequado de seus pa-
rametros. Este aumento ndo ocorre em redes extremamerntadil Ao estudarmos a dindmica
exata das redes extremamente diluidas, constatamos @iapamto de diversos tipos de atra-
tores, entre pontos fixos, solugdes ciclicas e cadticagiaAdonstatamos que a arquitetura em
camadas, apresentada na secéo (1.3), também permite o éatdithamica exata desta rede ao
apresentar padrdes descorrelacionados entre as camadas.

De acordo com estes dados, levantamos a possibilidade deENlh@aumentar a capacidade
de armazenamento em uma arquitetura em camadas completactoerxa e que apresenta
conexdes apenas entre camadas adjacentes. Comecamodmdestia rede no capitulo 2,
onde encontramos analiticamente um conjunto de equacOescdeéncia para as variaveis
dindmicasm e A%. O estudo dinAmico destas equacdes passa, naturalmdatespelha dos
métodos de iteracdo computacional a serem utilizados. Bsortcabalho, utilizamos o método
de Newton-Raphson e o de Iteragao Linear.

Agora vamos discutir os resultados obtidos pela iterac&oénica do conjunto de equacgdes
(2.39), onde analisamos os tipos de solucdes existentés siseema na recuperacao de um

padrao.

3.1 Recuperacao de um Padrao

Vamos analisar o comportamento deste sistema a temperataralnicialmente estudare-
mos os limitesh — 0 e 8 — o, a fim de tragar um esbo¢co do mesmo. Em seguida, apresen-
taremos um estudo completo para os valores intermedié&ifs Germinaremos apresentando
um estudo sobre as bacias de atracédo na regido de recupeyaea@presentaremos na secao
(3.1.3).
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3.1.1 Limitef — o

ParaB — o, como vimos no capitulo 1, recaimos na rede em camadas nmandtoja
dindmica é definida pelas equacdes (1.48). A figura (3.1lid@abpkla iteracdo numérica da eq.
(1.48), demonstra claramente os tipos de solucéo obtidis hmite, onde podemos observar
uma transicao de fases descontinua. A linha pontilhadasmonde as solugcfes de ponto fixo
instaveis e a linha cheia as de ponto fixo estaveis.

Paraa menor que um valor criticayc ~ 0,27, estas equacdes apresentam trés solugdes; um
ponto fixo estavel, conm e A? constantes e positivos; uma solucdo instavel que se funde a
solucéo estavel emc; e uma solucdo de nédo recuperacdo, ande0 e A? é constante. Para
valores acima deste ponto critico temos apenas a solu¢c&@odecuperacdo. Na presenca de
mais de um atrator, o estado alcancado dependera da condajdbdada ao sistema.

0.8 —

06 -

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 3.1: Os possiveis valores aepara um dadar, a temperatura zero, no limig — .
Mostra uma transi¢cdo descontinua entre a fase de recuperacde ndo-recuperacdo. A curva
cheia corresponde a solucao estavel, a pontilhada, asersta

3.1.2 Limite6 —0

Tomandof — 0, temos para as equacdes dinamicas, as seguintes expressoe

mt = —erf <m'1+Az) , (3.1)
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my2\]’
exp<—ﬁll)2>] . (3.2)

Ao iterarmos estas equacdes, novamente temosdin 0,269. Acima deste valor temos

2 2
<A|+1> —a+=
T

apenas a solugdo de n&o recuperacdo, com ni¥censtante. Abaixo deste valor temos trés
tipos de solucées; uma solucio de ciclo 2, do tipe +a, coma e A? constantes onde o valor
demtroca dea para—a sucessivamente; uma solucao instavel; e novamente a salagdio
recuperacao.

A fig. (3.2) apresenta os possiveis valores de m para um dad®demos observar uma
transicdo de fase descontinua enx 0,27.

N o
o 5.05 o1 515 02 025

Figura 3.2: Os possiveis valoresmgara um dadar, a temperatura zero, no limige— 0. As
linhas continuas correspondem aos dois valores assumatiosgucao de ciclo 2, onde o valor
do overlap alterna entre os dois valoreswle a pontilhada a de n&o recuperagéo. Neste limite
ainda temos uma transigéo de fase descontinua en®,269.
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3.1.3 Diagrama de fases x 6

Agora vamos estudar os resultados para valores internelda 6. A fig (3.3) apresenta
um diagrama de fases no plafm, 6), onde apresentamos os principais regimes de solucdes na

recuperacao de um padréo.

0.25

0.2

0 0.15

0.1

0.05

Figura 3.3: Diagrama de faség x 6), onde a regido marcada corRapresenta solugdes de
ponto fixo, comm e A? sendo constantes positivas; a regio marcada ddéRoorresponde a
regido de nao recuperacdo, omde- 0 eA? é constante; a regido marcada cofma@ esquerda
da linha tracejada, corresponde a soluc&o de ciclo doig mred+a, coma e A? constantes; a
regido marcada con®apresenta solucdes de ponto fixo, cadticas e ciclicas;a@ordglimitada
pela curva traco-ponto apresenta uma solucéo de néo-racdpeconm = 0 e A? ciclico ou
cadtico, além das solugfes presentes nas regides a que estarapdem. A solucdn=0 e
A\? + 0 constante esta presente em todas as regiées.

A solucdo de néo recuperacao, com= 0 e A? £ 0, esta presente para todoe 8, mesmo
gue sua bacia de atracdo seja pequena. Assim, podemos kzhdenselucao trivial.

Abaixo da linha de traco e ponto, além das demais soluc¢éetasit encontramos uma solu-

cdo comm= 0 eA? ciclico ou cadtico.
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Regido R

A regido de recuperacdo, marcada cdri@presenta o0 mesmo comportamento que a rede
mondtona em camadas vista na secéo (3.1.1)par8. A medida que diminuimo8 a partir
de 3, encontramos um maximo no valoralea. ~ 0,287, para um valor 6timo d@ aproxima-
damente B6. Porém, a medida que diminuim@snos aproximando dé 6timo pela direita,
mantendo um mesmm, ocorre, também, uma perda na qualidade da recuperacaoniériae
Um exemplo disto pode ser observado na fig. (3.4). Esta figuesanta valores daem fun-
¢cao dea para dois valoreq] = 1,86 e0 = 4. Podemos constatar a partir dela uma diminuicao
consideravel do valor dmem 6 = 1,86, para valores de > 0,05, se comparada coéh= 4.

Figura 3.4: O overlap em fun¢&o do par@metrgarad = 1,86 (linha continua) € = 4 (linha
tracejada). As linhas reforcadas correspondem as solegié@geis, as simples, as instaveis.
Podemos constatar um aumentocd@arad = 1,86, acompanhado de uma perda na qualidade
da recuperacéao.

A queda do valor den para@ = 1,86 na fig. (3.4), pode ser explicada pela distribuicéo de
seus campos locais, definida no capitulo 2. A fig. (3.5) aptase distribuicdo dos campos
locais para dois sitios cujos valores para os padroes dpeegéio valem-1, em0 = 1,86 e
6 = 4, para oa. correspondente a cadla Um padréo, no caso o padréo 1, estara corretamente
armazenado para um dado sitquanddS = L. De acordo com a forma da func&o de ativagao,
a parcela corretamente armazenada ,fatal,86, corresponde a area delimitada pela curva
continua e as verticais em 0 e etB@; parad = 4, corresponde atoda a area a direita da vertical
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em zero sob a curva pontilhada.

Podemos notar a partir da fig.(3.4) que, realmente, @arad temos uma maior probabili-
dade de um bom armazenamento, 0 que aumenta o valor Bedemos constatar ainda que a
ndo monotonicidade sé produz efeito&e: 3. Ao reduzirmos este valor, observamos o cres-
cente valor dea. e a diminuicdo do overlap. Aparentemente a inverséo de algjtios, com
a consequente reducao do valomdgem o efeito benéfico de retardar a transicdo descontinua
para a fase de ndo recuperacao.

E interessante notar que o modelo ndo-mondtono completarm@nexo, que também apre-
senta uma transi¢ao de fase descontinua entre recupenma@doszuperacdo, também apresenta
um aumento na capacidade de armazenamento para um valordién O modelo ndo mono-
tono extremamente diluido, que possui uma transicao de tasginua, ndo apresenta aumento
em sua capacidade de armazenamento.

A transicao de fase entRRe NRé do mesmo tipo apresentada pela rede em camadas mono-
tona, apenas mudando o valora@ende ocorre. Estes valores séo representados na fig. (3.3)
pela linha cheia.

0.8 T T T T T T T T T T T

0.6

P(h)
*

0.2

Figura 3.5: Distribuicdo dos campos locais péra 1,86 (linha continua) & = 4 (linha tra-
cejada) em um sitio cujo padrédo de recuperacao apreSenth A probabilidade de um bom
armazenamento corresponde, péda= 4), a toda a area abaixo da curva pontilhada que se
encontra a direita da vertical em zero e péra 1,86, a area abaixo da curva continua que se
encontra entre as duas verticais. Mostra que um padrédo efitdmarmazenado paé= 4.
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0.8

0.4 -

0.2 T -

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25

Figura 3.6: O overlap em funcdo do parameairgparad = 1,285. A curva pontilhada repre-
senta a solucgédo instavel. O portaletermina o ponto onde ocorre a transi¢ao de fase continua
entreReC. O pontoB indica o ponto de transicdo enfRe NR As barras indicam o trecho de

a que, vindo deR, ainda néo apresenta caoticidade.

Regido C

Na regidoC, encontramos solu¢des de ponto fixo, ciclicas e cadticassaptando grande
sensibilidade as condic¢des iniciais. Sua transicdo decfa®er é continua, tanto pela direita,
como pela esquerda, como vemos na fig (3.6). O péntalica inicio das solugdes de ciclo
2, em uma transicéo de fase continua. O pdiodica o ponto onde ocorre a transi¢cao des-
continua entr&k e NR As barras indicam o trecho a@eque, vindo deR, ainda ndo apresenta
caoticidade.

Podemos confirmar a presenca de caos nesta regido ao cakutzficientes de Lyapunov
do sistema, como vemos nas figuras (3.7) e (3.8). Na fig. (8@paramos os valores as-
sumidos pelo overlap da rede com o correspondente valorudena®r coeficiente. Podemos
perceber que este coeficiente assume valores positivosvensas pontos, caracterizando um
regime caotico. Ha, para alguns valoresqeliversos valores d@me mesmo assim apresentam
coeficientes negativos, caracterizando solucgdes ciclicas

A fig. (3.7) apresenta um diagrana, 6) focado na regid€, onde assinalamos a presenca
de caos com regides sombreadas. podemos notar dois canjienpontos distintos; o conjunto
mais & direita corresponde a solucées caéticas dartipd eA? > 0, onde ambos s&o ciclicos
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0.15—

0.05—

Figura 3.7: Diagraméa, ) focado principalmente na regi&d As regides sombreadas apre-
sentam solugdes cadticas.

ou cadticos, havendo, assim, algum tipo de recuperacaonjOnto de pontos mais a esquerda
corresponde a solucdes de nio recuperacdo dartipd e A? cadtico. As regides claras em
meio a sombreada, correspondem em geral a solu¢cbes cidécpsriodo bem definido. O
tamanho das bacias de atragdo podem variar de um ponto fieoa ou

Regido F

Na regidoF, a rede apresenta as mesmas caracteristicas que nodimite, apresentando
um comportamento ciclico de periodo 2 conalternando sucessivamente enti@e —a, com
aeA? constantes. Constatamos uma diminuiciargd medida que aumentamés
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0 0.05 0.1 0.15

a

(b)
o ’ .
A M
| |

0 0.05 0.1 0.15

a

Figura 3.8: (a) O overlap em fungdo do parametrparad = 1,26. (b) O maior coeficiente de
Lyapunov, para o mesmo intervalo de (a).
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3.1.4 Bacias de atracao

No que segue, vamos estudar as bacias de atracao da solueéopkracéo. Para tanto, var-
remos as possiveis condic¢des iniciais, para diferentesestied e a, apontando as mudacas
ocorridas.

As figuras (3.9) e (3.10), apresentam a mudanca nas bacideagéana regido R da fig.
(3.3), ao variarmosr, mantendd fixo; e ao variarmo®, mantendax fixo; respectivamente.
Para ambas as figuras, cada curva divide o espaco de conthigi@s em recuperacao e nao
recuperacao.

Os pontos fixos para os estados de recuperagéo apreseraatps(8.9) sadom= 0,966 e
A? = 0,150, parao = 0,15; m= 0,924 eA? = 0,200, parax = 0,2; em= 0,798 eA? = 0,304,
paraa = 0,28. O que concorda com a fig. (3.4), que apresenta, na linha, dsepontos fixos
para este valor dé, para todax, na regiao de recuperacéo.

06— . ) /’//// n

-
.
’
0.4 - .
) .
; 7

Figura 3.9: Graficos dA% pormg. A variacdo do tamanho das bacias de atracao entre recupera-
¢cao e nao recuperacao, p&a 1,86, ao tomarmog igual a Q15 (linha pontilhada), @ (linha
tracejada) e 28 (linha continua). Os pontos isolados correspondem aa®EES estaveis, de
recuperacao e nao recuperacao, [ghral,86 ea = 0,28.

Vemos que ha um consideravel aumento da bacia de atracédadio €& recuperacdo ao
diminuirmosa, acompanhado de uma melhora da qualidade da recuperacasménta do
numero de padrdes armazenados dificulta a recuperacao dadndo@specifico.
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0.8 N/R //"»‘ —
0.6 s |
0.4 L -

0.2+ «”(/ » .

Figura 3.10: Gréficos d&? porm. A variacédo do tamanho das bacias de atra¢do entre recupe-
racado e ndo recuperacao, ao mantermes0,2 e tomarmo® = 1,86 (linha continua)d = 2,6

(linha tracejada) @ = 4 (linha pontilhada). Os pontos isolados correspondem tiatoees
estaveis, de recuperacgéo e ndo recuperacaogparg,2 e 0 = 4.

A figura (3.10) apresenta o tamanho das bacias de atracadlipam@ntes valores dé,
mantendoa constante. Os pontos fixos para os estados de recuperagierstpdos na fig.
(3.10) sdom = 0,924 eA? = 0,200, parad = 1,86; m= 0,966 eA? = 0,206, parax = 0,26; e
m= 0,766 eA? = 0,207, parax = 4. Podemos notar que 0 aumentofdeva-nos a uma maior
tolerancia a urd\? inicial grande, paray proximo de 1, e uma diminuic&o desta tolerancia para
valores intermediarios deg.
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Conclusao

A arquitetura em camadas estudada neste trabalho, assim &@xtremamente diluida,
permite-nos estudar a dindmica exata neste modelo semmeeasimulacées numéricas. Po-
demos analisar todos os tipos de solugfes, ndo sé seussed@adecuperacdo simples, que
consistem em pontos fixos(no sentido definido para redes eradzss), mas também suas so-
lugdes ciclicas e caoticas, diretamente através da mediseudoverlap médio.

O estudo do diagrama de fag@s 0), que abrange todas as solu¢fes dindmicas na recupe-
racdo de um estado, mostra que este modelo apresenta untimloided, aproximadamente
1,86, ondea, alcangca um valor maximo proximo a287. Este € um aumento consideravel, se
comparada aos,269 do modelo monétono em camadas (32). Constatamos, agnelacima
de 6 = 1,5 a rede s6 apresenta solugdes de ponto fixo, woem\? estacionarios. Assim, 0
0 Maximo se encontra em uma regiao cujo comportamento é o nusewara a rede moné-
tona. Em outras palavras, ndo ha, para nenhum valar de&atores outros que pontos fixos em
6 = 1,86. Os demais tipos de solucdes foram identificados e gragicgnexpostos no capitulo
3.

Além do aumento na capacidade critica de armazenamentfica@ios que a transicao de
fase entre os estados de recuperacdo e ndo recuperacéoigtides; sendo outro ponto em
comum com a rede ndo-monaétona recorrente completamentégacoRara o modelo extrema-
mente diluido, ndo foi constatado aumentoadalevido a ndo monotocidade e a transi¢ao de
fase entre recuperacao e nao recuperacao é continua.

As equacfes obtidas na sec¢ao (2.2) para a recuperacaoasieautie dois estados, apesar
de ndo terem sito iteradas numericamente, demostram geenpsdcestudar estados multiplos
de recuperacdo por uma abordagem muito similar a apresentadecdo (2.1). Estados de
recuperacdo simultdnea de mais de dois estados podem islasdhtilmente ao estendermos
o procedimento apresentado em (2.2) para a recuperacadsdestimdos. A deducdo destas
equacdes e o posterior estudo da dindmica podem ser citahmspossiveis trabalhos futuros
nesta area. Podemos ainda citar o estudo deste modelo aatmadinita como uma expansao
deste trabalho.
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APENDICE A - Integracéo da func&o sinal

De acordo com a definicdo da fungéo sinal, temos

o0 -3 +o0
Dzsgn(a+Az) :/ Dz(-1)+ Dz(+1), (A.1)
e pela definicdo dBz,
+oo - exp(—32) oo exp(—32)
Dzsgn(a+ Az) :/ (—1)7dz+/ (+1) —==-—+dz
. o V2m -2 V2n

Efetuando a mudanca de variavei- %

+00

Dzsgn(a+Az) = \}ﬁ/_ﬁ (—1) exp[ (X) }dx+ ﬁ/fi (+1) exp[— (x)z}dx,

—00

ou ainda,

:)o Dzsgn(a+Az) = —% (%T/:aﬁ exp[— (x)z}dx) % <T +oo exp[— (x)z]dx> .

De acordo como a defini¢cdo da funcao erro, temos

_J:o Dzsgn(a+ Az) = —% (erf(—\/%) —erf(—oo)) +% (—erf(+00) - erf(—\/sﬁ)) )

Sendo erfx) uma fungéo impar, onde é#) = %

e 1 a 1 1
» Dzsgn(a+Az) = éerf( ) —E—I—é-i-—erf(

e assim temos
+00

—00

Dzsgn(a+ Az) = erf( a ) . (A.2)
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APENDICE B - Integracdo da Funcao/

Dada uma funcgav, definida da seguinte maneira:
ex
V:/[—c‘i(m-i—Az—i— 0)+ & (M+42) — 5 (m+Az— )] dz  (B.1)

Efetuamos uma mudanca de variaxet %,

exp(—1 (% 2
V= / 5 (M- X-+8) 4 8(M+%)— & (M x— 6)] (272122) >d>g (B.2)

deixando os termos constantes em evidéncia,

5 (Mt x+60)+3(Mtx) — (Mt x—6)] exp{—} (5)1 dx  (B.3)

1
/212 2 \A

Como a integral do produto de uma delta por uma funcdo é dddavaler da funcdo no
ponto onde o argumento da delta vale zero,

2 2 B 2
V= %rrAZ [— exp(%) +exp<(_2r2)2 ) —exp(%)] (B.4)

ou, de forma equivalente,

2 2 2
V= erﬂz [—exp(—%) +exp<—(;;n2> ) —exp(—%)] (B.5)
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APENDICE C - Determinac&o dos Expoentes de
Lyapunov

Os sistemas cagdtico se caracterizam por uma extrema dielaglbi as condi¢des iniciais.
Isto impdem que, para dois sistemas idénticos, partind@dedigdes iniciais muito proximas,
haja uma separacao exponencial do estado dos dois sistensbda que 0 tempo passa. Isto
pode ser expresso, para tempo discreto, da seguinte forma

dx(n) = dx(0)eM, (C.1)

ondedx(0) é a separacao inicial entre o estado dos dois sistanéasg, variavel temporal que
assume os valores inteirod e parametro que descreve 0 modo como a separacao temporal se
da.

O parametra é conhecido como expoente de Lyapunov, e quando assumeainpesitivo,

ha uma divergéncia exponencial nas trajetorias, caraateto um regime caotico.

Para a evolugcédo temporal de um sistema cuja a dindmica ée@is@m um espagco m-
dimencional, temos,
x(n+1) = f(x(n)), (C.2)

ondex é um vetor que descreve o estado do sisterhaR™ — R™,

Definimos uma matrid (x) que corresponde a matriz das derivadas parciais, das m eompo
nentes dd pelas componentes daPara a n-ésima iteracdo, temos pela regra da cadeia

1) — 106%(0) = T(fa-0) - T(100)T (). 3
J

Para uma varicaddX(0) entre as condigfes iniciais dadas a dois sistema idénticssa
separacao na n-eésima iteracéo sera dada por

Sx(n) = TPEX(0) = T(F" 1) .. T(f(x)) T (x)5x(0). (C.4)
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O maior coeficiente de Lyapunov sera dado por

A= lim ZTex0)]], (C.5)

n—inf N

para quase qualquer vetdx(0).

Para calcular os demais coeficientes, devemos diagonalizeatriz(T,")" T, afim de en-
contrar seus autovalores e supor que eles também assumeompartamento exponencial no
tempo, da forma*n.

Paran grande, os diferentes autovalores vao assumir diferenégmitndes, o que pode
levar a erros consideraveis na computacao dos coeficieatemgnitudes mais baixa, quando
o produto das matrizeE, na eq.(C.3), nao é efetuado adequadamente. Agora vanos\das
um algoritmo, apresentado por F.-P. Eckmann e D. Ruelle 8#)minimiza este problema.

Comecgamos decompondo o primeiro termo a direita em (C.3prdea que
T(x) = QiRy, (C.6)

ondeQ; € uma matriz ortogonalle; uma matriz diagonal superior de elementos nao-negativos.

Para os proximos termos, vamos primeiro efetuar o pro'q'ptoT (f"_l) Qk_1, paradepois
decompo-lo em uma matriz ortogonal e uma diagonal supesiaras mesmas propriedades de
R;, e temos

T = kR, (C.7)
e ficamos com
T = QnRn- - - Ry, (C.8)

Foi mostrado que os elementds da diagonal do produtB,---R; estdo relacionados aos
coeficientes de Lyapunov da seguinte maneira:

1
Ai = lim — logAj, (C.9)

apresentados de forma decrescente.em
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