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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar que o conjunto de todas G-super
palavras monotdnas restritas escritas com super letras duras forma uma base
para a algebra de Hopf H, onde H é gerada por um conjunto skew-primitivo
semi-invariante {ay, ..., a, } € um grupo abeliano G de todos elementos group-

like.

Abstract

The objective of this work is to show that the set of all monotonic res-
tricted G-super-words written with hard super-letters form a basis for the
Hopf algebra H, where H is generated by a skew-primitive semi-invariant set

{a1,...,a,} and an abelian group G of all group-like elements.
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Introducao

Nesta Dissertacao, vamos trabalhar com a construcao de uma base para
as algebras de Hopf de caracteres. Este problema é importante pois estas
algebras constituem uma grande classe estudada dentro da teoria de grupos
quanticos. Estao incluidas nesta classe as quantizacoes das envolventes das
algebras de Lie e os levantamentos por deformagoes de algebras de Nichols
pontuadas ou copontuadas.

O problema da construcao desta base serd reduzido para tratar elementos
especiais definidos por super letras. O resultado principal, o Segundo teo-
rema, que foi originalmente demonstrado por Kharchenko em [3], pode ser
concebido como um andalogo quantico para o teorema de Poincaré-Birkhoff-
Witt das algebras de Lie, pois pode ser usado para construir bases para
algebras de Lie quanticas.

No primeiro capitulo, vamos definir o conceito de algebra, codlgebra e
bidlgebra afim de formular a definicao de uma algebra de Hopf. Também
vamos expor alguns exemplos classicos para facilitar o entendimento dessas
algebras.

No segundo capitulo, vamos introduzir os conceitos basicos de letra, pa-
lavra e palavra standard, também provaremos os primeiros resultados desta
teoria.

No terceiro capitulo, vamos definir o conceito de super letra, super palavra
e super palavra mondétona e ainda provaremos o Primeiro teorema, que afirma

que a algebra livre k < 1, ..., x,, > tem uma base formada por todas as super



palavras mondétonas e escritas com {xy,...,x,}. Este resultado é devido a
Kharchenko em [3].

No quarto e tultimo capitulo, vamos definir um coproduto na &lgebra
Gxk < xq,...,x, > e estendé-lo para super palavras. Também apresenta-
remos as defini¢oes de G-super palavra e de algebra de Hopf de caracteres,
e demonstraremos o Segundo teorema, que afirma que toda algebra de Hopf
de caracteres possui uma base formada por todas as G-super palavras ad-

missiveis. Este resultado é devido a Kharchenko em [3].



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as principais defini¢coes usadas no trabalho

e vamos ilustra-las com alguns exemplos classicos desta teoria.

1.1 Algebras de Hopf

Nesta secao introduziremos os conceitos necessarios para definir uma alge-
bra de Hopf. Estas defini¢bes e resultados sao amplamente conhecidos e
podem ser encontrados em [1] e [7].

Seja k um corpo. Denotaremos o produto tensorial sobre k por simples-

mente &.

Definigao 1.1.1. Uma k-dlgebra é um k-espaco vetorial A com duas aplicagoes
k-lineares, a multiplicaggo m : A® A — A e a unidade u : k — A, tais que

os seguintes diagramas sao comutativos:

AQAR A9 Ag A AR A
u®id A id A ®u
ida®@m m k ® A m A ® k
o ' \ /
® _ M



Note que o primeiro diagrama representa a associatividade da multi-

plicacdo e o segundo a existéncia de unidade de A, dada por 14 = u(1y).
Exemplo 1.1.2.

1. Sejam k um corpo e (G,.) um grupo multiplicativo, defina
kG =< g\ g € G >k como o k-espago vetorial de base G. Note que

kG é uma élgebra com o seguinte produto:
m(g @ h) = g.h,

e a seguinte unidade u(1ly) = 1¢.

Primeiramente vamos mostrar a comutatuvidade do primeiro diagrama,
isto é a associatividade da multiplicagao. Note que para verificar a
associatividade, basta mostrar que ela é valida para os elementos da
base pois m é k-linear, no caso da algebra kG, é suficiente provar a

associatividade para os elementos de G.

Sejam f,g,h € G
mom®id(f®g®h)=m(fg®h)=/(fg)h,

moid@m(f®g®h)=m(f®gh)= f(gh),

Usando a associatividade no grupo sabemos que (fg)h = f(gh). Logo,

a multiplicacao é associativa.

Agora vamos verificar a validade da comutatividade do segundo dia-
grama, isto é a existencia da unidade. Novamente como u é k-linear, é

suficiente provar para os elementos da base, isto é para G.
mou®id(lx ® g) = m(u(lk) ® g) = m(le ® g) = lgg = g,

moid ® u(g ® lx) =m(g ®u(lk)) =m(g ® lg) = glc = g.



Assim, u(1x) = 1g é de fato a unidade. Portanto kG é uma élgebra.

. Seja k um corpo, defina k[z] como o k-espago vetorial de base {1, z, 2%, ...}.
Conhecido como espago vetorial dos polinémios. Observe que k[z| é

uma algebra com o seguinte produto,
n m\ __ ..n+m
m(z" @ ax™) =",

onde consideramos 1 = z°. E a seguinte unidade u(1y) = 1.

Vamos mostrar a associatividade,
mom ®id(z™ @ 2" @ 2P) = m(2"" @ 2P) = ™

moid® m(mm ® " ® mp) — m(xm ® xn-i—p) = gpmintp
Logo, a multiplicacao ¢é associativa.

Agora vamos verificar a existencia da unidade.
mou®id(ly @ a") =mu(ly) @ ") =m(l @a") = 2" = 2",
moid ®u(z" ® 1) = m(z" @ u(ly)) = m(z" @ 1) = 2" = 2™,

Assim, u(1lx) = 1 é de fato a unidade. Portanto k[z] é uma algebra.

. Sejam k um corpo, e V =< eq,...,e, >k 0 k-espaco vetorial de base

B = {ey,...,e,}. Note que V' é uma algebra com o seguinte produto,
m(el &® €j> = 6]' = m(ej X 61), m(ei X 6]') =0 VZ,] 7£ 1,

e a seguinte unidade u(1y) = e;.

Vamos mostrar a associatividade. Sejam e;, €;, ¢, € B.
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Se pelomenos dois dos elementos e;, ¢;, e,, forem diferentes de e; entao,
mom®id(e, ®e; ®e,) =0=moid@me; @e; ®ep).
Se e; = e; = e entao,
mom®id(e;, ®e; @e,) =€, =moid @m(e; ®e; R ep).
Se e; = e, = e; entao,
mom®id(e;, ®e; @e,) =e; =moid@m(e; ®e; @ ep).
Se e, = e; = e; entao,
mom®id(e, ®e;Qe,) =€, =moid@m(e; ®e; @ ep).
Logo, a multiplicagao ¢ associativa.
Agora vamos verificar a existencia da unidade.
mou®id(l ®e;) =m(u(ly) ®e) =m(e; ®e;) = e,
moid®@u(e; ® 1) = m(e; @ u(ly)) = m(e; @ er) = e;.
Assim, u(1lk) = e; é de fato a unidade. Portanto V' é uma élgebra.

Definicao 1.1.3. Sejam A e B algebras com multiplicagoes m4 e mp e
unidades u4 e up, respectivamente. Uma aplicacao f : A — B é um homo-

morfismo de dlgebras se os seguintes diagramas sao comutativos:
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AgA—'% _peB K— "t 4

up

A 7 B B

Definicao 1.1.4. Dada uma algebra A, um subespaco vetorial B C A é dito
uma subdlgebra se m(B ® B) C B.

Dualizando a definicao de algebra obtemos a definicao de codlgebra.

Definicao 1.1.5. Uma k-codlgebra é um k-espaco vetorial C' com duas
aplicagoes k-lineares, coproduto A : C' — C'® C e counidade ¢ : C' — k, tais

que os seguintes diagramas sao comutativos:

C A cCedC /C\
A A®idc k®c A O®k
80— CalaC b

Exemplo 1.1.6.

1. Note que kG é uma codlgebra com os seguintes coproduto e counidade:
Alg)=g®g e e(g) =1, Vged.

Comecaremos mostrando a comutatividade do primeiro diagrama, co-
nhecido como coassociatividade do coproduto. Como A é k-linear, é

suficiente provar a coassociatividade para os elementos da base.

A®idoAg) =Alg)®g=9g®g®y,

12



id@AoA(g) =g®Alg) =gR®g®g.
Logo, a coassociatividade e vélida.

Agora vamos mostrar a existencia da counidade, Como ¢ é k-linear, é

suficiente provar para os elementos da base.
e®idoAg) =e(g) ®g=1c®g ==~ (9g),
id®eoA(g) =g®e(g) =g®1la=~(g)

Portanto kG é uma codlgebra.

. Observe que k[z] é uma codlgebra com os seguintes coproduto e couni-

dade:
Al)=1®1, A" =@x1+1z)", Vn>1,

e(l)=1, e(z")=0, ¥n> 1.

Primeiramente note que:

A ®id(A(z")) = A®id(A(z))", id® A((A(z")) = id @ A(A(x))".
Assim, podemos verificar facilmente a coassociatidade,
ARidoA(z") =A®idoA(z)" =2®1®1+10201+101®x)",

idRA0A(z") =idR@ Ao Alx)"=(2R101+1z1+101®x)".

Note ainda que:

e @id((A(x™) = & ®id(A(2))", id ® e((A(z™)) = id ® e(Az))"™

13



Agora vamos mostrar a comutatividade do diagrama da counidade,
eidoA(z")=(e(z)@1+e(l)@a)"=(1@z)" =10 2" =~ (z"),
id@ecoA(r")=(r@e(l)+1®e(z)"=(z])"=2"® 1=~ (2").

Portanto k[z] é uma codlgebra.

. Seja C' um k-espaco vetorial de base {s,c}. Entao, C' é uma codlgebra

com os seguintes coproduto e counidade:

Als)=s®c+c®s, Alc)=cRc—s® s,

Vamos mostrar a comutatividade do primeiro diagrama, vamos verificar

primeiro para s,
A®idoA(s) = ARId(SRc+HcRS) = SRCRCHCRSRC+HCRCRS—SRSKXS,

id@AOA(s) = idRA(SRC+cRS) = SRERCHCRSRCHCRCRS—SRS®S.

Agora vamos verificar para c,
A®idoA(c) = A®Id(cRc—5RS) = cRCRE—CRSRS—SRSRC—SRCR®S,

id®@AoA(c) = idRA(cRc—S$RS) = cREREC—CRSRS—SRSRC—SRCRS.

Agora vamos mostrar a comutatividade do diagrama da counidade,
e®RidoA(s) =e®id(s@c+c®s) =e(s)Rc+e(c)®s =1Qs = ~ (s),

id®eoA(s) =id®e(s@c+c®s) = s@e(c) +c®e(s) =s5®1 = ~ (s).
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e®idoAc) =e®id(c®@c—s®s) =c(c)@c—e(s)®s =1®c =~ (),
id®@eoA(c) =id®Re(c®c—s®s) = c®e(c) —s®e(s) =c®1 = ~ (¢).
Assim fica provado que C' é uma coalgebra.

Definicao 1.1.7. Sejam C e D coalgebras com comultiplicagoes Ac e Ap
e counidades e¢ e €p, respectivamente. Uma aplicagao f : C' — D é um

homomorfismo de codlgebras se os seguintes diagramas sao comutativos:

C ! D C D
Ao Ap o D
C®C o7 D®D k

Observagao 1.1.8.

1. Notagao de Sweedler:

Usaremos a seguinte notagao (conhecida como notac¢ao de Sweedler)

para expressar o coproduto de um elemento ¢ € C"

Alc)=c1®cyy, Aplc) =1 ® ... ® Cpy1.

15



2. Produto tensorial de algebras:

Sejam A e B duas k-dlgebras. O k-espaco vetorial A ® B é uma k-

algebra com a seguinte estrutura:

magp (AR B)® (A® B) > A® B urgp k> A® B
(a®b) @ (d@b) — ad @b Ik > 14®1p

3. Produto tensorial de coalgebras:

Sejam C' e D duas k-codlgebras. O k-espaco vetorial C' ® D é uma

k-codlgebra com a seguinte estrutura:

Acgp CR®D - (C®D)®(CRD) eccgp:C®D —k
c®Rd— (61 ®dp) ® (ca ®dy) c®d— ec(c)ep(d)

4. Um corpo k é uma k-algebra e uma k-coalgebra, com a seguinte estru-

tura:

me k®k —k ux k — k
a®b— ab 1y — 1y
Akk—>k®k €k1k—)k
a—>a.1k®1k 1k_>1k

Mais detalhes sobre estas observagoes podem ser encontradas em [1] capitulos

um e quatro.
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Proposicao 1.1.9. Seja B um k-espago vetorial, onde existem aplicagoes
k-linearesm : B®&B - B, u:k— B, A:B—>B®Beec:B—k
tais que (B,m,u) € uma dlgebra, (B,A,e) é uma codlgebra. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. A e e sao homomorfismos de dlgebras,
2. m e u sao homomorfismos de codlgebras.
Demonstragao. Ver [[1], Proposi¢ao 4.1.1].
Definicao 1.1.10. Um k-espaco vetorial B é dito uma bidlgebra se existem
aplicagoes k-lineares m : BB — B,u:k — B,A: B— B®Beec: B —k

tais que (B, m,u) é uma &dlgebra, (B, A, &) é uma coalgebra e vale uma das

seguintes condigoes (equivalentes), chamadas de compatibilidade.:
1. A e € sao homomorfismos de algebras,

2. m e u sao homomorfismos de coalgebras.

Exemplo 1.1.11.

1. Note que kG é uma bidlgebra com os seguintes produto, unidade, co-

produto e counidade:
m(g®h) = g.h, u(lx) = Lle,

Alg)=g®g, elg)=1 VYgei.

Sabemos que kGG é uma algebra e uma codlgebra, vamos mostrar que A
e € sao homomorfismos de algebras. Comecaremos pela comutatividade

do primeiro diagrama:

17



Sejam f,g € G

Aomia(f®g)=A(fg) =fg@fg=(f@f)(g®g) =
= A(f).A(g) = mrgexa © A @ A(f ® g).

comia(f®g) =e(fg) =1k = L.l =
=e(f).elg) =mroe®e(f®@yg).

Agora vamos mostrar a comutatividade do segundo diagrama:

Aou(ly) = A(lxe) = 1k ® lke = ukceke(1k)-

eou(ly) = e(lyg) = 1k = uk(1k).

Portanto kG é uma bialgebra.

. Observe que k|[z] é uma bidlgebra com os seguintes produto, unidade,

coproduto e counidade:
m(x" @ a2™) = 2", u(ly) =1,

Al)=1®1, A" =@x1+1®z)", Vn>1,

e(l)=1, e(z")=0, ¥n> 1.

Sabemos que k[z]| é uma algebra e uma coélgebra, vamos mostrar que A

e € sao homomorfismos de dlgebras. Comecaremos pela comutatividade

18



do primeiro diagrama:

Ao Mk (a] (m” ® xm) — A(mern) — (J: R1+1® I)ner _
(z@1+10z)"(z@l+1Qr)" =
A(z")A(2™) = mirek) © A @ A(z" @ 2™).

Sejam m e n nimeros naturais, onde pelomenos um deles é diferente

de zero.

gomyp (2" @a™) =e(a™") =0 =¢(a")e(a™) = mxoe@e(z" ®@a™).

comyp(1®1) =¢e(l) =1k =¢(1)e(l) =mroe®e(1®1).

Agora vamos mostrar a comutatividade do segundo diagrama:

Aou(ly) = A(lk)) = Lk ® lkz] = Ukf)ek (1k)-

g O U(lk) = 8(11{[36]) = lk = uk(lk).

Portanto kG é uma bidlgebra.

. Seja Q[v2] = {a+ bv2\a,b € Q} o Q-espaco vetorial de base {1,1/2}.

Note que, Q[v/2] é uma &lgebra com a unidade Loz = lg € com o
produto

(a + bV2).(c + dV/2) = ac + 2bd + (ad + bc)V/2.

Além disso, Q[\/i] também é uma coalgebra com os seguintes coproduto

19



e counidade:

A =101, ANWV2)=V201+10V2

No entanto, Q[\/ﬁ] nao possui nenhuma estrutura de bidlgebra com-
pativel com sua estrutura de algebra. Suponha por absurdo que existe
um ¢ homomorfismo de dlgebras. Desta forma terfamos (1) = 1 e
£(v/2) = » € Q. Observe que £(2) = £(2.1) = 2¢(1) = 2.1 = 2, mas por
outro lado temos que £(2) = £(v/2.v/2) = £(v/2)%. Assim, conclufmos
que £(v/2)? = 2, isto é £(v/2) = +v/2. Absurdo, pois £+/2 nio pertence
a Q.

Definicao 1.1.12. Sejam C' uma coalgebra e c € C.

1.

Dizemos que ¢ é um elemento group-like se A(c) =c®cee(c)=1. O
).

conjunto de todos os elementos group-like de C' é denotado por G(C'

. Para g,h € G(C), ¢ é dito (g, h)-primitivo se A(c) =c®@g+h®ce

g(c) = 0. Além disso, ¢ é dito skew-primitivo se A(c) =c® 1+ g®c.

Exemplo 1.1.13.

1.

2.

Todos os elementos de G em kG sao group-likes. Mais ainda temos que

G(kG) = G.

Note que 1 € k[z] é group-like, e x € k[z| é skew-primitivo.

Definicao 1.1.14. Sejam V e W dois k-espagos vetoriais. Definimos

Homy (V,W) como o conjunto de todas as aplicagoes k-lineares definidas

em V com imagens em W. Denotaremos Homy(V,k) por V*. Seja B uma

base de V, dado v € B, denotamos por v* : V — k a aplicacao k-linear

definida por v*(u) = d,, para todo u € B.

20



Definigao 1.1.15. Sejam (C, A, ) uma codlgebra e (A, m,u) uma &lgebra.
Definimos no conjunto Homy(C, A) uma estrutura de dlgebra em que a uni-

dade é dada por ue e a multiplicagao é dada pelo produto convolucao x:

frg=mo(f@g)oA
para todo f,g € Homy(C, A).

Usando a notacao de Sweedler temos:

(f xg)(c) = fler)g(ca)

para todo f,g € Homy(C, A) e c € C.
Para ver a demonstragao de que Homy(C, A) é uma &lgebra consulte [1]

secao 4.2.

Definigao 1.1.16. Seja (H, m,u, A, £) uma bidlgebra. Dizemos que H é uma
dlgebra de Hopf se existe um elemento S € Homy(H, H) que é o inverso de

idy com relagao ao produto convolugao *, isto é:

> " S(hi)hy =e(h)ly = hiS(hy)

para todo h € H. A aplicacao S é chamada antipoda de H.

Exemplo 1.1.17.

1. Note que kG é uma algebra de Hopf com os seguintes produto, unidade,

coproduto, counidade e antipoda, respectivamente:
m(g®@h) =g.h, u(lx)=Llg,

Alg)=g®g, elg)=1, Vged,

S(g)=9g', VgeG.
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Sabemos que kG é uma bidlgebra, resta apenas mostrar que S(g) = g+

é de fato uma antipoda. Dado g € G
(S *id)(g) = S(9)g =99 = la,

(id* S)(g) = 9S(g9) = 997" = 1.

Assim, S é a antipoda. Portanto kG é uma élgebra de Hopf.

. Observe que k[z] é uma algebra de Hopf com os seguintes produto,

unidade, coproduto, counidade e antipoda, respectivamente:
m(z" @ 2™) = 2" u(ly) = 1.
A =101, A@@")=(@®l+1®z)", Vn>1,
e(1)=1, e(=")=0, ¥n>1,
S(1)=1, S@")=(-1)"2", ¥n > 1.

Sabemos que k[z] é uma bidlgebra, resta apenas mostrar que S é de

fato uma antipoda.
(S *id)(z") = (S(x)1 + S(1)x)" =0,
(id*S)(z") = (S(1)x + S(x)1)" = 0.

Assim, S é a antipoda. Portanto k[z] é uma algebra de Hopf.

Vamos apresentar mais alguns exemplos de algebras de Hopf que podem

ser encontrados com mais detalhes em [1] segao 4.3.

. Sejam k um corpo e (G,.) um grupo multiplicativo. Note que
kG* = Homy(kG, k) é um k-espago vetorial de base G*.

22



Note que kG* é uma algebra de Hopf com a seguinte extrutura:

Dados g, h € G,

m(g* ®@h*) =0gng", u(ly)= Zg* = lka-

gelG

Alg) =Y n* @ (h'g), £(g") =iy

heG
S(g) =(g)

4. Seja k um corpo com caracteristica diferente de dois. Definimos a
algebra Hy =< 1, x, ¢, xzc >, conhecida como algebra de Sweedler através

das seguintes relagoes:

Além disso, a dlgebra de Sweedler possui uma estrutura de algebra de

Hopf dada por:
u(ly) =1, mez)=1 mlc®c) =0, mcxzr)=-mr®c),

A(l) = 1®1, A(z) = 2@z, A(c) = 2Q@c+c®1, Axc) = 1Qxct+rc®r,
e(l)=1, e(@)=1, e(c)=0, e(zc)=0,

S(1)=1, S(x)==z, S(c)=—zc, S(zc)=—c.

Agora vamos apresentar um exemplo de um bialgebra que nao é uma

algebra de Hopf.

5. Seja (M,.) um mondide, defina kM =< m\m € M >y como o k-

espaco vetorial de base M. Observe que kM é uma bidlgebra com os
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seguintes produto, unidade, coproduto e counidade, respectivamente:

m(m®n) =m.mn, u(lkx)= lxly,
A(m)=m®@m, e(m)=1 Vme M.
Mas M nao é uma algebra de Hopf. De fato, seja ¢ € M um elemento
que nao possui inverso. Suponha por absurdo que M tem uma antipoda

S. Assim, S(c)e = €(c)l = 1kl = 1 e cS(e) = e(e)l = 1l = 1.

Absurdo, pois neste caso S(c) seria o elemento inverso de c.
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Capitulo 2
Palavras standard

Neste capitulo vamos definir uma palavra standard, e provar os primeiros

resultados desta teoria.

2.1 Definicoes basicas

Nesta secao, apresentaremos algumas definicoes que serao necessarias no
restante deste trabalho. Estas defini¢oes também podem ser encontradas em
3].

Definicao 2.1.1. Chamamos de alfabeto um conjunto finito {z1, ..., z,}.
Definicao 2.1.2. Chamamos de letra um elemento do alfabeto.
Definicao 2.1.3. Chamamos de palavra uma lista finita de letras.

Defini¢ao 2.1.4. Sejam u = x;,2;,...7;, € v = ;,Zj,...7;,, palavras. Defini-

n

mos o produto de u por v como uv = ;,...x;, Tj,...T;,, -

Definicao 2.1.5. A palavra u é dita comeco de v se existe uma palavra w

tal que v = uw.
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Definigao 2.1.6. A palavra u é dita final de v se existe uma palavra w tal

que v = wWu.

Definicao 2.1.7. Definimos a ordem lexicografica da seguinte forma, dado
um alfabeto totalmente ordenado xy > x5 > ... > z,, duas palavras u =
Ty Tiy--- T, € UV = Tj,Tj,...T5, sao comparadas avaliando o primeiro par de

letras z;, e z; onde x;, # x;,. Se z;, > xj, entao u > v. Se x;, < x;, entao

u < v. Se u é o comeco de v entao u > v.

Definicao 2.1.8. O comprimento da palavra u é o nimero de letras de wu.

Denotaremos o comprimento de u por L(u).

Definicao 2.1.9. A palavra u é dita standard se para quaisquer duas pala-

vras u; € us, onde u = ujug, temos que u > Uty .

Observacao 2.1.10. Ao longo deste trabalho consideraremos uma palavra
como um produto finito de letras. Denotamos a palavra z;x; por x?, analo-
gamente, r;...r; = T}

——

n—uvezes

Exemplo 2.1.11. Considere o alfabeto {z1,x, 23} com x; > x5 > x3, € as
seguintes palavras escritas com esse alfabeto:
_ .3 _ 2 _
U = T{T3T2, V=T, W = X1T3T2

Note que v é um comeco de u, w é um fim de u, vw = v e ainda v ¢ uma
palavra standard.
Note também que L(u) =5, L(v) =2, L(w) = 3 e ainda v > u > w.
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2.2 Primeiros resultados

Nesta secao, provaremos os primeiros resultados sobre palavras standard,
que sera o ferramental basico para o desenvolvimento deste trabalho. Estes

resultados podem ser encontrados em [3].

Proposicao 2.2.1. Sejam u e v duas palavras onde v nao é o comecgo de u

eu <wv. Entao uw < vt, para quaisquer palavras w e t.

Demonstragao. Sejam u = x;,...x;,, V = Ty,...2T1,, W = Tj,...Tj, , t = Tp,...Tg,.

Como u < v, temos que existem letras z;, e x;, onde z; < x;, com r < n
m

er < p. Note que vw = x;,...%;,..7;,xj...x;, € vt = Xpy oLy L, Ty - L, -

Portanto ww < vt.

O

Proposicao 2.2.2. Sejam u e v duas palavras, onde u < v. Entao vale que

wu < wv para qualquer palavra w.

Demonstra¢ao. Se v é o comego de u, entao wv é o comego de wu. Logo
wu < wv. Se v nao é o comeco de u, sejam u = Ty ..Ti, UV = Ty...Tp,
w = Tj..Tj Como u < wv, temos que existem letras z; e z; onde

m*

x;, < x, comr < ner < p Note que wu = xj..75, T ...T;,...T;, €

WU = Ty ...y, Ty 2, 2y, Portanto wu < wo.

0J

Lema 2.2.3. Seja u = wv uma palavra standard. Entao v ndo € comego de

u.

Demonstracao. Suponha por absurdo que v é o comeco de u, ou seja, existe

uma palavra s tal que u = vs.
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Como wv = u = vs > sv, temos que wv e sv tem mesmo comprimento.
Assim wv e sv diferem j& em alguma de suas L(w) = L(s) primeiras letras,
e portanto w > s. Por outro lado, vs = u = wv > vw, o que implica que

s > w. Absurdo, portanto v nao é o comeco de u.

O

Proposicao 2.2.4. Uma palavra u € standard se e somente se ela é maior

que qualquer um dos seus finais.

Demonstracdao. Se a palavra u ¢é standard e u = ujus entao ujus > uUsty.
Pelo Lema 2.2.3, us nao é comeco de u, assim, u = ujus € usu; diferem ja em
alguma de suas primeiras L(uz) letras. Portanto v > us. Reciprocamente, se

U = ujus € u > us entao pela Proposicao 2.2.1 u > usu;.

O

Proposicao 2.2.5. Se as palavras u e v sio standard e u > v, entio u* > v
para todo k > 1.

Demonstracdo. Se u nao é comeco de v, entao o resultado segue da Pro-

h

posigao 2.2.1. Se u for comego de v, suponha v = u"v; onde u nao é comeco

k

de vi. Se h > k entdo u* > v pois u* é comeco de v. Se h < k, note

h

que v; < v < u, e assim, v = u"v; < uMu. Logo, pela Proposicio 2.2.1,

h+1uk7h71 k

v<u =u".

O

28



Proposicao 2.2.6. Se u e v sao palavras standard onde u = ujus e us > v,

entao uv > UV e UV > Usgl.

Demonstracao. Como u é standard, entao, segue da Proposicao 2.2.4 que
u > ug. Logo, pela Proposicao 2.2.1 temos que uv > usv. Se us nao é o
comego de v, como us > v temos usv > v. Assim, pela Proposicao 2.2.2,
UV = ULUV > Uv. Se us € um comeco de v escrevemos v = ugvl, onde us
nao é o comeco de v;. Pela Proposicao 2.2.4, temos que v = ubv, > ug’lvl,

e assim, uov > u2u’§_1vl = ugvl = v. Portanto uv = ujusv > uqv.

0J
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Capitulo 3

Uma base para a algebra

k<zy,..,xn>

Neste capitulo provaremos o Primeiro teorema que afirma que a édlgebra
k < x1,...,x, > possui uma base formada pelo conjunto de todas as super

palavras mondtonas.

3.1 Polinémios quanticos

Nesta secao vamos apresentar as definicao de variavel quantica e demons-
traremos algumas identidades do skew-comutador. Estas definicoes e resul-

tados podem ser encontrados em [3].

Observagao 3.1.1. Todo polinémio f em varidveis nao comutativas {z1, ..., x, }
e coeficientes em um corpo k é uma combinacao linear de palavras v; escritas

com as letras {x1, ..., z,}, isto é, f = X;a;v; com q; € k.

Definicao 3.1.2. A maior palavra v; de f = ¥,a,v; é chamada de palavra
lider de f, e denotada por f .
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Definicao 3.1.3. Um polinomio f = ¥;a,;v; é dito homogeéneo se todas as

palavras v; tem mesmo comprimento.

Proposicao 3.1.4. Sejam f = ¥;a;v; e g = Xjbju; polinomios como na
Observagao 3.1.1. Se f nao € o comeco de nenhuma outra palavra de f,
entao E = fg.
Demonstracao. Note que f > v;, para todo v; # f Entao, fg > v;u; com
v; # f, ou seja, fg ¢ a palavra lider de fg.

O

Corolario 3.1.5. Sejam f e g polinomios como na Observacao 3.1.1. Se f

for homogéneo, entao E = ff]

Demonstracao. Note que, como f é homogéneo, f nao pode ser o comeco de

nenhuma palavra distinta dela mesma.

OJ

Definigao 3.1.6. Seja G um grupo, uma fungao y : G — k \ {0} é dita um

caracter do grupo G se y é um homomorfismo de grupos.

Definicao 3.1.7. Dizemos que z é uma varidvel quantica se um elemento g
de um grupo abeliano G e um caracter x : G — k\ {0}, que serdo denotados

por g, e X, estao associados a x.

Definigao 3.1.8. Seja X = {x1,...,z,} um conjunto de varidveis quanticas.
Uma palavra u ¢ um monomio com varidveis em X. Para cada palavra u
em X denotamos por g, o elemento de GG obtido de u substituindo cada z;
por g; = g,,. Da mesma maneira denotamos por x* o caracter obtido de u

substituindo cada z; por x* = y* .

Com estes conceitos podemos definir um polindomio quantico.
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Definicao 3.1.9. Um polinomio quantico ¢ um polindmio em variaveis quanti-

cas.

Observagao 3.1.10. Denotamos x“(g,) por p(u,v) = pu,. Note que como
X € um homomorfismo de grupos as seguintes igualdades Dy = PuwPow €

Duww = PuvPuw 520 verdadeiras.

Definicao 3.1.11. Definimos um skew-comutador bilinear sobre o conjunto

de todos os polinémios quanticos pela férmula:

[u, v] = uv — pyyou

Exemplo 3.1.12. Considere as seguintes palavras, u = x3xr; € v = x12s.
Logo:
Ju = 9391, X =X X

Gv = 9192, X =X X

Sendo assim, podemos calcular [u, v].

[u, v] = uv — pyyou
= uv — X"(go)vu
=uv — X°x' (g192)vu
= uv — X3(9192)X1(9192>UU
= uv = x*(91)x*(92)x" (91) X (g2)vu
= UV — P31P32P11P12VU

2
= T3T1T2 — P31P32P11P12X1X2X 3T -

Proposicao 3.1.13. Sejam u, v e w palavras. Sao wvdlidas as sequintes

identidades:
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[uv, w] = ufv, w| + pyw|u, wv,

[u, vw] = [u, v]w + pyyv[u, wl,

([, v, w] = [u, [v, w]] + oyl w], 0] + (Pow — P [, w]o.

Demonstracdo. Comecaremos demonstrando a primeira identidade.

[uv, W] = UVW — Pyy WUV = UVW — Dy Pry WUV =

= UVW — Py UWV + PyyyUWV — Dy Py WUV = W[V, W] + Doy |1, W]
De forma similar demonstramos a segunda identidade.

[U, VW] = UVW — Py ppy VWU = UVW — Dy Py VWU =

= UVW — Py VUW + Py VUW — Py Prug VWU = [y VW + Py V[, W]
Para demonstrar a ultima identidade, vamos mostrar que:

[, 0], w] = [u, [0, w]] = py[[u, w), v] + (Pow — P [u, w]v.
Por um lado temos que,

[[u, v], w] = [u, [v,w]] = [uv — Pou, W] — [u, VW — Py,wv] =
= [uv, w] — puovu, W] — [u, VW] + Py [u, W] =
= UVW — Py, WUV — Pyupy VUW ~+ Py P,y WVU-
— UVW F Py p VWU F Py UWV — Py Py, WU =

= —Puv,wWUV — Py VUW + Dy 10p VWU + Doy YW
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Por outro lado,

Puollu, w], 0] + (Dow = Poo) [, w]o = Py ([[u, w], 0] + puepew(u, wlv — [u, wlv) =
= Do ([UW = Pray W, V] + PP (U — Prywn)v — (uw — pupwu)v) =
= D (UWV = Py VUW — P WUV + P Prons VWU
+ PunPow WV — PupPowPuw WU — UWU + Py WUD) =

= T Puv,wWUV — Py VUW + Pu,pp VWU + Py UW.

Logo, a igualdade é verdadeira.

3.2 Super palavras e super letras

Nesta secao vamos apresentar as definicoes de super letra e super palavra
monoétona e provaremos alguns resutados importantes para a demonstracao
do Primeiro teorema que sera provado no proxima secao. Estas defini¢oes e

resultados podem ser encontrados em [3].

Definigao 3.2.1. Uma palavra nao associativa ¢ uma palavra onde colchetes
[,] 3.1.11 definem como deve ser aplicada a multiplicacao entre as letras desta

palavra.

Observagao 3.2.2. Considere o alfabeto {z1, ..., z,, }, quando considerarmos

uma letra x; como uma palavra nao associativa, escreveremos ela desta forma

Exemplo 3.2.3. Considere o alfabeto {x1,x9, 23}, € a seguinte palavra es-

crita com esse alfabeto, x3z12. Apartir desta palavra podemos formar duas
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palavras nao associativa distintas:

[[[s], [a]], o]l [ls], [[2a], [2]]]-

Definicao 3.2.4. O conjunto de todas as palavras nao associativas é definido

por:
1. Todas as letras sao palavras nao associativas.

2. Se [u1] e [ug] sdo palavras ndo associativas entao [u] = [[uq], [uz]] é uma

palavra nao associativa.

3. Nao existem outras palavras nao associativas.

Observagao 3.2.5. Se [u| denota uma palavra nao associativa, denotamos
por u a palavra associativa obtida de [u] removendo os colchetes. Note que
cada palavra nao associativa [u] gera uma tnica palavra associativa u, mas
a partir de uma palavra associativa podemos obter mais de uma palavra nao

associativa.

Exemplo 3.2.6. Por defini¢ao [x1], [z2] e [z3] s@o palavras nao associativas.
Logo,

[[21], [22]] = 21209 — P1,2T2%1

também é uma palavra nao associativa. Assim como,

(3], [[21], [zol]] = @ws[[z1], [22]] — p3j2([z1], [22]lzs =
= $3(561372 - p12x2x1) - P31p32($€1$2 - p12l’2561)l‘3 =

= T3T1T2 — P12T3T2T1 — P31P32T1T2T3 + P31P32P12T2L1 X3,

¢ uma palavra nao associativa.
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Definigao 3.2.7. Uma palavra nao associativa [u] é dita standard se:

1. A palavra u é standard.

2. Se [u] = [[u1], [us]] entdo [u;] e [us] s@o palavras nao associativas stan-
dard.
3. Se [u] = [[[u1], [uz]], [us]], entao us < us.

Exemplo 3.2.8. Note que a palavra nao associativa [[z3],[[z1], [z2]]] do
exemplo anterior nao é standard, pois z3rixo nao é standard. A palavra
nao associativa [[[x1], [z2]], [x3]] também nao é standard pois z2 > z3. Con-

tudo, a palavra [[[x1], [x3]], [22]] verifica os trés itens da definicao.

1. xiz319 é standard.
2. x173 € x9 sao palavras standard.
3. x3 < T9.

Teorema 3.2.9. (Teorema de Shirshov) Toda palavra standard u possui um

unico alinhamento de colchetes tal que a palavra nao associativa [u] € stan-
dard.

Demonstragao. Ver [[9], Lemal].

Exemplo 3.2.10. Considere a palavra standard v = zjx3x,. Temos dois

possiveis alinhamentos de colchetes:

([l fasl], o]l {laea], [[s], [2]]]-

O primeiro alinhamento é a palavra nao associativa standard do exemplo

anterior. O segundo alinhamento nao é standard pois x3xs nao é standard.
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Observacao 3.2.11. O Teorema de Shirshov, combinado com a definicao de
palavras nao associativas e palavras nao associativas standard, implica que
cada palavra standard u # x; tem uma decomposicao u = vw, onde v e w

sao standard.

Definicao 3.2.12. Uma super letra é um polinomio igual a uma palavra

standard nao associativa. Uma super palavra é uma palavra em super letras.

Exemplo 3.2.13. Um exemplo de super letra [w] é a palavra nao associativa

standard do exemplo anterior:
[w] = [[[z1], [ws]], [z2]] = [2123, [22]] — prs[wsay, [22]] =

= T1T3T2 — P12P32T2T1T3 — P13T3T1T2 + P13P32P12L2L3X7 -

Definigao 3.2.14. A constitui¢do de uma super letra W = [w] é a sequéncia

de inteiros (my, ..., m,), onde m; é o grau da letra x; em w.

Observacao 3.2.15. Como G é comutativo, os elementos g, e os caracte-
res x“ sao os mesmos para todas as palavras de uma mesma constituicao.
Portanto para as super letras, g = gu, XM = x* e p([v], [w]) = Pyw, sd0

unicamente definidos.

Proposicao 3.2.16. A super letra [u] € um polinémio homogéneo com pala-

vra lider u que aparece com coeficiente 1.

Demonstracao.

Faremos indugao sobre comprimento de u. Se u = z;, entdo [u] = x;. Logo
[u] é homogéneo e sua palavra lider é x; com coeficiente 1. Se L(u) =n > 1,
podemos escrever [u] = [[v], [w]]. Assim [u] = [v][w] — ppw[w][v] e pela
hipétese de indugao [v] e [w] sdo polindmios homogéneos com palavras lider

v e w, respectivamente. Pelo Corolario 3.1.5, as palavras lider de [v][w] e
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[w][v] s@o vw e wv respectivamente. Como u = vw é standard, entao u > wv.

Logo, u é a palavra lider de [u] com coeficiente 1.

OJ

A Proposicao 3.2.16 permite definir uma ordem para as super letras, a

partir de sua palavra lider.

Definigao 3.2.17. Sejam [u] e [v] super letras. Dizemos que [u] > [v] se e
somente se u > v. A ordem das super letras é estendida de forma lexicografica

para as super palavras.

Definicao 3.2.18. Uma super palavra W é dita mondtona se é da forma
W = [wi]* [wy] ... [w,]F", (3.2.1)
onde w; < wy < ... < W,

Proposigao 3.2.19. Dadas duas super palavras mondtonas W = [w;]*'...[w, )"

k1, ko k

eV = [v]"...[u,]%, entdo W >V se e somente se w = w; wy?...wp" € maior

que v = vi'vP . wT . Mais ainda, a palavra lider de W € w que aparece com

coeficiente 1.

Demonstracao.

Se w > v entao w; > vy ou v; é o comego de wy. Suponha por absurdo
que v; é o comego de wy, ou seja v; # wi. Pela Proposi¢ao 2.2.5 temos
que vfl > wy, logo v'fl é o comeco de w; pois w > v. Neste caso podemos

k . ki, k
escrever wy = vy'w’. Mas vy > vy > wy > w', assim, wy < v’vy2. Portanto,

w = vi'wk2w” pois w > v. Indutivamente podemos concluir que w; < v,
o que ¢ um absurdo. Logo w; > v;. Podemos assumir w; > vy, pois caso
wp = v1 passamos ao primeiro par de super letras distintas e fazemos a mesma

andlise. Portanto [wq] > [v1], ou seja, W > V.
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Reciprocamente, se W > V temos que [wy] > [v;]. Como acima, po-
demos assumir [w;] > [v1]. Se w; ndo é o comego de vy, pela Proposi¢ao
2.2.1 temos que w > v. Se w; é 0 comego de vy, podemos escrever v; cOmMoO

s < :
v = wi . wh ou (wiwh. wi)whv| onde w, ndo é o comeco de v). Seja

ks -
v; = (Wi'wh? . wi ) whv), pela Proposicao 2.2.4, temos v} < vy < wy < w,
ou seja, vj < ws. Pelas Proposigoes 2.2.1 e 2.2.2, concluimos que

w > v. Supondo v, = wlfl.. w!, como v; é standard, podemons concluir

que wy > wg. Absurdo, pois W é monétona. Pelo Corolario 3.1.5, a palavra

lider de W = [w;]* [wy]*2...[w, ] é w = wirwh>...whn.

n

OJ

3.3 Primeiro teorema

Nesta secao provaremos o Primeiro teorema, que afirma que a algebra li-
vre k < x1,...,x, > tem uma base formada por todas as super palavras
mondétonas e escritas com {xy, ..., x,}, originalmente demonstado por Khar-

chenko em [3].

Lema 3.3.1. Sejam u e v palavras standard com v > v. Entdo o polinomio
[[u], [v]] € uma combinagao linear de super palavras escritas com super letras
[w;], onde [v] < [w;] < [u] e w; < wv. Mais ainda, a constituicao de cada

somando na combinacao linear € iqual a constituicao de uv.

Demonstragao. Se [[u], [v]] é standard, entdo [[u], [v]] é uma super letra [w]
com w = uv, assim, v < w < ¥ como requer o lema. Se v = x; e v = x;, entao
[[u], [v]] serd standard, recaindo no caso anterior. Facamos inducdo sobre
L(uv). Suponha que o lema é verdadeiro para palavras u’ e v' satisfazendo
as hipdteses e com L(u'v') < m. Sejam u e v de acordo com as hipdteses
e ainda com L(u) > L(v) e L(uv) = m. Se [[u], [v]] ndo é standard, isto é,

[u] = [[u1], [uz]] com ugy > v, entdo uy > u > ug > v.
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Sejam [u1] = Uy, [us] = Uy e [v] = V. Usando a Proposi¢ao 3.1.13 temos

que:
[[Uy, Ua], VI=[UL, Uz, VIHDy 0, [[U1, V], UsH(Pus v ) U1, VIU2 (3.3.1)
Pela hipétese de inducao,
[Us, V] = 356, [s],

onde uy > ugv > s; > v. Pela Proposicao 2.2.6, uv > wupv > sj, como

requerido no lema, e assim,
(U1, [Us, V] = [Un, 8611 [s50]] = £;6;IL[Uy, [s5]]-

Note que u; > u > up > sj e também que L(s;) < L(uqv). Logo, pela

hipétese de inducao, temos que
[Un, [sj]] = ZpbpIly [ty

onde, u; > wis; > t,;, > sj. Observe que usv > sj. Logo,
UV = U UV > U185 > Tpg, € ainda, T,y > s5 > uy. Portanto o primeiro so-
mando de (3.3.1) possui a decomposigao desejada. Novamente pela hipétese
de indugao, [Uy, V] = ;a1 [w], onde uy; > ujv > wy, > v. Pela Proposigao
2.2.6, u > uv > uv > wy. Note que u > us > v, e pela Proposicao 2.2.1,
temos que uv > us. Logo, a super letra U; também ¢é da forma desejada.
Consequentemente, o segundo e o terceiro somandos de (3.3.1). Portanto

[[u], [v]] tem a decomposigao requerida.

O

Observacao 3.3.2. Mesmo que as super letras de uma super palavra sejam

rearranjadas, o grau permanecera fixo. Logo, a menor super palavra de grau
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m sera uma super palavra mondtona.

Lema 3.3.3. Toda super palavra ndo mondtona € uma combinacao linear de
super palavras mondtonas menores e de mesma constitui¢ao, onde todas as
super letras desta combinacao linear estao entre a mator e a menor super

letra da palavra dada.

Demonstracdo. Seja m um numero natural fixo. Suponha por absurdo que
existem super palavras onde o lema falha. Seja W = UU;...U; a menor super
palavra de grau m para a qual o lema nao é verdadeiro. Como W nao é
monoétona podemos assumir U > U;. Se a super palavra V' = U;...U; nao é
monoétona, pela hipdtese de indugao, V' é uma combinagao linear de super

palavras mondtonas menores W;. Seja
W; = Vlkl...Vnk”, com Vi < Vo< ... <V,

Se U < Vi, entao UW,; = UVlkl...VTf" serd monotona. Absurdo, pois assim

W possuiria a decomposicao requerida no lema. Se U > Vi, entao
UW; = [U WV VR op,, VIOV Yk

Pelo Lema 3.3.1, temos que [U,Vi] = ¥;a;11;[s;;] onde [w;;] < U, ou seja,
(U AV Ve < W e também ViUV L Vkn < T

Portanto UW,; possui a decomposigao requerida no lema, e consequentemente,
W também possui tal decomposicao, o que é um absurdo. Logo o lema vale

para toda super palavra.

0

Teorema 3.3.4. (Primeiro teorema) O conjunto de todas as super palavras

mondtonas constituem uma base para a dlgebra livre k < x1, ..., 2, >.
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Demonstracao. Pelo Lema 3.3.3 concluimos que qualquer polinomio é uma
combinagao linear de super palavras monoétonas. Nos resta mostrar que o
conjunto de todas as super palavras mondtonas ¢ linearmente independente.
Seja

> aW; =0 (3.3.2)

i

uma combinacao linear de super palavras mondtonas, com W a super palavra
lider de (3.3.2) e w a palavra lider de WW. Note que w aparece uma tnica
vez em (3.3.2). Suponha por absurdo que w ocorre na decomposigao de
uma outra super palavra V', entao w é menor ou igual v palavra lider de V.

Absurdo, pois pela Proposicao 3.2.19, W >V < w > v.
O

Exemplo 3.3.5. Considere a algebra k < x1,z5 >, Facamos algumas ob-

servacoes:
e As palavras da forma u = 27"z}, m,n € N, sdo palavras standard.
e Se uy,us sao palavras standard e u; > us, entao v = uqjuy € standard.

e Da mesma forma, se uy, us, ..., us sao palavras standard tais que u; >

Uy > ... > Ug, entao v = ujus ... us € standard.
e Todas as palavras standard de k < xq, x5 > sao desta forma.

Recordemos que pelo Teorema de Shirshov, cada palavra standard possui um
tnico alinhamento dos colchetes tal que [u] é uma palavra nao associativa
standard, ou seja, uma super letra.

Sejam [uq], [ug], ..., [u,] super letras. Entao as super palavras da forma
(0] = [u1]"ug)™ ... [u,]r, onde [u1] < [ug] < ... < [u,], formam uma base

para k < xy, 19 >.

Agora vamos apresentar dois polindmios decompostos nessa base.
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O polinémio xox1x9 pode ser decomposto como:
(o] [[1], [a]] + prafwa]?[21] =

2 2
ToX1T2 — P21T5T1 + P21T5T1 =

ToX1T2.

O polinémio z123 pode ser decomposto como:
[[[1], [wa]l, [w2]] + (P12 + propaz)[wa][[x1]. [22]] + pTy[zo]*[21] =

[[[1], [w2]], wo] + pro([aa][[a1], [xa]] + prafaa]*[21]) + propas[wo][[21], [2]] =
1], [za]][, z2]] + Praamizs + prapasal[z:], 2] =
[[21], [zo]]ws — propaswal[z1], [22]] + prowamizs + propastal[z1], [22]] =
T1T5 — Pro®a®1 Ty + P1alal Ty =

xlxg.

43



Capitulo 4

Uma base para a algebra de

Hopf de caracteres

Neste capitulo provaremos que a algebra de Hopf de caracteres possui uma

base formada pelo conjunto de todas as G-super palavras admissiveis.

4.1 Coproduto em G xk < zy,...,x, >

Nesta se¢ao vamos definir a algebra de Hopf G x k < x4, ..., x, >, e estender
seu coproduto para super palavras. Estas definicoes e resultados podem ser

encontrados em [3].

Considere uma algebra livre envolvente no conjunto de varidveis quanticas

H = Gxk < xy,...,z, >. H éuma éalgebra de Hopf, com a seguinte estrutura:

Alz) =2, @149, @z, Alg) =g®yg, (4.1.1)
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rg = x"(9)gz.

Para mais detalhes sobre esta algebra consulte [2] capitulo 3.

Proposicao 4.1.1. O coproduto de uma super letra W = [w] é dado por:
A(fw]) = w] @ 1+ gy @ [w] + Liaig(W] )W/ @ W/, (4.1.2)

onde W/ sao super palavras, com super letras menores que [w]. Mais ainda,

a soma do grau das super palavras W} e W' em cada varidvel x; € igual ao

grau de W na mesma variavel.

Demonstracao. Faremos inducao sobre o comprimento de W. Se W = x;,
o resultado segue pela definicdo do coproduto (4.1.1). Se L(W) =n > 2,
pela Observagao 3.2.11 sabemos que W = [U, V], onde U = [u] e V' = [v] sdo

super letras. Pela hipétese de inducao temos que:
A([u]) = ] ® 1 + g4 ® [u] + Siaig(U])U] @ U},
e também

A([v]) = ] @ 1+ g, ® [v] + Zjb;9(V] )V @ V.
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Usando a bilinearidade do skew-comutador 3.1.11,

AW) = A([U,V]) = A(UV = p,,VU) = A(U)A(V) = puA(V)AU)
=U®1+ g, QU+ Z;a;,9UNU UV @1+g,0V
+ b9V )WV @ V') = punlV @149, @ V + Sibig(V))V] © V]
(U114 g, U + 3a,9(UNU; @ U")
= UV =puVU)®1+ gy @ (UV = pu,VU) + Ug, @V (4.1.3)
+XbUgyr V] @ V] + g,V @ U + Bbjguvy Vi @ UV + Sa;gur UV @ U
+ ZaigupUigy ® U'V + Bab;gur Ulgvr V] @ Ul'v]
= Puw(Vgu @ U + Xa;V gurUlg, @ U + g,U @ V + Sa;gyyr U] @ VU’
+ EbjgvjuVj’U @V + Ebjg‘(j//‘/}’gu @ VU + Ebjaigvjuvj’g(]{/ U; @ Vj'UY").

Note que, o termo Ug, ® V' é cancelado com 0 —p,,g,U ® V em (4.1.3).
Note ainda que, V; < V e U] < U. Logo V/,UV],U;,Ulv,UV] e V sao
menores que W = [U, V]. Por fim, note que, como a constituicao de V;V," ¢
igual ade V e ade U/U! é igual a de U, entao, soma do grau do lado esquerdo
e direito de cada tensor de (4.1.3) em cada varidvel x; é igual ao grau de W

na mesma variavel. Portanto A(IV) tem a decomposigao requerida.

Corolario 4.1.2. O coproduto de uma super palavra W é dado por:
AW)=W @1+ g, @ W + S;a,9g(WW! @ W/, (4.1.4)

onde a soma da constituicao de W) com W/ ¢é igual a constituicao de W.

Demonstragao. Seja W = [wy]...[w,] uma super palavra, onde [w;] é uma
super letra para i € {1,...,n}. Usando a Proposigao 4.1.1, e o fato de A ser

um homomorfismo de dlgebras segue o resultado desejado.
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O

Exemplo 4.1.3. Considere a super palavra W = [[x1], [z2]], vamos calcular

o seu coproduto A([[z1], [z2]]).

A([[z1], [z2]]) = Al@122 — prazozr) = Az1)A(z2) — pr2A(z2) Az) =
=@ @1+ ®@r1) (22 @1+ g2 ® )+

—P12(r2 @14+ @) (r1 1+ g1 Rxy) =

=122 @ 1 + 2192 ® T2 + 172 @ T1 + 192 @ 122+

— P12(T2T9 ® 1 + T9g1 @ 1 + g1 ® T + Gog1 @ ToT1) =

= (1122 — Pr22271) @ 1 — (9192 — P129291) @ (172 — PraTazy)+

+ 2192 ® To + G122 ® 1 — p12(CL’291 Rx1 + Gr1 & Ig) =

=W 1+ g @ W + Sia;gWHW! @ W;1”.

4.2 Algebra de Hopf de caracteres e G-super

palavras

Nesta secao apresentaremos definicoes que serao necessarias para enunciar e
demonstrar o Segundo teorema. Estas defini¢coes também podem ser encon-

tradas em [3].

Definicao 4.2.1. Seja H uma &lgebra de Hopf, um elemento a; € H ¢ dito
ser skew-primitivo semi-invariante, se existe g; € G(H) e x* um caracter do

grupo G(H) tais que:

Ala;))=a; @1+ ¢, ®a;, a;g= Xi(g)gai, Vg € G.
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Definicao 4.2.2. Uma algebra de Hopf H ¢ dita uma algebra de Hopf de
caracteres se o grupo G(H) de todos os elementos group-like é comutativo e H

é gerada sobre k por G(H) e por elementos skew-primitivos semi-invariantes

{al, vy an}.
Observacao 4.2.3.

1. Seja H, a subélgebra de H gerada por {ay,...,a,}, assim temos que,
H=GH,.

2. Seja {x1,...,x, },um conjunto de varidveis quanticas, onde g,, = g, €

X" = x%. Assim, temos que
dp: k< xy..x, >— H,

isomorfismo, tal que p(z;) = a;.

3. Isto nos permite estender as nocoes aplicadas a palavras escritas com
{z1...,z,,} nas se¢oes anteriores, para palavras escritas com {ay, ..., a, }.
Para cada a; associamos o respectivo grau d; (niimero natural), e desta
forma, cada palavra, super letra ou super palavra com constituicao
(my, ..., my,) tem grau myd; + ... + m,d,. Denotaremos o grau da super

palavra W por degW .

Definicao 4.2.4. Uma G-super palavra é um produto da forma ¢gW, onde
g € G e W é uma super palavra. A constituicdo e o comprimento de uma
G-super palavra gW sao definidos como constituicao e comprimento de W.

Assumimos que g tem grau e comprimento zero.

Definigao 4.2.5. Uma super letra [u] é dita ser dura se ela nao é combinagao
linear de super palavras de mesmo grau escritas com letras menores que [u]

e G-super palavras de grau menor.
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Definigao 4.2.6. A altura de uma super letra [u] de grau d é igual ao menor

nimero natural A com as seguintes propriedades:

1. puu ¢ uma raiz de ordem t > 1 da unidade, com h =t ou h = tI¥ onde

[ é a caracteristica do corpo base.

2. A super palavra [u]" é combinacao linear de super palavras de grau hd
escritas com letras menores que [u] e G-super palavras de grau menor

que hd.

3. Se nao existe um nimero com tais propriedades para [u], dizemos que

a altura de [u] é infinita.

Definicao 4.2.7. Uma G-super palavra glui]™...[ux]™ ¢ dita restrita, se

cada n; é menor que a altura de [u;].
Com isto podemos definir uma G-super palavra adimissivel

Definicao 4.2.8. Uma G-super palavra é dita admissivel se esta ¢ mondtona,

restrita e escrita apenas com super letras duras.

4.3 Segundo teorema

Nesta secao provaremos o Segundo teorema, originalmente demonstado por
Kharchenko em [3].

Teorema 4.3.1. (Segundo teorema) Seja H uma dlgebra de Hopf de caracte-
res, entao o conjunto de todas as G-super palavras admissiveis formam uma

base para H.

A demonstracao deste teorema, serd feita através de lemas e observagoes

ao longo desta secao.
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Lema 4.3.2. Todas as super palavras nao admissiveis, de grau d, sao com-
binacao linear de super palavras menores admissiveis de grau d e G-super
palavras admissiveis de grau menor que d. Além disso, todas as super letras
nas super palavras de grau d desta combinacdo linear sdo menores ou iguais

a maior super letra da super palavra dada.

Demonstra¢ao. Suponhamos por absurdo que existem super palavras nao
admissiveis de grau um onde o lema falha, seja W a menor destas super
palavras. Observe que W tem que ser mondtona, pois caso contrario, pelo
Lema 3.3.3, W teria a decomposicao requerida. Se alguma super letra de
W nao for dura, pela definicao de super letra dura, novamente W teria a
decomposicao desejada. Se todas as super letras de W sao duras, entao,
suas alturas devem ser maiores que um, logo W é restrita, e portanto W é
admissivel. Absurdo, portanto nao existem super palavras de grau um onde
o lema nao é verdadeiro.

Facamos agora inducao sobre o grau de W. Suponhamos que todas as
super palavras de grau menor que m possuam a decomposicao mencionada no
lema. Seja W a menor super palavra nao admissivel de grau m onde o lema
falha. Pelo Lema 3.3.3 W é mond6tona. Se W possui uma super letra que nao
seja dura, podemos reescreve-la como combinagao linear de super palavras
menores de mesmo grau e G-super palavras de grau menor. Pela hipotese de
inducao, entrariamos em contradicao com a escolha de W, logo W ¢ escrita
apenas em super letras duras. Seja h a altura de W. Se W possui uma
subpalavra [u]*, onde k > h, como no caso anterior poderiamos reescrever
[u]® como combinacao linear de super palavras menores de mesmo grau e
G-super palavras de grau menor. Pela hipdtese de inducao, entrariamos em
contradigao com a escolha de W. Logo, W é restrita, e portanto admissivel.
Absurdo, pela escolha de W.

O
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Observacao 4.3.3. Para provar o Teorema 4.3.1, resta mostrar que o con-
junto de todas as G-super palavras admissiveis é linearmente independente.
Considere T uma combinagao linear de G-super palavras admissiveis, e seja
U a super palavra lider de grau m. Multiplicando, se necessario, 1" por
um elemento group-like, podemos assumir que U aparece uma vez sem estar

multiplicada, isto é:

T=U+> ajgU+Y agVi. V. (4.3.1)

j=1 i
Nos proximos lemas, usaremos a seguinte hipotese de indugao sobre m e 7:

(¥) O conjunto de todas as G-super palavras admissiveis de grau m que sao
menores que U, de todas as G-super palavras admissiveis de grau menor
que m, e de todas as G-super palavras da forma ¢;U, com 1 < j <,

¢ linearmente independente.

Usando essa hipdtese e o Lema 4.3.2, percebemos que todas as super palavras
de grau m menores que U, e todas as super palavras de grau menor que m,
podem ser unicamente representadas como combinacao linear de G-super
palavras admissiveis. Vamos nos referir ao conjunto mencionado acima como

base de decomposicao, ou simplesmente base.
Lema 4.3.4. Se T ¢ um elemento skew-primitivo, entao todas as G-super
palavras de grau m em (4.3.1) sao super palavras.
Demonstracdo. Vamos reescrever T da seguinte forma:

k

T= U‘*’Zﬁz‘gz’Wri-V

i=1

onde g;W; sao distintas G-super palavras de grau m, e V' é uma combinagao

linear de G-super palavras de grau menor que m.
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Por um lado temos que:
k
A(T) = A(U) + Ay BigiWi) + A(V) =
i=1

U146, QU+ 50,900 QU "+ V @14 g, @V + EbjgnV @ V'+

k
+ Z Bigi @ gi(Wi @ 1 + gw, @ Wi + Eyeiguy Wi @ W').

=1

Por outro lado temos que:

AT)=TR14+¢T =

k k
Ul+g,0U+ValtgaV+> BgWieltgd (D> BigW).
i=1 =1

Na seguinte expressao A(T) —T ® 1 — g, ® T, considere a soma de todos

os elementos da forma ¢;WW; ® ... , onde W; é uma palavra de grau m:

Z@igi ®g(Wi®1) — Z@igiwi ®1= Z@giWi ®(g:—1).
=1 i=1

=1

Pela hipdtese de indugao (%), temos que os elementos da forma g¢;W;, sao
linearmente independentes com a parte esquerda de grau menor que m dos
tensores em A(T) —T®1— g, ® T. Logo, Y ._, BigW; ® (¢: — 1) =0, e
portanto 3; = 0 ou g; = 1 para todo 1.

O

Observagao 4.3.5. Note que (U ® 1)(g. ® U) = pul(gU ®@ U) =
Puu(gu @ U)(U @ 1), Assim (U @ 1)™(gu © U)" = pig(gu @ U)"(U @ 1),

e desta forma, podemos usar a seguinte férmula:
Uol+g.U)=U"01+g, @U" + W @ W/,
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onde W/ e W/ sdo G-super palavras, e a constituicdo de W/ mais a de W/

resulta na de U".

Lema 4.3.6. Se T' é um elemento skew-primitivo, entdo U = U™ e todas as
super palavras de grau m, exceto U, sao escritas com super letras menores

que Uy.

Demonstra¢ao. Vamos reescrever 1" da seguinte forma:

T = Sia;q:V; "V, (4.3.2)

1s

onde Vi, = [v;,] sdo super letras duras, a; # 0, e g; = L se V; = V;Tl‘/;"

tem grau m. Aplicando o coproduto em (4.3.2) obtemos

A(T) = Z a;(9i ® 9i) H(V;j ®1+g;;®Vi;+ Z GtV @ Vi)™, (4.3.3)
i j=i k
onde Vi) < Vi, e degV/, + degV, = degVi;.

Seja [v] a maior super letra de todas as super palavras de grau m em 7.
Sabemos que todas as super palavras de 7' sdo mondtonas, logo, [v] = Vj,
para algum i. Se existe alguma super palavra V; = [v]¥, entdo temos que
Vi = U é a palavra lider que procuramos, com U; = [v] e ny = k.

Suponha por absurdo que todas as super palavras de grau m que ter-
minam em [v], sdo escritas com mais de uma super letra. Seja k o maior
expoente n;s sobre [v] em T'. Decomponha A(T) —T ® 1 na base, e considere
todos os tensores da forma g[v]* @ ... (note que deg([v]*) < m).

Considere a seguinte igualdade:

AWV) = (g @g) [J(Viy @1+ g5 @ Vi + 3 giia Vi @ Vi)™, (4.3.4)
k

j=i

Analisando os casos possiveis obtemos:
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e Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)
tem grau maior que deg([v]¥), entdo sua decomposigao na base poderia ter
elementos da forma g[v]* ® ... , mas neste caso a parte direita do tensor terd
grau menor que m — deg([v]).

e Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)
tem grau menor que deg([v]¥), ou é menor que [v]*¥, entdo ndo possui tensores
da forma g[v]* ® ... em sua decomposicio na base.

e Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)
tem grau igual a deg([v]*¥), mas degV; < m, a super palavra pode até ser maior

¥ mas a parte direita do tensor terd grau menor que m — deg([v]*).

que [v]

e Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)
tem grau igual deg([v]*), mas V; ndo termina com [v]*, isto é, V; = W;[v]?
com 0 < p < k, entdo esta G-super palavra deve ser menor que [v]*, pois
alguma de suas primeiras super letras deve ser menor que [v]. Note que W;
nao pode ser apenas escrita com group-likes, pois deg([v]¥) = deg(W;[v]P).
Assim esta G-super palavra nao possui tensores da forma g[v]* ® ... .

e Finalmente, se V; = W;[v]*, terfamos que:

(Wi @1+ gu, @Wi+2;a;9(WEWE QW) ([v]@1+ g, @[] +Sbig (Vi) v @ul)*

Usando a féormula da Observacao 4.3.5
A(Wilv]") =

(Wi 1490, @Wirt Bja;g (W W5 QW) ([0] @149, ©[0] +E 809 (1) vip®vjp)-

Desta forma, uma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)
que tem grau deg([v]*), e que é maior ou igual que [v]*, aparece em um tensor
da forma, gy, [v]* @ W;.

&

Fixando ¢ onde V; termina em [v]*, a soma de tensores da forma

o4



gw, [V)f®...em A(T) —T®1 éigual a g, [v]* @ (X;W; +W'), onde W’ é uma
combinacdo linear de elementos da base de grau menor que m — deg([v]¥), e
j percorre o conjunto de todos os indices i tais que V; = W;[v]*, gw. = gw,,
e o grau de W; é m — deg([v]*). Se W; sdo super palavras distintas da base,
entao gw,[v]* @ (3,;W; + W) # 0. Mas gw,[v]* @ (X,;W; + W) nao estd na
decomposicao de gr ® T'. Logo T nao é skew-primitivo, o que é um absurdo.

Portanto existe um V; = [v]*.

O

Lema 4.3.7. Seja T um elemento skew-primitivo, com palavra lider U =
U™, como no Lema 4.5.6. Entio ny = 1, ny =t (se py,u, € uma raiz de
ordem t > 1 da unidade) ou ny = tIP (se a caracteritisca do corpo base for

[>0).

Demonstra¢ao. Vamos reescrever T da seguinte forma:

T=U"+> agV,". .V, (4.3.5)

onde U = [u] é maior que todas as super letras V;, em V; de grau m.

Se k = 1, nao ha mais nada a ser mostrado.

Se k # 1. Suponha por absurdo que € = 1+ py, + p2, + ... + pF-1 #£0.
Considere todos os tensores da forma U*~! ® ... na decomposicao de A(T') —
T ® 1. Tensores desta forma aparecem na decomposi¢ao de A(V;) —V; ® 1
somente se a parte esquerda de alguns de seus tensores tem grau maior que
(k — 1)deg[u], ou degV; < m. Em ambos os casos, a parte direita do tensor
tem grau menor que deg[u].

Calculando o coproduto em U* obtemos:

AU =AU =U@1+g,0U+ ) gusU U/
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Assim temos que uma G-super palavra de grau (k — 1)deg[u], maior ou igual
a UF! seria uma G-super palavra escrita com k — 1 letras U e um ele-
mento group-like. Usando a regra de comutagao (4.1.1) U®g, = p,g.U",
podemos concluir que a soma de tensores da forma g, U* ' ® ... em A(U*) é
g U1 ® (e + W), onde W é uma combinacao linear de G-super palavras de
grau menor que degU. Assim g, U1 ® (e + W) # 0, mas ¢,U* '@ (e + W)
nao pertence a decomposicao de gr ® T'. Logo, T nao é skew-primitivo, ab-
surdo. Portanto ¢ = 0 e assim pF, = 1. Logo, p,, ¢ uma raiz da unidade de
ordem t. Suponha por absurdo que existe ¢ natural onde k£ = tq ou k = tiPq,
sendo que [ # 0 é a caracteristica do corpo base. Faca h =t ou h = ti?,
respectivamente.

Calculando o coproduto em A(U") temos,
U@1+ g, @ U+ Siai9,0U; @ U
Agora usando a férmula da Observagao 4.3.5:
U'®1+ g @ U" + SoBagupy) Uy @ Uy,

onde Uj < U" e degUyj, < degU". Note que tensores da forma U™ ® ... , com
r < m, ndo existem, pois neste caso U" > U". Isso permite considerar U”"
como um tnico bloco, uma formal super letra, isto ¢ {U"}, onde {U"} < U
e {U"} > [v] se u" > v. Assim podemos reescrever T' da seguinte forma:

T = {U"} + Sia;q,V, " ..V

Note que, pry,h = pﬁﬁ =1, e assim, €1 = 1 + Pyhyn +pihuh + ... —|—pigih =

q # 0. Considere os tensores da forma g,»{U"}9! @ ... na decomposicio de
A(T)—T®1. A soma destes tensores resultard em g,»{U"}9 '@ (¢{U"}+W),
onde W é uma combinacao linear de G-super palavras de grau menor que
deg(U™"). Pela hipdtese (x), temos que g,»{U"}t @ (¢{U"} + W) # 0, mas
g U1 @ (¢{U"} + W) nao estd na deconposicao de gr @ T. Logo, T
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nao é skew-primitivo, absurdo. Portanto k =t ou k = t{?.

Observacgao 4.3.8. Suponha por absurdo que 7" = 0. Entao T é skew-

primitivo, e logo podemos escrever
T=U"+3%"aV;,

onde as super palavras Vi, ..., V,, sdao de grau m menor que U", ou G-super
palavras de grau menor que degU". Note que U" é admissivel, logo U ¢é
uma super letra dura. Desta forma nao pode ser decomposta em combinacao
linear de super palavras menores de mesmo grau, e G-super palavras de
grau menor. Mais ainda, como p,, ¢ uma raiz de ordem ¢ da unidade, e
U" é restrita, entdo h é menor que a altura de U. Logo, U" nio pode ser
decomposta em combinacao linear de super palavras menores de mesmo grau,
e G-super palavras de grau menor. Portanto U" # —¥ a;V;, o que é um
absurdo.

A hipétese de indugdo (x) para r = 0 é verdadeira se escolhermos U
como o menor dos geradores a;, uma vez que que os group-like g € G sao

linearmente independentes. Assim o teorema esta provado.

Exemplo 4.3.9. Considere g como uma das nove familias de algebras de Lie
simples: A,,, By, Cy, Dy, Go, Fy, Eg, E7, Eg (ver [6]).

A quantizagio multiparametro U (g) da subélgebra de Borel g™ é uma
algebra de Hopf gerada por skew-primitivos semi-invariantes x1, ..., x, e ele-

mentos group-like gy, ..., g,. US(g) é definida pelas relages

[ i, zg], 2], . Jy25]) =0, 1<i#j<n.
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Pelo Teorema 4.3.1, o conjunto de todas as G-super palavras mondtonas
restritas escritas em super letras duras forma uma base para U (g).

Em particular, seja G5 a dlgebra de Lie simples cuja matriz de Cartan é
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Uf(Gs) possui geradores x1, 72, 91, g2 € relages

dada por:

[[[[21, 22], za), 2], 2] = 0, 21, [21, 22]] = 0.

Novamente pelo Teorema 4.3.1, o conjunto de todas as G-super palavras
monoétonas restritas escritas em super letras duras forma uma base para
US(Gy). Esta base foi calculada por B. Pogorelsky em [8]. Se ¢ ndo é raiz

de 1, entao a lista

[A] = 4,

[B] = [71, 2],

[C] = [[w1, 2], [[21, 2], wo]],
(D] = [[x1, wa], 2],

[E] = [[[x1, wa], 2], ],

[F] = xs.

contém todas as super letras duras de U (Gs), e cada super letra tem altura
infinita. Se supomos xy > x5, entao A > B >C >D > E > F.
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Note que o elemento [[zs], [[x1], [2]]] pode ser decomposto na base de
U (G2) como:

[[a], [[ara]; [wa]]] = @[], [wa]] = parpasll], [wa]lws =

2 2
ToX1To — P12T5T1 — P21P22T1X5 + P21P22P12T2T1 T2 =
(1+ ) — PraT3T — ’
P21P22P12)T2T1T2 — P12Xox1 — P21P22T1T9
Usando as decomposicoes de zox129 € x172 calculadas no Exemplo 3.3.5 ob-
temos o seguinte resultado,

(1 + porpaopi2) (z2[z1, 22] + P12$§$1) - plﬂ'%xl"‘

—papa2([[[71], [22]], [z2]] + (P12 + Prapao)wa[[z1], [22]] + P%zﬁgl"l) =
(1 — parpaaprapez) (2] [[z1], [22]] — parpas|[[71], [22]], [22]] =

(1 — porpaspi2pee) [F][B] — paip2a|D].
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