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Programa de Pós-Graduação em Matemática
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Agradeço à minha famı́lia por todo incentivo e toda confiança. Aos meus

pais, grandes fontes de carinho, inspiração e orgulho. À minha noiva Fran-
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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar que o conjunto de todas G-super

palavras monotónas restritas escritas com super letras duras forma uma base

para a álgebra de Hopf H, onde H é gerada por um conjunto skew-primitivo

semi-invariante {a1, ..., an} e um grupo abeliano G de todos elementos group-

like.

Abstract

The objective of this work is to show that the set of all monotonic res-

tricted G-super-words written with hard super-letters form a basis for the

Hopf algebra H, where H is generated by a skew-primitive semi-invariant set

{a1, ..., an} and an abelian group G of all group-like elements.
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Introdução

Nesta Dissertação, vamos trabalhar com a construção de uma base para

as álgebras de Hopf de caracteres. Este problema é importante pois estas

álgebras constituem uma grande classe estudada dentro da teoria de grupos

quânticos. Estão inclúıdas nesta classe as quantizações das envolventes das

álgebras de Lie e os levantamentos por deformações de álgebras de Nichols

pontuadas ou copontuadas.

O problema da construção desta base será reduzido para tratar elementos

especiais definidos por super letras. O resultado principal, o Segundo teo-

rema, que foi originalmente demonstrado por Kharchenko em [3], pode ser

concebido como um análogo quântico para o teorema de Poincaré-Birkhoff-

Witt das álgebras de Lie, pois pode ser usado para construir bases para

álgebras de Lie quânticas.

No primeiro caṕıtulo, vamos definir o conceito de álgebra, coálgebra e

biálgebra afim de formular a definição de uma álgebra de Hopf. Também

vamos expor alguns exemplos clássicos para facilitar o entendimento dessas

álgebras.

No segundo caṕıtulo, vamos introduzir os conceitos básicos de letra, pa-

lavra e palavra standard, também provaremos os primeiros resultados desta

teoria.

No terceiro caṕıtulo, vamos definir o conceito de super letra, super palavra

e super palavra monótona e ainda provaremos o Primeiro teorema, que afirma

que a álgebra livre k < x1, ..., xn > tem uma base formada por todas as super
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palavras monótonas e escritas com {x1, ..., xn}. Este resultado é devido à

Kharchenko em [3].

No quarto e último caṕıtulo, vamos definir um coproduto na álgebra

G ∗ k < x1, ..., xn > e estendê-lo para super palavras. Também apresenta-

remos as definições de G-super palavra e de álgebra de Hopf de caracteres,

e demonstraremos o Segundo teorema, que afirma que toda álgebra de Hopf

de caracteres possui uma base formada por todas as G-super palavras ad-

misśıveis. Este resultado é devido à Kharchenko em [3].
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo apresentaremos as principais definições usadas no trabalho

e vamos ilustrá-las com alguns exemplos clássicos desta teoria.

1.1 Álgebras de Hopf

Nesta seção introduziremos os conceitos necessários para definir uma álge-

bra de Hopf. Estas definições e resultados são amplamente conhecidos e

podem ser encontrados em [1] e [7].

Seja k um corpo. Denotaremos o produto tensorial sobre k por simples-

mente ⊗.

Definição 1.1.1. Uma k-álgebra é um k-espaço vetorialA com duas aplicações

k-lineares, a multiplicação m : A ⊗ A → A e a unidade u : k → A, tais que

os seguintes diagramas são comutativos:

A⊗ A⊗ A m⊗idA //

idA⊗m

��

A⊗ A

m

��
A⊗ A m

// A

A⊗ A

m

��

k⊗ A

'
%%

u⊗idA
99

A⊗ k

'
yy

idA⊗u
ee

A
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Note que o primeiro diagrama representa a associatividade da multi-

plicação e o segundo a existência de unidade de A, dada por 1A = u(1k).

Exemplo 1.1.2.

1. Sejam k um corpo e (G, .) um grupo multiplicativo, defina

kG =< g \ g ∈ G >k como o k-espaço vetorial de base G. Note que

kG é uma álgebra com o seguinte produto:

m(g ⊗ h) = g.h,

e a seguinte unidade u(1k) = 1G.

Primeiramente vamos mostrar a comutatuvidade do primeiro diagrama,

isto é a associatividade da multiplicação. Note que para verificar a

associatividade, basta mostrar que ela é valida para os elementos da

base pois m é k-linear, no caso da álgebra kG, é suficiente provar a

associatividade para os elementos de G.

Sejam f, g, h ∈ G

m ◦m⊗ id(f ⊗ g ⊗ h) = m(fg ⊗ h) = (fg)h,

m ◦ id⊗m(f ⊗ g ⊗ h) = m(f ⊗ gh) = f(gh),

Usando a associatividade no grupo sabemos que (fg)h = f(gh). Logo,

a multiplicação é associativa.

Agora vamos verificar a validade da comutatividade do segundo dia-

grama, isto é a existencia da unidade. Novamente como u é k-linear, é

suficiente provar para os elementos da base, isto é para G.

m ◦ u⊗ id(1k ⊗ g) = m(u(1k)⊗ g) = m(1G ⊗ g) = 1Gg = g,

m ◦ id⊗ u(g ⊗ 1k) = m(g ⊗ u(1k)) = m(g ⊗ 1G) = g1G = g.
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Assim, u(1k) = 1G é de fato a unidade. Portanto kG é uma álgebra.

2. Seja k um corpo, defina k[x] como o k-espaço vetorial de base {1, x, x2, ...}.
Conhecido como espaço vetorial dos polinômios. Observe que k[x] é

uma álgebra com o seguinte produto,

m(xn ⊗ xm) = xn+m,

onde consideramos 1 = x0. E a seguinte unidade u(1k) = 1.

Vamos mostrar a associatividade,

m ◦m⊗ id(xm ⊗ xn ⊗ xp) = m(xm+n ⊗ xp) = xm+n+p,

m ◦ id⊗m(xm ⊗ xn ⊗ xp) = m(xm ⊗ xn+p) = xm+n+p.

Logo, a multiplicação é associativa.

Agora vamos verificar a existencia da unidade.

m ◦ u⊗ id(1k ⊗ xn) = m(u(1k)⊗ xn) = m(1⊗ xn) = x0+n = xn,

m ◦ id⊗ u(xn ⊗ 1k) = m(xn ⊗ u(1k)) = m(xn ⊗ 1) = xn+0 = xn.

Assim, u(1k) = 1 é de fato a unidade. Portanto k[x] é uma álgebra.

3. Sejam k um corpo, e V =< e1, ..., en >k o k-espaço vetorial de base

B = {e1, ..., en}. Note que V é uma álgebra com o seguinte produto,

m(e1 ⊗ ej) = ej = m(ej ⊗ e1), m(ei ⊗ ej) = 0 ∀i, j 6= 1,

e a seguinte unidade u(1k) = e1.

Vamos mostrar a associatividade. Sejam ei, ej, ep ∈ B.
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Se pelomenos dois dos elementos ei, ej, ep, forem diferentes de e1 então,

m ◦m⊗ id(ei ⊗ ej ⊗ ep) = 0 = m ◦ id⊗m(ei ⊗ ej ⊗ ep).

Se ei = ej = e1 então,

m ◦m⊗ id(ei ⊗ ej ⊗ ep) = ep = m ◦ id⊗m(ei ⊗ ej ⊗ ep).

Se ei = ep = e1 então,

m ◦m⊗ id(ei ⊗ ej ⊗ ep) = ej = m ◦ id⊗m(ei ⊗ ej ⊗ ep).

Se ep = ej = e1 então,

m ◦m⊗ id(ei ⊗ ej ⊗ ep) = ei = m ◦ id⊗m(ei ⊗ ej ⊗ ep).

Logo, a multiplicação é associativa.

Agora vamos verificar a existencia da unidade.

m ◦ u⊗ id(1k ⊗ ei) = m(u(1k)⊗ ei) = m(e1 ⊗ ei) = ei,

m ◦ id⊗ u(ei ⊗ 1k) = m(ei ⊗ u(1k)) = m(ei ⊗ e1) = ei.

Assim, u(1k) = e1 é de fato a unidade. Portanto V é uma álgebra.

Definição 1.1.3. Sejam A e B álgebras com multiplicações mA e mB e

unidades uA e uB, respectivamente. Uma aplicação f : A → B é um homo-

morfismo de álgebras se os seguintes diagramas são comutativos:

11



A⊗ A f⊗f //

mA

��

B ⊗B

mB

��
A

f
// B

k
uA //

uB

��

A

f

��
B

Definição 1.1.4. Dada uma algebra A, um subespaço vetorial B ⊆ A é dito

uma subálgebra se m(B ⊗B) ⊆ B.

Dualizando a definição de álgebra obtemos a definição de coálgebra.

Definição 1.1.5. Uma k-coálgebra é um k-espaço vetorial C com duas

aplicações k-lineares, coproduto ∆ : C → C ⊗C e counidade ε : C → k, tais

que os seguintes diagramas são comutativos:

C ∆ //

∆

��

C ⊗ C

∆⊗idC

��
C ⊗ C

idC⊗∆
// C ⊗ C ⊗ C

C
'

%%

'

yy
∆

��

k⊗ C C ⊗ k

C ⊗ C
ε⊗idC

ee

idC⊗ε

99

Exemplo 1.1.6.

1. Note que kG é uma coálgebra com os seguintes coproduto e counidade:

∆(g) = g ⊗ g e ε(g) = 1k, ∀g ∈ G.

Começaremos mostrando a comutatividade do primeiro diagrama, co-

nhecido como coassociatividade do coproduto. Como ∆ é k-linear, é

suficiente provar a coassociatividade para os elementos da base.

∆⊗ id ◦∆(g) = ∆(g)⊗ g = g ⊗ g ⊗ g,
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id⊗∆ ◦∆(g) = g ⊗∆(g) = g ⊗ g ⊗ g.

Logo, a coassociatividade e válida.

Agora vamos mostrar a existencia da counidade, Como ε é k-linear, é

suficiente provar para os elementos da base.

ε⊗ id ◦∆(g) = ε(g)⊗ g = 1G ⊗ g = ' (g),

id⊗ ε ◦∆(g) = g ⊗ ε(g) = g ⊗ 1G = ' (g).

Portanto kG é uma coálgebra.

2. Observe que k[x] é uma coálgebra com os seguintes coproduto e couni-

dade:

∆(1) = 1⊗ 1, ∆(xn) = (x⊗ 1 + 1⊗ x)n, ∀n > 1,

ε(1) = 1, ε(xn) = 0, ∀n > 1.

Primeiramente note que:

∆⊗ id(∆(xn)) = ∆⊗ id(∆(x))n, id⊗∆((∆(xn)) = id⊗∆(∆(x))n.

Assim, podemos verificar faćılmente a coassociatidade,

∆⊗ id ◦∆(xn) = ∆⊗ id ◦∆(x)n = (x⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ x⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ x)n,

id⊗∆ ◦∆(xn) = id⊗∆ ◦∆(x)n = (x⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ x⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ x)n.

Note ainda que:

ε⊗ id((∆(xn)) = ε⊗ id(∆(x))n, id⊗ ε((∆(xn)) = id⊗ ε(∆(x))n.
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Agora vamos mostrar a comutatividade do diagrama da counidade,

ε⊗ id ◦∆(xn) = (ε(x)⊗ 1 + ε(1)⊗ x)n = (1⊗ x)n = 1⊗ xn = ' (xn),

id⊗ ε ◦∆(xn) = (x⊗ ε(1) + 1⊗ ε(x))n = (x⊗ 1)n = xn ⊗ 1 = ' (xn).

Portanto k[x] é uma coálgebra.

3. Seja C um k-espaço vetorial de base {s, c}. Então, C é uma coálgebra

com os seguintes coproduto e counidade:

∆(s) = s⊗ c+ c⊗ s, ∆(c) = c⊗ c− s⊗ s,

ε(s) = 0, ε(c) = 1.

Vamos mostrar a comutatividade do primeiro diagrama, vamos verificar

primeiro para s,

∆⊗id◦∆(s) = ∆⊗id(s⊗c+c⊗s) = s⊗c⊗c+c⊗s⊗c+c⊗c⊗s−s⊗s⊗s,

id⊗∆◦∆(s) = id⊗∆(s⊗c+c⊗s) = s⊗c⊗c+c⊗s⊗c+c⊗c⊗s−s⊗s⊗s.

Agora vamos verificar para c,

∆⊗id◦∆(c) = ∆⊗id(c⊗c−s⊗s) = c⊗c⊗c−c⊗s⊗s−s⊗s⊗c−s⊗c⊗s,

id⊗∆◦∆(c) = id⊗∆(c⊗c−s⊗s) = c⊗c⊗c−c⊗s⊗s−s⊗s⊗c−s⊗c⊗s.

Agora vamos mostrar a comutatividade do diagrama da counidade,

ε⊗ id◦∆(s) = ε⊗ id(s⊗c+c⊗s) = ε(s)⊗c+ε(c)⊗s = 1⊗s = ' (s),

id⊗ε◦∆(s) = id⊗ε(s⊗c+c⊗s) = s⊗ε(c)+c⊗ε(s) = s⊗1 = ' (s).
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ε⊗ id◦∆(c) = ε⊗ id(c⊗c−s⊗s) = ε(c)⊗c−ε(s)⊗s = 1⊗c = ' (c),

id⊗ε◦∆(c) = id⊗ε(c⊗c−s⊗s) = c⊗ε(c)−s⊗ε(s) = c⊗1 = ' (c).

Assim fica provado que C é uma coálgebra.

Definição 1.1.7. Sejam C e D coálgebras com comultiplicações ∆C e ∆D

e counidades εC e εD, respectivamente. Uma aplicação f : C → D é um

homomorfismo de coálgebras se os seguintes diagramas são comutativos:

C
f //

∆C

��

D

∆D

��
C ⊗ C

f⊗f
// D ⊗D

C
f //

εC

��

D

εD

��
k

Observação 1.1.8.

1. Notação de Sweedler:

Usaremos a seguinte notação (conhecida como notação de Sweedler)

para expressar o coproduto de um elemento c ∈ C:

∆(c) = c1 ⊗ c2, ∆n(c) = c1 ⊗ . . .⊗ cn+1.
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2. Produto tensorial de álgebras:

Sejam A e B duas k-álgebras. O k-espaço vetorial A ⊗ B é uma k-

álgebra com a seguinte estrutura:

mA⊗B :(A⊗B)⊗ (A⊗B)→ A⊗B uA⊗B :k→ A⊗B

(a⊗ b)⊗ (a′ ⊗ b′)→ aa′ ⊗ bb′ 1k → 1A ⊗ 1B

3. Produto tensorial de coálgebras:

Sejam C e D duas k-coálgebras. O k-espaço vetorial C ⊗ D é uma

k-coálgebra com a seguinte estrutura:

∆C⊗D :C ⊗D → (C ⊗D)⊗ (C ⊗D) εC⊗D :C ⊗D → k

c⊗ d→ (c1 ⊗ d1)⊗ (c2 ⊗ d2) c⊗ d→ εC(c)εD(d)

4. Um corpo k é uma k-álgebra e uma k-coálgebra, com a seguinte estru-

tura:

mk :k⊗ k→ k uk :k→ k

a⊗ b→ ab 1k → 1k

∆k :k→ k⊗ k εk :k→ k

a→ a.1k ⊗ 1k 1k → 1k

Mais detalhes sobre estas observações podem ser encontradas em [1] caṕıtulos

um e quatro.
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Proposição 1.1.9. Seja B um k-espaço vetorial, onde existem aplicações

k-lineares m : B ⊗ B → B, u : k → B, ∆ : B → B ⊗ B e ε : B → k

tais que (B,m, u) é uma álgebra, (B,∆, ε) é uma coálgebra. As seguintes

afirmações são equivalentes:

1. ∆ e ε são homomorfismos de álgebras,

2. m e u são homomorfismos de coálgebras.

Demonstração. Ver [[1], Proposição 4.1.1].

Definição 1.1.10. Um k-espaço vetorial B é dito uma biálgebra se existem

aplicações k-lineares m : B⊗B → B, u : k→ B,∆ : B → B⊗B e ε : B → k

tais que (B,m, u) é uma álgebra, (B,∆, ε) é uma coálgebra e vale uma das

seguintes condições (equivalentes), chamadas de compatibilidade.:

1. ∆ e ε são homomorfismos de álgebras,

2. m e u são homomorfismos de coálgebras.

Exemplo 1.1.11.

1. Note que kG é uma biálgebra com os seguintes produto, unidade, co-

produto e counidade:

m(g ⊗ h) = g.h, u(1k) = 1k1G,

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1 ∀g ∈ G.

Sabemos que kG é uma álgebra e uma coálgebra, vamos mostrar que ∆

e ε são homomorfismos de álgebras. Começaremos pela comutatividade

do primeiro diagrama:
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Sejam f, g ∈ G

∆ ◦mkG(f ⊗ g) = ∆(fg) = fg ⊗ fg = (f ⊗ f).(g ⊗ g) =

= ∆(f) .∆(g) = mkG⊗kG ◦∆⊗∆(f ⊗ g).

ε ◦mkG(f ⊗ g) = ε(fg) = 1k = 1k.1k =

= ε(f) . ε(g) = mk ◦ ε⊗ ε(f ⊗ g).

Agora vamos mostrar a comutatividade do segundo diagrama:

∆ ◦ u(1k) = ∆(1kG) = 1kG ⊗ 1kG = ukG⊗kG(1k).

ε ◦ u(1k) = ε(1kG) = 1k = uk(1k).

Portanto kG é uma biálgebra.

2. Observe que k[x] é uma biálgebra com os seguintes produto, unidade,

coproduto e counidade:

m(xn ⊗ xm) = xn+m, u(1k) = 1,

∆(1) = 1⊗ 1, ∆(xn) = (x⊗ 1 + 1⊗ x)n, ∀n > 1,

ε(1) = 1, ε(xn) = 0, ∀n > 1.

Sabemos que k[x] é uma álgebra e uma coálgebra, vamos mostrar que ∆

e ε são homomorfismos de álgebras. Começaremos pela comutatividade

18



do primeiro diagrama:

∆ ◦mk[x](x
n ⊗ xm) = ∆(xm+n) = (x⊗ 1 + 1⊗ x)n+m =

(x⊗ 1 + 1⊗ x)n(x⊗ 1 + 1⊗ x)m =

∆(xn)∆(xm) = mk[x]⊗k[x] ◦∆⊗∆(xn ⊗ xm).

Sejam m e n números naturais, onde pelomenos um deles é diferente

de zero.

ε ◦mk[x](x
n⊗ xm) = ε(xm+n) = 0 = ε(xn)ε(xm) = mk ◦ ε⊗ ε(xn⊗ xm).

ε ◦mk[x](1⊗ 1) = ε(1) = 1k = ε(1)ε(1) = mk ◦ ε⊗ ε(1⊗ 1).

Agora vamos mostrar a comutatividade do segundo diagrama:

∆ ◦ u(1k) = ∆(1k[x]) = 1k[x] ⊗ 1k[x] = uk[x]⊗k[x](1k).

ε ◦ u(1k) = ε(1k[x]) = 1k = uk(1k).

Portanto kG é uma biálgebra.

3. Seja Q[
√

2] = {a+ b
√

2\a, b ∈ Q} o Q-espaço vetorial de base {1,
√

2}.

Note que, Q[
√

2] é uma álgebra com a unidade 1Q[
√

2] = 1Q e com o

produto

(a+ b
√

2).(c+ d
√

2) = ac+ 2bd+ (ad+ bc)
√

2.

Além disso, Q[
√

2] também é uma coálgebra com os seguintes coproduto
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e counidade:

∆(1) = 1⊗ 1, ∆(
√

2) =
√

2⊗ 1 + 1⊗
√

2

ε(1) = 1, ε(
√

2) = 0,

No entanto, Q[
√

2] não possui nenhuma estrutura de biálgebra com-

pat́ıvel com sua estrutura de álgebra. Suponha por absurdo que existe

um ε homomorfismo de álgebras. Desta forma teŕıamos ε(1) = 1 e

ε(
√

2) = x ∈ Q. Observe que ε(2) = ε(2.1) = 2ε(1) = 2.1 = 2, mas por

outro lado temos que ε(2) = ε(
√

2.
√

2) = ε(
√

2)2. Assim, conclúımos

que ε(
√

2)2 = 2, isto é ε(
√

2) = ±
√

2. Absurdo, pois ±
√

2 não pertence

a Q.

Definição 1.1.12. Sejam C uma coálgebra e c ∈ C.

1. Dizemos que c é um elemento group-like se ∆(c) = c⊗ c e ε(c) = 1. O

conjunto de todos os elementos group-like de C é denotado por G(C).

2. Para g, h ∈ G(C), c é dito (g, h)-primitivo se ∆(c) = c ⊗ g + h ⊗ c e

ε(c) = 0. Além disso, c é dito skew-primitivo se ∆(c) = c⊗ 1 + g ⊗ c.

Exemplo 1.1.13.

1. Todos os elementos de G em kG são group-likes. Mais ainda temos que

G(kG) = G.

2. Note que 1 ∈ k[x] é group-like, e x ∈ k[x] é skew-primitivo.

Definição 1.1.14. Sejam V e W dois k-espaços vetoriais. Definimos

Homk(V,W ) como o conjunto de todas as aplicações k-lineares definidas

em V com imagens em W . Denotaremos Homk(V,k) por V ∗. Seja B uma

base de V , dado v ∈ B, denotamos por v∗ : V → k a aplicação k-linear

definida por v∗(u) = δv,u para todo u ∈ B.
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Definição 1.1.15. Sejam (C,∆, ε) uma coálgebra e (A,m, u) uma álgebra.

Definimos no conjunto Homk(C,A) uma estrutura de álgebra em que a uni-

dade é dada por uε e a multiplicação é dada pelo produto convolução ∗:

f ∗ g = m ◦ (f ⊗ g) ◦∆

para todo f, g ∈ Homk(C,A).

Usando a notação de Sweedler temos:

(f ∗ g)(c) = f(c1)g(c2)

para todo f, g ∈ Homk(C,A) e c ∈ C.

Para ver a demonstração de que Homk(C,A) é uma álgebra consulte [1]

seção 4.2.

Definição 1.1.16. Seja (H,m, u,∆, ε) uma biálgebra. Dizemos que H é uma

álgebra de Hopf se existe um elemento S ∈ Homk(H,H) que é o inverso de

idH com relação ao produto convolução ∗, isto é:∑
S(h1)h2 = ε(h)1H =

∑
h1S(h2)

para todo h ∈ H. A aplicação S é chamada ant́ıpoda de H.

Exemplo 1.1.17.

1. Note que kG é uma álgebra de Hopf com os seguintes produto, unidade,

coproduto, counidade e ant́ıpoda, respectivamente:

m(g ⊗ h) = g.h, u(1k) = 1k1G,

∆(g) = g ⊗ g, ε(g) = 1, ∀g ∈ G,

S(g) = g−1, ∀g ∈ G.
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Sabemos que kG é uma biálgebra, resta apenas mostrar que S(g) = g−1

é de fato uma ant́ıpoda. Dado g ∈ G

(S ∗ id)(g) = S(g)g = g−1g = 1G,

(id ∗ S)(g) = gS(g) = gg−1 = 1G.

Assim, S é a ant́ıpoda. Portanto kG é uma álgebra de Hopf.

2. Observe que k[x] é uma álgebra de Hopf com os seguintes produto,

unidade, coproduto, counidade e ant́ıpoda, respectivamente:

m(xn ⊗ xm) = xn+m, u(1k) = 1.

∆(1) = 1⊗ 1, ∆(xn) = (x⊗ 1 + 1⊗ x)n, ∀n > 1,

ε(1) = 1, ε(xn) = 0, ∀n > 1,

S(1) = 1, S(xn) = (−1)nxn, ∀n > 1.

Sabemos que k[x] é uma biálgebra, resta apenas mostrar que S é de

fato uma ant́ıpoda.

(S ∗ id)(xn) = (S(x)1 + S(1)x)n = 0,

(id ∗ S)(xn) = (S(1)x+ S(x)1)n = 0.

Assim, S é a ant́ıpoda. Portanto k[x] é uma álgebra de Hopf.

Vamos apresentar mais alguns exemplos de álgebras de Hopf que podem

ser encontrados com mais detalhes em [1] seção 4.3.

3. Sejam k um corpo e (G, .) um grupo multiplicativo. Note que

kG∗ = Homk(kG,k) é um k-espaço vetorial de base G∗.
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Note que kG∗ é uma álgebra de Hopf com a seguinte extrutura:

Dados g, h ∈ G,

m(g∗ ⊗ h∗) = δg,hg
∗, u(1k) =

∑
g∈G

g∗ = 1kG∗

∆(g∗) =
∑
h∈G

h∗ ⊗ (h−1g)∗, ε(g∗) = δ1G,g

S(g∗) = (g−1)∗

4. Seja k um corpo com caracteŕıstica diferente de dois. Definimos a

álgebraH4 =< 1, x, c, xc >, conhecida como álgebra de Sweedler através

das seguintes relações:

x2 = 1, c2 = 0, cx = −xc.

Além disso, a álgebra de Sweedler possui uma estrutura de álgebra de

Hopf dada por:

u(1k) = 1, m(x⊗ x) = 1, m(c⊗ c) = 0, m(c⊗ x) = −m(x⊗ c),

∆(1) = 1⊗1, ∆(x) = x⊗x, ∆(c) = x⊗c+c⊗1, ∆(xc) = 1⊗xc+xc⊗x,

ε(1) = 1, ε(x) = 1, ε(c) = 0, ε(xc) = 0,

S(1) = 1, S(x) = x, S(c) = −xc, S(xc) = −c.

Agora vamos apresentar um exemplo de um biálgebra que não é uma

álgebra de Hopf.

5. Seja (M, .) um monóide, defina kM =< m \m ∈ M >k como o k-

espaço vetorial de base M . Observe que kM é uma biálgebra com os
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seguintes produto, unidade, coproduto e counidade, respectivamente:

m(m⊗ n) = m.n, u(1k) = 1k1M ,

∆(m) = m⊗m, ε(m) = 1k ∀m ∈M.

Mas M não é uma álgebra de Hopf. De fato, seja c ∈ M um elemento

que não possui inverso. Suponha por absurdo que M tem uma ant́ıpoda

S. Assim, S(c)c = ε(c)1 = 1k1 = 1 e cS(c) = ε(c)1 = 1k1 = 1.

Absurdo, pois neste caso S(c) seria o elemento inverso de c.

24



Caṕıtulo 2

Palavras standard

Neste caṕıtulo vamos definir uma palavra standard, e provar os primeiros

resultados desta teoria.

2.1 Definições básicas

Nesta seção, apresentaremos algumas definições que serão necessárias no

restante deste trabalho. Estas definições também podem ser encontradas em

[3].

Definição 2.1.1. Chamamos de alfabeto um conjunto finito {x1, ..., xn}.

Definição 2.1.2. Chamamos de letra um elemento do alfabeto.

Definição 2.1.3. Chamamos de palavra uma lista finita de letras.

Definição 2.1.4. Sejam u = xi1xi2 ...xin e v = xj1xj2 ...xjm palavras. Defini-

mos o produto de u por v como uv = xi1 ...xinxj1 ...xjm .

Definição 2.1.5. A palavra u é dita começo de v se existe uma palavra w

tal que v = uw.
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Definição 2.1.6. A palavra u é dita final de v se existe uma palavra w tal

que v = wu.

Definição 2.1.7. Definimos a ordem lexicográfica da seguinte forma, dado

um alfabeto totalmente ordenado x1 > x2 > ... > xn, duas palavras u =

xi1xi2 ...xin e v = xj1xj2 ...xjm são comparadas avaliando o primeiro par de

letras xik e xjk onde xik 6= xjk . Se xik > xjk então u > v. Se xik < xjk então

u < v. Se u é o começo de v então u > v.

Definição 2.1.8. O comprimento da palavra u é o número de letras de u.

Denotaremos o comprimento de u por L(u).

Definição 2.1.9. A palavra u é dita standard se para quaisquer duas pala-

vras u1 e u2, onde u = u1u2, temos que u > u2u1.

Observação 2.1.10. Ao longo deste trabalho consideraremos uma palavra

como um produto finito de letras. Denotamos a palavra xixi por x2
i , analo-

gamente, xi . . . xi︸ ︷︷ ︸
n−vezes

= xni .

Exemplo 2.1.11. Considere o alfabeto {x1, x2, x3} com x1 > x2 > x3, e as

seguintes palavras escritas com esse alfabeto:

u = x3
1x3x2, v = x2

1, w = x1x3x2

Note que v é um começo de u, w é um fim de u, vw = u e ainda u é uma

palavra standard.

Note também que L(u) = 5, L(v) = 2, L(w) = 3 e ainda v > u > w.
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2.2 Primeiros resultados

Nesta seção, provaremos os primeiros resultados sobre palavras standard,

que será o ferramental básico para o desenvolvimento deste trabalho. Estes

resultados podem ser encontrados em [3].

Proposição 2.2.1. Sejam u e v duas palavras onde v não é o começo de u

e u < v. Então uw < vt, para quaisquer palavras w e t.

Demonstração. Sejam u = xi1 ...xin , v = xl1 ...xlp , w = xj1 ...xjm , t = xk1 ...xkq .

Como u < v, temos que existem letras xir e xlr onde xir < xlr com r ≤ n

e r ≤ p. Note que uw = xi1 ...xir ...xinxj1 ...xjm e vt = xl1 ...xlr ...xlpxk1 ...xkq .

Portanto uw < vt.

�

Proposição 2.2.2. Sejam u e v duas palavras, onde u < v. Então vale que

wu < wv para qualquer palavra w.

Demonstração. Se v é o começo de u, então wv é o começo de wu. Logo

wu < wv. Se v não é o começo de u, sejam u = xi1 ...xin , v = xl1 ...xlp ,

w = xj1 ...xjm . Como u < v, temos que existem letras xir e xlr onde

xir < xlr com r ≤ n e r ≤ p. Note que wu = xj1 ...xjmxi1 ...xir ...xin e

wv = xj1 ...xjmxl1 ...xlr ...xlp . Portanto wu < wv.

�

Lema 2.2.3. Seja u = wv uma palavra standard. Então v não é começo de

u.

Demonstração. Suponha por absurdo que v é o começo de u, ou seja, existe

uma palavra s tal que u = vs.
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Como wv = u = vs > sv, temos que wv e sv tem mesmo comprimento.

Assim wv e sv diferem já em alguma de suas L(w) = L(s) primeiras letras,

e portanto w > s. Por outro lado, vs = u = wv > vw, o que implica que

s > w. Absurdo, portanto v não é o começo de u.

�

Proposição 2.2.4. Uma palavra u é standard se e somente se ela é maior

que qualquer um dos seus finais.

Demonstração. Se a palavra u é standard e u = u1u2 então u1u2 > u2u1.

Pelo Lema 2.2.3, u2 não é começo de u, assim, u = u1u2 e u2u1 diferem já em

alguma de suas primeiras L(u2) letras. Portanto u > u2. Reciprocamente, se

u = u1u2 e u > u2 então pela Proposição 2.2.1 u > u2u1.

�

Proposição 2.2.5. Se as palavras u e v são standard e u > v, então uk > v

para todo k ≥ 1.

Demonstração. Se u não é começo de v, então o resultado segue da Pro-

posição 2.2.1. Se u for começo de v, suponha v = uhv1 onde u não é começo

de v1. Se h ≥ k então uk > v pois uk é começo de v. Se h < k, note

que v1 < v < u, e assim, v = uhv1 < uhu. Logo, pela Proposição 2.2.1,

v < uh+1uk−h−1 = uk.

�
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Proposição 2.2.6. Se u e v são palavras standard onde u = u1u2 e u2 > v,

então uv > u1v e uv > u2v.

Demonstração. Como u é standard, então, segue da Proposição 2.2.4 que

u > u2. Logo, pela Proposição 2.2.1 temos que uv > u2v. Se u2 não é o

começo de v, como u2 > v temos u2v > v. Assim, pela Proposição 2.2.2,

uv = u1u2v > u1v. Se u2 é um começo de v escrevemos v = uk2v1, onde u2

não é o começo de v1. Pela Proposição 2.2.4, temos que v = uk2v1 > uk−1
2 v1,

e assim, u2v > u2u
k−1
2 v1 = uk2v1 = v. Portanto uv = u1u2v > u1v.

�
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Caṕıtulo 3

Uma base para a álgebra

k<x1, ..., xn>

Neste caṕıtulo provaremos o Primeiro teorema que afirma que a álgebra

k< x1, ..., xn > possui uma base formada pelo conjunto de todas as super

palavras monótonas.

3.1 Polinômios quânticos

Nesta seção vamos apresentar as definição de variável quântica e demons-

traremos algumas identidades do skew-comutador. Estas definições e resul-

tados podem ser encontrados em [3].

Observação 3.1.1. Todo polinômio f em variáveis não comutativas {x1, ..., xn}
e coeficientes em um corpo k é uma combinação linear de palavras vi escritas

com as letras {x1, ..., xn}, isto é, f = Σiaivi com ai ∈ k.

Definição 3.1.2. A maior palavra vi de f = Σiaivi é chamada de palavra

ĺıder de f , e denotada por f̂ .
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Definição 3.1.3. Um polinômio f = Σiaivi é dito homogêneo se todas as

palavras vi tem mesmo comprimento.

Proposição 3.1.4. Sejam f = Σiaivi e g = Σjbjuj polinômios como na

Observação 3.1.1. Se f̂ não é o começo de nenhuma outra palavra de f ,

então f̂ g = f̂ ĝ.

Demonstração. Note que f̂ > vi, para todo vi 6= f̂ . Então, f̂ ĝ > viuj com

vi 6= f̂ , ou seja, f̂ ĝ é a palavra ĺıder de fg.

�

Corolário 3.1.5. Sejam f e g polinômios como na Observação 3.1.1. Se f

for homogêneo, então f̂ g = f̂ ĝ.

Demonstração. Note que, como f é homogêneo, f̂ não pode ser o começo de

nenhuma palavra distinta dela mesma.

�

Definição 3.1.6. Seja G um grupo, uma função χ : G→ k \ {0} é dita um

caracter do grupo G se χ é um homomorfismo de grupos.

Definição 3.1.7. Dizemos que x é uma variável quântica se um elemento g

de um grupo abeliano G e um caracter χ : G→ k \ {0}, que serão denotados

por gx e χx, estão associados a x.

Definição 3.1.8. Seja X = {x1, ..., xn} um conjunto de variáveis quânticas.

Uma palavra u é um monômio com variáveis em X. Para cada palavra u

em X denotamos por gu o elemento de G obtido de u substituindo cada xi

por gi = gxi . Da mesma maneira denotamos por χu o caracter obtido de u

substituindo cada xi por χi = χx
i
.

Com estes conceitos podemos definir um polinômio quântico.
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Definição 3.1.9. Um polinômio quântico é um polinômio em variáveis quânti-

cas.

Observação 3.1.10. Denotamos χu(gv) por p(u, v) = puv. Note que como

χ é um homomorfismo de grupos as seguintes igualdades puv,w = puwpvw e

pu,vw = puvpuw são verdadeiras.

Definição 3.1.11. Definimos um skew-comutador bilinear sobre o conjunto

de todos os polinômios quânticos pela fórmula:

[u, v] = uv − puvvu

Exemplo 3.1.12. Considere as seguintes palavras, u = x3x1 e v = x1x2.

Logo:

gu = g3g1, χu = χ3χ1

gv = g1g2, χv = χ1χ2

Sendo assim, podemos calcular [u, v].

[u, v] = uv − puvvu

= uv − χu(gv)vu

= uv − χ3χ1(g1g2)vu

= uv − χ3(g1g2)χ1(g1g2)vu

= uv − χ3(g1)χ3(g2)χ1(g1)χ1(g2)vu

= uv − p31p32p11p12vu

= x3x
2
1x2 − p31p32p11p12x1x2x3x1.

Proposição 3.1.13. Sejam u, v e w palavras. São válidas as seguintes

identidades:
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[uv, w] = u[v, w] + pvw[u,w]v,

[u, vw] = [u, v]w + puvv[u,w],

[[u, v], w] = [u, [v, w]] + p−1
wv[[u,w], v] + (pvw − p−1

wv)[u,w]v.

Demonstração. Começaremos demonstrando a primeira identidade.

[uv, w] = uvw − puv,wwuv = uvw − puwpvwwuv =

= uvw − pvwuwv + pvwuwv − puwpvwwuv = u[v, w] + pvw[u,w]v.

De forma similar demonstramos a segunda identidade.

[u, vw] = uvw − pu,vwvwu = uvw − puvpuwvwu =

= uvw − puvvuw + puvvuw − puvpuwvwu = [u, v]w + puvv[u,w].

Para demonstrar a última identidade, vamos mostrar que:

[[u, v], w]− [u, [v, w]] = p−1
wv[[u,w], v] + (pvw − p−1

wv)[u,w]v.

Por um lado temos que,

[[u, v], w]− [u, [v, w]] = [uv − puvvu, w]− [u, vw − pvwwv] =

= [uv, w]− puv[vu, w]− [u, vw] + pvw[u,wv] =

= uvw − puv,wwuv − puvvuw + puvpvu,wwvu+

− uvw + pu,vwvwu+ pvwuwv − pvwpu,wvwvu =

= −puv,wwuv − puvvuw + pu,vwvwu+ pvwuwv.
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Por outro lado,

p−1
wv[[u,w], v] + (pvw − p−1

wv)[u,w]v = p−1
wv([[u,w], v] + pwvpvw[u,w]v − [u,w]v) =

= p−1
wv([uw − puwwu, v] + pwvpvw(uw − puwwu)v − (uw − puwwu)v) =

= p−1
wv(uwv − puw,vvuw − puwwuv + puwpwu,vvwu+

+ pwvpvwuwv − pwvpvwpuwwuv − uwv + puwwuv) =

= −puv,wwuv − puvvuw + pu,vwvwu+ pvwuwv.

Logo, a igualdade é verdadeira.

�

3.2 Super palavras e super letras

Nesta seção vamos apresentar as definições de super letra e super palavra

monótona e provaremos alguns resutados importantes para a demonstração

do Primeiro teorema que será provado no proxima seção. Estas definições e

resultados podem ser encontrados em [3].

Definição 3.2.1. Uma palavra não associativa é uma palavra onde colchetes

[, ] 3.1.11 definem como deve ser aplicada a multiplicação entre as letras desta

palavra.

Observação 3.2.2. Considere o alfabeto {x1, ..., xn}, quando considerarmos

uma letra xi como uma palavra não associativa, escreveremos ela desta forma

[xi].

Exemplo 3.2.3. Considere o alfabeto {x1, x2, x3}, e a seguinte palavra es-

crita com esse alfabeto, x3x1x2. Apartir desta palavra podemos formar duas
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palavras não associativa distintas:

[[[x3], [x1]], [x2]], [[x3], [[x1], [x2]]].

Definição 3.2.4. O conjunto de todas as palavras não associativas é definido

por:

1. Todas as letras são palavras não associativas.

2. Se [u1] e [u2] são palavras não associativas então [u] = [[u1], [u2]] é uma

palavra não associativa.

3. Não existem outras palavras não associativas.

Observação 3.2.5. Se [u] denota uma palavra não associativa, denotamos

por u a palavra associativa obtida de [u] removendo os colchetes. Note que

cada palavra não associativa [u] gera uma única palavra associativa u, mas

a partir de uma palavra associativa podemos obter mais de uma palavra não

associativa.

Exemplo 3.2.6. Por definição [x1], [x2] e [x3] são palavras não associativas.

Logo,

[[x1], [x2]] = x1x2 − p1,2x2x1

também é uma palavra não associativa. Assim como,

[[x3], [[x1], [x2]]] = x3[[x1], [x2]]− p3,12[[x1], [x2]]x3 =

= x3(x1x2 − p12x2x1)− p31p32(x1x2 − p12x2x1)x3 =

= x3x1x2 − p12x3x2x1 − p31p32x1x2x3 + p31p32p12x2x1x3,

é uma palavra não associativa.
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Definição 3.2.7. Uma palavra não associativa [u] é dita standard se:

1. A palavra u é standard.

2. Se [u] = [[u1], [u2]] então [u1] e [u2] são palavras não associativas stan-

dard.

3. Se [u] = [[[u1], [u2]], [u3]], então u2 ≤ u3.

Exemplo 3.2.8. Note que a palavra não associativa [[x3], [[x1], [x2]]] do

exemplo anterior não é standard, pois x3x1x2 não é standard. A palavra

não associativa [[[x1], [x2]], [x3]] também não é standard pois x2 > x3. Con-

tudo, a palavra [[[x1], [x3]], [x2]] verifica os três itens da definição.

1. x1x3x2 é standard.

2. x1x3 e x2 são palavras standard.

3. x3 < x2.

Teorema 3.2.9. (Teorema de Shirshov) Toda palavra standard u possui um

único alinhamento de colchetes tal que a palavra não associativa [u] é stan-

dard.

Demonstração. Ver [[9], Lema1].

�

Exemplo 3.2.10. Considere a palavra standard u = x1x3x2. Temos dois

posśıveis alinhamentos de colchetes:

[[[x1], [x3]], [x2]], [[x1], [[x3], [x2]]].

O primeiro alinhamento é a palavra não associativa standard do exemplo

anterior. O segundo alinhamento não é standard pois x3x2 não é standard.
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Observação 3.2.11. O Teorema de Shirshov, combinado com a definição de

palavras não associativas e palavras não associativas standard, implica que

cada palavra standard u 6= xi tem uma decomposição u = vw, onde v e w

são standard.

Definição 3.2.12. Uma super letra é um polinômio igual a uma palavra

standard não associativa. Uma super palavra é uma palavra em super letras.

Exemplo 3.2.13. Um exemplo de super letra [w] é a palavra não associativa

standard do exemplo anterior:

[w] = [[[x1], [x3]], [x2]] = [x1x3, [x2]]− p13[x3x1, [x2]] =

= x1x3x2 − p12p32x2x1x3 − p13x3x1x2 + p13p32p12x2x3x1.

Definição 3.2.14. A constituição de uma super letra W = [w] é a sequência

de inteiros (m1, ...,mn), onde mi é o grau da letra xi em w.

Observação 3.2.15. Como G é comutativo, os elementos gu e os caracte-

res χu são os mesmos para todas as palavras de uma mesma constituição.

Portanto para as super letras, g[u] = gu, χ
[u] = χu e p([v], [w]) = pvw, são

unicamente definidos.

Proposição 3.2.16. A super letra [u] é um polinômio homogêneo com pala-

vra ĺıder u que aparece com coeficiente 1.

Demonstração.

Faremos indução sobre comprimento de u. Se u = xi, então [u] = xi. Logo

[u] é homogêneo e sua palavra ĺıder é xi com coeficiente 1. Se L(u) = n > 1,

podemos escrever [u] = [[v], [w]]. Assim [u] = [v][w] − p[v][w][w][v] e pela

hipótese de indução [v] e [w] são polinômios homogêneos com palavras ĺıder

v e w, respectivamente. Pelo Corolário 3.1.5, as palavras ĺıder de [v][w] e
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[w][v] são vw e wv respectivamente. Como u = vw é standard, então u > wv.

Logo, u é a palavra ĺıder de [u] com coeficiente 1.

�

A Proposição 3.2.16 permite definir uma ordem para as super letras, a

partir de sua palavra ĺıder.

Definição 3.2.17. Sejam [u] e [v] super letras. Dizemos que [u] > [v] se e

somente se u > v. A ordem das super letras é estendida de forma lexicográfica

para as super palavras.

Definição 3.2.18. Uma super palavra W é dita monótona se é da forma

W = [w1]k1 [w2]k2 ...[wn]kn , (3.2.1)

onde w1 < w2 < ... < wn.

Proposição 3.2.19. Dadas duas super palavras monótonas W = [w1]k1 ...[wn]kn

e V = [v1]q1 ...[vm]qm, então W > V se e somente se w = wk11 w
k2
2 ...w

kn
n é maior

que v = vq11 v
q2
2 ...v

qm
m . Mais ainda, a palavra ĺıder de W é w que aparece com

coeficiente 1.

Demonstração.

Se w > v então w1 ≥ v1 ou v1 é o começo de w1. Suponha por absurdo

que v1 é o começo de w1, ou seja v1 6= w1. Pela Proposição 2.2.5 temos

que vk11 > w1, logo vk11 é o começo de w1 pois w > v. Neste caso podemos

escrever w1 = vk11 w
′. Mas v2 > v1 > w1 > w′, assim, w1 < vk11 v

k2
2 . Portanto,

w = vk11 v
k2
2 w

′′ pois w > v. Indutivamente podemos concluir que w1 < v,

o que é um absurdo. Logo w1 ≥ v1. Podemos assumir w1 > v1, pois caso

w1 = v1 passamos ao primeiro par de super letras distintas e fazemos a mesma

análise. Portanto [w1] > [v1], ou seja, W > V .
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Reciprocamente, se W > V temos que [w1] ≥ [v1]. Como acima, po-

demos assumir [w1] > [v1]. Se w1 não é o começo de v1, pela Proposição

2.2.1 temos que w > v. Se w1 é o começo de v1, podemos escrever v1 como

v1 = wk11 ...w
l
s ou (wk11 w

k2
2 ...w

ks−1

s−1 )wlsv
′
1 onde ws não é o começo de v′1. Seja

v1 = (wk11 w
k2
2 ...w

ks−1

s−1 )wlsv
′
1, pela Proposição 2.2.4, temos v′1 < v1 < w1 < ws,

ou seja, v′1 < ws. Pelas Proposições 2.2.1 e 2.2.2, conclúımos que

w > v. Supondo v1 = wk11 ...w
l
s, como v1 é standard, podemons concluir

que w1 ≥ ws. Absurdo, pois W é monótona. Pelo Corolário 3.1.5, a palavra

ĺıder de W = [w1]k1 [w2]k2 ...[wn]kn é w = wk11 w
k2
2 ...w

kn
n .

�

3.3 Primeiro teorema

Nesta seção provaremos o Primeiro teorema, que afirma que a álgebra li-

vre k < x1, ..., xn > tem uma base formada por todas as super palavras

monótonas e escritas com {x1, ..., xn}, originalmente demonstado por Khar-

chenko em [3].

Lema 3.3.1. Sejam u e v palavras standard com u > v. Então o polinômio

[[u], [v]] é uma combinação linear de super palavras escritas com super letras

[wi], onde [v] < [wi] < [u] e wi ≤ uv. Mais ainda, a constituição de cada

somando na combinação linear é igual à constituição de uv.

Demonstração. Se [[u], [v]] é standard, então [[u], [v]] é uma super letra [w]

com w = uv, assim, v < w < u como requer o lema. Se u = xi e v = xj, então

[[u], [v]] será standard, recaindo no caso anterior. Façamos indução sobre

L(uv). Suponha que o lema é verdadeiro para palavras u′ e v′ satisfazendo

as hipóteses e com L(u′v′) < m. Sejam u e v de acordo com as hipóteses

e ainda com L(u) ≥ L(v) e L(uv) = m. Se [[u], [v]] não é standard, isto é,

[u] = [[u1], [u2]] com u2 > v, então u1 > u > u2 > v.
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Sejam [u1] = U1, [u2] = U2 e [v] = V . Usando a Proposição 3.1.13 temos

que:

[[U1, U2], V ]=[U1, [U2, V ]]+p−1
v,u2

[[U1, V ], U2]+(pu2,v−p−1
v,u2

)[U1, V ]U2 (3.3.1)

Pela hipótese de indução,

[U2, V ] = ΣjbjΠl[sjl],

onde u2 > u2v ≥ sjl > v. Pela Proposição 2.2.6, uv > u2v ≥ sjl, como

requerido no lema, e assim,

[U1, [U2, V ]] = [U1,ΣjbjΠl[sjl]] = ΣjbjΠl[U1, [sjl]].

Note que u1 > u > u2 > sjl e também que L(sjl) ≤ L(u2v). Logo, pela

hipótese de indução, temos que

[U1, [sjl]] = ΣpbpΠq[tpq],

onde, u1 > u1sjl ≥ tpq > sjl. Observe que u2v ≥ sjl. Logo,

uv = u1u2v ≥ u1sjl ≥ tpq, e ainda, tpq > sjl > u1. Portanto o primeiro so-

mando de (3.3.1) possui a decomposição desejada. Novamente pela hipótese

de indução, [U1, V ] = ΣiaiΠk[wik], onde u1 > u1v ≥ wik > v. Pela Proposição

2.2.6, u > uv > u1v ≥ wik. Note que u > u2 > v, e pela Proposição 2.2.1,

temos que uv > u2. Logo, a super letra U2 também é da forma desejada.

Consequentemente, o segundo e o terceiro somandos de (3.3.1). Portanto

[[u], [v]] tem a decomposição requerida.

�

Observação 3.3.2. Mesmo que as super letras de uma super palavra sejam

rearranjadas, o grau permanecerá fixo. Logo, a menor super palavra de grau
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m será uma super palavra monótona.

Lema 3.3.3. Toda super palavra não monótona é uma combinação linear de

super palavras monótonas menores e de mesma constituição, onde todas as

super letras desta combinação linear estão entre a maior e a menor super

letra da palavra dada.

Demonstração. Seja m um número natural fixo. Suponha por absurdo que

existem super palavras onde o lema falha. Seja W = UU1...Ut a menor super

palavra de grau m para a qual o lema não é verdadeiro. Como W não é

monótona podemos assumir U > U1. Se a super palavra V = U1...Ut não é

monótona, pela hipótese de indução, V é uma combinação linear de super

palavras monótonas menores Wi. Seja

Wi = V k1
1 ...V kn

n , com V1 < V2 < ... < Vn.

Se U ≤ V1, então UWi = UV k1
1 ...V kn

n será monótona. Absurdo, pois assim

W possuiria a decomposição requerida no lema. Se U > V1, então

UWi = [U, V1]V k1−1
1 ...V kn

n + puv1V1UV
k1−1

1 ...V kn
n .

Pelo Lema 3.3.1, temos que [U, V1] = ΣiaiΠj[sij] onde [wij] < U , ou seja,

[U, V1]V k1−1
1 ...V kn

n < W e também V1UV
k1−1

1 ...V kn
n < W.

Portanto UWi possui a decomposição requerida no lema, e consequentemente,

W também possui tal decomposição, o que é um absurdo. Logo o lema vale

para toda super palavra.

�

Teorema 3.3.4. (Primeiro teorema) O conjunto de todas as super palavras

monótonas constituem uma base para a álgebra livre k < x1, ..., xn >.
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Demonstração. Pelo Lema 3.3.3 conclúımos que qualquer polinômio é uma

combinação linear de super palavras monótonas. Nos resta mostrar que o

conjunto de todas as super palavras monótonas é linearmente independente.

Seja ∑
i

aiWi = 0 (3.3.2)

uma combinação linear de super palavras monótonas, com W a super palavra

ĺıder de (3.3.2) e w a palavra ĺıder de W . Note que w aparece uma única

vez em (3.3.2). Suponha por absurdo que w ocorre na decomposição de

uma outra super palavra V , então w é menor ou igual v palavra ĺıder de V .

Absurdo, pois pela Proposição 3.2.19, W > V ⇔ w > v.

�

Exemplo 3.3.5. Considere a álgebra k < x1, x2 >, Façamos algumas ob-

servações:

• As palavras da forma u = xm1 x
n
2 , m, n ∈ N, são palavras standard.

• Se u1, u2 são palavras standard e u1 > u2, então v = u1u2 é standard.

• Da mesma forma, se u1, u2, . . . , us são palavras standard tais que u1 >

u2 > . . . > us, então v = u1u2 . . . us é standard.

• Todas as palavras standard de k < x1, x2 > são desta forma.

Recordemos que pelo Teorema de Shirshov, cada palavra standard possui um

único alinhamento dos colchetes tal que [u] é uma palavra não associativa

standard, ou seja, uma super letra.

Sejam [u1], [u2], . . . , [ur] super letras. Então as super palavras da forma

[v] = [u1]t1 [u2]t2 . . . [ur]
tr , onde [u1] < [u2] < . . . < [ur], formam uma base

para k < x1, x2 >.

Agora vamos apresentar dois polinômios decompostos nessa base.
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O polinômio x2x1x2 pode ser decomposto como:

[x2][[x1], [x2]] + p12[x2]2[x1] =

x2x1x2 − p21x
2
2x1 + p21x

2
2x1 =

x2x1x2.

O polinômio x1x
2
2 pode ser decomposto como:

[[[x1], [x2]], [x2]] + (p12 + p12p22)[x2][[x1], [x2]] + p2
12[x2]2[x1] =

[[[x1], [x2]], x2] + p12([x2][[x1], [x2]] + p12[x2]2[x1]) + p12p22[x2][[x1], [x2]] =

[[[x1], [x2]][, x2]] + p12x2x1x2 + p12p22x2[[x1], [x2]] =

[[x1], [x2]]x2 − p12p22x2[[x1], [x2]] + p12x2x1x2 + p12p22x2[[x1], [x2]] =

x1x
2
2 − p12x2x1x2 + p12x2x1x2 =

x1x
2
2.
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Caṕıtulo 4

Uma base para a álgebra de

Hopf de caracteres

Neste caṕıtulo provaremos que a álgebra de Hopf de caracteres possui uma

base formada pelo conjunto de todas as G-super palavras admisśıveis.

4.1 Coproduto em G ∗ k < x1, ..., xn >

Nesta seção vamos definir a álgebra de Hopf G ∗ k < x1, ..., xn >, e estender

seu coproduto para super palavras. Estas definições e resultados podem ser

encontrados em [3].

Considere uma álgebra livre envolvente no conjunto de variáveis quânticas

H = G∗k < x1, ..., xn >. H é uma álgebra de Hopf, com a seguinte estrutura:

∆(xi) = xi ⊗ 1 + gxi ⊗ xi, ∆(g) = g ⊗ g, (4.1.1)

ε(xi) = 0, ε(g) = 1,

S(xi) = −g−1
i xi, S(g) = g−1
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xg = χx(g)gx.

Para mais detalhes sobre esta álgebra consulte [2] caṕıtulo 3.

Proposição 4.1.1. O coproduto de uma super letra W = [w] é dado por:

∆([w]) = [w]⊗ 1 + gw ⊗ [w] + Σiaig(W ′′
i )W ′

i ⊗W ′′
i , (4.1.2)

onde W ′
i são super palavras, com super letras menores que [w]. Mais ainda,

a soma do grau das super palavras W ′
i e W ′′

i em cada variável xj é igual ao

grau de W na mesma variável.

Demonstração. Faremos indução sobre o comprimento de W . Se W = xi,

o resultado segue pela definição do coproduto (4.1.1). Se L(W ) = n ≥ 2,

pela Observação 3.2.11 sabemos que W = [U, V ], onde U = [u] e V = [v] são

super letras. Pela hipótese de indução temos que:

∆([u]) = [u]⊗ 1 + gu ⊗ [u] + Σiaig(U ′′i )U ′i ⊗ U ′′i ,

e também

∆([v]) = [v]⊗ 1 + gv ⊗ [v] + Σjbjg(V ′′j )V ′i ⊗ V ′′j .
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Usando a bilinearidade do skew-comutador 3.1.11,

∆(W ) = ∆([U, V ]) = ∆(UV − puvV U) = ∆(U)∆(V )− puv∆(V )∆(U)

= (U ⊗ 1 + gu ⊗ U + Σiaig(U ′′i )U ′i ⊗ U ′′i )(V ⊗ 1 + gv ⊗ V

+ Σjbjg(V ′′j )V ′j ⊗ V ′′j )− puv(V ⊗ 1 + gv ⊗ V + Σjbjg(V ′′j )V ′j ⊗ V ′′j )·

· (U ⊗ 1 + gu ⊗ U + Σiaig(U ′′i )U ′i ⊗ U ′′i )

= (UV − puvV U)⊗ 1 + guv ⊗ (UV − puvV U) + Ugv ⊗ V (4.1.3)

+ ΣbjUgV ′′j V
′
j ⊗ V ′′j + guV ⊗ U + ΣbjgUV ′′j V

′
j ⊗ UV ′′j + ΣaigU ′′i U

′
iV ⊗ U ′′i

+ ΣaigU ′′i U
′
igv ⊗ U ′′i V + ΣaibjgU ′′i U

′
igV ′′j V

′
j ⊗ U ′′i v′′j

− puv(V gu ⊗ U + ΣaiV gU ′′i U
′
igv ⊗ U ′′i + gvU ⊗ V + ΣaigV U ′′i U

′
i ⊗ V U ′′i

+ ΣbjgV ′′j V
′
jU ⊗ V ′′j + ΣbjgV ′′j V

′
j gu ⊗ V ′′i U + ΣbjaigV ′′j V

′
j gU ′′i U

′
i ⊗ V ′′j U ′′i ).

Note que, o termo Ugv ⊗ V é cancelado com o −puvgvU ⊗ V em (4.1.3).

Note ainda que, V ′j < V e U ′i < U . Logo V ′j , UV
′
j , U

′
i , U

′
iv, U

′
iV
′
j e V são

menores que W = [U, V ]. Por fim, note que, como a constituição de V ′jV
′′
j é

igual à de V e a de U ′iU
′′
i é igual à de U , então, soma do grau do lado esquerdo

e direito de cada tensor de (4.1.3) em cada variável xj é igual ao grau de W

na mesma variável. Portanto ∆(W ) tem a decomposição requerida.

�

Corolário 4.1.2. O coproduto de uma super palavra W é dado por:

∆(W ) = W ⊗ 1 + gw ⊗W + Σiaig(W ′′
i )W ′

i ⊗W ′′
i , (4.1.4)

onde a soma da constituição de W ′
i com W ′′

i é igual à constituição de W .

Demonstração. Seja W = [w1]...[wn] uma super palavra, onde [wi] é uma

super letra para i ∈ {1, ..., n}. Usando a Proposição 4.1.1, e o fato de ∆ ser

um homomorfismo de álgebras segue o resultado desejado.
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Exemplo 4.1.3. Considere a super palavra W = [[x1], [x2]], vamos calcular

o seu coproduto ∆([[x1], [x2]]).

∆([[x1], [x2]]) = ∆(x1x2 − p12x2x1) = ∆(x1)∆(x2)− p12∆(x2)∆(x1) =

= (x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1)(x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2)+

− p12(x2 ⊗ 1 + g2 ⊗ x2)(x1 ⊗ 1 + g1 ⊗ x1) =

= x1x2 ⊗ 1 + x1g2 ⊗ x2 + g1x2 ⊗ x1 + g1g2 ⊗ x1x2+

− p12(x2x2 ⊗ 1 + x2g1 ⊗ x1 + g2x1 ⊗ x2 + g2g1 ⊗ x2x1) =

= (x1x2 − p12x2x1)⊗ 1− (g1g2 − p12g2g1)⊗ (x1x2 − p12x2x1)+

+ x1g2 ⊗ x2 + g1x2 ⊗ x1 − p12(x2g1 ⊗ x1 + g2x1 ⊗ x2) =

= W ⊗ 1 + gw ⊗W + Σiaig(W ′′
i )W ′

i ⊗Wi1
′′.

4.2 Álgebra de Hopf de caracteres e G-super

palavras

Nesta seção apresentaremos definições que serão necessárias para enunciar e

demonstrar o Segundo teorema. Estas definições também podem ser encon-

tradas em [3].

Definição 4.2.1. Seja H uma álgebra de Hopf, um elemento ai ∈ H é dito

ser skew-primitivo semi-invariante, se existe gi ∈ G(H) e χi um caracter do

grupo G(H) tais que:

∆(ai) = ai ⊗ 1 + gi ⊗ ai, aig = χi(g)gai, ∀g ∈ G.
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Definição 4.2.2. Uma álgebra de Hopf H é dita uma álgebra de Hopf de

caracteres se o grupoG(H) de todos os elementos group-like é comutativo eH

é gerada sobre k por G(H) e por elementos skew-primitivos semi-invariantes

{a1, ..., an}.

Observação 4.2.3.

1. Seja Ha a subálgebra de H gerada por {a1, ..., an}, assim temos que,

H = GHa.

2. Seja {x1, ..., xn},um conjunto de variáveis quânticas, onde gxi = gai e

χxi = χai . Assim, temos que

∃ϕ : k < x1...xn >→ Ha

isomorfismo, tal que ϕ(xi) = ai.

3. Isto nos permite estender as noções aplicadas a palavras escritas com

{x1..., xn} nas seções anteriores, para palavras escritas com {a1, ..., an}.
Para cada ai associamos o respectivo grau di (número natural), e desta

forma, cada palavra, super letra ou super palavra com constituição

(m1, ...,mn) tem grau m1d1 + ...+mndn. Denotaremos o grau da super

palavra W por degW .

Definição 4.2.4. Uma G-super palavra é um produto da forma gW , onde

g ∈ G e W é uma super palavra. A constituição e o comprimento de uma

G-super palavra gW são definidos como constituição e comprimento de W .

Assumimos que g tem grau e comprimento zero.

Definição 4.2.5. Uma super letra [u] é dita ser dura se ela não é combinação

linear de super palavras de mesmo grau escritas com letras menores que [u]

e G-super palavras de grau menor.
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Definição 4.2.6. A altura de uma super letra [u] de grau d é igual ao menor

número natural h com as seguintes propriedades:

1. puu é uma raiz de ordem t ≥ 1 da unidade, com h = t ou h = tlk onde

l é a caracteŕıstica do corpo base.

2. A super palavra [u]h é combinação linear de super palavras de grau hd

escritas com letras menores que [u] e G-super palavras de grau menor

que hd.

3. Se não existe um número com tais propriedades para [u], dizemos que

a altura de [u] é infinita.

Definição 4.2.7. Uma G-super palavra g[u1]n1 ...[uk]
nk é dita restrita, se

cada ni é menor que a altura de [ui].

Com isto podemos definir uma G-super palavra adimisśıvel

Definição 4.2.8. Uma G-super palavra é dita admisśıvel se esta é monótona,

restrita e escrita apenas com super letras duras.

4.3 Segundo teorema

Nesta seção provaremos o Segundo teorema, originalmente demonstado por

Kharchenko em [3].

Teorema 4.3.1. (Segundo teorema) Seja H uma álgebra de Hopf de caracte-

res, então o conjunto de todas as G-super palavras admisśıveis formam uma

base para H.

A demonstração deste teorema, será feita através de lemas e observações

ao longo desta seção.
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Lema 4.3.2. Todas as super palavras não admisśıveis, de grau d, são com-

binação linear de super palavras menores admisśıveis de grau d e G-super

palavras admisśıveis de grau menor que d. Além disso, todas as super letras

nas super palavras de grau d desta combinação linear são menores ou iguais

à maior super letra da super palavra dada.

Demonstração. Suponhamos por absurdo que existem super palavras não

admisśıveis de grau um onde o lema falha, seja W a menor destas super

palavras. Observe que W tem que ser monótona, pois caso contrário, pelo

Lema 3.3.3, W teria a decomposição requerida. Se alguma super letra de

W não for dura, pela definição de super letra dura, novamente W teria a

decomposição desejada. Se todas as super letras de W são duras, então,

suas alturas devem ser maiores que um, logo W é restrita, e portanto W é

admisśıvel. Absurdo, portanto não existem super palavras de grau um onde

o lema não é verdadeiro.

Façamos agora indução sobre o grau de W . Suponhamos que todas as

super palavras de grau menor que m possuam a decomposição mencionada no

lema. Seja W a menor super palavra não admisśıvel de grau m onde o lema

falha. Pelo Lema 3.3.3 W é monótona. Se W possui uma super letra que não

seja dura, podemos reescrevê-la como combinação linear de super palavras

menores de mesmo grau e G-super palavras de grau menor. Pela hipótese de

indução, entraŕıamos em contradição com a escolha de W , logo W é escrita

apenas em super letras duras. Seja h a altura de W . Se W possui uma

subpalavra [u]k, onde k ≥ h, como no caso anterior podeŕıamos reescrever

[u]k como combinação linear de super palavras menores de mesmo grau e

G-super palavras de grau menor. Pela hipótese de indução, entraŕıamos em

contradição com a escolha de W . Logo, W é restrita, e portanto admisśıvel.

Absurdo, pela escolha de W .

�
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Observação 4.3.3. Para provar o Teorema 4.3.1, resta mostrar que o con-

junto de todas as G-super palavras admisśıveis é linearmente independente.

Considere T uma combinação linear de G-super palavras admisśıveis, e seja

U a super palavra ĺıder de grau m. Multiplicando, se necessário, T por

um elemento group-like, podemos assumir que U aparece uma vez sem estar

multiplicada, isto é:

T = U +
r∑
j=1

ajgjU +
∑
i

aigiV
ni1
i1

...V
nis
is

. (4.3.1)

Nos próximos lemas, usaremos a seguinte hipótese de indução sobre m e r:

(∗) O conjunto de todas as G-super palavras admisśıveis de grau m que são

menores que U , de todas as G-super palavras admisśıveis de grau menor

que m, e de todas as G-super palavras da forma gjU , com 1 ≤ j ≤ r,

é linearmente independente.

Usando essa hipótese e o Lema 4.3.2, percebemos que todas as super palavras

de grau m menores que U , e todas as super palavras de grau menor que m,

podem ser unicamente representadas como combinação linear de G-super

palavras admisśıveis. Vamos nos referir ao conjunto mencionado acima como

base de decomposição, ou simplesmente base.

Lema 4.3.4. Se T é um elemento skew-primitivo, então todas as G-super

palavras de grau m em (4.3.1) são super palavras.

Demonstração. Vamos reescrever T da seguinte forma:

T = U +
k∑
i=1

βigiWi + V

onde giWi são distintas G-super palavras de grau m, e V é uma combinação

linear de G-super palavras de grau menor que m.
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Por um lado temos que:

∆(T ) = ∆(U) + ∆(
k∑
i=1

βigiWi) + ∆(V ) =

U ⊗ 1 + gu ⊗ U + Σiaigu′′U
′ ⊗ U ′′ + V ⊗ 1 + gv ⊗ V + Σjbjgv′′V

′ ⊗ V ′′+

+
k∑
i=1

βigi ⊗ gi(Wi ⊗ 1 + gWi
⊗Wi + Σlclgw′′i W

′
i ⊗W ′′

i ).

Por outro lado temos que:

∆(T ) = T ⊗ 1 + gt ⊗ T =

U ⊗ 1 + gu ⊗ U + V ⊗ 1 + gv ⊗ V +
k∑
i=1

βigiWi ⊗ 1 + g′ ⊗ (
k∑
i=1

βigiWi).

Na seguinte expressão ∆(T )− T ⊗ 1− gt ⊗ T , considere a soma de todos

os elementos da forma giWi ⊗ ... , onde Wi é uma palavra de grau m:

r∑
i=1

βigi ⊗ gi(Wi ⊗ 1)−
r∑
i=1

βigiWi ⊗ 1 =
r∑
i=1

βigiWi ⊗ (gi − 1).

Pela hipótese de indução (∗), temos que os elementos da forma giWi, são

linearmente independentes com a parte esquerda de grau menor que m dos

tensores em ∆(T ) − T ⊗ 1 − gt ⊗ T . Logo,
∑r

i=1 βigiWi ⊗ (gi − 1) = 0, e

portanto βi = 0 ou gi = 1 para todo i.

�

Observação 4.3.5. Note que (U ⊗ 1)(gu ⊗ U) = puu(guU ⊗ U) =

puu(gu ⊗ U)(U ⊗ 1), Assim (U ⊗ 1)m(gu ⊗ U)n = pmnuu (gu ⊗ U)n(U ⊗ 1)m,

e desta forma, podemos usar a seguinte fórmula:

(U ⊗ 1 + gu ⊗ U)h = Uh ⊗ 1 + ghu ⊗ Uh + ΣiW
′
i ⊗W ′′

i ,
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onde W ′
i e W ′′

i são G-super palavras, e a constituição de W ′
i mais a de W ′′

i

resulta na de Uh.

Lema 4.3.6. Se T é um elemento skew-primitivo, então U = Un1
1 e todas as

super palavras de grau m, exceto U , são escritas com super letras menores

que U1.

Demonstração. Vamos reescrever T da seguinte forma:

T = ΣiaigiV
ni1
i1

...V
nis
is

, (4.3.2)

onde Vij = [vij ] são super letras duras, ai 6= 0, e gi = 1 se Vi = V
ni1
i1

...V
nis
is

tem grau m. Aplicando o coproduto em (4.3.2) obtemos

∆(T ) =
∑
i

ai(gi⊗ gi)
s∏
j=i

(Vij ⊗ 1 + gij ⊗ Vij +
∑
k

gijkV
′
ijk ⊗ V ′′ijk)nij , (4.3.3)

onde V ′ijk < Vij, e degV ′ijk + degV ′′ijk = degVij.

Seja [v] a maior super letra de todas as super palavras de grau m em T .

Sabemos que todas as super palavras de T são monótonas, logo, [v] = Vis

para algum i. Se existe alguma super palavra Vi = [v]k, então temos que

Vi = U é a palavra ĺıder que procuramos, com U1 = [v] e n1 = k.

Suponha por absurdo que todas as super palavras de grau m que ter-

minam em [v], são escritas com mais de uma super letra. Seja k o maior

expoente nis sobre [v] em T . Decomponha ∆(T )−T ⊗1 na base, e considere

todos os tensores da forma g[v]k ⊗ ... (note que deg([v]k) ≤ m).

Considere a seguinte igualdade:

∆(Vi) = (gi ⊗ gi)
s∏
j=i

(Vij ⊗ 1 + gij ⊗ Vij +
∑
k

gijkV
′
ijk ⊗ V ′′ijk)nij . (4.3.4)

Analisando os casos posśıveis obtemos:
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• Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)

tem grau maior que deg([v]k), então sua decomposição na base poderia ter

elementos da forma g[v]k ⊗ ... , mas neste caso a parte direita do tensor terá

grau menor que m− deg([v]k).

• Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)

tem grau menor que deg([v]k), ou é menor que [v]k, então não possui tensores

da forma g[v]k ⊗ ... em sua decomposição na base.

• Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)

tem grau igual à deg([v]k), mas degVi ≤ m, a super palavra pode até ser maior

que [v]k, mas a parte direita do tensor terá grau menor que m− deg([v]k).

• Se alguma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)

tem grau igual deg([v]k), mas Vi não termina com [v]k, isto é, Vi = Wi[v]p

com 0 ≤ p < k, então esta G-super palavra deve ser menor que [v]k, pois

alguma de suas primeiras super letras deve ser menor que [v]. Note que Wi

não pode ser apenas escrita com group-likes, pois deg([v]k) = deg(Wi[v]p).

Assim esta G-super palavra não possui tensores da forma g[v]k ⊗ ... .

• Finalmente, se Vi = Wi[v]k, teŕıamos que:

∆(Wi[v]k) = ∆(Wi)∆([v])k =

(Wi⊗1+gwi
⊗Wi+Σjajg(W ′′

ij)W
′
ij⊗W ′′

ij).([v]⊗1+gv⊗[v]+Σlblg(v′′il)v
′
i⊗v′′il)k

Usando a fórmula da Observação 4.3.5

∆(Wi[v]k) =

(Wi⊗1+gwi
⊗Wi+Σjajg(W ′′

ij)W
′
ij⊗W ′′

ij).([v]k⊗1+gvk⊗[v]k+Σθβθg(v′′iθ)v
′
iθ⊗v′′iθ).

Desta forma, uma G-super palavra da parte esquerda dos tensores de (4.3.4)

que tem grau deg([v]k), e que é maior ou igual que [v]k, aparece em um tensor

da forma, gWi
[v]k ⊗Wi.

Fixando t onde Vt termina em [v]k, a soma de tensores da forma
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gWt [v]k⊗ ... em ∆(T )−T ⊗1 é igual a gWt [v]k⊗ (ΣjWj +W ′), onde W ′ é uma

combinação linear de elementos da base de grau menor que m− deg([v]k), e

j percorre o conjunto de todos os ı́ndices i tais que Vi = Wi[v]k, gWi
= gWt ,

e o grau de Wi é m− deg([v]k). Se Wi são super palavras distintas da base,

então gWt [v]k ⊗ (ΣjWj + W ′) 6= 0. Mas gWt [v]k ⊗ (ΣjWj + W ′) não está na

decomposição de gT ⊗ T . Logo T não é skew-primitivo, o que é um absurdo.

Portanto existe um Vi = [v]k.

�

Lema 4.3.7. Seja T um elemento skew-primitivo, com palavra ĺıder U =

Un1
1 , como no Lema 4.3.6. Então n1 = 1, n1 = t (se pU1U1 é uma raiz de

ordem t ≥ 1 da unidade) ou n1 = tlp (se a caracteŕıtisca do corpo base for

l > 0).

Demonstração. Vamos reescrever T da seguinte forma:

T = Uk +
∑
i

aigiV
ni1
i1

...V
nis
is

, (4.3.5)

onde U = [u] é maior que todas as super letras Vij em Vi de grau m.

Se k = 1, não há mais nada a ser mostrado.

Se k 6= 1. Suponha por absurdo que ε = 1 + puu + p2
uu + ...+ pk−1

uu 6= 0.

Considere todos os tensores da forma Uk−1⊗ ... na decomposição de ∆(T )−
T ⊗ 1. Tensores desta forma aparecem na decomposição de ∆(Vi) − Vi ⊗ 1

somente se a parte esquerda de alguns de seus tensores tem grau maior que

(k − 1)deg[u], ou degVi < m. Em ambos os casos, a parte direita do tensor

tem grau menor que deg[u].

Calculando o coproduto em Uk obtemos:

∆(Uk) = ∆(U)k = (U ⊗ 1 + gu ⊗ U +
∑
i

gu′′i U
′
i ⊗ U ′′i )k.
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Assim temos que uma G-super palavra de grau (k− 1)deg[u], maior ou igual

a Uk−1, seria uma G-super palavra escrita com k − 1 letras U e um ele-

mento group-like. Usando a regra de comutação (4.1.1) U sgu = psuuguU
s,

podemos concluir que a soma de tensores da forma guU
k−1 ⊗ ... em ∆(Uk) é

guU
k−1⊗ (ε+W ), onde W é uma combinação linear de G-super palavras de

grau menor que degU . Assim guU
k−1 ⊗ (ε+W ) 6= 0, mas guU

k−1 ⊗ (ε+W )

não pertence à decomposição de gT ⊗ T . Logo, T não é skew-primitivo, ab-

surdo. Portanto ε = 0 e assim pkuu = 1. Logo, puu é uma raiz da unidade de

ordem t. Suponha por absurdo que existe q natural onde k = tq ou k = tlpq,

sendo que l 6= 0 é a caracteŕıstica do corpo base. Faça h = t ou h = tlp,

respectivamente.

Calculando o coproduto em ∆(Uh) temos,

(U ⊗ 1 + gu ⊗ U + Σiaigu′′i U
′
i ⊗ U ′′i )h.

Agora usando a fórmula da Observação 4.3.5:

Uh ⊗ 1 + guh ⊗ Uh + Σθβθg(u
′′
θ)U

′
θ ⊗ U ′′θ ,

onde U ′θ < Uh e degU ′θ < degUh. Note que tensores da forma U r ⊗ ... , com

r < m, não existem, pois neste caso U r > Uh. Isso permite considerar Uh

como um único bloco, uma formal super letra, isto é {Uh}, onde {Uh} < U

e {Uh} > [v] se uh > v. Assim podemos reescrever T da seguinte forma:

T = {Uh}q + ΣiaigiV
ni1
i1

...V
nis
is

.

Note que, puhuh = phhuu = 1, e assim, ε1 = 1 + puhuh + p2
uhuh

+ ...+ pq−1
uhuh

=

q 6= 0. Considere os tensores da forma guh{Uh}q−1 ⊗ ... na decomposição de

∆(T )−T⊗1. A soma destes tensores resultará em guh{Uh}q−1⊗(q{Uh}+W ),

onde W é uma combinação linear de G-super palavras de grau menor que

deg(Uh). Pela hipótese (∗), temos que guh{Uh}q−1 ⊗ (q{Uh}+W ) 6= 0, mas

guh{Uh}q−1 ⊗ (q{Uh} + W ) não está na deconposição de gT ⊗ T . Logo, T
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não é skew-primitivo, absurdo. Portanto k = t ou k = tlp.

�

Observação 4.3.8. Suponha por absurdo que T = 0. Então T é skew-

primitivo, e logo podemos escrever

T = Uh + Σn
i=1aiVi,

onde as super palavras V1, ..., Vn são de grau m menor que Uh, ou G-super

palavras de grau menor que degUh. Note que Uh é admisśıvel, logo U é

uma super letra dura. Desta forma não pode ser decomposta em combinação

linear de super palavras menores de mesmo grau, e G-super palavras de

grau menor. Mais ainda, como puu é uma raiz de ordem t da unidade, e

Uh é restrita, então h é menor que a altura de U . Logo, Uh não pode ser

decomposta em combinação linear de super palavras menores de mesmo grau,

e G-super palavras de grau menor. Portanto Uh 6= −Σn
i=1aiVi, o que é um

absurdo.

A hipótese de indução (∗) para r = 0 é verdadeira se escolhermos U

como o menor dos geradores ai, uma vez que que os group-like g ∈ G são

linearmente independentes. Assim o teorema esta provado.

Exemplo 4.3.9. Considere g como uma das nove famı́lias de álgebras de Lie

simples: An, Bn, Cn, Dn, G2, F4, E6, E7, E8 (ver [6]).

A quantização multiparâmetro U+
q (g) da subálgebra de Borel g+ é uma

álgebra de Hopf gerada por skew-primitivos semi-invariantes x1, . . . , xn e ele-

mentos group-like g1, . . . , gn. U+
q (g) é definida pelas relações

[[. . . [[xi, xj], xj], . . .], xj] = 0, 1 ≤ i 6= j ≤ n.
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Pelo Teorema 4.3.1, o conjunto de todas as G-super palavras monótonas

restritas escritas em super letras duras forma uma base para U+
q (g).

Em particular, seja G2 a álgebra de Lie simples cuja matriz de Cartan é

dada por: (
2 −1

−3 2

)
U+
q (G2) possui geradores x1, x2, g1, g2 e relações

[[[[x1, x2], x2], x2], x2] = 0, [x1, [x1, x2]] = 0.

Novamente pelo Teorema 4.3.1, o conjunto de todas as G-super palavras

monótonas restritas escritas em super letras duras forma uma base para

U+
q (G2). Esta base foi calculada por B. Pogorelsky em [8]. Se q não é raiz

de 1, então a lista

[A] = x1,

[B] = [x1, x2],

[C] = [[x1, x2], [[x1, x2], x2]],

[D] = [[x1, x2], x2],

[E] = [[[x1, x2], x2], x2],

[F ] = x2.

contém todas as super letras duras de U+
q (G2), e cada super letra tem altura

infinita. Se supomos x1 > x2, então A > B > C > D > E > F .
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Note que o elemento [[x2], [[x1], [x2]]] pode ser decomposto na base de

U+
q (G2) como:

[[x2], [[x1], [x2]]] = x2[[x1], [x2]]− p21p22[[x1], [x2]]x2 =

x2x1x2 − p12x
2
2x1 − p21p22x1x

2
2 + p21p22p12x2x1x2 =

(1 + p21p22p12)x2x1x2 − p12x
2
2x1 − p21p22x1x

2
2

Usando as decomposições de x2x1x2 e x1x
2
2 calculadas no Exemplo 3.3.5 ob-

temos o seguinte resultado,

(1 + p21p22p12)(x2[x1, x2] + p12x
2
2x1)− p12x

2
2x1+

−p21p22([[[x1], [x2]], [x2]] + (p12 + p12p22)x2[[x1], [x2]] + p2
12x

2
2x1) =

(1− p21p22p12p22)[x2][[x1], [x2]]− p21p22[[[x1], [x2]], [x2]] =

(1− p21p22p12p22)[F ][B]− p21p22[D].
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