UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO GRANDE DO SUL
INSTITUTO DE FISICA

Fases Geométricas, o Efeito Hall
Quantico e Invariantes Topologicos

Rafael Emilio Barfknecht

Trabalho de Conclusao do Curso de
Bacharelado em Fisica realizado sob a ori-
entacao do Professor Dr. Gerardo Guido
Martinez Pino.

Porto Alegre
Junho de 2013.



Agradecimentos

A minha familia: meus pais, Valdair e Dilamar Barfknecht,
minha irma, Aline Barfknecht;

Aos meus amigos e colegas, em especial a Lucas Secco,

pelas boas ideias, e a Matheus Heinemann, Guilherme Oliveira,
Mariana Timm, Felipe Selau e Amanda Azevedo;

Ao meu orientador, o Prof. Dr. Gerardo Guido Martinez Pino;
A Marion Lucia Silvestrini.



Resumo

O objetivo deste trabalho é realizar uma revisao tedrica do efeito Hall quantico
inteiro, descoberto em 1980 por Klaus von Klitzing e colaboradores. A quan-
tizacado da condutividade Hall é interpretada através dos conceitos de fases geo-
métricas e invariancia de gauge, sob a perspectiva do experimento mental de
Laughlin e da férmula da resposta linear de Nakano-Kubo.

Abstract

The goal of this work is to make a theoretical revision of the integer quan-
tum Hall effect, discovered in 1980 by Klaus von Klitzing and collaborators. The
quantization of the Hall conductivity is interpreted through the concepts of geo-
metrical phases and gauge invariance, from the perspective of Laughlin’s thought
experiment and of the Nakano-Kubo linear response formula.
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1 Introducao

Um dos resultados experimentais mais interessantes da fisica é o Efeito Hall, descoberto
em 1879 por Edwin Hall, cuja explicacao tedrica é solidamente sustentada pela teoria
eletromagnética cldssica e pelos primeiros modelos de elétrons livres para os metais [1]
em sistemas tridimensionais.

Até o fim do século XX, conhecia-se em detalhes a maneira pela qual uma amostra
metdlica sujeita a atuacao de um campo elétrico longitudinal e de um campo magnético
perpendicular apresenta uma diferenca de potencial transversal, chamada voltagem Hall,
gerada pela forca de Lorentz experimentada pelos portadores de carga em movimento
na amostra. Conhecendo essas grandezas e outros parametros, como o numero de
portadores, é possivel calcular grandezas como a condutividade Hall, incluindo o sinal
da carga elétrica desses portadores.

Em 1980, no entanto, Klaus von Klitzing e seus colaboradores [2] demonstraram ex-
perimentalmente que a condutividade Hall, para uma amostra aproximadamente bidi-
mensional mantida a baixas temperaturas, nao apresentava o comportamento linear
esperado em funcao da variagao do campo magnético; ao contrario, a condutividade era
quantizada em plateaus, que apresentavam-se de forma muito precisa como multiplos
inteiros do quadrado da carga do elétron dividida pela constante de Planck, de maneira
indiferente a geometria da amostra ou a presenca de impurezas.

Além de render a von Klitzing o prémio Nobel de Fisica de 1985, o efeito Hall
quantico inteiro, como foi chamado, gerou uma demanda por explicagoes tedricas que
englobassem o carater macroscépico da quantizacao da condutividade. Isso ocorreu em
1981, com o experimento mental (Gedankenexperiment) proposto por Robert Laugh-
lin [3], em que os plateaus da condutividade Hall eram explicados em termos de fases
geométricas e invariancia de gauge. Desenvolvimentos semelhantes e equivalentes vieram
posteriormente, como os céalculos baseados na férmula de Nakano-Kubo propostos por
Thouless, Kohmoto, Nightingale e den Nijs [4].

Nesse trabalho, serd analisado o efeito Hall quantico inteiro de acordo com essas duas
perspectivas: inicialmente, sera feita a fundamentagao tedérica dos conceitos de fases
geométricas, transformacoes adiabdticas e campos de gauge. Na terceira secao, serao
apresentados os resultados experimentais que exigiram uma revisao teérica do efeito
Hall, comecando pelo estudo da funcao de onda de um elétron em um campo magnético,
passando pela quantizagao da condutividade nos niveis de Landau e finalizando com a
apresentacao do argumento de Laughlin.

Na secao seguinte, serda demonstrado como se pode obter de maneira equivalente o re-
sultado de Laughlin, de acordo com o desenvolvimento de Mahito Kohmoto [5] segundo
a férmula da resposta linear, em que o elétron em um potencial periédico esta sujeito
a um campo magnético perpendicular a amostra e um campo elétrico perturbativo.

Por fim, serao apresentados resultados mais recentes, como o efeito Hall quantico
fraciondrio e os isolantes topoldgicos - fenomenos cujas explicagoes estao intimamente
relacionadas ao efeito Hall quantico inteiro - e serao feitas as conclusoes visando o
desenvolvimento futuro de pesquisa na area.



2 Fases Geométricas e Fases Topoldgicas

Nesta secao !, serd demonstrado como a funcao de onda de uma particula pode ser

alterada pelo fator de fase referente a trajetorias realizadas em um campo definido
pelo potencial vetor eletromagnético. Sera estabelecida uma relagao entre as fases
geométricas, os campos de gauge e o efeito Aharonov-Bohm. Por fim, serao estudados o
caso de uma particula de spin 1/2 em um campo magnético e algumas particularidades
das fases de Berry [6].

2.1 O Potencial Vetor Magnético

Um campo magnético B pode ser derivado a partir de um potencial vetor A = (4,, A4,, A,)
através de

B=VxA (2.1.1)

sendo que é possivel acrescentar o gradiente de uma funcao escalar w sem alterar o valor
do campo magnético, ou seja

B=Vx(A+Vw) =VxA, (2.1.2)

ja que V x Vf =0, para qualquer funcao f. Esta liberdade de escolha de A chama-se
invariancia de gauge. O potencial vetor A denomina-se também campo de gauge®.

2.2 Fases Geométricas
Considere agora uma particula carregada ¢ que realize uma trajetéria circular em um

campo magnético, como indica a Figura 1. O Hamiltoniano nesse caso é dado por

H= —% (v - i%A)Q (2.2.1)

IEssa secdo, bem como a secdo 3 deste trabalho, sio amplamente apoiadas no desenvolvimento
teodrico oferecido por Jiannis Pachos no livro Introduction to Topological Quantum Computation

2 As transformacoes de gauge formam um grupo de Lie, também chamado de grupo de simetria. A
cada grupo de Lie estao associadas fungoes chamadas geradores e uma &algebra de Lie especifica. De
cada gerador do grupo emerge um campo vetorial, chamado campo de gauge.
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Figura 1: Uma particula carregada realiza uma trajetéria fechada C' na presenca de um campo
magnético.

Se temos que ¥(r) é um autoestado de H para A = 0 entao sabe-se [7] que o
autoestado com a mesma energia para um potencial vetor genérico A # 0 é dado por

B(r) = exp Q% / AW - dr/) W(r) (2.2.2)

onde ry ¢ um ponto de referéncia arbitrario e a integral de linha é definida ao longo de
qualquer trajetéria que liga os pontos ry e r. Suponha agora que a particula é movida
adiabaticamente® ao longo de uma trajetéria fechada C'. Entao, ao final dessa evolucao
ciclica, a funcdo de onda adquire uma fase ¢, ou seja ¥(r) = exp(ip)y(r), onde

o= i A(r) - dr. (2.2.3)

Aqui dr é um segmento do loop C. Utilizando o teorema de Stokes [9], esta fase pode
ser escrita também como

q q q
@:—// V><A~ds:—// B.ds=—9, 2.2.4

onde S(C') é a superficie gerada por C, ds é um elemento de superficie de S(C) e ® é o
fluxo de campo magnético que atravessa S(C'). Como essa fase depende de V x A ela é
um invariante de gauge, ja que podemos adicionar o gradiente de uma funcao escalar ao
potencial vetor sem alterar o resultado final. Além disso, a funcao de onda nao muda se
adicionarmos um quantum de fluxo &, = 2h/q ao sistema, ja que, nesse caso, @ = 2.

2.3 O Efeito Aharonov-Bohm

Consideremos agora uma composicao em que o fluxo magnético esta confinado a um
solendide dentro de um tubo isolado e infinito [7]. Tomamos entdo uma particula
carregada se movendo no plano do solendide, como na Figura 2.

30 teorema adiabdtico afirma que um Hamiltoniano H pode ser alterado gradualmente, de modo
que ele possa ser tratado como constante em cada instante de tempo, e a equagao de Schrodinger
independente do tempo é valida nesse caso [8].
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Figura 2: Uma particula carregada realiza uma trajetéria fechada C' em torno de um solenéide isolado.
No plano da trajetéria, hd somente o campo relacionado ao potencial vetor A.

E possivel demonstrar que a fungao de onda da particula deve adquirir um fator de
fase, mesmo que ela esteja se movendo em uma regiao livre de campos eletromagnéticos;
esse fenomeno é denominado efeito Aharonov-Bohm. Para um campo magnético den-
tro de um solendide muito fino, posicionado na origem, com um fluxo magnético ® o
atravessando, o potencial vetor é escrito como

y® zd
A=|——— — 2.3.1
( 27r7°2’27r7"2’0) (2.3.1)

onde r = |r| = y/22 + y2. Isso corresponde ao seguinte campo magnético

B =V xA = 205(r). (2.3.2)

Ou seja, o campo magnético é zero para r # 0, ao passo que da origem a fluxo ®
em r = 0. O potencial vetor é paralelo ao plano, e dd origem a um fator de fase
na funcao de onda, ja que fCA -dr é nao-nula para qualquer circuito fechado C' em
torno do solendide. O fator de fase é dado novamente pela eq. (2.2.4), onde ® serd o
fluxo dentro do solendide. Esse efeito tem carater topoldgico, visto que independe do
formato do trajeto fechado escolhido e é determinado apenas pelo nimero de voltas
que a particula realiza em torno do solendide. Além disso, a realizagao experimental
do efeito Aharonov-Bohm demonstrou que, embora a particula nao esteja interagindo
com o campo magnético, sua fungao de onda responde ao potencial vetor nao nulo na
regiao externa ao solendide, o que origina um fator de fase nao-trivial.

2.4 Campos de Gauge e Fases de Berry

O entendimento das fases geométricas avancou consideravelmente quando Michael Berry
[10] apresentou uma discussdo na qual demonstrava que alguns fatores de fase, em
especial aqueles que nao podem ser eliminados através de uma transformacao de gauge,
devem receber uma interpretacao fisica. Para analisar um caso desse tipo, recorremos ao
exemplo simples de uma particula de spin 1/2 em um campo magnético. Consideramos
um campo magnético B(6, ¢) com orientagao dada pelos parametros 6 e ¢, sendo que
0<60<7me0< ¢ <2m, como indicado na Figura 3.



O Hamiltoniano desse sistema é dado por
H=—-po-B(0,¢) =—po-n(d,9)B, (2.4.1)

onde p é o valor do momento magnético da particula, n(6, ¢) = (sin @ cos ¢, sin 0 sin ¢, cos 6)
dé a orientacao do campo magnético e o = (0%, 0%, 0%) s@o as matrizes de Pauli:

ax:((1)(1)>; ay:<?_0i); azz<é_01>. (2.4.2)

spin 1/2

Figura 3: O campo magnético B, parametrizado por (6, ¢), orienta a diregao do spin da particula.

E importante notar que aqui o campo magnético, ao contrario do exemplo ante-
rior, tem como funcao apenas mudar a orientacao do spin da particula. Uma maneira
alternativa de escrever o Hamiltoniano é

H = —U(0,6) 0" U' (0, $)uB = U6, 6) HoUd' (6, 9), (2.4.3)
com Hy = —puBo?, sendo que
9 —ip oin O
B cos; e sing
U, o) = < e’sin? —cos? ) (244)

é uma rotagao unitaria do SU(2)%. Os autoestados do sistema, para uma orientacio

qualquer do campo magnético, sao dados por

[1(0,0)) =U@, )| T) e [L(0,0)=U0,0)]])

com autovalores Ey = —uB e E| = pB, respectivamente, sendo que ¢*| 1) = | 1)
e 0| }]) = —| J). Consideramos agora que o sistema seja preparado no autoestado
| 1 (0o, ¢0) ). Caso a orientacao do campo magnético seja mudada lentamente, o teorema
adiabatico garante que o sistema se adapta instantaneamente ao autoestado | 1 (6, ¢) ).
Quando o campo magnético retorna a sua orientacao inicial, o mesmo ocorre com o

40 grupo especial unitdrio de grau n, ou SU(n) é o grupo de matrizes n x n com determinante 1,
cujas operagoes sao as multiplicagoes de matrizes.



autoestado, a menos de um fator de fase global. A equacgao de Schrodinger determina
que esse fator de fase seja dado por

e'¥ = exp (j{ A dr) etBrt (2.4.5)
c

A= (1110, 6) 50 U6.0) | 1), (2.4.6)

O vetor A é chamado conexao de Berry e é analogo ao potencial vetor, com u = 1,2,
M = {0,¢}, C um caminho ciclico do espago de pardmetros e T' o tempo total da
evolugao. O primeiro termo na exponencial do lado direito, ¢, = % fC A - dr é chamado
de fase geométrica, ja que depende apenas do caminho percorrido no espago paramétrico
{0, ¢}. Podemos avalid-lo explicitamente lembrando que, da eq. (2.4.6),

onde

o —i¢
Ae):<TWT(9,¢)%Z/{(9,¢)\T>=<T|(€9¢ ° )m:o (2.47)
e
9 ' —cosf —sinfe i
Ap = (U0, 0) 5 U(0.0)|1) = %m( g ey )m
= %(1—0089)- (2.4.8)

Podemos associar um campo efetivo, ou curvatura, as componentes da conexao de Berry

A, dado por

Fyy = Op Ay — DsAg = % sin 6, (2.4.9)

com 0p = 0/06, 0y = 0/0¢ e todas as outras componentes iguais a zero. Aplicando
novamente o teorema de Stokes, temos que

gog:lng-dI‘:l// F~ds:1// dﬁdqbsinezlﬁ((?) (2.4.10)
v Jc ? S(C) 2 5(C) 2

onde C' é o caminho percorrido no espaco paramétrico {6, ¢}, S(C') é a superficie com-
preendida por C' e Q(C) é o angulo sélido do caminho sobre a esfera percorrido pelo
vetor n(f, ¢), como na Figura 4.



Figura 4: A fase geométrica ¢4 adquirida pelo vetor de spin ao percorrer um circuito fechado no espago
de pardmetros {6, ¢} é proporcional ao angulo sélido .



3 O Efeito Hall Quantico

3.1 Plateaus da Condutividade Transversal no Efeito Hall
Quantico

O efeito Hall, descoberto por Edwin Hall em 1879, é o fenomeno de producao de uma
voltagem transversal Vi em uma amostra metdlica sujeita a uma corrente elétrica i em
sentido longitudinal e um campo magnético B perpendicular ao plano da amostra (ver
Figura 5).

B B
++++

Figura 5: Diagrama da montagem experimental do efeito Hall.

Sua existéncia é prevista e explicada satisfatoriamente através da utilizacao da teo-
ria eletromagnética cldssica 5. Supondo a existéncia de portadores de carga negativa - os
elétrons - é possivel calcular facilmente a forca de Lorentz experimentada por esses por-
tadores devido ao campo magnético, o que resulta em um deslocamento dos portadores
entre duas extremidades da amostra, o que gera uma diferenca de potencial transversal,
conhecida como a voltagem Hall V. A partir da voltagem Hall medida, pode-se calcu-
lar a intensidade do campo elétrico transversal, que estd relacionada a condutividade
através da densidade de corrente, ou seja j = oE. O resultado obtido no experimento
do efeito Hall classico aponta para um comportamento linear da condutividade com a
variacao do campo magnético.

No entanto, em 1980, Klaus von Klitzing e colaboradores, em seu artigo “New
Method for High-Accuracy Determination of the Fine-Structure Constant Based on
Quantized Hall Resistance” [2], apresentou resultados experimentais mostrando que,
para temperaturas de hélio liquido (em torno de 4K) e campos magnéticos muito in-

5 Alguns dos resultados do efeito Hall sdo previstos pelo modelo de Drude de elétrons nio intera-
gentes em trés dimensoes espaciais.



tensos (da ordem de 15T) a condutividade Hall ® medida em uma amostra MOSFET 7
apresenta valores quantizados (ver Figura 6), independendo da geometria da amostra.

Além disso, a quantizagio ocorre em plateaus que sao miltiplos inteiros de e /h, um
resultado totalmente inesperado e nao previsto teoricamente, o que serviu como base

para estimar a constante de estrutura fina o 8.

ko §

4
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Figura 6: O resultado experimental obtido por von Klitzing para a resisténcia Hall (essencialmente a
varidvel reciproca da condutividade) em funcdo do campo magnético. Os plateaus sdo a resisténcia
Hall quantizada em termos de e2/h, enquanto os picos correspondem A resisténcia longitudinal (figura
extraida de Chakraborty et al. [14]).

A primeira explicacao tedrica satisfatoria para a quantizagao da condutividade Hall
veio no artigo de Robert Laughlin [3] de 1981, em que ele apresentou um argumento
intuitivo baseado no conceito de fases geométricas, ja bem desenvolvido por outros
teodricos, como Michael Berry. O experimento mental de Laughlin, como foi chamado, foi
bem sucedido na explicacao dos valores inteiros da quantizacao da condutividade Hall.

6 Como o titulo do artigo acusa, von Klitzing mediu ndo a condutividade, mas a resisténcia. Porém,
o resultado vale para as duas grandezas, que sao inversamente proporcionais. Os gréficos apresentam
o mesmo comportamento nos dois casos, quando plotados em fungdo de B ou de 1/B, respectiva-
mente. Em 3 dimensdes, a resisténcia e a resistividade est@o relacionadas por R = p(I/A), onde p é
a resistividade, [ o comprimento da amostra e A é a drea da se¢do reta da amostra. Em geral [11],
pode-se escrever R = pL?~? onde L é uma unidade de comprimento, e d é a dimensionalidade da
amostra. Nota-se entdo que para uma amostra bidimensional, 2 — d = 0, de modo que a resisténcia
e a resistividade sao equivalentes, o mesmo valendo para as grandezas reciprocas, a condutancia e a
condutividade. Nas sec¢oes 3.3 e 4.2 as derivagoes de resultados sdo feitas para a condutividade e a
condutancia, respectivamente, mas os termos devem ser encarados como intercambidveis.

" Metal-ozide-semiconductor field-effect transistor.

8 A constante de estrutura fina corresponde a kee?/hc e é estimada em torno de 1/137. 0360
0300(270), valor que pode ser obtido através do método de integrais de Feynman. A medida de von
Klitzing permitiu, no entanto, que a obtencao desse valor ocorresse de forma bastante precisa e muito
mais direta. Atualmente, seu valor foi estabelecido com precisdo de até 8 casas decimais [12].

9Robert Laughlin dividiu o prémio Nobel de 1998 com Horst L. Stérmer e Daniel C. Tsui pela
explicagao de outro fenémeno semelhante, o efeito Hall quantico fracionério, no qual a condutividade
pode assumir valores fraciondrios bem definidos de e?/h (ver segdo 5).
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Posteriormente, outros autores, como Thouless, Kohmoto, de Nijs e Nightingale [4]
apresentaram derivacoes semelhantes utilizando a formula da resposta linear de Nakano-
Kubo. As duas propostas serao apresentadas nas secoes a seguir, apés a introducao de
conceitos relevantes ao entendimento do efeito Hall quantico.

3.2 Funcgao de Onda de uma Particula Carregada em um Campo
Magnético

Considere-se um elétron sem spin, de carga e e massa m, confinada em um filme fino
de dimensoes Ly, Ly e Lz, conforme a Figura 7 [6].

Figura 7: Um elétron é confinado a um filme fino, na presenca de um campo magnético perpendicular.

Um campo magnético perpendicular ao plano é dado por B = (0,0 .), que no
gauge de Landau é descrito pelo potencial vetor como A = (0, Bz,0). A equacao de
Schrédinger para esse sistema é dada por

B (0 eB 2 s

2m, | Ox? ay 022

Assumindo condigoes de contorno periédicas em y e z, a solucao da equacao de
Schrodinger é dada por

U= EU. (3.2.1)

U(z,y, 2) = B(x)e™e™=?, (3.2.2)

com k, = 2mp/Ly, k, = 2mq/L3 e p e ¢ inteiros. Excluindo a solucdo para y e z a
equagao de Schrodinger para a componente x pode ser reescrita como

2 92 2 2
_ I gele) A (k + %@) o(x) = B'd(z), (3.2.3)
onde E' = FE — h*k? /2me. Pode-se notar que a equagao nessa forma é equivalente a de
um oscilador harmoénico simples unidimensional (OHS) com sua origem deslocada para
xg = —hk,/eB, com constante eldstica efetiva v.; = €*B*/m,, e frequéncia angular
w = /Yef/me, que corresponde a frequéncia de ciclotron do elétron confinado no plano
e que também pode ser escrita como w = eB/m,. Dessa forma, a solugdo pode ser
reescrita como

2m, Ox? 2m,

11



1 . 1 .
U(z,y,2) = U5 (x — z)4 / L—elk?’y, / L—emzz, (3.2.4)
2 3

onde WS (1 — 1) é 0 n-ésimo autoestado do oscilador harmoénico e os niveis de energia
sao dados por

2

1 h
E = — ) hw k2 2.
(n—l— 2) + S (3.2.5)

comn =0,1,2...

Os estados correspondentes aos diferentes n sao chamados niveis de Landau, e sao
parametrizados por valores discretos de k, e k.. Podemos agora inserir condigoes de
contorno periddicas para x do tipo —L1/2 < o < Ly/2. Como YOS (z — z) ¢é definida
para todo z tomamos a aproximagao de que, para n pequeno, |xg| < L;/2, de modo
que restringimos os possiveis valores de k, para

€BL1
. 2.
b < 5 (3.2.6)
E A
| | | | | ~
_% 2n eBL‘ ky
2 L 2h

Figura 8: Os niveis de Landau possuem grande degenerescéncia para diferentes valores do vetor de
onda k,.

Considerando ainda que o espagamento entre os numeros de onda k, ¢ dado por
27/ Lo, concluimos que para um dado nivel de Landau E existe uma degenerescéncia
associada aos possiveis valores de k,, de modo que muitos elétrons podem ser acomoda-
dos em um nivel com a mesma energia (ver Figura 8). O nimero de estados permitidos
em cada nivel de Landau pode ser calculado considerando o “comprimento” maximo
permitido para k, dividido pelo separacao entre cada um desses estados, 27/ Lo:

N — eB L1 1 . L1L2
YU TR 221/Ly 2mlE]

(3.2.7)

onde LiLy é a drea da amostra e lp = \/h/eB é chamado comprimento magnético. O
espagamento entre os niveis de Landau é dado, portanto, por

12
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mel%’

AFE = hw =

(3.2.8)

3.3 A Quantizacao da Condutividade Hall

Trataremos agora de uma amostra metalica bidimensional mantida a baixas tempera-
turas, localizada no plano x — y, sujeita a um campo magnético perpendicular B =
(0,0, B,) e um campo elétrico E = (0, E,,0), conforme a Figura 9. Com o campo
elétrico na direcao y, tem-se que a densidade de corrente é dada por

j, = 00E,, (3.3.1)
com oy sendo a condutividade elétrica [1], escrita como

TL6627'0

, (3.3.2)

og =
mg

onde 7y € o tempo entre colisoes com impurezas, também chamado tempo de relaxacao,
e m} é a massa efetiva do elétron no material.

Figura 9: Esquema da montagem experimental do efeito Hall; uma amostra metdlica bidimensional
sujeita a um campo elétrico longitudinal e um campo magnético perpendicular.

Na presenca de um campo magnético perpendicular, os elétrons experimentam uma

forga de Lorentz dada por F;, = —ev x B. Sabendo ainda que a densidade de corrente
pode ser escrita como j = —en,Vv, na presenca dos campos elétrico e magnético, temos
que
jxB
j=o0 (E . ) , (3.3.3)
Ne€

sendo que a densidade de elétrons n, é escrita usando a eq. (3.2.7),

13



N, ,eB
pum pu— —_— ..4
ne=frg-= 1% (3.3.4)

onde f é uma constante a ser determinada. Podemos, usando essas relacoes, escrever
as componentes longitudinal e transversal da condutividade °, o que resulta em:

1

_ jy _ n€€27—0/m: ]x
1+ (eroB/m})?

2
€

= — = —_ 1
fh

W= E, T 1+ (enB/m)2 "™ E,

(3.3.5)

Fica evidente que, na auséncia de campo magnético, recuperamos os resultados cléssicos
Oyy = 00 € 0y = 0. Agora, como vimos anteriormente, a descoberta de von Klitzing
mostrou que, para B varidavel, f é um inteiro, e as condutividades ficam representadas
por

62
Oyy = 0; Ogy = fﬁa (336)

valores observados quando a energia de Fermi Er encontra-se entre dois niveis de Lan-
dau. A variagdo do campo magnético, por sua vez, faz com que Er passe pelos niveis
de Landau''; enquanto isso ocorre, tem-se que a condutividade Hall o, salta entre dois
plateaus, enquanto a condutividade longitudinal o, tende a um méaximo e depois nova-
mente a zero (ver Figura 6). Porém, a eq. (3.3.5) ndo aponta para um comportamento
quantizado de o,, com a variacao de B.

Qualitativamente [6], os resultados da eq. (3.3.6) podem ser obtidos dos valores
de condutividade da eq. (3.3.5) considerando que, numa amostra metalica mantida
a baixas temperaturas, os elétrons devem preencher os niveis de Landau um por um,
nao podendo transitar entre niveis vizinhos devido ao fato de serem férmions e nao
poderem ocupar o mesmo estado 2. Como mostramos anteriormente, o tempo de
relaxacao do sistema, ou tempo entre colisoes com impurezas é dado por 75. Com a
amostra mantida a baixas temperaturas, dois efeitos devem ser considerados: primeiro,
as colisoes eldsticas com impurezas, que poderiam fazer um elétron saltar para outro
estado de mesma energia, nao devem ocorrer, ja que todos os estados vizinhos devem
estar ja preenchidos. Segundo, as flutuagoes térmicas que permitiriam que um elétron
mudasse para um estado de mais alta energia sao inibidas, ja que em temperaturas
proximas de 0 K pouca energia térmica é fornecida ao sistema (ver Figura 10). Assim,
pode-se efetivamente interpretar que o tempo entre colisdes de elétrons com impurezas
tende a infinito nesse regime, ou seja 79 — co0. Substituindo esse resultado na eq.
(3.3.5), obtemos diretamente o,, = 0 e 0., = f(e2/h), os resultados desejados. E
necessario perceber, porém, que esse argumento qualitativo nao da conta de explicar a

OEm duas dimensoes, a condutividade e a resistividade sdo representadas pelos tensores [14] & e p,
sendo que p = (6) "%

&:< Oyy ‘7wy>7 b= 1 ( Oyy awy)_
—Ozy  Oyy o2, +02, \ —Ozy Oyy

g importante notar que aqui os niveis de Landau sao estendidos, e ocupam uma banda de largura
finita em funcao da presenga de impurezas na amostra.

12 N30 estamos considerando aqui o spin do elétron, de modo que ndo colocamos dois elétrons de
spins opostos em um mesmo nivel. Porém, o argumento pode também ser estendido para esse caso, e
podemos afirmar que o principio da exclusao de Pauli se aplica nesse caso.
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exata quantizagao dos plateaus de o,,. Os valores inteiros obtidos experimentalmente
para a constante f estao relacionados a uma caracteristica mais profunda do sistema,
que involve as fases geométricas e a invariancia de gauge.

£t

o - -o T - o -e
| | |
_eBL 21 eBL,
2h L 2h

]
»V

Figura 10: Os elétrons nao podem ocupar estados vizinhos devido ao principio da exclusao de Pauli,
e nao podem saltar para estados de mais alta energia devido a baixa temperatura da amostra.

3.4 O Argumento de Laughlin

A primeira explicagao para a quantizacao da condutividade Hall em plateaus de niimeros
inteiros surgiu através do experimento mental de Laughlin [3], publicado em 1981, onde
o efeito Hall quantico ¢é tratado através do conceito de fases geométricas, introduzido na
secao 2.2. A questao principal a respeito do argumento de Laughlin é notar que, uma
vez que a condutividade Hall nao depende da geometria da amostra ou da presenca
de impurezas, ela deve estar relacionada a alguma propriedade nao-microscopica do
sistema. Consideramos entao a amostra metalica bidimensional da secao 3.3, exceto
que agora suas extremidades longitudinais estarao unidas, de modo que a superficie
bidimensional da placa Hall configura um cilindro, como na Figura 11. Nessa figura, as
duas bordas transversais do cilindro metalico estao ligadas a reservatorios de elétrons,
denominados R4 e Rg. Um campo magnético B é perpendicular a superficie da amostra
em todos os pontos. A variacao temporal de um fluxo magnético ® que atravesse o
cilindro - como indicado na figura - deve gerar uma corrente ao longo de sua superficie,
devido a lei da inducao de Faraday [13].
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Figura 11: A amostra cilindrica bidimensional estd sujeita a um campo magnético perpendicular. Ao
mesmo tempo, um fluxo magnético ® atravessa o cilindro, gerando uma corrente longitudinal na placa
que, ao interagir com o campo magnético, realiza transferéncia de elétrons entre os reservatérios R4 e
Rp.

Um aumento do fluxo ® em um miiltiplo inteiro do fluxo unitario,

Oy = — (3.4.1)

e
corresponde a uma transformagao de gauge, que leva o sistema quantico ao seu estado
original, a menos de uma fase geométrica, como pode-se perceber da equagao (2.2.4).
Esta fase geométrica tem propriedades topoldgicas, o que explica por que a condutivi-
dade Hall toma valores discretos. A mudanca de fluxo corresponde a um campo elétrico
ao longo do cilindro, que interage com o campo magnético B perpendicular a superficie,
gerando uma forga de Lorentz transversal ao campo elétrico e, como consequéncia, uma
transferéncia de carga entre os reservatorios R4 e Rp. A transferéncia de carga é dada
por

h
Q = O-xyga (342)

onde o,, = fe?/h, onde f é um parametro desconhecido, como na eq. (3.3.6). Classica-
mente, espera-se que a carga transferida entre os reservatérios A e B durante o aumento
do fluxo ® seja um multiplo inteiro de e. Quanticamente, porém, os valores observados
experimentalmente correspondem a médias de operadores. Mostraremos nessa se¢ao que
a condutividade e, por extensao, a carga transferida sao de fato valores quantizados.
E necessario, para isso, analisar o valor esperado para o operador de corrente J com a
alteracao do fluxo. Consideramos nesse caso a evolucao adiabatica em que deformamos
as condigoes de contorno da amostra bidimensional da seguinte forma (ver Figura 12):
primeiro tomamos a amostra no plano x — y e a transformamos, adiabaticamente, em
um cilindro em torno do eixo z, introduzindo em seguida um fluxo ®¢,. Retornamos
entao a configuragao inicial do sistema e deformamos o plano em um cilindro na direcao
y, introduzindo o fluxo ®, ao fim do processo. Finalmente, retornamos mais uma vez
a configuracao plana inicial.

16



Figura 12: A amostra bidimensional plana é deformada adiabaticamente em uma amostra cilindrica em
x e y, sendo atravessada por fluxos ®, e ®, nas respectivas direcdes, antes de retornar a configuragao
inicial.

O Hamiltoniano do sistema ¢ agora parametrizado pelos fluxos ®, e ®,, ou seja,
H = H(®,,®,). Como o Hamiltoniano é invariante frente a um aumento de fluxo de
®y, podemos considera-lo periédico tanto em @, quanto em ®,. Supondo que o sistema
seja preparado em seu estado fundamental |¥(®,, ®,)), as transformacoes adiabaticas
de deformacao da amostra e implementacao dos fluxos nao alteram sua energia, que
chamaremos Fy. A alteracao nos fluxos, porém, induz correntes na amostra, que podem
ser representadas pelos seguintes operadores:

OH 0OH
Jp=c—, Jy=Cc—. 3.4.3
e, Y 00, (3:4.3)
Vamos considerar o caso particular em que os fluxos ®, e ®, sao aumentados de P,
apos as respectivas deformacoes adiabaticas da amostra. Devido a invariancia de gauge,
o estado final do sistema deve ser o mesmo a menos de uma fase geométrica global ¢g,

de modo que

|U (D, + By, D, + Dy)) = 7|V (D, D,)). (3.4.4)

E importante agora que possamos avaliar o valor de ¢, frente a essas variagoes de
fluxo. Para isso, tomamos a eq. de Schrodinger quando apenas o fluxo ¢, é aumentado:

L 09,
ot

zh—|\If>

ov
= H|W). 4.
S )= HIW (3.45)
Multiplicando por (0¥ /0®,|, obtemos
./ oV | 0%, | O¥ ov
=( =— U, 4.
i <aq>z ot 8<I>y> <a<1>z > (3:4.6)
Tomando o complexo conjugado dessa expressao e somando-as, temos
.h<8\11 8\If> ,h<8\If 8\Il> <8\If >
i — 1
d i) o d
02, o2, 02 0 (3.4.7)

0D,
<‘I’\H’aT>x>’

00,
ot

00,
ot
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e, reagrupando os termos (notando que iZ — iZ* = —2ImZ, onde Z é um numero

complexo),
0P ov | oV ov ov
—2h—21 = H |V v | H : 3.4.8
e | a,) ~ G | #|%) (v Ge) e
Como H ¢ hermitiano, podemos supor que opera tanto a direita quanto a esquerda,
sendo que podemos reescrever a derivada parcial com relacao ao fluxo ®,:
0 ov

OH ov
UV H|V) = H |V v v v | H
s 1 = (G | )+ v [ )+ v g,
Porém, como vimos, a energia do estado fundamental deve permanecer a mesma durante
a variacao dos fluxos, entao podemos escrever:

0 0 0E,

> . (3.4.9)

8@z<\IJ|H|\I/> = aq)xEo(\If|\I/> = 90, =0. (3.4.10)
Ou seja,
ov OH ov
(2|9 o (o] 2 |&Y o (o] 22) 2o an
e, finalmente,
ov ov OH
(2 | o fo]u 22 (o] 20 ]0Y any

Utilizando agora a defini¢ao da eq. (3.4.3), reescrevemos

ov ov
(5. H“I’>+<‘P‘H‘ 90,

e substituimos na eq. (3.4.8), obtendo

> = _%@ux\\m, (3.4.13)

(0]J,|0) = ch%l{(%, D)), (3.4.14)
onde -

é chamada de curvatura adiabdtica [12]. Na eq. (3.4.14), podemos notar que (9®,/0t)/c
é a forga eletromotriz'® associada & corrente Hall (¥|J,|¥), com fator de proporciona-
lidade hc*K (®,, ®,). Podemos entao escrever:

(U] J,|¥) = [h? K (D, ®,)]e, (3.4.16)
13Da lei da indugdo de Faraday [13],
__Ld®p
e odt’

€ é a forca eletromotriz gerada pela variacao temporal do fluxo magnético ®p.
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onde o fator de proporcionalidade entre colchetes pode ser identificado como a condu-
tividade Hall 0,,. De maneira andloga a segao 2.4, podemos introduzir a conexao de
Berry com respeito aos parametros {®,, ¢, }:

ov ov
A, =( V¥ Ap, =(V | — ). 3.4.17
v (v o)) 410
Os elementos nao-nulos do vetor de campo efetivo, ou da curvatura, sao dados por:
0As 0As
F = L — - 3.4.18
PaPy 0P, 0P, ’ ( )

que, pelos mesmos argumentos usados em (3.4.15), podem ser reescritos como

o
5 ¢$> . (3.4.19)

ov
0%,

Fq>$<py = IIII<

Portanto, é possivel escrever a condutividade Hall do sistema em termos da curvatura
do espaco de Hilbert parametrizada pelos fluxos {®,, ®,}:

Ouy(Py, @) = KK (P, ) = —ihc* Fy, 0, (3.4.20)

Da equagdo (2.4.10), relacionamos a curvatura F com a fase geométrica ¢, de acordo

com 1
oy — -// F . ds. (3.4.21)
t S(C)

Portanto, a condutividade total é proporcional a fase geométrica resultante da evolucao
adiabética do crescimento dos fluxos ®, e ®,, de 0 a ®y. No caso particular do espaco de
Hilbert parametrizado pelos fluxos, temos que a fase geométrica sera escrita em termos
da curvatura como

Pq =// K(®;, ) d®, dPy, (3.4.22)
%

onde a superficie ¥ deve ser identificada como um tordide, uma vez que K(®,, ®,) é
periddica tanto em ®, quanto em ®,, com perfodo ®,. Para encontrar a carga total
transferida entre os reservatérios R4 e Rp, é necessario integrar sobre toda a superficie
3J; assim, a condutividade total serd proporcional a

1
P / / K(®,,d,) db, do,. (3.4.23)
2 ) Js

onde v é chamado nidmero de Chern. A eq. (3.4.23) guarda notdvel semelhancga com a
férmula de Gauss-Bonnet [12] para invariantes topolégicos:

%//SMS —2(1—g), (3.4.24)

onde integra-se a curvatura local k sobre uma superficie compacta S e o lado direito
da equagdo é um numero inteiro, uma vez que g (conhecido como o geno de uma
variedade topoldgica) conta o nimero de algas, ou buracos, de uma determinada forma
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geométrica'*. Ocorre que a férmula de Gauss-Bonnet aplica-se nao apenas para a
curvatura de variedades geométricas, mas também para a curvatura adiabética '° da
eq. (3.4.15) no espago do Hilbert. Nesse caso, como o lado direito da eq. (3.4.24) ainda
¢ um inteiro (ndo necessariamente relacionado ao geno da superficie ), entao o, -
a condutividade Hall - deve ser quantizada, assim como a carga transferida entre os
reservatorios, de acordo com a eq. (3.4.2). A interpretagao fisica para esse fendmeno
consiste no fato de que o sistema deve ser invariante frente a pequenas perturbacoes
no Hamiltoniano, tal qual uma forma geométrica pode ser deformada em outra, desde
que elas pertencam a uma mesma classe topoldgica. Nesse regime, a condutividade
Hall nao deve variar em funcao da variacao do campo magnético nem de uma desordem
perturbacional no sistema, o que explica a existéncia dos plateaus no gréafico de o, (ver
Figura 6). Quando a variagao do campo magnético é grande o suficiente, a perturbagao
do Hamiltoniano serd tal que o ganho de fase do sistema farda com que ele salte para
outro estado. Nessa situacao, observa-se a transicao entre dois plateaus de ogy.

14De modo geral, a topologia estuda as formas geométricas que podem ser continuamente deformadas
umas nas outras, sem alterar o valor de g. Para uma esfera, por exemplo, g = 0, enquanto que, para
um tordide, g = 1, e essas formas nao podem ser continuamente transformadas uma na outra.

15 A generalizacdo dessa férmula para estados quénticos se deve a Shiing-Shen Chern, e é chamada
férmula de Gauss-Bonnet-Chern [12].
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4 Invariantes Topolégicos no Efeito Hall Quantico

Nesta secao sera mostrado como se pode ter o mesmo resultado obtido com o argumento
de Laughlin, tendo como base um modelo de elétrons em um potencial periédico bidi-
mensional sujeito a um campo magnético transversal [5]. Veremos que a condutancia'®
Hall assume valores inteiros em unidades de e?/h, desde que a energia de Fermi se
encontre em um gap entre os niveis de Landau.

4.1 Elétrons de Bloch num Campo Magnético

Supondo um modelo de elétrons num campo magnético e na presenca de um potencial
periddico, a equacao de Schrodinger € escrita

HYU = (p+eA)’ +U(z,y)| ¥ =el, (4.1.1)

m
com p = —ihV e A no plano x — y. O potencial periddico é descrito por U(z + a,y) =
U(z,y +b) = U(z,y). Naturalmente, o sistema é invariante frente a translagoes de a
em x e b em y. Isso equivale a definir um vetor da rede de Bravais R = na + mb, com
n e m inteiros. A cada vetor R da rede podemos associar um operador de translacao

Tg, tal que Tgpf(r) = f(r + R), ou seja

Tr =exp{(i/h) R - p}. (4.1.2)

E possivel notar que U(r) permanece invariante sob a atuagao de Tg, o que nao ocorre

para A(r), pois, em geral, A(r + R) # A(r). Em outras palavras, A(r) e A(r + R)
diferem pelo gradiente de uma funcao escalar:

A(r)=A(r+R)+ Vy(r). (4.1.3)

Tomamos agora os operadores de translagoes magnéticas

Tr = exp{(i/B)R - [p + e (r x B) /2]}, (4.1.4)
Tr = Trexp{(ie/h) (B x R) - r/2}. (4.1.5)

Escolhendo o gauge simétrico A = (B x r)/2, o Hamiltoniano permanece invariante
frente a atuagao dos operadores de translagoes magnéticas, ou seja

[TAR,H} —0. (4.1.6)

16Fsta secdo é baseada no artigo de Mahito Kohmoto “Topological Invariant and the Quantization
of the Hall Conductance” [5]. Embora a derivagio seja feita para a condutancia, para uma amostra
bidimensional, como foi demonstrado, essa grandeza é equivalente a condutividade. Boa parte do
desenvolvimento tedrico segue as nogoes basicas desenvolvidas por Douglas Hofstadter em seu modelo
tedrico de 1976 [15]. O modelo trata de um gés bidimensional de elétrons nao-interagentes em um
potencial periédico. O diagrama de fase do modelo a temperatura zero considera varidaveis como o
campo magnético e o potencial quimico. O resultado apresenta uma estrutura fractal, em que cada cor
representa uma fase quantica associada a um invariante topolégico. Esse grafico é também conhecido
como borboleta de Hofstadter [16].
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E necessario perceber que, em geral, as translacoes magnéticas nao comutam. Portanto

T, Ty = exp(2mio) T, Ty, (4.1.7)

onde ¢ = (eB/h)ab é o nimero de fluxos magnéticos na célula unitdria. Se ¢ é um
numero racional, entdo podemos escrever ¢ = p/q (onde p e g sdo primos relativos) e
teremos um subconjunto de translagoes que comutam umas com as outras. Podemos
agora tomar uma célula através da qual passa um ntmero inteiro de fluxos magnéticos.
Reescrevendo o vetor da rede de Bravais como

R’ = n(qa) + mb, (4.1.8)

entao p quanta de fluxo magnético passam na célula unitaria, e os operadores de
translagoes referentes aos novos vetores da rede de Bravais, Tg/, comutam. Os au-
tovalores de Ty, e T} serao

Tyath = €*19%) (4.1.9)
Typ = e2b, (4.1.10)

onde k; e ks sao chamados momentos cristalinos generalizados e estao definidos na zona
de Brillouin magnética: 0 < k; < 27/qa e 0 < ko < 27w/b. As autofungdes ¢ sdo do
tipo ondas de Bloch

Vi (2,y) = PTG (2, y), (4.1.11)

e sao rotuladas tanto por ki e ko, bem como pelo indice de banda «. A funcoes de
Bloch sao transladadas de acordo com

Uy (T 4+ a,y) = e ™0uR (2,y), (4.1.12)
Uy, (2, y +b) = ™12 (2 ). (4.1.13)

E possivel notar que, ao contornar completamente a célula unitaria, a funcao de onda
recebera uma fase igual a 2mp. Se reescrevermos a funcao de onda de Bloch com a
inclusao de uma fase arbitraria

Uk ko ($, y) = ‘uklkz (x7 y)‘ eXp[ieklb (x7 y)]? (4114)
entao
_ 1 dekle(xay)

onde d 1 corresponde ao caminho em sentido anti-horario no contorno da célula unitaria
magnética. Como mostramos, p é um valor inteiro, e nesse caso representa o nimero
de voltas que uma seta daria em torno de si mesma ao percorrer a borda da célula.
Agora, se a seta contornar um zero da fungao de onda, assume-se que ela percorre um
pequeno circulo em torno de uma singularidade, girando uma vez em torno de si mesma
no processo. Dessa forma, um zero da funcao de onda pode ser encarado como tendo
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vorticidade igual a +1 ou -1, de acordo com o sentido da rotacao da seta. O ganho de
fase ao circular uma singularidade serd importante quando levarmos em consideragao a
interagao de um elétron com o potencial vetor A na préxima secao.

4.2 Resposta Linear e Formula de Nakano-Kubo

Analisamos agora o caso de elétrons em um potencial periddico na presenca de um
campo magnético perpendicular. Retomando as funcoes de Bloch da secao anterior,
escrevemos a equacao de Schrodinger

H(ky, ko)ug p,, = Boug (4.2.1)
com 1
H(ky, ko) = o (ZihV + Rk + eA)’ +U(x,y). (4.2.2)

Quando um campo elétrico fraco é aplicado ao sistema, a condutancia transversal é
representada pela férmula de Nakano-Kubo [14], que expressa a resposta linear de um
observéavel em razao de uma perturbagao (ver Apéndice II):

e’h Vy)ap (V) ga — (V2)as(Vy) sa
S g O P EA) os

Ogy =
Ee<Ep<ESP

onde 0s v,5 sdo os elementos de matriz do operador velocidade v = (—ihV + eA)/m
entre duas bandas acima e abaixo do nivel de Fermi. Para obter os elementos desse
operador, escrevemos

qa b
TA}aﬁ = 6k1k1/5k2k2/ /dl’ / dy ugle @u}fl,kw (424)
0 0

mas eles podem ser reescritos como as derivadas parciais do Hamiltoniano dependente

de k, ou seja:
1 OH 1 oOH
(Vz)ap = 7 <O‘ Oky B> ;o (Uy)ap = 7 <O‘ (9_k2

Os elementos de matriz das derivadas parciais de H sao escritos:

<a > = (EF — E) <a gikj> = (EF — B%) <gil; ‘ 5>, (4.2.6)

com j = 1,2. Dessa forma, pode-se reescrever a formula da resposta linear como

e X ()1 [8).

Ee<Ep<EBP
Da relagao de clausura, temos que ) pa_p. - ps |@)(a| + [8)(B] = 1, o que fornece

e? ouy .. Ou ous ;. Ou
o, d2 d2 k1ka kika k1ko k1ko 4.9.
v h 27’(’@ / / ( 8!{:2 8k1 8k1 8k2 ( 8)
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Agora, como vimos na eq. (2.4.6), podemos definir um campo vetorial na zona de
Brillouin magnética:

A(/ﬁ, k)g) = /d27’ u}zlkzvkukle = <uk1k2|Vk|uklk2). (429)

Os indices de banda a podem ser omitidos das funcoes de onda, ja que a partir de
agora consideraremos contribuicoes de uma tinica banda. Com isso, podemos reescrever
a equacao da condutancia subtituindo a integral em d?r pela terceira componente do
rotacional de A, ou seja

e? 1

Oay = h 2mi
onde a integral se d& sobre toda a zona de Brillouin magnética, como foi mostrado:
0 <k <2r/qae0 < ky <2r/b. Aqui é importante notar que a zona de Brillouin
magnética é periddica tanto em k; quanto ko, de modo que os pontos (0,27/qga) e
(0,27/b) sao os mesmos. Isso equivale a dizer que a zona de Brillouin magnética estd
disposta como uma superficie toroidal 7?. Agora, se aplicarmos o teorema de Stokes [9]
& eq. (4.2.10), teremos que o,, = 0 se A for bem definido em todo 7%, pois o toréide
nao possui limites em qualquer direcao. Assim, um valor de o,, diferente de zero sé6 é
possivel se considerarmos um campo vetorial que contenha alguma singularidade e seja,
portanto, topologicamente nao-trivial. Cabe notar que se fizermos a transformacao de

gauge

&k [Vi x A(ky, k)]s, (4.2.10)

A'(ky1, ko) = A(ky, ko) + iV f (K1, k2), (4.2.11)

adicionando o gradiente de uma funcao escalar f(ki,ks) ao campo vetorial, o,, per-
manece invariante. A topologia nao-trivial ocorre caso a fase Vi f(k1, k2) ndo possa ser
univocamente definida em toda a zona de Brillouin magnética. Para tanto, é necessario
considerar a existéncia de zeros da funcao de onda. Se |ug,x,) possui alguma singulari-
dade, entao podemos definir suas projecoes em duas regioes distintas:

|uk1k2> = <x07u0|uk1k2>a (4212)
definida em Hy;, e
[Uhar,) = (@t gy (4.2.13)

definida em H;. Na borda 0H (ver Figura 13) entre H;; e H; hd uma diferenga de fase,
de modo que as projecoes estao relacionadas de acordo com

lup! ) = explix(ky, k2)]lu, 1), (4.2.14)

sendo que x(k1, k) é uma funcdo suave definida sobre o contorno dH. Como sabemos,
o campo vetorial é definido pelas funcoes de onda. Portanto, carregar a diferenca de
fase para o campo vetorial A (kq, ks) equivale a realizar a transformacgao de gauge

Apr(ki, ko) = Ap(ki, ko) +iViex (K1, ko). (4.2.15)
Aplicando o teorema de Stokes as regices Hy e Hy; separadamente, obtemos:

oy = eh 27rz{/d2 [V x Ag(ky, k2>] / d*k (Vi x Apr(ky, k2)]3}, (4.2.16)

Hpr
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Figura 13: Diagrama da fase da fungao de onda na zona de Brillouin magnética. A zona é dividida em
duas partes Hy e Hyy, sendo que H; contém um zero da fungao de onda. Deve-se notar que a zona de
Brillouin aqui é periédica nas duas direcoes de k, constituindo um toréide T2.

que resulta em

[\

e

1
Tay = 75— / dk.[A;(ky, ko) — Apr(ki, ka)l, (4.2.17)

O0H

onde a integral se da sobre o contorno H e a mudanga de sinal ocorre em fungao das
diferentes orientacoes de integracao em H; e Hy;. Agora, da eq. (4.2.15), vimos que
podemos reescrever

iVix(ki, ko) = Ar(ki, ko) — Aqr(k, k2). (4.2.18)

Substituindo na eq. (4.2.17), obtemos o resultado desejado:

(&
Ozy = 310, (4.2.19)
com 1
OH

onde n é o nimero de Chern, e deve ser um inteiro [12] porque os dois vetores de
estado devem apontar na mesma direcao apds completar uma revolugao em torno de
OH. Vimos aqui que a quantizacao da condutancia esta relacionada a diferenca de
fase entre as fungoes de onda definidas em regides com e sem singularidades (zeros),
respectivamente. Fisicamente, pode-se perceber que os zeros da funcao de onda ocorrem
para pontos em que o fluxo magnético atravessa a célula unitaria. Portanto, quando a
energia de Fermi encontra-se entre dois niveis de Landau, tem-se que a condutancia Hall
apresenta valores inteiros bem definidos em unidades de e?/h, relacionados & topologia
nao trivial de A na zona de Brillouin magnética.

25



4.3 Estados de Borda

A andlise qualitativa do comportamento das condutividades o, e o,, com a variacao
do campo magnético permite notar que, para a o,, em um plateau, a condutividade o,
é zero. Analisando a estrutura de bandas da Figura 8, e supondo que a energia de Fermi
encontra-se em um gap enquanto a condutividade o, ¢ constante, pode-se concluir que
o estado Hall quantico é equivalente a um isolante comum [17]. Porém, como vimos, o
efeito Hall quantico é caracterizado por um niimero topoldgico n que é finito para esse
estado, mas deve ser 0 para um isolante classico. Dessa forma, na borda da amostra
metdlica (considerando a interface entre um valor inteiro n # 0 e o vécuo, onde n = 0)
¢é necessario que o gap de energia desapareca para que o nuimero de Chern n possa
mudar de valor. O resultado disso é que nas bordas da amostra metélica pode haver
condugao. Classicamente, pode-se imaginar que as orbitas de ciclotron fazem com que
os elétrons rebatam nas bordas e as percorram em direcoes contrarias, em cada borda
(ver Figura 14).

Figura 14: As bordas da amostra devem apresentar correntes em sentidos contrarios, devido as orbitas
de ciclotron dos elétrons.

Quanticamente, isso significa que o valor do operador corrente longitudinal nas bor-
das é diferente de zero, e isso ocorre em funcao da assimetria do potencial nessas regioes.
Esse efeito é importante para o entendimento de sistemas quanticos semelhantes, como
os isolantes topologicos bidimensionais.
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5 Resultados Recentes: Efeito Hall Quantico
Fracionario

Desde a descoberta do efeito Hall quantico inteiro, descrito nas secoes acima, outros
sistemas topoldgicos tém sido investigados em detalhe. Em 1983, Horst Stormer, Daniel
Tsui e colaboradores [18] descobriram que, em gases de elétrons confinados em interfaces
de semicondutores com amostras mais puras e campos mais intensos, a condutancia Hall
pode assumir valores fraciondrios de e*/h.
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Figura 15: O resultado experimental obtido por Stérmer, Tsui e colaboradores para o efeito Hall
quantico fracionario. A linha crescente mostra os plateaus da resisténcia transversal Hall em fungao
do campo magnético como fragoes de e?/h. Os picos e zeros correspondem A resisténcia longitudinal,
que tem um mAaximo na transicdo entre os plateaus (figura extraida de Chakraborty et al. [14]).

Esse resultado inesperado forcou uma nova interpretacao teérica ' do efeito Hall,
que leva em consideracao a interagao elétron-elétron na amostra. O estado Hall quantico
fracionario é de especial interesse na area de computagao quantica, uma vez que é capaz
de gerar excitacoes conhecidas como anyons nao-abelianos '®. Essas excitacoes, capazes
de carregar valores fracionarios da carga fundamental, sao promissoras na realizacao ex-
perimental de algoritmos quanticos uma vez que, por serem nao-localizadas na amostra,
sao tolerantes a presenca de impurezas, o que constitui um sistema computacional pouco
sujeito a erros.

17A teoria do efeito Hall quantico fracionario é devida a Robert Laughlin, que por essa contribuicio
dividiu o prémio Nobel de 1998 com Stormer e Tsui.

18 Anyons sdo excitacdes que obedecem estatisticas intermedidrias entre aquelas de bésons e férmions
frente a trocas de particulas. O termo ndo-abeliano refere-se ao fato que a dlgebra referente a esses
grupos de particulas é nao-comutativa.
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Outro sistema de interesse atual é chamado efeito Hall quantico de spin, no qual o
tratamento da degenerescéncia de spin conduz a interpretagao que as correntes de borda
fluem em sentidos contrarios na amostra para diferentes orientacoes de spin. Como foi
visto, o efeito Hall quantico é observado para a energia de Fermi localizada em um
gap entre os niveis de Landau; qualitativamente, o sistema ¢ andlogo a um isolante
comum, exceto pelo seu niimero topoldgico. O isolante Hall quantico de spin consitui,
portanto, um isolante na regiao central da amostra bidimensional, mas um condutor
nas bordas. Por esse motivo, é também conhecido como um isolante topolégico 2D.
Em trés dimensoes, um isolante topoldgico é um material que é isolante no bulk e um
condutor na superficie. Isolantes topoldgicos cuja superficie é supercondutora também
ja possuem tratamento tedrico [17]; sistemas desse tipo suportam excitagoes conhecidas
como férmions de Majorana, extensivamente estudados em fisica de altas energias e
particulas elementares.

28



6 Conclusoes e Trabalho Futuro

A partir do estudo de conceitos fundamentais da mecanica quantica, como as fases
geométricas e a invariancia de gauge, foi possivel desenvolver uma analise da explicacao
tedrica para o efeito Hall quantico inteiro, umas das principais descobertas experimen-
tais do século XX.

Os niveis de Landau encontrados para a energia de um elétron confinado a uma
regiao bidimensional sujeita a um campo elétrico longitudinal e um campo magnético
perpendicular explicam qualitativamente o resultado obtido experimentalmente por von
Klitzing para a quantizacao da condutividade Hall. No entanto, uma explicagao com-
pleta em termos mateméaticos vem apenas com o trabalho de Laughlin, onde a con-
dutividade é proporcional ao nimero de Chern, resultante da integragao da curvatura
adiabatica frente ao aumento do fluxo magnético através de uma amostra cilindrica.
Esse resultado demonstra o carater topologico da condutividade Hall, uma vez que a
curvatura adiabatica é analoga a curvatura local integrada na férmula de Gauss-Bonnet.

Alternativamente, o trabalho tedérico de Thouless, Kohmoto, Nightingale e den Nijs
alcanca o mesmo resultado, partindo do modelo de Hofstadter para elétrons em um
potencial periddico bidimensional. Nesse caso, o invariante de Chern é obtido a partir
da férmula da resposta linear de Nakano-Kubo, através da integracao da fase em duas
regioes complementares da zona de Brillouin magnética.

O entendimento do efeito Hall quantico inteiro abre espago para o estudo de sis-
tema topolégicos semelhantes, como o efeito Hall quantico fracionéario e os isolantes
topoldgicos. O desenvolvimento relacionado a esses fenomenos é de especial interesse,
considerando as suas possiveis aplicagoes no campo da informacao quantica.
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7 Apéndice: Deducao da Formula da Resposta Lin-
ear

O formalismo de Kubo para a condutividade Hall [14] parte de um Hamiltoniano per-
turbado

H=Hy+V(t) (7.0.1)

onde V(t) é a perturbagdo dependente do tempo. Pode-se a ele associar a matriz

densidade

p = po+ Ap(1). (7.0.2)

No ensemble grande-canonico, a matriz densidade nao-perturbada é escrita como

1 N
Po= e~ AHo=1N) (7.0.3)

onde N é o operador nimero de particulas e Z é a funcao de particao grande-canonica,
que é escrita como )
7 = Tre Po—nl), (7.0.4)

A matriz de densidade obedece a equacao de Liouville [9]

L dp
— = 1|H, p|. 0.

No picture de interagao (ou picture de Dirac) a matriz densidade pode ser reescrita
como

pl(t) = e%HOtp e~ nHot, (7.0.6)

Substituindo essa relagdo em (7.0.5) e mantendo apenas os termos lineares da per-

turbagao, obtém-se
o d
ih= Ap'(£) = [V1(£), po. (7.0.7)

Agora considera-se que para t — —oo a perturbagao é desligada adiabaticamente, entao

lim Ap(t) =0, (7.0.8)

t——00

e a matriz de perturbacao fica escrita

Apl(t) = -+ / e[V (), pol. (7.0.9)

Considerando agora uma quantidade observavel genérica B, o seu valor esperado deve
ser dado por

(B(1)) = T {Bp(t)} = Te {B' (1) (1)}. (7.0.10)

Pode-se assumir por simplicidade que, no estado nao-perturbado, o valor esperado de
B é (B(t) =0). Assim, é possivel escrever

(B(t)) = Tr {B'(t)Ap" (1)}, (7.0.11)
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ou seja
(B(t)) = _ﬁ/ dt’ Tr{[VI(t’),po] Bl(t)}, (7.0.12)

que, pela invariancia ciclica do traco pode ser escrita como
t
B) =5 [ atTelpo V(). B' ). (7.013)

Agora, é possivel expressar a perturbagao V(t) como uma superposi¢ao de suas compo-
nentes de Fourier. Uma componente qualquer é escrita como Ae @+t com o fator
de convergéncia 1 > 0, que sera feito tender a zero ao final do calculo. Portanto, para
essa componente, o valor esperado do operador B sera

t
(B(t)) = —/ dt' Tr{po [A, B (t — t')]} ettt (7.0.14)
A fungao de resposta linear é definida através da relagao
i [T e\
(B() = L / 0 gt — t)e i+ (7.0.15)

—0o0

comparando as duas relagoes, obtém-se

i i
xpa(t) = 7 Tr{po [A, B'(®)]} 6(t) = = Tr {[A, po] B'(£)} (1), (7.0.16)
onde 0(t) é a fungao degrau. Considerando agora o observavel B como sendo o u-ésimo
componente da densidade de corrente elétrica, escreve-se

N
(&

—edu(r) = 5 > {id(r — ;) +6(r — r;) vy}, (7.0.17)

=1

onde v; é o operador velocidade atuando sobre as coordenadas da i-ésima particula. A
condutividade, por sua vez, é a resposta linear para um campo elétrico E. Tem-se que
o potencial perturbativo pode ser escrito como

V() =e > X,E,(t), (7.0.18)

onde X, = Zf\il ri,. Considerando agora A = e X, e B = —e J,(r), (7.0.16) define o
tensor condutividade o,

2

G (X, ) = —i % 0(t) Tr{po [X,, J(r, )]} . (7.0.19)
Os autoestados do Hamiltoniano nao-perturbado sao escritos como

Holn) = E,|n); n=0,1,2.., (7.0.20)
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sendo que n = 0 é o estado fundamental. Considerando apenas os elementos diagonais
de pp, escrevemos a condutividade como

2 .
0 (x,t) = —i = 0(t) Y _{(01X, |n) (n]J, (x)|0) e (Fn—Eot
h n>0 . (7.0.21)
—(n|X,|0) (0|.J,,(x)|n) e~ i (En=Fo)ty
Integrando no tempo para obter a condutividade estética, tem-se que
+o00
O (r) = lim dte™" oy (r,t), (7.0.22)

—0o0

onde se utiliza o fator de convergéncia 7 > 0. A condutancia é escrita como a média
espacial da condutividade, ou seja

1
O = 7 /dr 0w (T) (7.0.23)

onde A é a area da amostra. Sabendo ainda que a corrente integrada sobre a posicao é
a componente do operador velocidade total,

Ty =, = / dr J,()r, (7.0.24)
pode-se escrever o tensor condutancia como

9 01X, |n) (n|v,|0) + (n|X,|0) (Ojv,|n
_GZH [n) (n]v,|0) + (n|X,|0) (Ov,|n)

L= . 7.0.25
M En - EO ( )

g
n>0

Notando que o operador velocidade v, = Xﬂ obedece a equacao de movimento de
Heisemberg

d
ihv, = il X, = (X, H, (7.0.26)

reescreve-se o tensor condutancia na forma antissimétrica

_ &P (Ofeln) (0]0]0) + {Ofv, ) (]0,]0)

L =i— 7.0.27
UM A (En o E0)2 ( )
n>0
Conclui-se assim que a condutancia Hall ¢ o elemento fora da diagonal
2h _
. COL G e C L (7.025)

(E, — Ey)?

n>0
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