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Resumo

Neste trabalho investigamos a propagacao de ondas gravitacionais em dois modelos cos-
moldgicos ndo-estaciondrios, ambos pertencentes a classe de Friedmann-Robertson-Walker (FRW):
o Universo de Einstein-Maxwell, cuja fonte da geometria é o campo eletromagnético descrito
pela eletrodinamica de Maxwell, e um universo nao-singular com ricochete (bounce) cuja fonte
da geometria é o campo eletromagnético descrito por uma generalizacdo nao-linear da eletro-
dindmica de Maxwell. Trabalhamos com uma formula¢do de perturbac¢des cosmoldgicas expli-
citamente invariante de calibre e analisamos a estrutura do espaco de fases do sistema dindmico
que descreve a evolugdo das perturbagdes tensoriais. Esta andlise mostrou que ondas gravitaci-
onais geradas proximo a singularidade inicial ou ao ricochete devem exibir um comportamento
qualitativamente diferente.



Abstract

In this work we investigate the gravitational wave propagation on two non-stationary cos-
mological models belonging to the Friedmann-Robertson-Walker (FRW) class: the Einstein-
Maxwell Universe, which has the electromagnetic field described by Maxwell’s electrodyna-
mics as the source of its geometry, and a non-singular bouncing universe which has the elec-
tromagnetic field described by a non-linear generalization of Maxwell’s electrodynamics as the
source of its geometry. We work with an explicitly gauge invariant formulation of cosmological
perturbations and analyze the phase space structure of the dynamical system that describes the
evolution of tensorial perturbations. This analysis showed that gravitational waves generated
near the initial singularity or the bounce must exhibit a qualitatively different behavior.



1 Introducao

A chamada Cosmologia Padrdo estd fundamentada em tés principios. O primeiro € a va-
lidade da teoria Einsteiniana da gravitagcdo, a Relatividade Geral. O segundo € o principio de
isotropia € homegeneidade do espago, ou Principio Cosmoldgico. Estes dois principios defi-
nem a classe de modelos cosmoldgicos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). O terceiro € a
imposicao das chamadas condicoes de energia a toda forma de matéria (HAWKING; ELLIS,
1973).

O modelo adotado pela Cosmologia Padrao para descrever a era da radiacdo de nosso
universo, em particular, consiste de uma geometria do tipo FRW cuja fonte é o campo eletro-
magnético. Este € o chamado Universo de Einstein-Maxwell (UEM) e € geralmente conside-
rado uma boa descricao de nosso universo em grande escala apds a inflacdo (KOLB; TURNER,
1990; WALD, 1984). De fato, este modelo tem recebido forte confirmacdo de observacoes,
como a descoberta da radiacdo césmica de fundo e a predicdao da abundancia césmica de hélio
(HAWKING; ELLIS, 1973).

Apesar de seu grande sucesso, o modelo cosmoldgico padrdo tem a presenca uma singulari-
dade inicial, ou big bang, como uma de suas caracteristicas (HAWKING; ELLIS, 1973; KOLB;
TURNER, 1990; WALD, 1984). Ou seja, para um certo tempo finito no passado, a curvatura e
a densidade de energia tornam-se arbitrariamente grandes. Por algum tempo acreditou-se que a
predi¢do de uma origem singular para o universo poderia ser uma conseqiiéncia do alto grau de
simetria dos modelos espacialmente homogéneos e isotropicos adotados para descrevé-lo. Com
o advento dos teoremas de singularidade de Penrose, Hawking, Geroch e outros (HAWKING;
ELLIS, 1973), passou-se a acreditar que de fato a existéncia de uma singularidade inicial € uma
caracteristica geral de solu¢cdes cosmoldgicas. No entanto, o carater nao-fisico do estado ini-
cial singular indica que a presenca deste constitui uma grande deficiéncia deste modelo. Isto
€, como a métrica espago-temporal, e, portanto, a propria estrutura do espagco-tempo, ndo estao

definidas na singularidade, o emprego deste modelo para descrever o universo primordial deve



ser posto em questao.

Viérias propostas de solugdes cosmoldgicas ndo-estaciondrias nao-singulares surgiram nos
ultimos anos, nas quais o modelo apresenta uma fase contrativa, seguida de uma fase expansiva,
sendo a transicdo entre estas fases denominada ricochete'. Diversos mecanismos sdo empre-
gados para evitar a singularidade inicial nestes modelos?, tais como constante cosmoldgica,
acoplamentos ndo-minimos entre 0os campos e a gravitagao, Lagrangeanas nao-lienares para a
gravitacdo envolvendo termos quadréticos na curvatura, modificagdes da estrutura geométrica
do espaco-tempo, entre outros. Na maioria dos casos, uma revisiao radical da Cosmologia
Padrio € proposta, seja pela introdugao de formas exéticas de matéria (com densidade de ener-
gia negativa) no modelo, seja por modificagdes na Gravitagdao de Einstein ou na propria estrutura

do espaco-tempo.

Recentemente, foi sugerida uma proposta menos radical na qual a era da radiacao é mode-
lada por uma geometria do tipo FRW com o campo eletromagnético descrito por uma generaliza¢ao
ndo-linear da eletrodindmica de Maxwell como sua fonte (DE LORENCI et al., 2002). Neste
caso, a singularidade inicial é evitada pelo surgimento de uma pressao negativa no universo
primordial, apesar da densidade de energia ser sempre positiva. Este “modelo de brinquedo”
coincide, como seria de se esperar, com a eletrodinamica de Maxwell no limite em que os cam-
pos sdo fracos. Ou seja, esta modificac@o € relevante apenas para descrever o comportamento
da radiacdo eletromagnética no universo primitivo, onde os campos tornam-se muito intensos
e, portanto, os efeitos ndo-lineares tornam-se importantes, sendo estes efeitos praticamente des-
preziveis em eras posteriores da histéria do universo. Este modelo serd chamado, neste trabalho,
simplesmente de Universo com Ricochete (UR) e serd tomado aqui como representante do pa-

radigma da Cosmologia Nao-Estaciondria Ndo-Singular.

Apesar de modelos com singularidade ou com ricochete exibirem uma estrutura espaco-
temporal muito diferente no universo primitivo, eles obviamente devem concordar em suas
predi¢cdes acerca de eras posteriores. Isto levanta a questdo de como podemos decidir experi-
mentalmente qual destes modelos oferece uma melhor descricdo da estrutura epaco-temporal
global de nosso universo. Um caminho natural para procurar critérios experimentais capazes de
nos auxiliar nesta decisao seria investigar a forma como a singularidade e o ricochete afetam a

evolugdo de perturbacdes primordiais.

Neste trabalho vamos examinar e comparar a propaga¢do de ondas gravitacionais no Uni-

verso de Einstein-Maxwell e no Universo com Ricochete. Esta andlise sera feita empregando

'Do Inglés bounce.
2Ver referéncias em (DE LORENCI et al., 2002).



o método de perturbagdes proposto por Hawking (HAWKING, 1966) e desenvolvido por Ellis
(ELLIS, 1971) e Novello e Salim (NOVELLO; SALIM, 1983), baseado em uma formulacao
alternativa da Gravitacao, proposta por Jordan, Ehlers e Kundt (JORDAN; EHLERS; KUNDT,
1960; LICHNEROWICZ, 1960), na qual as equacdes de Einstein sdo escritas em termos do ten-
sor de curvatura conformal, ou tensor de Weyl, e assumem uma forma semelhante as equagoes
do eletromagnetismo de Maxwell. Essa formulagdo permite a elabora¢do de uma teoria de
perturbacdes que ndo estd sujeita aos problemas tradicionais relacionados a dependéncia de
calibre nas teorias de perturbacao da Gravitacdio (HAWKING, 1966; NOVELLO; SALIM,
1983). Este formalismo nos permitird obter um sistema dinamico planar fechado que descreve
a evolugdo de perturbagdes tensoriais, que representam ondas gravitacionais propagando-se no
espaco-tempo base, em modelos da classe FRW. A comparagao da estrutura local do espaco de
fases deste sistema no Universo de Einstein-Maxwell e no Universo com Ricochete nos permi-
tird identificar um comportamento qualitivamente diferente para ondas propagando-se proximo

a singularidade ou ao ricochete.

Até onde sabemos, esta € a primeira vez que a andlise qualitative da evoluc¢do de perturbagdes
primordiais foi empregada na busca de critérios experimentais capazes de determinar quais mo-
delos cosmoldgicos, singulares ou ndo-singulares, fornecem uma melhor descricio de nosso

universo.

No capitulo 2 sera feita uma breve revisao das estruturas geométricas fundamentais a teoria
Einsteiniana da gravitagdo e também uma revisao de aspectos bdsicos desta teoria. No capitulo
3 seré feita uma revisao sucinta da formulacdo de Jordan-Ehlers-Kundt (JEK) da Gravitacao.
No capitulo 4 serdo revisados aspectos bésicos dos modelos cosmolégicos da classe FRW. No
capitulo 5 serd feita uma revisao da teoria de perturbacdes de modelos da classe FRW baseada na
formulacao JEK da Gravitacao. Finalmente, nos capitulos 6 e 7 serd investigada a propagacao de
ondas gravitacionais no Universo de Einstein-Maxwell e no Universo com Ricochete utilizando
o formalismo revisado nos capitulos anteriores. No apéndice A € apresentado um “dicionério”
de estruturas matematicas fundamentais. No apéndice B ¢ feita uma brevissima apresentacao

de aspectos essenciais da teoria cosmoldgica de perturbagdes invariantes de calibre.
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2 Espaco-Tempo e Gravitacdo

Neste capitulo, serd feita uma breve exposi¢ao da estrutura geométrica elementar da teoria
Einsteiniana da Gravitacdo, bem como de aspectos basicos desta teoria. Uma exposicdo deta-
lhada da Geometria Riemanniana pode ser encontrada em (DO CARMO, 2005; CHOQUET-
BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982). Uma discussido detalhada sobre
a estrutura do espago-tempo e da teoria da Gravitagao pode ser encontrada em (DE FELICE,;
CLARKE, 1990), (HAWKING; ELLIS, 1973), (PENROSE, 1972) e (WALD, 1984). Na se¢ao
§2.1 sera apresentada, de forma breve, a definicdo de uma variedade espaco-tempo, ou sim-
plesmente espaco-tempo'. Nas se¢des § 2.2, §2.3 e §2.4 serdo apresentadas, de forma sucinta,
as estruturas geométricas elementares subjacentes a teoria da Gravitacdo de Einstein: deri-
vada covariante, curvas geodésicas e curvatura. Na secdo §2.5, serd discutida em detalhe a
geometria das congruéncias de curvas do tipo tempo ou nulo no espaco-tempo, que vao re-
presentar as “histérias” das particulas materiais e da radiacdo no universo. Serdo derivadas
as equagdes que descrevem as propriedades geométricas destas congruéncias. Na se¢do §2.6
serd feita uma breve apresentacdo dos aspectos bdsico da teoria da Gravitacio de Einstein. Na
subsecdo §§2.6.1 serd apresentado o fensor momentum-energia, que descreve a distribui¢ao
de matéria-energia no espago-tempo. Na subsecdo §§2.6.2 serdo apresentadas as equacdes de
campo da Gravitagcdo de Einstein. Finalmente, na subsecdo §52.6.3 serao discutidas as chama-

das condicoes de energia.

10 termo “espaco-tempo” serd reservado ao modelo matemitico do Espaco-Tempo fisico.
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2.1 Espaco-Tempo

Vamos chamar de espaco-tempo uma variedade diferencidvel® real .#*, de dimensdo 4,
com uma métrica Lorentziana g de assinatura (4 — — — ). Além disso (.#*,g) deve ser conexa,
paracompacta, sem bordo, orientdvel® e possuir uma estrutura causal*. Os pontos m de um
espaco-tempo .Z* sio chamados de eventos. Um conjunto de cartas coordenadas {(%,¢)}
pode ser construido com uma cole¢io de mapeamentos bijetivos ¢ : %7 — R'3  onde R!3 é o
andlogo pseudo-Euclideano do R*, de modo que podemos definir as coordenadas locais de um
ponto m:

¢(m) = ("' x%) = (%)
em relagdo a carta (%, ¢), com o tomando valores no conjunto {0,1,2,3}. As histérias de
particulas materiais sdo representadas por curvas do tipo tempo ou nulo (no caso de particulas

sem massa) em .Z* (c.f. Apéndice A).

2.2 Derivada Covariante

A generalizag¢do da no¢do de derivada direcional em uma variedade diferencidvel arbitréria
A , a chamada derivada covariante, é obtida introduzindo-se uma estrutura adicional na vari-
edade, deniminada estrutura conectiva, ou conexdo, V. Uma conexdo afim em um ponto m de
€ uma regra V,, que associa a cada vetor X,, pertencente ao espaco tangente a .# em m,
T,y # , e cada campo tensorial T do tipo (p,q) em .#, o tensor (VxT),, do tipo (p,q), definido
no ponto m, chamado derivada covariante de T na direcdo de X,,. Uma conexdo afim global,
ou simplesmente uma conexdo, V em . € uma regra que associa a cada ponto m de .# uma
conexdo afim V,,. A derivada covariante de um campo tensorial 7" arbitrario em .# é o tensor

VT que resulta da aplicacdo da conexdo V ao campo 7.

A derivada covariante de um mapeamento ¢ : .# — R, em particular, tem como expressao

local Vo = Vya@dx* = dy@dx®, ou seja, é tal que, quando aplicada a um campo vetorial

ZPara uma breve discussio da teoria de variedades diferencidveis, var apéndice A.

3Ver (DE FELICE; CLARKE, 1990).

4Para a discussdo detalhada da estrutura causal do espaco-tempo, ver (DE FELICE; CLARKE, 1990; HAW-
KING; ELLIS, 1973; PENROSE, 1972; WALD, 1984).
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X = X*dy em uma vizinhanga % de ./, resulta:

Vo= (Vo)(X) =XVep=X%gp . (2.1)

A derivada covariante de um campo vetorial ¥ =Y %d, é um campo tensorial 1-contravariante

1-covariante, que admite a seguinte expressao local:

VY =(VY*)®dy +Y%Vay
= (97 +{}r7) P @y (22)

onde os simbolos de Christoffel { o/}ﬁ} sdo os coeficientes da expressao local da derivada cova-

riante de um campo da base natural em %/ :
Vg ={gstdx* @0, . (2.3)
Os simbolos de Christoffel sao determinados, de forma unica, pela identidade de Christoffel 3.

1
{O?Lﬁ} ) g/lp (apgocﬁ + aocgﬁp - aﬁgpa) . (2.4)

Logo, a derivada covariante de um campo vetorial ¥, em relacdo a um campo X, tem a expressao
local VyY = VY(X) = XB VY %d, onde definimos as componentes:

VY% =dpY*+ {55 }1Y° . (2.5)

Analogamente, a derivada covariante de um campo covetorial 8 = 0, dx® tem as componentes

locais:
Vﬁ ea = 8[3 Ga — {Boa}eo' . (26)

Estas defini¢cdes podem ser diretamente estendidas a campos tensoriais em geral. A derivada

SDe fato, define-se a conexdo Riemanniana, ou de Levi-Civita, como a tnica conexo em .4 que satisfaz as
propriedades de simetria e compatibilidade com a métrica, respectivamente:

) Vx¥=VyX+[X,¥] Lie {%}={}}:

2) Vg=0 ,ie. apgaﬁ:{a%}gaﬁ+{p%}gca ;

onde [X, Y] é o colchete de Lie dos campos X e Y (ver Apéndice A, §A.2). Na literatura, é comum definir a for¢do:
Ty(X,Y)=VxY—VyX—[X,Y]

e formular a propriedade (/) como a afirmagdo de que Ty = 0 em .. O simbolo V é geralmente usado para
denotar exclusivamente a conexdo Riemanniana. As condigdes (/) e (2) implicam a identidade de Christoffel, ou
seja, a métrica g da origem, naturalmente, a conexao Riemanniana de .#. Ver (DO CARMO, 2005; CHOQUET-
BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982).
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covariante de um campo tensorial 1-contravariante 2-covariante T' = TﬁaY do @dxP @ dx?, por

exemplo, tem as componentes locais:
0 6 ]
VGTﬁaY - 86T3a7+ {gG }Tﬁy - {GB }Teay - {oy}Tﬁae . (2.7)

A derivada covariante ao longo de uma curva C de um campo Y em .# ¢ definida por

DY /Dt = VY, em componentes locais:

 Dye
Dt

y* =VPver® | (2.8)

onde V é o campo tangente a curva C(7). Um campo é dito paralelamente transportado ao

longo de uma curva C se a sua derivada covariante ao longo da curva for nula:

Y =vPvgr*=o0 . (2.9)

2.3 Geodésicas

Uma curva geodésica y em .# € definida como a curva tal que o préprio campo tangente

V € paralelamente transportado ao longo de y:

VvV =0 (2.10)
ou, em coordenadas locais:
Ve=vPvev*=0 , 2.11)
explicitamente:
VPogve+{gvPvP =0 . (2.12)

Essa equacdo é conhecida como equacgdo das geodésicas. As curvas geodésicas, que sao as
“retas” da geometria pseudo-Riemanniana, vao representar as histdrias de particulas materiais

em queda livre.

O mapeamento exponencial é definido como o mapeamento que associa a cada vetor TV,
em T,,.# o ponto ¥(7) de uma curva geodésica, definida em um intervalo [y, ;] suficiente-

mente pequeno, que passa pelo ponto m = (1) :

Y(7) =exp,, TVm
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2.4 Curvatura

Vamos definir’ a curvatura de .# como sendo o campo vetorial que resulta da aplicacdo do

chamado operador de curvatura, p(X,Y) , em um campo Z:
p(X, Y)Z = VYVXZ — VXVYZ + V[X,Y]Z s (213)

para campos vetoriais X, Y e Z quaisquer em .#, e onde [X,Y] € o colchete de Lie dos campos
X e Y (ver apéndice A, §A.2). O tensor de curvatura, ou tensor de Riemann , é definido pela

aplicacdo de um campo covetorial qualquer 6 em . a curvatura:
R(X,Y,Z,0)=0(p(X,Y)Z) . (2.14)

As componentes locais do tensor de Riemann sao determinadas, em uma vizinhanga % de .#,

por sua aplicagdo nos elementos da base natural vetorial e covetorial de %/ :
Ry s =R(9a, dp, o, dxP) (2.15)

ou, em termos dos simbolos de Christoffel:

Rgup = Iplo} = dalfs} +{ao}{pu} — {poH{au} - (2.16)

Nota-se que o tensor de Riemann aplicado a um campo vetorial X leva a equacao:

RP X% =VVeXP —VyVpXP | (2.17)

B

jd que [dq,dg] = 0 para campos da base natural. Ou seja, o tensor de Riemann expressa,
simplesmente, o grau de ndo comutatividade da derivada covariante. No caso de uma variedade

plana, recupera-se 0 bem conhecido resultado do célculo dgdeX® = dpdgX°.
As propriedades de simetria do tensor de Riemann sdo mais convenientemente expressas
em termos do chamado tensor de Riemann totalmente covariante, definido pelas componentes:
(o)
Ropuv = 8acR Buv (2.18)
O tensor de Riemann totalmente covariante tem as seguintes propriedades de simetria®:

Rapyuv =0 (2.19)

7A definicdo adota aqui é contraria aquela adota na maioria das referéncias. Seguimos aqui a defini¢io adotada
em (DO CARMO, 2005; NOVELLO; SALIM, 1983; PENROSE, 1972).
8Seguindo Novello e Salim (NOVELLO; SALIM, 1983), a simetrizacdo e a anti-simetrizacdo de tensores do
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Ropuv)y =0 (2.20)

Rupuv = Ruvap - (2.21)

Além disto, o tensor de Riemann satisfaz as chamadas identidades de Bianchi:
R apuy =0 , (2.22)
V[GR aBluv =0 - (2.23)

As propriedades (2.19)-(2.21), sugerem que o tensor de Riemann totalmente covariante
pode ser pensado como uma dupla 2-forma®. Isto nos permite definir a dualidade (de Hodge) a

esquerda *R e a direita R* do tensor de Riemann, em componentes, como’:

1
*Raﬁuv = ) naﬁpcRPO;w 3

1
_ po
Zcﬁuv = E nHVPGRaﬁ

A contracio’ do tensor de Riemann define o tensor simétrico chamado de tensor de Ricci, com

componentes definidas por:
Ruyg=R', ;5 (2.24)

O escalar de Ricci, por sua vez, € definido como a contracdo do tensor de Ricci:

R=RZ=g"Ryp . (2.25)

Uma variedade sera chamada de variedade de curvatura constante se o tensor de Riemann

tiver a forma:
Ropps = Kga[pgo]ﬁ ) (2.26)

onde K € uma constante.

Em variedades de dimensdao n > 3, o tensor de Riemann pode ser decomposto em uma

parte de traco ndo-nulo, determinada pelo tensor de Ricci, e uma parte de traco nulo!®, W, com

tipo (0,2) sdo definidas, respectivemente, como:
Tiap) = Tup + Tpa

Tiap) = Tap = Tpa
diferente da defini¢do adotada pela maioria dos autores citados, onde aparece um fator multiplicativo 1/2. Estas
defini¢des podem ser diretamente estendidas a tensores do tipo (0, p) e (p,0), para p qualquer (ver Apéndice A,
§A.2 para maiores detalhes). Neste caso, as defini¢des adotadas aqui e na maioria dos autores citados, diferem por
um fator multiplicativo 1/p!.
Ver Apéndice A, §A.2.
19Ver (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982; DE FELICE; CLARKE,
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componentes Wy, definidas pela expressao:

2 R

Ropuv =Wapuv + mMa[)’uv CECE)) 8aBuv > (2.27)
onde
1
Mopuy = 5 (Rajugvip +Rpveula) (2.28)
8apuv = 8au8v|p - (2.29)
Em particular, para n = 4:
1

Ropuv =Wapuv T Mapuy — gRgaﬁuv . (2.30)

A parte de traco nulo W do tensor de Riemann € chamada tensor de curvatura conformal
ou tensor de Weyl. O tensor de Weyl tem as mesmas propriedades de simetria do tensor de

Riemann (2.19)-(2.21), ou seja, W também pode ser pensado como uma dupla 2-forma.

2.5 Congruéncias de Curvas

Uma congruéncia de curvas!! em .#* ¢ um mapeamento C : R x R® — .#* que define uma
colecdo de curvas {C(s)} em .#*, isto &, para um dado s = (s',s%,s%) € R3, o mapeamento
C(s) : R — .#* define uma curva em .#* que “passa” pelo ponto C(7,s) no “instante” 7. Estas
congruéncias de curvas representam as linhas de fluxo de fluidos materiais ou as histérias de

particulas sem massa (radiacdo).

Define-se o campo de vetores tangente as curvas da congruéncia C, em uma vizinhanga de
C(0,0), como V = C.d; = d.C, isto é, dado um s, para cada 7, V(7,s) é o vetor tangente a
curva C(s) no ponto C(7,s). O chamado campo conector, Z , é o campo que liga pontos da

curva C = C(0) a pontos de uma curva vizinha C(s), definido por:

Z=C.ds=09sC . (2.31)

1990; HAWKING; ELLIS, 1973; NOVELLO; SALIM, 1983).
UNesta secdo, seguiremos as exposi¢des de (HAWKING; ELLIS, 1973; NOVELLO; SALIM, 1983; WALD,
1984).
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Os campos tangente e conector tem a importante propriedade'?:
VPvez® =ZPvgve (2.32)

Estamos particularmente interessados em representar a separag@o entre curvas vizinhas, € nao
entre pontos arbitrarios dessas curvas. A métrica espaco-temporal pode ser decomposta, em
cada ponto m, como’?:

Sup = hap+VaVp . (233)

o que permite definir o projetor h(’[‘} =0 % —V%*Vg, que projeta um vetor qualquer em 7,4 4
no subespaco H,, C T,,.#* formado pelos vetores ortogonais ao vetor tangente V no ponto m =
C(7) . A separacdo entre curvas vizinhas é representada pela projecio do vetor Z no subespago
H,, , em cada ponto m:

7% = hOEZﬁ . (2.34)

A taxa de variag¢do no tempo da separacdo entre duas curvas vizinhas infinitesimalmente préximas
¢ dada pela projecao espacial da derivada covariante do campo conector ao longo das curvas da
congruéncia:
DZP .~
a4 P o
hﬁ De =VPVgZ™ . (2.35)

Tomando novamente a derivada covariante na equacdo (2.35) e projetando no subespago H,,,
obtemos a equacao:
D ( g DZ° s st B o 5
c Y _ po oy By/p o Su B c B
BDr (h TS > R opZ™ VPV —l—hﬁZ VoVP +VEVZE | (2.36)
conhecida como equagdo de Jacobi generalizada. No caso em que as curvas da congruéncia
sdo geodésicas, esta equacao reduz-se a equacdo de Jacobi:
D?Z° "
ZZ _Re zoyByr
D2 R gl VEVE (2.37)
também conhecida, nesse caso, como equagdo do desvio geodésico. Ou seja, no caso de uma
congruéncia de curvas geodésica, o tensor de Riemann determina a aceleragdo relativa de cur-
vas vizinhas. Veremos na se¢do §2.6 que a curvatura do espago-tempo é determinada por seu
conteudo de matéria-energia. A equagdo do desvio geodésico, portanto, evidencia o significado

fisico da curvatura: em um espaco-tempo curvo, a curvatura determina a aceleracao relativa de

12Esta propriedade é conseqiiéncia da simetria da conexio, e do fato do colchete de Lie de campos da base
natural ser nulo:

[@7,04]=0 ,

parai=1,2,3.
13Ver Apéndice A, §A 4.
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particulas em queda livre. Este fendmeno é denominado efeito de maré gravitacional.

A partir da projecao espacial da derivada covariante do campo tangente
VgVa = hd'hg' ViV (2.38)

define-se as quantidades tensoriais cinemdticas: tensor expansdo g, vorticidade ¥y € cisa-

lhamento G4, respectivamente:

1A
eaﬁ = 5 (ﬁva) N (239)
I~
Oup =5 ViV (2.40)
| 1
Gaﬁ = EV(BVO‘) — § Ghaﬁ y (2.41)

onde a expansdo escalar 0 é definida por:
0 =105 =VeV® . (2.42)

E conveniente definir ainda o chamado vetor vorticidade:

1
0% = ) n*H ag Vv, (2.43)

As quantidades cinemadticas, expansao, vorticidade e cisalhamento sdo chamadas quantidades
cinemdticas fundamentais e expressam as propriedades geométricas da congruéncia de curvas: a
expansdo 6, mede a divergéncia das curvas, ou seja, a taxa de variagdo do volume definido por
curvas vizinhas; a vorticidade ®,g mede a rotagdo infinitesimal, com preservagdo do volume,
de curvas vizinhas; o cisalhamento 0,5 mede a distor¢do infinitesimal, com preservacdo do
volume, do elemento de volume definido por curvas vizinhas. Em termos dessas quantidades, a

derivada covariante do campo (covariante) tangente pode ser escrita, em componentes, Como:
1 )

Usando a definicdo do tensor de Riemann, obtém-se:

(VBVa) - VGVGVBVa
= RoppsV VP +VoVVsVy
= RoppsV VP —(VgV9)(VoVa) +Vg(VOVsVa)

ou seja:
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Tomando o trago da equacao (2.45), obtém-se a equacdo que descreve a evolucao da expansao:
6 =RypVVFP +2(0” — 0%) - % 02+ VoV | (2.46)
onde:
207 = B 0
206% = 0,50%

Essa equacdo, conhecida como equagdo de Raychaudhuri (RAYCHAUDHURI, 1955), desem-

penha um papel fundamental no estudo de singularidades em modelos cosmoldgicos.

Tomando a parte anti-simétrica da equagdo (2.45) e projetando em H,,, obtém-se a equagao

que descreve a evolugdo da vorticidade:
Uy v . 2 u 1 Uy v y
hg hB Wyy = _§ 9(005[3 — 07 Wy + Eha hB V[vVu] , (2.47)

onde foi usado 6,5 = G4 + %haﬁ 0.

Finalmente, a parte simétrica e de traco nulo da equacdo (2.45) fornece a equagdo que

descreve a evolugdo do cisalhamento:
hof‘hﬁ"duv =— % 000p — Gaucl‘; — wauwg
+ éhaﬁ (202 +20% —V, V) + %h;hﬁw(vvm
—Va Vg +Waup VHVY + %hwhﬁvRﬂv — %haﬁhwRﬂv , (2.48)
onde Wy, 5, 830 as componentes do tensor de Weyl (§2.4).

Além das equagdes de evolugido, as quantidades cinematicas 6y, @yy € Oyy €Sta0 sujeitas

a equagdes de vinculo. Da definicdo do tensor de Riemann (2.15), pode-se obter as equacdes'*:
ha RV =—h4' Vg (a)ﬁ + o‘,ﬁ) — hg (Ouy + 0uy)VY + %hot‘vue , (2.49)
Vo0*+2Va0* =0 (2.50)

%h(ﬁch %VevvnpcjleRuvm = —hoh L;mepjevc(wup +0up) +2V(a ®p) @51

que sdo as equagdes de vinculo para as quantidades cinematicas.

Vamos considerar o caso especial de uma congruéncia de curvas geodésicas {y(s)} do tipo

4yer (NOVELLO; SALIM, 1983) para maiores detalhes.
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tempo e irrotacionais em ./, isto &, tais que:

Da (2.44), nota-se que, em uma congruéncia geodésica, o tensor VV € puramente espacial.
Como a conexdao Riemanniana é simétrica, da definicdo da vorticidade ®, segue que, local-
mente:

Za)a[; = V[ﬁVa} = 8[[;Va] =0 . (2.52)

Isso implica que existe um mapeamento 7 : .Z* — R, tal que, localmente
Vo =047 | (2.53)
o que define (localmente) a forma normal
dt =Vadx® = dqtdx® | (2.54)

que corresponde ao gradiente de 7. As hipersuperficies de nivel T = const. em uma vizinhanca
WU de .#* sdao chamadas folhas espaciais, ou se¢ées espaciais, e sio denotadas pelo simbolo
3. O conjunto {.#7} é chamado de folheagdo espacial de 7 . Neste caso particular, para cada
ponto m = ¥(t,s) de %, o vetor tangente V, a Ginica curva geodésica da congruéncia em % que
passa pelo ponto m € tal que gm(V,)f ) = 0, para todo vetor X, tangente 2 folha 2 no ponto
m . Dizemos que a congruéncia é ortogonal as se¢oes espaciais. Em termos da decomposi¢ao
(2.33)
8ap = hap +VaVp

a forma normal d7 permite escrever a métrica espaco-temporal como:
ds* = gupdx®dxP = dv* + hyp (1) dx®dxP (2.55)

onde hqp(T) sdo as componentes da métrica “espacial”, isto €, a métrica definida nas segdes
espaciais .77 . Podemos redefinir o pardmetro da folheacfio de forma que o novo pardmetro seja

o comprimento de arco de uma curva da congruéncia:
T
t= | Vegu(V,V)dt . (2.56)
To

Neste caso, como as curvas sdo geodésicas, g(V,V) = 8ap VayB — 11 e as curvas sio ditas nor-
malizadas. Seja y(tp,s) um ponto qualquer de uma folha espacial 5”5 pertencente a folheacao
{73} em % , e seja ¥(s) a tnica geodésica da congruéncia que passa pelo ponto ¥(fg,s). O

mapeamento exponencial permite mapear os pontos m = ¥(t,s) da vizinhanga pelos vetores
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4 .
tV(t,s) de T'//y(zo,s)'

m=1Y(t,s) = expy(, )1V (t0.5)

onde V(ty,s) = d;¥(to,s) é o vetor tangente a geodésica em T,///;‘(ZO s)- Se a vizinhanga for
suficientemente pequena, o mapeamento exponencial admite inversa, e pode-se associar a cada
ponto m de % o vetor tV(ty,s) de forma tnica. Isso permite construir um sistema de coordena-

das ¢ em % tal que, para todo ponto m pertencente a vizinhanca %

o (m) = (1,5)

As coordenadas (z,s) sdo chamadas coordenadas Gaussianas de 7/ . Em termos de uma base

de campos ortonormais {Ug,U;,U>, Uz} em % , tal que V = U (isto é, V* = §,%) para todo

mem % , goo = +1 e a métrica assume, localmente, a chamada forma Gaussiana':

ds* = dr* + h;j (1) dx'dx’ . (2.57)

2.6 Gravitacao

2.6.1 Tensor Momentum-Energia

Campos materiais e distribui¢cdes continuas de matéria no espago-tempo sao descritos por
um tensor do tipo (0,2) simétrico T, que satisfaz a condi¢do de conservagdo local de matéria-
energia:

VPT,5=0 . (2.58)

O tensor T é chamado tensor momentum-energia .
O tensor momentum-energia do campo eletromagnético, por exemplo, tem a forma:
T w—F., F" ! F. FH*Y 2.59
af = Fap ﬁ+Zgaﬁ uv ) (2.59)

onde Fyg sdo as componentes do tensor de campo eletromagnético.

Nos modelos cosmoldgicos que discutiremos a seguir, o conteudo de matéria-energia do

SDaqui para frente, adotaremos a seguinte convencdo: indices gregos simbolizam coordenadas espago-
temporais, tomando valores no conjunto {0,1,2,3}, e indices latinos, coordenadas espaciais, tomando valores
no conjunto {1,2,3}.



22

universo serd representado por um fluido cujas particulas fundamentais, que representam aglo-
merados de galdxias, estdo, na média, em repouso. Ou seja, as linhas de fluxo do fluido sao re-
presentadas por uma congruéncia de curvas geodésicas. Além disso, como veremos no capitulo
4, nestes modelos assume-se que a distribuicao de matéria-energia € espacialmente homogénea
e isotropica, o que implica em uma congruéncia com vorticidade @ e cisalhamento ¢ nulos.
Neste caso, o conteido de matéria-energia do universo pode ser representado por um fluido
perfeito com densidade de matéria p e pressao (isotropica) p. O tensor momentum-energia de

um fluido perfeito tem a forma:
Tup = (P +1)VaVs — PSap - (2.60)
As equacdes de conservacao (2.58), nesse caso, assumem a forma:
p+(p+po=0, (2.61)
(p+p)V*+g*Vep=0 . (2.62)

Como veremos a seguir, no caso de uma distribuicdo desordenada de radiagdo eletro-
magnética, frente a um processo de média dos campos elétrico e magnético, o tensor momentum-
energia eletromagnético assume a forma de um fluido perfeito (ver §4.2). Este fato é empregado
na constru¢ao dos modelos cosmoldgicos que serdo analisados ao longo deste texto (capitulo
4).

2.6.2 Equacoes de Campo da Gravitacao

As equacdes de campo da gravitacdo de Einstein sdo equagdes que relacionam a geometria
do espaco-tempo, caracterizada pela curvatura de .#“, com o contetido de matéria-energia do
universo, descrito pelo tensor momentum-energia. O tensor do tipo (0,2) mais simples que
pode ser construido a partir da curvatura, que tem as mesmas propriedades de simetria do tensor

memuntum-energia e divergéncia nula VAG,, g =0, € o chamado zensor de Einstein:

1
Gop =Rop — ERgocB +Agap

As equagdes mais simples relacionando curvatura com matéria-energia, € que satisfazem os

critérios de simetria e conservacao, sao as chamadas equacdes de campo da Gravitacdo de
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Einstein:
1
Rop — ERgaB +Agap = —KTpp (2.63)

onde A é a chamada constante cosmologica. O valor da constante kK = 871G é determinado
no limite Newtoniano, onde G € a constante de Newton. Vamos adotar, daqui para frente, a

convencdo K =c¢ = 1.
Contraindo a equagdo (2.63), obtemos:

~R+4A=-T |, (2.64)

onde T = T,*. Combinando as equagdes (2.63) e (2.64), as equagdes de campo podem ser

escritas na forma equivalente:

1
Rop = —Tyup + 5 Tgap +Aga/3 . (2.65)

A gravitagdo de Einstein consiste na afirmagdo de que as equagdes de campo valem em

M,
2.6.3 Condicoes de Energia

A densidade de energia, em relacdo a um observador, é dada pela expressao:
TougVOVP (2.66)

onde V é o campo tangente 2 trajetdria espaco-temporal do observador. E geralmente aceita
a crenca de que toda forma classica de matéria, fisicamente realista, tem densidade de energia
nao-negativa (HAWKING; ELLIS, 1973; WALD, 1984), isto é:

TogVOVP >0 | (2.67)

conhecida como condigcdo de energia fraca (HAWKING; ELLIS, 1973). Além desta, outra
condicdo também geralmente aceita é a chamada condicdo de energia forte (HAWKING; EL-
LIS, 1973):

TopVOVF — % T>0 . (2.68)

Tomando-se g(V,V) = gqp VoVB = 41 e usando as equacdes de campo (2.63), pode-se escre-
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VEr:
1
RypVovF = — (Taﬁ —5T8ap —Agaﬁ> %
— ayp _ 1
=~ (TapVVP—3T-A) . (2.69)

As condigdes de energia (2.67) e (2.68) levam, no caso em que A — 0, a chamada condigdo de
convergéncia:

RapVoVF <0 . (2.70)

Na classe mais importante de modelos cosmolégicos (§4.1), as linhas de fluxo do fluido césmico
sdo representadas por uma congruéncia de curvas geodésicas irrotacionais (0,5 = 0). Nesse
caso, a congruéncia é ortogonal as secOes espaciais, € a equacdo de Raychaudhuri (2.46) as-
sume a forma:

. 1
6 =RapV VP 207 — 02

Logo, se a condi¢ao de convergéncia (2.70) for véalida, obtém-se:

1,

0+-6-<0 ,

3

0 que implica na inequagao:

1 S T + |

06— 3 6
onde 6y = 0(1p) € o valor da expansdo em uma certa hipersuperficie inicial .%. Se 6y < 0, isto

é, se a congruéncia for inicialmente convergente, entéo, para um valor do pardmetro T < 3/|6y,

a expansao 6 deve divergir.

Neste trabalho, a divergéncia da expansio serd adotada como critério para identificar a

existéncia de uma singularidade inicial no espaco-tempo'®.

No caso em que o fluido césmico € descrito por um fluido perfeito, a condicdo de con-

vergéncia (2.70) assume a forma:
1
RypVevP =—5(P+3p)+A<0 . (2.71)

Como € geralmente aceita a crenca de que toda forma fisicamente realista de matéria satisfaz
a condicdo de energia forte, p +3p > 0, vemos que, no caso em que a constante cosmoldgica

tem um valor pequeno, a condi¢do de convergéncia € satisfeita, ou seja, a singularidade deve

16Critérios mais rigorosos que este fazem-se necessdrios em uma investigagio mais profunda da estrutura global
de um espago-tempo singular. O exame destes critérios, como o adotado por Hawking na demonstracdo dos
teoremas de singularidade (HAWKING; ELLIS, 1973), bem como o exame destes teoremas, foge aos objetivos
deste trabalho. Cabe mencionar, no entanto, que todas as defini¢cdes de singularidade propostas até este momento
sdo problemadticas. Ver (WALD, 1984) para maiores detalhes.
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ocorrer. Neste caso, a divergéncia da expansdo implica a divergéncia da densidade p — o e
da pressdo p — co. Veremos na secdo §4.3 que podem existir formas de matéria fisicamente
realistas que, em certas situagdes, violam esta condi¢do. Neste caso, o aparecimento de uma

pressao negativa no universo “primordial” evita a ocorréncia de uma singularidade inicial.
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3  Formulagdo de Jordan-Ehlers-Kundt
da Gravitacao

Neste capitulo, serd apresentada a formulacao alternativa da teoria Einsteiniana da Gravitacao,
denominada formulacdo de Jordan-Ehlers-Kundt (JEK) (JORDAN; EHLERS; KUNDT, 1960)
. No formalismo JEK, as equagdes de campo da gravitacdo sdo escritas em termos do ten-
sor de curvatura conformal, ou tensor de Weyl, e assumem uma forma muito semelhante as
equagoes de campo do eletromagnetismo de Maxwell. Seguindo esta analogia, define-se as par-
tes “elétrica” Eqp e “magnética” By do tensor de Weyl de forma semelhante a feita para os
campos elétrico ey, e magnético by na teoria de Maxwell. Com isso, é possivel decompor as
equagdes de campo da Gravitagdo em equagdes de evolugdo para os campos Eqpg e Byg e para
as quantidades cinematicas fundamentais, expansdo 6, vorticidade wqg e cisalhamento Oy,
semelhantes as equacdes de Maxwell (HAWKING, 1966; ELLIS, 1971; NOVELLO; SALIM,
1983), as chamadas equacoes quasi-Maxwellianas da Gravitacdo (NOVELLO; SALIM, 1983).

Na secdo §3.1 vamos definir o tensor de Weyl, fazer uma breve exposi¢dao de suas pro-
priedades elementares e reescrever as equacdes de evolucdo para as quantidades cineméticas
fundamentais, 8,5, 0Wyp € G55 em termos dos campos Eqpg € Byg. Na se¢@o §3.2 vamos dis-

cutir, de forma sucinta, a formula¢do de Jordan-Ehler-Kundt (JEK) da Gravitagao.
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3.1 Tensor de Weyl

Como vimos anteriormente, o tensor de Riemann em .#* pode ser decomposto em uma
parte de traco ndo-nulo e uma parte de traco nulo, denominada tensor de curvatura conformal

ou tensor de Weyl, cujas componentes Wy, sdo definidas pela expressao:

1
Rocﬁuv :Waﬁuv "‘Mocﬁuv_gRgaﬁuv ) 3.1)
onde
1
Mopuy = 5 (Rajugvip +Rpv&ula) 3.2)
8aBuv = 8au8v|p - (3.3)

Este tensor € notdvel por suas propriedades frente a transformagdes conformais.

Duas métricas de .#* sdo ditas conformalmente relacionadas se:

Zap =A’8ap (3.4)

onde A é o chamado fator conformal. Se a métrica de uma variedade for conformalmente relaci-
onada a uma métrica localmente plana, a variedade € dita conformalmente plana. Em particular,
toda variedade de curvatura constante é conformalmente plana!. Frente a transformagdes con-
formais, o tensor de Weyl tem a propriedade:

o

isto &, o tensor de Weyl é conformalmente invariante®. Das equagdes (2.27), (3.5), segue que a
condi¢ao necessdria e suficiente para que .# seja conformalmente plana, no caso n > 4, é que

o tensor de Weyl seja nulo em .2 . Esse resultado foi demonstrado por Weyl'.

Define-se as partes “elétrica” Eqg e “magnética” Byg do tensor de Weyl, em relagdo ao

campo unitdrio V,, tangente i curva associada a um observador, como>:

Eaﬁ(‘/) = — a”ﬁvV“V" y (36)
Bap(V) = =Wy ,5,VHVY . (3.7)

'Ver (EISENHART, 1949).

2Ver (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982), (DE FELICE; CLARKE,
1990), (EISENHART, 1949), (HAWKING:; ELLIS, 1973) e (WALD, 1984).

3Ver (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982), (DE FELICE; CLARKE,
1990), (NOVELLO, 1974) e (NOVELLO et al., 1995).
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Esta defini¢c@o € anédloga a definicdo das partes elétrica e magnética do campo eletromagnético,

isto é, dos campos elétrico e magnético propriamente ditos:
ea(V)=FupVP | (3.8)

bo(V)=—FjVP . (3.9)

onde Fyg sdo as componentes do tensor de campo eletromagnético. Veremos a seguir a justi-
ficativa para tal analogia. Ao longo do texto usaremos sempre as letras maidsculas E e B para
denotar as partes “elétrica” e “magnética” do tensor de Weyl, que aqui representam o campo
gravitacional, e as letras minusculas e e b para representar os campos elétrico e magnético pro-
priamente ditos. E de fundamental importincia que estes campos ndo sejam confundidos, ja

que eventualmente eles aparecerdo misturados.

As partes elétrica e magnética do tensor de Weyl tém as seguintes propriedades:
Egg=Epy . §"PEus=0 , EqgV*=0 (3.10)

Bup=Bgy , §PBug=0 , BugV®=0 (3.11)

Em termos das partes elétrica e magnética, o tensor de Weyl admite a decomposi¢ao:

Waﬁuv = (naﬁuvnpce/l _gozﬁ/,tvgpcre)ﬂt)V“VBEW1
+ (naﬁuvgpcre}t + npae/lgocﬁuv)V“VGBv;L . (3.12)

Das defini¢des das partes elétrica Eqg e magnética Byg do tensor de Weyl, (3.6) e (3.7),
vemos que estes campos representam o campo gravitacional nesta formulacdo. Em particular,
o campo E¢g representa “forcas de mare” gravitacionais*. Isto é, considerando um sistema de
particulas teste em queda livre (congruéncia geodésica), a taxa de variacdo segunda no tempo
da separacgdo relativa entre estas particulas € descrita pela equagao do desvio geodésico para o

campo conector (2.37):
D*2°
D12

No caso em que o conteudo de matéria-energia € descrito pelo tensor momentum-energia de um

= R%, VP 2oVF

fluido perfeito, as equagdes de campo combinadas com as equacdes que definem o tensor de
Weyl em A4, (3.1)-(3.3), levam 2 expressao:
1 1
Roupy = Waupy + 3 (T +A)gauﬁv ) (Toc[ﬁgv}u + T,u[vgﬁ]oc) ) (3.13)
4Ver (DE FELICE; CLARKE, 1990) e §2.5.
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de onde obtém-se a relagao:

1 1 1
Raupy V4V = ~Eqp — ¢ Phap — 5 Phap + 5 Mhap (3.14)

Combinando esta relagdo com a equacao do desvio geodésico, obtém-se, finalmente:

1 .5 1 .5 1 .
:—EaBZa—ngB—EpZB—l—gAZﬁ . (3.15)

As equagdes que descrevem o comportamento das quantidades cinemdticas fundamentais
podem ser reformuladas, em termos do tensor de Weyl, como segue. As equacdes de campo
(2.65), combinadas com as equagdes que definem o tensor de Weyl em uma variedade Lo-

rentziana (3.1),(3.2) e (3.3), para o tensor momentum-energia de um fluido perfeito, levam as

relacoes:
1
Sh%a hpB)VAV"n“MRpGW —2Byp (3.16)
1
RopV VP = —5(P+3p)+A (3.17)

Ryvh',VH =0 . (3.18)

Combinando-se estas expressoes com as equagdes de evolucdo das quantidades cinemadticas
(2.46)-(2.48), seguem:

. 1 . 1
9—2a)2+202+§02—VaV“:—§(p+3p)—|—A , (3.19)

2 1 v
hahg Ouy+ 3 00gp + M (0o — S hahg ViV =0, (3.20)

2 2
u . u u 2 2
]’la hﬁVG[JV _'_ g QGaB + Gaucﬁ + wa”a)ﬁ — ghaﬁ(w + (o) )
oo 1 ) 1 .
+Vavﬁ+§haﬁvuv“——h“hﬁ Vi) = —Eqp - (3.21)
Analogamente, as equacdes de vinculo (2.49)-(2.51) podem ser reescritas na forma:

2
hot‘vﬁ(w‘il+cﬁ)+h0¢‘(wuv+cuv)vv—ghoi‘vue:o : (3.22)

Va0 +2Ve0® =0 | (3.23)

1
5h(h‘;vgn OV o(@up +Oup) — Vip®e) = —Bop - (3.24)
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3.2 Equacoes Quasi-Maxwellianas da Gravitacao

Como mencionado na se¢do §2.4, em toda variedade pseudo-Riemanniana, o tensor de

Riemann satisfaz a segunda identidade de Bianchi (3.25):
VieRapuv =0 (3.25)
ou, de forma mais explicita:
VoRupuv + VaRgouv + VaRoauv =0
Contraindo-se os indices ¢ e v na (3.25), obtemos a forma equivalente da identidade de Bianchi:
VoR*PPo = vIPRAP (3.26)

Combinando-se a equagdo (3.26) com a defini¢cdo do tensor de Weyl (2.30), (2.28), (2.29),
obtemos:
vV WaPPo — 1v[ﬁRa}P _ igp[ﬁva]R ' (3.27)
2 12

Usando as equacdes de campo (2.65), podemos reescrever a equagao (3.27) como:

Vo waebro — jobr (3.28)

JoBp _ _% viBToe égp[ﬁva]T , (3.29)

ou seja, a divergéncia do tensor de Weyl estd relacionada a um termo “fonte”, que depende
da distribuicdo de matéria-energia. Nota-se a semelhanga formal entre essas equacdes e as

equagdes de campo do eletromagnetismo de Maxwell:
VgF*F =y (3.30)

onde F® sdo as componentes do tensor de campo eletromagnético e J* da corrente, que é
o termo fonte no eletromagnetismo. Vamos chamar esta formulacdo da gravitagdo de Eins-
tein, baseada no tensor de Weyl, de formulacdo de Jordan-Ehlers-Kundt (JORDAN; EHLERS;
KUNDT, 1960; LICHNEROWICZ, 1960).

E possivel decompor as equagdes (3.28) em um conjunto de equagdes envolvendo as partes
elétrica e magnética do tensor de Weyl, semelhante as equagdes de Maxwell do Eletromagne-
tismo (HAWKING, 1966). Para tanto, considera-se as proje¢des independentes das equacdes
(3.28):
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1) W% VeV, vV, WePRY

A afuv
2) McapV " VuVvW
3)  hueNpaapV VoW *PHY

4) h oV VyWoPHY

u(pho)

Essas projegoes levam as equacdes (ELLIS, 1971):
1
PPN o Egy + 1, VPBP 0l + 38w = 2h*PVgp (3.31)

h*P POV sBg, — 1%, VPEP oy —3EP wg = (p + p)o® (3.32)

. 1 1
%P ERY + OEXP — 5E“(O‘c;i‘)ﬂ - EEﬂ(acoB)“

1

1
ShP N,V =~ (p+p)a®P (3:33)

. 1 1
% hh B 1 0B — EBH(“GW - EBH(O‘wﬁ)“
+ nap”vnﬁckevkaBue Ovo — VuEv(anﬁ)l“vV/l

1
+5h NV VLES =0 (3.34)

que sdo, simplesmente, as “equacoes de Maxwell” da Gravitagdo. Estas equagdes sdo chamadas

equacoes quasi-Maxwellianas da Gravitacdo (NOVELLO; SALIM, 1983).

As equagdes quasi-Maxwellianas (3.31)-(3.34), juntamente com as equagdes de evolugdo
das quantidades cinematicas (3.19)-(3.21), sujeitas as equagdes de vinculo (3.22)-(3.24), e as
equagdes de conservacao (2.61)-(2.62), constituem o conjunto completo de equacdes que des-
crevem a dinamica da matéria e da geometria na Gravitagdo de Einstein. Essa abordagem foi
proposta por Hawking (HAWKING, 1966) para analisar o comportamento de ondas gravitacio-

nais.
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4 Modelos Cosmologicos de
Friedmann-Roberton-Walker

Neste capitulo serd feita uma apresentacdo sucinta das caracteristicas bésica da classe de
modelos cosmolégicos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). Uma exposi¢ao detalhada deste
tépico pode ser encontrada em (DE FELICE; CLARKE, 1990), (HAWKING; ELLIS, 1973) e
(WALD, 1984).

A classe de FRW € fundamentada pela Hipotese de Homogeneidade e Isotropia do Espaco,
ou Principio Cosmoldgico. Essencialmente, o Principio Cosmoldgico afirma que as propri-
edades que descrevem o fluido cédsmico devem ser invariantes frente a mudancas de posi¢ao
no espago (homogeneidade) e esféricamente simétricas em relagdo a um observador qualquer
(isotropia). Recentemente, esta hipdtese recebeu forte confirmacdo de observacdes, como a
descoberta da radiacdo césmica de fundo e a isotropia da distribui¢do de galdxias em grande
escala. Com base neste fato, acredita-se que estes modelos, que apresentam um alto grau de
simetria, sejam uma boa descri¢do (aproximada) do nosso universo. Nos modelos desta classe,
as secOes espaciais apresentam curvatura constante e a métrica espago-temporal assume uma
forma particularmente simples, a chamada métrica de Robertson-Walker, que representa trés
possiveis geometrias espaciais, as quais veremos a seguir. O conteido de matéria-energia nos

modelos desta classe € representado pelo tensor energia-momentum de um fluido perfeito.

Na sec@o §4.1 serd feita uma breve exposi¢do da estrutura geral dos modelos da classe
FRW. A seguir serdo considerados dois modelos dessa classe que apresentam comportamento
qualitativamente diferente no passado remoto: na se¢do § 4.2 sera apresentado o chamado Uni-
verso de Einstein-Maxwell, cuja fonte da geometria € o campo eletromagnético descrito pela
teoria de Maxwell, e na se¢do § 4.3 serd apresentado o chamado Universo com Ricochete, cuja
fonte da geometria € o campo eletromagnético descrito por uma generalizagdo nao-linear da
teoria Maxwelliana (DE LORENCI et al., 2002). Neste altimo caso, o universo nao apresenta

singularidade inicial. Estes modelos sdo de grande relevancia no estudo da estrutura do espago-



33

tempo no universo “primordial”, ja que acredita-se que a geometria do espago-tempo tenha sido

predominantemente determinada pela radiac@o eletromagnética no passado remoto.

4.1 A Classe de Modelos de FRW

A classe de modelos de Friedmann-Robertson-Walker (FRW) esta fundamentada na cha-
mada Hipdtese de Homogeneidade e Isotropia do Espago, inspirada no Principio Copernicano
e endossada por uma série de evidéncias observacionais, como': (/) A descoberta da radiacio
térmica de fundo e de seu cardter altamente isotropico; (2) A isotropia da distribuicdo de
galdxias em uma escala maior que> 100Mpc; (3) O caréter altamente isotrépico da distribuicio
de galaxias radio-emissoras, da radiacao-X de fundo e da radiacdo-y de fundo. Essa hipdtese
também € chamada de Principio Cosmolégico. O conteido material do universo sera tratado
por um fluido, cujas particulas representam cada uma um aglomerado de galdxias. As linhas
de escoamento do fluido sdo as trajetdrias espago-temporais destas particulas fundamentais e
sdo representadas por uma congruéncia de curvas do tipo tempo e nulo, com campo tangente
V. Chamaremos os observadores representados pelas curvas do tipo tempo da congruéncia de

observadores fundamentais ou co-moventes. Vamos supor que a constante cosmolédgica é nula
A=0.

Uma conseqiiéncia da homogeneidade e isotropia do espago € que as linhas de fluxo do
fluido cosmico devem ser representadas por uma congruéncia de curvas geodésicas do tipo

tempo, isto é g(V,V) > 0, com vorticidade e cisalhamento nulos':
Wup =0 , Cup=0 , Vug=0 . “4.1)

Nesse caso, o contetido de matéria-energia do universo de FRW é descrito pelo tensor momentum-

energia de um fluido perfeito:
Top = PVaVg+phop
ou, em termos da decomposi¢ao da métrica (2.33):

Top = (P +P)VaVs —P8ap - (4.2)

O contetido de matéria-energia do universo, portanto, € descrito por um tensor momentum-

'Ver (DE FELICE; CLARKE, 1990), (HAWKING:; ELLIS, 1973) e (WALD, 1984).
21 pc = 3.26 anos-luz = 3.08 x10'8 cm.
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energia que possui uma componente associada a matéria ordindria, tratada por uma “poeira”
de particulas, onde cada uma dessas particulas representa um aglomerado de galdxias, e uma

componente associada ao contetido de radiagdo.

Outra conseqiiéncia da homogeneidade e isotropia do espago € que, para um certo intervalo
temporal® [tg,#1], é possivel definir uma estrutura de folheacio espacial no espago-tempo, como
discutido na se¢do §2.5. O cardter irrotacional da congruéncia (@, = 0) implica que existe,
localmente, isto é, em uma vizinhanga % de .#* , uma folheacio espacial {5”[3} com as curvas
da congruéncia ortogonais a folheac¢@o na vizinhangca %/. Nesse caso, € possivel definir um

sistema Gaussiano de coordenadas em %/ tal que a métrica espago-temporal assume a forma:
ds* = dr* + hjjdx'dx’ (4.3)

onde h;; = h;(t) sdo as componentes da métrica espacial em 3. O pardmetro ¢ é escolhido
como sendo o comprimento de arco associado a uma curva da congruéncia, isto é, g(V,V) =
gap VOVB = gyo = +1. Neste caso, ¢ é chamado de tempo césmico. A curvatura de cada secio
espacial tem a forma*:

Riji = K () hyyhyy; (4.4)

com K () constante em .#,>. Dizemos que o “espaco” tem curvatura constante. Com isso, ve-
mos que a variedade deve ser (topologicamente) equivalente ao produto R x .73, onde .7 é
uma variedade Riemanniana tridimensional, conformalmente plana. A hipétese de homogenei-
dade e isotropia do espaco implica em uma métrica espacial esféricamente simétrica, que pode

ser escrita na forma:

o 1

hijdx'dx] = —A2(r) {1—8251;»2 + 2 (dO* + sin* d¢2)} : (4.5)

—é&r
com € = +1,0,—1. Ou seja, a métrica espaco-temporal mais geral, consistente com a hipdtese

de homogeneidade e isotropia, tem a forma®:

1
ds? = dt® — A(¢) {ﬁ dr* 4+ r* (dO* + sin®® d¢)2)} : (4.6)
—é&r

oned O termo A(¢) é o chamado fator de escala e relaciona-se ao volume da sec¢do espacial. Essa

métrica é chamada métrica de Robertson-Walker. O universo € dito aberto, plano ou fechado

3 As curvas geodésicas da congruéncia podem néo estar definidas para algum tempo fora de um certo intervalo.
Nesse caso as geodésicas sdo ditas incompletas. A incompleteza de geodésicas foi utilizada por Hawking como
critério de identificac@o de singularidades (HAWKING; ELLIS, 1973).

“Ver (DE FELICE; CLARKE, 1990) e (WALD, 1984).
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se € =+1, € =0ou &€ = —1, respectivamente. Definindo-se o chamado tempo conformal n:
dt
dn = —— 4.7

a métrica de Robertson-Walker também pode ser reescrita na forma conformalmente plana (ver
3.4):

1
ds® = A%(n) {drl2 — ﬁdﬂ + 1 (d? —|—sin219d¢2)} . (4.8)
— &r
Calculando a expansao (2.42), obtém-se:
A
0=Vy,V*=3 1 4.9)

O termo H = 6/3 é chamado de fator de Hubble ¢ seu valor atual Hy de constante de Hubble.
A relagio H = A /A é conhecida como a lei de Hubble.

As equagdes de conservacdo da energia e de Raychaudhuri, nos modelos da classe FRW,

assumem a forma®: _
. A
p+3(p+p) =0, (4.10)
A 1
—+- 3p)=0 . 4.11
4t (P t3p) 4.11)
e da equacgdo de Einstein, obtemos:
i\ 2
A € 1
= ——=_p . 4.12

essa € a chamada equacdo de Friedmann.

No caso em que o fluido césmico satisfaz a condi¢ao de convergéncia (2.70):
oy B 1
RopV*VF = =2 (p+3p) <0,

para todo ¢, a equacdo de Raychaudhuri (4.11) implica que A < 0. Como o valor de A(z),
medido no universo atual, € positivo, Ag = A(tp) > 0, segue que A(r) — 0 em um certo instante
do passado, mais recente que Hy = Ag/Ag. Ou seja, neste caso, o universo apresenta uma

singularidade inicial (ver §§2.6.3).

Ver (DE FELICE; CLARKE, 1990) e (WALD, 1984).
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4.2 O Universo de Einstein-Maxwell (UEM)

Vamos considerar o modelo da classe FRW cuja fonte € o campo eletromagnético descrito

pela teoria Maxwelliana, definida pela Lagrangeana de Maxwell:
1
L =— 1 F (4.13)

com F = FogF %B e com tensor momentum-energia associado:
p o 1

Como o universo de FRW ¢ espacialmente isotrépico, apenas uma distribui¢cdo desordenada
de radiacao eletromagnética pode dar origem a um universo da classe de FRW. Podemos ob-
ter o tensor momentum-energia da radiacdo desordenada mediante um processo de média da
expressao microscopica do campo eletromagnético. O campo eletromagnético F g pode ser de-
1/ . p b d ﬁ d ~ o . y3 1 ~
composto nas partes elétrica e, € magnética by, definidas nas seg¢des espaciais .;°, em relacido

a um observador movendo-se com velocidade Vi, pelas expressoes locais:
ea(V)=FopgVP | bo(V)=—FyVP . (4.15)

As partes elétrica e, € magnética by do tensor de campo eletromagnético nao devem ser con-
fundidas com as partes “elétrica” Eyg e “magnética” B, do tensor de Weyl, definidas pelas
equagoes (3.6) e (3.7). Em termos de um sistema Gaussiano de coordenadas, as componentes

dos campos elétrico e magnético assumem a forma local:
ik
e; = Fo; b, = Siijj . (4.16)

A média volumétrica espacial de uma quantidade arbitrdria Q(z) é definida, para todo 7,
como (DE LORENCI et al., 2002):

(Q), = lim /yQ V—hd’x 4.17)

Q—Qp

onde v/—hd>x é forma volume’ das secdes espaciais .7, e onde:
Q)= / V—hd’x
4

e Qp, representam volumes espaciais suficientemente grandes. Vamos atribuir os seguintes

TVer Apéndice A, §A.2.
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valores médios aos campos elétrico e magnético®:

<€,‘> =0 s <bl> =0 s <€ibj> =0 s (418)
1

(eiej) = 3 ezgij ) (4.19)
1

(bibj) = —3b7gij (4.20)

Com isso, o tensor momentum-energia que descreve uma distribui¢ao desordenada de radiacao
eletromagnética, assume a forma de um fluido perfeito (TOLMAN, 1950), com densidade de
energia p e pressao p:

(Tap) = (P+P)VaVp —PSap (4.21)

onde V,; € o vetor tangente a trajetoria espaco-temporal do observador que move-se com a

radiacdo como um todo, e com a densidade e a pressao dadas pela relacao:

p=3p==(+b*)>0 . (4.22)

| =

Do fato de que tanto a densidade de energia quanto a pressdo sdo positivas, para todo z,
segue, pela andlise da equagdo de Raychaudhuri, que esse universo possui uma singularidade

inicial. Nesse caso, da equagdo de Einstein (4.12), obtém-se:

A(t) = \/Ag*t —er? | (4.23)

onde Ag é uma constante arbitraria. Nota-se que A(¢) — 0 para ¢t — 0.

4.3 O Universo com Ricochete (UR)

Vamos considerar o modelo da classe FRW cuja fonte da geometria € o campo eletro-
magnético descrito pela generalizacdo ndo-linear do eletromagnetismo de Maxwell, definida
pela Lagrangeana dependente dos invariantes do campo até a segunda ordem (DE LORENCI et
al., 2002):

3:—%F+aF2+/3G2 , (4.24)

onde a e B sdo constantes € 2G = Mgy F @B 1Y O tensor momentum-energia associado as

8Ver (TOLMAN, 1950) e (DE LORENCI et al., 2002).
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teorias nao-lineares do eletromagnetismo, tem a forma:

0L 0.7

Tp — —4 (W) FaFf + (c;% —Z) fap - (4.25)

A Lagrangeana de Maxwell (4.13) e o tensor momentum-energia associado (4.14) sdo recupe-

rados no caso em que @ = f3 = 0.

Como se esté interessado na anélise do comportamento desse sistema no universo primitivo,
onde a matéria deve ser identificada com o plasma primordial, considera-se o caso onde apenas
a média do campo magnético b* é ndo-nula, o que é formalmente equivalente a tomar ¢> = 0 na
equacdo (4.19) (DE LORENCTI et al., 2002).

Como feito no caso do universo de Einstein-Maxwell, submetendo-se o tensor momentum-
energia (4.25) ao processo de média macroscopica, dada pelas equagdes (4.18)-(4.20), o tensor
momentum-energia médio assume a forma de um fluido perfeito, andloga a (4.21), com a den-

sidade e a pressao dadas pelas equagdes:

p= %bz(l —8ab?) | (4.26)
15 2
p= gb (1 —400b”) . (4.27)
Para valores de & no intervalo:
@ <o < # , (4.28)

a condicao de convergéncia (2.70) € violada, sem que a densidade de energia torne-se negativa,
e o modelo ndo apresenta singularidade inicial. Esta condi¢do pode parecer excessivamente
restritiva, no entanto, ela estd de acordo com a espectativa de que o deve ser um numero
positivo muito pequeno, ja que efeitos associados a um possivel cardter ndo-linear do campo
eletromagnético ndo sdo detectados na escala de energia acessivel a experimentagao atual, mas
nao tdo pequeno a ponto dos termos ndo-lineares na lagrangeana (4.24) perderem toda a im-

portancia.

Combinando-se as equacOes (4.26) e (4.27) com a equacdo de conservacdo de energia
(4.10), obtém-se:

bo
onde by € uma constante. Com esse resultado, obtém-se, em analogia a equacao (4.12):
b} 8o}
2_ Y 0

Como o lado direito dessa expressdao nao pode ser negativo, segue que, para qualquer valor de
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€, se o > 0, entdo o fator de escala ndo pode ser arbitrariamente pequeno. A solucdo da (4.30)
¢ dada implicitamente por:

~1/)2

t=+ dz (4.31)

AO T bE  8abg
Ao 62 620 —f

onde Ag = A(0). No caso € =0, a (4.31) pode ser resolvida, fazendo-se uma escolha adequada

da origem temporal, o que leva a expressao:
2 1/2
A%(1) = by {5 (2 + 12a)1 : (4.32)

de onde conclui-se que, para ¢ > 0, no instante r = 0 o raio do universo atinge um valor minimo
Amin -

A2 =boV8a . (4.33)
Das equagdes (4.29) e (4.32), resulta que a evolucdo ao longo do tempo da intensidade média

do campo magnético b(t), ¢ dada pela expressao:

23 1
b =3 (t2+12a> . (4.34)
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5  Perturbacoes em Modelos da Classe
FRW

Como discutido no capitulo 4, os modelos da classe FRW descrevem as propriedades do
universo, em escalas superiores a 100 Mpc, com um alto grau de precisao. No entanto, como
a experiéncia torna flagrante, o universo apresenta inomogeneidades locais. Em outras palavra,
os modelos da classe FRW sdo, claramente, uma descri¢do no maximo aproximada para o nosso

universo, sendo as propriedades locais do universo descritas por perturbacdes destes modelos.

Na abordagem tradicional de perturbacdes de solugdes cosmoldgicas, a métrica de um
espaco-tempo .#/* cuja distribui¢io de matéria-energia apresenta pequenos desvios, ou perturbacdes,
em relacdo a distribuicdo de matéria-energia de um espacgo-tempo base //6‘ , homogéneo e

isotrépico, € obtida “perturbando-se” a métrica do espaco-tempo base:

Sap = Ogaﬁ + Sgaﬁ )

onde g, p representa as componentes da métrica do espago-tempo base ,///6¥ (LIFSHITZ; KHA-
LATNIKOV, 1963). Nesse caso, devemos tratar a familia de métricas perturbadas {g} como um
certo espago topoldgico 27, para que o limite:

lim g,5="
6gaﬁ_>0gocﬁ 8ap

faca sentido. Ou seja, é necessario especificar a topologia do espago 2. No entanto, como
demonstrado por Geroch, a tentativa de introduzir a nocao usual de limite em um espaco de
métricas é problemdtica'. Outra desvantagem desse método é que a métrica nio é uma quanti-
dade observavel, de modo que o significado fisico de uma perturbacdo da métrica ndo é claro.
De fato, uma perturbacdo da métrica pode ser meramente a conseqii€éncia de uma mudanca
de coordenadas e, neste caso, a perturbacdo nao tem qualquer significado fisico (HAWKING,

1966). Para contornar esta dificuldade, é necessédrio formular uma teoria de perturbacdes que

I'Para maiores detalhes, ver Novello (NOVELLO, 1974).
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seja invariante de calibre. Isto é, como mencionado anteriormente, em uma teoria de perturbacoes
da Gravitacdo, devemos perturbar o proprio espago-tempo .#*, de modo que uma quantidade
tensorial qualquer e sua perturbacao estao definidas em variedades espaco-tempo diferentes, o
espaco-tempo base ,///6t e 0 espago-tempo perturbado .Z*. No entanto, a subtracio de duas
quantidades tensoriais definidas em variedades diferentes ndo pode ser definida de forma cova-
riante. Mesmo que as duas variedades espaco-tempo estejam mergulhadas em uma variedade de
dimensdo maior, .4, por exemplo, estarfamos tentando subtrair tensores definidos em pontos
diferentes de .47, o que é uma operacio mal definida. Esta operacdo s6 pode fazer sentido se
houver um mapeamento de identificacdo de pontos, isto €, uma forma de decidir se pontos em
//6‘ e .#/* sdo “o mesmo”, de modo que a subtracdo de tensores possa ser definida. No entanto,
este mapeamento serd em geral arbitrario. Este é o chamado problema da liberdade de calibre
em uma teoria de perturbagdes (STEWART, 1990). A perturbacdo de uma quantidade tenso-
rial Q, definida no espago-tempo base .#, serd invariante de calibre se Q for nula em .#,
ou for um campo tensorial constante em .#( ou for uma combinacdo de deltas de Kronecker
com coeficientes constantes. Esse resultado é conhecido como Lema de Stewart (STEWART;
WALKER, 1974; STEWART, 1990)°.

Vamos adotadar o tratamento de perturbacdes baseado na formulacdao de Jordan-Ehlers-
Kundt (JEK) da Gravitacdo sugerido por Hawking (HAWKING, 1966) e desenvolvido Ellis
(ELLIS, 1971) e Novello e Salim (NOVELLO; SALIM, 1983). Nesta formulagdo, o tensor
de Weyl anula-se no espago-tempo base homogéneo e isotropico. Por outro lado, o Lema de
Stewart garante que perturbacdes de quantidades nulas no espaco-tempo base sdo invariantes
de calibre. Isto sugere que esta formulacdo da teoria de perturbacdes, baseada no formalismo
JEK da gravitacdo, apesar de ser menos geral que a tradicional, é mais apropriada para tratar
perturbacdes em modelos da classe FRW. Neste caso € possivel considerar perturbacdes apenas
das quantidades fisicamente relevantes, ou seja, observaveis, como a curvatura. Outra vantagem
desse método € na descricdo do comportamento de ondas gravitacionais em um universo em
expansdo, ja que essa formulacdo inclui a interacao entre a radiacdo e a matéria (HAWKING,
1966).

Na secdo §5.1 serdo consideradas as equagdes quasi-Maxwellianas perturbadas. Na secao
§5.2, serd considerada apenas a parte puramente tensorial do espectro de perturbacdes. Es-
tas perturbacOes tensoriais ndo estdo associadas a perturbacdes da densidade e representam,
portanto, ondas gravitacionais propagando-se no espago-tempo base. As quantidades tensori-
ais perturbadas serdo expandidas em uma base de harmonicos esféricos tensoriais, definidos

em cada secdo espacial. Este tratamento permitird obter um sistema dindmico nao-autdnomo

20 Lema de Stewart é apresentado no apéndice B.
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fechado, envolvendo apenas os coeficientes da expansdo em harmonicos tensoriais da partes
elétrica do tensor de Weyl e do cisalhamento, que descreve completamente a evolucdo destas
quantidades. Finalmente, na secdo §5.3 serdo delineadas as técnicas elementares necessarias
a andlise qualitativa do sistema dinamico que descreve a evolugdo das perturbacdes tensoriais.
Estas técnicas serdo a base da andlise de propagacdo de ondas gravitacionais que serd feita nos

capitulos seguintes.

5.1 Perturbacoes no Formalismo JEK

Como visto anteriormente, nos modelos da classe FRW o conteido de matéria-energia do
universo € representado por um fluido perfeito, caracterizado pelo valor nulo das quantidades
cinematicas:

Wep=0 , Cug=0 , Vg=0 . (5.1)

As perturbacdes do campo gravitacional sdo descritas por perturbacdes das partes elétrica e
magnética do tensor de Weyl. Como em modelos da classe FRW o tensor de Weyl € identi-
camente nulo, segue da decomposicao (3.12) que suas parte elétrica e magnética sdo nulas no
espaco-tempo base. Logo, pode-se escrever as componentes das partes elétrica e magnética

perturbadas do tensor de Weyl como?>:

Eug = 0Eqp (5.2)

Byg =0Byp . (5.3)

Analogamente, as perturbacoes das quantidades cinemadticas, nulas no espaco-tempo base, po-

dem ser escritas como:
Wop = 80)05[3 y  Oap = 86(1[3 , Va = SV(X . (5.4)

A partir das equacdes (3.31)-(3.34), pode-se obter as equacgdes quasi-Maxwellianas perturbadas,

que descrevem a dindmica das perturbagdes do espago-tempo base*:

3Ver a defini¢io (B.3) do apéndice B. Estamos usando a defini¢iio 0005 = (6Q)ap-
4Ver (NOVELLO; SALIM, 1983).



43

1 1
PPN g Egy = 2 h*PVp8p — 2 Vgp 8(VOVFE) (5.5)
WP POV Bg, = (p+p)o® | (5.6)
. 1 oA 1
hg hg Eyy +60Eqp — Ela(‘o‘/lﬁv)X/e11v PV Bpu = —5(P+P)0ap (5.7)
. 1
hd'hg Buv +0Bgp + 3 hhgi Vo, PV Epu =0 (5.8)

e também as equagdes que descrevem a evolugdo das quantidades cinematicas perturbadas:

.2 . 1
50+§050—VaVa:—§(5p+35p) , (5.9)
hthYd 29 1h”hVV V=0 5.10
a ﬁwuv+§ waﬁ_i altg Viuhv) =9 (5.10)

'u Vo 2 1 'u 1 ﬂ v .

hg hg ouv+§eaaﬁ+§haﬁv“v —Eha hg'VuVyy = —Eqp (5.11)

bem como as equacdes de vinculo para estas quantidades:

2
hoflvﬁ(wﬁuirclft)—ghé‘%@:O , (5.12)
Va@® =0 (5.13)

1 o2
3 il Ve Va(@pu + Gpu) = Bop - (5.14)

Finalmente, das equagdes de conservagdo, pode-se obter:
(8p)+60(8p+3p)+(p+p)86=0 |, (5.15)

(p+p)V*—8(nh*PVgp)=0 . (5.16)

As equagdes (5.5)-(5.16) constituem o conjunto completo de equacdes que descrevem a evolucao

de perturbacdes em modelos da classe FRW.

5.2 Perturbacoes Tensoriais

Nesta se¢do, vamos considerar perturbacdes apenas das quantidades puramente tensoriais.

Neste caso, o sistema de equagdes quasi-Maxwellianas para as quantidades perturbadas (5.5)-
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(5.8) assume a forma>:
h*FhPoVGEg, =0 (5.17)
h*PhPoV B, =0 | (5.18)
. 1 oA 1
ho’fhﬁVEuv +0Eqp — 5fl(‘(;/aﬁv)x1917v PV, By = -3 (P+p)Oup (5.19)
) 1 oA
ho hg' Buy + 6Bgp +§h(‘;hﬁv)v9nv PVLEp =0 . (5.20)

Ja o sistema de equagdes cinematicas perturbadas, reduz-se a equagao:
B G+ > 0605 = —E (5.21)
atg Ouv 3 of aff > .
sujeita a condicao de vinculo:

A
Eh(’;hﬁV)Vane PV, Gpu =Bap - (5.22)

Vamos definir a base harménica tensorial® {53(5")}, em cada segdo espacial .#,> do espago-

tempo base ., como o conjunto de autofungdes do operador de Laplace definido em .7

2
k) _ K~k
WV, v S ap = 42 dep - (5.23)

onde o nimero de onda k assume os valores:

P+3, 0<g<o e=+1,
=g, 0<g<oo =0, (5.24)

n?—3 n=34,.. ,e=—1.
Os tensores da base {ﬁﬁk) } devem ser simétricos, ﬁg{l)g ﬁ(ﬁ;, e ainda possuir as seguintes
propriedades®:
=0 . (5.25)

of ’ (01

(8a3) =0 - 1P -

. . . A . ~ (k
Vamos introduzir também a base harmonica associada {GS,

VELLO; SALIM, 1983; NOVELLO et al., 1995):

, definida pela relacdo (NO-

A A 1 A
&g = Papld) = S Ve S Vallyy (5.26)

SVer (NOVELLO; SALIM, 1983).
SVer (LIFSHITZ; KHALATNIKOV, 1963) para maiores detalhes. Neste trabalho, ndo serd necessario conside-
o (k)

rar a forma explicita das fungdes 4 , B
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Com isso, € possivel expandir as quantidades tensoriais perturbadas como segue:

Eap=Y EV@0 LY (5.27)
k

Bup =Y BV (1) &Y (5.28)
k

Sap =Y. 0P (040} . (5.29)
k

Nota-se que a equagdo (5.28) € consistente com a (5.22):
Bap =Y cM()&)
k
o que implica na condi¢do de vinculo:
BHX _ sk —¢o | (5.30)

E possivel mostrar’ que a base harménica associada {6 } tem as seguintes propriedades:

A 1 k>
Paﬁ[G(k)]:(p——HZ Az)iﬂg : (5.31)
A (k) (k)
(&%) = 396 u (5.32)

Combinando as equagdes (5.22) e (5.31), obtém-se:

(5.33)

R R 1 k2 .
B8 = o ()= (p— 307+ ) ot )

Fazendo uso das relagdes (5.31), (5.32) e (5.33) , € possivel reescrever as equacoes (5.17), (5.20)

e (5.21) em termos da expansdo das quantidades perturbadas:

: 1 k2 1 .
;{E(k) +0E® — (p — 0%+ AZ) BM S (P +p)c® }ug;; =0 , (5.34)
y <B(k) N % 0B _ gl )) & -0 . (5.35)
k
Y (c’r(k) + % Lol +E(k)> ufx}, =0 . (5.36)
k

A independéncia linear da base harmonica e da base harmonica associada, implicam que as

equacoes (3.31)-(3.33) sdo satisfeitas se, e somente se, os coeficientes da expansao forem nulos,

"Ver (NOVELLO et al., 1995).
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isto é: )
. 1 , k 1
E+9E—<p—§9 +E)B+§(p+p)0'—0 , (5.37)
.2
B—|—§9B—|—E:0 , (5.38)
.2
G—|—§96—|—E:0 , (5.39)

onde omitimos os indices da expansdao em harmonicos tensoriais das quantidades perturbadas.
Da condi¢ao de vinculo (5.30), vemos que as equagdes (3.32) e (3.33) sdo equivalentes. Com
isso obtém-se o conjunto de infinitos sistemas dindmicos lineares ndo-autdnomos® planares,
definidos em cada secdo espacial .#;, envolvendo apenas as partes elétrica e magnética do tensor
de Weyl (NOVELLO et al., 1995):

. 1 1, K

E+9E—{§(p—p)—§e +p}c_o : (5.40)
.2
6+300+E=0 . (5.41)

Este sistema descreve completamente a propagacdo de ondas gravitacionais em modelos da
classe FRW.

Como mencionado anteriormente, a parte elétrica do tensor de Weyl representa forcas de
maré gravitacionais (ver §3.2). A equacgao (5.40) descreve, portanto, a excitacio destes efeitos
de maré em um sistema de particulas teste em queda livre causada pela passagem de uma onda
gravitacional. A equacgdo (5.41), por sua vez, descreve a excitacao da anisotropia de cisalha-
mento do sistema causada pela passagem da onda. Estas quantidades podem, em principio, ser

diretamente detectadas por “antenas gravitacionais™®.

8i.e. independente do tempo.

9Uma antena gravitacional é constituida, essencialmente, de um conjunto de particulas teste em queda livre. As
equagdes (5.40) e (5.41) descrevem, portanto, a excitagdo de pardmetros cinemadticos e dinamicos da congruéncia
de curvas geodésicas (§2.5) associada.
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5.3 Analise Qualitativa da Propagacao
de Ondas Gravitacionais

Vamos fazer as seguintes defini¢des:

E -0 f
X= . S= , (542)
(6) (—1—%>

1 1 k\?
Ei(p—p)—gez—i— (Z) : (5.43)

Com isso, o sistema (5.40)-(5.41) pode ser reescrito na forma matricial:
X =S{t,u)X | (5.44)

onde u é um pardmetro proporcional ao quadrado do nimero de onda, u ~ k*. Ressaltamos
que para universos ndo-estaciondrios o sistema (5.45) € um sistema dindmico nao-autdbnomo,
i.e. dependente do tempo. As trajetérias deste sistema podem ser determinadas no espago
de fases estendido definindo-se um novo parametro s € mapeando-se o sistema bi-dimensional

linear ndo-autdnomo (5.45) no sistema tri-dimensional nao-linear autbnomo

X _ S(t,u)X (5.45)
i 1 ’ '

onde o ponto agora significa derivada em relagdo ao parimetro s, i.e. i = dt/ds, etc. Vamos

definir a fun¢do matricial

S(r,mx) (5.46)

QX t,u) = < X

O sistema (altamente) nao-linear (5.45) pode ser linearizado em uma vizinhanga suficiente-

mente pequena Q(f) de um ponto (X,#) = (0,19) contida na se¢do t = f; como segue

0P 0P
CI)(X,s,[,L)‘Q(t )~ Dy + <—) E + (—) o . (5.47)
0 IE ) (0.40) 96/ |(0.10)
Explicitamente
o -0 -6 00 E
<_) E=| —1 E=| -1 00 o : (5.48)
oE
|(05t0) 0 O O 0 t

Ito Ito
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0 0 E
0P ! !
9% c=| _2¢ o=|0 —-%26 0 o , (5.49)
do 3 3
[(0,t0)
0 O 0 O t
Ito lto
e ainda
0
Dy = q)(thJ*L)\(O,ZO) = 0 ) (5.50)
1

de modo que a expansao (5.47) pode ser escrita na forma:

S(to, ) 0
0 0

(5.51)

Xy ( S(to, )X )

D(X, 5, 1) |0() ~ ( |

|0

e, por tanto, o sistema (5.45) assume a seguinte forma linearizada:

X ~ S(to, )X (5.52)
i 1 '

no “tubo” Q(ty) x I(y), onde I(fy) é um intervalo suficientemente pequeno do eixo ¢ contendo

fo. A solucdo deste sistema linearizado pode ser escrita da seguinte forma:

(50) « (x0)
t(s) s+1(0)
para (X(0),7(0)) contido no tubo Q(zy) X I(tp).

As técnicas da andlise qualitativas podem ser empregadas na caracterizagdo da estrutura
local do espago de fases deste sistema linear ndo-autonomo, tomando-se a matriz fundamental
S(t, 1) como sendo constante em um intervalo [t],#,] suficientemente pequeno. Nesse caso, o
sistema pode ser tratado, neste intervalo, como um sistema auténomo'Y (isto €, tal que a matriz
fundamental $ ndo depende explicitamente do tempo) e admite a solucdo aproximada, para um
valor fixo do parametro U:

X(1) = SWx, (5.54)

onde S(u) = S(ty, 1) , para algum £y no intervalo, e a exponencial da matriz S = S(u ) é definida

como:
tnS}’l
n!

1
:I+tS+§r252+---

=Y
n
A aproximacdo (5.54) permite determinar a estrutura local dos retratos de fases do sistema,

para todos intervalos suficientemente pequenos de z, exceto aqueles onde ocorrem mudangas na

10Uma extensa apresentagdo dos aspectos basicos da andlise qualitativa de sistemas dinimicos lineares
autdénomos e nao-autdonomos pode ser encontrada em (ARNOLD, 1988).
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estrutura do espaco de fases, para os quais esta aproximacao ndo € valida. A caracterizacao da
estabilidade do sistema, em relagcdo ao ponto de equilibrio X = 0, pode ser feita determinando-

se o conjunto {s,s_} de autovalores da matriz fundamental S:

_aSEVA

5 (5.55)

S+

onde definimos o discriminante A = (trS)2 —4detS. Para o sistema (5.40)-5.41), obtém-se:

trS:—gG):—SH : (5.56)
detS—%®2+f—l( - )+1®2+ kY’ (5.57)
=3 T2WTPT] A) '

Como detS > 0 em ambos os modelos cosmoldgicos que consideraremos neste trabalho, a
estrutura do espaco de fases do sistema S ficard completamente determinada pelo valor do dis-

criminante A. Por conveniéncia, vamos definir o novo ‘“discriminante”

2
5510g{<trs>] : (5.58)

4detS

que tem as mesmas propriedades que A no que diz respeito a caracterizagdo da estrutura do

espaco de fases do sistema.

A caracterizacao da estabilidade (assintética) do sistema pode ser feita avaliando-se o trago
da matriz fundamental S(z) para todo ¢. Pelo teorema de Liouville (ARNOLD, 1988), se
trS(z) < 0, para todo r > 0, o sistema € assintdticamente instavel; se trS(¢) > 0 , para todo

t < 0, o sistema é assintéticamente estavel.



50

6 Ondas Gravitacionais no Universo de
Einstein-Maxwell

Até este ponto fizemos uma revisdo do aparato formal nescessario para investigarmos o
comportamento de ondas gravitacionais em modelos cosmoldgicos da classe de Friedmann-
Robertson-Walker (FRW). Em especial, revisamos a formulacao de Jordan-Ehlers-Kundt (JEK)
da gravitacdo e a teoria de perturbagdes cosmologicas em modelos de FRW que tem esta
formulacao como base. Neste capitulo e nos capitulos seguintes, vamos empregar estas técnicas
na investigacdo da propagacao de ondas gravitacionais em modelos cosmoldgicos ndo-estaciondrios,
homogéneos e isotrépicos. A novidade deste trabalho consiste na caracteriza¢ao da propagagao
de ondas gravitacionais no Universo de Einstein-Maxwell (UEM) e no Universo com Rico-
chete (UR). Este estudo comparativo nos permitird distinguir de forma clara as caracteristicas

da propagacao destas ondas nos dois modelos cosmoldgicos.

Neste capitulo, vamos estudar a propagacao de ondas gravitacionais no Universo de Einstein-
Maxwell Singular empregando o método das equacdes quasi-Maxwellianas da Gravitagao (capitulo
5). Como visto anteriormente, este método permite obter um sistema dindmico S nao-autdnomo
planar fechado para as varidveis E e o, que descrevem excitacdes gravitacionais em um uni-
verso nao-estaciondrio, homogéneo e isotropico. A andlise qualitativa do sistema S nos per-
mitird investigar aspectos da dinamica da propagacdo de ondas gravitacionais no Universo de
Einstein-Maxwell (UEM) que poderao ser comparados com os mesmos aspectos desta dinamica

no Universo com Ricochete (UR).

Na secdo §6.1 vamos aplicar a teoria de perturbagdes apresentada no capitulo 5 ao Uni-
verso de Einstein-Maxwell. Na sec¢do § 6.2 vamos submeter o sistema dindmico que descreve a
propagacado de ondas gravitacionais neste modelo cosmoldgico as técnicas da analise qualitativa

e caracterizar a estrutura do espacgo de fases deste sistema.
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6.1 Perturbacoes Tensoriais no Universo
de Einstein-Maxwell

Por simplicidade, vamos restringir nossa andlise ao caso de um universo plano, isto é, tal
que a curvatura das sec¢des espaciais € nula, o que corresponde a uma métrica de FRW espaci-
almente plana € = 0 (ver §4.1)1. Neste caso, o Universo de Einstein-Maxwell é caracterizado

pelas seguintes quantidades ndo-perturbadas (§ 4.2):

A(r) =Apt'? | (6.1)
3
p(1)=3p(t) =5 (6.2)
3

Combinando-se a (5.43) com as (6.1) e (6.3), obtém-se:

St =55+ (64)
onde U = k> /A(z). Neste caso, o sistema (5.40)-(5.41) assume a forma:
E+%E+(2it2—%)o:0 , 6.5)
6+%G+E:O . (6.6)
Este sistema admite a soluc¢ao exata:
E(1) :% {ZCl\/ﬁsinx(I) /2 4 Ccos x (1) 12
—4Cipcos x (1) £ 42Cy/tcos x (1) /2
— Cysing(t) 2 +4Cusing (1) r3}f9/2 ,
(6.7)
o (t) :{2C1\/ﬁsinx(t) 32 4 Creosy (1) t
+2C/lcos (1) 132 — Cysin g (1) t} 132
(6.8)

'Nio h4 perda de generalidade nesta escolha, ja que, da equacio de Friedmann (4.12), vemos que a goemetria
das se¢des espaciais aproximam-se do caso plano € = 0 no universo “primordial”.
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onde y(t) = 2,/uf e C; e C, sdo constantes arbitrarias. As amplitudes (6.7) e (6.8), mostram

comportamento oscilatério amortecido, em virtude da expansdo do universo.

6.2 Analise Qualitativa da Propagacao
de Ondas Gravitacionais no Universo
de Einstein-Maxwell

De acordo com o que foi apresentado no capitulo 5, o sistema (6.5)-(6.6) pode ser escrito
na forma matricial (5.45):
X = Ss(t , [l)X )

onde a matriz fundamental do sistema tem a forma:

—3/2t —1/22+u/t
Sstuy = (O TR ©9)
-1 —1/t
Combinando as (5.56) e (5.57) com as (6.3) e (6.4), obtém-se:
trS ——i<0 (6.10)
ST T ’ '
1 u
detS¢=—=+—>0 . 6.11
etSg 2 + p > ( )
O discriminante 8, portanto, assume a forma:
5(t, 1) = log | —— 6.12)

A figura 6.1 mostra o comportamento de 6 ao longo do tempo para trés diferentes valores do
parametro (. A figura permite identificar o tempo critico ., que corresponde as solucdes da

equagdo (¢, ) =0:
994y,
C16p 16(2m)27

onde expressamos o pardmetro ( em termos do comprimento de onda A =27 /k.

te(A) (6.13)

O espaco de fases do sistema Sg apresenta duas regides distintas para todo comprimento de
onda finito: no intervalo ¢t < 7. (8 > 0) os retratos de fases exibe a estrutura de um né, enquanto

no intervalo 7 > . (0 < 0) os retratos de fases exibem a estrutura de uma espiral (tabela 6.1).

A figura 6.2 mostra o retrato de fases do sistema Sg na regido t < ¢., obtido numericamente.
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Figura 6.1: Gréafico de 0 ao longo do tempo no Universo de Einstein-Maxwell, para u = 0.5,
1 =1.82epu=>5. O grifico mostra os tempos criticos 7. , que sdo solu¢des da equacdo 4 (¢, ) =
0 para cada valor de u.

Tabela 6.1: Estrutura do espago de fases do sistema Sg.

comprimento de onda intervalo estrutura

0<t<t, né

0<A<oo .
t. <t <oo espiral

Neste caso, a estrutura € a de um no estavel. As figuras 6.3 e 6.4 mostram os retratos de fases
do sistema Sg na regido ¢t > t., obtidos numericamente. O espago de fases, neste caso, apresenta

estrutura de uma espiral.

Como trS(r; ) < 0 para todo ¢, o teorema de Liouville (ARNOLD, 1988) permite con-
cluir que o sistema apresenta estabilidade assintdtica para ¢t — co. Isto nada mais é que uma
consequéncia do fato de que a expansao do universo causa um amortecimento das ondas gravi-
tacionais. Como a freqiiéncia € inversamente proporcional ao fator de escala A, concluimos que

estas ondas sofrem um desvio para o vermelho com a expansao do universo.
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-0.05

Figura 6.2: Retrato de fases (E, o) do sistema Ss(z, i) no Universo de Einstein-Maxwell, para
t em um intervalo centradoem r = 0.2 (t < t.) e 4 = 5. As trajetdrias do sistema foram obtidas
numericamente para um conjunto ilustrativo de condig¢des iniciais. O grafico mostra a estrutura
em no.

Figura 6.3: Retrato de fases (E, o) do sistema Sg(z, 1) no Universo de Einstein-Maxwell, para
¢t em um intervalo centradoemt =2 (¢ > f.) e 4 = 5. As trajetdrias do sistema foram obtidas
numericamente. O grafico mostra a estrutura em espiral.
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Figura 6.4: Retrato de fases (E, o) do sistema Ss(z, i) no Universo de Einstein-Maxwell, para
t em um intervalo centrado em t =20 (t > #.) e 4 = 5. As trajetorias do sistema foram obtidas
numericamente. O grafico mostra a estrutura em espiral.
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7  Ondas Gravitacionais no Universo
com Ricochete

Neste capitulo, vamos estudar a propagacdo de ondas gravitacionais no Universo com Ri-
cochete. Como no capitulo anterior, esta andlise aqui também sera feita estudando aspectos
qualitativos do sistema dinamico que descreve a propagacdo de ondas gravitacionais em uni-
versos ndo-estaciondrios, homogéneos e isotropicos. Na secdo §7.1 a teoria de perturbagdes
apresentadas no capitulo 5 serd empregada no estudo do espectro de perturbagdes tensoriais no
Universo com Ricochete. Na sec¢do § 7.2 vamos aplicar as técnicas da andlise qualitativa no es-
tudo do sistema dinamico que descreve a propagac¢do destas ondas no Universo com Ricochete
e estudar a estrutura topoldgica de seu espaco de fases. O resultado desta anélise nos permitira
fazer uma clara distin¢do entre ondas gravitacionais propagando-se no Universo de Einstein-
Maxwell (UEM) ou no Universo com Ricochete (UR). Veremos que no UR, o espago de fases
do sistema S, que descreve a propagacao de ondas gravitacionais, apresenta uma estrutura mais
rica que a apresentada por este mesmo sistema no Universo de Einstein-Maxwell, com o sur-
gimento de transi¢des estruturais para um valor critico do parimetro u = k% /A2. Esta situacio
¢ distinta daquela observada no Universo de Einstein-Maxwell, onde ndo ocorriam transi¢oes
estruturais para quaisquer valores finitos do parametro (. A seguir, na secio § 7.3 vamos compa-
rar os resultados aqui obtidos com aqueles obtidos para o UEM. Esta comparac¢do nos permitird
concluir que ondas geradas logo apds ¢ = 0, que corresponde a singularidade inicial no UEM

ou ao ricochete no UR, apresentam um comportamento distinto.
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7.1 Perturbacoes Tensoriais no Universo
com Ricochete

Como feito anteriormente em nosso estudo da propagacdo de ondas gravitacionais no Uni-
verso de Einstein-Maxwell Singular, vamos restringir nossa anélise a um universo plano (€ =
0)1, isto é, tal que a curvatura das secdes espaciais € nula (ver §4.1). Neste caso, o Universo

com Ricochete é caracterizado pelas seguintes quantidades nao-perturbadas (§ 4.3):

2
A%(t) = by §(z2+120c) , (7.1)
3 t?
= - 7.2
PO =3 @20y 7.2)
1 1?48«
= - 7.3
PO =3 T2y (7-3)
3 t
0(t) == 7.4
=3 12a) 74
onde:
by = bA* = const. (7.5)
Fazendo-se a escolha A% = 1/2/3 by, o coeficiente f é dado pela expressdo (5.43):
—12/2+ 60 u
fr(t, 1) = (7.6)
(t2+1206)2 (l‘2—|—1206)1/2
onde novamente [l = k> /A%. Neste caso, o sistema (5.40)-(5.41) assume a forma:
.3 t t2/2 —6a u
E+—-|(-——)FE — =0 7.7
3 <t2+12a> Jr{(t2+1205)2 (t2+12a)1/2}6 ’ 7
t
' —_— E=0 . .
G+(t2+12a)6+ 0 (7.8)

A dificuldade de obter solucdes exatas para o sistema (7.7)-(7.8) € evidente. Nota-se que para
o =0 o sistema (7.7)-(7.8) recai no sistema (6.5)-(6.6) que descreve a evolugdo de perturbagdes
tensoriais no Universo de Einstein-Maxwell. Nota-se ainda que o0 mesmo ocorre parat — oo, 0
que mostra que as correcdes nao-lineares da eletrodindmica de Maxwell sdo importantes apenas

no universo primitivo.

! Conforme mencionado na nota de rodapé 1 do capitulo 6, como estamos interessados no comportamento das
ondas gravitacionais no universo “primordial”, ndo ha perda de generalidade nesta escolha.



58

7.2 Analise Qualitativa da Propagacao de Ondas
Gravitacionais no Universo com Ricochete

De forma completamente andloga a feita para o Universo de Einstein-Maxwell, vamos es-

crever o sistema (7.7)-(7.8) na forma matricial (5.45):
X = SR(Z,,LL; OC)X ,

e analisar a estrutura do espaco de fases do sistema Sg. A matriz fundamental, neste caso,

assume a forma:

_§ t —12/2+6a M
2 2+ 12a) (r+12a) (12+12a)1/2
St 113 1) = , (7.9)
t
-1 T P21 12a
de onde obtém-se:
5 t
wSp— (1 7.10
TR 2(r2+12a) ’ o
2+ 60 U

detSg = >0 . (7.11)

+
(t2—|— 1206)2 (t2+12a)1/2

Das (7.10) e (7.11) obtém-se o discriminante:

2 _
9t — 96 ] (7.12)

o1, p:er) =log [16u(t2+ 1200)3/2

Novamente, a estrutura do espago de fases do sistema Sk € determinada pelas solucdes da
equagdo O(t,u;a) = 0. Como 9 é simétrica em ¢, vamos restringir nossa analise a fase ex-
pansiva do modelo (¢ > 0). A figura 7.1 mostra o comportamento de § ao longo do tempo para
diferentes valores do parAmetro . Para u < u.(@), o espaco de fases do sistema apresenta trés
regides estruturalmente distintas, determinadas pela existéncia de duas solucdes para a equagao
8(t > 0,u;0) =0, que vamos denotar por 7 (o) e 15, (@), com ¢ (et) <1}, (@), (figura
7.1). Para valores do parimetro y maiores que um certo valor critico u = p.(a) (U, ~ 1.82
para oo = 0.01), a equagdo 8(¢ > 0,u; &) = 0 ndo possui solugdes reais, de modo que o espago
de fases do sistema Sg apresenta apenas uma dnica estrutura. Como nos casos i > U.(a) e
1 = uc(o) os espagos de fases sdo estruturalmente equivalentes, vamos tratar apenas o pri-
meiro caso. A tabela 7.1 apresenta a estrutura do sistema Sk para comprimento de onda em

diferentes faixas do espectro.
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Figura 7.1: Grifico de 8 ao longo do tempo no Universo com Ricochete na fase expansiva
(t >0) para u = 0.5, p = 1.82 e u =5, onde escolhemos o valor ilustrativo ¢ = 0.01. O

grifico mostra os tempos criticos 7 e 7/, , com ¢, <t ,, que sdo solugdes da equacdo

o0t > 0,u;0) =0 para u < y, (U =~ 1.82 para oo = 0.01). No caso i > U ndo ocorrem
tempos criticos.

As figuras 7.2 - 7.4 apresentam retratos de fases do sistema Sg no Universo com Ricochete,
para U < i, parat nos intervalos 0 <7 <1, ,t;, <t <tf,et>t},, respectivamente, e onde
escolhemos o valor ilustrativo & = 0.01. Estes retratos de fases foram obtidos numéricamente
para um conjunto ilustrativo de condi¢des iniciais. As figuras 7.5 - 7.7 apresentam retratos
de fases do sistema Sk no Universo com Ricochete, para u > ., para t nos mesmos inter-
valos 0 <t <tl,,17,<t<tl,et>t,, respectivamente, e onde novamente escolhemos
o valor ilustrativo ¢ = 0.01. Estes retratos de fases também foram obtidos numéricamente
para 0 mesmo conjunto ilustrativo de condi¢des iniciais empregado nas graficos anteriores.
A comparacdo destes conjuntos de graficos permite identificar claramente a transi¢cao de um

espago de fases do tipo espiral-né-espiral no caso p < U (A > A.) para um do tipo espiral-

espiral-espiral no caso it > . (A < A).
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10}

Figura 7.2: Retrato de fases (E, o) do sistema Sg(¢, it; @) no Universo com Ricochete, para ¢ no
intervalo 0 <t <z, (t =0.2), u < o (L =0.5) e o = 0.01. As trajetérias do sistema foram
obtidas numericamente. O grafico mostra uma estrutura em espiral.

Figura 7.3: Retrato de fases (E, o) do sistema Sg(#, 4; @) no Universo com Ricochete, para f no
intervalo 7/, <t <1}, (t =2), u < pe (U =0.5) e oo = 0.01. As trajetorias do sistema foram
obtidas numericamente. O grafico mostra uma estrutura em no.
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Tabela 7.1: Estrutura do espaco de fases do sistema Sg para diferentes valores do comprimento
de onda. 7 () e t, () representam os tempos criticos associados ao caso A < A.() para
os quais 6 = 0.

comprimento de onda intervalo estrutura
0<r<tl, espiral
Ae <A < oo 1 <t<tl, né
15, <t <eo espiral
0<A<A 0<t<eo espiral

Como trS(t; &) < 0 para todo ¢ > 0, podemos concluir, que o sistema apresenta estabilidade
assintética para t — oo, como ocorre no UEM. Novamente as ondas gravitacionais sofrem um
desvio para o vermelho na fase expansiva (t > 0). Apesar de estarmos restringindo nossa andlise
a fase expansiva deste modelo, cabe mencionar, no entanto, que trS(7; ) > 0 paratodot <0e o
sistema € istavel para r — 0. Portanto, as ondas sofrem um desvio para o azul na fase contrativa
(r <0).

7.3 Comparacao com o UEM

As figuras 7.10 e 7.9 comparam o comportamento de 6 no UEM e UR para u nos intervalos

u < Ue el > U, respectivamente, para o valor ilustrativo o = 0.01.

Em ambos os casos (1 < Ue e L > Ue), vemos que as trajetorias do sistema E-0 proximo de
t = 0 apresentam uma estrutura do tipo né no UEM e do tipo espiral no UR. Para comprimentos
de onda no intervalo 4 > A.(a), o tempo critico ¢, (@) determina o qudo préximo de 7 =0
as ondas devem ser geradas para que surja o comportamento distinto. Para comprimentos de
onda no intervalo A < A.(a), no entanto, é o tempo critico ., definido na equagdo (6.13), que

determina este limite. Nota-se que este tempo critico ndo depende do parametro «.

Esta andlise sugere, portanto, que medidas de efeitos de maré gravitacional e da anisotro-

pia de cisalhamento em um sistema de particulas teste de uma antena gravitacional, resulta-
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Q

Figura 7.4: Retrato de fases (E, o) do sistema Sg(z, 1; ) no Universo com Ricochete, para ¢
no intervalo ¢ > ¢, (t = 20), 4 <t (U =0.5) e o = 0.01. As trajetérias do sistema foram
obtidas numericamente. O grafico mostra uma estrutura em espiral.

10+

s ) ) /).

K&\@ 20 40 60

Figura 7.5: Retrato de fases (E, o) do sistema Sg(z, 1; ) no Universo com Ricochete, para ¢
no intervalo 0 <t < tng (t=0.2), u>pu. (u=>5)e a=0.01. As trajetorias do sistema foram
obtidas numericamente. O grafico mostra uma estrutura em espiral.
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15+

10+

Figura 7.6: Retrato de fases (E, o) do sistema Sg(z, ;) no Universo com Ricochete, para ¢
no intervalo 7| <t <1, (t =2), 4 > U (L =5) e oo =0.01. As trajetorias do sistema foram
obtidas numericamente. O grafico mostra uma estrutura em espiral.

Q

Figura 7.7: Retrato de fases (E, o) do sistema Sg(z, it; @) no Universo com Ricochete, para no
intervalo 1 > 1.} 5 (t=20), u>p. (u=>5)ea=0.01. As trajetorias do sistema foram obtidas
numericamente. O grafico mostra uma estrutura em espiral.
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-0.25¢ UR

-0.75r1

Figura 7.8: Comportamento de 6 no UEM e no UR na fase expansiva (¢ > 0) para g = 0.5 e para
o valor ilustrativo o¢ = 0.01 (1 < u). A figura mostra um comportamento diferente proximo
de t = 0 para estes modelos.

riam, em uma escala de tempo de laboratério, em um espago de fases E-¢ com uma estrutura
diferente para ondas gravitacionais geradas proximo a singularidade inicial em relacdo as ge-
radas proximo a um ricochete. O tempo para a qual um comportamento distinto é esperado,
para ondas que apresentam comprimetos de onda pequenos no momento de sua geragdo, isto €
A < Ac(@), correponde ao valor critico definido na eq. (6.13):

945 ,,

tc()t’)zm;L )

onde, como vimos anteriormente (§ 4.3), os valores possiveis de ¢ estao restritos ao intervalo:

1

< —_—
< 8p2

40b>

Estes resultados poderiam ser utilizados, em principio, para determinar a existéncia de uma

singularidade inicial ou de um ricochete em nossso universo.
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UEM

Figura 7.9: Comportamento de 6 no UEM e no UR na fase expansiva (¢ > 0) para L =5 e para
o valor ilustrativo &« = 0.01 (4 > u.). A figura mostra um comportamento diferente préximo
de t = 0 para estes modelos.
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t<t
t>t t

t>t"

A<,
>

Figura 7.10: Representacdo esquemadtica da estrutura do espaco de fases E — ¢ para ondas gravi-
tacionais no Universo Eletromagnético Singular, UEM, (topo), € no Universo Eletromagnético
com Ricochete, UR, para pardmetros A > A, (centro) e para A < A, (grafico inferior).



67

8 Conclusao

Apesar do grande sucesso do Modelo Cosmologico Padrao em explicar uma série de fa-
tos observados sobre o nosso universo, tais como a radiagdo cosmica de fundo e a abundancia
cosmica de hélio, este modelo se vé em grandes dificuldades quando qualquer pergunta € feita
acerca de seu estado inicial, ja que se trata de um estado inicial singular, ndo-fisico, inacessivel.
Esta dificuldade aponta para a necessidade de se procurar novos modelos cosmoldgicos livres
do problema da singularidade inicial. Nas ultimas décadas, foram formulados vérios modelos
alternativos nao-singulares nos quais diversos mecanismos sdo empregados para evitar a singu-
laridade. No entanto, mesmo que grandes avangos tenham sido feitos no terreno da pura teoria,
apenas a experiéncia podera decidir qual destes modelos cosmoldgicos fornece uma melhor
descricao de nosso universo. Neste espirito, investigamos a propagacdo de ondas gravitacio-
nais em dois modelos cosmoldgicos ndo-estaciondrios que representam os paradigmas rivais da
cosmologia contemporanea, um universo singular € um universo com ricochete, no intuito de
contribuir para a formulagado de critérios observdveis capazes de nos auxiliar na decisao de qual

destes modelos fornece uma melhor descricao do universo em que vivemos.

Os modelos homogéneos e isotropicos escolhidos para representar estas duas alternativas
foram os chamados Universo de Einstein-Maxwell, cuja fonte da geometria € o campo eletro-
magnético descrito pela teoria de Maxwell, e o Universo com Ricochete, cuja fonte da geometria
€ o campo eletromagnético descrito por uma generalizagdo ndo-linear da teoria Maxwelliana do

eletromagnetismo (DE LORENCI et al., 2002).

A andlise da propagacdo de ondas gravitacionais nesses modelos foi feita utilizando o
método de perturbagdes das equacdes quasi-Maxwellianas, sugerido por Hawking, e que tem
por base a formulacdo de Jordan-Ehlers-Kundt da Gravitacdo (JORDAN; EHLERS; KUNDT,
1960). Este método tem a grande vantagem de ser invariante de calibre quando aplicado a
perturbacdes da geometria em modelos homogéneos e isotropicos e, portanto, neste caso par-

ticular, ndo estd sujeito as dificuldades que surgem no método tradicional (LIFSHITZ; KHA-
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LATNIKOYV, 1963) como conseqiiéncia da dependéncia de calibre de perturbacdes da métrica.
Outra vantagem deste método € que ele permite considerar apenas perturbacdes de quantida-
des fisicamente relevantes, isto €, observaveis, como a curvatura. Utilizando esta abordagem, é
possivel escrever um sistema dinamico ndao-autonomo fechado, envolvendo apenas as compo-
nentes da parte “elétrica” do tensor de Weyl e do cisalhamento, que descreve completamente a
propagacdo de ondas gravitacionais em modelos cosmoldgicos homogéneos e isotropicos (NO-
VELLO et al., 1995).

A andlise qualitativa do sistema dindmico que descreve a propagacdo de ondas gravitacio-
nais nos modelos ndo-estaciondrios singular e nao-singular, revelou uma estrutura distinta para
o espaco de fases do sistema nos dois casos. Constatamos que o espago de fases do sistema
no Universo de Einstein-Maxwell apresenta duas regides distintas. No caso do Universo com
Ricochete, foram observadas diferentes estruturas para o espaco de fases para valores do com-
primento de onda das perturbagdes maiores ou menores que um certo valor critico A.. Esta
transicdo nao € observada no espaco de fases do sistema no Universo de Einstein-Maxwell.
Além disso, em ambos os regimes A < A, e A > A, foi observada uma estrutura para o espago
de fases do sistema no Universo com Ricochete que difere, de forma clara, daquela observada
no Universo de Einstein-Maxwell. Em particular, constatamos que ondas gravitacionais gera-
das proximo a singularidade ou ao ricochete apresentam um comportamento qualitativamente

diferente.

A detec¢do de ondas gravitacionais ainda € um grande desafio para a experimentagdo. No
entanto, temos a expectativa de que estes resultados possam auxiliar na formulagado de critérios
experimentais capazes de decidir se vivemos em um universo que evoluiu a partir de um big
bang ou se, ao contrario, este universo teria experimentado uma fase contrativa no passado,

seguida da fase expansiva em que se encontra atualmente.
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APENDICE A - Variedades Pseudo-Riemannianas

A.1 Variedades Diferenciaveis

!Seja um conjunto de pontos .# = {m}, juntamente com uma colegio {(%,¢)} de pares
de subconjuntos % de .# e mapeamentos bijetivos ¢ de % no R”", tais que as imagens ¢ (%)

sdo abertos do R". .# sera chamado de uma variedade diferencidvel de dimensio n, se:

(V1) O conjunto {% } é um recobrimento de .Z, isto é, # = |J % ;
wUC M

(V2) Dados dois subconjuntos % e % tais que % N% é ndo-vazio. Para um ponto arbitrério

meUNU,os mapeamentos:
dod 0 UNU) = §(UNU)

entre os abertos ¢(% N%) e §(% N% ) do R", sdo diferencidveis?, e suas inversas sao

também diferencidveis (o mapeamento € chamado um difeomorfismo, nesse caso);

(V3) O conjunto {(%,¢)} é maximal.

O par (%, ¢) é chamado de carta coordenada ou sistema de coordenadas locais, e 0 conjunto
{(Z,¢)} é chamado de um sistema de cartas locais em .7 . Devemos impor a condi¢do adi-

cional, sobretudo para o fim de construir um modelo matemético do espago-tempo, de que a

'A exposi¢io detalhada dos tépicos aqui apresentados pode ser encontrada em (DO CARMO, 2005),
(CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982), (DE FELICE; CLARKE, 1990) e
(??). Referéncias adicionais serdo mencionadas ao longo do texto.

2 Assumiremos, por simplicidade, que estes mapeamentos sio infinitas vezes diferencidveis.
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topologia induzida na variedade pela cole¢cdo de mapeamentos {¢} deve ser Hausdorff (se-
pardvel)®. Para todo ponto m em uma vizinhanga % de .# , a imagem ¢ (m) € R” define as

chamadas coordenadas (locais) do ponto m , na carta (% ,9):

com os indices @ assumindo valores no conjunto {1,---,n} . Quando houver necessidade, a

dimensao da variedade sera explicitada pelo simbolo .Z".

Uma variedade .# é dita paracompacta se para todo recobrimento aberto {#'} de .# existe
recobrimento aberto {% } tal que todo elemento % estd contido em algum ¥/, e todo ponto
m possui uma vizinhanca que intersecta um nimero no maximo finito de vizinhangas %7. O

recobrimento {7 } € dito localmente finito, neste caso.

Uma variedade .# ¢é dita orientdvel quando existe um sistema de cartas {(%,¢)} de .#
tal que, para todo % e %, o determinante Jacobiano da mudancas de coordenadas ¢ o ¢~! é

positivo.

3Para detalhes, ver (DO CARMO, 2005), (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK,
1982) e (DE FELICE; CLARKE, 1990).
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A.2 Campos Vetoriais e Tensoriais

Uma curva C em .# é um mapeamento C : [T}, T»] C R — .# de um intervalo dos nimeros
reais em ./, isto é, C associa a cada ponto T do intervalo o ponto C(7) de .#. Um vetor
tangente a curva no ponto m = C(7) em % ¢é definido, em termos de uma carta (%, ¢), e de um

mapeamento ¢ de ./# em R, diferencidvel no ponto m, pela relagio™:

X5(9) = (90C) (2) = (du@)n o= C*() = XE(m) Dy (9) (A1)
onde dy = 0/dy. Duas curvas C e C' sdo ditas rangentes em m se XS = XC. A classe de
equivaléncia das curvas tangentes em .# , no ponto m , define o chamado vetor tangente X,, a
variedade .# em m. O conjunto T,,.# , formado pelos vetores tangente em m a todas as curvas
que passam pelo ponto m, é chamado espaco tangente a .# em m. A chamada base (natural) de
vetores de T,,.# € definida como o conjunto {806‘,”}. Em termos desta base, pode-se escrever

X = X%(m) dg|py. Um campo vetorial em .7/ é um mapeamento:

X:M—TM=\]Tntt

que associa (diferencialmente) a cada ponto m € .# um vetor X, € T,,.# . O conjunto T .#
é chamado de fibrado tangente de .. Em termos da base natural de campos vetoriais {d ¢}
em 7%/ , o campo X pode ser escrito, localmente, como X v =X %9y, onde X¢: Z — R sdo
mapeamentos diferencidveis. O colchete de Lie entre dois campos vetoriais X e Y € o campo
vetorial em .# definido por:

[X,Y] = XY —YX

em componentes locais:
X, Y]z = (X*0YP —Y%9xP) 0 (A.2)
Em particular, o colchete de Lie entre campos da base natural {d } € identicamente nulo:

04,95] =0

O espaco cotangente em um ponto m , T,y #* , ou dual algébrico de T,,,.# , € definido como

“Neste trabalho, usamos sempre a convengdo de Einstein:

A%By =) A%By .
o



72

o conjunto de todos mapeamentos 0,, : T,,.# — R que associam a um vetor X, um nimero real
0m(Xm) € R. Tomando-se dxﬁ‘n((?/g'm) = &7, define-se a chamada base (natural) dual {dxi,}
de T, , em termos da qual, um covetor em m pode ser escrito como 6, = Oy(m) dxfr‘n. Um

campo covetorial em .7 é uma mapeamento:
6:///—>T///*zUTm///*
m

que associa (diferencialmente) a cada ponto m € .# um covetor 0,, € T,,.#*. O conjunto T . *
¢ chamado de fibrado cotangente de .#. Em termos da base natural de campos covetoriais
{dx“} em % , o campo 0 pode ser escrito, localmente, como 9‘@ =0ydx®*,onde Oy : % — R

sdo mapeamentos diferencidveis.

Define-se o espaco tensorial p-contravariante qg-covariante em um ponto m , Q° T, Q1 T,, 4 * ,

como o espago formado por todos os mapeamentos multilineares:

T, :Tytl < - XTyytl XTytl*<-- XTyt*—R

que associam a uma sequéncia de g vetores e p covetores, um nimero real, dado por 7', (X ,1,1, . ¢ 9,1,1, e

R. Um elemento T, de @’ T,,.# Q4 T,.#* é chamado de um tensor p-contravariante q-
covariante, ou do tipo (p,q), em m. Em termos das bases naturais do espago tangente e do

espaco cotangente, pode-se definir a base (natural) tensorial do espago QF T,,.# QI T,, 4 *:

{Oayn® @@ dal @+ @}

m

onde o produto tensorial X ® 6 de um vetor e um covetor é definido pela relagdo (X®0)(&,Y) =
£(X)0(Y). Em termos da base tensorial, um tensor T, de @ T,,,.# @ T,,.#* pode ser escrito
como:

T, = ﬁoltl...-‘lhijp(m) dq, m @ ®a0‘17|m @ dxP m @ ®dxﬁq\m : (A.3)

Um campo tensorial do tipo (p,q) em .# € um mapeamento:
P q p q
T: M — QT MRQTM* =\ )R Tntt R Tyt *
m

que associa a cada ponto m € . umtensor T, € QF T, Q1 Ty #*. O conjunto QF T .# QI T #*
¢ chamado de fibrado tensorial p-contravariante q-covariante em . . Em termos da base na-

tural de campos tensoriais em %, {dg @ --- ® dg, @dxP' @ - ®@dxPr}, o campo T pode ser
escrito, localmente, como:

Ty = TB”f{jjb‘;"’dxa, R @dxg, @dxP1 @ - @ dxPe (A4)
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o
onde Tﬁ ﬁq

associa a campos tensoriais do tipo (p,q), campos tensoriais do tipo (p — 1,q — 1), definida,

: % — R sdo mapeamentos diferencidveis. A contragdo é o mapeamento C; que

em relagdo a um dado indice contravariante ¢, € um dado indice covariante 3; das coordenadas

locais de um campo tensorial 7', como:

CT:T " =T

Defini-se a simetrizacdo total ST e a anti-simetrizacdo total AT de um campo tensorial g-

covariante 7', em componentes, cOmo:

q

1
(ST)gy - o, = a65; TR Ty g, (A5)

q

.
(AT)a o= eh Ty, (A.6)

em termos das componentes do tensor de Kronecker:

5ﬁ1 - Bq . 0 se (1, -, By) ndo for uma permutagio de (o, ---,0y)
+1 se (B1, -, B,) for uma permutagio de (o, -, 0y)

e das componentes do tensor de Levi-Civita:

0 se (P, - ,By) ndo for uma permutagio de (oy,---,04)
8511 . g‘; =4 +1 se(Bi,:--,By) for uma permutagio par de (¢, - - -, 0y)
—1 se (Bi,---,By) for uma permutacdo impar de (o4, - -+, 04)

Vamos simbolizar a simetrizacio e a anti-simetrizagao totais de um tensor g-covariante, respec-
tivamente, por5:
T'(al...aq) = q!(ST)al...aq (A7)

T[oqn-ocq] = q!(AT)a]...aq (A.S)
Em particular, no caso de um tensor do tipo 2-covariante :
Ttap) = Tap + Tpa (A9)

Tiop) = Tup — Tpa (A.10)

SEsta definicio difere da empregada pela maioria dos autores citados nas referéncias, para os quais a
simetrizacdo e a anti-simetrizacao totais de um tensor g-covariante, sao definidas como:

]kal...a‘ﬂ = (ST)(XI "'(Xq

’Iw[al“.aq] = (AT)aI 4.4aq
Adotamos, neste trabalho, a definicdo empregada em (NOVELLO; SALIM, 1983).
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As mesmas defini¢des serdo empregadas para a simetrizacao e anti-simetrizacao totais de ten-
sores p-contravariantes. As simetrizacdo e anti-simetrizagdo parciais sao definidas de modo

semelhante.

Sejam .# e .4/ duas variedades diferencidveis. Um mapeamento diferenciavel ¢ : .#Z —
A permite definir a derivada @ : Ty # — Ty(,,)-/" como 0 mapeamento que associa ao vetor
Xc(r), tangente a uma curva C em .7/ no ponto C(7), o vetor ¢.X y(c(r))- tangente & curva ¢(C)

em .//" no ponto @(C(7)), isto é:

(0. X)c(r) = (@oC)(1)
Analogamente, pode-se definir a coderivada @* : Ty(c(7))- A ™ — Te()-#* como 0 mapeamento
que associa ao covetor 6y (c(7)) em Ty(c(g))-# ™ 0 covetor ¢*O¢(r) em Te(r).#™ , definido pela
relacdo:

(‘P*9>m(X) = 9<p(m)((P*X) .

Seja V o campo tangente a uma curva C em % :

_d
drt

Um campo X em 7% ¢ a extensdo do campo tangente V se X, restrito a curva C, coincide com V,

V%(t) C%(1) (A.11)

isto é, X c= V. A curva C, nesse caso, é chamada curva integral do campo X. O campo X define
uma familia de difeomorfismos® ¢; : % — .# em uma vizinhanca % de ./, para T pequeno.
Em termos da derivada @, : Ty — Ty (m)-# , a derivada de Lie de um campo vetorial ¥ em
% , em relagdo a uma curva C, no ponto m € % , € o campo vetorial ZxY,, € T #),, definido
por:

N
LY | = lim ; (P 'Y im) — Ym) (A.12)

em particular:
Y =[X,Y]

Analogamente, a derivada de Lie de um campo vetorial covariante 8 em %/, em relagdo a uma

curva C, no ponto m € % , € o campo covetorial Zx8),, € T.#,, definido por:
gxe‘m:}}_r%;(%; 0(pr(m)—0m) (A.13)

No caso em que a coderivada ¢@* admite inversa, é possivel construir um mapeamento @ :

Q" Tntl @1 Tin ™ — @ Ty ()M @ Top(m)-# , que associa aum tensor Ty, € QF Tyl Q1 Ty M ™

%1sto ¢, uma familia de mapeamentos ¢, diferencidveis e com inversa @; ! diferencidvel.



75

no ponto nz, um tensor G T,y € Q Ty (1) # Q% Ty(1n)-# 10 ponto ¢(m). Nesse caso, pode-se
definir a derivada de Lie de um campo tensorial, em termos de uma familia de difeomorfismos
¢z, no ponto m, de forma anédloga a feita para campos vetoriais e covetoriais. Ou seja, a derivada

de Lie do campo tensorial T em %/, em relagdo a uma curva C, no ponto m € %/, € o campo
tensorial Zx T, € Q" Ty Q? Ty defindo por:

N I
LTy = lim — (@es T~ Tm) - (A.14)

Um tensor @ do tipo p-contravariante, totalmente anti-simétrico, ® = A, € chamado de
uma p-forma diferencial, ou simplesmente p-forma. Em particular, uma 1-forma € simples-
mente um campo covetorial. O chamado fibrado p-exterior € o subespaco do fibrado tensorial
p-covariante, NP T.#* C Q" T.#*, cujos elementos sdo p-formas. Definindo-se o produto

tensorial anti-simetrizado, ou produto exterior, N:
dx® A - Ndx® = Sg?:l?” dxPr e - @ dxPa
q

uma p-forma @ pode ser escrita, em componentes locais, como:

1
Oy = 17 O, - at dx® A -+ Ndx® (A.15)

Alternativamente, uma p-forma pode ser simbolizada, em termos de suas componentes, sim-

plesmente por:

Oy ) = 1% O e (A.16)

Se a variedade .#" for orientdvel, podemos definir a chamada forma volume de .#" como a
n-forma:

d"xj9 = % Vg €ayoo, dX% A - Adx® (A.17)

onde g = det(gsp) € €ay.-0, = eél',','.’&” sdo as componentes do tensor de Levi-Civita.

Em termos da forma volume em .#", define-se, em coordenadas locais, o chamado mape-
amento dual de Hodge x : NPT .#* — N'PT.#*, como o mapeamento que associa a uma

p-forma @ em .#" uma (n — p)-forma em .#" chamada dual (de Hodge) de o:

1
\/ |g| Sal...apap+1...an a)al Op

ou seja, o dual de @ tem a expressao local:

* gy -qry

*(OW/ - \% |g| 8061"'05p05p+1~--an walmap dxp+l VARERWAN dx"

b
(n—p)!
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Estamos particularmente interessados em variedades pseudo-Riemannianas de dimensao
n = 4. Nesse caso, o dual, por exemplo, de uma 2-forma em .Z* tem a seguinte expressio

local:
1
Oy = (x0)uy = 5 V18] Eapuy 0 . (A.18)

A integral de uma n-forma @ pode ser definida, em uma vizinhanga % de .#, como:

/ (DE/ Of..n0 ¢ Ldx! - dx" (A.19)
v (%)

onde a ultima expressdo € a integral ordindria no R”. Se a variedade for paracompacta e ori-
entdvel a defini¢do de integral de uma forma pode ser estendida a toda a variedade definindo-se
uma particdo da unidade’ em ., isto é, um conjunto de mapeamentos diferencidveis nio-
negativos { @, }, associados a um sistema localmente finito de cartas coordenadas {(%,¢)}, e

tais que:

(PU1) Paratodo %, o mapeamento ¢y anula-se fora de %/, dizemos que 0s ¢ t&€m suporte

compacto;

PU2) Yy oy =1

A integral de uma forma @ em . ¢é definida como:

/j/ 0= ; /% Oy O (A.20)

A forma volume em .# permite definir a integral de um mapeamento f em ./

///{fd"x . (A.21)

A.3 Tensor Métrico

7A discussdo detalhada da técnica empregada para definir a integral globalmente, pode ser encontrada em
(DO CARMO, 2005), (CHOQUET-BRUHAT; DEWITT-MORETTE; DILLARD-BLEICK, 1982), (DE FELICE;
CLARKE, 1990) e (HAWKING; ELLIS, 1973).
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O campo tensorial métrico, ou simplesmente tensor métrico, é definido como o campo
tensorial 2-covariante g em .#, simétrico e ndao-degenerado, isto é, para um ponto m qualquer
e um vetor Y, em T.#,, arbitririo, g,,(X,Y) = 0 se, e somente se, X,;, = 0. Definindo-se
as componentes g45 = g(d,dp), 0 tensor métrico tem a seguinte expressdo local, em uma
vizinhanga % de ./ :

8w = 8ap dx® @ dxP

ou ainda, denotado o tensor métrico, restrito a uma vizinhanca %, pelo simbolo ds?:
ds* = gop dxdxP . (A.22)

onde dx%dxP = 1 (dx* @ dxP + dxP © dx*) é a forma simetrizada de dx* ® dxP. Alterna-
tivamente, podemos denotar as componentes do tensor métrico por 2g4p = g(p)- A ndo-
degenerescéncia da métrica implica que a matriz (g4p) € ndo singular, e portanto, admite in-

versa. A matriz inversa serd denotada por (g*#), ou seja:

gapgl? =8,

Pode-se definir o campo covetorial x = g(X, -), associado a um campo vetorial X, chamado

dual algébrico de X, que tem a expressao local:
Xy = Xod® (A.23)
onde as coordenadas X sdo definidas pela relacdo:
gX,Y) 1y = gapX Y = Xp¥P

em outras palavras, define-se:

Xo=gapXP . (A.24)

Uma métrica é dita positivo-definida em .# quando g,,(X,X) > 0, para todo X,, e todo ponto m.
Para métricas ndo positivo-definidas, define-se a assinatura da métrica como o simbolo (4 - - - +
— -+» —) que indica o niimero de autovalores +1 e —1 da matriz (gop)m = (€,(da,dp)) que
representa a métrica g,, em termos da base ortonormal natural {d |, } do espago tangente em
cada ponto m da variedade. Em outras palavras, em termos desta base, a matriz que representa

g, tem a forma (gqp)m = diag(+1,---,+1,—1,---,—1), para cada ponto m.

Variedades com uma métrica positivo-definida sdo chamadas variedades Riemannianas e
variedades com métrica nao-positivo-definida sdo chamadas variedades pseudo-Riemannianas.
Variedades pseudo-Riemannians cuja métrica tem a assinatura (+ — --- —), isto é, que possuem

apenas um autovalor positivo, sdo chamadas variedades Lorentzianas. A métrica, nesse caso, €
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a chamada métrica Lorentziana. Variedades Lorentzianas servem de base para a construcao do

modelo matematico do espago-tempo.

Vetores em uma variedade Lorentziana (.#,g) podem ser divididos em trés classes. Um
vetor X,,, em T.#,, sera do tipo tempo, nulo ou espaco, se g, (X,X) >0, g, (X,X) =0 ou
g, (X,X) <0, respectivamente. Um campo vetorial X serd do tipo tempo, nulo ou espago, se
g(X,X) >0, g(X,X) =0 ou g(X,X) <0, respectivamente, para todo m € .#. Uma curva é
dita do género tempo, nulo ou espago, se 0 campo tangente a curva é do género tempo, nulo ou

espaco, respectivamente.

A.4 Hipersuperficies

Seja o mapeamento entre duas variedades diferencidveis 7 e .#" de dimensoes s e n,

respectivamente, com s < n:
Q. —.H"
Se ¢ for um difeomorfismo, isto é, diferencidvel e com inversa também diferencidvel, a imagem

o (H*) é chamada uma subvariedade de .#". Daqui para frente 7 serd identificado com sua

imagem @ (7). Uma subvariedade .7”* de dimensao s = n— 1 é chamada uma hipersuperficie

de .#".

O vetor N, em T,,,.# tal que, para todo X, em 7,77, g, (X,N) = 0 é chamado vetor

normal a hipersuperficie .72 no ponto m.

Se ./ e ¢ forem orientaveis, é possivel definir um campo N em . tal que g(N,X) =0

para todo X em ¢, chamado campo normal a ¢ .

Isto permite classificar as hipersuperficies de uma variedade Lorentziana nos tipos tempo,
nulo ou espaco, conforme g(N,N) = gmBN"‘N[3 >0, g(N,N) = gaBN"‘Nﬁ =0oug(N,N)=
gapN aNB < 0, respectivamente.

No caso em que g(N,N) # 0, o mapeamento ¢* admite inversa 0*~'. A métrica induzida
em .2 serd definida como h = ¢* ! (¢*g). Em termos da 1-forman = g(N, - ), pode-se escrever

a métrica h da hipersuperficie .72 na forma:
h(xﬁ = gaB —NaNﬁ (A25)

onde Ny = gaﬁNﬁ sdo as componentes da forma normal n. O campo normal, nesse caso, pode
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ser escolhido na forma normalizada g(N,N) = £1. A partir da métrica h, pode-se construir o
projetor:

em termos do qual, a restricio X = X . de um campo X em .# A hipersuperficie /7, pode ser
decomposta como:
X% =h%XP + NgxPN . (A.27)

Analogamente, a restri¢do @ = @) 5 de um campo covetorial @ em .# a hipersuperficie 7,
admite a decomposicao:

0o = hd @5 + 0gNP N . (A.28)
Estas defini¢des podem ser diretamente estendidas a campos tensoriais do tipo (p,g) arbitrarios,
em .Z. A restrigdio T = T| s de um campo tensorial do tipo (2,1), por exemplo, pode ser
decomposta como:

T'y

g = h& hgh) T+ NPNONY TS NaNgN . (A.29)

De especial interesse sao as hipersuperficies do tipo espaco, isto €, aquelas tais que o campo
normal satisfaz g(N,N) > 0. Vamos denotar hipersuperficies espaciais por .. Como mencio-

nado antes, o campo normal pode ser escolhido na forma normalizada:

g(N.N) = gogNNP = +1.

Um campo tangente a uma hipersuperficie espacial .7 serd denotado por X. Em particular,

X pode ser definido em termos da projecio da restricio X de um campo em .# 2 hipersuperficie
-, em componentes:

X* = holgxﬁ . (A.30)

As projegdes espaciais de campos covetoriais € campos tensoriais sao definidas de forma andloga.
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APENDICE B - Perturbagies Invariantes de Calibre

!'Seja uma familia parametrizada de variedades 4-dimensionais {.#;}, € € [0, 1], mergu-
lhadas em uma variedade 5-dimensional .4, onde cada elemento .7, 54 da familia representa um
espaco-tempo e o espaco-tempo “base”, isto €, ndo-perturbado, denotado por //6‘ , € o elemento
que corresponde a € = (0. Os pontos do espaco-tempo base podem ser identificados com pontos
do espaco-tempo perturbado, definindo-se um campo vetorial K em .4, normal as subvarie-

dades da familia {.#2}. Isto permite identificar pontos de uma mesma curva integral I'(¢) do

campo K :
d
KV(e)=—T"(e B.1
()= +-T"(e) B.1)
sendo N € {0,---,4}. Seja T¢ um campo tensorial qualquer em ,///g‘ , que representa uma certa

quantidade fisica. Da defini¢ao da derivada de Lie (A.14), obtemos, no ponto I'(0):
ZxTpo = lim (Ge; ' Te — T)
e—0
ou seja:
Per ' Te = To+ %k T)p+ O(€?) (B.2)

onde @, é uma familia de difeomorfismos em .4 parametrizada por €, e 8T = eZkT| € a
chamada perturbacdo linear de T, dependente da escolha do campo K, isto €, da escolha de
um “calibre”. Vamos denotar T¢ = @, ' T , por simplicidade. Usando estas definicdes, a (B.2)
pode ser reescrita como:

T.=Ty+3T (B.3)

para € suficientemente pequeno.

As condig¢des para que a perturbacdo de uma quantidade qualquer seja invariante de calibre
foram examinadas por Stewart e Walker (STEWART; WALKER, 1974). A diferenca entre duas

I'Seguiremos aqui a exposicio feita por Stewart (STEWART, 1990).
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escolhas de calibre K e S € dada por:
AST = e£Lk.sT)g (B.4)
ou, em termos do campo P = £(K—S) , definido em cada ./
AST = Zp T (B.5)

Segue dai que 8T serd invariante de calibre, isto é, AOT = 0, se e somente se Zp,T 0= 0,
para um vetor Py arbitrario em ///6‘ . Isso s6 ocorrerd se To = 0, ou Ty for um campo escalar
constante, ou Ty for uma combinacdo linear de produtos de deltas de Kronecker S(XB , com

coeficientes constantes. Esse resultado € conhecido como lema de Stewart.
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