Universidade Federal do Rio Grande do Sul
Instituto de Matematica

Programa de Pés-Graduagdo em Matematica

VOLUMES DE ESPESSAMENTOS DE SUPERFICIES
COMPACTAS EM VARIEDADES RIEMANNIANAS
COMPLETAS DE DIMENSAO 3 E APLICACOES

por

Edson Sidney Figueiredo

Porto Alegre (RS), Agosto de 2006



Tese submetida por EDSON SIDNEY FIGUEIREDO(!)(?) como requisito par-
cial para a obtencao do grau de Doutor em Matematica pelo Programa de Pds-

Graduacao em Matematica do Instituto de Matematica da Universidade Federal do
Rio Grande do Sul.

Professor Orientador:
Dr. Jaime Bruck Ripoll

Banca Examinadora:
Prof®. Dra Susana Candida Fornari
Prof. Dr. Fabiano Gustavo Braga Brito
Prof. Dr. Luis Gustavo Doninelli Mendes

Data de Defesa: 04 de Agosto de 2006

1Bolsista do Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico - CNPQ no periodo
de 02/2004 & 07/2005;

2Bolsista da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior - CAPES no periodo
de 06/2005 & 05/2006.

i



Agradecimentos

Inicialmente, quero agradecer a UFRGS pela estrutura concedida para que eu
pudesse realizar este trabalho.

Aos professores da pos-graduacao em Matematica pelo incentivo constante e
valiosa participagao na minha formacao matematica.

Ao professor Jaime Ripoll, pelo enorme e essencial apoio a mim dispensado e,
principalmente pelo seu exemplo de professor, pesquisador e grande amigo.

A CAPES e ao CNPQ pelo importante apoio financeiro.

A todos os funcionarios da poés-graduacao, em especial a Rosane pela dedicacao
que realiza seu trabalho.

A todos os amigos da pos-graduacgao: Carmen Vieira Mathias, Giovanni da Silva
Nunes, Fidélis Bittencourt, Joao Roberto Lazzarin, Ari Joao Aiolfi, Ivan Ricardo
Tosmann, Lisandra de Oliveira Sauer pela humorada companhia durante este tempo.

Agradeco a todos os colegas da pds-graduacao pela amizade e pelo apoio nunca
negado.

Agradeco a todos que direta ou indiretamente, contribuiram para a realizacao
deste trabalho.

E finalmente agradeco a Gilmara Joao, minha amiga e companheira, que junto

trilhou mais esta etapa de minha vida.

111



A Lian Victor, por ser o tesouro da minha vida, e a
Gilmara Joao, esposa, amiga e acima de tudo

uma grande mulher.

v



Resumo

Nesta tese conseguimos obter uma extensao para a férmula do volume de tubos
de H. Weyl para o caso hiperbdlico e obter estimativas para o raio de injetividade
em termos de invariantes geométricos/topoldgicos. Provamos, também, que se M é
minima, compacta e mergulhada em S?, e se A é uma das componentes conexas de
A entdo, obtivemos uma estimativa por baixo para o vol (A) em termos da topologia

e da geometria intrinsica de M.



Abstract

In this work we obtain an extension of Weysl’s tube formula to the hiperbolic
space and estimatives of the radius of injectivity in terms of geometric and topologi-
cal invariants. We also prove that if M is a minimal surface, compact and embedded
in S3, and if A is the connected component of A, then obtain a below estimatives

for vol (A) in terms of the topology and intrinsic geometry of M.
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Introducao

Dada M uma subvariedade mergulhada (possivelmente com fronteira) em uma
variedade Riemanniana N, e dado ¢t > 0, o tubo T2 (M) de raio t ao redor de M é
definido por

TN(M) ={p€ N | d(p, M) < t},

sendo d a distancia riemanniana em M.

Em 1939 H. Weyl [WH] obteve a seguinte férmula para o volume de um
tubo TF" (M) de raio pequeno t (t é menor do que a distancia de M a seu mais
préximo ponto focal em R™) ao redor de uma subvariedade M com fecho compacto

de dimensao v no espaco euclidiano R™:

tm-i—e

Volﬂf;(t)ZQmZE:(m+2>(m+4)-...-(m+€)

ke, epar,0 <e<wv, (1)

onde m = n — v, €, é o volume da bola euclidiana de raio 1 em R™, e k., sao
invariantes integrais sobre M que dependem unicamente da métrica de M induzida
por R™. No mesmo trabalho, Weyl tambem obteve a seguinte férmula similar a (1)
para um tubo T3 (M) em torno de M C S™:

o 20
Vol (t) ng(m+2)(m+ ) s (m+e—2)

ke, epar, 0 <e<wv, (2)

onde

t
J.(t) = / (sem o)™ (cos ) ~“dp,
0

Em 1982, A. Gray obteve uma generaliza¢ao da férmula (1) para M, compacta,



isometricamente mergulhada em uma variedade riemanniana completa N". Fsta
generalizacao é feita no sentido que se a curvatura seccional Ky satisfaz Ky > 0
e, denotando por I'(n, v, t) a expressio do membro direito de (1), entdao Vol}; () <
['(n,v,t) e, se Ky <0, entdo Voly; (t) > T'(n,v,t) ([GA], [GAL]).

Este resultado de Gray pode ser visto como uma generalizacao parcial do teo-
rema de comparacao do volume de bolas geodésicas de Bishop (veja, por exemplo,
Capitulo I do [SY]), do qual decorre, em particular, que se a curvatura de Ricci
(nado normalizada) Ricy, de M satisfaz Ricys > (n — 1)Ky, n = dim M, entdo, dados
reMet>0,vale

Vol(B,(t)) < Vol(Ko,t),

sendo Vol(Ky,t) o volume da bola de raio t em um espago de curvatura constante
K.

Nesta tese, obtemos extensoes parciais e combinadas dos resultados de Weyl e
Gray quando dim N = 3 e dim M = 2, M compacta e mergulhada em N dividindo
N em duas componentes conexas. Conseguimos, entao, estimativas para volumes
de espessamentos (termo usado para tubos quando a codimensao do tubo é 1) de M
usando cotas superior e inferior para a curvatura seccional de N. Tiramos também
diversas conseqiiéncias geométricas e topoldgicas das estimativas obtidas.

Neste ponto é interessante comentar que, apesar do caso abordado na tese ser
bastante particular quando comparado aos casos mencionados acima, o problema de
se estimar o volume de uma das componentes conexas de N\ M, no caso em que N
¢é compacto, ¢ um problema nao trivial, mesmo no caso por exemplo em que N = S?
e ainda com a hipotese de M ser minima. Neste sentido, € interessante mencionar a
conjectura de Blaine Lawson, que revelou-se finalmente falsa, afirmando que sendo
M minima (compacta e mergulhada) em S* entao M divide S* em duas componentes
conexas de mesmo volume®. De fato, a motivacao inicial para este trabalho foi a de
obter, tendo em vista a falsidade da conjectura de Lawson, alguma estimativa do
volume de uma das componentes conexas de S*\ M. Abaixo, ainda nesta introdugao,
apresentamos o que conseguimos nesta dire¢ao (estimativa (7)).

Denotemos por Vol}+ (t) o volume de uma das componentes conexas de T (M)\ M.

3Contra-exemplos construidos por Karcher e colaboradores (veja [HK1])



Dadas constantes K; e Ky, provamos que se K1 > Ky > Ky > 0, entao

41K, Vol (t) > dmy (M)t — / Ho
M

>\2
—{(\/Fojt KO)ser12\/KOz€—i—2|)\]+4\)\]cos2 Kot}A(M),

onde x (M) é a caracteritica de Euler de M, o a forma area de M, H a curvatura
média de M em relagao ao vetor normal apontando para o interior da componente
de Tiv (M)\M considerada, A o supremo das curvaturas principais de M com relagao

a este mesmo vetor normal e A(M) a area de M. Por outro lado, se
0> K, > Ky > K,
entao
A(—K1) VoIl (t) < —dmy (M)t + / Hyo
M

+{(A2£_\/_]‘£+ \/——KO) senh2\/—_K0t—|—2|)\(M)!}A(M)-

Obtemos também uma extensao parcial da férmula de Weyl (2) para o caso em
que N é o espago hiperbdlico e uma férmula explicita para Volﬁ}r () (que nao decorre
de (2)), bem como de Volﬁf[(t), a saber:

’t
VolISr. () = my (M) (t — sent cost) + sent cos tA (M) — seg / Ho.  (3)
M

Como a curvatura média troca de sinal ao trocarmos de componente conexa de

S*\ M, obtemos de (3)
Vol3, (t) = VoIS, (t) + VoIS, (t) = 2my (M) t + 2(A (M) — wx(M))sent cost. (4)

Denote por H? o espaco hiperbélico de curvatura seccional constante —1. Supondo

agora que M C H? (compacta, mergulhada), provamos:

h*t
\/'01155)+ (t) = mx (M) (senht cosht — t) + senht cosht A (M) — sen2 / Ho (5)
M



do que decorre, como no caso esférico:
Voli¥ (t) = 2my (M) (senh ¢ cosh t — t) + 2senh ¢ cosh tA (M) . (6)

E possivel que estas formulas sejam conhecidas, porém nao as encontramos na
literatura e nem por indagagao direta a diversos matematicos que trabalham com

geometria integral.

Denotando por K, = max,; K, onde K denota a curvatura seccional de M, re-
lacionado a conjectura de Lawson acima mencionada, provamos que se M é minima,
compacta e mergulhada em S*, e se A é uma das componentes conexas de S\ M,

entao vale a seguinte desigualdade

AM),(7)

1- Kmax 1-— Krnax
Vol(A) > mx (M) (arccot 1 — Koy — \/7) n V1 — Kpax

2 — Kmax 2 - Kmax

que d4 uma estimativa por baixo de Vol(A) em termos da topologia e da geometria
intrinsica de M (Note que decorre da equagao de Gauss que a curvatura seccional
de qualquer superficie minima em S* é menor ou igual a 1). Observe que segue de
imediato de (7) uma estimativa por cima para a area de M em termos da topologia

e da curvatura de M.

Um problema bastante investigado em Geometria Diferencial é o de obter esti-
mativas para o raio de injetividade inj(M) de M em N em termos de invariante
geométricos/topologicos de M e de N (veja a defini¢ao de inj(M) no inicio do
Capitulo 2). Sendo M compacta, mergulhada em S*, de genus g, provamos usando

(4) que se g = 0 entao
1 272

inj(M) < 3 arcsin AT (8)
e se g > 1, entao
inj(M) < L arcsin 29 (9)
W) =3 AM) +2n(g—1) )"

Observe que decorre de (8), por exemplo, que se M é homeomorfa a uma esfera e
A(M) > 272 entao inj(M) < 7/4. A estimativa (9) é “sharp” pois o toro de Clifford

) <
em S? tem drea 272 e inj(M) = 7/4. Nao deixa de ser surpreendente a existéncia
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de uma estimativa para inj(M) que do ponto de vista geométrico dependa apenas
da area de M, ja que area é um invariante geométrico muito “fraco”.
Note que decorre de (4), pondo V(t) = Vol3,(t) ou V(t) = Vol (¢), a seguinte

formula interessante para a terceira variacao infinitesimal de volume de M:

V"(0) = A(M) — mx(M).

Para provarmos os resultados da tese usamos técnicas diferentes das utilizadas
por Weyl e Gray. Os resultados fundamentais que utilizamos sao a férmula de
Reilly e a generalizagao do Teorema de Rauch, obtida por Warner para estimativas
do médulo de campos de Jacobi. A férmula da co-drea é também utilizada para

reduzir as estimativas de volume a integrais sobre M.

A tese esta organizada da seguinte forma: nos Capitulos 1 e 2 fixamos as notagoes
e introduzimos fatos basicos de Geometria Riemanniana sobre hipersuperficies pa-
ralelas, que serao usados no decorrer da tese. No Capitulo 3 provamos diversos
lemas auxiliares estimando a curvatura média de superficies paralelas. No Capitulo

4 provamos os resultados principais da tese, enunciados nesta introducao.



Capitulo 1

Preliminares Gerais

Neste capitulo introduziremos algumas defini¢oes e provaremos resultados que
serao usados como ferramentas para provar diversos outros resultados da tese.
Indicamos por N™ uma variedade riemanniana completa de dimensao n e por
X (V) o conjunto dos campos de vetores de classe C* em N. Usamos também a
notacao N™(k) para indicar um espago simplesmente conexo, completo, n—dimensional,
de curvatura seccional constante k& € R. Vamos relembrar a seguir as definicoes de
algumas nogoes bastante comuns da Geometria Riemanniana.

Dada f : N — R diferenciavel, o Hessiano de f é a forma bilinear

Hessf: x (N) x x(N) =R
Hess f (X,Y) = (Vx (grad f),Y).

onde V é a conexao de Levi-Civita de N™.

Note que Hess f é um tensor, isto é, Hess f (X,Y) (p), sé depende do valor dos
campos X e Y no pontop € N, ou seja, dados X', Y’ € x (N) tais que X' (p) = X (p)
e Y'(p) =Y (p) temos que Hess f (X,Y) (p) = Hess f (X', Y”) (p); além disso, Hess
é simétrico, ou sejam Hess f (X,Y) = Hess f(Y, X) para todo X,Y € x (V).

Seja p um ponto qualquer de N e seja {E;} uma base ortonormal de T,N. O
Laplaciano de f é a funcao Af € C°(M) definida por

Af(p) = Z Hess f (E;, E;) (p).



A norma |Hess f|* do hessiano de f em p é

n

p— 2 n — p—
Hess f|* = |V (grad f)|” = Y (Vi (grad f), Vg, (grad f)) .
i=1 =1
A curvatura R de N é a correspondéncia que associa a cada par X, Y € x (N)
uma aplicacao

R(X,Y): x(N) = x(N)

dada por
R(X, Y) Z =VyVxZ —VxVyZ+ V[Xy]Z, Z € X(N)

A curvatura de Ricci em p € N, denotado por Ric (X,Y") é definido por

Ric (X,Y) = i (R(X,E;) E;,Y).

i=1

Se M é uma hipersuperficie de N e n um campo de vetores unitario e normal a
M, definimos a segunda forma fundamental B de M em N com relacao a n em um
ponto p € M por

B, (u,v) = <7un,v> , u,v € T,M.

Neste trabalho, consideramos a curvatura média nao normalizada de M, definida
como segue: para cada p € M a curvatura média H de M em p com relagao a n é
n—1 n—1
H=— Z BP (Ela EZ) == Z <VE1777 Ez>

i=1 =1

onde {Ey, Es, ..., E,_1} é uma base ortonormal qualquer de T, M.

Feitas as defini¢oes iniciais, provamos o seguinte lema:

Lema 1.1 (Weitzenbock) Seja N uma variedade Riemanniana e f € C3*(N).

Entao:

%A (|grad f|2) — |Hess (f)|” + (grad Af, grad f) + Ric (grad f, grad f)



Demonstragao. Fixe um ponto p € N. Escolha um referencial geodésico orto-
normal {£;} em torno de p. Em particular, neste referencial Vg, E; (p) = 0 para

i, 7. Calculando em p temos:
Af = ZEZ (Ei(f)) e grad f = ZEz (/) E

Logo,
Af = ZE’ (grad f, E;) = Z (Vg grad f, E;)) .

7

Portanto,

1
-A (|gradf|2 = —ZE»E (grad f, grad f) = ZE (Vg, grad f,grad f)

= Z (Vg Vi, grad f, grad f) +Z (Vg grad f, Vg, grad f) .

O primeiro termo é

(Vg Vg, grad f,grad f) = <inin grad f, ZEj (f) Ej> =

J
=D i (VY grad [, Ej) =
J
- Z (grad f? EJ> <szsz grad f7 E]> .
J
Porém Vg E; (p) = 0, logo em p
(VE, Vg grad f, E;) = E; (Vg grad f, E;) = E; (Hess (f) (E;, Ej)) .
Como Hess (f) é uma forma bilinear simétrica, ou seja,
Hess (f) (Ei, Ej) = Hess (f) (Ej, Ex)

tem-se

(Ve Vg grad f, Ej) = E; (Hess (f) (Ei, Ej)) = Ei (Hess (f) (Ej, Ei)) =



= E; ((Vg, grad f, E;)) = (Vg Vg, grad f, E;)

Pelo definicao de tensor de curvatura tem-se
(R(E;E;) grad f, E;) = (Vi Vi, grad f — Vi, Vg, grad f + Vg, g, grad f, E;) ,
mas no ponto p [E;, E;] =0, logo
(Vi Vi, grad f, E;) = (R(E; E;) grad f, E;) + (Vg Vg, grad f, E;) .
Entao

1
§A (Jgrad f|2) = Z (grad f, E;) (Vg Vg, grad f, E;) + Z (Vg grad f, Vg, grad f) =
b7 i

= (grad f, E;) ((R(E; E;) grad f, E;) + (V, Vi, grad f, E;))

+ > (Vi grad f, Vg, grad f).
O primeiro termo é por defini¢ao Ric (grad f, grad f); O segundo termo é

Z (grad f) (<VE'Z grad fa EZ>_<VE1 grad f7 vgrad fEl>> = (grad f) Z <sz grad fa El)
(1.1)

7 1
pois

<VEZ grad f, Vgrad fEi> =0 em p.

Portanto, a expressao (1.1) fica

(grad f) Y (Vi grad f, E;) = (grad f) (Af) = (grad f, grad (Af)),

7

e 0 terceiro termo é por definicio |[Hess (f)|*. [ |

O poder da féormula acima é que temos a liberdade da escolha para a funcao
f. Muitos dos resultados de comparacao em geometria usam a féormula acima e sao
obtidos escolhendo-se funcoes f adequadas, tais como: funcao distancia, autofungoes

do laplaciano, além de outras.



Podemos, agora, provar a formula de Reilly, considerando ainda as seguintes
hipdteses e convengoes como em [CW].

N™ é uma variedade de dimensao n, compacta, orientavel e com bordo ON = M.
Orientamos M com um vetor normal unitario n apontando para o exterior de M.

Seja f uma funcao definida em N diferenciavel em N e em M. Denotemos

2= flyeu= n a derivada da funcao f na direcao do vetor normal exterior 7.
n
Entao

Lema 1.2 (Reilly)

/N (Zf)2—|Hess (f)—Ric (grad f, grad f)w = / (2Az — Hu) u+B (grad z, grad z) o

M

onde w € a forma volume de N, o a forma volume de M, sendo B e H a sequnda

forma fundamental e a curvatura média de M com relagao a n respectivamente.

Demonstragao. Integrando a férmula de Weitzenbock dada pelo Lema 1.1

tem-se

/%Z (Jgrad f\2) w= / [Hess (f)|* + (grad Af, grad f) + Ric (grad f, grad f)w

! (1.2)

usando o Teorema da Divergéncia ([CI] pag. 143) no lado esquerdo da igualdade
(1.2) se obtém:

/%Z (lgrad f[*) w = %/<(grad (|gradf|2))\M ’E"> 4

N M

onde E,, = .

Mas

d d f|? B)=1ip df?) =
((erad (levad £I7)) 5y + Bn) = 5 En (levad f) =

N | =

1 _
= 5 En (grad f, grad f) = (V, grad f, grad f) =

_ <vEn grad f,>  (grad f, E;) E> = (grad f, E;) (Vg, grad f, E;)

=1 =1

10



onde {Ey, Es, ..., E,_1} é uma base ortonormal qualquer de 7),M.

/ %Z (Igrad f*) w = / (fnfnn + Zfifm> o (1.3)

N M

Portanto

onde f; e f;; sao dadas por
fi = (grad f, E;)

fij = Hess f (E;, B;) = (Vg grad f, E;)

Agora, usando o Teorema de Stokes ([CI] pdg. 144) para a segunda parcela do lado
direito de (1.2) vem:

/<grade,gradf> _ —/(Zf)2+/(Zf)|M (% _

N M

7 [

N M

_ _/(Zf)2+/fn (fnn+§fii)' (1.4)

Entao, subtraindo (1.3) e (1.4) segue que

/%Z(|gradf|2) —/<grade, gradf> =

N N

:/ (fnfnn+§fifin> —/fn (fnn+§fii> +/(Zf)2

:/f"f”“/nz_lfifm—/fnfnn—/fnnz_lfm/(zf)?:
M aoi=1 O o Py J

S un [1E e [ s

Mt N

11



Mas observe que para 1 <7 <n—1

fin = <in grad f, En> = E; (grad f, E,,)) — <(grad f)‘M ,inEn> =
= u; — <gradz + E, (f) En,inEn> = u; — <grad z,inEn> —E,(f) <En,7ElEn> =
= u; — <grad z,inEn>

pois <En,inEn> = 0. Além disso

n—1 n—1 n—1
fin = U; — <Z (grad Z, E]> E]’vEZEn> = U; — Z Zj <EJ,vElEn> = U; — Z Zjhij

J=1 Jj=1 J=1

onde h;; = B (E;, E;). Portanto

Zfzfm = Zfz (Uz - szhij> =

i=1 j=1
n—1 n—1 n—1
= Z (grad f, E;) E; (grad f, E,,) — Z (grad f, E;) Z zihij =
i=1 i=1 j=1
n—1 n—1 n—1
=S <(grad iy E> E, (grad f,E,) — > <(grad Iy E> 3 zihy =
i=1 i=1 j=1
1

n—1 n—1 n

i=1 i=1 j=1
n—1 n—1 n—1

= Z (grad z, E;) E; (grad f, E,,) — Z (grad z, E;) Z zihi; =

i=1 i=1 j=1

n—1

= Z (grad z, E;) E; (grad f, E. Z zizjhij =
=1 4,7=1
n—1

= Z (grad z, ;) (grad ((grad f, E,.)) , E;) — B (grad z, grad z) =

i=1
n—1
= <grad (grad f, E,) ,Z grad z, E;) > — B (grad z,grad z) =

= (grad ((grad f, F,)) ,grad z) — B (grad z, grad z) =
= (grad u, grad z) — B (grad z, grad z) . (1.6)

12



Z fi= Z <in grad f, El> = Z (EZ (grad f, E;) — <grad fs VEEZ» =

= Z(EZ (grad f, E;) — (grad f, Vg, E;) + (grad f, Vg E;) — <grad f,inEi» =

n—1

n—1 n—1 n

= (Ve grad £, E) — Y > (grad f, ;) (E;Vp,E; — Vg E)= (L7

i=1 =1 j=1
1
:Az—z grad f, E,) <En,VEE> Az + (grad f, E Z(VEEn,E>_
=1

=Az— Hu (1.8)

Observe que em (1.7) usamos a definicdo de Az e o fato de que V é a projecao
ortogonal de V em M. Agora fazendo a substituicio de (1.6) e (1.8) em (1.5)

teremos:

/%Z (]gradf\2)w—/<grade,gradf>w:

N N

/ (grad u, grad z) — B (grad z,grad z) — u (Az — Hu) o + / (Zf)Qw. (1.9)
M

N

Agora substituindo (1.9) em (1.2) segue entao:

/ (Zf)2 — |Hess f|” — Ric (grad f, grad f) w =

N

= / (Az — Hu) u — (grad u, grad z) + B (grad z, grad z) o.
M

Usando novamente o Teorema de Stokes e o fato de M ser compacta, segue o dese-

jado. |

13



Usaremos as notagoes

1
S (1) = 7 sen VEkt, k>0
\/ij senhv/—kt, k<0

Co(t) = S (1) = dsst(t).

Note que
C). = —kS. (1.10)

Lema 1.3 Sejam N(k) uma variedade de curvatura constante k # 0 e v : [0,a] —
N(k) uma geodésica parametrizada por comprimento de arco. Seja A € R. Entdo,
todo campo de Jacobi Ji » ao longo de v e ortogonal a vy, satisfazendo as condigoes
1NLCLaLs
Jea(0) = E, J;, (0) = AE,
€ dado por
Jia (8) = (Cr (1) + ASk (1)) E (1),

onde E (t) é o campo de vetores paralelos ao longo de 7 tal que E(0) = E.

Demonstracao. Ver [CI] pagina 73. [ |

Teorema 1.4 (Warner) Seja N wuma variedade Riemanniana completa, de di-
mensao n, cujas curvaturas seccionais sao limitadas inferiormente por k, com k # 0,
de maneira uniforme.  Seja M uma hipersuperficie de N admitindo um campo

unitario normal n. Dado p € M, defina

Ap) = sup{(V,v,n) | veT,M, |v] =1}

A = max A(p).

peEM
Seja Opn € (0,00) o primeiro zero de JyA(t), quando este existe, caso contrdrio
ponha B \ = oo.
Temos: se v : [0,a] — N é uma geodésica normalizada tal que v(0) € M e

7' (0) = n(~(0)), entao M tem um ponto focal ao longo dey a uma distancia f < By z.
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Além disso, sendo J (t) um campo de Jacobi ao longo de vy, ortogonal a vy, entao
[J ()] < (Cr () + ASK (8)) |7 (0)]

para todo t € [0, 5].

Demonstragao. Sejam p € M e 7 : [0,a] — N é uma geodésica normalizada
tal que v(0) € M e ~4/(0) = n(p). Fixe t € (0,0). A forma indice (veja [CI] pég.
130) de «y é a forma quadratica dada por

1 (XX) = (Txo X))+ [ {IX(0F = (RO (). X (97 (9, ()} s,

onde X ¢ um campo de vetores qualquer ao longo de . No caso em que X = J ¢

um campo de Jacobi, é facil ver que

Como os campos de Jacobi minimizam a forma indice para qualquer campo X tal

que X (t) = J (t) tem-se entao que

(1), 7'(1)) < (V0 X(0).) + / {1 5)F = (R (v (), X () (5), X (s)) } ds
§A|X(O)|2+/O {1X' (9)1* = k1 X (5)} ds

Na tltima desigualdade usamos a hipotese de que todas as curvaturas seccionais ao
longo de v sao limitadas por baixo por k. Tomemos agora o campo especifico X

dado por:
(Ck + ASk) ()

(Cr + ASk) (1)

onde 7 indica o transporte paralelo ao longo de 7. Segue-se que:

X (s) = Te—tJ (1), s€]0,t].

X (O) + / {157 (5) = kX () b ds = (X (1), X'(0)

(Gt A (1) )
 (Ce +ASk) (1) T

15



Portanto tem-se que

o (G AS) (@)

SN RBAT PAGIE (1.11)

(J(1), J'(t))

Que implica no teorema, pois isto é equivalente a desigualdade

_ | J (t)]
= Grs) @

ou seja, a funcao

é nao crescente e portanto
g(t) <g(0).

Que ¢é a desigualdade que queriamos provar. |

Corolério 1.5 ((da prova do Teorema 1.4)) Com as mesma hipdteses do Teo-

rema 1.4, tem-se, para todo t € [0, 3),

7)1,

/ AC(t) — kSk(t)
S S O FSY AT

onde J € qualquer campo de Jacobi ao longo e ortogonal a uma geodésica vy : [0, 3) —
N com ~(0) € M, 7'(0) = n(+(0)).

Demonstracao. Decorre de (1.11) e de (1.10). [
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Capitulo 2

Preliminares Sobre

Hipersuperficies Paralelas

Suponha agora que M seja uma hipersuperficie mergulhada, compacta, em N™,
tal que N\M ¢é desconexa e consiste de duas componentes conexas. Denote por A
uma destas componentes. Seja 1 um campo de vetores unitarios normais a M que

aponte na direcao de A. Seja r > 0 tal que
¢:Mx(=r,r)— N

dada por
gb(p, t) = €XPp tn<p)7 pE Ma te (_Ta T)

seja um difeomorfismo sobre sua imagem. O maior r com esta propriedade é dito
raio de injetividade de M, sendo denotado por inj(M).

Dado t € [0,inj(M)), vi(p) = é(p,t), p € M, é um difeo de M sobre M, :=
¢(M,t). Defina também

Q (M) =A{o(p,s) | p€ M, s €[0,1]} (2.1)
oumy= | ). (2.2)
t€[0,inj(M))

Seja f : N — R a funcao distancia a M, a saber, f(z) = d(z, M), onde d é a

17



distancia riemanniana de V.

Mostramos no que segue que |grad f| =1 em Q(M).
Dado x € Q(M), existe p € M tal que

f(x)=t=d(z,p).
Assim, a geodésica
V(s) = exp, sn(p), s € [0,inj(M))

é tal que z = ~y(t). Além disso, vale

7' (t) = grad f (z).

De fato: seja {F1, ..., E,} uma base ortonormal de T, N tal que E, (x) =+ (t).

Entao

n

grad f (z) = _(grad f (v),E;) E;

=1

A mostrar: (grad f (z), E;) =0 parai = 1,....,n — 1. Temos

(grad § (2), 53) = dfs () = -1 (0 () Lo

onde a é uma curva tal que a (0) = x e o/ (0) = E;. Como E; L E,, podemos escolher
uma curva « na hipersuperficie paralela M;, pois F; é tangente a esta hipersuperficie

em z. Entao,
logo,

Assim,

grad f (2) =) (grad f (), E;) B = (grad f (2) , En) By = df (Ey) En,

=1
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mas p
dfz (En) = Ef (7 (S>) - 5 (S> =1
Portanto,

grad f (z) = En, =7 (t).

Segue-se que |grad f (x)| = 1 para todo = € Q (M). Ressaltamos que grad f (z)
é ortogonal a My, e aponta para o exterior de Q, (M) se v ¢ M. Se x € M entao,

grad f (x) aponta para o interior de Q(M). Usaremos a notagao
e = grad(f)|a,, t € [0,inj(M)). (2.3)

Defini¢ao 2.1 Definimos a funcao H : Q(M) — R requerendo que H(z) seja a
curvatura média da hipersuperficie My,) no ponto z com relacao a normal 1 =

grad f. Usaremos a notacao Hy = H|yy,, para t € [0,inj(M)).

Lema 2.2 Com as notacoes dadas acima, tem-se que
Af(x) = —H (x)

Vo € Q (M), onde A € o laplaciano em N.

Demonstracao. Seja © € Q(M). Tome {Ey, ..., E,_1n = grad f} uma base

ortonormal de T, N. Assim

n

Af(x) =Y (Vg erad f,E) = —H(z).

=1

Lema 2.3 Nas mesma notagoes anteriores, tem-se:

Hess(f)| = H> — 20y = H* +2) K (E;,E;) -2 K (E;, Ej)

1<j 1<j

onde K € a curvatura seccional em N e K € a curvatura seccional da hipersuperficie

paralela.
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Demonstracao. Seja z € Q(M) e seja {Ey, Es, ..., B, 1, E,} uma base orto-
normal de T, N tal que E, = grad f(z) e tal que {Ey, Es, ..., E, 1} diagonaliza a

segunda forma fundamental de Mjy(,). Escreva:

innt = —-\F;, t = f(f), n = grad f|Mt'

Temos
Hess(f)* = > (Vg grad £, E) = S (Vi E;)
i,j=1 4,j=1

n—1 n—1 2
=3 = (Z)”) —2) N\
i=1 =1

- i= i<j
=H>—2) M\
i<j
Da equagao de Gauss tem-se
K (E;, E;) — K (Ei, E;) = M)\,

de modo que

Hess(f)|” = H*+2Y K (E;, E;)—2Y K(E;, E)).

1<J 1<j

Corolario 2.4 Se dim N = 3, entao tem-se a sequinte rela¢do

[Hess(f)|> = 2K — 2K + H>.
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Capitulo 3

Estimativas Para a Integral da
Curvatura Média de

Hipersuperficies Paralelas

Observamos que no que segue estaremos considerando as notacoes e hipéteses

descritas no inicio do Capitulo 2.

Definig¢ao 3.1 Dados ¢ € [0,inj(M)), p € M;, definimos
= T
St(”) = - (vvnt) CAS Ttha

onde 7; estd definido em (2.3, p.15). S; é a segunda forma fundamental da superficie

paralela M; com relacao ao normal 7;. Denotamos também Sy = S.

Lema 3.2 Seja p € M. Dado t € [0,inj(M)), a curvatura média de M; no ponto

x = pi(p) em relagao a n, satisfaz a sequinte desigualdade

(J (@), J' (1)
—H(z) < (n—1) ?GIEW

onde J € o conjunto de todos os campos de Jacobi J nao nulos ao longo da geodésica
7 :[0,inj(M)) — N,
v(s) = @s(p) = exp, sn(p),
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tais que J(0) € T,M, |J(0)] =1 e J'(0) + S(J(0)) € T,M*, S = S.

Demonstragao. Temos

—

—H; (x) = S (Ei, St (Ey))

1

%

onde {F1, ..., £, 1} é uma base ortonormal qualquer de T, M,. Basta entao mostrar-

mos que

(), (1))
—(E, S E) < sup ——F——5",
B SuB) < sup ==

onde E é um vetor unitario qualquer em T,M;. Fixemos um tal vetor E. Como
a exponencial normal é um difeomorfismo de M sobre M;, existe um campo de
Jacobi Jy ao longo de 7, satisfazendo as condigoes acima especificadas (a saber,
Jo(0) € T,M, |Jo(0)] = 1 e J5(0) + S(Jo(0)) € T,M™*) tal que Jo(t)/|Jo(t)] = E. B
facil de provar que J; (t) + S; (Jo () € (T, M,)" (veja Lema 4.1 do [DC]). Dai,

(Jo(t),Jo (t) + Si (Jo (1)) =0

ou seja,
B _ (@), Jp (1)
SN = e
de modo que

(J(t),J'(t))
— (K, S, <sup ——F——5"
(B 5 (B)) < sup = o

0 que prova o lema. |
Lembramos que N"(k) denota uma variedade riemanniana completa, simples-

mente conexa, de curvatura seccional constante k£ de dimensao n.

Lema 3.3 Suponha M™ ' C N™(k). Sejam Ay, ..., \n_1 as curvaturas principais de
M em relagao a normal n = ny. Entdo a curvatura média Hy de My em x = ¢4(p),

p € M, com relagcao a normal n; € dada por

(3.1)
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Demonstracao. Sejam £y, ..., B, € T,M as direcoes principais de M em p em
relacao a n. Assim

Seja Ei(t) o transporte paralelo de FE; ao longo da geodésica y(s) = exp, sn(p),
i=1,..,n,s € [0,inj(M)). Assim {E(t),..., E,,—1(t)} é uma base ortonormal de
T\ M;, de modo que

—_

n—

Hi(z) =) (B S (E))) (3.2)

Pelo Lema 1.3 sabemos que o campo de Jacobi J; ao longo de v satisfazendo as
condigoes iniciais J;(0) = E; e J/(0) = —\; E;, sendo, como é o caso, vy uma geodésica
de um espaco simplesmente conexo, completo e de curvatura seccional constante k,
é dado por
Ji (t) = (Ck (£) — XSk (1)) Ei (¢)

donde obtemos 7(0)

Ei(t) = S, (3.3)

1: ()]l

Substituindo (3.3) em (3.2), observando que

(i (8), 8¢ (Ji (1)) = = (Ji (1), Ji (1))

=1

B SYEAURPYEEAUR A S S PR
o) =3 (on * (Fan) ) ~ S 05000
\ 1

_ _ZW (J; (t), J; (1))
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Como cada E; é unitario tem-se entao,

P .
(@) £ Cp (t) — NiSk (1)
) + MG
— Ci(t) + Xi(p) Sk (t)
|
Corolério 3.4 Suponha M?* C S3(1). Entdo,
H, (z) = H(p) (cos®t — sen?t) + 2sent cost (2 — K(p)) (3.4)

(cost — Ay (p)sent) (cost — Ay (p) sent)

onde \; (p) sdo as curvaturas principais em p € M, x = ¢(p), H = H.

Demonstragao. Decorre de (3.1) considerando que C(t) = cost e Si(t) = sent

e usando a equacao de Gauss K =1 — A \s. |

Teorema 3.5 Suponha M™' C N™(k), k # 0. Entao,

n—1
Hyop =Y Cp 7" (1) S (¢) / Foci—ii My Ano1) 0
My i=0 M

onde o, € a forma drea da hipersuperficie paralela My, A1, Mg, ..., \n_1 aS curvaturas
principais de M e f,_1; sao funcoes polinomiais definidas pela igualdade polinomial

trigonométrica em Ci(t) e Si(t):

T s Qe A DL O SL 0 =50 T (Celt) = AsSu(t)) (Calt) + kSu(1)).
=0 i=1 j=1, j#i

Demonstragao. Vamos usar o difeomorfismo ¢; : M — M, para transformar

Hoy
My
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em uma integral sobre M. Seja w; = ¢} (0y), isto é,

we (p) (01,03, s n 1) = 01 (20 () (A (90), (01) s (20), (00 1) )

com p € M, vy, vs,...,vp—1 € T,M. Entao, por Fubini

Htat = / (Ht o gOt) w
M

My

Porém existe 0 : M — R tal que w; = do, onde o é a forma volume de M, de forma

que

; H,op = /M (Hy 0 ¢;) do. (3.5)
Mostremos que
5 (p) = [T ICk(t) = Xi(p)Sk(®))], p € M. (3.6)

i=1

Fixe p € M. Sejam Fj, ..., E,,_; as direcoes principais de M em p. Temos
o (p) (El, couy Enfl) = 1,

de modo que

5(])) = W¢ (p) (El,Eg, ceey En_1> .

Logo,

d(p) =wi (p) (B, Eay .y Eyq) =
o1 (e () ((00), (1) o (20), (B))
=0 (o () (7 <> SA0)

= /det (J;(t), Ju(t)) (3.7)

onde J;(t) = d(¢y),(F;) é o campo de Jacobi ao longo da geodésica (s) = exp,(sn(p)),
s € [0, t] satisfazendo as condigoes iniciais J;(0) = E; e J/(0) = —\;(p)E;. Como N

¢ um espaco forma de curvatura constante k, pelo Lema 1.3 tem-se
Ji (s) = (Cr(s) — Ni(p)Sk(s)) Ei(s), i =1,..,n — 1,
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onde E;(s) é o transporte paralelo de E; ao longo de . Dai e de (3.7) decorre (3.6).

Aplicando em (3.5) a férmula (3.1) e (3.6) ficamos com

Mthatzi [ TL (@A) (6500 + A ICH D) o

J=1, j#

Efetuando todos os produtos e fazendo o somatério, conclui-se entao que:

Hyoy = Z Cr 70 (1) Sp (1) / fo-1-ii (A, Az, s A1) 0
— M

Observacgao 3.6 Diversos calculos nos levam a conjecturar que as fungoes polino-

miais f;; tém a seguinte férmula geral: para ¢ #n — 1,

n—1 n—1
Jn—1-ii (Ay ooy A1) = (—1)1 (1+1) Z )‘jl--'/\jm —k(n—1) Aji- gy
J1<.<Jit1 J1<...<Ji—1
€
n—1

f07n,1 ()\17 ceey )\nfl) - (—1)i+1 Z )\jl"')\jn—2'

j1<j2<--~<jn72
Podemos verificar que estas formulas sao validas até n = 6. Para este valor de

n, as fungoes f,—1_;; sao dadas por:

5
fso=>_Xi=H
=1

5
foa =~ (2 > AN - 5I<:>

i<j

5
f3,2 =3 Z >\z>\])\k: — 4]{,‘H0

i<j<k
5 5

f2,3 - - (4 Z /\z)\j>\k/\l — 3k Z )\2)\3)
1<j<k<l 1<j
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5
f1,4 = 5)\1)\2)\3/\4/\5 — 2k Z )‘z/\])\k

i<j<k
5
fos =k D AN
i<j<k<l
Corolario 3.7 Suponha M?* C S?(1). Entado

H,o, = (coth — sen? t) / Hoo + 4sentcostA (M)
M, M

— 4y (M) sent cost
Demonstragao. Decorre do Teorema (3.5), pois como k = 1, tem-se que
C) (t) = cost e S (t) = sent. Logo
2
Hyoy =Y cos” (t)sen’ (t) [ facii (M1, Aa). (3.8)

My 0 M

Além disso, temos

fa0 = Hp
fii=—(02MA —2)
fo2 = —Hp

Substituindo em (3.8) vem

Hiop = (COS2t — sen? t) / Hy + QCostsent/ (1= AAs),
M M

M

mas por Gauss temos
K —1= A\,

ou seja,

1
HtUt:(COS2t—SeH2t)/ H00+4sentcost(A(M)—§/ K(p)a).
M M

My
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Como
/ Ko =2mx (M),
M

segue o desejado. |

Lema 3.8 Seja M uma superficie compacta, mergulhada em uma variedade rie-
manniana completa N de dimensio 3 tal que Ky > Ko > 0. Defina, para cada
pe M,

Ap) = max{<vvv,77> | veT,M, |v| =1},

A =max A(p).

peEM

Entao, dado t € [0,inj(M)), tem-se

A2 — — —
— Hio, < {(\/: + \/K()) sen 24/ Kot — 2|\| 4 4| \| cos? \/Kot}A(M).
Mt KO

(3.9)

Demonstragao. Para estimar

- Ho,
M,

vamos estimar por cima a drea A(M;) de M, e H, em um ponto qualquer = € M,.

Seja p € M tal que a geodésica (s) = exp, sn(p) satisfaz z = 7(t). Do Lema 3.2

(J(1).J 1)
—Hy(z) < (n—1) iggwa

obtemos
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onde, lembramos, J ¢é o espaco dos campos de Jacobi ao longo de v descritos no

Lema 3.2. Do Coroléario 1.5 tem-se

(J(t),J (1)) _ —v/Kysen (v/Kot) + Acos (vVEot)
ITOF 7 cos (V) + —e sen (vEot)

Y 5

—V/ K sen (\/_t) + A cos (v Kot)
cos (vEot) + \/_ sin (v/Kot)
_ VEKosen (v/Kot) + |A| cos (v EKot)

N cos (vEKot) + \)Lsm(\/_t)

IA

de modo que

[ Hoi<m-1) VvV Kosen/K, t|+|\)\] cos \/Kot/ o

M cos ot + —==sen ot M
VK N VK

Vv Kosen /Kot + || cos v/ Kot

Al
cos v Kot + sen /Kt
VKo

sendo A(M;) érea de M;. Podemos estimar A(M;) usando a mesma técnica do Teo-

=(n-1)

A(My)

rema 3.5. De fato: temos, usando a mesma notacao deste teorema,

A(Mt):/Mtat:/M(Sa.

Em cada ponto p de M e para certos campos de Jacobi ao longo da geodésica normal

a M em p:

= V/det (Ji(t), Ju(t)) < [Ti(&)]|T2(t)]-

Podemos, entao, usar o Teorema 1.4 para obter

t)| < cosy/ Kot +

A :
sen\/ Kot, ©1=1,2,
v Ky
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o que nos da

A(M,) < <cos v/ Kot +

Juntando com a desigualdade anterior, obtemos (3.9). |

2
sen K0t> A(M).

Lema 3.9 Suponha que dim N = 3 e que
0> K > K,.

Entao, dado t € [0,inj(M)),

- Htat§{< T +1/— )senhZ —K0t+2|)\|} (M) (3.10)

Demonstragao. E a mesma prova anterior, usando também o Teorema 1.4,

porém substituindo os cossenos e senos trigonométricos por cossenos e senos hi-

perbolicos. |
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Capitulo 4

Volume de O (M) C N

Novamente observe que seguimos adotando as notacoes introduzidas no Capitulo 2.

Proposicao 4.1 A formula de Reilly para a func¢ao f(x) = d(x, M) na regido
(M), t € (0,inj(M)), € dada por

/ ((Zf)2 — |Hess (f)]* — Ric (grad f, grad f)> w= / Hyo — Hiop. (4.1)
Qu(M) M M,

Demonstragao. Note que a fronteira de Q; (M) é composta por duas superficies
de nivel My e My, ou seja, 0 (M) = My U M,;. Além disso, convém observar que
a funcao distancia f restrita a cada superficie de nivel é constante. De fato, temos
flu = 0e fly, = t. Assim, tem-se grad (f|s) = 0 = grad (flsm,) e A(f|lm) =
A (f|a,) = 0. Outro fato é que

(%) = ((grad f,m))* = ((n,m)* = 1.

Aplicando estas igualdades na férmula de Reilly (Lema 1.2) segue o desejado ob-
servando o seguinte fato importante sobre as orientagoes consideradas: na integral
sobre M, a normal a ser utilizada, de acordo com a férmula de Reilly, é a normal
exterior, a saber, 7y = — grad f. Por esta razao, aparece trocado o sinal de Hj na
integral sobre M em (4.1) em relagao ao sinal do Lema 1.2 | j& que como convencio-

namos anteriormente H,; é a curvatura média de M; em relagao a normal 7, = grad f
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Teorema 4.2 Suponha M™ ' C N"(k) k # 0 divida N em duas componentes
conexas . Dado t € [0,inj(M)), tem-se

n—1
(n—1) k:Volﬁ(f) (t) = 2/ Tow — / Hyo + Z Cp (1) S (75)/ Jn-1-ii0
Qi (M) M i=0 M
(4.2)

Demonstracao. Considere a funcao f(x) = d(z, M) na regiao Q.;(M). Pelos
Lemas 2.2 ¢ 2.3 e o fato de Ric (£:(M)) = (n — 1) k a férmula (4.1) fica

(n—nkwﬁﬁNQZQ/
Q¢ (M)

O — / Hyo + H,o,.
M M,
A igualdade (4.2) decorre entao do Teorema 3.5. [ |

Corolério 4.3 Suponha M C S*(1) divida S® (1) em duas componentes coneras.
Seja t € [0,inj(M)). Entdo

2t
Volﬁ% (t) =mx (M) (t —sentcost) 4+ sentcostA (M) — seg / Hyo (4.3)
M

onde x(M) a caracteristica de Euler de M e A(M) a drea de M.

Demonstragao. Usando os Coroldrio 2.4, Lema 2.2 e o fato que Ricc (S? (1)) =
2 a férmula (4.1) fica

2/ Kw—2/ ?a}:2\/’ol§;+(t)+/ Hyo — H,o,.
Qe (M) Qi (M) M M

Como K =1 a férmula acima passa a ser

4w$4ﬂ:2/

Qi (M

Kw—/ Hyo + H,;oy.
) M

My

Usando a férmula da coarea para calcular a primeira integral sobre as superficies

paralelas M; = f~1(t), como | grad f| = 1, obtemos

t
4V01§\j[+ (t) = 2/ Kowdt — / Hyo + H,oy.
0o J, M M,
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Como

Koy =2mx (M) = 2mx (M)
My

segue entao que
AVolS,, (t) = 4wy (M)t — / Hoo+ | Ho, (4.4)
M M,
Na ultima integral do lado direito usando o Corolario 3.7 temos

4V01§;+(t) =4y (M)t — / Hyo + 4sentcostA (M)
M
— 4mrx (M) sentcost + (cos” t — sen®t) / Hyo
M

=4nx (M)t +4sentcostA (M) —dmy (M) sentcost—Zseth/ Hyo.
M

Logo

t
Vol (1) = mx (M) £+ sen t contA (M) — mx (M) sent cos t — /H“’

t
=mx (M) (t —sentcost) + sentcostA (M _sen® / Hyo. 4.5)

[ |
O que foi feito para o caso M C S? (1) pode ser feito para o caso M C H? onde

entao, tem-se:

Coroldrio 4.4 Seja M C H3 compacta, mergulhada e seja t € [0,inj(M)). Entao,

h2
Vol}z\H43+ (t) = mx (M) (senh t cosht — t) + senh t cosh t A (M _sen / Hoo.

Demonstragao. A prova é inteiramente analoga a anterior, considerando ape-

nas o fato de que, neste caso,

H,o¢ = (senh”¢ + cosh® ) / Hyo —4senhtcoshtA (M) —4myx (M)senhtcosht
M; M

e Rice (H?) = —2. [ |
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Corolario 4.5 Seja M C S? (1), compacta, mergulhada, minima com genus g. Seja

t €[0,ing (M)). Entao:
Volﬁ% (t) <2m(t—g)+sentcost (10mg + 67)
Demonstracgao. Considerando que
X (M) =2-2g
e, pelo Corolério 5 de [CW]
A(M) <8m(g+1),

substituindo na equagao (4.5) o resultado segue.

Corolario 4.6 Seja M compacta, mergulhada, de genus g em S3. Se

a) g = 0 entao

1 272
inj(M) < 5 arcsin ( T )
b) g > 1 entao

- L 2m%g
< = .
inj(M) < 5 aresin (A(M)+27r(g— 1))

Demonstragao. Consideremos a férmula (4.3), a saber

VoIS (8) = my (M) £+ S22 4 (1) — oy (M) — SOt /M Hyo.

2 2

Entao:

(4.6)

VoIS (1) = VoIS, (¢) + VoIS, _ (¢ =2mx (M)t +2(A(M)—mx(M))sentcost.
M M M

Fazendo t — r = inj(M), obtemos:
VOI%(T) =2mx (M)r+2(A(M) — 7x(M))senrcosr.
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Temos entao,
2x (M) 1+ 2(A (M) — x(M))senrcosr < Vol(S?) = 272,
ou seja,
mx (M) 7+ (A(M) — 7x(M))senrcosr < w2

Se x(M) > 0, isto é, x(M) = 2, entdao, como

L. .
3 sin(2r) = sinrcosr <,
obtemos

2msin(2r) + (A (M) — 27) sin(2r) < 272,

ou seja,
A(M)sin(2r) < 27°

o que nos da

1 272
inj(M) < 5 arcsin ﬁ

Suponhamos agora x(M) < 0. De (4.9), como r < 7/2, obtemos

s mx(M) 9 xX(M)
(A(M) —7mx(M))senrcosr < m° — ;=T (1__)

S (B200) e, 2

2
ou seja,
sin(2r
(A1)~ mx(a0) 222 < 22
onde resulta
212g 212g
in(2r) < = .
SN S N —r@ 29 AGD + 2rg =1
Portanto
< Lares 2m°g > 1
— arcsin
TE M AN - ) T
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Note que decorre de (4.7) que se M é homeomorfa a uma esfera e A(M) > 272
entao inj(M) < «/4.

Corolario 4.7 Seja M minima, compacta e merqulhada em S3, e seja A uma das
componentes conezas de S*\M. Seja Kyax = maxy K, onde K denota a curvatura

seccional de M. Entao

A(M). (4.10)

1 - K X I Kmax
Vol(A) > mx (M) (arccot 1 — Koy — \/7111&) n V1= Kpax

2 - Kmax 2 - Kmax
Demonstragao. Sendo r = inj(M), fazendo ¢ — r em (4.8) obtemos

sin 2r

Vol(A) > VoIS, (r) = mx (M) r +

(A (M) —mx (M)). (4.11)

Agora, usando as notagoes e a demonstragao do Teorema 3.5, decorre de (3.6),

considerando que nas hipdteses presentes temos A\ = — g, e denotando A = Ay,
¢r(0,) =60 = (cos’r — N?sin’r) 0 = (cos®r + (K — 1) sin®r) o,

onde usamos a equagao de Gauss K = 1 — \ 2. Como r = inj(M), deve existir p € M
tal que
cos’r + (K (p) — 1)sin?r = 0.

Além disso, como
r = inf{t | existe ¢ € M tal que cos®t + (K(q) — 1)sin®t = 0},

tem-se
K(p) = m]\%XK = Kax-

Isolando r, sinr, cosr de
2 L2
cos” 1 + (Kpax — 1) sin“r =0

e substituindo em (4.11) segue (4.10). [
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Teorema 4.8 Suponha que dim N = 3 e que
0< Ko< Ky<K
onde K, e Ky sdo constantes e Ky a curvatura seccional de N, entdo

AK, Vol (t) > dmy (M)t — / Hoo
M

{(i%ﬁ Ko)sen2 Kot — 2|\ (M)] + 4|\ (M)] cos? Kot}A(M)

Demonstragao. Decorre do Lema 2.2, Coroldrio 2.4 e que Ricc(N?) < 2K,

aplicados na férmula (4.1) que

2K, Vol (t) > 2 /

(K — K_N) w — / Hyo + H,oy.
Q: (M) M M;

Logo
2K, Vol (t) > 2 /

Qi (M)

t
2 2/ KO'tdt - 2K1 Vol (Qt (M)) — / H(]O' + HtO't.
0 Mt M Mt

(K—K_N)w—/ Hyo+ | Ho,
M

My

Usando a férmula da coarea para a primeira integral do lado direito vem
AK, Vol (t) > dmy (M)t — / Hoo + | H,o,.
M M;

Basta agora substituir a estimativa do Lema 3.8 na ultima parcela do lado direito

que teremos o desejado. [ |

Teorema 4.9 Suponha que dim N = 3 e que

0> K, > Ky > K
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onde, Ky e Ky sao constantes, entao
—4K1 VOIAN/[3+ (t) < —47TX (M) t+ / H()O'
M

+{(§£_AIQ T —Ko) senh2\/—_K0t+2!A(M)!}A(M)

Demonstragao. Usando a Proposicao 4.1 temos que

/ Ric (grad f, grad f)w = / (Zf)2 — |Hess (f)|*w +/ Hyo — Hioy.
Q4 (M) Qu(M) M M,

Para ter uma limitagao por baixo do volume devemos ter Ric (N?) < 2K, mas isso
ocorre devido a hipdtese de que a curvatura seccional é limitada por cima por Kj.

Além disso, usando o Corolario 2.4 e o Lema 2.2 segue que

2K, Vol (t) > 2 /

(K - Ry / Hoo+ | Ho,
Q¢ (M) M M,

2K1 VOI%i(t) 2 2/ K — 2/ FN —/ H()O_—'— Htat.
Qi (M) Q¢ (M) M M,

Note que temos K y < K logo,
E para a primeira integral do lado direito usamos a formula da coarea. Segue entao

AK, Vol (t) > dmy (M)t — / Hoo+ | Ho:.
M M,

Para concluir a prova usamos o Lema 3.9 |
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