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RESUMO

Estimativas de erro sao estabelecidas em termos do ntimero de Rossby
para a aproximagao de Galerkin nao linear nas solugoes do modelo atmosférico ba-
lanceado de Lorenz com massa forcante. Desse modo a aproximacao espectral da

aproximagao de Galerkin nao linear é ligada ao ntiimero de Rossby.

Palavras-chave: Massa forgante, equagoes de aguas rasas, balanceadas,

variedade lenta, variedade inercial aproximada.



ABSTRACT

Error estimates are established in terms of the Rossby number for a
nonlinear Galerkin approximation to the solutions of the balanced atmosphere model
of Lorenz with mass forcing. Thereby, the approximation spectral dimension of

the nonlinear Galerkin approximation is linked to the Rossby number.

Keywords: Mass Forcing, Shallow Water Equations, Balanced, Slow
Manifold, Approximate Inertial Manifold.



INTRODUCAO

O fluxo da agua sobre uma superficie € um fenémeno fisico do interesse
pratico para muitos cientistas e pesquisadores. Por exemplo, fluxos tais como marés
do oceano, ondas do vento, ruptura de represas, inundacoes de rios e tsunamis
despertam grande interesse. Apesar da familiaridade diaria do fluxo da agua, as
equagoes governando o fluxo interno compreendem um papel intratavel das equagoes,
demasiado complexo para ser de uso pratico na maioria das aplicagoes. Conseqiiente-
mente, as descrigoes aproximadas do fluxo sao freqiientemente mais utilizadas. Uma
aproximacao do uso comum para muitas aplicacoes conduz as Equacoes de Aguas
Rasas, um sistema de equagoes diferenciais parciais nao-lineares que aproximam o
momentum da superficie horizontal do fluxo. Embora sendo uma simplificacao das
equacgoes completas, as equacgoes rasas da agua raramente podem ser resolvidas exa-

tamente e apresentam mesmo grandes dificuldades para a computacao numérica.

Além disso, muitas aplicacoes reais introduzem complicagoes adicionais,
tais como regioes secas, variaveis topograficas e evoluir dentro do dominio. O mode-
lo raso da 4gua pode ser usado para prever ondas tanto em pequenas como em
grandes escalas de fluidos. Por isto, as leis que governam a atmosfera permitem a
presenca simultanea de um nimero de modos de oscilagoes, entre elas os modos de
Rossby com periodo de varios dias, e os modos de inércia gravidade com periodo de
poucas horas. Logo, as ondas de gravidade sao de muito menor amplitude que as
ondas de Rossby. Por este motivo, desejamos eliminar as ondas de gravidade das
equacoes primitivas, posto que podem comprometer seriamente os prognosticos; pois
requerem passos de tempo pequenos e podem interferir seriamente em prognosticos

de periodo curto.

Neste trabalho, estuda-se o modelo de Lorenz introduzido em [17], o
qual é uma simplificacdo das Equacoes de Aguas Rasas. Desejamos expressar nosso
sistema em termos do ntimero de Rossby, assim tomamos como referéncia o trabalho

de C. McWilliams and I. Yavneh [19], no qual é feita uma analise das equagoes



sem termo viscoso vAwu e forga externa F'. Foi provado por J. W. Céardenas & M.
Thompson em [4], a existéncia de solugao para o modelo atmosférico de Lorenz, o
que nos indica o caminho a seguir com base ao problema proposto na dissertacao de

J. Cardenas [5].

Aqui apresentamos novos resultados para estimativas de erro para as
equacoes balanceadas. Mais precisamente, no capitulo 1, fazemos uma breve in-
trodugao, lembrando alguns dos principais conceitos bésicos, tais como espagos LP,
espagos de Sobolev, espago das fungdes perioddicas, entre outros. Apresenta-se uma
deducdo fisica das Equacoes de Aguas Rasas com orografia inferior, assim como
a formulacao matemética do problema. Sendo assim fazemos uma expansao das

equacoes de aguas rasas mediante a decomposigao solenoidal para a velocidade
H
u= k xVy+¢eVy,

desta maneira obtemos um conjunto de equagcoes as quais chamaremos de Equagoes

Diagnésticas (1.26, 1.27 ¢ 1.28).

No capitulo 2, negligenciando os termos de ordem maior do que um em
g, temos o novo conjunto de Equagoes Reduzidas (2.1, 2.2 e 2.3). O segundo sis-
tema ¢é freqiientemente resolvido utilizando técnicas numéricas como mencionamos
anteriormente. Aproveitando os conhecimentos da Anélise Funcional e dos espagos
de Sobolev, estabelecemos o e—erro como uma diferenga entre estes sistemas e faze-
mos estimativas de regularidade em H*(Q), para = [0.1] x [0, 1], com a finalidade
de estabelecer uma cota pequena para este erro. Com a finalidade de obter este
resultado é preciso introduzir uma técnica chamada de inicializagao [12], que nos
permite ter valores iniciais pequenos para garantir valores no tempo sempre proxi-
mos de uma variedade lenta, isto requer a introducao de uma série de estimativas
dadas mediante lemas técnicos, os quais sao de vital importancia para a demons-
tragao de nosso resultado central. Por outro lado, nas nossas estimativas obtém-se

termos de ordem superior ao procurado, o que requer a utilizacao de um argumento

via contradigao, seguindo J. G. Heywood & R. Rannacher em [11]. Mediante este



desenvolvimento conseguimos enunciar nosso resultado central na forma do Teorema

2.3.1.

Ja no capitulo 3, introduzimos o método nao-linear de Galerkin, fazendo
uma aproximacgao por variedades inerciais para a solu¢do z(t) do sistema reduzido.
Inspirados nos trabalhos de C. Foias, O. R. Temam, [8|, X. Liu, [18] e E. S. Titi
[27], introduzimos a variedade inercial My = graf(®o(p)), onde ®y é descrito de
maneira explicita. Na seguinte secao deste capitulo introduzimos uma outra vari-
edade analitica M* = graf(®*(p)), com ®° dado de maneira implicita, permitindo
a utilizacao de métodos computacionais para sua determinagao, os quais, cabe lem-

brar, nao sao tratados neste trabalho.

Finalmente, combinando as estimativas dadas no Teorema 2.3.1 e a
aproximagao mediante variedades inerciais usando o método de Galerkin nao linear
temos a estimativa dada no Teorema 3.2.4, o qual nos diz que fazendo uma projecao
sobre as N + 1 primeiras auto-fungdes onde N ~ O(e™1) ou N ~ O(¢7'/?) para
as variedades inerciais My e M?*, respectivamente, também é possivel obter uma

solucdo aproximada das equacoes de Aguas Rasas.



1 FORMULACAO E ANALISE DO PROBLEMA

No presente capitulo daremos uma introducao acerca das principais
defini¢coes da Anélise Funcional, e definiremos os conhecidos espacos de Sobolev e

suas principais propriedades.

No que segue, €2 denotard um aberto de R"”, um ponto genérico de R"”
¢ denotado por = (z1,xs,...,%,), ¢ a medida de Lebesgue sobre R™ ¢ denotada

por dx = dx; ...dx,.

1.1 Nocgoes Preliminares

Para 1 < p < oo, LP(Q2) é o espago das fungoes reais sobre € que sao
LP para a medida de Lebesgue dx. Para p = 0o, L>(£2) é o espago das fungoes reais

sobre () mensuraveis e essencialmente limitadas. LP é um espago de Banach com

1/p
([apas) " 1<p<oe
lellzri) = Q

sup ess |u(z)] , p=oo.
el

norma

Quando p = 2, L*(€) é um espago de Hilbert com o produto escalar

<u,v >= /Qu(a:) -v(x) dz.

Seja @ = {ay, ..., a,} um multi-indice de modulo |a| = a1 + ... + a,,. Definimos
9,
D=2 1<i<n,
8137;
dlely

D%y = D'wu... Doy =

Oy ... .0%x,

Utilizamos o termo loc para dizer que a propriedade referida ¢é satisfeita

em subconjuntos pré-compactos! de €.

!Conjuntos cujo fecho é compacto



1.2 Espacgos de Sobolev

Considere o seguinte conjunto
CrQ)={¢p:Q— R/ ¢ C®Q), supp(¢) é compacto}
chamaremos de funcoes teste os elementos deste conjunto.

Definigao 1.2.1. Suponha u,v € L} (), e a um multi-indice. Dizemos que v € a

a derivada parcial fraca de u, e denotamos D*u = v, se

/w% dr = (—1)al/v¢ de, V¢ € CX(Q)
Q Q

Lema 1.2.1. A « derivada parcial fraca de u, se existe, € unicamente definida, salvo

em um conjunto de medida zero.

1

Demonstracao. Suponha que existem v,v € L.

(), satisfazendo a defini¢ao dada

acima. Logo tem-se

/@—de—o, Vo e C(Q).
Q

o que implica a unicidade da derivada fraca quase sempre. Il

Considere 1 < p < oo, e m um inteiro positivo.

p
loc

Definigao 1.2.2. O espago das fungoes v € LY (), cuja a derivada parcial fraca

existe e D*u € LP(QY), para todo multi-indice |a| < m, é chamado espago de Sobolev

e denotado por W™P(Q).

Observagao 1. Se p = 2, escreveremos
H™Q)=W™* Q) m=0,1,...
o qual é um espago de Hilbert, via o produto escalar:

< U,V > pmo)= Z (D*u(z), D*v(x))

la|<m



O espago de Sobolev W™P()), é um espago de Banach, com a seguinte

norma
( 1/p

Z HDauHip(Q) (1 <p<oo)

laj<m
[ullwms ) =

> ID%u e o (p = 00)

|| <m

\

1.2.1 Outros Espagos de Sobolev

Sejam X e Y dois espagos de Hilbert, X C Y, X denso em Y, com

injecao continua. A teoria de interpolacao, fornece uma familia de espagos de Hilbert

denotada por [X,Y]p, 0 <6 <1, tal que [X,Y]p =X, [X,)Y]; =Y, e
XcCclX,)YpcCY (1.1)

as injegoes em (1.1) sendo continuas, e cada espago denso no sucedendo. A norma

sobre [X, Y]y & tal que
[ullixyy, < cOlullxlluly . YueX, VOe[0,1]. (1.2)
Por interpolagao entre H™ () e H™"(Q) podemos definir para a € (0,1)
H™(Q) = [H™(Q), H"(D)]1-a (1.3)
Assim é possivel definir espacos intermediarios entre espacos de Sobolev

WmP(Q), WP (Q), m € N, e assim obtemos a familia de espagos W*P(Q2). s € Ry,

p > 1.

Outra forma de definir estes espagos é utilizando Transformada de

Fourier, como veremos na préxima secao.
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1.2.2 Espagos H*(Q2) [Caso 2 = R"|

Utilizando Transformada de Fourier u € H™(£2), m um inteiro positivo,

se

/Q S (2n)2ele22] a(€) e < oo,

la|<m

ou, equivalentemente,
[a+ierrmia©pds < .
Q

Assim, é natural definir o espago de Sobolev H*()) para valores de s € R como o

conjunto das fungdes cujas Transformadas de Fourier satisfazem a estimativa (veja

Lions [15], pag. 35.)

ey = [ (14 6Pyl P < o
1.2.3 Espacgo de Fungoes Periddicas

Considere u : R® — R, uma fungao perioédica de periodo L; > 0, em

cada coordenada x;, (i = 1,...,n), isto é

uwx+Lie)=ulx) , VeeR" , onde{e}, éa base canonica de R"

Neste casso denotamos o periodo por 2 = (0,L;) x ... x (0,L,) e por
WmP(Q)) o espago das restrigoes a €2 das fungoes periodicas, as quais sao WP(O),

per

sobre qualquer aberto limitado O.

Como um caso particular para p = 2 temos os espagos H;’ZT(Q), 0s quais

podem ser estudados por meio de expansoes em series de Fourier

_ ~ o 2mik-Z r (21 T,
U(x)_zuke L, L_<L177Ln) (14)
keZ’!L
Entao, u € L?(Q) se e somente se

HUH%%Q) = [Q Z lag)* <oco , |Q=1L...,L,

kezn
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eu€ Hy (), s€R", seesomente se

> (14 kP i) < oo (1.5)

kezn

Além disso, a raiz quadrada da expressao na esquerda da desigualdade (1.5) induz

sobre H_ (€2) uma norma equivalente a de H*(12).

No que segue denotaremos

L2(Q) = {ue L*(Q) : /Qu(a:) dm:(J}

H™(Q) = {u € H™(Q) : /Qu(x) dr = o}

Entao HZGT(Q), s € RT ¢ o espago das fungoes u € L?(Q), satisfazendo (1.4), (1.5) e
! / () de =0
— [ u =0.
€[ Jo

1.2.4 Desigualdades de Sobolev

Lembramos algumas desigualdades conhecidas ? :

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré). Sobre H!, (Q) temos:

per

per
Observacao 2. Em nosso caso sobre ngT(Q), com 2 = [0, 1] x [0, 1], a Desigualdade
de Poincaré é dada por

ull 2y < AP ullg. ¥ oue HY ().

per

Teorema 1.2.2 (Desigualdade de Schwarz com ¢€). Para a, b > 0, e ¢ > 0,

temos:
b2
ab < ea® + —
4e

2Para maiores detalhes veja o livro de Temam [24].
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A seguir demonstramos a desigualdade de Agmon, mas fazemos isto
por meios mais diretos do que os enunciados no livro de Agmon ( veja [2], pag 210)

e explicitando o valor das constantes envolvidas.

Teorema 1.2.3 (Desigualdade de Agmon). Eziste uma constante Coo(2) tal que

ul (@) < Coo ullSig 1Al S, Y ue HZ,(Q)

per

1
onde Cy

\/_

Demonstragao. Nao obstante o fato de que este resultado é bem conhecido na
literatura, fazemos uma demonstragao direta para o caso do quadrado Q = [0, 1] x

[0, 1], obtendo neste caso C, explicitamente. Notemos que

u(e,y) = u(€,y)? +2 /5 "l y)us(E, y) de.

[u(& )" +2 (/g [u(& )1 df) " (/g e (€, 9)? dg) v
< e 2 ([ e ae) ([ micor )

Agora integrando sobre 2, |©2] =1, em (£, y) e utilizando Schwarz, temos

1 1 1 1/2 1
ol +2 [ de [y ( | e d&) ( |t da)

< Nullfa) +2lullzz@) el

1
< —||VU||L2 @ lullze) + 21 Vull 2@ [Jull2@

Entao,

IN

|U’%w(9)

1/2

IN

\Uﬁoo(sz)

Dai, utilizando a Desigualdade de Poincaré,

1
ey < (2457 ) Tl V0l

IN

1 1
(2+ 5 ) el Iaulze

1/2 1/2
Ul o) < w/ ||u||Lé(Q 12wl 5,

ou,
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Precisamos uma desigualdade de interpolagao entre L*(Q) e H'(Q).

Para isto seguimos como referéncia a demonstragao de Teman (Veja [24] pag. 291 ).

Teorema 1.2.4 (Desigualdade de Sobolev).

lullzaey < Ca || ull ot IVull g, ¥ u€ Hy,(Q) (1.6)

per

1 2
onde Cy = 4—4 2—1———1—2.
T T

Demonstragao. Novamente posto que esta desigualdade é conhecida na bibli-
ografia daremos uma demonstragao direta do resultado para o quadrado Q = [0, 1] x

[0, 1], com uma constante dada explicitamente. Notemos que

UWwVZUQwV+QL%M&w%@w)%

Dai,
u(z,y)? < u(€,y)* + 201(y),
u(@,y)? < u(z, O)F + 20y(2),
onde X X
n) = [ €t ds o n = [ uouo d.
Dai,

u(z,y)t < (& y)u(z, C)? + 2v(y)u(x, ) 4 20a(z)u(€, y)* + dvi (y)va().

Integrando sobre €2, temos

/Qu(x)‘*dx < /Olu(f,y)2dy/01u(x, g)2d:c+2/01v1(y)dy/01u(x,<)2dx
+2/01v2(95)dx /01 u(ﬁ,y)2dy+4/l vl(y)dy/olvg(a;)dx

lullz2) + 2llullZ2g) (Tl IDvull e + llull 2y | Dol o)

IN

+4l|ull 22 () | Drull 20 | D2ull 20

< ullz2) + 4lullzz@ I Vull @) + 2llullzz@) [ Vul )
1 2
< 4—7T2HUHL2(Q)HVuHL2( HUHL2(Q)HVUHL2 + 2|ull 720y I Vull 72
e, dai,
1 2 1/2 1/2
luflpa) < 4 1ozt 2 lull g I Vull 2
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1.3 Equacoes de Agua Rasa com Orografia Inferior

As Equacdes de Agua Rasa ou Shallow Water Equations sio uma
forma simples das equacoes de movimento que podem ser usadas para descrever a
estrutura horizontal de uma atmosfera. Elas descrevem a evolugao de um fluido
incompressivel em resposta as aceleragoes gravitacionais e rotacionais. As solugoes
das equacoes de agua rasa representam muitos tipos de movimentos, incluindo ondas

Rossby e ondas inércia-gravidade.

1.3.1 Formulacio Fisica das Equacoes de Agua Rasa

As Equacoes de Agua Rasa

descrevem um problema fisico consistindo

i
s : . A H
de um fluido incompressivel homogéneo de i
. . .
altura média H, movimentando-se sobre he
uma superficie com variavel topografica r4H
h(z), onde & = (z,y), e extensao horizon-
. . . . . ""-—-"Mx’ﬂ il "--.__—i"'i-_vr:"-n
tal infinita. A velocidade horizontal u é
b d

suposta independente da altura do fluido,
e a velocidade vertical é determinada pela
continuidade de massa. O sistema inteiro ~ Figura 1.1: Equagdes de Agua Rasa
é suposto sobre um f—plano, por isso a ro-

tagao da terra U é suposta constante. Sua superficie livre superior é z(z,t) + H.
Na Figura 1.1, 2(x, ) denota o desvio do fluido com respeito a H, g a aceleragao da

gravidade, pgr, a pressao da superficie livre e pg a pressao na orografia inferior.

Logo em nosso modelo suponha um fluido incompressivel homogéneo
em equilibrio hidrostético, portanto:

dp _

=— 1.
o= P9 (1.7)
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Integrando, obtemos

P T
/ dp = / —pgdTt
psL=0 z+H

p = pg(z+H—1)

ou, equivalentemente,

1
;Vp =gVz. (1.8)

Por outro lado da equagao de continuidade

ow
V'U‘i‘g =0
wg = 0 em z=h(z),

O que implica dw = —(V - u)dr, (V - u é independente de z). Integrando:

wSL:/wSde: —/hZJrH(V-u)dT: (V-u)z 4 H—h)

wo

sendo z + H e h superficies materiais, temos:

0 oh
= — = — = — . — 1
wgr, 6t(z+H> T (V-u)(z+ H —h) (1.9)
Além disso, para o movimento horizontal no sistema U = (0,Usinf,Ucosf) e

g = (0,0, —g), tem-se:
ou 1 —
— = —— —fk 1.10

onde f = 20, = 20 cosf é o parametro de Coriolis. Substituindo (1.8) em (1.10)
e considerando (1.9), temos as equagoes de aguas rasas sem termos forgados nem

amortecidos:

ou —
n +fk xu+gVz =0

(1.11)
d(z—h)

5 +(z4+H-hV-u =0
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1.4 Formulacao do Modelo Mateméatico

Vamos derivar o modelo massa forcando com orografia zero (isto é
h(z,y) = 0) para as Equacdes de Aguas Rasas no f—plano, introduzido por Lorenz

em [17], descrito pelas equagoes

%—i—(u-V)u—i—f?xu—l—sz:y*Au (1.12)
0z . * *
o+ div((e + H) = KAz F (1.13)

Aqui os movimentos horizontais e verticais do fluido (u = (uy, us), uy €
us sdo a velocidade zonal e meridional respectivamente), sao difusivamente amorte-
cidos com coeficientes de amortecimento v*, o qual é feito para ser uma viscosidade
turbulenta ~ 2,25 x 10° m?/s (Lorenz [17]) e k*. O sistema ¢é forgado supondo que
¢ introduzida ou retirada massa do fluido. A fungao que descreve esta forga F*(x) é
independente do tempo t e por conservacao de massa / F*dx = 0, toda a massa adi-
cionada é suposta como movimentando-se a uma Veloci(iade localmente apropriada.
Geralmente, a altura média H = 8 km, L = 1080 km, g = 10 m/s?> e f~! = 3 horas.
As equagdes (1.12) e (1.13) sdo definidas na regiao do plano Q* = [0, L] x [0, L], sob

condigoes de fronteira periodicas.

Como desejamos distinguir a dependéncia do nimero de Rossby é mais
conveniente usar os escalas introduzidas por Mc Williams e Yanneh em [19] e nao

as de Lorenz em [17], a saber

1 1
u— Vu, (x,y)—>[fl(:c,y), Z—>¥H'za F*%@FH,

*

onde V* é uma velocidade caracteristica, R = ¢ o nimero de Rossby, F, =

fL
Ve to ,
N o nimero de Froude ¢ B = [ — | o niamero de Burger . Também
g r
[1, R] = max (1, R).

Por simplicidade na analise seguinte supomos que v* = k£* nao obstante

seria apropriado incluir a hipétese de que v* < k*.
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Observe que vy = f1L72v* ~ 487t e v = R7'yy, B = 8. Suponhamos

o caso R < 1, de tal maneira que [1, R] = 1, sob estas escalas as equagoes tomam a

forma
ou —
REjLR(u-V)u%— k xu+Vz= RvAu (1.14)
R% + R(u-V)z+ (8+ Rz) div(u) = RvAz + F (1.15)

ot

Estas novas equagoes (1.14) e (1.15) est@o definidas no dominio 2 = [0, 1] x [0, 1].

Geralmente, trabalhamos nao nos termos do niimero de Rossby mas do

parametro ¢, relacionado a ele através da igualdade

R[1,R] R

1,B] 8§

E =

1.5 As Equacoes Balanceadas

Introduzindo a decomposicao solenoidal para a velocidade
—)
u=k X qub + €VX7 5 = (UQ)JJ - (ul)y7

onde

x = velocidade potencial para a parte divergente da velocidade,
1) = funcao de corrente para a parte rotacional de u,
Ay = divergéncia do fluxo,

At = vorticidade do fluxo.

Note que
Vxu=AY=¢ e divu = eAy.

Na equagao (1.14), tomando o rotacional Vx, temos

OV x u)

R
ot

LRV x [(u-Vu] +V x [k xu] +V x (Vz) = RuV x (Au) (1.16)
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onde,

Vx [ Viu = (- V)E+ (dive)(V xu)
Vx[k xu = divu

Vx(Vz) = 0

VxAu = AV xu).

Com estas equagoes vetoriais temos

R% + R(u-V)E+eRAx €+ cAx = RVAE. (1.17)

Assim, na equagao (1.15), temos

0z 1 ) F
E—i—(zrV)z—i— (g—i—Rz) div (u) = VAZ—i—E. (1.18)

Agora na equagao (1.14), tomamos a divergéncia

Ra(dait”) + Rdiv [(u- V)u] + div [ xu] + Az = Rodiv(Au),  (1.19)
onde
div [(u-V)u] = (u-V)dive+ ()2 +2(u), (us)s + ()2
div [? xu} = —(uz)s + (w1)y

div (Au) = div(Vdivu) = cA?y.
Assim temos,

sR% + Re(u - V)Ax — RveA*x = —R [(u1)] + 2(u1)y(un)e + (u2);] + & — Az,

Por outro lado, substituindo os valores de u; e us, proporcionados pela decomposigao

solenoidal temos

[(un)3 + 2(ur)y (u2)s + (u2)2] =

—23 () + € [23 (¥, Xy) + 230, Xa) + € (0 + 202, +X2,)] -

Definamos

E(,x) = 23Uy, Xy) + 23(Va, Xa) + (X 0n + Xoy + 2X5y)- (1.20)
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Entao,

RUCYY

5 + Re(u - V)Ayx — RveA*y = 2R3 (Y,10,) — eRE(Y, x) + & — Az,

Entao as equagoes (1.14) e (1.15) tomam a forma

o0& B 1
or P Ve vAL=— (8 +6€> AX; (1.21)
32 F
5 T V)z—vAr=—(1+ex)Ax+ . (1.22)
8R8§—tx +eR(u-V)Ax — veRA*y = 2R Iz, y) — eRE(Y, x) + & — Az, (1.23)
&= Ay, (1.24)

Recordemos agora que as Equagoes Balanceadas sao obtidas negligenciando os ter-

mos O(¢R). Assim, em (1.23) temos que

A(Y — z) = —16F(Vg, Yy)

tal que, se J(¢s,1,) = O(1), temos (¢ — z) = O(e). Isto motiva a introdugao de

uma nova variavel dependente w, dada por ¢ — z = cw.

Na equagao (1.22), fazendo calculos vetoriais temos

% —vAz=—(u-V)z — (1+62)Ax+%,

onde
(u- V)2 = (? x w.v)z+svx~vz:3(¢,z)+gvx-vz.

Por outro lado, ¢ = z + ew, entao J(¢, z) = eJ(w, z). Dai, temos

F
% Az = £J(z,w) = €Vx - Vz = (1+e2)Ax + . (1.25)

Agora da equagao (1.21), considerando que £ = Az + eAw, temos

0Aw

"o

—evAPw = —(u-V)Az —g(u- V)Aw

— (7 — VA22> — (é +eAz+ 52Aw) Ay,
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Agora calculamos cuidadosamente os termos do lado direito da equagao anterior:

(w-V)Az = J(,Az)+eVyx-VAz

= J(z,Az) +eJ(w,Az) +eVyx - VAz
Analogamente,
(u-V)Aw = J(z, Aw) 4+ eJ(w, Aw) +Vx - VAw.

A fim de calcular o terceiro termo utilizamos a equagao (1.25), anteriormente en-

contrada:
O0A AF
a—tz — A%z = — A+ 2 [AJ(z,w) — A(Vx - V) - A (AY)] + -
onde

AJ(z,w) = J(Az,w) + 2F(2, wa) + 23(2y, wy) + J(2, Aw)
A(Vx-Vz) = VAx-Vz+2Vyx, Vz,+2Vx, - Vz,+ Vx - VAz
A(zAx) = AzAx+2Vz-VAy + zA%y.

Dai temos:
0Az 9 9 ~ ~ ~ ~
5 " vA*z = =A%y +e[J(Azw) 4+ 2F(2, wy) + 23(2y, wy) + J(2, Aw)
— 3VAx -Vz—-2Vyx, Vz, —2Vy, Vz, — Vx -VAz
AF
— AzAyx — 2A2x] + —
R
e assim
0A
€ atw —evANw = J(Az,2)+eJ(Az,w) —eVy - VAz + eJ(Aw, 2)

+ &2J(Aw,w) — e*Vx - VAw + A%y + ¢ [-J(Az, w)
—  23(%g, wy) — 23(2y, wy) —J(2, Aw) + 3VAY - Vz

+ 2Vx, Vz,+2Vx, - Vz, + Vx - VAz + AzAx

1 AF
- ZA2x] — | S +eAz+E2Aw )| Ay — =
8 R
Finalmente da equagao (1.23), temos
0A 1
5a—tX —veA®y = —e(u-V)AX +2 J(¥s, ) — e€(2h, x) + gAw,
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onde

(w-V)Ax = J(z,Ax) +eJ(w,Ax) +eVx - VAx

I(Wus ) = J(2a,2) + €3 (22, wy) + €3 (wa, 2,) + 2F (Wa, wy).
Segue que
5a§—tx —veA?x = Aw + 2F(24, 2y) | + € [J(AX, 2) + 23 (24, wy)

1
8
+ 23(we, 2y) = 23(¥ys Xy) — 23 (Y, Xa)]

+ 2 [J(Ax,w) = Vx - VAX 4 23 (we, wy) — Xip — Xoy — 2Xoy] -

Por outro lado, uma vez que 1 = z 4+ sw, temos

3(%,)@) = 3(Zy:Xy)+53(wvay)

3(1/)337)(90) = 3(Zwqu>+53<wr7Xx)

Deste modo obtemos o novo conjunto de equagoes a seguir que chamare-

mos de Equagoes Diagnoésticas?:

0 F
8_§ —vAz = —Ax+e[J(z,w) —Vx-Vz — zAx] + % (1.26)
aAw 2 1 ~ ) ~
o evA*w = [—gAX +J(Az,2)+ A X] + e [23(Aw, z) + 3VAx - Vz

+ 2A* 4 23(wg, 22) + 23(wy, zy) +2V Xy - Vz, + 2V, - sz}

AF

+ 2 [J(Aw,w) — Vx - VAw — AwAx] — =
(1.27)

0A 1
8a—tX —veA?y = gAw + 23 (24, 2y) | +€[F(AX, 2) + 23 (22, wy)
+23(wa, 2y) + 23(Xy, 2y) 4 23 (X 22)]

(1.28)

+ 2 [=Vx - VAX + 23(w,, w,) + 23(xy, wy)

+ 23 (Ko wa) + J(AX, W) = Xop — Xoy — 2X5,]

3Também chamadas Equacdes da Vorticidade - Divergéncia.
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2  EQUACOES REDUZIDAS COM ¢ = 0

Neste capitulo apresentamos como um exemplo nao trivial o caso no
qual ¢ = 0. Este caso também é tratado no artigo de Kopell [12|, mas para as

equacoes de Navier Stokes, que nao é o caso neste trabalho.

No sistema reduzido (1.26) - (1.28), desprezando os termos da ordem &

mais alta do que zero, obtemos o conjunto reduzido das equagoes

0z F
AT+ AY - = 2.1
5 Y Z+ Ay I 0, (2.1)
1 AF
1. -~
gAw +23(2z, 2y) = 0. (2.3)

De (2.2) obtemos
1\ AF
e substituindo X in (2.1) obtemos

0% _ F N\ L AF

T(0) = 2.

(2.4)

Entao w e X s@o obtidas das equagoes reduzidas (2.2) e (2.3) em Q. A condigao

inicial deve ser restrita a

(0) = ~16A73 (v, vos),  ($(0) = 2(0) = 16227 3w, v, )

$(0) = (—Auéa)l <3(A50,’50)—A—;>. (2.5)

Segue-se que podemos com seguranga comparar o e —sistema reduzido (1.26)—(1.28),
somente para os dados iniciais restritos zo, 1 = ¥(0), xo = x(0) dados por (2.5).
Em esséncia, supomos que estes dados iniciais ficam préoximos a uma Variedade

Lenta e obtemos estimativas em intervalos determinados do tempo.
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2.1 Consideragoes Gerais

Seja

u
Y=L U= € P, satisfazendo /

z Q

u dxr =0, /zd:z::()
Q

onde P ¢é o espago dos polindmios trigonométricos de periodo 27w em & = (z,y).

Em cada caso definimos

H o fecho de Vem L* (Q) e
V = I (D) o fecho de V em H™(R)

per

Fungoes em H}? (€2) podem ser estudadas por meio de series de Fourier

u(x,t a k(t A _ "
= (®7) :Z k() mkE k40, u=u, z2=232
Z(.’l?,t) kez? b k(t)
Tem-se U € H7 (€2) se e somente se

12052 = D (lascl® + [ou*) (L + k)™ < co.

kez?

Definicao 2.1.1. Para u € H ev € V, definimos

juf? = / w@Pde, e [o? = / Vo(z)Pda
<<

as normas e < -, - >, ..+ >> 0s produtos internos em H e V', respectivamente.

Definimos o operador Ay com D(A,) = Hzer(Q) por meio da forma
bilinear
< Agu, v >=<< u,v >> u,v € H,,, ()
Ag' é um operador linear continuo de H em D(A4), além disso, compacto e auto-
adjunto em H. Assim podemos usar a teoria espectral elementar de operadores
compactos auto-adjuntos em espagos de Hilbert para inferir que existe uma base

ortonormal de auto-fungdes de Ay*

Agtw; = pjw;, w; € D(Ay)

p1 > po > ..., p; — 0, quando j — o0.
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Fazendo \; = uj_l, obtemos uma seqiiéncia enumeravel de autofungdes {w;, j € N},
as quais formam uma base ortonormal de H, tais que
Ag’wj = /\j"LUj, Wy S D(A())
O<M<XA<..., Aj— 00, quando j — 00
Considerando Ay um operador nao limitado, definido positivo, auto-adjunto uti-
lizamos a teoria espectral (veja [23]) para definir poténcias destes operadores A de

Aj para s € R. Para todo s > 0, A é um operador nao limitado auto-adjunto com

dominio denso. O operador Aj é positivo definido e injetivo.

Para u, v € H*() definimos B(u,v) € V' por

bu,v,w) = < B(u,v),w >=< (u-V)v,w >, u,v,weV.
2
= Z / ui(Din)’wj dzx.
ij=17%

Entao B ¢ um operador continuo bilinear de H'(Q) x H(Q)(ou V x V) em V' ¢ este
operador pode ser estendido como um operador de H™ (Q2) x H™*(Q) em V' ou H,
para apropriados valores de m; e mo. Enunciamos a seguir algumas desigualdades

para o operador definido acima:

EL [b(u, v,w)| < Cylul™? [Jul| V2 [jv]] [w]? w]*2,¥ u,v,w e V.

Demonstragao. Fazendo repetidas aplicacoes das desigualdades de

Schwarz e Sobolev, encontramos

2
|b(u,v,w)| < Z/’Uz’(Din)wj’ dx
Q

1,j=1
2

< 3 il e 1Div; |l 2@ lws ooy

ij=1
5 1/2 , 5 1/2 , 5 1/2
. (zww) -(zuuinzm)) '(znwjnim)) |
ij=1 ij=1 ij=1

Por outro lado, utilizando a equagao (1.6), tem-se

2 2
S laey < €23 ud Vu] < Clul Jlull

ij=1 ij=1
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Analogamente, temos uma estimativa para w;. Dal,

[b(u, v, w)] < Calu 2 [l [Joll Jw]*? [|w]

Observacgao 3. Se u, v, w €V, a relagao
b(u,v,w) = —b(u,w,v)
estabelece uma outra estimativa para b:
[b(u, v,w)| < Culul? a2 [0 ol o]].
| B(u,v)| < Cso|ul? |Agul*? ||v||, Y v € V, ¥ u € D(Ay).
Demonstracao. Note que

|B(u,0)| = (1. V)v] < [ulso Ay *v] < Coolul'72| Agul /? A5 0],

[B(u,v)] < Cilul? [|ul]? [[v]| '/ |Agv]'/2, ¥ w € V, ¥ v € D(Ay).
Demonstragao. Interpolando e utilizando a desigualdade 1.6, temos

| B(u,v)|

IN

[l o [Vl Ly

C2 Jul"/? | Ay *u|V? | AY ]2 | Ago]H?

IN

e assim temos, C) = C%. O
| B(u,v)|| < —= |Aou| |Aov|, ¥ u,v € D(Ap).
\/_

Demonstragao. Também,

A B(u,v)] = |V[(u.V)]]
< 1A ull oy 146 0llsy + llulle o) [Aov]
< CF A Pul'? | Agul 2 | AP0V | Agu] 2 + ul o | Ao
< C2A[Y? | Agul [Agv| + Coolul? | Agu|? | Agv]
< (C2+ Co)A Y | Aoul |Agu].
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1
Logo, temos Cy = 5+ = +2+—\/1+— [
472 47
Cs

A %) |AE o), s > 1.

E5. ‘AS/QB(u,U)‘ <

)\3/2 1/2
Demonstragao. Utilizando a férmula de Leibniz, temos:

‘AS/2B(U,U)‘ < Z

$/2—8 1/2
0/ AO/U

G<s/2 Lo
s/2

> () e

ﬂSS/Q /B 8/2 5+1
AR
1

s/2 1 1
Assim temos C3 = Z / —/1+ e
B<s/2 6 ﬁ T

2.2 Teoria de Existéncia para o Problema Reduzido

Nesta secao consideramos a teoria de existéncia para o problema re-
duzido descrito pelas equagdes (2.4)( e (2.5)). Denotaremos V+ = <a% , ;x) além

disso, lembremos que

3(f.9) = o g =Vf- Vi

fy 9y

Observe primeiramente que para z suficientemente suave, obtemos me-

diante integracao por partes:
/3(&,2} dr = / VAZ - V7 dx = —/ AZ div (V*2) dx = 0.
Q Q Q
Além disto,

< J(AZ,2),Z> = /3(&,5} Zdr = /(V(Az}-viz’) Z dx

1

= —/V(Aa-viz’z dr = —E/AZ div (V+Z %) dz =0
2 Q 2 Q
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por outro lado < J(AZ,2), AZ >= — < J(z,AZ), AZ >, obtendo assim,

/ 3(AZ,3) dz = 0 (2.6)
Q
AT FS=0, ¢ <I(AZ),AT>=0 @2.7)

Note que (2.4) pode ser reescrita na forma:

) 1\ - 1\ | F
E <A0 + g) zZ+v <A0 + g) A()Z = @ + J(A()Z, ;) (28)
20) = %

No que segue supomos que zy € ngr(Q)‘ Esta nao parece ser uma

exigéncia muito restritiva. Tomando o produto escalar de (2.8) com (Ao + %) zZ.
Obtemos

1d 1\ 1\ -

% <% <A0 + %) z> 4 <3(A0'5,z), <A0 4 %) 5> .

2 2

+ v

(2.9)

Note que o termo

~ I\ - - ~ 1 ~ o~
<3(A02,5), (AO + g) Z> = < 3(1402,2),1402 > +§ < 3(1402,2/),2 >

=0 por (2.7)

Utilizando a Desigualdade de Schwarz e a Desigualdade de Poincaré,
11/F 1 F 1

- =,l4+=|2 —= Ag+-=|z

s (e (or5)2)] = [l (20+3)-

2 . 1
1280\

)\1—1/2
- 8

J 1
< —[lA+=]Z
< 3(w5):

Entao, usando as estimativas (2.10) na equagao (2.9), temos

1d 1 1 1\ I 1
S8 Ag+ )3 rsw— (A +2) 2] <
2 dt ( 0+8>Z o ‘DH( 0+8)Z = 12800,
(&
2

d 1\ _ 1\ -

(2.10)

F

R

265

F

R

2

2

2

< G (2.11)

+(V—5))\1
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segue-se que

1\ 1
‘(Ao—i—g)Z <A0+§> 20

Um teorema de existéncia rigoroso pode ser estabelecido por meio dos métodos

2

2
< e—(l/—é)/\1t Cé

e - e

padrao de Faedo-Galerkin [24], mostrando desse modo que (2.4) tem uma solugao
forte satisfazendo (2.12). A teoria de variedades inerciais aproximadas de Constantin-
Foias-Temam pode ser aplicada ao sistema (2.2) - (2.4). Entretanto, vamos exam-
inar primeiro a aproximacao do sistema completo (1.26) - (1.28) por este sistema
reduzido.

cL/2

)

N 1
Note que (2.12) conduz a lim |[(Ag+= ]2 < ——"2%2——.
que ( ) t—»oo‘( 0 ) )\}/2@_5)1/2

3 =

Daqui, tomando § = v/2 é possivel dizer
1Y\ -
’ (AO + g) z

2.3 Analise do e-erro e Inicializagao

1
<
- 4)\1V

5| = D, (2.13)

)

A

Desejamos comparar as solugoes dos sistemas (1.26) - (1.28) e (2.1) -
(2.3). Isto estabelece um sistema de equagoes, onde teremos que fazer as estimativas

a fim de demonstrar que dito erro é controlado pela escolha dos dados iniciais.

2.3.1 Técnica de Inicializagao

Nesta secao introduziremos uma Técnica de Inicializagao, a qual nos
permitira tomar os dados iniciais perto de uma variedade (lenta), 3, a qual definire-

mos no Lema Técnico 2.3.2.

A escolha dos dados iniciais permitird um maior controle em nossas
constantes a estimar, as quais serao suficientemente pequenas para as finalidades
precisas. Fazemos isto enunciando e demonstrando alguns Lemas Técnicos, os quais

permitiram fazer uma estimativa do e—erro.
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Lema Técnico 2.3.1. Seja z satisfazendo (2.1). Entao,

9
A3 < >ty = —
onde
5 - 1\ |F? 2, - 1 \?|F|?
P~ 32012 sn ) (Rl O [sas s\ | R

e F feito uma apropriada variedade de dimensao infinita.

Demonstragao. Integrando a equagao (2.11) entre ¢ e t + r, obtemos

(,,_5)/:” (Ao+é)5

1\%/? 1
Ao+=) 2z < J1+
‘( 0+8> = 8\

2 2

dTSC(sT—i-‘(AO—i-é)E

(w5)e

Note que

1 |F
Segue-se fazendo § = v/2, temos Cs5 = 3200 | R e
tr N2 | 9 1\ [ 1\
Ao+=-) 2z dr < 214+ — Ao+ -3
/t ( 0+8> z| dr < V( +8/\1) Cﬂ’-i-‘( o+8>z
p 1\ [ 2Cs y 1\ _ 2
< — _ B — .
< y(1+8/\1) C5r+y/\1+e <Ao—|—8) ]

2 ~

7

Coloque 0 = ‘(AO + )3/2

. Tomando o produto interno de (2.8) com (A + £)" 2

2

1do 1\*? _ F 1\?_ o 1\*_
§£+V <A0+§) z <8R (AO—I—8) Z)+ J(Aoz,%j,(Ao—i-g) Z),
onde

2

(1+) ,
o < 2 Az R+ Y |

3/2
1/2 A 1 -
2v < 0t 8) :

Por outro lado,

2
3(A0%,3)| < Coo)\l_l/Q‘Ag/QZ‘ < A V.
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Entao, utilizando a desigualdade de Schwarz,

2

32 |2

v A+1 _ +1 1+1 F

g — — ya -— _— —

! 2 0Tg 2w S\ ) |SR
2

1 1 v 1\ %2
< —(1+— )2 x| A, =) = .

oy < 2y(+8/\1)c‘x’10+2 <o+8> z

Segue-se que

do 1 1 1 1\ | F
ol — e (1 —) |
dt_y(+8)\1)O°010+u(+8)\1>‘8}%

onde
tr 2 1 2 1w 1 -
/ odTt < - 14+ — 657’4‘&"‘ 7>\Tt A0+— 20 = as
t v 8 1 V)\l 8
1 1 _
ap ; (1 —|— g) C§o>\1 1(13

Agora, usando o Lema de Gronwall uniforme obtemos a estimativa,
as
o(t) < (— + a2> exp(a;) , t>r.
r

Note que para t grande,
2 1 2Cs
~ 2 — =0
as y ( +8/\1> |:C($7“+V>\1:|

2 1\ . 2Cs
a; ~ ﬁ (1 + 8_)\1> Coo)\l |:C§T' + I/_/\l

2Cs F
21C —
( ot 1/)\17“) * S8R

2
T

exp(ay)

IA
A/~ NI
—_
_|_
=
S|
2
~
| =

2
1 n 1 n r
R| [16Av2  8\wir  64v

1 \?|F|? 1 1
14+ — C?
( * 8/\1) (16)\%V3 * 8)\1{’1/47“> m]

R
tomando r = Vi/\l, para t > %\17 temos
5 1\ |F C? 1\?
t) < 1+—)|= =14+ —
o) = 3 ( * 8)\1) 'R 828 ( * 8/\1)

2 2

exp

F
R
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Lema Técnico 2.3.2. Seja z satisfazendo a equagao (2.1) e cujos dados inicias

sao tais que 2AflCoop1 < v. Entao
‘Ag/”zg‘ < ‘AO% to)‘ —8 , t>1, (2.14)

onde 3 € uma constante pequena.

Demonstragao. Derivando em relagao a ¢t a equagao (2.8) e supondo F' indepen-

dente de t, obtemos que

0%z 07 N I
8215 I/AQ It (A() + g) [J(Aozt, Z) + J(AQZ, Zt)] . (215)

Tomando o produto interno da equagao (2.15) com A3Z;, obtemos

3/2~

2dt‘A0 2 v AR = (A +1/8) B(AEL E) + (A0, 7)), AR

S <|3(A[)ztaz)| + |3(A0’Zvazt)| ) |A2~ )

onde

3(A0%,2)] < CooP1AY 5] |AYP7 |

N )

IN

Assim, temos

3/2~
2 dt ‘Ao/ “t

CivlazEf < 20 A |4z |43z | Az

Aplicando Schwarz’s, temos

4325
0 Rt

2 _ 402 /\72 2 2
+v ‘A%zt}Z S ——ood P i Ag/22t
14

il
dt
Supomos como hipétese, com base nos dados iniciais, que 2A7'Caop; <

v e assim obtemos a estimativa desejada. O]

Lema Técnico 2.3.3. Seja z satisfazendo (2.1). Entao,

A Z[<pa , Vit
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onde

2

a } x exp (br)

1 1\?
1+—) C* +1
14 < +8)\1) OO+

2

b p—
! SR

VAN
2 2
T (1 i —> 02022

Demonstragao. Tomando o produto interno de (2.8) com (Ao + %)35 e pondo

Y = ’(AO + %)25 ’2 temos:

1dY 1\?_ F 1\?%_ s 1\*_
v (oe5) : ‘<@’ (3) Z>*<"“‘°Z’”’ bs) >
onde

Por outro lado

1 1/2
‘<A0+§) J(A0Z,2)| < 20 MY

Entao, utilizando a desigualdade de Schwarz,

N[
A? (AO+—) 7

Y, < S

v
2

1) o2 2
o 2(1+8A1>000A1 o
v 2

Segue-se que

1
202\ PY2 + = | == (2.16)

ﬂ < l 1_|_L
dt v 8)\1
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Agora tomando o produto interno de (2.8) com (Ag + %)2 z,

2
1 do 1\%? _ F 1 2~ N 1\*_
§£+V (A0+§) z <8R (A0+8) z J(Apz, 2), (AOJrg) z),
o1 o2
onde
2 1 N[
~ 14 ~
g9 S ; (1 —f— a) |3(A02,2’j|2+ g 1/2 (A()"‘ 8) 2
Além disto

3(AZ2)] < Cudilo!?

1\ 32
(Ao " g) :
Entao, utilizando a desigualdade de Schwarz,
2
Apt 1 2 A 2 (1
°78 v 8>\1

2 2 2
09 S ]/2 <1+8T)C )\ (A0+ )

2
1\ %2 2 CZA,
Ay + = I <21 1
(0+8> i _u(+8)\1>

v
Integrando de t até t + r, e lembrando que

1 13/2
Y<|14— A — z
_(+8)\1> (0+8) :

02)\ /t+rd N F 2
v tg "7 I8R

F
S8R

IN

01

v
8

Logo, temos

2

F
S8R

d_o-_l_]/
dt

0+‘

2

Y

temos

t+r 9
Yd <5 |1+
/t iz ( +8>\1)

Note que para t > %, tem-se

/mycz <= 2 1+ +1 1+ ! 2=}
T _— _— =
t V 8)\1 1% 8)\1 ~ 3

Dai, na equagao (2.16) aplicando o Lema de Gronwall Uniforme

r

o

2
r

C2 A2 N F
as
v SR

Y(t) < (b—3+b2) exp(by) , V t>r
r
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) 1
by = Z(1+—)C2 A%
! V(+8/\1) ool 3
by = 1+ L i
S SSWAR
2 1\%|2 1\? 2Cs
by ~ —(14+—) [ (1+—) &2 X3 (Csr+ =2
’ y2( +8)\1> 1/3< +8)\1) o (5r+1/}\1>
kil 2 LY F I
R /r‘ J— R
SR WAL

Entao, tomando r = £, temos

9 1 2

>4 1)? F
Yit) < {=S(1+—) |=(14+— o T —
1) = {1/2( +8>\1) lus( +8>\1> oo C‘”’sa’

TRA IV I I S Y ST Ly
2 WA WAL

x exp (b1)

2
por outro lado Cs = —32i>\1 ’%| , €

8 1\* 1 1)? 2
by = e (1+8—)\1> c2 i <1+8_/\1) Co+1 <P
= (1 i 8—11)2 02022
assim tem-se
1 2 1 2 2
Y(t) < {§(1+8—A1) [W( +8—A1) Ci+1 E

Lema Técnico 2.3.4. Seja X satisfazendo (2.2). Entao,

AV X | <ps , Vixt

1/2

_172 | AoF
onde p3 = Co A ' pT + A L'.

R
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Demonstragao. Temos da equagao (2.2),

AoF
7

1\ - -
Ao (A0+ g) X = J(AoZ,2) —

Por outro lado temos

AR < ACVP1AZR < A2

1\ -
A0<A0‘|‘g)X

Logo, é possivel dizer

-~ _ o~ AoF
43701 < 7 (sl + [ )

onde
FAZE)| < Cxdipt,
Desta ultima estimativa segue o resultado.
Lema Técnico 2.3.5. Seja w satisfazendo (2.3). Entao,
A2 @ | <ps , Vixt

onde py = 32000>\1’1p2.

Demonstragao. Da equagao (2.3), tem-se

Entao,
3/2 ~ ~ ~ ~ -
425 < 16 (JAZ| IVE o) + 1VZ] [ A0Z,llz@)
< 16 (2cooyA3/25| | AgZ 1/2|Agz|1/2)
< 320, M A2z
Assim concluimos a demonstracao.

Lema Técnico 2.3.6. Seja X satisfazendo (2.2). Entao,

' 9(Aox)
ot

‘§M1 ;o V=t

onde My = ZCOO)\IB’/Qplﬁ.
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d(AoX) oY
ot = oy ot’

Demonstracao. Note que , da equacao (2.2) temos,

ox
Ao (40 §) G = 30407, + 34075,

Por outro lado,

‘AO%X o |22 < <A0+ )gﬂ
Dali, -

‘3(3_;%)' < ATH(13(A0%, D)+ 13(A0Z, 2)])
onde

13(A0%,2)] < Cood 20| AY?3)

3(A0%,2)] < Cody o] AY?Z).

Utilizando a técnica de inicializa¢ao introduzida no Lema Técnico 2.3.2, temos

9(AoX)
ot

’ <20 AP 0| AV < 20,0 8.
O controle deste termo é conseguido com controle de ‘Ag/ 22(0)‘ ou com /3, essen-
cialmente uma forma de inicializacao. n
Lema Técnico 2.3.7. Seja X satisfazendo (2.2). Entao,

AFX <My Vit

onde My = Coo | 1/2 pr + }AOF’

Demonstracao. Da equagdo (2.2), temos

Y A Ao - AyF
|A3X] < |3(Aoz,2)]—|—‘% < O A2 %+‘ 0 ‘

R

Lema Técnico 2.3.8. Seja w satisfazendo (2.3). Entao,

'a(Aow)
ot

‘SM3 , Vit>to,

onde My = 3202\ p, 3.
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Demonstragao. Da equagao (2.3) temos

J(Aqw -
D) 16350, 5) + 3 5.
onde
RG24 Zullio) 47 % )
< 02|A02’ |1/2|A3/2z|1/2 |AgZ |1/2|Ag/25 |1/2
< —1/2p1|A3/2~
Analogamente,

32, Z)| < O] AV,

Utilizando a Técnica de inicializagao introduzida no Lema técnico 2.3.2, temos

9(Agw)
ot

<300 4RO < 3200
O controle deste termo também é conseguido com controle de f3.
Lema Técnico 2.3.9. Seja w satisfazendo (2.3). Entao temos:
|Agw| < My , Vt>t,

onde My = 2(Cl + 202) A, % p2.
Demonstragao. Utilizando a equagao (2.3), temos

ASW = 16403 (22, 2,),
isto é,

[Ag@l < 16 (13(AoZe, Z)] + 213 (Faw, Zya)| + 203 (Zay, Z)| + [3(Z, AoZy)])

onde

3(A0Ze, Z)| < 1AV %] V2| () < CoolA27 || AoZ V2 A2Z M2 < Coody /| A2Z2.
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De maneira analoga para o outro termo obtemos,

3(A0%0,2)| < Coody 8

3(Za, A0Zy)| < Coodi 202,

Nos termos restantes temos,
[3(Zas Zoe)| < 1407 [0 < CHIAYT | |AGZ | < CRA 2145 2
Também,
3 (Zay, Zy)| < CZ)‘;UQP%-

Das estimativas acima facilmente concluimos a demonstracao. Il

2.3.2 Estimativas para o e—erro

Agora com a ajuda dos lemas técnicos antes demonstrados teremos
possibilidades para estimar o e—erro. Assim, demonstraremos que a norma em
H?(Q) da diferenga entre a solugdo do sistema diagnostico e o sistema balanceado ¢

de ordem £'/2.

Enunciamos o resultado de uma longa serie de estimativas, como um

teorema.

Teorema 2.3.1. Suponha que os dados iniciais estejam prozimos da variedade lenta,

¥, tendo a hipdtese Coo(e + 1)pr A" < 2. Entao a segquinte estimativa é vdlida

|2 = 22 ~ OEY?) Y te[to,to+T) (2.17)

Demonstragao. Fazendo z = 742z, w=W+w, x = X+X esubtraindo (2.1),
(2.2) e (2.3) de (1.26), (1.27) e (1.28), respectivamente, multiplicando na equagao

para Z por ¢ e passando para a variavel 7 = £, obtemos:
3
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0AZ
82 +veAdZ — e AZX = H,
0AgX 1
ai v AR — S AW = H,
(2.18)
A 1
AW ve A2W + Ay (AO + —> X = Hs
or 8
Z(To) = X(To) = W(Tg) = 0.
Os termos do lado direito da equagao (2.18) sdo dados por:
Hi = € [Aod(z,w) — Ao (VX - Vz) + Ag (2 Agx)]
(2.19)
d(AoX ~ N ~ i~ ~
Hy = 20N a2 03 7) ~ 35 5)

—e [=J(Aox, 2) + 23 (20, wy) + 2F(wy, 2y) + 23 (Xy» 2y) + 2T (Xas 22)]
—e2[Vx - VAox + 23(we, wy) + 23 (Xy, wy) + 23 (Xa we) — J(AoX, w)

—XZe — Xoy — 222,

(2.20)
d(Agw ~ -
Hy = — (8;)_10) — ve AZw + J(Aoz, 2) — J(AoZ, 2)
—e [-2J(Agw, z) — VAox - Vz + 2A%x + 23 (wy, 22) + 23 (wy, 2,)
+2V X, - Vzz + 2V, - Vz,] — % [Vx - VAow — J(Agw, w) — Agw Agy]
(2.21)
Z
Pondo © = | X |, a equagao (2.18) pode ser escrita na forma matricial
w
A
049 | rio - H, (2.22)

or
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onde
ve A2 —eA? 0 Hy
Ly = 0 V&A% —%Ao ) H(Z) = Ho
0 AO (A() + %) V€A(2) Hg

Utilizando uma base de auto-fungoes do sistema diagonal

Ay 0 0 1
0 Ay O ;exp (2mi(mx +ny)) | 1
0 0 A 1
obtemos a matriz
2. _5)‘7271,71 0
Lomn = 0 veAZ, — scom Ay, = 4r?(m?+n?).

0 )\m,n <)\m,n + é) Vg)‘?n,n

Associada com esta matriz estd o Polin6mio de Cayley-Hamilton de tal modo

que as raizes de

A—veX X 0
0 A—veX, A =0
0 g (Amn +3) A—rverd,

' 1
)\0 = V€>\2 y )\j: :/\0 :l:LAmn )‘mn+_
m,n m,n m,n m,n 2\/5 ) ) )

sao associlados com a base de auto-vectores

1 —EXmm —EAmn
0 _ + 7 1 - 7 1
Um,n - 0 ) Um,n - W2 )\m,n + 8 ) Um,n - _m )\m,n + 8 )
0 Amn + 3 Amn + 3

dando origem a transformacao de semelhanca formada pelos autovetores, dados
acima

va" = (Uron,n Unt,n Un )7

m,n
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tal que
)\?mn 0 0

Pr;,ln‘c()mnpm,n = 0 )\7—’;,” 0 =N
0 0 ALa

Segue-se tomando coeficientes de Fourier
a<)\m,nZAm,n)
or
8(/\m,nXm,n)
or

. A .
+ Vg)\gn,nmen + )\m,n ()\m,n + é) mn = (HB)m,n

—+ V€A;7nZAm7n — 5)\72n’n‘)€'m,n = (Hl)m,n

s
+ e, nXmn —

a<)\m,n Wm,n)
or

ou,

90,.n .

)\mn Eomn@mn = Am
A n="H

s

Assim, obtemos que

N 0 N N
Pg%nHm,n - /\m,na_Pn_»Lln@mm + Pn_llyzEOman,nPn_»Lln@mm
b 7— b b b

ou
~ B, . .
P Hp, = )\mma—P;ln@m,n + A Pt O (2.23)
b /7— b bl

Tomando o produto escalar de (2.23) com

A2 p* émn , P*é a matriz adjunta de P

m,n- m,n

obtemos que

ld

2d_ <)\7?’)n nl ém7n|2) _'_ )\72nn <®m,n7 Am,ném,n> = )‘znn < 7:(m,na @m,n > (224>
7_ 9 b b

e tomando a parte real da equacao (2.24) obtemos

1d A A ~ R
el (Af’nn| @mn|2) FveXt 102 = A2 Re < Fonn, Omn > (2.25)
2dr ’ ’ ’ ’ ’ ’ ’

Somando (2.25) com m e n, obtemos

1d 2
S dr ‘Ag/z@‘ +velA5OP < | <H,AZO > | (2.26)

Neste caso temos de estimar os termos < Hy, A5Z >, < Ha, AZX > e < Hz, AW >

By E» J28
na norma L?((2).



42

Estimativas para < H;,A3Z >= E;

1. Vejamos o primeiro termo

Apd(z,w) = AgI(Z, W) + AgJ(Z,0) + AoJ (2, W) + AJ(Z, w),

onde

[A403(Z, W) < [3(AoZ, W)| + 2[3(Ze, Wa)| + 2[3(Zy, W)l + [3(Z, AW)].

Em seguida, estimando cada um dos termos acima, temos

3(AZ, W) < G P1AY 2] | AP W
13(Z, AW)| < CoAP|AY2 2| |AYPw).

Nos outros termos, temos:

3(Ze W)l < IV Zallsgey IV Wallzae
< [[AoZ ||y AW |20
< CHAZIYRIAY 2] P AW R AT P |
< CINPIAYPZ) 1AYP W,

Assim, também,
32, W)l < CIAPIAZ) 1457w
contudo, temos:
A3 (Z,W)] < 20 (Coo + 207)| A3 2] | AT W
de maneira anéloga, é possivel dizer:
A3 (2, @) < 20 *(Coe +207)| A0 2] |43 |

|43 (2, W)] < 207 2(Coe + 2C2) | AY 7 | | AW |

A3ED)| < 202 (Coe + 20D A7 | |47 |

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)
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Por outro lado para as equagoes balanceadas temos:

A% <o, 1AEI <, AR < s

< AR A7 > | < N O 200 (4

(o1 + p)| 0] + pipa) [430] (2:31)

2. No seguinte termo a estimar, temos:
Ao(Vx -Vz)=Ag(VX -VZ)+ Ay(VX - V2) + Ag(VX - VZ) + Ag(VX - V2),
onde temos
|Ag(VX - VZ)| < |[VAX -VZ|+2|VA, - VZ,|
+IVX - VAZ| +2|VX,-VZ,|
De maneira analoga ao item 1, temos:

|Ag(VX -VZ)| < 20 2O +202)| A2 x| |AY? 7]

|Ao(VX - VZ)| 2x1/2 Coo + 202)| A3 x| | AZ?3

IN

[A0(VX - VZ)

IN

( )

( )

20,2 (Coe + 20D)145%%] 147721
[Ao(VX - VZ)| < 20 1/2(0 + 204)|A8/2>Z| |Ag/2’5|
Contudo, temos:

| < Ao (Vx-V2),A2Z > | < 22720 +202) (|A3/2@P

(o1 + p3)| A3 + pups ) | 430 (2.32)

3. Finalmente, estimamos o tltimo termo
Ag(zAox) = Ao(ZAX) + Ao(ZAoX) + Ao(ZA0X) + Ao(ZA0X),
onde
Ag(ZAgX) = AgZAgX +2VZ - VAKX + ZAX.

Estimamos cada um destes termos em separado:
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(a) Veja o primeiro termo

|A0ZAgX | < ||AoZ| sy || AoX || La(o)

A

C2 Ao Z| V2| A Z| V2| Ag e |2 | AL x|/

IN

Cix Ay 2] 147X
(b) No seguinte termo,

VZ-VAX| < [|VZ]p=o)]AY X

IN

Cool A2 2|12 A 2|21 A X |

< Coody PIAYZ) 1A X
(c) Finalmente, no termo restante

1ZAZX| < || Z| 1) |ASX|

IN

Coc| 22| A0 Z| 2| AL X |

IA

Coo HAY? 2] | A2X|

Dos item a), b) e ¢), é possivel dizer:

[Ap(ZAoX)| < A[VP(CF +2C0) AT Z) |A2 X + CoA Y AY 2 2] | 43X
[Ao(ZAX)| < A‘”2<02+20m>|AS”Z| JAY2X |+ Coo M AY 2 2] | AZX |
|40(FAgX)| < ATY2(C? + 200|432 | | A2 x| + Coo] Y AY 2] | A2x|
[A0(ZA0X)| < x”2<04+20m>|A3/2~\\A3/2~r+c AAYE | AR |

Destas ultimas equagoes, temos:

< Ap(=A0x), BZ > | < ATPACE +20) (JATPOP + (o + po) 40
+p1ps) |436] + Cood! (14770] 1420 + 143700,

+p1|A5O| 4 p1M,) | AZO)
(2.33)
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Dos calculos feitos nos item 1, 2 e 3, e as equagoes (2.31), (2.32) e (2.33), obtidas

nestes, temos

By < {20 (Co +203) (14370 + (o1 + p2)] 430 + prpi )
+ 20 (O +263) (14301 + (o1 + ) | AT O] + prs)
+ O 4+ 200) (J48POF + (o1 + )| 4576 + pps
T+ O (1457011420 + 145710, + 1| A36)] + pi ) } | 436

denotando r = 2C2A7%, s = Coo A7, temos

< 20 %s]AYP0)| 4202 + 2A; VPspy | AZO)
22 {(65 + 9r/2)| 47O + 205 + 1) (1 + 1)

+ (4 +5r/2)(pr + ps) +5A 2 M) | A7 7€)

205+ ) (ps + pa) + (/24 25)pg + 5A; M)y | | 436

E,

novamente fazendo a; = 6s +9r/2, as = 2(s +r)(p1 + ps) + (45 + 51/2)(p1 + p3) +
5Af1/2M2, as = [2(s +7)(ps + pa) + (r/2 +25)p3 + S)\fl/ZMQ]pl , temos

| < Hi, A2Z > | < 2A7%s|AY0||A20)% + 207/ spy | A20)2

(2.34)
b2 {a1|A3/2®|2 +an) 43?0 + ag} | A20)|

Estimativas para < Hy, A2X >=E,

Trataremos de estimar os termos um a um muito cuidadosamente.

1. Utilizando o Lema Técnico 2.3.6, temos diretamente, utilizando o Lema de Schwarz

2

‘<8<AOX),A§X>' < ve| A0 + My (2.35)

or 4ove
2. Utilizando o Lema Técnico 2.3.7, obtemos,

(AR A3X)| < MlA3], (2.36)
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3. Veja o seguinte termo

3<Z:c7zy) - 3(2’072@/) = J(Z, Zy) +3(erzy) + J(Ze, Zy)'

Observe que

<
§N
<

A

C2N 2|4 2P

~ —1/2) 43/2~ 3/2
3G, Z,)| < OINVP|AYE | 1AY 2]
C2N 21 AYPE | | AP 2

N

=
N
<
A

levando a estimativa

2] < 3z 2) — 35 3), ABX > | < 20001 (143202 + 2011450 ) 436
(2.37)

4. Em seguida, estimamos os termos de ordem e¢.
(a) Note que

J(Aox, 2) = J(AX, Z) + J(Ao X, Z) + J(AoX, Z) + J(AoX, 2)

(&4
[3(AeX, Z)] < |VARX| [VZ|1e) < Coohi 2|47 |4Y22).
Enquanto,
[3(A0X,3)] < CoolyV21AY2x] 147%7 |
3(A0X, Z)] < CoXTPIAY?R) 1A Z |

J(AX.Z)| < Cody VHAYR) 1AYZ ).

Segue-se que

| < 3(Aox, 2), 43X > | < Cood 72 (JAPOF + (1 + p3) 4370 + pips ) 1430
(2.38)

(b) Para os outros termos sera suficiente estimar um deles:

3(Z$7wy) = 3(Za:7 Wy) +\~5(Zx;'&7y) + 3(21," Wy) +\~5(zxa ﬁ;3/)7
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onde pelo visto no item 1, temos

IZeW,) < CINYPAY?Z) | AW
W Zew,) < CIN?|AY 2] |AY 0]
G W) < CINPIAYE| AW
3G w,) < CINPIAYPE A,

Dali, temos:

2 < 3z y), AZO > | < 20001 (14201 + (o1 + p0)| A5°0] + pup1 ) 1436,
(2.39)

Analogamente, para as outras equagoes estimadas de maneira similar, obtém-se

2 < 3w ), AFX > | < 20002 (|42 + (o1 + p)| A7/ °6] + prou ) | 430

(2.40)
2l < 3xgr 20), AZX > | 2000 (140 + (o1 + 3)] 4320 + pups ) |A30)

(2.41)
2] < 30w 22), X > [ < 203072 (JATPOF + (o1 + ps)] 47701 + pips ) 1436

(2.42)

Das equagoes (2.38) - (2.42), tem-se
[(Hale). B < e {Codi ™ (1470 + (1 + p2)|A470) + pra)
+ 4O (1470 + (o1 + p2)| 4726 + pupy

) (2.43)
+ 4O (1430 + (o1 + ps)] 43°6] + prps ) } 14360,

5. Finalmente temos de estimar os termos de ordem &2

(a) Veja que

V- VAgx = VX - VAX + VX - VAY + VY - VAX + VY - VAR,

onde
VX - VAX| < Coo A2 x )
VX VA < Cooli 21472 X) 14)%R]
VX - VAKX < Cud 143K 1A x|
VY- VAR < Cady 214K
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Destas ultimas equacgoes, ¢ possivel ter

2
| < V- VAgy, A2X > | < Con 2 (|A§/2@| + p3> |A20)| (2.44)

(b) Os termos seguintes possuem estimativas similares ao caso quando esti-

mamos os de ordem €. Por esta razao utilizamos diretamente estas estimativas

2
2] < Jwawy), A3X > | < 2000 (147%0] 4 i) 1430] (2.45)

2 < 3y wy), ABX > | < 263072 (JAPOF + (1 + p3) | 450 + paps ) | 430

(2.46)
2] < 30w ), AR > | < 2000, (|20 + (1 + po) |46 + pups) | 420

(2.47)

do mesmo maneira feito acima, temos

| < 3(Agx, w), A2X > | < Co A7 (\Azﬂ@ﬁ + (pa + ps)|AY?O) + p4,o3) |A20)
(2.48)

(c) Finalmente nos termos restantes temos

X?gz = Xsz + 2X;0 Xz + %ﬁx

e, entao,
Gl < 1 AoX [Ty + 201 Ao Lol AoXl o) + 11 AoX 1740
< CAoX| |AYP X + 203 Ao X | 2| AY 2 X V2 AoR) 2| AY PR
+C2 Aox| 143K
< CINPIAYPXP 4 2030 P IAYP R |AY PR + CIN P AY PR,
isto é,
2
Dl < O (1487 + 1487R1)
2
—1/2 3/2 3/2~
Gl < O (1432 + 14R)

Por outro lado,

X:%y = Xny + QXIySZmy + %z?/
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e, entao,
D2 < AP Xl + 201 A0 Xellaey 146 Rl o) + 146 Rl 10
< | AoX [Ty + 21 40X Loy | AoX] s + [ AoX] 4
< 22 <|A3/2X|2+2|A3/2X| |AY?R| + | AV )
ou,

2l < O (14320 + 1435)

Assim, temos:
2 2 902 A2y s | <402\ V2 (143%0 " A20 2.49
| < Xaw + Xy + 2Xay, AgX > | < 4ACTA 1Ay "0+ ps ) |AO]. (2.49)

Das equagoes (2.44) - (2.49), temos a seguinte estimativa para os termos de ordem

g2

(Pa(e?), 433)| < &2 { (Cou 4 4CHN " (14300 4 )
+Co A, 2 (’A3/2@|2 (pa + p3)| A3 0] + 04/)3)
2020 (1430 + p4>

AN (1420 + (o1 + p3)] 436 + paps) 1430
(2.50)

Das equagoes (2.37), (2.43) e (2.50) temos

E2 S M1|Ag@|+V€M2|A3@|
+ 200 (14370 + 21 4376 ) 430

= {CX 2 (1470 + (o1 + p3)| A7) + pips)
+ ACI 2 (14O + (1 + pa)| A7) + prpu )
1O (1436 + (o1 + p3)| 4301 + pips ) | 1430

2 2
+ 62{(Coo+4CZ)AI”2 (143701 + ps) + 202072 (14370 + ps)
o G (A0 + (o1 + ) 4370+ pupe)
1O (1430 + (pu + p3)| 43701 + paps ) | 1430
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lembrando que r = 2C2A7 % e s = Coo A7 ? temos
E, < Mi|A30] +vebh|436] + 1 (1432612 + 2011 4370)) | 430)
{4+ 9)|AYOP + [(s 4+ 2r) (o1 + ps) + 2r(pr + pa)]| A7 6
+ [sps 4 2r(ps + pa)lpr} |AGO)
+ e { (254 50) 42O + [2pa(s + 20) + 2rp+ (2 + 5)(ps + po)
X|A30] + (s + 20)0% + 703 + (2r + 5)paps] } 1430
Novamente denotando by = 4r + s, by = (s + 2r)(p1 + p3) + 2r(p1 + p4), b3 =
[sps + 2r(ps + pa)|p1, c1 = 25 + 5r, ca = 2p3(s + 2r) + 2rps + (2r + s)(ps + p3) €
c3 = (s +2r)p2 + rp? + (2r + s)paps, obtemos
| < Ho, A2X > | < M|A20| + veMy|A20| + 1| AY20)2| A20| + 2p1r| AY/20|| A20)
+ e {bl|Ag/2@|2 + by AY%0| + bg} 1420

+ e {c1|A§/2@|2 + |40 + cg} |1 A20)
(2.51)

Estimativas para < Hz, A2W >= Ej3

1. Utilizando o Lema Técnico 2.3.8, temos diretamente utilizando o Lema de Schwarz

I(Agw) o 1o M3
AW < A . 2.52
’< 5o < dve|AZO| —1—45”8 (2.52)

2. Novamente utilizando o Lema Técnico 2.3.9, podemos dizer:

(Ao, Y| < My|A30). (2.53)

3. Vejamos o seguinte termo
3(1402, Z) — 3(A0§, 2/) = 3(1402, Z) + 3(1402, E) + 3(1402, Z)
As estimativas para cada um destes termos sao similares as feitas anteriormente.

Assim temos:

3(A0Z, Z)] < CoaAP|AY 2]

IN

3(A0Z,2)] < CaX VP14V 2] | AP |

A

3(A07, 2)] < G P1AYP7 | |AY? 2).
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Dai temos:

| < 3(Aoz, 2) — 3(AgZ, 3), A2W > | < Cor] 2 (|A§/2@|2 + 2p1|A3/2@|> |A20)
(2.54)

4. A seguir, estimamos os termos de ordem &,

(a) Para este termo, utilizamos diretamente estimativas antes feitas para Ha,

obtendo:

2| < J(Agw, 2), AW > | < 20,0 <|A3/2@\2 + (pa + p1)|AY 0| + p4p1) A26).
(2.55)

(b) No seguinte termo, temos:

onde
VAKX -VZ| < |APX]|VZ| 1@
< |AYPX|Cu|AY2 21 2| AT 21
< O P|AYP x| | AY 7).
Analogamente

IV ApX - V3| Coo Ay 2|43 x| | A3 %7

IN

IVAX - VZ| < CooAV1AY%%) 1422 2|

VA VE < Codi?47R1 14721,
Destas ultimas equacgoes temos:

| < VAgx - V2, AW > | < G2 (|47 + (o1 + p3)| A7 0] + pups ) 1430
(2.56)

(¢) No terceiro termo temos

AR = ZAZX 4 ZASX + ZAZX 4+ ZAZY,
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onde
1ZA5X| < |1 2|1 45X
< CoolZV?AgZ) V2 A2
< CAHAYZ) | A2X).
Analogamente,
1ZA2X| < CaoATMAYZ| A2
FA2X| < Ol AMAYZ) |A2X

FASR] < Cool'IAYE] ARR.
Destas tdltimas equagoes, obtemos

< 2AB AW > | < G (14770] + ) 420

(2.57)
+CAT M (143%0] 4 1) 430

(d) Nos outros termos as estimativas sao feitas de maneira analoga as estimativas

feitas para Hs. Desta maneira temos:

2|< Juwn, ), AW | = 200077 (14308 + (ps + p1)| 436 + papr ) 1436
2]< J(wy, 2,), A2W >| = 202\"? (|A§/2@|2+<p4+p1)|,4 @\+p4p1) |A20)
2|< Vg - Ve, W >| = 20207/ (\A3/2@|2+(p4+p3)A @H—p4p3) |A20)
2| < Vxy - Vi, AW > = 20001 (14201 + (s + p3)| 436 + paps ) 14360,

Das equacgoes (2.55), (2.56), (2.57) e as estimativas acima, é possivel estabelecer a

seguinte estimativa

< Ha(e), A3W >| < e {2020, (|40 + (o1 + p1)| 4] + pup
+CAT T (1470 + (1 + )| 4370 + pips)
+CAT (14320114301 + 1] A36)] + M| 4370 + pi M3 ) - (2:58)
O (1401 + (o1 + p1) A6 + pup
4O (140 + (o1 + p3) 4301 + pups ) } 1436,
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5. Finalmente, estimaremos os termos de ordem &2.

(a) Veja o primeiro termo

Vyx - VAgw = VX - VAW + VX - VA + VY - VAW + V¥ - VA,

onde
VX -VAW| < [[VX| g )| VAW
< Ol A2 X2 AN X2 A3 P |
< O\ AP X AT,
Analogamente,
VX - VA < CooAY2AY%x| | AV
VX - VAW < Cood 24K 1AW
V- VA < Cood?1A5%R] 145 %),
Dai temos

| < Vx - VAgu, W > | < G\ (143202 + (o1 + p3)| A7) + pups) 436,
(2.59)

(b) No seguinte termo temos uma estimativa imediata das feitas anteriormente,

2
| < 3(Agw,w), W > | < G\ (14370] + 1) 1436, (2.60)

(¢) O terceiro termo é também uma estimativa feita para H;, entao
| < AgwAgy, A2W > | < C2AT? <|A3/2@|2 + (ps+ ps)|AY*O| + p4p3> |A20).
(2.61)

Das equagoes (2.59), (2.60) e (2.61), temos

| < Ha(e2), ABW > | <& {(C2+ CX? (1420 + (s + p3)] 436 + paps)

2
+O (143701 + )} gl
(2.62)



o4

Das equagoes (2.54), (2.58) e (2.62)
E; < M| A20| + veMy|A20| + seh; /2 AY?0||A202 + sepi ) /2| AZO)2
5452 0[2 A0 + 2015 A7 *0]| 30|
+e {(38 + 47“)|Ag/2@|2 + [(pa + 201+ p3)(2r + 1)+ s/\l_1/2M2]|Ag/2@|
o+ pe)on -+ 2rpi (o1 + ) + 9\ Vi 0y} | 4360
62 { (/2 + 29)| 43O + [(/2 + )(p1 + p3) + 25p4] | AT/ 6)
+(r/2+ s)paps + spi} |AG6).
ainda denotando d; = 3s + 4r, dy = (ps + 2p1 + p3)(2r + 1) + SA;1/2M2, dy =
(p3+pa)p1+2rps (p1 + p3)+s)\1_1/2p1M2, e1 =1/242s, e = (r/2+45)(ps+p3)+2sp4
e e3 = (1/2+ s)paps + sp3, obtemos
E; < M| A20| + veMy|A20| + es); /2| AY?0||A202 + espi ) /?|AZO2
+5A5 202|420 + 21547 "0 | 30|
+e {dl\Ag/2®|2 +do| A0 + dg} | A20)
+e? {el\Ag/Q@P +eo| AY20) + eg} 1A20).
(2.63)

Tendo feito nossas estimativas, voltamos agora & equacao (2.26). Utilizando as
equagoes (2.34), (2.51) e (2.63), temos
%% ‘Aﬁ”@f +ve|AZO? < My|A20| 4 veMy|A20| + Ms|AZ0| + veMy| A20)
(r + 5)| A7 62| 430 + 21 (r + 5)| A7 %6 A3
esA] 2| AY20|| A20)2 + espy A V| A20)2
25\, 2| AY0|| A202 + e2sp A 7| A202
e { (b1 + )| A6 + (b, + dy)| A7 6
(b + )} | 436)] + £ { (a1 + 1 + )] 47O
(a2 + 2+ €2)| 470 + (a5 + c3 + e3) | | 436)

+

+ o+ o+ o+

—-1/2

assumindo como hipotese s(e + 1)p1A; '~ < % e pondo novas constantes, temos:

4
% ’Ag/Z@f 4 e 20 < |A2O| + ec”|AZO| + 2| A26)|

ol A7 *0|A36]2 + o1 A5 0| 430
ecs|AY?O]| A20|2 + ccq| AY?0) | A20O)|
e2c5| AY20O||A202 + e2¢4| AY?0| A20)|

+ o+ +
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utilizando a desigualdade de Poincaré,

1d | 3912 3ve ? 2 B
sy |476] £ IO < g+ g ¢ Ty ool

+ (co +ecs + €2c5) | AV 0] | 4202
2 c 2 53 2
( Sl I Cy 1 66) |A§/2@\2

+

dvde  4vd  4vd

1

51, temos

pondo § =

i ‘A3/2@)2+V€‘A2@|2 < 122 12e¢”? N 1232
dr 170 0 - ve v v

+ 2 (co + ecs + £%¢5) |AY 0] | A20)?
12¢2 12ec2 12e3¢2
+ < 9 Ay VCG) EHACTS

ve 14

Da teoria de equagoes diferenciais existe um intervalo |1y, 7o + s, s pequeno, tal que

ve
(Co +ec3 + 8205)’

45701 <

assim, trocando novamente as constantes, onde devemos notar que ¢ ~ O(e)

12¢% 127 122" 12¢2 12ec? 12e%¢
—+ + , e=—2 4 +
v v ve v v

Co =

ve
temos uma equagao do tipo:

d 2
- ‘Agﬂ@] < cco+c|AY?O)

dai,
2
a0 < 0 (e )
C

esta ultima desigualdade sendo valida no intervalo [ry, 79 + 717,

ECy T ve
e —1) <
C ( ) - 2(00 +ec3 + 8205)
2
(GCT - 1) < crv-e

deo(cg + ecs + 2¢5)?

1 cv’e
T < =1 1
= % (400(00 + ec3 + €2¢5)? + )

Assim é possivel concluir com a seguinte estimativa;

|AgO| < 'K |t €ty tg+T]

onde K é uma constante. O
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3 VARIEDADES INERCIAIS APROXIMADAS

Neste capitulo fazemos uma aproximacao por meio de uma variedade
inercial, para isto empregamos o método nao linear de Galerkin. Embora o problema
de achar uma variedade inercial aproximada para as Equacoes de Agua Rasa e as
Equagoes Diagnostico seja um problema aberto, a apresentacao neste capitulo tem
por objetivo mostrar que se tem outra alternativa na procura de solugoes para as
Equacdes de Agua Rasa. No caso de existir uma Variedade Inercial Aproximada

temos de fato estimativas da solucao aproximada com a solucao real.

3.1 Meétodo de Galerkin nao-linear

O método de Galerkin nao-linear é motivado pela teria de Variedades
Inerciais Aproximadas (veja por exemplo [9, 10, 12]). Em principio este pode ser
utilizado para equagoes da forma

AU+ eW) =T, (3.1

onde A é um operador linear, auto-adjunto, definido positivo com inverso compacto e
G inclui a nao-linearidade. Seja P = Py a projegao em H sobre Hy, o espago gerado
pelas N primeiras auto-fungoes {wy, ..., wy} de A, eseja Q = Qn = [— Py. Denote
p = PU, q = QU, p representa a superposicao de grandes vortices e ¢ representa

pequenos vortices.

Usando os operadores projecao P e (), vemos que a equagao 3.1 é equiva-

lente ao sistema de equagoes:

%+Ap+PG(p+q) = Pf, p(0) = Pz(0)
0 ~
5 T ACHQC T =Qf a(0) = Q(0)

A diferenca do método de Galerkin padrao no qual se faz ¢ = 0, e dai,

d
a—§+Ap+PG(p):Pf
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No método de Galerkin nao linear nao podemos negligenciar completamente ¢(t),

mas aproximamos utilizando uma relagao funcional entre ¢(t) e p(t),

Como com variedades inerciais, usando a forma inercial (aproximada), obtemos o

seguinte ODE

W 4 apta) + PGO() + 2((1) = PF.

3.2 Variedades Inerciais

A seguir reescrevemos a equagao resultante do sistema reduzido, ja

utilizada no capitulo anterior:

Iz ~ N\ L F
a + VA()Z = (AO + g) |:J<A02’, 2/) + @] . (32)

Agora aplicamos o método de Galerkin nao linear, a seguir denotaremos p = Pz,

q = QZz. Projetando a equagao (3.2) sobre o primeiro grupo de auto-fungdes, tem-se

) N PF]
8_1759 +vAp = <Ao + g) _PJ(AOP + Aog,p+q) + @ ) (3.3)
) 1\ T F
8_3 +vAyg = (Ao + g) _Qﬁ(Aop + Aog,p +q) + Cg—R - (3.4)

Uma Variedade Inercial para (3.2) é um subconjunto M C H que
satisfaz as seguintes propriedades:
1. M é uma variedade de Lipschitz de dimensao finita,

2. M é positivamente invariante sob o fluxo, (i.e. se zy € M entdo a

solugdo de (3.2) z(t) € M para todo t > 0),

3. M atrai cada trajetoria exponencialmente (i.e. para toda solugao z(t)

da equagao (3.2) dist(Z(t), M) — 0 exponencialmente.)
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Se além disto requerermos M ser o grafico de uma funcgao Lipschitz & : Hy — QH,
entao a condi¢ao de invariancia (2) é equivalente a: Para toda solugao p(t) e ¢(t) de
(3.3), (3.4), respectivamente, com ¢(0) = ®(p(0)) temos ¢(t) = ®(p(t)) para todo
t > 0. Dai, se tal funcao ® existe, entdo a reducao do sistema (3.3), (3.4) para M é

equivalente & equacao diferencial ordinaria, a qual é chamada uma forma inercial:

% +vdep = (Ao + é) {Pﬁ(Aop + Ag@(p(t)),p + @(p(1))) + g (3.5)

Teorema 3.2.1. Suponha F' € D [(Ao + %)8} , onde s € um numero real fizo tal que
s >3/2. ous =1/2,1. Entdo existe uma constante K dependendo de v, A\, R e
|(Ao + 1/8)* " F|, tal que se ts =ty + 2s(v\1)~! et > t,, temos

1 S

‘<A0+ §> 7 <K, (3.6)
Além, set > tgl) =t + 3\/5(4Ts)_1, entao
1\’ 07

‘ (AO n §> a—j < KO, (3.7)

Demonstragao. Passo 1. Primeiro provaremos que (3.6) é vélida para todo s

tal que 2s é um inteiro nao negativo.
Para s = 0, tomando o produto interno de (3.2) com z, temos

1\ 12 2 1\ 12 2

d

o
- +v < —,Z
i < (s77)
ou,
2 2 -1/2 2
d 1 1/2N 1 1/2N 1 Ag 4L Ja
% (Ao—i-g) Z +V)\1 (AO—Fg) z S h\ ( 0 88;
VA1
tal que,
2
V2 N2 T 1 [(A+ )T s
(Aﬁg) Z §‘<A0+§> Z(0)| evM? Y ;R (1—e M)
ou,
) 1\ ! 1\ /2 2
|~| < (Al + g) (AO + g) Z(O) 6_V>\1t
_ -1/2 |2
1 1 ' (AO_I_l) ' F 2
+ 1/2_)\% <>\1+§) 88R (1 (& 1t)
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172 | (40+d) " F

Tomando Ky = (/\ + ) o0 e
Cfewres(B5RE) Lz #0
0 pu—
0 , 2(0)=0
entao se t > i,
2] < K.

Agora seja r um numero fixo. Para s = 1/2, uma vez que a solugao do sistema
reduzido z(t) ¢ limitada em V para todo Z(0) e todo intervalo finito [0, 7], existe
uma constante K o(r, v, Ay, | (Ao + %)_1/2 F|) tal que se t >ty =ty +r, entdo a

estimativa (3.6) ¢ valida.

Para s = 1, tomando o produto interno de (3.2) com (Ao + %) Z, temos

1d 1 1 1

S R Ag+ = )7 A

it (0 5) 7| o (m5)3 [CEHE
d A+1 z A+1 z F I’
a\°Tg)” T3~

S8R
(a0 D) < (a0 D) 0o

e—l/}xlt
2%
Tomando K; = |8R| temos que a estimativa (3.6) é valida, para todo t > t; =

2 2

A_l/ 2p

ou,

2
+V)\1

2 1

V/\l

dai,

2

F (1 o 6—l/>\1t)

8R

1/)\1
t() =+ 27"

Passo 2. Para s > %, 2s é um inteiro nao negativo , supomos (3.6) valida para

s — 1/2. Tomando o produto interno de (3.2) com (A4, + %)28_1 Z, temos

d 1\’ _ 1\’ _
dt (A0+8) z (Ao+§> ¥4

2 2

2 9 1 s—1
< ~ ~
= uh (A0+8> 3(40%,2)
o 2
(A +3) F
SR

2
I/)\l
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onde,
1 s—1 _ s—1 1 ﬁ+3/2~
<A0 + §> JAz )| < ) o (AO + g) ] x
B<s—1 ﬁ
1\*B-1/2 1/2 1\*-0+12 1/2
X (AO + g) z <A0 + g) z
dl 1 S N 2
< 5—3/2 (A0+ g) 2o
s—1
onde d; = Z Cso, dai:
B<s—1 ﬁ
d 1 S N 2 1 S N 2
- _ — <
di (A0+8) Z| +v (A0+8)Z ~
S— 2 .
2 [ & | Yo [T (38)
vy | A3\ Tg) 7 SR
Agora substituindo s por s — 1/2 na desigualdade acima. Entao,
2 2
d 1 5—1/2~ 1 s—l/2~
% (Ao—i-g) Z +I/Aé/2(z40+§> zl <
4 o 2 3.9
2 ) & (A +1)SW~ (Ao+ )" F )
— = — z
YR BV A 8R
se for t > t,_1 /s,
2 . 2
/HT A —l—l 8_1/25 Jr < 2 d%Kgfl/Z (Ao + %) R . K5271/2
\ TR nEZ oV DY S8R v

logo de (3.9), temos:

1\ 512 2
(Ao+§) :

o | @
V)\l /\%S_2

d

dt + l/)\l

1\ 512 2
<A0+§> :

1\ 512 4
(A0+§> z

Em seguida, utilizando o Lema Uniforme de Gronwall, temos que existe uma cons-

(A0+ %)S—3/2F 2

S8R

tante K(v, A\, R, |(Ao + %)S_IFD, tal que se t > t,_/o + 7, entao a estimativa dada

em (3.6) é valida para todo s.
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Passo 3. Provaremos que (3.6) é valida, para todo s > 3/2.

Seja @ um niamero real tal que 6 > 3/2 e s <0 < s+1/2, onde 2s é um

inteiro ndo negativo. Substituindo s por € em (3.8) e (3.9), obtemos

d 1| 0|

— Ao+ =) z Ao+ =] Z|| <

g GHERGICEHE E

i d% A+1 gg (A0+%) 'F
v | A28\ T8 8R
2 2

d 1\2 102

— — - <

p (A0+8) zZ| +v <A0+8> zZll <

o— 4 9-3/2 |2 (3.11)
i dt Ao—l-l 1/25 + (Ao—i_%) r
V)\l )\%974 8 S8R
De (3.11), para r; = (20 — 2s)r temos
t4r1 1\ 0-1/2 2
/ (Ao + —> zZ|| dr S
' 8
2
2 d% t+r1 1 S _ 4 (AO + %)0_1 F
N )\411372972 /t (Ao + g) zZ| dr + R r1
. 1 s _ 2
+W AO + g z
para t > t4, pelo passo 2, obtemos
t+r1 1 6—1/2 2
/ (Ao + —> g dr é
. 8
12 (3.12)
2 d%?“l 4 (Ao‘i‘%)g 1F Kg
V2, | AR SR A A

Agora de (3.10) e (3.12), pelo Lema Uniforme de Gronwall, temos que
existe uma constante Ko(r, v, A1, | (Ao + %)9_1 F|)talqueset > t,+r; =tg+20-r =
tg entdo (3.6) é valida. Se escolhemos um r apropriado 7 = (vA;'), entdo provamos

a primeira parte do teorema.
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Como conseqiiéncia desta estimativa, derivando em relacao a t, a equagao

(3.2), e supondo F independente de t, temos:

0* (Ao+3) 2 1\ 07 ~ .
( g2t 8) + VA() (A() + g) a - 3(1402}, Z) + 3(1402’ Zt)a (313)

Neste caso tomamos como ponto inicial ¢;. Seja # um nimero real tal

que # > 3/2 e s <6 < s+ 1/2, onde 2s é um inteiro ndo negativo. Tomando o
produto interno de (3.13) com (Ao + %)26_1 Zt, temos

2 2

1d 1\’ o7 1\’ oz
S0 ALL ) 22 A= ==
2 dt ( 0+8> ar| TV ( 0+8) at|| =
1 6—1 1 [
432 (Ao+§) (Ao ?) (Ao+§) ;
1 0—1 1 0
e (st ] ()
ou,
2
d 1\’ oz 1\’ oz
Sl L2) & AL =) &
di ( 0+8) i (0+8) at| =
9 1\ 7! 2 1\ 0! 2
e (Ao-i‘g) J(Aoz, 2)| + (Ao-i‘g) J(AozZ, Z)
onde,
1 971’» B dl 1 9~ 1 9~
(Ao-l—g) J(Aoz,2)| < W <A0+§) Z (AO+§) 2
Nt d 1\’ _ 1\’ _
(Ao+§) J(AOZ,Zt) < Fl?)ﬂ <A0+§) Z (A0+§) 2l -
Dali, temos
2 2
d 1\’ oz 1\’ 0z
Sifac2) & A+ =) &
dt ( 0+8> i ( 0+8) at| =

, ) (3.14)
Ad?

1/)\%9’2

1\ oz
A+ =) =
<0+8) ot

N _[
<A0+§> z
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Seja r um numero fixo. Supondo a estimativa (3.7) valida para § — 1/2 ¢ mudando

6 por 6 —1/2 em (3.14). Entao

2 2
1 0—1/2 afg 1 0—1/2 ava
Ao+ = = Ao+ = =
( 0t 8) ot ( 0t 8) ot

2 2
42 1\ 0172 1\12 53
e B Y P 5 Ao 4 = htad
A3 '( 0+8) © ( 0+8> ot

d

+ v
dt

(3.15)

para 1 = (20 — 2s)r temos

t+r1 0-1/2 o~
/ (Ao + 1) 0=
t

8 ot
4d? /”’“1 < 1)5 _
—_ Ag+=] =z
12 /\4115—29—1 \ 0 8
Set > tgl), entao

t+r1 1 6—1/2 0% 2
A — —
[ )(se5) 5

Agora, do Lema Uniforme de Gronwall, a hipotese de indugao (3.16) e (3.14), temos

2
dr <

2 2

1
dr +

—0+1/2
yXi +1/

1\’ 0z

2 2
1a@k? (K)o (KD)
dr <

< VQXILs—ze—1 V/\i—9+1/2

1\’ 0z

(3.16)

que existe uma constante Kgl)(r, v, A1, |[(Ag + 1/8)P71F)) tal que se t > £ 4 1,

entao (3.7) é valida para 6. O
Como uma conseqiiéncia do teorema anterior, lembrando que ¢ = Qz,

temos o seguinte corolario:

Corolario 3.2.1. Seja F € D [(Ay + 3)°], onde s é um nimero fizo e s > 3/2 ou
s =3, 1. Para qualquer solugio Z(t) = p(t) + q(t) de (5.3), (3.4) o componente dos

pequenos vortices q de z satisfaz as desigualdades:
] < KA\ (3.17)

dq e
‘E < Ks(l))‘N—H' (3.18)

2
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3.2.1 A Variedade Aproximada M,

Argumentos heuristicos e fisicos conduzem Foias - Manley - Temam em

[8, 9] a introduzir a variedade analitica de dimensao finita
My = graf(®,), (3.19)
onde

~1
Dy (p) = (vA) ™ (Ao + é) [Qﬁ(z‘lop;p) + % ; p € Hy

como uma melhor aproximagao ao atractor universal (global) em Hy.

Queremos mostrar que todas as solugoes de (3.2) sdo atraidas por uma
vizinhanga muito fina de My. Seja gy = Po(p), onde p = p(t) = Pz(t), Z(t) ¢ uma

solugdo de (3.2). Entao esta satisfaz

F

vAp <Ao + %) qn = QI (Aop, p) + g_R (3.20)

Primeiro obtemos uma estimativa de |A§gn|. Tomemos o produto interno da equagao

anterior com A2~ 'qy. Entdo para s > 0, temos
s 2 §—2 ~ s s— F s
v ‘AOH/QQN‘ < ‘Ao MQQJ(AOp,p)} ‘AOH/QC]N’ + ‘Ao 3/2682_R‘ ‘AOH/QQN‘

onde, utilizando a férmula de Leibniz temos;

o N s—3/2 s B
’Ao S/QQJ(Aop,p)’ < ¥ ‘Ag+3/2p (AO |
B<s—3/2 & @
s—3/2 1/2 1/2
< ¥ / AT | C A5 |4 )
G<s—3/2 p
S — 3/2 —s S— s—
S Z COOAN_:I?/Q ’AO 3/229‘ |A0 1p‘ .
G<s—3/2 p
Entao
$—3/2 A~ d2 s—3/2 s—1
Ao QJ(AOPJ?) < )\377/2 AO p ’AO p‘

N+1
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s—3/2 '
Cs. Assim, temos

onde dy = Z

B<s—3/2 B

2
v ’ASH/2QN‘

< {)\8_7/2 }As 3/2p‘ |45 p| + A 3/2QF‘} )As+1/2 N’
N

obtendo,
F
ASTL? ‘ ’As 3/2 ‘ A1 5 3/2@
I/’ 0 CIN = )\jv_—:{Q ‘ 0 p‘ + 8R
Supondo: ‘A873/2p < Ky 3 ‘Ag’lp‘ < K, ;.
Defina
1 c s— 3/2QF
K == — K, 3,5K,_ A,
) {)‘?\/_32 372 Lt SR

escrevemos este resultado, da seguinte maneira.
Lema 3.2.1. Supondo F € D [(Ao + £)*], s > 3/2 ou s =1/2,1. Set > t, temos
[Ajan ]| < KL ou [A3an| < KT
Agora tentamos estimar a distancia das orbitas de (3.2) para M. Seja
Z(t) = p(t) + q(t) uma orbita de (3.2), zy(t) = p(t) + qn(t), entao

dist(3(t), M,)

IN

| Z(t) = 2w (1)

< lg() = an(@)]-

Seja 6 = q(t) — qn(t). De (3.4) e (3.20) obtemos

A (Ao+ )5_QJ(Aop, )+Q3(A0q,p)+Q3(Aoq,Q)+%'

Para s fixo, s > 1 ou s = 1/2, temos

1Q3(Ap,q)] < CoolAY | |A 20|V AY g2

< CooK3ppn KAV



|QI(Aog, p)|

Logo, temos

Coo
| A0 < T KoK+

N+1

dai, obtemos

—s+3/2
|A06| S ps/\N—:—l/

A

IA

IN

IA
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Cool A3 2| | AY *p| V2| AYp| /2

1/2 g 1/2

—s+3/2
CocAyyr KK )5 Ky,

para t > th

onde,
Coo CVoo 1/2 7-1/2 Coo 2
Ps = 172 Kyl + 7K8K1/2K3/2 + L KS +
VAN+1 1

Enunciamos, isto mediante o seguinte resultado:

Cool A3 a1 A5 g
Co AP K2,
Cw 1/2 7-1/2 Cx 9 K
— KKK+ —m K2+ ———
s—3/277571/2773/2 25—5/27 "8 s—3/2
N+1/ V)‘N+1/ V)‘NH/

KM
o

Teorema 3.2.2. Assuma F € D [(Ag+ £)**?], s > 3/2 ou s = 1/2,1. Entdo se

t > ts, para qualquer orbita de (3.2)

lq(t) — Po(p(t))]
lq(t) — @o(p(t)) |l
| Ao (q(t) — Po(p(t)))]

—s+1/2
PsAN 1 /

IA

—s+1
PsANT1

A

—s+3/2
PsAN+1 /

3.2.2 A Variedade Aproximada M?*

Denotemos por

B
BJ_

onde K3/ satisfaz (3.6).

{pe PH :

{feeQv :

|AY?p| < Kapo},

|AY?q| < Ko}

(3.21)
(3.22)

(3.23)
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Para N grande, existe uma aplicacao ®° : B — QV/, satisfazendo

°(p) = (vAy) " (Ao n 1)_ {@3<Aop LA )+ o)+ 2|, vpes

8 S8R |’
(3.24)

Além disto, o grafico de ®°, o qual denotamos M?,
M = graf(®°),
¢ uma C'— variedade analitica e esta contém todas as solugoes estacionarias de (3.2).

O seguinte teorema estabelece a existéncia de ®° e d4 um limite inferior

para N.

Lema 3.2.2. Seja N suficientemente grande para que

2
Avsr > max<{ 1672 — L (3.25)
K3

Entao existe uma unica aplica¢ao ®° : B — QV que satisfaz (3.24). Além disto

4500 () < i, (3.26)
onde
_ —1/2 QF
ry = v CWKspy'le.

Demonstragao. Seja p € B fixo. Definamos T}, : Bt — QV por

1
Ty(q) = (vAg)~! <A0 + %) [Qx?(Aop + Aog,p+q) + %} )

Sera suficiente mostrar que 7, tem um tnico ponto fixo.

1. Primeiro mostraremos que T}, : B+ — B*. Sejaq € B+, e w € H, com |w| = 1.

Entao,

()| < v (3w + v+ a5 Qu) + (4220 ),
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onde, o termo genérico da parte nao linear, na desigualdade acima, satisfaz

1/2 1/2 _
[3(Aop, p)| < O ‘Agmp Ap| T < OB

’Aé/ “p

Assim, temos

3/2 . —1/2 | 4-1/2 —1j2 1 |QF
‘<A0/ Tp(q),w>’ < 0k K3/2>‘N+/1 Ay / ) + /\N+/1 ' SR
_1 —12 | QEFTY (12
< v <4Ooo 3/2)‘N+1 + SR D AN41-
Desta tltima equagao e utilizando (3.25) temos
‘Ag/ZT )‘ A2y < Ky (3.27)

2. Agora mostramos que 7}, ¢ uma contragao. Observe que

0.
g’ "

-1
b =)™ (A0 5 ) Qb + o) + 3Cdanp+ )] L ¥ QV

Seja w € H, com |w| = 1. Entéao,
0 N -
‘<A3/2_ P(Q)n7 w>‘ < V_l )<J(A0p + A0q7 77)7 AO 1/2Qw>‘

0 aq
<3(A0777p + q)7 A(;l/QQw> )

+ vt

onde, o termo geral da ultima desigualdade satisfaz a seguinte estimativa:

1/2 1/2
3(Awp. )| < Coe [ A0 A0 |30 < CookanXi L7 |43
Entao,
0 _
‘<Ag/28q (q)n,w>‘ < 4iC K3/2)\N1+/12 A3/2 ‘Aol/ZQw‘
S 4V_1COOK3/2)\]7\[11 A3/27]
Assim,
432 0 T < \oL/2
0 3_ p(Q> T2ANL1-
q LQV)
Aplicando (3.25), temos
0 1
AT, (q) < -
0q " LQV) 2
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Pelo Principio da Contracio concluimos que existe um tnico ¢(p) € B* tal que

Denotamos ®*(p) = ¢q(p), observe que (3.27) implica (3.26). O

A seguir demonstraremos que toda trajetoria z(t) = p(t)+q(t) se aproxi-

ma numa pequena vizinhanca da variedade M?®.

Teorema 3.2.3. Seja N suficientemente grande tal que (3.25) seja vdlida. Entao,
para toda solugao Z(t) = p(t) + q(t) de (3.3), (3.4) temos

lq(t) — @*(p(t))|| < 20 ' KENHY? (3.28)

lq(t) — @*(p(1))] < 207" KPR, (3.29)

onde

K® = C AP K + Coo K + K.
Demonstragao. Seja A(t) = ®*(p(t)) — q(t). De (3.4) e (3.24) temos

VAL — <A0+é)_ Q [3(Aop, A) + (Ao, p) — 3(Aog, @) + I(Ae®* (), 8° (1))

Jq
+50

Tomando o produto interno em H da equagio acima com AZA, temos

VAYPAR < < 3(Aop, A), AcA >| 4 < J(AoA, p), AeA >| + |< J(Aog, ), AoA >|
~ S S d
< 3(AD (), D (p)), Ao > + K—q A0A>

dt’ b
onde
13(Aop, A)| < CoAVPIAY?p| |AYPA] < CoAg 2K |AYA
[3(A,p)| < CoATTIAY D] |AYP Al < Cady' 2 Ko |AYPA

3(Aog,a)] < Cudl Ay %q) A |2 < ClAGHLK?
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e
3(A0®*(p), ()] < CoAZ 14720 () < CoAy 1K .
Dali,
VIAPAPR < 20 AN K [AYPA] |AA] + Cad G K2 [ApA|
MK [AoA] + AR 1404
VAYPAl < 20 AN K [AY A + Cody P K2
FO AN By + A S
tal que

(v = 200 A8 Ki) 1ATPA] < (Cod P2 4 Cuok + K§V) Ak

Pelo Lema 3.2.2, temos que v/2 > 26’00)\]_\,1+1K3/2. Assim da desigualdade acima

temos

2K
3/2 K 3/2
’AD/ A’ S 3 )‘N+/17

concluindo a prova. O

Do Teorema 2.3.1 enunciado e demonstrado no capitulo anterior e desta

aproximacao pelas variedades inerciais (M, M?), temos o seguinte resultado.

Teorema 3.2.4. Para a solugao geral z(t) do sistema (1.26)-(1.28), que constituem
as equagoes diagndsticas e a solugao aproximada p(t) usando o método nao-linear de

Galerkin no sistema reduzido (para Z(t)), podemos inferir as sequintes estimativas:

1. Para a aprozimacgao qn = Po(p), onde a solug¢io do sistema reduzido € da

forma Z(t)y = p(t) + qn(t), e N suficientemente grande tal que N ~ O(e7!) temos

Iz =p @ < 2K+ KM =06EY?) | t>1t (3.30)
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2. Fazendo q = ®*(p), com solucao do sistema reduzido da forma Z(t) = p(t) +
q(t), e N suficientemente grande tal que N ~ Q(e~?) temos

12— p le2) < V2K +mAyh, =0(EV?) | t >t (3.31)

Demonstragao. seja z(t) a solu¢ao do sistema de equagbes diagnosticas, z(t) a
solucdo do sistema reduzido e p(t) a solugao utilizando o método ndo linear de

Galerkin:

1. Do teorema 2.3.1 temos
HZ — Z||H2(Q) é 0(61/2)K

e do Lema 3.2.1,

1Z = Pl = |Aoan| < KNG

entao

IN

|z = pllz20) |z = 2l z2) + 12 — plla2@)

IA

1z = Z|la2) + |Aoan|

< PK+ KNG >t
Assim temos O(e'/?) ~ O(N~1/2) ou equivalentemente N ~ O(s71).
2. Em seguida, para a variedade M?* | isto é ¢ = ®4(p), do Lema 3.2.2, temos
[A0®*(p)] < Aams

entao novamente temos;

IN

|z = plla2) 2z = Zl|a2) + 12 — plla2)

A\

< |z = Zlla2@) + [Ao®s(p)]

S 51/2K+T1)\]_V11 s tz to

assim temos O(¢'/2) ~ O(N~!) ou equivalentemente N ~ O(s7/2). O
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Devemos lembrar um resultado utilizado na prova do Teorema 3.30,
fazendo um ordenamento dos autovalores do laplaciano A, = 47*(m? + n?), com

m,n # 0, obtemos uma seqiiéncia Ay.
Seja N(A\) = o namero de autovalores menores ou iguais que A, isto é
43 (m? +n?) < A

Geometricamente, N(\) é o nimero de pontos, no primeiro quadrante, no interior

2
\/X
2 2
2’ +y —(—2

desta maneira, N () é aproximadamente igual a um quarto da area da circunferéncia,

da circunferéncia:

i.e
A
N\ < — 3.32
) <o (332
Por outro lado, estes quadrados incluem a parte da circunferéncia:
A\’
1)? 1)?=|—
(o417 + (g +1) (27T>
no primeiro quadrante. Isto ¢ igual a um quarto da circunferéncia, daf;
A A
Ny s A VA (3.33)
167 T
das equagoes (3.32) e (3.33) segue-se que
A
N(\) = —— 4+ 0(V\) (3.34)

167

obtendo desta ultima que Ay ~ N o qual justifica nosso resultado final.
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