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Resumo:

Esta dissertacéo trata de um teorema de limite hidrodinamico para a densidade
de particulas no processo de exclusao simples com taxa lenta no bordo. Nesse pro-
cesso as particulas realizam passeios aleatérios a tempo continuo independentes
no espaco {0,1,..., N}, condicionados ao evento de que duas particulas nunca ocu-
pam o mesmo sitio simultaneamente. Além disso, particulas podem ser injetadas
ou retiradas do sistema nos sitios 0 e N, com taxas proporcionais a 1/N. O teorema
do limite hidrodinamico diz que reescalando o espacgo por 1/N e o tempo por N2 a
evolucdo da densidade de particulas converge para a solugdo de uma equacéo do
calor com certas condigdes de fronteira. Esta dissertacdo se concentra na carac-
terizacao dos pontos limites das medidas empiricas, um dos principais passos da
demonstracdo. Além disso sdo apresentados resultados basicos de Processos de

Markov relacionados ao problema do limite hidrodindmico.

Abstract:

This text is about an hydrodynamic limit theorem for the particle density in the
symmetric simple exclusion process with slow boundaries. In this process particles
execute independent continuous time simple random walks in {0,1,...,N} conditio-
ned to the event that at any time there is at most one particle per site. Moreover,
particles can be injected or ejected from the system at sites 0 and N, with rates pro-
portional to 1/N. The hydrodynamic limit theorem asserts that, rescaling space by
1/N and time by N2, the particle density converges to the solution of a heat equa-
tion with certain boundary conditions. This text focuses on the characterization
of limit points of empirical measures, a crucial step in the proof of the hydrodyna-
mic limit. We also present some basic material on Markov Process related to the

hydrodynamic limit problem.
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Introducao

Imaginemos o seguinte processo estocastico (descrito informalmente): existe
uma quantidade finita de particulas sobre os pontos (que chamaremos de "sitios")
0,1,2,...N. Cada sitio contém no maximo uma particula. Cada particula executa
um passeio aleatério a tempo continuo independentemente das outras particulas,
condicionado ao evento de que nenhum sitio é ocupado simultaneamente por mais
de uma particula. Esse tipo de interacéo caracteriza o chamado processo de exclu-
sdo simples simétrico. Além disso, particulas sdo injetadas 2 no sitio 0 com taxa
a/N e no sitio 1 com taxa §/N. Particulas no sitio 0 abandonam o sistema com

taxa (1 — a)/N e particulas no sitio 1 abandonam o sistema com taxa (1 — 5)/N.
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Uma série de perguntas interessantes pode ser feita sobre esse processo. Por
exemplo: existem medidas invariantes? Quais sdo elas? Como evolui no tempo a
densidade de particulas?

Para falarmos em densidade, fazemos uma imerséo do espaco {0,1,..., N} no
intervalo continuo [0, 1] através da aplicacdo que leva x em z/N. Dessa forma, as
particulas passeiam pelos sitios 0,1/N,2/N,...,1 = N/N. Se fizermos N — oo, te-
mos um cendrio limite onde faz sentido falar na densidade de particulas. A teoria

de limite hidrodindmico enuncia (e demonstra) de forma matematicamente rigo-

2A0 falarmos em "taxa a/N", imaginamos um relégio que espera um tempo exponencial com
parametro «/N para tocar. Quando esse reldgio toca, surge uma particula no sitio zero, se ele
estiver vazio. Um processo andlogo descreve a injecéo de particulas no sitio V.



rosa a seguinte afirmacdo: quando N — oo, a densidade de particulas em |0, 1] se
comporta como a solucdo de uma equacdo diferencial parcial. Isso é formalizado
da seguinte maneira: a cada configuracdo de particulas associamos uma medida
em [0, 1] que da peso 1/(N + 1) a cada sitio ocupado. Essa medida evolui aleatoria-
mente no tempo, de modo que temos uma probabilidade no espaco das trajetdrias
de medidas. O teorema de limite hidrodindmico mostra que quando N — oo es-
sas probabilidades no espaco das trajetérias de medidas convergem fracamente
a uma probabilidade que é concentrada numa unica trajetéria, que toma valores
em medidas absolutamente continuas em relacdo a medida de Lebesgue e cujas
densidades formam a (dnica) solucéo fraca de uma EDP de evolucéo. E claro que
para conseguirmos provar algo desse tipo precisaremos de condigdes iniciais para
a EDP, e portanto de um conceito adequado de condicio inicial para os nossos sis-
temas de particulas. A definigdo correta é a de medidas (iniciais) associadas a um
perfil, dada na Definicao 2.2.1.

Sistemas de particulas diferentes sdo associados a EDPs diferentes. O pro-
cesso de exclusdo simples simétrico é descrito por uma equacéo do calor. E inte-
ressante observar que os teoremas de limite hidrodinamico, que sdo enunciados na
linguagem da probabilidade e provados com suas ferramentas, tém como corolario
a existéncia de solucgoes fracas para as EDPs que aparecem como limite. Por outro
lado, as ferramentas de EDP sdo essenciais para provar a unicidade das solucées,
um passo fundamental na demonstracdo do teorema probabilistico que é o limite
hidrodinamico.

O sistema de particulas apresentado no inicio dessa introducéo e outros relacio-
nados surgiram inicialmente na Mecanica Estatistica, como modelos simplificados
de sistemas fisicos com um numero muito grande de componentes (por exemplo,
um gas). A hipétese de que cada particula aguarda um tempo exponencial antes
de cada salto é feita por causa da conhecida propriedade de "perda de memoéria"das
variaveis aleatdrias exponenciais. As exponenciais sdo as unicas escolhas de tem-
pos de espera que tornam a evolucdo do sistema como um todo um processo de
Markov. Isso é interessante tanto do ponto de vista fisico, pois esperamos que a
evolucdo de um sistema fisico dependa apenas do seu estado presente, ndo de todo
o seu passado, quanto do ponto de vista matematico, pois os processos markovia-
nos ja foram estudados extensivamente, de modo que existem muitas ferramentas
técnicas a disposicao.

E de interesse dos fisicos usar a interacdo microscépica entre as particulas para



deduzir as propriedades macroscépicas do sistema, como densidade, pressdo e tem-
peratura. Esses esforcos sdo uma rica fonte de problemas para os matematicos,
pois o tratamento mesmo dos modelos mais simples é bastante intrincado, tendo
originado varias técnicas matematicas interessantes. Embora a evolucéo das con-
figuracoes seja markoviana, a trajetoria de uma particula individual néo é. Além
disso, a complexidade do problema cresce muito rapido com a quantidade de sitios
(de fato, no processo de exclusido apresentado acima existem 2V*! configuracoes
possiveis).

O limite hidrodindmico para muitas variantes do processo de exclusao ainda
esta em aberto. Nesta dissertacdo discutiremos uma dessas variantes, o processo
de exclusdo simples com fronteira aberta de taxa lenta, apresentado informal-
mente acima, e apresentaremos parte da demonstracdo do limite hidrodinamico
com detalhes. Além disso, este trabalho apresenta um pouco do material canénico
de Teoria da Probabilidade usado para estudar esse problema, a saber: a teoria
dos processos de Feller e a construcdo de martingais associados a tais processos.
As técnicas usadas na demonstracéo do limite hidrodinamico sdo as mesmas utili-
zadas por Adriana Neumann e Tertuliano Franco na primeira parte de [8].

A descricdo mais intuitiva de um processo de Markov (num espacgo de estados
finito, para simplificar) é dada pelas probabilidades de transicdo P;(n,¢), que re-
presentam a "probabilidade de no tempo ¢ o processo estar no estado £, dado que
no tempo 0 ele esta no estado 1. Acontece que essa descricdo ndo é conveniente
para trabalhar. Como observamos acima, o sistema de particulas apresentado no
inicio dessa introducéo tem 2V+! estados possiveis. Além disso as probabilidades
P,(n,&) sdo muito dificeis de calcular explicitamente. Todo o nosso trabalho com
esse processo sera baseado no chamado gerador infinitesimal, um operador linear
que codifica toda a informacéo do processo. O Capitulo 1 a seguir apresentara a
definicao de gerador infinitesimal.

Além disso mostraremos como construir um martingal a partir de qualquer
processo de Feller, uma construcéo que desempenhara um papel fundamental em
varios passos da demonstracdo do limite hidrodindmico. Construir martingais é
vantajoso por causa da enorme quantidade de resultados que ja foram provados
para essa classe de processos estocasticos. No nosso caso, a desigualdade de Doob
para martingais sera importante no momento de fazer algumas estimativas cruci-
ais para a demonstracéo do limite hidrodinadmico.

Todos os resultados novos desse trabalho (o limite hidrodindmico para o pro-



cesso de exclusao simples com taxa lenta no bordo) foram obtidos em colaboracéo
com Rangel Baldasso, cuja dissertacdo de mestrado apresenta varias demonstra-
coes omitidas aqui. A exposicdo sobre processos de Markov é baseada nos livros,
[5], [10] e [3].



Capitulo 1

Processos de Feller

1.1 Processos de Feller e Geradores Infinitesimais

As probabilidades de transicéo (F;):>o de um processo de Markov surgem como
analogos da matriz de transicdo de uma cadeia de Markov com espaco de estados

finito. A equacao

Pf(x) == /E Py, dy) [ (y) = Ea[F(X)))

onde E, denota a esperanca com respeito a medida induzida pelo processo
(Xs)s>0 com medida inicial concentrada no ponto x, mostra como as probabilidades
de transicdo podem ser vistas como operadores em B(F), o espaco de Banach das
funcoes mensuraveis e limitadas em F. A equacao de Chapman-Kolmogorov mos-
tra que quando o processo é homogéneo no tempo (isto é, P(X;|X;) depende apenas
da diferenca t — s) os operadores P, formam um semigrupo, isto é, P,,, = P, o P,
parat,s > 0.

Colocando algumas hipéteses no comportamento desse semigrupo, obtemos uma
grande classe de processos de Markov em cujo estudo podemos empregar com su-

cesso ferramentas de analise.

Definicao 1.1.1 (Semigrupo de contracdo). Sejam X um espaco de Banach com

norma || - || e (P;):>o uma familia de operadores em X. Dizemos que (P;):>o € um

10



semigrupo de contracdo® se
1. P, = P, o P, para quaisquer s,t > 0
2. Py = I (o operador identidade)
3. limy o || Pu — u|| = 0 para todo u € X
4. |P]| < 1paratodot >0

Definicao 1.1.2. Um processo de Markov (X;);>¢ € dito processo de Feller se suas
probabilidades de transicéo, vistas como operadores em B(F), formam um semi-

grupo de contracao.

A condicdo 3 na definicdo 1.1.1 é a que garante boas propriedades analiticas
e permite recuperar o semigrupo a partir de sua "derivada no zero", o chamado

gerador infinitesimal, definido a seguir:

Definicao 1.1.3 (Gerador Infinitesimal). Seja (P;);>o um semigrupo de operadores

no espaco de Banach X. Definimos

Pu—
D(L) := {ueX:EIlim Y u}
tl0 t

Nesse conjunto podemos definir o operador L : D(L) — X pondo

Pu—u
Lu := lim - .
10 t

O operador L é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo (F;):>o. Se X =
B(FE) e existir um processo de Markov associado esse semigrupo, dizemos que L é

o gerador infinitesimal desse processo.

Notacao: no restante do texto denotaremos a composicéo P, o P, simplesmente por
P,P,.

A propriedade fundamental dos geradores infinitesimais é a seguinte:

Proposicao 1.1.4. Seja (P,):>o um semigrupo de contra¢do no espaco de Banach X

comanorma || -|. Seu e D(L)et > 0entdo Pu € D(L)e
d
%Ptu = LPu= P Lu. (1.1)

LAlguns livros se referem a esses semigrupos como "semigrupos de contracéo fortemente conti-

nuos'ou "semigrupos de Feller-Dynkin".

11



Demonstracdo. O casot = 0 é a definicdo de gerador infinitesimal. Suponha entéo
t > 0. Sejau € D(L). Tome h > 0.

P, Pou— P, Pyu —
—h tuh tu = t huh v M)Pt[/u

Isso mostra que Pu € D(L) e LP,u = P,Lu. Além disso, t — P,u é diferenciavel a
direita.

Calculamos agora a derivada pela esquerda: tome 2 < 0.

Propu— Pou PoypPpu— Pryppu

h —h
P ,u—u
Mas . .
Py L R < e R M | LI R
—h —h
e

h10
|(Peon = P)Lul| = | Peca — Py)Zuf) ™5 0.

PH_hu—Ptu

h e ele vale P, Lu. O

Logo existe o limite limqg

Observacio: A demonstragéo acima mostra que ¢ — Pu € C'[0, c0).

Toda a demonstracéo do limite hidrodindmico sera baseada no gerador infinite-
simal do processo de exclusdo. Em nenhum momento sera necessario calcular uma
probabilidade de transicdo. Nesse caso, o gerador infinitesimal ja fornece informa-
cao suficiente sobre o processo para obtermos um resultado interessante. Esse é
um fato geral: o gerador infinitesimal contém toda a informacéo do processo, no
sentido de que sabendo o gerador podemos recuperar (infelizmente nem sempre de
forma construtiva) as probabilidades de transicao. Esse é o conteiddo do Teorema

de Hille-Yosida, que se encontra no apéndice deste trabalho.

1.2 Associando Martingais a Processos de Feller

Nessa secdo mostramos como contruir um martingal a partir de qualquer processo
de Feller. Essa construcao é muito util em varias situacdes. Nos teoremas de
limite hidrodindmico, essa construcdo permite usar a Desigualdade de Doob para

martingais para fazer algumas estimativas importantes na demonstracao.

Teorema 1.2.1. Sejam (X;):>o um processo de Feller com semigrupo (P;);>o e espago

de estados E. Seja f : R x E — R limitada, C? na primeira coordenada e com as

12



derivadas de primeira e segunda ordens limitadas uniformemente na segunda co-
ordenada. 2 Suponha ainda que f(t, -) € D(L) para todo t € R*. Entdo, denotando

f(t,z) por fi(z),
M = 00~ 50) — [ @0t D) 1.2)

¢ um martingal com respeito a filtracdo natural do processo (X;)i>o. 3
Além disso, definindo

)= [ LA — 2f(XILA(X.)} ds,

temos que (Mtf )2 — (M), é um martingal com respeito a filtracdo natural do

processo (X;)o. O processo (M/), é chamado de variacdo quadratica de M.

Demonstracdo. Devemos mostrar que se t > s entdo E,[M/ — M/|F,] = 0. Isso

ocorre se e somente se
B |00~ LX) - [ (@ut DA o] 7] =0
(Prop. Markov) <=Ex,[f:(X:—s)] —/ Ex, [(0y + L) fu(Xu—s) du] = fs(X5)

¢>’Pt—sft<)(s) - /0 h Pu[(au + L)fu-i—s(Xs)} du = fs(Xs)

Precisamos verificar a igualdade acima ponto a ponto no espaco amostral ). Para
isso vamos verifica-la trocando X, por y, para cada y € E.
A igualdade é verdadeira quando ¢ = s. Variando ¢, vemos que basta mostrar

que
d

T Pesfily) = Pesfi(y) + Prs L)

para qualquer y € F, onde f/(z) é a derivada de f na primeira coordenada no ponto

(t,z). Tome h € R pequeno o suficiente para que nenhum dos indices abaixo seja

negativo.
Besmndven Z Bl _ 2y~ P )}
(P~ Peafd)] (03)

2Essa hipétese serve para assegurar que 0;f(-,x) é Lipschitz com uma constante que nio de-

pende de x. Um caso simples que aparece na pratica é quando a fungio f nédo depende de .
31sto 6, a filtracdo (F;);>0, onde F; = o{ X, : s < t}.

13



Mostremos que a primeira parcela da expresséo acima converge a P,_f/(y):

HBesnfion = Peannf) ) = By [ 22 L)
=E, [ft+hh ft (Xi—san) = J1(Xi—sun) + [1(Xe—sin) — [l Xe—s) + ft’(Xt_s)}

t+h
=E, {%/f f;(therh) - ftI(thHh) dr} + (Ptfs+h - Pt—s)ft/(y) + Ptfsft/<y)

Pela hipétese de limitacao sobre as derivadas de f,segue que a primeira parcela
— 0 quando h | 0. A segunda parcela — 0 quando » | 0 pela continuidade do
semigrupo.

Finalmente, note que a segunda parcela de (1.3) converge a LP, . f;(y) = P—sLfi(y)
pela Proposicéo 1.1.4.

A demonstracdo da afirmacédo sobre a variacdo quadratica precisa de calculo

estocastico e nao sera feita aqui. O leitor pode consultar o Lema 5.1 de [5]. Il

1.3 Geradores Infinitesimais e o Teorema de Hille-
Yosida

Vimos que todo processo de Feller possui um gerador infinitesimal associado. Ve-
remos agora que o gerador infinitesimal contém toda a informacao sobre o processo,
no sentido de que o determina totalmente.

Faremos todas as coisas no contexto analitico de semigrupos de contracdo em
espacos de Banach. Dado um operador num espaco de Banach X, sera ele o gerador
infinitesimal de um semigrupo de contracéo? A resposta é sim, sob certas hipéteses
que revelaremos a seguir.

Precisaremos varias vezes integrar funcoes tomando valores num espaco de
Banach X cuja norma sera denotada por || - ||. Dada uma fung¢ao mensuravel f :

la,b] — X, é possivel definir (ndo faremos a teoria aqui)

/bf(t)dteX

como o limite de somas de Riemann > |, f(t5)(t; —ti1) onde a =ty < t; < ... <
t, = bet; € [ti1,t;). Essa integral é linear e satisfaz || [” f(¢)dt]| < [7]|f(t)] dt,

assim como a integral usual de funcoées tomando valores na reta. Precisaremos

14



do seguinte resultado: se A : D(A) — X é um operador fechado e f(t) € D(A)
para a < t < b entéo fab Af(t)dt = A(f; f(t)dt). Podemos tornar esse resultado
plausivel imaginando uma sequéncia (Py)rcn de particdes de [a, b], P = {to, ..., tn, }»
onde a = t) < t; < ... < t,, = b, e associando somas de Riemann Sp, (f) :=
Yok f(t)(t; — t;_1) a essas particoes. Se a norma de P; converge a zero quando
k — oo entdo Sp,(f) converge a f; f(t)dt quando k — oo e Sp,(Af) converge a
ff Af(t)dt. Mas Sp, (Af) = A[Sp.(f)]. Como A é fechado, obtemos a identidade
procurada. Ela vale em particular se A : X — X for um operador limitado.

Essa integral também pode ser definida quando o intervalo [a, b] é infinito, e os
resultados do paragrafo anterior continuam valendo.

A seguir, (P,);>o sempre denotard um semigrupo de contracdo num espaco de
Banach X com gerador infinitesimal L : D(L) — X.

Proposicio 1.3.1. D(L) é denso em X e L é um operador fechado. *

Demonstragdo. Comecamos provando que D(L) é denso em X. Defina u, := fot Psuds.

Afirmacao 1.3.2.

U
W,
t
Demonstracao.
Ut 1 ¢ tJ0
‘7—uH:— P —uds|| < sup ||[Psu—ul| — 0
0

0<s<t

O

Observacao: Com o mesmo arqumento podemos provar uma afirmacédo mais ge-
ral: dada f : [0,400) — X continua, temos lim; o 1 f(f f(s)ds = f(0). Esse fato sera

usado algumas vezes no que se segue.

Afirmacao 1.3.3.

4Dizemos que um operador linear L em X é fechado quando o seu grafico {(z, Lz) : # € X} é um
subconjunto fechado de X x X com a topologia produto. De forma equivalente, se (2, )nen, € y S0
elementos de X tais que z,, — x e Lz, — y entdo Lz = y.

15



Demonstracdo. Seja h > 0.

Pruy — uy

h

1

P, (/Pud) - (/Pud)}

t

P.uds

P puds — —

> =
N

t

Psuds——/ Pauds
h Jo

t+h

—_

t+h

s N el

T— T— —

1 [k
Psuds——/ P.uds.
h Jo

Usando a Afirmacéo 1.3.2, vemos que a dltima expressao converge a P,u—u quando

h ] 0, concluindo a prova. Il

Combinando as duas ultimas afirmacgées vemos que D(L) é denso em X, como
queriamos demonstrar.

Agora mostraremos que L é um operador fechado. Suponha que exista uma
sequéncia de elementos u,, € D(L), n € N, tal que u,, - v € X e Lu, — v € X.
Queremos mostrar que v € D(L) e v = Lu. Tome h > 0. Usando o Teorema

Fundamental do Calculo e o fato de que 0, P,u,, = LP,u, (Proposicéo 1.1.4), obtemos

1 h
(Prhuy, — up) = —/ P,Lu, ds.
0

1
h h

Quando n — oo, 0 lado esquerdo da equacédo acima converge a %(Phu —u). Para o

lado direito observe que

logo o lado direito converge a % foh P,vds. Segue que

n—oo

h
/ P,Lu,, — Powds|| < h- || Lu, —v|]| — 0,
0

1}%1 7 (Pyu —u) = v,
o que conclui a demonstracao. O
Definicao 1.3.4. O resolvente de L é por definicdo o conjunto

p(L) :={N € R: \— L ébijecao},
onde A\ — L := A\ — L.

Proposicao 1.3.5. Se \ € p(L) entdo Ry := (A — L)™' é um operador limitado.
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Demonstracdo. Pelo Teorema do Grafico Fechado, basta mostrar que (A — L)™' é
um operador fechado. Seja v, — v uma sequéncia em X tal que (A — L) 1u, — v.
Queremos mostrar que (A — L)~ 'u = v. Mas ja sabemos da proposi¢do 1.3.1 que
A — L é fechado, logo u,, = (A — L)(A — L) *u,, — (A — L)v, como queriamos. O

Teorema 1.3.6. Sejam, A\, u € p(L). Entdo
R,\ — RM = (u — )\)R)\R‘u e R)\R‘u = RHR)\.

Além disso, .
A>0=>Xep(l) e Rwu= / e MPudt,
0

para todou € X e |[|[Ry|| < 1/

Demonstragdo. Sejam A e ;1 € p(L). A prova da comutatividade de R, R,, A\ — L e
u— L é simples e serd omitida. Usando a comutatividade, obtemos

Ry—Ry=[(A= L) = (- L) )M = L)(u — L)RaR,
= =L) = (A= LIR\R,
= (,u - )\)R)\RH

Para a segunda parte da proposicao, tome A > 0. Note que fooo e MPudt estda bem

definido. Comecamos mostrando que
(A—1L) / e MPudt = u.
0

Para verificar a igualdade acima é suficiente mostrar que [;~ e *Pudt € D(L)

L ( / e MPu dt) =\ ( / e MPu dt) — .
0 0

Para isso calculamos (seja h > 0)

1 o0 o0
- <Ph / e MPaudt — / e—MPtudt>
h 0 0

1 (o) (o] o0 o0
=7 </ e_A(t_h)Ptu dt — / e MPudt — / e_’\(t_h)Ptu dt + / e_)‘(t_h)Ptu dt)
h 0 0 0

Ah 0o M ph
-1
_C / e MPaudt — e e MPaudt.
h Jo hJo

Quando & | 0, a ultima expressido converge a
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A </ e MPu dt) —u,
0

como desejado. Agora resta apenas mostrar que fooo e MPy(\ — L)udt = u para todo

u € D(L). Mas essa igualdade ocorre se e s6 se

/ e MP,Ludt = \ (/ e MNP dt) — u.
0 0

Mas sabemos que L é um operador fechado e que comuta com P, logo pode ser pas-
sado para fora da integral no lado esquerdo da igualdade acima. A primeira parte
da demonstracao mostra que o resultado é exatamente o lado direito da igualdade.

Finalmente, note que, como o operador P, é uma contracdo, para A\ > 0eu € X

temos que
< 1
IRvull < [ el de =l
0

Logo ||R,|| < 1/A, como queriamos demonstrar. O

Ja temos todas as propriedades necessarias para caracterizar geradores infini-

tesimais, como mostra o préximo teorema.

Teorema 1.3.7 (Hille-Yosida). Seja D(L) um subespaco linear denso do espacgo de
Banach X. Seja L : D(L) — X um operador linear fechado. Entdo L é o gerador de

um semigrupo de contrac¢@o se e somente se
(0,00) C p(L) e [ Ry] < 1/A VA >0,
onde Ry := (A — L)L

Demonstracdo. A implicacdo "somente se"é o enunciado do teorema anterior. Fa-
camos agora a implicacao "se".

Seja L como no enunciado. Se L fosse um operador limitado poderiamos definir
P, := ¢! como o semigrupo gerado por L. Como L nio é necessariamente limi-
tado, precisaremos encontrar outra maneira de definir o semigrupo de contracao.
Veremos a seguir que os resolventes R, aproximam o operador identidade ponto a
ponto quando A — oo e os usaremos para definir aproximacoes limitadas de L. A
seguir mostraremos que as exponenciais dessas aproximacoes convergem a certos
operadores, que nos darao o semigrupo de contracio desejado.

Afirmacao 1.3.8.

A—00

ARyu — u VYu € X.
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Demonstragdo. Suponha inicialmente que u € D(L). Entéo

Ry(A—Lu=u= ARyu —u= RyLu

A—00

1
e |[ARyu—ul < XHLUH — 0.

Sejaec > 0. Se u ¢ D(L) tome v € D(L) com ||u — v|| < ¢ (possivel pois D(L) é denso
em X por hipétese).

[ARxu —ul < [[ARA(u = v)[| + [[ARxv = o + [[v — u]|

= limsup || AR u — u|| < 2e.

A—00
Fazendo ¢ — 0 vemos que ARyu Aoy u, como queriamos demonstrar. ]
Para A > 0 defina L, := —\ + \2R,. Note que L, é um operador limitado. Se

u € D(L) segue de R\(A — L)u = (A — L)Ryu = v que Lyu = ARyLu = ALRyu. Note
ainda que
|| = He—)\tet)\QRA

ny2n n
< e—AtZt A H'RAH <1,
n!

n>0

le

logo (e'**);5( é um semigrupo de contracéo com gerador Ly e D(L)) = X.
Nosso objetivo agora é mostrar que e¢/“*u converge quando A\ — oo. Sejam ),

w> 0.

¢ t

d

ety — ety = / o [e(t*s)L“eSLAu} ds = / elt=sbugsla(,, — L,)uds
o as 0

= ||eru — eFrul| < t[(Ly — Lyul] =50

A convergéncia é uniforme em ¢ para ¢t variando num compacto. A conta acima
mostra que a sequéncia (e'‘ u),cy é de Cauchy, portanto converge quando n — occ.

Defina entdo Pu := lim,,_,., ' u.

Afirmacao 1.3.9. (P,);>o € um semigrupo de contracdo.
* P, é contracdo: ||Pull = lim, o |l ul| < ||ul.
e Py =1I: éclaro.
e P,,=PP, Vs,t>0:

n—o0

HethPsu o Pt—i—suH S ||eth (PS - esLn> UH + ||€(t+S)Lnu — PH_SUH — O
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* limyg ||P;u — ul| = 0: dado € > 0, escolha n tal que ||Pu — e'fru — uf| <e,
Vo<t <.

| Pu— ul| < ||Pu— eTrul| + [|eFru — ul| = limsup ||Pu — ul| < e.
40
Agora basta tomar o limite ¢ — 0.

Resta apenas mostrar que L é o gerador infinitesimal de (P,);>. Seja B o gera-
dor de (P;);>0. Seja u € D(L). Note que

t
1 (etL”u — u) = 1/ e Louds.
t t J,

Quando n — oo, 0 lado esquerdo da identidade acima converge a 1 (Pu—u). O lado

direito converge a % fot P,Luds, pois (lembrando que Lyu = ARy Lu 2% L)

n—,oo

||65L”Lnu — P,Lyu|| < ||68L’”H||Lnu — Lul| + ||65L"Lu — P;Lul] —= 0
uniformemente em s. Logo
1 1 /[
—(Pu—u) = —/ P.Luds.
t tJy

Fazendo ¢ | 0 vemos que v € D(B) e Bu = Lu. Isso mostra que B é uma extenséo
de L. Para ver que B = L tome )\ > 0. Pelo teorema anterior, A\ — B é uma bijecédo
entre D(B) e X. Por hipétese, A\ — L é uma bijecdo entre D(L) e X. Como B é
uma extensdo de L, segue que D(B) = D(L), portanto B = L, como queriamos
demonstrar.

[

20



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo definimos rigorosamente o processo de exclusido simples com
bordo de taxa lenta através de seu gerador infinitesimal, enunciamos o teorema

de limite hidrodinamico e listamos os principais passos da sua prova.

2.1 O Processo de Exclusao Simples com Taxa Lenta

no Bordo

Comecamos fixando a notacédo que sera usada daqui para a frente no texto. Para
todo N > 1, defina Iy = {0,1,..., N} um subconjunto de N com N + 1 pontos. Os
sitios de Iy serdo denotados por z, y e z enquanto as variaveis macroscépicas (pon-
tos no intervalo [0, 1]) serdo denotadas por u, v e w. O espaco de estados (também
chamado de espaco das configuracoes ou espaco dos estados microscopicos) sera
denotado por {0, 1}!~; elementos de {0, 1}!~, chamados de configuracoes, serdo de-
notados por 7 e . Desta maneira n(x) € {0,1} representa o nimero de particulas
no sitio x para a configuracéao 7.

Formalmente, podemos definir o processo de exclusdo unidimensional com bordo
de taxa lenta como o processo de Markov com espago de estados {0, 1}~ cujo gera-
dor infinitesimal é dado pelo operador Ly definido no espaco das funcgoes reais em
{0,1}~, que em fungoes f : {0,1}/¥ — R é dado por !

(L f)(n) = (Lnof)(n) + (Lnpf)(0),

10 leitor pode pensar intuitivamente que a férmula do gerador infinitesimal é dada por
L f(n) = ¥ (taxa de salto de  para &)[f(¢) — £(n)].
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onde

(Lol = 3 £+ — )]
com o
n(x+1), se y==x
(™) (y) n(z), sey=xz+1
n(y), caso contrario
e
(Exaf)n) = [0 = 00)) + —00)] [0 ~ 7]

S —n) + 2 o) - o).

com

(Wﬂw:{l—W@%sey:x

n(y),  caso contrario.

Observe que o espaco de estados do processo descrito acima € finito, portanto o

operador Ly pode ser descrito por uma matriz, que é dada por Ly = Lyo + Ly,

onde
1 ,se =L < <N -1
Lno(m,§) = —N ,seé&=n
0 , caso contrario
e
)
50(0) + {1 (1 = n(0)) ,se & =1’
Lus(n.€) S20(N) + 5 (1 =n(N)) ,se & =n"
N,b\"/s =
—5E0(0) = (1 =n(0)) = FFn(N) = £ (L =n(N)) ,se&=n
0 caso contrario.

Denotaremos por (7))o 0 processo de Markov em {0, 1}~ associado ao gerador
N2%Ly. Isto é o processo de exclusdo simples com taxa lenta no bordo com o tempo
acelerado por um fator de N2. Essa mudanca na escala de tempo é importante

para conseguirmos a convergéncia da densidade.
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Mesmo que 7}’ dependa em « e 3, ndo vamos indexar nestes indices para simpli-
ficar a notacdo. Quando estiver claro qual o valor de N que estamos considerando,
podemos omiti-lo também, escrevendo 7; em vez de 7. Observe que podemos con-
siderar n"¥ como uma funcio aleatéria em Dyo1yiv(Ry), 0 espago das trajetérias
cadlag 2 tomando valores em {0, 1}~, onde a cada tempo ¢ associamos a configura-
caonl € {0,1}~.

Nosso objetivo nesse trabalho é estudar o limite hidrodinamico desse processo.
Isto é, consideraremos o processo em {0,1/N,2/N,...,1} e faremos N — co. Mostra-
remos que a densidade de particulas em [0, 1] (que sera precisamente definida na
secdo seguinte) converge (também num sentido preciso definido na se¢ao seguinte)

para a (dnica) solucéo fraca de uma EDP de evolucéo.

2.2 O Limite Hidrodinamico

Nesta secao enunciaremos de forma precisa um teorema de limite hidrodina-
mico para o processo de exclusdo simples com taxa lenta no bordo. Esperamos que
no limite N — 0o 0 nosso processo se comporte como a solucdo de uma EDP. Para

isso precisamos de uma definicdo adequada de condicdo inicial.

Definicdo 2.2.1. Uma sequéncia de probabilidades (i) yen em {0, 1}~ é dita as-
sociada ao perfil de densidade ~ : [0,1] — [0, 1] se, para todo § > 0 e toda funcéo
continua H : [0,1] - R

NLHZH /H u) du

reln

]\}1_r>n [N {77: > 5} = 0. (2.1)

Notacao: Denotaremos por (-,-) o produto interno usual em L?[0, 1], isto é,
dadas f e g € L?[0,1] denotamos (f,g) := fo u)du. Sempre que tivermos
uma funcdo de duas variaveis, um subindice denotara uma variavel, e ndo uma
derivada parcial. Por exemplo, H,(u) significa H(s,u). Derivadas parciais serdo
indicadas pelo simbolo 0. A derivada segunda na derivada espacial (a segunda
coordenada) sera denotada por A.

As trajetorias do processo de exclusio serdo denotadas por n".

Para 7 um intervalo em R e n,m € N, denotaremos por C™™ ([0,7] x Z) o con-

junto das funcoes definidas em [0,7] x Z que séo de classe C" no tempo e C™ no

2Abreviacdo francesa para "continuas a direita com limite & esquerda".
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espaco e por C™™ ([0, T] x Z) o subespaco de C™™ ([0, T] x Z) formado pelas funcoes

com suporte compacto.

Nossas proximas definicoes apresentam a EDP que aparecera como limite da
densidade de particulas do nosso sistema e o conceito de solucdo fraca para tal

equacio. Antes, especificaremos o espaco onde vivem as solucgoes fracas:

Defini¢do 2.2.2. Dizemos que uma fun¢do f € L?(0,1) pertence ao espaco de So-
bolev H'(0,1) se existir uma funcdo g € L*(0,1) tal que para toda ¢ € C>(0,1)

vale

[ s du=- [ gwptwan

A funcéo g é chamada de derivada fraca de f e denotada por f’. Prova-se (ver

[3]) que f’ estda bem definida e H' é um espaco de Hilbert com o produto interno

(fr, f)ar00) = (f1, f2) p200) + (f1 f2) 22(0,1)-

Denotamos por || - ||31(0,1) @ norma em #'(0,1) induzida pelo produto interno
<'7 '>'H1(0,1)~

Definic¢ao 2.2.3. O espago L*(0,7;H'(0,1)) é formado pelas fun¢des mensurdveis
p:[0,T] = H*0,1) tais que

T
A|mwmmmmu<m.

Definicao 2.2.4. Seja v : [0,1] — R uma funcéo continua. Uma funcédo limitada
p :[0,7] x [0,1] — R é uma solucdo fraca da EDP parabdlica com condicdes de

fronteira

Opr(u) = Api(u), ¥V (t,u) € [0,T] x [0,1]
p(0,u) = v(u) Vuel0,1]
Oupt(0) = —a+ p(0), Vt € 0,7
Qupr(1) = B — ps(1), Vt € [0,T7,
sepe L*(0,T;H'(0,1)) eparat € [0,T] e H € C**([0,T] x [0, 1]), p satisfaz a equacdo

(2.2)
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integral
(e ) = 0 Ho) = [ (0.4 D) )
+/t {ps(0)0,H,(0) — ps(1)0, Hy(1) }ds (2.3)
+

/0 [H,00) (00— p.(0)) + H(1)(8 - (1)) }ds.

Na expressdo acima, precisamos dar um sentido as integrais envolvendo p,(0)
e ps(1), pois as densidades p; s6 estédo definidas a menos de um conjunto de medida
de Lebesgue nula. Sabemos que p € L*(0,T;H'(0,1)). E possivel demonstrar (ver
[2], Teorema 8.2) que para cada s € [0,7] a funcédo p, é igual, quase certamente,
a uma funcao absolutamente continua. Dessa forma, as funcgoes f, : [0,7] — R
definidas por

convergem pontualmente quando n — co. Denotamos por p,(0) o limite lim,, o, f,(s).
Note que as fungoes f, sdo mensuraveis, logo p;(0) é uma funcio mensuravel de s,
de modo que a integral envolvendo p,(0) em (2.3) esta bem definida. Procedemos
da mesma forma para dar sentido a integral envolvendo p,(1).

Para a motivacao dessa nocéo de solucéo fraca, o leitor pode consultar o Apén-
dice A.

Agora podemos enunciar o nosso principal resultado:

Teorema 2.2.5 (Limite Hidrodinadmico). Fixe um perfil inicial continuo ~ : [0,1] —
0,1]. Seja (1un)nen uma sequéncia de probabilidades em {0,1}!~ associada a 7.
Suponha que o« = (. Entdo, para cada t € [0,7T], para cada 6 > 0 e para toda
H € CI0,1], vale

. N 1 T N !
Jim Py | ;‘N—H 3 H(N) N (z) —/O H(u) p(t,u)du‘ > 5| =0,

z€lN

onde p(t,-) é a solugdo fraca da EDP (2.2).

Observacao: Colocamos a hipétese o = [ porque a nossa demonstracéo precisa da
reversibilidade do processo e da medida invariante Bernoulli produto em dois pas-
Sos cruciais, que se encontram nas Secoes 3.2 e 3.3. No entanto, outros passos da
demonstragdo funcionam bem sem essa hipétese, motivo pelo qual continuaremos

diferenciando « e 3 sempre que for possivel.
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Até agora, temos uma sequéncia de processos de Markov n", que podemos con-
siderar como funcdes aleatérias em Dy y1x [0, T]. Queremos fazer um limite em N
para demonstrar o Teorema 2.2.5. No entanto, o espaco de estados muda conforme
mudamos o valor de N. Para contornar isso, vamos considerar as medidas empi-
ricas associadas ao nosso processo, que definimos agora. As defini¢cdes e notacoes

apresentadas a seguir serdo usadas frequentemente no que se segue.

Definic¢ao 2.2.6. Dada uma configuracéo n € {0, 1}!~, associamos uma medida em

[0, 1], chamada de medida empirica associada a n, dada por

N+1Z"

Acima 4, denota a delta de Dirac no ponto u. As vezes escreveremos 7" em vez
de 7 para explicitar a dependéncia em N. Note que para nio carregar a notacéo
nao explicitamos a dependéncia de 7 em 7. Com isso, dado um processo de Mar-
kov em D,y [0, T], podemos considerar o processo das medidas empiricas m;’ em
D0, T], onde M € o conjunto das medidas positivas em [0, 1] com medida total
menor ou igual a um, com a topologia da convergéncia fraca. Observe que a aplica-
¢do que leva um processo de Markov em Dy 131y [0, 7] no processo de suas medidas
empiricas em D0, T] é claramente injetiva. Disto segue que ¥ também pode ser

vista como um processo de Markov.

Notacao: Denotaremos por Qy a medida induzida em D [0, 7| pelo processo de
Markov 7. A medida Qy pode ser pensada como o pushforward da medida P,
pela aplicacdo ¥ — 7V que associa a cada trajetéria no espaco de configuracdes a

trajetoria de suas medidas empiricas.

Para uma funcéo integravel H : [0,1] — R, (¥, H) indica a integral de H com

respeito a V:

N
1 xT
N e _
(m s H) = 5 xZOH(N> ().

Embora estejamos usando a mesma notacdo que usamos para o produto interno
em L?[0, 1], o contexto deve evitar ambiguidades. Além disso, quando a medida =
tem densidade p com respeito & medida de Lebesgue, podemos escrever (p;, H) para
denotar (m;, H), o que coincide com a notacédo (p;, H) para o produto interno entre
pr € H em L?[0,1].

Estamos finalmente prontos para enunciar a versiao que vamos provar do Teo-

rema 2.2.5.
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Teorema 2.2.7. Quando N — oo, a sequéncia de probabilidades (Qy)yen converge
fracamente a uma probabilidade Q que é uma delta de Dirac numa trajetoria = de
D |0, T) formada por medidas absolutamente continuas com respeito a medida de

Lebesgue, cujas densidades p. formam uma solucdo fraca da Equacdo 2.2.
Afirmacao 2.2.8. O Teorema 2.2.7 implica o Teorema 2.2.5.

Demonstragdo. Suponha t < T. Defina ®; : Dp[0,7] — R por ®y(7w) = [(m, H) —

(pt, H)|. O enunciado do Teorema 2.2.5 afirma entéo que, para todo ¢ > 0,

Jim Qn[®; > 6] = 0.

Note que ®, é continua no ponto = se 7 (vista como funcéo de [0,7] em M)
for continua em ¢. Usando o Teorema 2.2.7, vemos que o conjunto das desconti-
nuidades de ®; tem Q-probabilidade zero. Isso nos permite aplicar o Teorema de

Portmanteau para obter

lim sup QN[(I)t > 5] < Q[q)t > 5] =0,

N—oo
como queriamos demonstrar.
[

A demonstracdo (parcial) do Teorema 2.2.7 acima ocupara o resto desta disser-
tacdo, e consiste nos seguintes passos:

Passo 1: A sequéncia (Qy)ycy € relativamente compacta.

A demonstracao desse passo utiliza o Teorema de Prohorov, e pode ser encon-
trada na dissertacdo de mestrado de Rangel Baldasso.

Passo 2: Os pontos limites da sequéncia (Qy)ycy estao concentrados em
trajetorias absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue,
cujas densidades sao solucoes fracas da Equacao 2.2.

A demonstracao desse passo pode ser subdividida em trés partes: na Secéo 3.1
mostraremos que os pontos limites da sequéncia Qy estdo concetrados em trajeto-
rias absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue.

Na Secao 3.2 sera esbocada a prova de que as densidades pertencem ao espaco
L*(0,T;H'(0,1)). A demonstracio detalhada desse passo pode ser consultada na
dissertacdao de mestrado de Rangel Baldasso.

Finalmente, a demonstracio do Passo 2 sera concluida na Secao 3.4.

Passo 3: A Equacao 2.2 possui uma unica solucao fraca.
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A unicidade da solucédo néo sera demonstrada aqui. Ela pode ser feita com o

método do laplaciano inverso, ver [4].

Os trés passos acima sio usados em praticamente todos os resultados de limite
hidrodinamico. No entanto, cada modelo tem suas dificuldades, exigindo técni-
cas proprias para executar cada um dos passos acima. O Passo 3 é um problema
puramente analitico e o Passo 1 geralmente é demonstrado usando o Teorema de
Prohorov (que sera apresentado no préximo capitulo). O Passo 2 é o que mais va-
ria de modelo para modelo. No entanto, algumas técnicas sdo aplicaveis a varios
modelos semelhantes. Nessa dissertacdo, seguiremos de perto os métodos usados
em [8].

2.3 Medidas Invariantes

Comecamos procurando as medidas invariantes para o processo 7. apresentado
na Secdo 2.1. Na verdade, precisaremos que o processo seja reversivel. 3 Para tal,
precisamos achar medidas p que satisfazem u(n)Ly(n, &) = n(&) Ly (&, 1), quaisquer
que sejam 7, ¢ € {0,1}~. Lembramos que Ly é o gerador infinitesimal do processo

de exclusao simples com taxa lenta no bordo, definido na secéo 2.1.

Definicao 2.3.1. Seja 0 < o < 1. Chamamos de Bernoulli produto de parame-

tro o a probabilidade ¥

«

{0,1}!~ 2z € Iy} s@o independentes e v\ [ € {0, 1}/ : n(z) = 1] = a.

em {0,1}/~ tal que as variaveis aleatérias {n(z) : n €

Quando o valor de N for claro, vamos denotar v simplesmente por v,,.

Proposic¢io 2.3.2. Quando o = 3 a medida de probabilidade vY torna o processo

n™ reversivel.

Demonstracdo. Como foi observado acima, basta verificar que sempre vale a equa-
¢do de balango v (n)Ln(n, &) = v (€) Ly (€, n) quaisquer que sejam as configuracoes

n e £. Esta igualdade é clara se ¢ = 1. Se ¢ for diferente de n, °, 0V e np»*+!

3Um Processo de Markov (Xt)¢>0 com probabilidades de transicdo (P;);>o é dito reversivel com
respeito 4 medida p no seu espago de estados se a equacgéo p(n)P:(n, &) = u(&)P:(€,n) for satisfeita
para quaisquer estados 7 e £ e para qualquer ¢ > 0. Segue dessa defini¢do que i é uma medida
invariante para o processo. Para mais detalhes sobre medidas invariantes e reversibilidade o leitor

pode consultar [7].
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(x € Iy) entdo Ly(n, &) = Ly(€,n) = 0, o que verifica a condi¢do. Quando & = p»**!
para algum z € Iy temos Ly(n,&) = Ly(&,n) = 1 e vV (n) = vY(€), de forma que

v (n)Ln(n,&) = v (§)Ln(&,n). Quando & = 1° e n(0) = 0 temos Ly(n, &) = /N,

Ly(&mn) = (1 —a)/N e vi(€) = 2v(n), de modo que a equacdo de balanco

« 1—-a «

vale. Quando ¢ = 7' e n(0) = 1 temos Ly(n,&) = (1 — a)/N, Ly(&,n) = a/N e

vl(€) = =2 (n), novamente verificando a equacéo de balango. O caso { = n™
pode ser verificado analogamente. H

Este resultado, em particular, nos permite estabelecer a medida invariante do
processo de Markov no caso em que o = 3 como sendo uma medida Bernoulli
produto de parametro a.

Veremos mais adiante que a medida Bernoulli produto é muito conveniente
para a demonstracéo do limite hidrodindmico. E s6 por néo conseguirmos medi-
das invariantes tdo boas quando o # [ que somos obrigados a supor o = [ no

enunciado do limite hidrodindmico.

2.4 Rigidez

Dizemos que uma sequéncia de probabilidades (Py)yeny num espaco métrico € é
rigida se para todo ¢ > 0 existir K. C £ compacto tal que Py(K.) > 1 — ¢ para todo
N € N. Rigidez é um conceito muito atil quando usada em conjunto com o Teorema

de Prohorov:

Teorema 2.4.1 (Prohorov). Seja (Py)nen uma sequéncia de probabilidades no es-
paco métrico completo E. Se (Py)nen for rigida entdo (Py)yen € relativamente com-
pacta (isto é, qualquer subsequéncia admite uma subsequéncia fracamente conver-

gente). Se £ também for separdvel vale a volta.

A demonstracéo pode ser encontrada por exemplo em [1] ou [6].

O espaco topoldogico M das medidas em [0, 1] limitadas por 1 é um compacto com
a topologia da convergéncia fraca e é metrizavel com essa topologia (ver apéndice
B.0.2). Com isso o espaco Dy,[0, 7] também pode tornar-se um espago métrico se-
paravel e completo com a Métrica de Skorohod. Para detalhes da definicdo dessa

meétrica o leitor pode consultar o Apéndice B.

Proposicao 2.4.2. A sequéncia de medidas {Qy : N > 1} é rigida na topologia de
Skorohod de D [0, T.
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Capitulo 3

Caracterizacao dos Pontos Limites

Como observamos no capitulo anterior, é possivel provar que a sequéncia de pro-
babilidades (Qy)yen € rigida. Tomamos agora um ponto limite Q. para a sequén-
cia (Qn)ven. Sem perda de generalidade, supomos que Qy = Q., onde a notagéo
"="indica convergéncia fraca de medidas. Aqui, vamos verificar que a medida
de probabilidade Q. estd concentrada em trajetérias ©. € D[0,7] que sdo ab-
solutamente continuas em relacdo a medida de Lebesgue e tém densidades p €
L2(0; T;H'(0,1)) que sdo solugdes fracas da EDP (2.2). Vamos denotar por E, a
esperanca com respeito a probabilidade Q..

Esta demonstragio é dividida em trés passos. O primeiro passo consiste em
demonstrar que a medida de probabilidade QQ, é concentrada em trajetdorias abso-
lutamente continuas com relacdo a medida de Lebesgue. O segundo passo consiste
em demonstrar que as densidades pertencem ao conjunto L*(0;7;H'(0,1)). O ter-
ceiro e ultimo passo consiste em verificar que as densidades satisfazem a Equacéo
(2.2).

3.1 Medidas Absolutamente Continuas

Aqui vamos demonstrar a primeira parte da nossa caracterizacao. Estamos

assumindo que Qy = Q..

Nota. Observe que as varidveis aleatérias 7" nédo tem contradominio R. Na ver-
dade, estas funcoes sdo medidas aleatérias. Como o leitor pode conferir no Apén-

dice B.0.2, o espaco em que nossas medidas aleatorias tomam valores é um espaco
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métrico completo e separavel, o que nos permite considerar convergéncia fraca de
probabilidades sobre esse espacgo, conforme [1]. Além disso, o Teorema de Port-

manteau ainda vale nesse cenario, bem como grande parte de seus corolarios.

O objetivo desta secdo é demonstrar a seguinte

Proposicao 3.1.1. Seja Q. um ponto limite da sequéncia (Qn)yen. Entdo Q. estd
concentrada em trajetorias de medidas absolutamente continuas com respeito a

medida de Lebesgue.

A estratégia da prova sera demonstrar que Q,-quase certamente as trajetorias
7. satisfazem supy.;.r [(m, G)| < fol |G(u)| du para qualquer fungdo continua G :

[0,1] — R. O lema abaixo justifica essa estratégia:

Lema 3.1.2. Se y é uma medida que satisfaz |(u,G)| < fol |G (u)| du, para toda
funcdo G : [0,1] — R continua, entdo n é absolutamente continua com respeito a

medida de Lebesgue.

Demonstragdo. Durante a demonstracao deste lema a medida de Lebesgue em [0, 1]
sera denotada por \.
Seja F' C [0,1] um conjunto fechado. Para cada n € N seja F,, := {u € [0,1] :

d(u,F) < 1/n}, onde d denota a métrica usual em R. !

Note que a sequéncia
(Fy)nen € decrescente e N,enF,, = F. Tome fungdes continuas g, : [0,1] — R tais
que 0 < g, <1, go|r = 1 € gn|pe = 0. Temos entdo u(F) < (N, gn) < A(F,). Fazendo
n — oo obtemos u(F) < A(F).

Seja agora A C [0,1] tal que A\(A) = 0. Vamos mostrar que p(A) = 0. Dado
e > 0 existem intervalos fechados Iy, I, ... tais que A C Upenl, € >, A1) < e.
Temos entdo p(A) < p(Unenly) = limy, oo p(Up_; ) < limy, oo A(UR_ 1) < €. Como ¢
é arbitrario, obtemos p(A) = 0. O

Demonstragdo da Proposi¢do 3.1.1. fixe G € C[0, 1]. A restricdo de no maximo uma

particula por sitio implica, para todo N € N,

N
Qu |71 sup |(m, G)| < 525 D |G (z/N)|| = L.
x=0

0<t<T

Mas N+r1 Zivzo |G(z/N)| — fol |G(u)| du quando N — oo, logo fixando ¢ > 0 en-
contramos N (¢) € N tal que para todo N > N (¢)

1A distancia entre o ponto u e o conjunto F' é definida por d(u, F) := inf,cr d(u,v).
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Qn [7; csup [(m, G)| < 5+/01 |G(u)|du} =1

0<t<T

Gostariamos de aplicar o Teorema de Portmanteau ao conjunto

BE:{W_EDM[O,T]: sup | (s, G| §€+/01\G(u)\du}.

0<t<T

Para isso precisamos que tal conjunto seja fechado na topologia de Skorohod.
Tome uma sequéncia (7"),cn em B. e suponha que existe 7. € D [0, 7] tal que 7" —
7. na topologia de Skorohod. Vamos mostrar que =, € B.. Como 7 é uma trajetoria
continua a direita, a funcéo real ¢t — |(m;, G)| também € continua a direita.

Seja t < T. Usando o fato de que 7 = 7, para quase todo s (Lema B.0.7)
conseguimos uma sequéncia ¢, | t tal que 7. =, m;, para todo k > 1, de modo que
(7., G)| < e+ [, |G(u)| du para todo k. Segue que

1
(m, G| = lim [{my,, G| sw/ G ()| du.
k—o0 0

O Lema B.0.7 também garante que 772 = 7r, donde |(77, G)| = lim,, o (7%, G)| <
€+ fol |G (u)| du. Concluimos que 7. € B, o que conclui a prova de que B. é fechado.
Aplicando o Teorema de Portmanteau obtemos Q.(B.) > limsupy_,., Qn(B:) =

1. Como ¢ é arbitrario, segue que 2

Q. [w_; sup |(m, G| g/01|G(u)|du] ~ 1

0<t<T
Para concluir a demonstracao da Proposicéo 3.1.1 basta usar a igualdade acima

para G num subconjunto enumeravel de C|0, 1|, denso na topologia uniforme. [
3.2 O Espaco L*(0,T;H'(0,1))

Nesta secdo vamos dar os passos da demonstracio de que as densidades p; es-
tdo em #'(0,1) e de que a funcdo p : [0,7] — H'(0,1) estd em L*(0;T;H'(0,1)).

Usaremos o seguinte lema:

Lema 3.2.1. Suponha que m. € Dy[0,T] € tal que, para todo t € [0,T], m; é abso-

lutamente continua em rela¢do a medida de Lebesgue, com densidade p; € L'[0,1]

2Intersectando os conjuntos B; n-
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limitada por 1 e que existe uma funcdo p € L? ([0, T] x (0,1)) que satisfaz

//8Hsu (s,u)duds = — //Hsu (s,u)duds,

para toda fun¢do H € C%' ([0,T] x (0,1)). Entdo p € L*(0,T;H'(0,1)).

A partir deste lema, para concluirmos que p. € L*(0;T;H'(0, 1)), basta encontrar

uma p € L*([0,7] x (0,1)) que satisfaz

//8uHsu (s,u)duds = — //Hsu (s,u)duds, (3.1)

para toda funcédo H € C>' ([0, 7] x (0,1)).
Vamos demonstrar isto de maneira indireta. Defina o funcional linear /, em
Cet ([0, 77 % (0, 1)) por

L(H) = /0 ' /0 lauH(s,u)p(s,u)duds: /0 ' /0 1 O H (s, u)dms(u)ds.  (3.2)

Na igualdade acima utilizamos o fato de que 7, é absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue, com densidade p,. Vamos verificar que pode-
mos estender continuamente esse funcional para o conjunto L?([0,7] x (0,1)) e
que [, é Q,-quase certamente continuo. Pelo Teorema da Representacdo de Ri-
esz para espacos de Hilbert, poderemos achar (para Q,.-quase toda p ) uma funcao
p € L*([0,7] x (0,1)) satisfazendo (3.1). Para demonstrar que [, é limitado, esti-

maremos a quantidade sup,{l,(H) — 2| H|? 12( y}. O lema abaixo mostra que

[0,7]x(0,1))
essa quantidade nos d4 a norma de [,:

Lema 3.2.2. Sejam FE um espaco de Banach com norma |||, k >0e f: E — Rum
funcional linear. Se
sup { f(x) — |2} < oo,
zeE
entdo f é limitado. Além disso,
1A = — . Sup {f(x) = sl)?}.
Demonstracdo. Observe que vale

sup { f () — kllz]} = sup sup { /(%) — k| Ayl*} - (3.3)

llyll=1 A
Fixe y € F com ||y| = 1. Vemos que f(\y) — x| \y||> = \f(y) — k\? atinge o seu

maximo® em \ = 5-f(y). Substituindo esse valor de A em (3.3) obtemos

1
igg{f{ —/£H$H }_— UP fly ) :RHJCHQa

4K |ly)|=

como queriamos demonstrar. O

3Derivando em )\ encontramos f(y) — 2k\.
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Até agora s6 enunciamos resultados de andlise nesta secdo. A proposicdo a
seguir é probabilistica e é a parte mais importante da demonstracdo de que p. €

L?(0,T;H'(0,1)). Lembramos que E, denota a esperanga com respeito a Q..
Proposicao 3.2.3. Se os funcionais [, sdo definidos por (3.2), entdo existe uma
constante K, < oo tal que

E, sup {lp(H) - 2||H||2L2([0,T]x(o,1))}] < K. (3.4)

HeCP ([0,T]%(0,1))

A demonstracio pode ser encontrada na dissertacdo de mestrado de Rangel

Baldasso.

3.3 Lema da Substituicao

Nesta secio isolamos o enunciado e a demonstracdo de um lema que sera es-
sencial para a caracterizacdo dos pontos limites. O leitor pode pular esta secédo
agora sem prejuizo da continuidade e voltar quando os resultados daqui se fizerem
necessarios, no final da secédo seguinte.

Lembramos que 7 denota a medida empirica associada & configuracio n €
{0,1}/~, como definido na Sec¢do 2.1. Usaremos as seguintes notagdes, onde |u]

denota a parte inteira do nimero real u:

[eN]
. 1
Y (0) = EWN[(),E] = v (@) e
=0
1 N
UEN(N) = EWND - 1] = 5(]\71+1) Z 77(95)
z=N—|eN|

Além disso, denotamos por [, a esperanca com relacdoaP,, .

Lema 3.3.1 (Lema da Substituicao). Considere uma sequéncia de funcées Fy :
[0,1] = R tal que ||Fxn||coc < L para todo N € N, onde L > 0 é uma constante fixa.
Entao parat € [0,T] e x € {0, N} vale

i sup s, || [ I (@) — ()] ] o

el0 N—oo
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Demonstracdo. Comecamos escrevendo

t
By || [ v @) - noas]] =[5 ]| [ B - o as] dun o
(3.5)
Fixe v > 0. Usando a desigualdade da entropia (D.1) vemos que (3.5) é domi-
nada por
1
i) + T os e (o, [ Ewt @) - ) as| o
1
S’Y_NH(MN|V +—log/ . {exp {7]\7‘/ Fn(s x) — ns(x)] ds‘H dvl (n)
1 1
:WH(uN|V )+WlogEyw {exp {ny’/ Frn(8)[n2N (z) — ns(2)] ds’}]. (3.6)

O Lema D.0.12 diz que H(un|vY) < K(N + 1) onde K é uma constante que
depende apenas de a. Fazendo v — oo nos livramos do primeiro termo em (3.6).

Resta analisar o segundo termo de (3.6). Observe que para todo x € R vale
el < e* + ¢7*. Usando o Lema C.0.11, podemos eliminar o médulo na expressio

(3.6): precisamos mostrar que
1
lim sup lim sup — log IE,,» [exp {WN/ Fn(s —ns(x)] ds H =0 (3.7)
el0 N—oo ny

uniformemente em ¢ e que a mesma equacéao vale trocando YN por —yN dentro da
exponencial.

Usando a férmula de Feynman-Kac (Lema D.0.13 do apéndice) com V (s,n) =
YN Fy(s)[°N () — ()] limitamos o logaritmo em (3.7) por [; I, ds, onde

Ly= sup  {(Vi, /) + (N’ Lof, [y + (N’Lyyf, flun } -

”fHLQ(V(I)Y)Sl

Vamos fazer o caso z = 0. O caso x = N é analogo. Calculamos agora as parcelas

no interior do supremo que define I',:
Ver Py =N [ Ew(o)lir™(0) = 0)L ) dv o)

Segundo o Corolario D.0.15 temos que

N2 Nl

(N*Lucof, s :——Z / sty ()2 du? ()
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<LN,bf7 f)ug}’ <0.

Com isso limitamos a expressao dentro dos limites em (3.7) por

/0 sup { / Fy(s)[n™ (0)=n(0)]f (n)* dvy (n)—ﬁi / [F (™) = F ()] dvy ()

£l 2,00, <1 2y =
+ (Lot fhgy} ds. (3.8)

O préximo passo consiste em limitar o primeiro termo no interior do supremo
acima. As préximas contas procuram fazer aparecer a expressio de (NLy,f, f)
para que esta se cancele com o segundo termo no interior do supremo. Observe
que ainda ndo podemos trocar Fy(s) por L, pois Fiy(s) pode ser negativa, de modo
que trocar Fy(s) por L poderia diminuir o valor da integral em s, o que néo nos

interessa.

/ F(8)[eN (0) — (0)] £(n)? dv™ ()

B 1
e(N+1)

leN]

/ Fx(s) 3 [n(x) — n(O))f (m)? dv (n) + o(1).

z=0

A notacéo o(1) usada acima indica que o termo de erro ¢ converge a zero uni-
formemente em f com | f||;2,~) < 1 quando N — oco. Por simplicidade, ndo vamos
escrevé-lo no restante das contas. Com essa ressalva, escrevemos a ultima expres-
sS40 como

LENJ rz—1

s Y ity 1) = s

mly
[eN]| z—1

25N+1)ZZ/ n(y + D] f (") dvl (n)

=1 y=0
[eN] z—1

2N+ 1) N + 0 > Z/ n(y + 1) = nIf () = FP ) dvy (n).

xlyO

/. . . . 1 2 2 2
Nas udltimas estimativas escrevemos W(V;, Py =5 (Ve, [ + 5(Vi, f2) v e fi-
zemos a mudanca de variaveis n — n¥¥"! no segundo termo. Observe que s6 foi pos-

sivel fazer essa mudanca de variaveis porque a medida invariante é uma Bernoulli

0 termo de erro é [ Fin(s) [E(Ljijﬂ)n(()) - 7](0)} f(m)2dvl (n).
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produto. Fixe A > 0. Escrevendo f(n)*—f(n*¥*)? = [f(n)— f(n***))]Lf (n)+f (1),
usando a desigualdade ab < Aa® + b*/A e lembrando que ha no maximo uma parti-

cula por sitio, limitamos a expressao acima por

1 [eN] z—1
m >3 fis — s )
[eN] z—1 1 e .
yy
T2 N+ 1) z; ; A/ )" dvy (). (3.9)

No primeiro termo acima, podemos majorar o somatdrio em y somando até y =

N — 1. Com isso limitamos esse termo por

25(;N+ 1)Ay§ /[f(") = JP dvg (n) < g; /[f(n) = f" )] dvy ().

Escrevendo [ (n)+f(n""*)]* = f(n)*+2f () f(n*¥ )+ f (¥ *1)?, usando || f[| 2y <
1 e lembrando que ||Fy|l« < L, 0 segundo termo de (3.9) pode ser majorado por

LENJ x—1

0I? N
N+1 ZZA_ N1 EN D,

=1 y=0
Tomando A = N/v e lembrando que (N°Lyf, f),» < 0, vemos que o supremo
em (3.8) é menor ou igual a 2L%y(sN + 1)/(N + 1), donde segue (3.7).
Resta apenas provar (3.7) com —yN no lugar de vN dentro da exponencial, o

que pode ser feito trocando Fy por —Fy. Il
Vamos precisar da seguinte consequéncia do Lema da Substituicao:

Proposicao 3.3.2. Sejam Fy : [0,1] — R funcoes mensurdveis com ||Fy|. < L,
x€{0,N}ed > 0. Entdo

lim sup limsup P, ,

el0 N—ooo t€[0,7)

. sup ’/ Fn(s n(x)]ds‘ >5] = 0.

Demonstracdo. Para simplificar a notacéo, defina

Ve (s) = Fi(s)[n™ (x) — n(x)].

Comecamos observando que para s,t € [0, 7] vale®

'\ [veroas| -] [vere el
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onde C := ||[V=V||, < oo (e a cota ndo depende de N ou ¢).
Seja {t1,ts,...,1;,} um subconjunto finito ¢ de [0, 7] tal que para todo t € [0, 7]
existe i € {1,2,...,k} tal que |t — t;| < §/4C. Segue do Lema da Substituicdo que

in
lim sup limsup P, [7], : max ’/ VEN(s) ds‘ > ﬂ = 0. (3.11)
0

el0 N—oo 1<i<k

xT

d/2. Tome t; tal que [t* — t;| < §/4C. Temos entéo |f0t Vel (s)ds| > §/4. Logo

x

Se sup;c(o.7y | [y VeN(s)ds| > & entdo existe t* € [0,7] tal que |fg Vel (s)ds| >

t t;
P, |n : sup ‘/ Vel(s) ds’ >4 <P,, [77. © max / Vel (s) ds‘ > 6/4] :
tefo,1) ! Jo l=isk 1 Jo
A proposicao segue entéo de (3.11). O

3.4 Caracterizacao dos Pontos Limites

Nesta sec@o provaremos o seguinte teorema, que constitui um passo fundamen-

tal na demonstracéo do limite hidrodinadmico:

Teorema 3.4.1. Para qualquer medida Q. que seja um ponto limite da sequéncia

de medidas (Qn)wex, temos
Q.| (o Hi) = (oo [ (0 0+ ) .) s
~ [ 000,10 = 020} s
- /0 {H.(0) (0~ .(0)) + Ho(1) (00— pu(1)) } ds = 0
vte[0,T], VH e C“*([0,T] x [0, 1])] =1 (3.12)

Mostraremos que, Q,-quase certamente, vale a igualdade no interior da pro-
babilidade acima para H num conjunto enumeravel de funcoes teste, denso em
C12([0,T] x (0,1)) com a norma C? (ver Lema C.0.10).

Fixe entdo § > 0e H € C'3([0,T] x [0,1]). Nosso objetivo é mostrar que

6Tal conjunto é chamado de uma % -net para [0, 7.
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0<t<T

Q* [77. . sup ‘(ptv Ht) - <77 H0>_/0 <p87 (88 + A)H5> ds
- /0 {pa(0)0,H(0) — po(1)OLHL(1)} ds

_/ {Hs(o)(a—ps(()))+HS<1)(a_ps<1))}dS

0

:0]:1_

<pt,Ht>—<%Ho>—/0 (ps,(aerA)Hs)dS—/o ps(0)[0.H,(0) — H(0)] ds

A equacdo acima pode ser reescrita como

0<t<T

Q. [7; . sup

v [ o) + ] ds — [ a0 + )] ds| > a] 0. (3.13)

Para estimar a probabilidade (3.13) vamos usar as probabilidades (Qx)nen. O
problema é que o conjunto que aparece em (3.13) ndo pode ser medido com as
(Qn)nen, pois as medidas empiricas (V) yey néo sdo absolutamente continuas com
respeito a medida de Lebesgue. Para contornar essa dificuldade trocaremos p;(0)
e pi(1) pelas suas aproximacdes 1m[0,¢] e 1m[l —¢,1], onde e > 0 serd escolhido

pequeno. Com isso vemos que (3.13) é limitado pela soma dos seguintes termos:

Q. [7; : sup

0<t<T

e, H)— (o, Ho)— /0 () (DA A)HL) ds— /0 éws[o,g] (0, H(0)— HL(0)] ds

3

+/t Ll = e 1)[0uHL (1) + HL(1)] ds—/ta[Hs(O)JrHs(l)] ds‘ >5/4], (3.14)

Q. [7?. : [{mo, Ho) — (v, Ho)| > d/4], (3.15)
Q. lw  sup | /0 0,H,(0) — HL(0)] Em[o,s] _ pS(O)] ds| > 5/4] (3.16)

e
Q. [7?  sup /0 OuHL(1) + Ha(1)] Ewsu _— —ps<1)1 | > 5/4]. (3.17)

O termo (3.15) é nulo pela prépria definicdo de medidas associadas a um perfil.
Esse é o conteddo do préximo lema, cuja demonstracéo se encontra no final desta

secao.
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Lema 3.4.2. Se (uy)nyen € uma sequéncia de medidas associadas ao perfil inicial
v :[0,1] — R entdo
@*[ﬂ' : ‘(71'0,H0> — <’}/, H0>’ > 5/4] = 0. (318)

O préximo passo consiste em mostrar que os termos (3.16) e (3.17) convergem
a zero quando ¢ — 0. Isso segue do seguinte lema, que sera demonstrado no final

dessa secio:

Lema 3.4.3. Fixe « > 0. Entdo
t
lim Q, {7{: sup /
e—0 0<t<T Jo

t
limQ, |7 : sup /
e—0 0<t<T Jo

Gostariamos de aplicar o Teorema de Portmanteau ao conjunto em (3.14), mas

éws[o,e] - Ps(o)‘ ds > ’f} =0,

é”su —&1] - ,05(1)) ds > I{:| =0.

nao sabemos se tal conjunto é aberto. O lema a seguir usa aproximacoes das fun-
coes indicadoras de [0,¢] e [1 — ¢, 1] por fun¢des continuas para conseguir aplicar o

Teorema de Portmanteau (a demonstracéo se encontra no final dessa secio):

Lema 3.4.4. A probabilidade em (3.14) é limitada por

(o, LY — (o, Ho) — /0 (s, (0, + AV, ds

liminf Qu |7 : sup
N—oo 0<t<T

_ / t gm[o, ][0, H.(0) — H,(0)] ds + / t }rsu — &, ][0 H,(1) + H,(1)] ds

_ /ta[Hs(O) + H,(1)] ds‘ > 5/16]. (3.19)

Somando e subtraindo f(f N?Ly{m,, H,) limitamos (3.19) pela soma de

N—oo 0<t<T

t
limsup Qy [7r_ : sup |(m, H) — (mo, H) —/ (05 + N?Ly){my, H) ds’ > 5/32] (3.20)
0

t t
lim sup Qun [7;: sup /NZLN<7TS,HS> ds—/ (ms, AHy) ds
0 0

N—oo 0<t<T

- / t %WS[O, €][0,H,(0) — H,(0)] ds + / t éws[l — &, 1[0, H,(1) + Hy(1)] ds

—/ta[Hs(O)—i—Hs(l)] ds‘ > 5/32]. (3.21)
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Pelo Teorema 1.2.1, a expressao M} (H) := (m,, H,)—(mo, Ho)— [ (s+N>Ly) (s, Hy) ds
em (3.20) é um martingal com respeito a filtracdo natural F; := o{n,: s < t}.

Comecamos mostrando que o limite (3.20) é nulo. Isso é uma consequéncia da
Desigualdade de Markov e do seguinte lema, que sera demonstrado no final desta

secao:

Lema 3.4.5. Seja M} (H) := (m, H,) — (mo, Ho) — [, N*Ly (7, Hy) ds. Entdo

lim E, [sup |MtN(H)|} = 0.
N—oo 0<t<T

Resta apenas estimar (3.21), que pode ser reescrita, usando a definicdo de Qy
(como pushforward de P,, pela aplicagdo que associa a uma configuragdo a sua
medida empirica), como

t
hmsuppwl,: sup /NQLN , >ds—/<7rgV,AHs>ds
0

N—o0 0<t<T

[ O 0) s + [N+ H] s

0 0

—/ta[HS(O)JrHs(l)] ds‘ >5/32], (3.22)

acima 7 é a medida empirica, 7=V (0) é a média na caixa a direita do sitio z =0 e
nEN(N) é a média na caixa a esquerda do sitio r = N.
Para isso vamos usar a expressao do gerador Ly = Ly + Ly,. Lembrando que

agora estamos assumindo o = /3, obtemos (as contas estao no final desta secéo)

N?Ly(m,, H,) NHZns )JANH, (£)

+15(0 )NL[VNH( ) — H,(0)]
—775( ) 1[VNH() Hs(l)]
+ gy (Hs(0) + H(1)),

onde utilizamos as notacées

AvH(u)=N?[H (u++) +H (

I

|
=
~—

|
[N}
=
S



Observe que cada parcela na expresséo do gerador é uma aproximacio discreta
para algum termo que aparece na equacéao integral (2.2). Em geral, ao abordarmos
um problema de limite hidrodindmico, um dos primeiros passos consiste em aplicar
o gerador em (7, H,) para ter uma ideia de qual sera a equacéo hidrodinamica.

Finalmente podemos limitar por cima a expressdo de dentro da probabilidade

da equacéo (3.22) pela soma das seguintes parcelas:

OZ?ET‘ / N+1Z77s JANH, (%) = (=, AH,) } ds], (3.23)

s | / 00 Hy(0) — H.(0)] ~ ny(0) [V Hy(0) — H(0)]} ds|. (3.2
OiggT\ [ 0 0) = (0] ) B ) - ] 329
s | /Ota[Hs<o>+Hs<1>1(1 ) ds| (3.26)

Como assumimos que H € C13([0,T] x [0, 1]), temos que Ax H,(u) — AH(u) uni-
formemente em s e em u. Assim, lembrando da defini¢do de ¥ e de que 7,(z) toma
valores em {0, 1}, obtemos que o termo (3.23) converge para zero, uniformemen-
tente em 7. Além disso, H é limitada, donde segue facilmente que (3.26) também
converge para zero.

Tratamos agora das duas parcelas restantes. Vamos comecar limitando (3.24)
por

sup /O [V (0)[0.H,(0) ~ T HL(0)]] ds|

0<t<T

+ s | [ [0 = 5] [1(0) = 9.(0)] ds

0<t<T

+ sup /Otns(O)(1—N—+1) [V Ho(0) — Ho(0)] ds‘.

0<t<T

Como H é continuamente diferenciavel na primeira coordenada obtemos que
VN H;(0) converge a 0, H;(0) uniformemente em s e, além disso, Vy H(0) é limitado
como funcéo de s. Juntando isso ao fato de que 7s(z) é limitado por 1, segue que
a primeira parcela e a terceira parcela da soma acima convergem a zero quando
N — .

O termo (3.25) pode ser tratado analogamente. Desta forma, para analisar o
limite (3.22) basta estimar limite, quando N — oo, na expresséo abaixo:

s oo | [ [Vt 6) = )] 5 0) - o] ] > 3],

0<t<T
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para z € {0, N} e para todo & > 0.
Aplicando a Proposicédo 3.3.2 vemos que, para z € {0, N}, a expressdo acima
converge a 0 quando N — oo e ¢ — 0, concluindo a demonstracéo de (3.13).
Estamos prontos para concluir o teorema de caracterizacdo dos pontos limites

da sequéncia (Qx)nen-

Demonstracdo do Teorema 3.4.1. Basta mostrar que a igualdade no interior de
(3.12) é valida para H num subconjunto enumeravel de C*2([0, 7] x [0, 1]) denso na
norma C?.

Pelo Lema C.0.10 podemos encontrar um tal subconjunto enumeravel denso tal
que todos os seus elementos pertencem a C'3([0,7] x (0,1)). Agora basta aplicar

(3.13) a cada elemento desse conjunto denso para concluir a prova do teorema. []

Concluimos essa secdo com a demonstracdo dos lemas técnicos que foram ne-

cessarios na demonstracao do Teorema 3.4.1.

Demonstra¢do do Lema 3.4.2. Seja A := {r. : |(mo, Hy) — (7, Ho)| > 0/4}. Usando
o Lema B.0.7, vemos que a funcéo que leva = em |(my, Hy) — (7, Ho)| é continua na
topologia de Skorohod. Logo Q.(A) < liminfy_,,, Qx(A). Mas

Qn(A) =Py [77. |(mo", Ho) — (v, Ho)| > 5/4]

N
= N [77.: N;-HZHO ]iv /Ho du)>5/4]
=0

Pela definicdo de sequéncia de medidas associada a um perfil temos Qy(A) — 0,

concluindo a prova. [

Demonstracdo do Lema 3.4.3. Vamos demonstrar apenas a primeira equacédo. A
verificacdo da segunda é analoga. Lembramos que QQ,-quase certamente 7, tem
densidade p, com respeito a medida de Lebesgue. Assim, a igualdade abaixo vale

para Q.-quase toda m € D0, 7T]: 7

20,5 = pu0) = £ [ o) = pu0)] du

_ //a% o) Lo ()10, () dos du

"Na segunda igualdade supomos (ver [2], Teorema 8.2) que p, é absolutamente continua com

derivada 9, p;.
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1
0

— é/oe Oups(v)(e — v) dv.

1
:é/ aups(v)/ 1{0 <v <u<e}(u,v)dudv
0

Como na demonstragdo do Lema da Substituicéo, usaremos a desigualdade ab <
Ca? + b?/C, valida para quaisquer a,b € R e C > 0. Obtemos entéo
1 2

C 9 1 [° 9 C 9 €
Eﬁs[of] - Ps(o)‘ < ;HaupsHH(o,l) + z/@ (e—v)dv= ;||3u/)s||L2(o,1) + 30

Tomando C = £3/2? obtemos

1 1
20,6l = 5. 0)] < VE (100l + 3)-

Segue que
TyE
~7sl0,] = pul(0)| ds < VEIOup ooy +

A
su
ogth o '€ 3

Pelo Lema 3.2.2 (com « = 2) temos que

1 T 1 T 1
Haup”%Q([O,T]x(O,l)) -3 sup {/ / OuH(u)ps(u) duds — 2/ / H(s, U)2 du ds}
H o Jo o Jo

onde o supremo é tomado sobre o conjunto das fungdes H € C2([0,T] x (0,1)).

Finalmente calculamos

“11 T\/c
Q. {7?. : sup / —ms[0, €] — ps(U)) ds > H} <Q. {7? : VellOupllZ2omyx 0,1 + e > "‘31
o<t<T Jo '€ 3
B ' 9 K T
= Q. [W. : HaupHLQ([O,T}X(O,l)) > NG - g} .
Tome ¢ pequeno o suficiente para que \/ig — % > 0. A probabilidade acima é igual

a

Q. [W- : Slfllp{/OT/OlauHs(u)Ps(u)dudS—Q/OT/OIH(S,U)Qduds} > 8 (% - %)

Usando a desigualdade de Markov e (3.4) limitamos a tultima expressao por

—1
% (\/ig — %) , que converge a 0 quando ¢ — 0, concluindo a prova do lema. O

Demonstra¢do do Lema 3.4.4: Seja v > 0. Defina as fungdes f, : [0,1] — R e
gy : [0,1] = R de modo que f, vale 1/c em [0,¢], 0 em [¢ + v, 1] e é linear em [e, e + 7]

eg,valel/cem [l —¢,1],0em [0,1 —c—~7]eélinearem [1 —c —,1 —¢].
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Para simplificar a notacao, defina parat¢ € [0,7] e m. € D[0, T

St 7 ) = (o Hy) — (o, Ho) — /0 (0, (0 + A)VH) ds

- /t éws[o,ef][auHs(O) — H,(0)]ds + /t %ws[l — &, 1J[0.H,(1) + Hy(1)] ds

— /Ota[HS(O) + Hy(1)] ds

ot ) = <7rt,Ht>—<7r0,H0>—/0 (s, Dy + A)HL) ds
- [0ur0) = 1) [ (i) ds+ [ @)+ 1) [ e 0)ds
- /Otoz[Hs(O) + Hy(1)] ds.

Com essa notacao o enunciado do lema fica
Q. [7; : sup |p(t,m)| > 5/4} < liminf Qu |:7T_ : sup |e(t,m)| > 6/16} .
0<t<T N—roo 0<t<T

A estratégia da demonstracéo serd trocar ¢ por ¢,, mostrar que sup,;<r |©,(Z, *)|

é semicontinua inferiormente e aplicar o Teorema de Portmanteau. Observe que

Q. [7?‘ :osup |o(t,m)| > 6/4} < Q. [7?‘ Dosup e, (t, )| > 6/8}
0<t<T

0<t<T

. (3.27)

+ Q. [71 cosup et m) — @, (t, )] >6/8

0<t<T

Calculamos agora o erro |p(t,7.) — (¢, 7)|:

ott.m) = onltm) = = [ 0.H,(0) ~ H,(0) / 1 (210000) = £(0)) dr.(w s
v [0uH, (1) + Hy(1) / 1 (élus,mu) - f7<u>) dr.(u) ds

S gt — g (b)) < & [

— | sup m(e,e+7)+ sup m(l—e—7,1—¢)

0<t<T 0<t<T } ’
onde C' := || H||oo + ||0uH || o-
Sabemos que, Q,-quase certamente, 7 tem densidade p. limitada por 1. Logo se

~ for pequeno o suficiente o segundo termo de (3.27) sera nulo.
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O préximo passo consiste em mostrar que a funcéo m — supyc,<r [0, (t,7)| é
semicontinua inferiormente. Seja (7"),cy uma sequéncia em D y,[0, 7| que converge
a . ® Vamos mostrar que lim inf,,_,o supg<,<p [+ (t, 7")| > supo<,<r |04 (t, ).

Seja k > 0. Existe ¢, € [0,7] tal que )]cp,y(tg,w,ﬂ — SUPg<i<T \gpv(t,w.)” < k. Como
., é continua a direita na primeira coordenada®, conseguimos pelo Lema B.0.7 um

0 € (0,77 tal que ||p,(to, )| — |- ( 677T.)|‘ < k e tal que Ty = Ty, de modo que
%(tg, ") = ¢4 (th, 7)) quando n — co. Temos entdo

liminf sup |p,(t,7")] > 111rr11nf|g07(t07 " = oty )| > sup |, (t, 7)) — 2k.
n—=o0  0<t<T 0<t<T

Fazendo x — 0 concluimos a demonstracao da semicontinuidade inferior de

Supg<i<7 |+ (t, -)|. Agora podemos usar o Teorema de Portmanteau para escrever

Q. |7 : sup |, (t,7)] > 6/8] < liminf Qy |:7T. D osup e, (t, )] > 6/8
0<t<T N—oo 0<t<T

< liminf Qy [7?. : sup |p(t,m)| + sup |g0(t ) — @ (t,m)| > 9/8
N—o0 0<t<T

Mas Qp-quase certamente m;(a,b) < (b — a) para qualquer intervalo aberto

(a,b) C [0,1]. Dessa forma, tomando v pequeno o suficiente obtemos

sup_[e(t, ) — o, (t.7)] < 6/16,

0<t<T

donde segue o lema. ]

Demonstracdo do Lema 3.4.5: Usaremos a variacdo quadratica de MM (H), que

denotaremos por (M™(H));. Calculamos

3
E,., [sup MY <H>|] <E,, [sup |M;V<H>|2]

0<t<T 0<t<T
1
< 2R, [|M7 (H)|)*
=2E,, (MY (H))r]? ,

8N4o confundir com a nota¢do 7V para as medidas empiricas. No contexto acima, (7"),,cn denota

uma sequéncia de elementos quaisquer do espaco D [0, T].
9Demonstracdo: sejam t,,,t € [0,7] tais que ¢,, | t. Usando a continuidade e a limita¢do das

funcdes f, e g, 0o Lema B.0.7 e 0 Teorema da Convergéncia Dominada obtemos

limsup |@- (tm, 7.) — @~ (t,7.)| < limsup |(7,,, He,,) — (7, Hy)|

m—r o0 m—r o0

< limsup [{m, , Hy, — Hy)| + limsup [{(m,,, Hy) — (7, He)| = 0

m— 00 m—r o0
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onde a primeira desigualdade é uma aplicacdo da desigualdade de Cauchy-Scharz,

a segunda é uma aplicacio da Desigualdade de Doob e a terceira usa que {M}¥ (H)—

(MN(H)?):}o<t<r € um martingal nulo no tempo ¢ = 0 (ver Teorema 1.2.1).
Mostraremos que a variagdo quadratica (M”™(H)); converge a zero uniforme-

mente em ¢ € [0,7], quando N — oco. Temos
t
(M) = [ WLy LY — 20 ) L H)ds
0

(ver [9] or [5]). Para simplificar a notacio, denotaremos F,(n) := (7", H,) =

N+r1 > wery M) H(5). Agora fazemos algumas contas:

N?[Lyo(mY, Hy)?=2(r, Hy) L o(m2 . Hy)]
= N2 | SOIER ) — B = Y 2R ()[BT — Fa(n,)]
= N Y[R — By
CNEY b o DHL(E) () (22
—ns(2)Hy( %) — ol + 1) Hy (28]
= N2 b () = na(e + D) (H(3E) — H(£))°

Usando o teorema do valor médio, vemos que o termo envolvendo H, é limi-

tado por |0, H|%. A tultima expressdo é entdo limitada por ﬁ“@u}[ |, donde

concluimos que

t

lim N?[Lyo(m™, H)? — 2(rN  H) Ly o(xY, H,)] ds = 0
— 00 0
uniformemente em ¢ € [0, T7.
O préoximo passo consiste em demonstrar que
t
lim [ N?[Lyy(rl, H)? —2(zN H)Lyy(xY, H,)] ds =0 (3.28)

N—o00 0

uniformemente em ¢ € [0, T7.
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Para isso, calculamos

NQ[LN,bFs(ns)2 — 2F(ns) Ly pFs (1s)]

= N {(520(0) + 5 (1= 1,(0) [F0)? = Folne)? = 2B, () (F(nf) = Fi(ny))] }

+ N { (5 (N) + %1 - ns(N))) [Fs< > Fu(na)? = 2F, () (F () = Fu(n.))] }
= N {101 = a)n,(0) + a1 = (O] [F(0) = Fu(m)]” |

+ N {101 = B)ns(N) + B(L = s ()] [F(nl) = F. (ns)]Q}

=

- (N +1)2 [(1 — a)ns(0) + a1 — ny(0))][1 — 21,(0)]* Hy(0)?

=+

+ [(1 = B)ns(N) + B(1 = ns(N)][L — 2, (N)]* Hy(1)?

(N +1)2

- W+ [(1 = @)n.(0) 4+ a(1 — 1,(0))] H,(0)?

=+

=+

+ m[(l — B)ns(N) + B(1 — ns(N))] H(1)*.

O valor absoluto da udltima expressdo é menor ou igual a 2||H?||.N/(N + 1)?,

donde segue (3.28). O

Contas para determinar N?Ly(rws, Hs). Escrevemos Ly = Ly + Ly,. Comecamos

fazendo as contas para Ly o:

A seguir calculamos N2 Ly (s, Hy):
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515(0)] 5 [(1 = n5(0)) — 05(0)] H,(0)

N 1s(V)] w (1 = ns(N)) = no(N)] H,(1)

= sovr Hs(0) {al(1 = 14(0))* = ns(0)(1 = n4(0))]

+(1 = )[5(0)(1 = 15(0)) = n5(0)*]} + 57y Hs(1)

X B = 1s(N))? = s (N)(L = ns(N))] + (1 = B) s (N)(1 = ms(N)) — ns(N)*] }

1 —15(0))* = (1 — a)n,(0)°] H,(0)

+ s [B(1 = ns(N))? = (1= B)ns(N)?| H, (1)

(
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Apéndice A

A definicao de solucao fraca para a

Equacao (2.2)

O intuito desta secdo é de servir como motivacio para a definicdo de solucéo
fraca da Equacéo 2.2. Alertamos que o que faremos aqui possui carater informal.

Lembramos aqui a forma da equacgéo hidrodindmica:

Op(u) = Api(u), V(t,u) € [0,T] x[0,1]
p(0,u) = ~(u) Vuel0,1]

Oup(0) = —a + pi(0), Vt € [0,T]

Oupi(1) = B — pi(1), Vt € [0, 77,

Fixet € [0,7] e H € C"*([0,T] x [0,1]). Como py(u) = ~y(u), esperamos poder

escrever algo da forma

t
<)0t7Ht> - <77H0> - <Pt7Ht> - <p07 H0> - / as<)057 Hs>d5‘ (A]-)
0

A partir dai, podemos intuir que 9s(ps, Hs) = (Osps, Hs) + (ps, OsHs). Agora, se p
é solucao, vale 0,p, = Ap,, com isto, obtemos

85<p57 H8> - <APS>HS> + <psyasHs>- (AZ)

O préximo passo consiste em fazer uma integracéo por partes no termo (Ap;, Hy),
para obtermos

<Ap37 Hs> = aups(l)Hs<1) - aups<0)Hs<0) - <aup57 au]{s>
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Fazendo uma nova integracéo por partes, obtemos

<Apsa Hs> = 8ups(1)Hs(1) - aups(O)Hs(O)
+ (ps, AH,).

Observe que nossa equacdo também satisfaz as condic¢des 0,p5(0) = —a + ps(0)

e Oups(1) = B — ps(1). Com isso, vale

<Ap37 Hs> = <,057 AHs)
+ p5(0)0.Hs(0) — ps(1)0,Hs(1) (A.3)
+ HS(O) (a - ps(o)) + Hs(l)(ﬁ - ps(l))'

Juntando as equacoes (A.1), (A.2), e (A.3), obtemos
() = 0. = [ 0.+ )Y
[ {000 = 001 s
+ [ {H0 (0 = 0) + H0) (5 = p. 1) s
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Apéndice B
O espaco D |0, T]

B.0.1 A métrica de Skorohod

Seja £ um espaco métrico separavel e completo com a métrica o. Denotamos por
D¢[0,T] o espago das funcgoes f : [0,7] — £ que sdo continuas a direita e tem limite
a esquerda.

Seja A o espaco de todas as bijecoes continuas e estritamente crescentes A :
[0,7] — [0,T]. Vamos nos referir aos elementos de A como reparametrizagées. De-

finimos, para A € A,
A(t) — Als)

lo
& t—s

[A]] := sup
s<t

Podemos entéo definir uma métrica em D¢[0, T| colocando, para f,g € D0, 7],

() = fuf max { I sup o170, (90 N 0) |

Em [1] o leitor pode encontrar a demonstracédo de que a equacio acima de fato
define uma métrica em D¢[0,7] que torna esse espaco separavel e completo. No

entanto, é mais conveniente trabalhar com a seguinte métrica:

i(£.9) = fut max {2 = T, sup (), 92 N(0) |
eA 0<t<T
onde [ : [0,7] — [0,7T] é a funcdo identidade. Prova-se que D¢[0, 7] nédo é com-
pleto com a métrica d e que as métricas d e dy sdo equivalentes.
O lema a seguir segue da definicdo da métrica d:

Lema B.0.6. Sejam f,, f € D¢[0,T]. Entdo f, — [ na topologia de Skorohod se e
somente se existem reparametrizagoes \, € A tais que |\, (t) —t| — 0 uniformemente

emte f,o\, — funiformemente.
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B.0.2 M é um espaco métrico compacto

Sejam K um espaco métrico compacto, C'(K) o espago de Banach das funcgoes reais
continuas definidas em K e M o conjunto das medidas finitas em K com massa
limitada por 1.

Podemos identificar M com um subconjunto do espaco dual de C'(K') tomando,
para f € C(K) e pu € M, {(u,f) = [, fdu. Note que [u]| = p(K) = (u,1), onde
| - || € a norma do espaco dual. Coloque em M a topologia da convergéncia fraca
de medidas. Com a identificacdo M C C(K)*, essa topologia corresponde a topolo-
gia fraca estrela. Pelo teorema de Banach-Alaoglu, M é relativamente compacto.
Como C(K) é separavel e M é limitado, a topologia fraca estrela de M pode ser
metrizada.

Uma métrica que gera a topologia fraca estrela pode ser obtida da seguinte
forma (ver [2] para a demonstracgédo): tome um conjunto enumeravel (g;)rcy denso
em {f € C(K):|f|| <1}. Para u,v € M, defina

— 1
Z—k (1t i) — (Vs g

k=1
Com essa métrica, M é um espago métrico compacto, portanto completo e sepa-
ravell. Com isso podemos colocar em D [0, 7] a métrica de Skorohod definida na

Secéo B.0.1, tornando D [0, 7] um espago métrico também separavel e completo.

B.0.3 Continuidade e convergéncia em D [0, 7]

Lema B.0.7. Sejam (1) yen, m. € Dyy[0,T)] tais que 7 — 7 na topologia de Sko-

rohod. Entédo ¥ = m; para quase todo t, incluindot =0et =T.

Demonstragdo. Pelo Lema B.0.6 existem reparametrizacoes \y € A tais que A\y(s)
converge a s uniformemente em s e tais que inN(S) = 7, para todo s. Note que como
Av(0) =0 e Ay(T) = T para todo N ja temos 7y = 7y e 7d = 77.

Fixe t € [0,7] tal que 7 é continua em ¢. Observe que o conjunto dos ¢ possiveis
tem medida de Lebesgue total em [0, 7] pois uma funcao cadlag tem no maximo
enumeraveis pontos de descontinuidade. Afirmo que 7" = 7;. Seja d a métrica que

induz a convergéncia fraca em M. Entéo

d(m, m¥) < d(m,ﬁ)\ )+ d(ﬂ')\ )T ).

1Sabemos que M é relativamente compacto em C(K)* com a topologia fraca estrela. Que M é

fechado é uma consequéncia do Teorema da Representacio de Riesz
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Note que

= A (0] < sup |5 — A3 (s)| = sup |s — An(s)] =30,
s€[0,7] s€[0,T]

Com a continuidade de 7. em ¢t obtemos limy_, d(m, Tzt (t)) = 0. Analogamente

d(my-1,, 7)< sup d(m,—1 ,7T£V = sup d(m,, T s i}
( AL (e Tt ) o ( AR (s) ) e ( e (s))

]

A proposicio a seguir mostra que varias funcoes que aparecem ao longo do texto

estdao bem definidas.

Proposicao B.0.8. Sejam H € L'[0,T] x [0,1] e 7. € Du[0,T]. Entdo a func¢do
¢ :[0,T] — R definida por

1
os) = [ Hs,w)dm(w)
0
é mensurdvel.

Demonstracao. E suficiente mostrar a proposicdo quando H é a funcéo indicadora

de um retangulo [a, b] x [c,d] em [0,7] x [0, 1]. Nesse caso temos

P(s) = ms[e, d]igp(s).

Basta mostrar que s — 74[c,d] é mensuravel. Mas pelo Teorema de Portman-
teau a funcdo y — pulc, d] definida em M é semicontinua superiormente, portanto
mensuravel. Por outro lado a funcéo s — 7, é cadlag, logo mensuravel também.

Segue que a composicdo s — 7;[c, d] € mensuravel, como queriamos demonstrar. [J

Proposicao B.0.9. Fixe uma fun¢do H € C[0,T] x [0, 1]. A fun¢do ® : Dy[0,T] — R
dada por

Sy(m) = /0 - H(s,u)dms(u)ds

é continua.

N

Demonstrag¢do. Tome (7V)yeny € m. € Dpy[0,1] tais que 7

N
s

— . na topologia de
Skorohod. Ja demonstramos que 7, — w, para quase todo s. Logo, para quase

todo s também vale

H(s,u)dr (u)ds — H(s,u)dms(u)ds.
[0,1] [0,1]

O resultado segue por convergéncia dominada. ]
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Apéndice C
Ferramentas de Analise

Lema C.0.10. O conjunto C*?([0,T] x [0,1]) é separdvel com a norma || H| +
10:H ||oo + |0uH ||oo + ||AH||oo- Além disso, o subconjunto enumerdvel denso pode
ser tomado em C'3(]0,T] x [0,1])

Uma demonstracéo pode ser encontrada no Lema 5 do artigo [12].

Lema C.0.11. Sejam (an)nen, (bv)nen € (cn)ven Sequéncias de nimeros ndo-negativos

com cy T oco. Entdo

1 1 1
lim sup — log(ay + by) = max {lim sup — log ay, lim sup — log bN} .
N—oo CN N—oo CN N—oo CN

Demonstracdo. Usando ay +by > ay e ay+by > by, € facil ver que o lado esquerdo
da igualdade acima é maior ou igual ao lado direito. Resta mostrar a desigualdade

contraria:

1 1
lim sup — log(ax + by) < limsup — log 2 max{ay, by}
N—oo CN N—oco CN

1
= lim sup — log max{ay, by}
N—oo CN

. 1 ) 1
= max < limsup — logay, limsup — log by ¢ .
N—oo CN N—oco CN
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Apéndice D

Resultados sobre Processos de
Markov

Dadas duas medidas finitas ; e 7 num espaco de medida F, definimos a entropia

de 1 em relacédo a 7 por

H(p|m) = sgp{/Efd,u—log (/Eefdﬂ)},

onde o sup é tomado sobre as funcgdes f : £ — R limitadas e (i, f) denota a integral
da funcdo f com respeito a medida 7. Sejam o > O e f : F — R limitada. Pela

definicdo da entropia temos

/afdug H(p|m) + log (/ Gafdﬂ'>
E E

:>/ fdu < lH(u|7r) + llog (/ et d?T) : (D.1)
E «a a E
A desigualdade (D.1) é chamada Desigualdade da Entropia.

Quando o espaco F é enumeravel e i, é absolutamente continua com relagdo a
7 a entropia H (u|7) tem uma férmula explicita:

H(plm) =) plx log

zeE

(D.2)
A demonstracio dessa formula pode ser encontrada no Teorema 8.3 de [5].
O seguinte lema é fundamental no decorrer do texto

Lema D.0.12. Sejam v a probabilidade Bernoulli produto de pardmetro o« no

espaco {0, 1}V e uy uma probabilidade qualquer em {0, 1}!~. Entdo
H(plvy) < K(N +1),

onde K é uma constante que depende somente de «.
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Demonstracdo. Usando a formula explicita (D.2) para a entropia obtemos (deno-

tando por a A b o minimo entre dois nimeros a e b)

(77)
ne{0,1}/N "

1
< Z”N log an(l— )+

= (N +1)log (Wl—a)

]

Lema D.0.13 (Feynman-Kac). Sejam (X;);>o uma cadeia de Markov com espacgo de
estados enumerdvel E e gerador infinitesimal Le V : [0,00) x E — R uma func¢do

limitada. Suponha que a cadeia é reversivel em relacdo a medida invariante .

Entao . .
E, [exp{/ V(s,Xs)dsH < exp{/ I, ds},
0 0
onde
To= sup {(Vi, f2)r + (LS, [)a}- (D.3)
1l 2y <1

A demonstracao da formula de Feynman-Kac pode ser encontrada em [5], Apén-
dice 1, Lema 7.2.

Lema D.0.14 (Forma de Dirichlet). Considere um processo de Markov com espaco
de estados finito E e semigrupo (P,):>o, reversivel com respeito a medida v em E.

Sejam L a matriz do gerador infinitesimal e f : E — R uma funcdo. Entdo

(Lf, ) ———ZZL??£ — F©)Pv(n)

nek éEeF

Demonstracdo. Note que

(Pt F)v =YY 0, ) () Fm)v(n)

neklk éeE

:—gzzmn,s)ﬂf@)—ﬂ = F©F — f)hvin) (D)

neE ¢€F

Usando a reversibilidade, isto é, v(n)P;(n, &) = v(§) P:(€,n), obtemos
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SN PO =33 @R (1)

neL el ¢€E neE

= vl fn)

nek

Além disso, como v é medida invariante,

Z Z Pi(n,€) f(§)*v(n) = Z V(€)f(€)2.

(eE neE EeE

Substituindo as duas ultimas identidades em (D.4) obtemos

(Pf = 1. 1) = ZZPtns — fm)]Pv(n).

nEE éek
Note que as parcelas com = £ sao nulas, de forma que, denotando por [ a

matriz identidade, podemos escrever a expressio acima como

S R0 — 10 ) Fn)vn).

Finalmente, calculamos

(Lf, f)v —hm <Ptf fif)
—hm——zz [Pu(n, &) = I, ONF () = ()] (n)

tl0
nek (€F

= S L O Q) ~ Fn)v)

nek (€E

]

Corolario D.0.15. Seja Ly = Ly + Ly, 0 gerador infinitesimal definido na Intro-
ducdo. Entdo

(VLo Sy =5 > [ = F v )
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