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ABSTRACT

In case R is a right nonsingular ring and () is its right maximal quotients ring,
there is a theorem that gives equivalent conditions for the injective hull of a right
ideal of R to be a Q-bimodule ([8]). This theorem is proved using the orthogo-
nality of a family of ideals.

In this thesis we extended the orthogonality of a family of ideals to a family of mo-
dules over semiprime and right nonsingular rings. With this notion we extend the

result of [8] to centralizing bimodules over semiprime and right nonsingular rings.

RESuUMO DA TESE

Se R é um anel nao-singular a direita e () é o seu anel maximal de quocientes
a direita, existe um teorema que estabelece condicoes equivalentes para que a
envoltdria injetiva de um ideal a direita de R seja um @Q-bimdédulo ([8]). Este
teorema é provado usando a ortogonalidade de uma familia de ideais.

Nesta tese estendemos a ortogonalidade de uma familia de ideais para uma familia
de modulos sobre anéis semiprimos e nao-singulares a direita. Com esta nocao
estendemos o resultado de [8] acima mencionado, para bimédulos centralizantes

sobre anéis semiprimos e nao-singulares a direita.
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INTRODUCAO

Submoédulos fechados de bimoddulos centralizantes sobre anéis primos e se-
miprimos tém sido estudados nos ultimos anos, como podemos encontrar nas
referéncias [1] e [2]. Em particular, se R ¢ um anel semiprimo e M é um R-
bimdédulo centralizante existe M*, a extensao canonica livre de torcao de M, que
é um (@), -bimodulo centralizante, onde (), é o anel de quocientes simétrico de
R. E existe uma correspondéncia biunivoca entre os R-sub-bimédulos fechados
a direita de M e os Q),-sub-bimédulos fechados a direita de M*, como foi pro-
vado em [2]. Recentemente tal correspondéncia biunivoca foi estabelecida por
Miguel Ferrero em [4], para bimdédulos normalizantes sobre anéis semiprimos, e
esta generaliza as situagoes anteriores mencionadas.

Em [8], se R ¢ um anel nao-singular a direita e @ = Q! ..(R) é o seu anel
maximal de quocientes a direita é provado um teorema que estabelece condi¢oes
equivalentes para que a envoltéria injetiva F(Ig) de um ideal a direita I de R,
em (@, seja um ()-bimodulo usando a ortogonalidade de uma familia de ideais a

direita de R (ver Teorema 3.1.10).

Os resultados desta tese estao relacionados com as questoes acima mencio-
nadas e sao obtidos usando uma nocao de ortogonalidade de uma familia de
modulos, que aqui desenvolvemos e, que estende a nocao de ortogonalidade de
uma familia de ideais.

Primeiramente R é considerado um anel semiprimo e (), é o seu anel de
quocientes simétrico.

Se L é um R-bimddulo livre centralizante, com base em [2], construimos L*, a
extensao canonica livre de torcao de L, e estendemos a nocao de ortogonalidade
de uma familia de ideais a direita de R para uma familia de submodulos a direita

de L.

Se M é um R-bimédulo centralizante, usando as idéias de [2] e a ortogona-
lidade de modulos, acima mencionada, provamos, de modo distinto ao obtido
em [2], o teorema que estabelece uma correspondéncia biunivoca entre os R-sub-
bimédulos fechados de M e os (),-sub-bimddulos fechados de M*. Também no
caso em que M, além de centralizante, é livre de tor¢ao como um R-moédulo a
direita estendemos a nocao de ortogonalidade e provamos um resultado similar
ao de [8], anteriormente mencionado, estabelecendo condigoes equivalentes para
que o fecho essencial de um submédulo a direita de M em M*, seja um (Q,-sub-
bimédulo de M*.

Como uma aplicacdo, assim como em [8], estudamos uma nova dimensao de
modulos, que é uma espécie de dimensao hibrida entre as dimensoes uniformes
unilateral e bilateral.



Uma questao importante no desenvolvimento dos resultados desta tese é a
passagem da essencialidade bilateral para a essencialidade unilateral, que ocorre
sem problemas para sub-bimdédulos de um moédulo centralizante e livre de torgao,
no caso em que o anel considerado é semiprimo. Outra, é a propriedade do anel
de quocientes simétrico, que o define. Tais nao se verificam, em geral, se R é um
anel nao-singular a direita e ) é o seu anel maximal de quocientes a direita.

Suponhamos, agora, que R é um anel nao-singular a direita e que Q =

" o) é 0 seu anel maximal de quocientes a direita.

max

Se M é um R-médulo a direita definimos a extensao canonica livre de torgao
M* de M, e provamos a sua existéncia sempre que M é nao-singular a direita.

Se L é um R-bimoddulo livre centralizante e L* é a sua extensao canodnica livre
de torgdo provamos resultados similares aos de [8] e que antes provamos para
modulos centralizantes sobre anéis semiprimos. Como conseqiiéncia obtivemos
extensoes do resultado de [8], inicialmente citado. Mais precisamente, no caso
em que L tem uma base centralizante finita, se N é um submddulo a direita de
L, estabelecemos condigoes equivalentes para que a envoltéria injetiva E(Ng) de
N, seja um @-bimodulo. O mesmo resultado obtivemos no caso em que R foi
considerado um anel semiprimo e Noetheriano a direita e, em particular, nao-
singular a direita, e L um R-bimoédulo livre centralizante qualquer.

Também estendemos os resultados de [8], que provamos para moédulos cen-
tralizantes sobre anéis semiprimos, para o caso de médulos centralizantes e nao-
singulares sobre anéis nao-singulares a direita e esquerda com os seus anéis ma-
ximais de quocientes a direita e esquerda iguais.

Para finalizar, como uma aplicacao, estendemos um Teorema de estrutura
obtido em [8]. Provamos que se R é um anel semiprimo, @, é o seu anel de
quocientes simétrico, M é um R-bimoédulo centralizante e livre de tor¢ao como
um R-médulo a direita e M* é a sua extensao canonica livre de torcao, entao para
certos submoédulos N de M, o estudo de somas diretas arbitrarias de submoédulos
de N que sao essenciais a direita em N, corresponde, exatamente, ao estudo do
fecho essencial a direita de N em M™* como um (,-sub-bimoédulo de M*, que
¢é isomorfo a um (@), -sub-bimdédulo essencial a direita de um produto direto de
(Q,-bimddulos, com soma direta essencial a direita.

No mesmo contexto, também relacionamos a dimensao hibrida, a dimensao de
Goldie e modulos primos com o fecho essencial a direita de um médulo a direita,
quando esse fecho ¢ isomorfo a um submoédulo de um produto direto de médulos.



CAPITULO 1

Pré-Requisitos

1.1 Nogoes Gerais

Seja R um anel qualquer.

Se M é um R-modulo, entendemos que M pode ser tanto um R-bimddulo
como um R-médulo a direita ou a esquerda. Os submoédulos de M serao sempre
considerados submodulos da mesma natureza.

Se N é um submédulo de um R-médulo (R-bimédulo) M, escrevemos N C M
(N C gMpg). Se N é um submédulo a direita de um R-bimédulo (R-mdédulo a
direita) M, escrevemos N C Mp. Se N é um submdédulo a esquerda de um
R-bimédulo (R-médulo & esquerda) M, escrevemos N C pM.

Se nos referirmos a N como um R-médulo a direita (a esquerda), as vezes
escreveremos Ny (gN).

Se I é um ideal bilateral de R, se nao houver ambigiiidade de interpretacao,
diremos apenas que I é um ideal de R. Nesse caso, se [ é um ideal (ideal a direita,
ideal a esquerda) de R, escrevemos I < R, (I < Rg, I < rR).

Segue a mesma convenc¢ao para os homomorfismos de médulos.
Lembramos os conceitos de modulos livres e médulos centralizantes:
Um R-mddulo a direita livre ¢ um R-mdédulo a direita L tal que existe

S C L, dito ser uma base de elementos de L, tal que todo [ € L pode ser
escrito na forma
[ = Z ST,

seS

onde os elementos ry € R sao nulos a menos de um numero finito e sao univoca-
mente determinados.

Seja M um R-bimédulo. Uma familia X = (z;);cq de elementos de M é dita
ser um sistema de geradores R-centralizantes de M, se M =5 . Rx; e
rr; = x;r, para cada r € R e cada i € ). Dizemos que M é um R-bimddulo
centralizante, se possui um sistema de geradores R-centralizantes.



Um R-bimddulo livre centralizante é um R-modulo & direita livre com
uma base de elementos R-centralizantes.

Segundo a definigdo dos médulos subgerados desenvolvida em [15], se M e N
sao dois R-moédulos, N é dito ser M-gerado se existem um conjunto de indices
A e um homomorfismo sobrejetivo ® : M* — N de R-médulos. Neste contexto,
observemos que um R-bimddulo centralizante M é um R-moddulo que é R-gerado
como um R-bimédulo e L é um R-mdédulo a direita livre se, e somente se, L é
um R-médulo a direita e existem um conjunto de indices A e um isomorfismo
de R-médulos a direita ® : R — L. Se para cada i € A, ¢; = (J;;)jea, onde
d;j =1 parai=jed; =0parai#j, ses; = P(e;) para cada i € A, temos que
S = (si)iea € uma base de L.

Da mesma forma, L é um R-modulo livre centralizante se, e somente se, L
¢ um R-bimédulo R-gerado e ® : R — L, como acima, é um isomorfismo de
R-bimédulos. No caso, se s; = ®(e;) para cada i € A, temos que S = (8;)ien €
uma base de elementos R-centralizantes de L.

Em [2] encontramos os seguintes exemplos: se R é um anel qualquer e se G é
um grupo ou até um semigrupo, o anel de grupo ou semigrupo RG é um exemplo
de R-bimédulo centralizante. Em particular assim o é um anel de polinomios com
coeficientes em R, em qualquer conjunto de indeterminadas, comutativas ou nao.
Também um anel de matrizes sobre R e um produto tensorial S = R ® K, onde
L é um corpo e R e K sao L-algebras. Estes sao todos, exemplos de extensoes
centralizantes de um anel R e sao exemplos de bimdédulos centralizantes sobre
R. Por outro lado, novamente como em [2], cada médulo M sobre um anel
comutativo R é um bimddulo centralizante e se S é uma algebra sobre R, entao
S ®r M é um bimoédulo centralizante sobre S. Finalmente, um anel de matrizes
infinitas sobre R tal que cada matriz tem apenas um nimero finito de entradas
nao-nulas é também um bimodulo centralizante sobre R.

1.2 Extensoes essenciais e envoltorias injetivas

Os resultados que enunciaremos nao serao provados aqui e podem ser encon-
trados em [6] e em [13].

No que segue R é um anel qualquer.

1.2.1 Definicao (a) Sejam A C B dois R-mdédulos. Dizemos que A é um
submodulo essencial de B se para cada submoddulo nao-nulo C' de B,
se verifica que C' N A # 0. Escrevemos A C, B.

(b) Mais geralmente, se A é um R-mdédulo, definimos uma extensdo essencial



de A como sendo qualquer monomortfismo de R-médulos f : A — B, tal que
f(A) C. B. Neste caso dizemos que f é um monomorfismo essencial.

1.2.2 Proposigao (a) Se A C B C C sao R-mdédulos, entao A C, C se, e
somente se, A C, Be B C,C.

(b) Se A, A', B, B' e C sdo R-médulos tais que AC., BC CeA C.B CC,
entio ANA C., BNB.

(¢) Se f : B — C é um homomorfismo de R-mdédulos e A C. C, entao
f7HA) e B.

(d) Se (An)a € (Ba)a sao duas familias de R-mddulos tais que (A,)a ¢ uma
familia independente de submaddulos de C' e A, C. B, C C para cada «,
entao (By)a é uma familia independente de submdédulos de C' e > BA, C,

> ®B,.

1.2.3 Definicao Sejam A C B dois R-mddulos a direita. Dizemos que A é
denso a direita em B, se para cada x,y € B tal que x # 0, existe r € R tal
que xr # 0 e yr € A. Escrevemos A Cy B.

1.2.4 Proposigao Sejam A e B dois R-modulos a direita. Se A C; B, entao
AC, B.

Observemos que a reciproca da Proposicao 1.2.4, em geral, nao ¢é verdadeira.
Por exemplo, se tomamos A = 2Z/47Z e B = Z/4Z, que sao dois Z-médulos a
direita, é facil verificar que A C, B mas A nao é denso a direita em B.

1.2.5 Definicao (a) Um R-mddulo I é injetivo, se para qualquer monomor-
fismo de R-médulos f : A — B e cada homomorfismo de R-médulos
g : A — I, existe um homomorfismo de R-médulos h : B — I tal que

hof=g.

(b) Dizemos que R é um anel auto-injetivo se Ry é injetivo.

1.2.6 Proposigao Sejam A e E dois R-médulos e f : A — E um monomorfismo
de R-mdédulos onde E é injetivo. Se B é um R-mddulo e A C. B, entao f se
estende a um monomorfismo f: B — E.



A Proposicao que enunciaremos a seguir é conhecida como o Critério de
Baer.

1.2.7 Proposicao Um R-médulo a direita I é injetivo se, e somente se, para
cada ideal a direita J de R, se verifica que cada homomorfismo f : J — I se
estende a um homomorfismo f : R — I.

A Proposicao 1.2.6 mostra que, se A e E sao dois R-moédulos onde F é
injetivoe f : A — FE é um monomorfismo de R-mddulos, entao o médulo injetivo
E contém cépias isomorfas de todas as extensoes essenciais de A, o que sugere
que olhemos, em F, para a extensao essencial maximal de A ou para o supremo
das extensoes essenciais de A.

1.2.8 Proposigao Seja ' um R-médulo. Entao E é injetivo se, e somente se,
FE nao tem extensao essencial propria.

1.2.9 Teorema Seja A um R-médulo. Entao existe um R-mddulo E contendo
A tal que:

(1) E é extensao essencial maximal de A no sentido que A C, E e sempre que
A C, B, ainclusao i : A — E se estende a um monomorfismo f : B — E.

(ii) E é extensao injetiva minimal de A no sentido que E ¢é injetivo e cada mo-
/ I, e . .
nomorfismo f : A — E onde E € injetivo, se estende a um monomorfismo

f:E—F.

1.2.10 Definicao Seja A um R-mdédulo. Qualquer R-médulo E que satistaz a
condigao (i1) do Teorema 1.2.9, se chama uma envoltéria injetiva de A.

’ s . o . . / .
Dado um R-médulo A, duas envoltorias injetivas F e E de A podem ser dis-
tintas como conjuntos, mas, como veremos na proposicao seguinte, serao sempre
isomorfas.

Escrevemos F(A) para representar qualquer envoltéria injetiva de A e B =
E(A) quando queremos nos referir a uma determinada envoltéria injetiva B de

A.

1.2.11 Proposicao Seja A um R-médulo. Entao:



(1) Se E é um R-mddulo injetivo e E DO A, entdao E é uma envoltdria injetiva
de A se, e somente se, A C, F.

(i7) Se F' é um R-mdédulo injetivo e F' D A, entao F' contém ao menos uma
envoltoria injetiva de A.

(i4i) Se E e E' sdo R-médulos que sao envoltdrias injetivas de A, entdo a inclusao
i: A — E se estende a um isomorfismo f : E' — E.

1.3 Anéis semiprimos

1.3.1 Definicao Dizemos que um anel R é um anel semiprimo, se para cada
ideal I de R tal que I? = 0, se verifica que I = 0.

A seguir revizaremos as nocgoes de ideal denso a direita e ideal essencial de um
anel R qualquer e veremos que no caso em que R é um anel semiprimo, esses
conceitos se equivalem.

Pelas definigoes 1.2.1 e 1.2.3:

Dizemos que um ideal (ideal a direita) I de R é essencial em R, se I (Ig)
é essencial em R como um submédulo de R (Rpg).

Dizemos que um ideal I de R é essencial a direita em R, se I é essencial
em R como um submédulo de Rg. Denotamos: e = {I < R|I <. Rr}.

Dizemos que um ideal (ideal & direita) I de R ¢ denso a direita em R,

se Ip é denso a direita em R como um submddulo de Rr. Escrevemos I <; R
(I <4 RR).

Os resultados seguintes sao cldssicos e nao serao provados aqui. Citamos [6]
como uma referéncia.

1.3.2 Proposigao Sejam R um anel semiprimo e I < R.
(a) As seguintes condigoes sao equivalentes:
(1) I é um ideal denso a direita em R.
(77) I é um ideal essencial de R.

(14i) I é um ideal essencial a direita de R.



(b) Ann"(I) ={a € R|Ia=0} ={a € R|al =0} = Ann!(I) e denotamos
tais anuladores por Ann(I). Além disso, I é um ideal essencial de R se, e somente
se, Ann(I) = 0.

(¢) I+ Ann(I) =1 @ Ann(I) é um ideal essencial de R.

1.3.3 Proposicao Sejam R um anel semiprimo e I < R. As seguintes condi¢oes
sao equivalentes:

(i) J = Ann(I).
(17) J é maximal, como um ideal de R, tal que I NJ = 0.

(#4i) J é um complemento essencial de I como um ideal & direita de R, isto é,

1.3.4 Proposigao Seja R um anel semiprimo. Se I é um ideal anulador de R,
entao I = Ann(Ann(I)).

1.4 Submoddulos singulares

Se R é um anel qualquer, denotamos por {(R) o seguinte conjunto:
§(R)={I < Rg|I <. Rg}.

Facilmente podemos provar que {(R), como um subconjunto do conjunto dos
ideais & direita de R, é um filtro, isto é, ) ¢ £(R), R € £&(R),se [,J I R, I C J
el € {(R), entdao J € £(R) e, se I,J € £(R), entdao I NJ € {(R). Também, se
ITeé&(R)ere R, entaor I :={re R|rzel}ecl(R).

Quando nao houver ambigiiidade a respeito do anel R considerado escrevere-
mos apenas &, em vez de &(R).

1.4.1 Definicao Sejam R um anel e A um R-médulo a direita. O submodulo a
direita
Zr(Ag) ={x € A|zl =0 para algum I € £}

de A, se chama um submddulo singular a direita de A.

E facil ver que Zp(Ag) = {z € A| Ann"(z) € £}.



Se A é um R-mdédulo a direita e nao houver ambigiiidade a respeito de A ou
de R, escrevemos apenas Z(Ag) ou Z(A), em vez de Zgr(Ag). Para médulos a
esquerda temos as mesmas definicoes e convencoes.

Temos que Z(Rg) é um ideal de R, chamado o ideal singular a direita
de R, e o denotamos por Z,(R). De forma anédloga definimos o ideal singular a
esquerda Z;(R) de R, o qual, em geral, é tal que Z.(R) # Z;(R).

1.4.2 Definicao Sejam R um anel e A um R-médulo. Dizemos que A é um
mddulo singularse Z(A) = A e que A é um médulo nao-singular se Z(A) =
0.

Dizemos que R é um anel nao-singular a direita (a esquerda) se
Z,(R)=0 (Zi(R)=0).

As provas dos seguintes resultados podem ser encontradas em 1.20, 1.21, 1.22
e 1.23 de [6].

1.4.3 Proposicao Um R-moédulo B é nao-singular se, e somente se, para cada R-
modulo singular A, se verifica que todo homomorfismo de R-médulos f: A — B
é nulo.

1.4.4 Proposicao Sejam B um R-médulo nao-singular e A um submddulo de
B. Entao B/A é singular se, e somente se, A C, B.

1.4.5 Proposicao (i) A classe de todos os R-mdédulos nao-singulares é fe-
chada quanto a submodulos, produtos diretos e extensoes essenciais.

(77) A classe de todos os R-médulos singulares é fechada quanto a submdédulos,
modulo fator e somas diretas.

No que segue R é um anel nao-singular a direita. Enunciaremos algumas pro-
priedades e, se A é um R-mdédulo a direita, definiremos o R-mdédulo nao-singular
a direita SYA que usaremos na secao seguinte. Tais resultados sao cldssicos e
podem ser encontrados em [6].

1.4.6 Proposicao (i) Z(A/Z(A)) =0, para todo R-médulo a direita A.



(77) Um R-médulo A é singular se, e somente se, para todo R-mddulo nao-
singular B, se verifica que todo homomorfismo de R-médulos f: A — B é
nulo.

(i1) A classe de todos os R mdédulos singulares a direita é fechada quanto a
extensoes essenciais.

(i) € ={I Q Rg|I <. Rg} é fechado quanto a produtos finitos.

1.4.7 Definigao Seja A um R-mdédulo a direita. Definimos S°A := E(A/Z(A)),

como sendo uma particular envoltéria injetiva de (A/Z(A))g.

1.4.8 Observagao Pelas proposicoes 1.4.5 e 1.4.6 temos que S°A é um R-mdédulo
a direita, nao-singular a direita e injetivo.

Pelo fato que R é um anel nao-singular a direita podemos considerar que
R C S°R. Pelo fato que S°R é um R-médulo a direita temos produtos em S°R
da forma zr, onde z € S°R e r € R. Se existe uma estrutura de anel, (S°R, +,.),
onde (SR, +) é exatamente o grupo aditivo abeliano herdado da estrutura de R-
médulo A direita de S°R e a operacao de multiplicacao em S°R é uma extensao da
operacao de multiplicacao definida acima, de SR como um R-mdédulo & direita,
dizemos que esta estrutura de anel definida em S°R é compativel com a estrutura
de R-médulo & direita de S°R. De forma semelhante, cada estrutura de S°R-
modulo sobre S°A onde A ¢ um R-médulo, a qual usa a adicao do R-médulo A e
estende a sua multiplicacao ¢ dita ser uma estrutura compativel com a estrututra

de R-médulo definida em A.

1.4.9 Teorema (a) S°R tem uma tnica estrutura de anel compativel com a
sua estrutura de R-médulo a direita. Em particular, R é um subanel de
SR tal que R C. (S°R)r e S°R também é um anel nao-singular a direita.

(b) S°A tem uma tnica estrutura de S°R-mddulo a direita compativel com a
sua estrutura de R-médulo a direita, para cada R-médulo a direita A.

1.4.10 Proposicao Seja Q = S°R. Entao:

(@) &@Q) = Qo[ INRe(R)} el(R)={J I Rp|JQe&(Q)}
(b) Zg(A) = Z,(A) para todo A que é um ()-médulo a direita.
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(¢) Z:(Q) =0.

1.4.11 Proposicao Sejam R e () dois anéis quaiquer tais que Rr <, QQr. Entao
as seguintes condigcoes sao equivalentes:

(1) Q é um anel von Neumann regular (v.N.r.), isto é, para cada x € @, existe
y € Q tal que xyxr = x e auto-injetivo.
(i7) Z.(R) =0 e Qg ¢ injetivo.
(i1i) Z,(R)=0eQ = S°(R).

Dos resultados anteriores segue que

1.4.12 Corolario Seja R um anel nao-singular a direita. Entao R é um subanel
do anel Q = S°R e, em particular, Rr <. Qr e Q é um anel nao-singular a
direita, auto-injetivo, v.\N.r. e tal que Qg € injetivo.

1.5 Anéis de quocientes

Nesta secao vamos fazer uma revisao a respeito de anéis de quocientes e
citamos [6], [9], [10], [12] e [14], como referéncias. Esses anéis foram introduzidos
em [10], como uma ferramenta para estudar anéis satisfazendo uma identidade
polinomial, no caso unilateral e, em [12], para o caso simétrico. Esta teoria pode
ser vista como uma generalizacao da localizacao, na teoria dos anéis comutativos.

1.5.1 Definicao Seja R um anel qualquer. Um anel de quocientes a direita
de R é um anel () que contém R como um subanel, tal que R Cj Qg.

Lembramos da Secao 1.2 que, se R é um anel qualquer e A C B sao dois
R-modulos a direita, entao A C; B implica que A C, B mas a reciproca, em
geral, nao é verdadeira.

1.5.2 Lema Sejam R um anel qualquer e A C B dois R-mddulos a direita. Se
B € nao-singular a direita e A C, B, entao A Cyq B.
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1.5.3 Proposigao Seja R um subanel de um anel (). Se R é nao-singular a
direita, entao () é um anel de quocientes a direita de R se, e somente se, R C. Q.

1.5.4 Proposigao Sejam R um subanel de um anel T', que é um subanel de um
anel Q).

(a) Se R CyTg, entao T Cy Qr se, e somente se, T Cy4 Q.

(b) @ é um anel de quocientes a direita de R se, e somente se, () é um anel de
quocientes a direita de T' e T' é um anel de quocientes a direita de R.

1.5.5 Definigao Seja R um anel qualquer. Um anel maximal de quocientes
a direita de R é um anel de quocientes a direita () tal que, sempre que T é
um anel de quocientes a direita de R, a inclusao ¢ : R — () se estende a um
monomorfismo f: T — Q).

No que segue veremos que se R é um anel qualquer, entao R tem um anel
maximal de quocientes a direita e que este é inico a menos de um isomorfismo de
anéis. Os resultados que enunciaremos sao classicos e nao serao provados aqui.

Seja D = {H < Rr| H <4 Rg} e observemos que D, como um subconjunto
do conjunto dos ideais a direita de R, é um filtro multiplicativamente fechado.
Se H € D denotemos por Homg(H, Rg), o conjunto de todos os homomorfismos
de R-modulos a direita de H em R. E facil verificar que se H € D, entao H # 0
e que se f € Homg(H, Rg) e J € D, entao f~(J) € D.

Seja © o conjunto de todos os pares (H, f) onde H € De f € Homg(H, Rg).
Em O definimos a seguinte relagao ~ :

se (H, f),(K,g) € O dizemos que (H, f) ~ (K,g), se existe J € D tal que
JCHNKeflJ=g]lJ.

E f4cil verificar que ~ é uma relacao de equivaléncia em o e que pode, equi-
valentemente, ser definida assim:

(H,f) ~(K,g) se, esomente se, f | HNK =g | HNK.

Denotamos por Qp, o conjunto quociente 0/~ e por [H, f], a classe de equi-
valéncia de (H, f), onde (H, f) € O.

E facil definir em ()p uma estrutura de anel de modo que R seja um subanel
de QD-

Definimos a soma e o produto em Q)p de modo que se [H, f] e [K g] sdo dois
elementos de Q)p, entao:
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(i) [H, f]+[K,g]:==[HNK, f+g],onde f+¢g: HNK — R é tal que a cada
a € HN K associa f(a) + g(a).

(ir) [H, f].[K,g] .= |97 (H),fog], onde fog:g '(H) — R ¢ tal que a cada
a € g-Y(H) associa fog(a) = f(g(a)) (bem definida ji que ¢g~'(H) € D).

E facil verificar que essas operagoes estao bem definidas e provar o seguinte:

1.5.6 Teorema (Qp,+,.) é um anel com unidade que tem R como um subanel,
no sentido que R é isomorfo a um subanel de Qp.

Lembramos que para cada a € R, se a; : R — R é a multiplicacao a esquerda
por a e consideramos [R, ¢;], que é um elemento de Qp, definimos o homomorfismo
de anéis  : R — @p, tal que ®(a) = [R, ;] para cada a € R. Temos que ¢ é
um monomorfismo de anéis e R ¢ isomorfo a ®(R).

1.5.7 Definicao Um anel de quocientes a direita proprio de R é um anel
de quocientes a direita () de R tal que R é um subanel préprio de Q).

E claro que se ¢ = [H, f] € Qp, entdo qr € R, para cada r € H. Além disso,
se qi,...,qn € Qp, entao existe H € D tal que ¢;H C R, paracadai=1,... ,n.

E também evidente que se ¢ € Qp e H € D, entao gH = 0 implica g = 0.

1.5.8 Teorema (a) Um anel de quocientes a direita T' de R é um anel maxi-
mal de quocientes a direita de R se, e somente se, T' nao tem um anel de
quocientes a direita proprio.

(b) Se Q e Q' sdo dois anéis maximais de quocientes a direita de R, entdo a
identidade i : R — R se estende a um isomorfismo de Q) sobre Q'.

1.5.9 Teorema ()p ¢é um anel maximal de quocientes a direita de R e € tinico,
a menos de um isomorfismo de anéis.

Pelo Teorema 1.5.8 nos referiremos a ()p como o anel maximal de quocientes

a direita de R e, muitas vezes, o denotaremos por Q7 ..(R).
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De forma semelhante podemos definir e provar a existéncia do anel maximal

de quocientes a esquerda de R, Q' . (R). Este tem as propriedades andlogas as

de Q!...(R) e também é tinico a menos de um isomorfismo de anéis. Podemos
!

provar que, €m geralu Q:na:t(R) # Qmax(R)

A seguir enunciaremos algumas propriedades que usaremos nos capitulos se-
guintes desta tese. Lembramos que um anel R é dito ser um anel primo, se
para cada I,J < R tais que I.J = 0, se verifica que I =0 ou J = 0.

1.5.10 Proposicao Se R é um anel primo (semiprimo), entao todo anel de quo-
cientes a direita de R também é um anel primo (semiprimo).

1.5.11 Definigao (a) Vp,(R) = {q € @Qp | ¢r = rq, paracadar € R} é
denominado o centralizador de R em Q)p.

(b) C ={q€Qp|qd = qq, para cadaq € Qp} é denominado o centro de
Q@p.

Temos que os elementos de ()p sao obtidos de R-homomorfismos a direita
definidos em elementos H € D. Agora faremos uma descri¢ao dos elementos de C'
como sendo, precisamente, os elementos de ()p que sao obtidos de homomorfismos
de R-bimodulos, definidos em ideais de R que pertencem a D.

1.5.12 Proposicao Seja ¢ = [H, f] € Qp. Entao as seguintes condi¢ées sao
equivalentes:

(1) g€ C.

(17) Existem um ideal K de R tal quee K € De H C K e f*: K — R
um homomorfismo de R-bimédulos, tal que f*, quando restrita a H, é um
homomorfismo de R-médulos a direita que coincide com f.

(i17) q € Vop(R).
Além disso, se uma das condigées acima se verificar, entao f*, como em (i),

é definida por f*(a) = qa, para cada a € K.

1.5.13 Proposigao (a) Se R é um anel primo, entao C' é um corpo.

(b) Se R é um anel semiprimo, entao C' é um anel v.N.r..
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1.5.14 Observacao Seja R um anel semiprimo.

Um exemplo de anel de quocientes a direita de R é o Anel de Martindale,
definido por Quarr = {¢=[H,f] € Qp | H < Re H <; Rr}. Lembramos da
Secao 1.3 que ¢ = {H < R| H <. Rg} e, entdo, pela Proposigao 1.3.2, temos
que Qurrarr = {q € Qp | IH € e tal que ¢H C R}. Denotamos Qparr = Q- que
também sera chamado de anel de quocientes a direita de R, com respeito a €. Da
Proposicao 1.5.12 temos que o centro de (). coincide com o centro C' de Qp.

Podemos provar que @, := {q € Q. | IH € e tal que Hg C R} é um subanel
de Q). que contém R como um subanel. (), é chamado de anel de quocientes
stmétrico de R.

A construcao de Q). pode ser feita de maneira semelhante a de ()p, indepen-
dentemente.

No que segue R ¢é um anel semiprimo. Vamos caracterizar os elementos idem-
potentes de C, o centro de .. A prova de tal resultado pode ser encontrada em
([3], Section 1).

1.5.15 Proposicao Um elemento ¢ € C' é idempotente se, e somente se, exis-
tem um ideal nao-nulo H de R e um homomorfismo de R-bimédulos o : H &
Ann(H) — R que é a projegao sobre H, tais que ¢ = cy = [H @ Ann(H), a].
Ademais, ¢ = cg = 1 se, e somente se, H € ¢.

1.5.16 Observacao Seja R um anel nao-singular a direita.

Se ¢ ={H < Rr| H <. Rg}, pelo Lema 1.5.2 temos que £ = D e denotamos
ras(B) = Q¢ que também serd chamado de anel de quocientes de R, com
respeito a €.
O teorema que agora vamos enunciar segue como uma conseqiiéncia dos re-
sultados anteriores.

1.5.17 Teorema Se R é um anel nao-singular a direita, entao ()¢ é um anel
nao-singular a direita, v.N.r, auto-injetivo e tal que (Q¢)r € injetivo.
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CAPITULO 2

Submodulos fechados

O objetivo deste capitulo é estudar os submodulos fechados de um mdédulo
centralizante sobre um anel semiprimo.

Sejam R um anel semiprimo e @), o seu anel de quocientes simétrico. Em [2]
Miguel Ferrero provou que se M é um R-bimddulo centralizante, entao existe
a extensao canonica livre de torcao de M a um ,-bimoédulo centralizante,
M*. Também provou que existe uma correspondéncia biunivoca entre os R-
submodulos fechados a direita de M e os (),-submodulos fechados a direita de
M*, que é o principal resultado de [2], e que vamos chamar de Teorema da cor-
respondéncia biunivoca.

Vamos definir a nogao de ortogonalidade de uma familia de submoddulos a
direita de um R-bimodulo livre centralizante, que estende a ortogonalidade de
uma familia de ideais a direita de R e, com esta nocao, provar, de modo distinto,
o Teorema da correspondéncia biunivoca. Estes resultados serao utilizados no
capitulo seguinte.

Através deste capitulo R é um anel semiprimo e usaremos as mesmas notagoes
especificadas no Capitulo 1, para € e (),. Lembramos que submddulo de um
bimédulo significa sub-bimédulo deste bimdédulo.

2.1 Resultados basicos

Sejam M um R-bimoédulo e N C P dois R-submoddulos de M. Observemos
que [N]p :={x € P|3H € etal quexH C N} é um submédulo de M tal que
N C[N]p C P.

2.1.1 Definigao Sejam M um R-bimédulo e N C P dois submddulos de M.

(a) Definimos o fecho a direita de N em P, por

[N]p:={x € P|3H € ctal quecH C N}.

(b) Dizemos que N é um submddulo fechado a direita de P, se [N]p = N.
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(¢) Dizemos que N é um submddulo denso a direita de P, se [N]p = P.

(d) Os elementos de [0]y; sao chamados de elementos de tor¢do de M.
Dizemos que M é livre de torcao como um R-modulo a direita, se
[0]x; = 0.

(e) Se P' é um R-médulo a direita, dizemos que é livre de torc¢do, sec v € P’
e H € ¢ sao tais que tH = 0, entao x = 0.

Facilmente podemos verificar os seguintes exemplos: se Z é o dominio dos
inteiros e Q é o corpo dos racionais, temos que Z é um anel semiprimo, é um
Z-submédulo de Q e é tal que [Z]g = Q e [0]p = 0. Se R = My(Z) é o anel

das matrizes de ordem dois sobre o dominio dos inteiros e consideramos o ideal

) n?Z, nz , , oL ,

bilateral I = 7 07 de R, onde n é um numero inteiro qualquer, como R é
nZ n

um anel semisimples, em particular temos que R é um anel semiprimo e [I|g = I,
de modo que I é um ideal fechado a direita de R.

Notemos que esta definicao de densidade em 2.1.1, em geral, nao é a mesma
que aquela dada na Definicao 1.2.3 do Capitulo 1, como podemos ver no exemplo
que segue. Adiante veremos que estao relacionadas.

2.1.2 Exemplo O seguinte exemplo mostra que, caso M nao seja livre de torgao
como um R-mddulo a direita, o fato de termos N C P C M e N ser denso a
direita em P nao implica que, para mq, my € P, existe r € R tal que 0 # myr e
mer € N, embora se tenha que N ¢ essencial a direita em P. De fato, tomemos
o anel R = Z que é semiprimo. Consideremos os R-bimédulos P = Z/4Z e
N = 27,/47, e notemos que P nao é livre de torgao. Temos que N é denso a
direita em P e tomando 0 # p; =2 € P e p; = 1 € P, temos que nio existe
r € R tal que p1r #0 e por € N.

Lembramos que se P é um R-bimédulo qualquer, um submdédulo (respecti-
vamente a direita, a esquerda) N de P é dito ser um complemento em P, se
existe um submédulo (respectivamente a direita, a esquerda) 7' de P, tal que N
¢ maximal com respeito a condicao N N'7T = 0.

O seguinte resultado foi provado em ([3], Theorem 2.1).

2.1.3 Teorema Sejam M um R-bimédulo centralizante e N um submdédulo de
M tais que N D [0]y. Entao as seguintes condigoes sao equivalentes:
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(i) N é um submddulo fechado a direita de M.

(i1) Se P é um submdédulo a direita de M tal que P O N, entao existe 0 # x € P
tal que RtRN N = 0.

(iti) N é um complemento no reticulado dos submédulos a direita de M.

A seguir enunciaremos um resultado importante provado por Miguel Ferrero
em [2] e que usaremos no que segue.

2.1.4 Proposicao Sejam N C P dois submddulos de um bimédulo centralizante
sobre um anel semiprimo. Entao [N]p = {x € P|3H € etal queHx C N}. Além
disso, [N]p é um submdédulo fechado a direita de P.

Pela Proposicao 2.1.4, naquelas condigoes, diremos que [N]p é o fecho de N
em P em vez de dizer que é o fecho a direita de N em P. Da mesma forma, se

um submédulo de P é fechado a direita em P, diremos que é apenas fechado em
P.

Vamos provar agora uma conseqiiencia do Teorema 2.1.3.

2.1.5 Corolario Sejam M um R-bimddulo centralizante livre de tor¢ao como
um R-médulo & direita e N C P C P’ submddulos de M, tais que N C, Pg.

Prova: B imediato que [N]p C [P], e suponhamos que [N], C [P]p. Entao
temos que [[N]p]am C [[P]p]m. Pelo Teorema 2.1.3 e pela Proposicao 2.1.4,
existe 0 # x € [[P|p]a tal que ReR N [[N]p ]y = 0, 0 que é uma contradigao,
ja que sendo M livre de tor¢ao como um R-médulo a direita, N C, Pgr implica
[(Np]ar e ([[P]p]an)r- ©

Relacionamos agora a densidade, a essencialidade e a nocao de densidade da
Definigao 1.2.3, do Capitulo 1.

2.1.6 Lema Sejam M um R-bimédulo livre de tor¢ao como um R-moédulo a
direita e N C P, dois submoédulos de M. Se N é um submoddulo denso a direita
de P, entao para cada my, my € P tal que my # 0, existe r € R tal que mqr # 0
e mar € N.
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Prova: Sejam my,my € P tal que my; # 0. Sejam H, K € ¢ tais que myH C N
e meK C N. Temos que m;(HNK) # 0, umavezque HNK €¢,0#m; € Pe
[0]as = 0. Entao existe 0 # r € HN K tal que myr # 0 e maor € mey(HNK) C N,
o que completa a prova. {

2.1.7 Proposicao Sejam M e N C P como no Lema 2.1.6. Se N é denso a
direita em P, entao N é essencial a direita em P.

Prova: Seja 0 # x € P. Segue pelo Lema 2.1.6 que existe r € R tal que xr # 0
exr € N. Logo 0 #axr e zRNN. $

Em particular, se I é um ideal de R, pelo Lema 2.1.6, as condigoes (i) e (i7)
abaixo sao equivalentes:

(1)) Hlr=R
(i) Para cada aj,as € R onde a; # 0, existe r € R tal que ay;r # 0 e aor € 1.

Segue dai que se [ é um ideal de R, entao I é um ideal denso a direita em R
se, e somente se, I é um ideal essencial a direita em R.

O exemplo dado em 2.1.2 mostra que, caso M nao seja livre de tor¢ao como
um R-médulo a direita, o fato de termos N C P C M e N ser denso a direita
em P, nao implica que N ¢é denso a direita em P segundo a Definicao 1.2.3 do
Capitulo 1, embora se tenha que N ¢ essencial a direita em P.

O seguinte exemplo mostra que, caso M nao seja livre de tor¢ao como um
R-médulo a direita, o fato de N C M ser denso a direita em M nao implica que N
seja essencial a direita em M. De fato, tomemos o anel semiprimo R = Z e os R-
moédulos M =7Z/6Z e N = 47/6Z. Temos que N ¢ denso a direita em M mas nao
é essencial & direita em M ja que 0 # 3 € M é tal que 3ZNN = {0,3} NN = (0).

No caso em que R é um anel semiprimo temos que R é livre de tor¢ao como
um R-modulo a direita e, se I é um ideal de R, temos que I ¢é essencial a direita
em R se, e somente se, [ é essencial em R. A seguir, como uma consequéncia do
Teorema 2.1.3, segue uma generalizacao deste resultado, importante para o que
segue.

2.1.8 Corolario Seja M um R-bimédulo centralizante tal que M é livre de
torcao como um R-moédulo a direita. Sejam N C P dois submédulos de M.
Entao as seguintes condicoes sao equivalentes:
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(1) N é essencial a direita em P.

(1) N é essencial em P.

Prova: Basta provar que (ii) = (7).

Como M ¢ livre de tor¢ao como um R-moédulo a direita, temos que N C.
([N]p)r e, portanto, N C, [N]p C. P. A partir deste fato, pelo Coroldrio 2.1.5
temos que [[N]p]a = [P]a. Suponhamos que N néo é essencial a direita em P.
Entao [N]p C P e, portanto, [[N]p|y C [P]um, 0 que é uma contradigao.

2.1.9 Corolario Seja M como no Corolario 2.1.8. Sejam N C P dois submédulos
de M. Entao as seguintes condigoes sao equivalentes:

(¢) [N]p = P.

(ii) Para cada my,my € P onde m; # 0, existe r € R tal que mir # 0 e
mor € N.

Prova: (i) = (ii) Segue do Lema 2.1.6.

(17) = (i) Como M é livre de tor¢do como um R-mdédulo & direita, temos que
N C. ([N]p)g. De (ii) temos que N C, Pg e, portanto, N C, ([N]p)r C. Pkg.
Entao, pelo Corolario 2.1.5, segue que [N]p = P. {

2.2 Ortogonalidade de mdédulos, extensao candnica e o
Teorema da correspondéncia biunivoca

A seguinte defini¢ao foi dada por Miguel Ferrero em ([2], Definition 4.2).

2.2.1 Definicao Seja M um R-bimédulo centralizante. Um par (M*, j), onde
M* é um Q,-bimédulo centralizante livre de tor¢ao como um R-mdédulo a direita
ej: M — M* é um homomorfismo de R-bimédulos é dito ser uma extensao
canonica livre de tor¢cao de M, se para cada (),-modulo a direita P o qual é
livre de tor¢ao como um R-mdédulo a direita e cada homomorfismo de R-médulos
a direita f : M — P, existe e é tinico um homomorfismo de (),-médulos a direita
f*:M* — P, tal que f*oj = f.

Seguem alguns exemplos, de facil verificacao, de extensoes canonicas livres de
torcao de bimodulos centralizantes sobre anéis semiprimos.
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Sejam R um anel semiprimo e ), o seu anel de quocientes simétrico.

Seja G um grupo ou semigrupo. O anel de grupo ou semigrupo M = RG é
um R-bimddulo centralizante e sua extensdo canonica livre de tor¢ao é (M*, j),
onde M* é o anel de grupo ou semigrupo Q,G e j : M — M* é a inclusao.
Em particular, um anel de polinomios com coeficientes em R sobre um conjunto
qualquer de indeterminadas, que comutam ou nao, € um R-bimddulo centralizante
M que tem extensdao canonica livre de torcao (M*,j), onde M* é o anel de
polinomios com coeficientes em (),, sobre o mesmo conjunto de indeterminadas
que define M, e j: M — M* ¢é a inclusao.

Se M = M,(R) é o anel das matrizes de ordem n sobre R, temos que M é
um R-bimddulo centralizante e sua extensdo canonica livre de tor¢ao é (M*,j),
onde M* = M, (Q,) é o anel das matrizes de ordem n sobre @, e j : M — M*
¢ a inclusao. Também se M é o anel das matrizes infinitas sobre R tal que cada
matriz tem apenas um nimero finito de entradas nao-nulas, temos que M é um
R-bimédulo centralizante e sua extensao canédnica livre de torgao é (M*, j), onde
M* é o anel das matrizes infinitas sobre @), tal que cada matriz tem apenas um
nimero finito de entradas nao-nulas e j : M — M* é a inclusao.

Seja L um R-bimddulo livre com uma base B = (v;);cq, de elementos centra-
lizantes.

Definimos L* = Zieg BQ,v; como sendo o (),-bimddulo livre com a mesma
base B de L, de elementos centralizantes sobre (),. Podemos considerar L C L*
e a inclusao 7 : L — L*, que é um homomorfismo de R-bimdédulos. Veremos que
(L*,4) é uma extensao canonica livre de torgao de L. Este exemplo é importante
para o que segue.

Se K é um submédulo de L, lembramos que [K]+ representa o seu fecho como
um R-submédulo de L*. Se K é um submédulo de L*, denotamos por [K] o seu
fecho como um @),-submédulo de L*.

2.2.2 Lema Sejam N e P dois R-submédulos de L* tais que N é denso a direita
em P. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos
os submaodulos fechados de P e o conjunto de todos os submddulos fechados de

N. Ademais, esta correspondéncia associa o submodulo fechado K de P com o
submdédulo fechado I de N, se I = K NN (equivalentemente, K = [I]|p).

Prova: Se I é um submddulo fechado de N, a I associamos K = [I]p que é
um submoédulo fechado de P. Além disso, temos que K "N = [. Se K é
um submodulo fechado de P, a K associamos I = K N N. Temos que I é um
submoddulo fechado de N, ja que [I[|[y = [K N N]y = [K]pNN =KNN = I.
Além disso [I]p = K, ja que I = K N N, K é um submédulo fechado de P e N
é denso em P.
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2.2.3 Lema L é denso a direita em L*. Em particular, L C, (L*)g. Ademais,
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os submodulos
fechados de L e o conjunto de todos os R-submddulos fechados de L*, como no
Lema 2.2.2.

Prova: A prova é evidente.

2.2.4 Proposicao (L*,i) é uma extensao canonica livre de tor¢ao de L e é tinica
a menos de um isomorfismo de (), -bimaodulos.

Prova: A prova é evidente.

A partir da Proposigao 2.2.4 diremos que (L*,7) é a extensao candnica livre
de torcao de L.

Vamos definir a ortogonalidade de uma familia de submdédulos a direita de
L, que estende a nocao de ortogonalidade de uma familia de ideais a direita de
R. Esta nocao vai permitir estudar uma condigao para que o fecho [N]z« de um
submodulo N de L, em L*, seja um ),-submddulo de L*. Resultado semelhante é
abordado em ([8], Proposition 3.3) para ideais a direita de um anel nao-singular a
direita R, considerando o anel de quocientes de R como sendo o seu anel maximal
de quocientes a direita.

Lembramos que uma familia (I)),ep de ideais a direita de um anel qualquer
é dita ser uma familia de ideais a direita mutuamente ortogonais, se Iy,.Iy, = 0
para cada \; # As.

2.2.5 Definicao Uma familia (Ny)xen de submdédulos a direita de L é dita ser
uma familia de submodulos a direita mutuamente ortogonais de L, se

Y er @oNa =2, ©Qs Ny, em L*.

Observemos que a Definicao 2.2.5 estende a definicao de ortogonalidade de
uma familia de ideais a direita de R. De fato, seja (I)), uma familia de ideais
a direita de R tais que Iy, I, = 0, para cada A\; # 9. Se para algum n e para

algum k£ =1,... ,n temos que QUI,\kﬂ(QUI,\l—1—‘--—1—@4—---—1—@0[,\”)7&0,
entao J = RI\, N(RIy, +---+ RI\, +- -+ RI,,) # 0. Mas J?> = 0 de modo
que J = 0, o que é uma contradicao.
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Por outro lado, seja (), uma familia de ideais a direita de R, mutua-
mente ortogonais segundo a Defini¢ao 2.2.5. Temos para A\; # Ay que, I),.I5, C
(R[)\l).(RI)\Q) g RI)\I N R[)\Q g QU[)\l N QU[)\Q = 0. Portanto, [)\1[)\2 = 0.

Quando temos dois modulos que sao mutuamente ortogonais, diremos apenas
que sao ortogonais.

Lembramos que se P é um modulo a direita sobre um anel qualquer, uma
familia (N)), de submédulos a direita de P é dita ser uma familia independente

se Z)\NA = Z)\EBN)\.

Veremos que para uma familia de sub-bimédulos de L, as propriedades de
independéncia e ortogonalidade se equivalem.

2.2.6 Proposicao (N))xea € uma familia independente de sub-bimédulos de L
se, e somente se, (Ny)xean € uma familia de sub-bimédulos de L mutuamente
ortogonais.

Prova: Seja (N))iea uma familia independente de sub-bimédulos de L e su-
ponhamos que QyNy, N (Q,Ny, + -+ + Q/U]V\,\k + -+ Q,N,,) # 0, para al-
gum n e para algum k = 1,... ,n. Como para 0 # q € @Q,, existe H € ¢
tal que 0 # Hq C R, segue que Ny, N (Ny; + -+ + Ny + - + Ny,) =
RNy, N (RN, + -+ + m + .-+ + RN,,) # 0, o que é uma contradigao. A
reciproca é evidente. <

2.2.7 Lema Se N é um submdédulo de L, entao [N]- = [N];+Q,. Em particular,
[N]p+ é um (R, Q,)-submédulo de L*.

Prova: Temos que [N];+Q, é um R-submédulo & direita de L*. Além disso,
N C. ([N]1+Qo)r- De fato, seja 0 # z € [N]«Q, € escrevamos x = lyq1+- - +1,.q,
onde l; € [N« e ¢; € Q,, para cada i = 1,... ,r. Temos que existe H € ¢ tal
que 0 # ¢;H C R, para cada ¢ = 1,... ,r. Como L} ¢é livre de torcao, segue
que 0 # zH C [N]p+ e, portanto, [N]z« C. ([N]1+Qo)r- Logo N C. ([N]r+)r Ce
([N]r+Qs)r e dai, pelo Teorema 2.1.3, obtemos que [N]p« = [N].-Q,, 0 que
completa a prova.

2.2.8 Proposicao Seja N um submédulode L. Se N C, (Q,N)g, entao Q,N C,
([N]p+)r. Em particular, neste caso, [N]p = [Q,N|r+ é um Q,-submdédulo de
L*.
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Prova: Q,N é um R-submédulo de L* e consideremos [Q,N]z«, o seu fecho a
direita em L*. Temos que N C, (Q,N)r C. [Q,N|r+ e, portanto, [N]. C,.
([Q+N]r+)r. Logo, pelo Teorema 2.1.3, segue que [N]p = [QoN|p+. <

2.2.9 Proposicao Se (L) é uma familia qualquer de submdédulos de L mutua-
mente ortogonais tais que ), ®L, C. Lg, entao Ly C. (Q,Li)r, para cada k.
Em particular, [Ly|p+ = [QoLg|r+ é um Q,-submdédulo de L*, Q, Ly Ce ([Li|r+)r,
para cada k e se N é um submdédulo qualquer de L, entao [Nl é um Q,-
submaédulo de L*.

Prova: Seja 0 # =z € Q,L;. Como ) . @®L; C. Lr C. L} temos que xR N
>, ®L; # 0 e, entdo, existem um nimero inteiro n e r € R tais que 0 # ar =
li+---+1, onde [; € L;, para cada i. Se cada i # k, obtemos que Q, Ly N(Q, L1+
-+ Q,L,) # 0, o que é uma contradicao. Entao existe algum i = 1,... ,n, tal
que 7 = k. Segue que xr—Il =11+ - -+lAk+- -++1,, donde xr = I, ja que (L) é
uma familia de submdédulos de L mutuamente ortogonais. A conclusao da prova
segue pela aplicacao da Proposicao 2.2.8 e do fato que se N é um submddulo
qualquer de L, entdo existe um submédulo maximal N de L tal que NN N’ = 0,
donde N @ N' C, gLy e, portanto, N @ N C, Lg. <

Observemos que se (Ly) é como na Proposigao 2.2.9, entao é facil verificar
que > [Li)rr = 22, ®[Lilr- e o) B[Li]rr Se [Xo), ®L]r = L™

O seguinte teorema foi provado em ([2], Theorem 3.18). Faremos aqui uma
prova distinta.

2.2.10 Teorema Existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de to-
dos os R-submoddulos fechados de L e o conjunto de todos os Q),-submodulos
fechados de L*. Ademais, essa correspondéncia associa um R-submaodulo fechado
a direita N de L com [N]p+, onde N = [N]p- N L.

Prova: Pelo Lema 2.2.3 temos que L ¢é denso a direita em L* e existe uma
correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os R-submédulos fechados
de L e o conjunto de todos os R-submoddulos fechados de L*. Além disso, se
N é um submodulo fechado de L, tal correspondéncia associa a N o seu fecho
[N]p+, em L*. Resta provar que [N]p« é um Q,-submdédulo fechado de L*. Pela
Proposigao 2.2.9 temos que [N]z- é um @),-submdédulo de L*. Resta mostrar que
é um @,-submdédulo fechado de L*. Sejam [[N]r+], o seu fecho como um Q,-
submédulo de L*, e x € [[N].+]. Entao, existe H € €(Q,) tal que zH C [N]p« e
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temos que H N R € ¢ é tal que x(H N R) C [N].-. Portanto = € [N].+, o que
completa a prova.

A seguir vamos enunciar o Teorema da existéncia da extensao canonica li-
vre de torcao para bimdédulos centralizantes e o Teorema da correspondéncia
biunivoca, no caso geral. Tais teoremas foram provados por Miguel Ferrero em
([2], Theorems 4.3, 4.4) e salientamos que em ambas as provas é usado fortemente
o resultado do Teorema 2.2.10, motivo pelo qual, na introducao deste capitulo,
mencionamos que provariamos o Teorema da correspondéncia biunivoca, sem ex-
plicitar, embora aqui o tenhamos provado apenas para o caso livre.

2.2.11 Teorema Existe uma extensao canonica livre de tor¢ao (M*,j) de M e
esta € unica, a menos de um isomorfismo de (),-bimédulos.

2.2.12 Observagao Como em [2], se M ¢ livre de tor¢ao como um R-moédulo &
direita, a aplicacao j : M — M* é um monomorfismo. Entao, no sentido de M
estar imerso em M™* através de j, podemos considerar que M C M*. Além disso,
também como em [2], (j(x;))icq ¢ um sistema de geradores (),-centralizantes de
M* e no caso em que M ¢ livre de tor¢cao como um R-médulo a direita, através
do monomorfismo j, passaremos a identificar j(x;) com x;, para cada i e diremos
que X = (x;);eq € um sistema de geradores (),-centralizantes de M*.

Através do Teorema 2.2.11, pela questao da unicidade, diremos que (M*, j) é
a extensao canonica livre de torcao de M.

2.2.13 Teorema Seja (M*, j) a extensao canonica livre de tor¢ao de M. Entao
existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos os R-submaodulos
fechados de M e o conjunto de todos os (),-submédulos fechados de M*. Ade-
mais, esta correspondéncia associa um submédulo fechado N de M com o Q-
submdédulo fechado N* de M*, tal que j~'(N*) = N.
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CAPITULO 3

Sobre fechos essenciais

Em [8] um dos principais teoremas estabelece condi¢oes equivalentes para que
a envoltoria injetiva em () de um ideal a direita de um anel nao-singular a direita
R seja um ()-bimoédulo, onde ) é o anel maximal de quocientes a direita de R.
Tal resultado é obtido usando a ortogonalidade de uma familia de ideais a direita
de R.

Neste capitulo, no caso em que R ¢é um anel nao-singular a direita e () =

" o) € 0 seu anel maximal de quocientes a direita, se M é um R-mddulo a

direita, definimos (M*, j), a extensdo canonica livre de torgao de M, e provamos
a sua existéncia sempre que M é nao-singular.

Desenvolvemos uma nogao de ortogonalidade de uma familia de médulos so-
bre anéis semiprimos e nao-singulares a direita e, com esta nocao, abordamos o
resultado de [8], acima mencionado, para fechos essenciais de submédulos a di-
reita de modulos livres centralizantes, na sua extensao canonica livre de torcao.
Ademais , obtemos uma generalizacao deste resultado de [8].

Também com esta nogao de ortogonalidade, se R é um anel nao-singular tal
que os seus anéis maximais de quocientes a direita e esquerda coincidem, prova-
mos o resultado acima para fechos essenciais a direita de submaédulos a direita de
um R-bimodulo centralizante e nao-singular M, na sua extensao canonica livre
de torcao, M*.

Como uma aplicagao destes resultados estendemos de [8] para mdédulos, des-
crigoes equivalentes de uma nova dimensao que é uma espécie de dimensao hibrida
entre as dimensoes uniformes bilateral e unilateral.

Na primeira secao deste capitulo desenvolvemos os resultados acima para o
caso em que o anel R é semiprimo e o seu anel de quocientes é o de quocien-
tes simétrico. Tais resultados foram necessarios para a obtencao dos principais
resultados posteriores.
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3.1 Caso semiprimo

Usaremos as mesmas notacoes e convencgoes dos capitulos anteriores. Nesta
secao R é um anel semiprimo e (), é o seu anel de quocientes simétrico, com
respeito a ¢ = {H < R| H <. Rg}. Ainda, M é um R-bimédulo centralizante
com um sistema de geradores centralizantes X = (x;);cq, livre de tor¢do como
um R-médulo a direita e (M*, j) é a sua extensao canonica livre de tor¢ao.

Observemos que sendo R um anel semiprimo e M um R-bimdédulo centrali-
zante, M é livre de torcao como um R-modulo a direita equivale a que M seja
nao-singular a direita. De fato, se M é nao-singular a direita, entao M é livre
de torcao como um R-moédulo a direita ja que todo ideal bilateral de R que é
essencial a direita em R é um ideal a direita de R que é essencial a direita em
R. Reciprocamente, seja Z,(M) = {z € M |3H C. Rrtal quezH = 0} o
submédulo singular a direita de M, que é um R-submddulo de M. Como Z,(M)
é R-singular, ou seja, ¢é singular na categoria o(R) dos bimédulos subgerados por
R ([5], Page 178), entao de ([5], Proposition 4.1) segue que Z,.(M) = [0]ps = 0.

Sejam N C P dois submédulos a direita de M. Pelo Lema de Zorn existe um
submédulo & direita N' de P, maximal tal que N C, NII%. Veremos a seguir que
N’ é tinico.

3.1.1 Proposicao Sejam N C P dois submdédulos & direita de M e seja N' C P
um submdédulo a direita, maximal tal que N C, N'. Entao N = {reP|3HC,
Rpg tal quexH C N} := N§&.

Prova: Np é um submddulo a direita de P tal que N C, Np, uma vez que
M é nao-singular & direita. Por outro lado, como N’ é nao-singular & direita
e N C, N, temos que N'/N ¢ um R-modulo a direita, singular a direita e,
portanto, para cada z € N’ temos que Ann" (%) C, Rr, ondeT =2+ N € N'/N.
Entao basta tomar H = Ann" (). {

3.1.2 Definicao Sejam N C P dois submédulos a direita de M. O submddulo
Np={x€ P|3HC, Rgtal quexH C N}

de P é chamado de fecho essencial a direita de N em P.

A seguir veremos que se N C P sao dois submoédulos de M, entao o fecho de
N em P e o fecho essencial a direita de N em P coincidem.
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3.1.3 Proposigao Se N C P sao dois submédulos de M, entao [N|p = N§.

Prova: Temos que [N]p C N§ e suponhamos que [N]p C N§. Como N é um
submédulo de P, é facil verificar que N§ também o é. Entao podemos considerar
o seu fecho em M e segue que [[N]p]yr C [N§|ay. Como [[N]p]as ¢ um submédulo
fechado de M tal que [[N]p|pa 2 [0]ar, pelo Teorema 2.1.3, existe 0 # = € [N§] s
tal que RzR N [[N]plyr = 0 e, portanto, [[N]p|y ndo é essencial a direita em
[NE]ar, 0 que é uma contradigdo ja que N C. (N&)g Ce ([N§]a)r uma vez que
M é livre de torcao como um R-moddulo a direita e, equivalentemente, nao-singular
a direita. &

Se N é um submoddulo a direita de M, vamos estudar condicoes equivalentes
para que o fecho essencial a direita Nj,. de N, em M*, seja um (,-submoddulo
de M*.

3.1.4 Lema M C, Mj,. Ademais, M}, é nao-singular a direita.

Prova: Seja 0 #x ="  x;q; € M* onde X = (2;);eq ¢ o sistema de geradores
Q,-centralizantes de M* e q; € (),, para cada i. Existe H € ¢ tal que ¢;H C R
para cada i e temos que xH C M. Além disso, como M é livre de tor¢cao como
um R-moédulo a direita, temos que xH # 0. Logo M C. Mj},.

O resto da prova é evidente, pela aplicacao da Proposicao 1.4.5.

A seguinte definicao é uma extensao daquela dada no Capitulo 2, para o caso
livre.

3.1.5 Definicao Dizemos que (M,), é uma familia de submdédulos a direita de
M mutuamente ortogonais se Y Q,M, =" ®Q,M,, em M*.

Como em 2.2.6, temos que as propriedades de independéncia e ortogonalidade
se equivalem quando se trata de uma familia de submodulos de M.

3.1.6 Lema Se N C Mg, entao N§;. € um (),-modulo a direita. Ademais, se N
é um submdédulo de M, entao N§;. é um (R, Q,)-submédulo de M*.
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Prova: Sejam x € Nj§;.. e ¢ € (),. Seja H C. Rp tal que xtH C N. Temos
que H C. Rp C. (Qy)r €, portanto, H = Q,. Entdo existe K C. Ry tal que
qK C H e segue que xqK C xH C N, de modo que xq € N§,.. O resto da prova
é evidente. <

3.1.7 Proposicao Seja N C Mg. Se N C. (Q,N)g, entao QN C. (N5 )r-
Em particular, neste caso, N§;. = (Q,N)5+ = [QoN]a+ é um Q,-submdédulo de
M.

Prova: Temos que N C. (QsN)r . ((QsN)Ss)r €, entdo, como N§. C
(QsN)S+, segue que N5, = (QyN)5+. Além disso, como Q,N é um R-sub-
bimddulo de M*, segue que N5, = (QoN)5« = [QoN]m+, 0 que completa a
prova.

A seguinte proposigao caracteriza familias de médulos mutuamente ortogo-
nais.

3.1.8 Proposicao Seja (M), uma familia de submédulos a direita de M tais
que ), ®M;, C. Mg. Entao as seguintes condi¢oes sao equivalentes:

(i) My C. (QyMy)g, para cada k.
(ii) QoM Ce ((My)Ss+)r, para cada k.

(iii) Y, QoM = >, ®Qe My, isto é, (My), é uma familia de submdédulos a
direita de M mutuamente ortogonais.

Prova: (i) = (ii) E imediato pela Proposicio 3.1.7.

(79) = (4i7) Suponhamos que para algum n e para algum k = 1,... ,n, temos
que QM N (QoM; + -+ + m + -+ Q,M,) # 0. Entao existe 0 # = €
Qo MiN(Qy M+ - -+m+‘ ~4Q,M,) e escrevemos & = x1+- - -+ T+ - +Tp,
onde x; € Q,M; C (M;)5,+ para cadai. Usando a hipétese, existem H; C, Ry tais
que x;H; C M;, para cada i # k e xH, C M. Tomando F = ﬂ?zl H,;, obtemos
que F' C, Rpg e, portanto, existe r € F tal que 0 # xr = x1r+- - -+Tr+- - +2,7,
o que é uma contradicao.

(iti) = (i) Seja 0 # x € QyMy. Como Y . &M, C, M C. M}, segue que
existe r € R tal que 0 # ar € Q.M N (>, ®M;), donde para algum n, 0 # ar =
mi+---+my,ondem; € M; paracadai=1,... ,n. Dai, paraalgum:=1,... |n
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temos que i = k e (zr —my,) € QJMkﬂ(QUM1+~--+m+~~+QUMn) =0,
de modo que 0 # xr = my,. Logo My C, Qs M. &

A seguinte proposicao é evidente de 3.1.7 e 3.1.8.

3.1.9 Proposicao Seja (My)r, como na Proposi¢ao 3.1.8. Se (M), é uma
familia de submddulos a direita de M mutuamente ortogonais, entao (Mj)S;-
é um Q),-submédulo de M*, para cada k e Y, (My)5;» = D . B(My)5+ Ce M.

Mesmo na situagao particular em que R é um anel semiprimo, ), é o seu
anel de quocientes simétrico e I ¢ um ideal a direita de R, pode ocorrer que I,
nao seja um ideal de @),. Por exemplo, sejam R = M(Q) o anel das matrizes de
ordem dois com elementos em @Q, o corpo dos nimeros racionais, (), o anel de

Q Q
0 0
e, = R. Como Q é um corpo, temos que R é um anel semisimples e, portanto,
@, = R também o é. Entao I, que é um ideal a direita de ),, ¢ um somando
direto e, portanto, I, = I ¢ um ideal a direita e nao ¢ um ideal a esquerda de
Qo

A seguir se N C Mg, vamos estudar condigoes equivalentes para que N¢,. seja
um @,-bimédulo. Este teorema que provaremos é uma extensao de ([8], Theorem
3.5), que primeiramente vamos transcrever.

quocientes simétrico de R e [ = > . Neste caso temos que R é semiprimo

3.1.10 Teorema Sejam R um anel nao-singular a direita, Q) = Q.. (R), o seu

anel maximal de quocientes a direita e I um ideal a direita de R. Seja E(I) uma
envoltoria injetiva de I. Entao as seguintes condicoes sao equivalentes:

(1) E(I) é um ideal de Q.
(1) E(I) = eQ, onde e é um idempotente central de Q).

/

(i41) Existe um ideal & direita P" de () ortogonal com E(I), tal que E(I)® P =
Q.

(iv) Existe um ideal a direita P' de Q ortogonal com E(I), tal que E(I)® P’ C,
Qr-

(v) Existe um ideal a direita J de R ortogonal com I, tal que I & J C. Rp.

(vi) Existe um ideal P de @, tal que I C, Pkg.
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Agora provaremos o teorema, que estende o Teorema 3.1.10 para médulos
sobre anéis semiprimos.

3.1.11 Teorema Se N C Mg, entao as seguintes condigoes sao equivalentes:
(i) N§,. é um Q,-submédulo de M*.

(ii) Existem um Q,-submdédulo K de M* tal que K C, M}, e f: K — K um
endomorfismo idempotente de Q,-bimédulos, tais que N§;. = f(K).

(i7i) Existe U C Mg, ortogonal com Ny;., tal que Ni. © U C, M.
(iv) Existe N' C Mg ortogonal com N, tal que N @& N C. Mp.
(v) Existe um Q,-submédulo P de M*, tal que N C, Pg.

Prova: (i) = (v) Basta tomar P = N§,..

(v) = (iv) Suponhamos que exista um @,-submddulo P de M*, tal que
N C, Pgr. Temos que PN M é um R-submoédulo de M e, portanto, existe
um R-submédulo N de M, maximal tal que (PN M) N N = 0. Segue que
(PONM)®N' C. M e, entdo, pelo Corolério 2.1.8, temos que (PNM)®N' C. Mg.
Como N C, (PN M)g, obtemos que N ® N C, (PNM)® N C. Mg. Ainda,
N e N’ séo ortogonais ja que PN M e N o sdo.

(1v) = (i) Pela Proposigao 3.1.9 temos que N§,. é um @Q,-submoédulo de M*.

(iv) = (ii) Seja N C. Mg ortogonal com N, tal que N @ N C, Mp.
Conseqiientemente, temos que N§,. e (N')§,- sio Q,-submédulos de M* e N§,. @
(NS Ce Mj. Entdo tomamos K = N§,. @ (N5, e f: K — K, a projecio
sobre Nj..

(17) = (7ii) Sejam K e f como na hipdtese (i7). Tomemos (1 — f) : K — K,
que é um endomorfismo idempotente de Q,-bimédulos e U = (1 — f)(K), que é
um @,-submédulo de M*. Facilmente verificamos que U satisfaz (iii).

(4ii) = (iv) Sejam U C My ortogonal com Nj,. tal que Ni.. © U C. Mj e
N =UnNM. Temos que N C Mg, N e N sdo ortogonais e Na@ N C, Mg. De
fato, QN N Qs N = Q,N N Q,(UN M) C Q,(N5,.) N Q.U = 0. Ainda, como
M C, M}, obtemos que N' = U NM C, Ug. Entdao N N C, (N§. @ U)g C.
M}, Como N @ N C Mg, segue que N & N' C, Mg.

Se no Teorema 3.1.11 tivermos N como um submédulo de M ao invés de
N ser um submoddulo a direita de M, neste, podemos acrescentar a condicao
equivalente:
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(iv") Existe N” um submédulo de M ortogonal com N, tal que NON~ C, Mp.

De fato, basta provar que (iv) = (iv'). Mas sendo N' C Mp ortogonal com
N tal que N @ N' C. Mg, basta tomar N' = RN.

Em [8], quando R é um anel ndo-singular a direita e Q = Q" ..(R) é o seu anel

maximal de quocientes a direita, é introduzida uma nova dimensao de moédulos
que é uma espécie de dimensao hibrida entre as dimensoes uniformes unilateral e
bilateral. Como uma aplicacao sao obtidas novas descri¢oes para tal dimensao, de
certos ideais de R. Vamos estender estes resultados para mddulos, inicialmente
sobre anéis semiprimos.

Lembramos que se S e T s@ao dois anéis e P é um (S, T)-bimédulo, definimos
a dimensao uniforme bilateral do (S, T')-bimédulo P, udim(sPr), como sendo o
supremo do conjunto dos ntimeros inteiros n para os quais P contém uma soma
direta de n (S, T')-submddulos nao-nulos. De forma andloga definimos a dimensao
uniforme a direita (esquerda) de um 7-médulo a direita (S-médulo a esquerda)
P, denotando-a por udim(Pr) (udim(sP)).

3.1.12 Definicao Sejam S e T dois anéis e P um (S, T)-bimédulo. Definimos
a dimensao d(P) de P como sendo o supremo do conjunto dos nimeros naturais
n, para os quais existe uma soma direta de n (S, T)-submédulos N = Y, _ ®F;
de P, tais que N C, Pr.

E facil verificar que d(P) < pdim(sPr) < min{udim(Pr), pdim(sP)}.

Pelos resultados de [8] parece ndo haver maneira de d(P) ser interpretada
como uma dimensao uniforme sobre um anel particular. A partir desse fato fica
dificil obter uma informagao geral sobre d na total categoria dos (.S, T')-bimédulos.
Algumas propriedades usuais da dimensao uniforme, definitivamente, nao valem
para d, outras, no entanto, sao preservadas. Por exemplo, como podemos ver em
([8], Section 3), é possivel apresentar exemplos de bimédulos N C P tais que
d(P) < > e d(N) = oc.

Se pode constatar que d tem um bom comportamento nos ideais I de um anel
semiprimo ou nao-singular & direita 7', para os quais existe um ideal bilateral I’
de Ttalque I &I C, Tr.

Dentre as equivaléncias dadas no Teorema 3.1.11 podemos notar a (iv), no
aspecto que envolve somente o médulo M e nao a sua extensao M*. Isso sugere
a seguinte formulacao geral:
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Se S e T sdo dois anéis e P é um (S, T")-bimédulo, definimos

F(sPr) ={N C 4Py |3IN C gPrtal que N& N C, Pr}.

Em particular:

(a) Se T'é um anel, temos que F(T') := F(rTr) ={I < T|3J QTtal quel &
J Ce Tr}.

Observemos que para um anel semiprimo R, temos que F(R) = {I | I < R}.

(b) Se R é um anel semiprimo e M é um R-bimédulo centralizante e livre de
torcdo como um R-médulo & direita, entdo F(M) := F(rMp) = {N C M|3IN' C
Mtal que N @ N C, Mg} ={N C M|3IN C M ortogonal com N, tal que N &
N' C. Mg} e os elementos de F(M) sdo caracterizados por qualquer uma das
condigoes equivalentes do Teorema 3.1.11.

3.1.13 Lema F (M) é fechado quanto a soma direta arbitrdria e quanto a inter-
seccao finita.

Prova: A prova é evidente, usando o Teorema 3.1.11.

3.1.14 Proposicao Seja N € F(M). Sejam m < oo o supremo dos nimeros
n € N para os quais existem Ny,..., N, C Nr mutuamente ortogonais, tais que
N&---®&N,C. Npem o supremo dos nimeros k € N para os quais existem
M,... , My C N, tais que My,... , My € F(M) e My & --- & My C N. Entao
d(N)=m=m'.

Prova: (i) m" < d(N)

Seja k € N tal que existem M,,..., M, submoddulos de N, tais que M; €
F(M) paracadai=1,... , ke M = M @---@® M, C N. Pelo Lema 3.1.13,
temos que M € F (M) e, entao, existe N " um submédulo de M ortogonal com
M’ tal que M' @& N’ C. Mg. Assim, M' & (N'NN) C. Ng. Logo, My,... , My e
N'N N sao submédulos de N tais que My @ ... M_1 ® (M, &N N N) C,. Ng.
Portanto, k € N é tal que existem Ny,..., N, C N tais que Ny@---® N, C, Ng
e, entdo, m" < d(N).

(i) m < m/

Seja n € N tal que existem Ny,... , N, C N mutuamente ortogonais, tais que
Zzzl @ N, C. Ng. Consideremos os R-submodulos RNy, ..., RN, de M. Como
Ni, ..., N, sao mutuamente ortogonais, temos que Qy Ny N (Qy N1+ - -+ Qu N+

-+ QyNy,) =0 e, entdo, (RNy)}_, ¢ uma familia independente de submédulos
de M tais que >_;_, ®RN;, C Ng. Resta mostrar que My := RN, € F(M), para
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cada k = 1,...,n. Como N € F(M), existe N' C M ortogonal com N tal que
N@N' C, Mp. Portanto, como Y p_, ©®N; C, Ng, segue que > r_, ®RN, C. Ny
e, entdo, (RN, ®---® RN, ®---®RN,)NN' = 0. Tomemos M, := (RN;®--- @
RN, @& ---@®RN,)® N e temos que M, € M e My &M, C. N& N C, Mp.
Logo My := RNy, € F(M), paracada k=1,... ,n.

(1ii) d(N) <m

Sejam n € N e Ny,..., N, sub-bimédulos de N tais que >.;_, ®N, C, Ng.
Temos que Ny, ..., N, sdo mutuamente ortogonais, o que completa a prova. <

3.1.15 Proposigao Se N € F(M), entao d(N) é o supremo do conjunto dos
numeros r € N para os quais existe uma cadeia

0)CB CBy...CB,CN

tais que B; € F(M) e B; nao é essencial a direita em (B;,), para cada i.

Prova: Seja m" o supremo do conjunto dos nimeros r € N, do enunciado.

(1) d(N) =m < m”

Para cada k € N tal que existem M,,... , My € F(M) tais que Y5 | ®M; C
N, temos que Zle G&M; € F(M). Tomando By := My, By := M; ® M, ...,
By =M &---@® My, temos que (0) C By C ... C By C N e B; nao é essencial
a direita em B;.1, para cadai=1,... k.

(i) m" <m' = d(N)

Sejam r € Ne (0) C By C ... C B, C N tais que B, € F(M) e B; nao é
essencial a direita em B;,;, para cada i. Portanto B; nao é essencial em B,
para cada 1.

Como Bj nao ¢ essencial em Bs, existe A; um submoddulo de By, maximal tal
que As N By = 0. Pela escolha de Ay, By & As C. (B2)r e sendo que By € F(M),
existe By € F (M) tal que By ® By C, M. Entdo temos que By @ Ay @ By C,
By ® By, C, Mpg. Segue que Ay ® By € F(M) e sendo que N € F(M), temos
que (As ® Bgl) NN € F(M). Entao, tomando M; = By e My = (A2 @ Bgl) NN
temos que My, My € F(M) e My & My C N.

Repetindo o raciocinio é facil obter Ms, ... , M, € F(M) taisque ), _, &M, C
N, o que completa a prova.
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3.2 Caso nao-singular

Existem anéis nao-singulares a direita que nao sao semiprimos, tais como
os anéis nao-singulares a direita e que tém ideais nilpotentes nao-nulos. Como

F

r F> onde F' é um corpo, que é um anel nao-

exemplo podemos citar R = (

0 0). Também
F 0

existem anéis semiprimos que nao sao nao-singulares a direita tais como os anéis
semiprimos R, tais que Ry tém dimensao finita e que nao tém condicao de cadeia
ascendente sobre os ideais anuladores a direita ([6], Corollary 3.32). Mas existem
muitos anéis semiprimos que sao também nao-singulares a direita, tais como os
anéis comutativos, simples, semisimples, regulares, anéis semiprimos R tais que
socle(R) é essencial a direita em R, semiprimos que possuem condic¢ao de cadeia
ascendente sobre os anuladores a direta e, em particular, os anéis semiprimos e
Noetherianos a direita, etc. Entao é natural estender resultados que sao validos
para anéis semiprimos, aos anéis nao-singulares a direita.

singular a direita e que tem o ideal nilpotente nao-nulo I = (

No que segue R é um anel ndo-singular a direita, @ = Q! ,.(R) é o seu anel

maximal de quocientes a direita e £ = {H < Rg | H <. Rr}. Lembramos que
@ = Q¢ é o anel de quocientes a direita de R, com respeito a .

Sejam N C P dois R-moédulos a direita. Pelo Lema de Zorn existe um
submédulo N de P, maximal tal que N C, N'.

Como na sec¢ao anterior, se N C P sao dois R-mdédulos a direita, um submodulo
a direita N' de P maximal tal que N C, N é denominado um fecho essencial
a direita de N em P. Dizemos que N € essencialmente fechado a direita
em P, se N nao possui uma extensao essencial a direita propria em P.

Se N C P sao dois R-médulos a direita e P é nao-singular a direita, é ficil
verificar que N tem um tunico fecho essencial a direita em P que denotaremos
por N§. Além disso, N = {z € P|3H C, Rrtal quexH C N}.

Extensao canonica livre de torcao

3.2.1 Definicao Seja M um R-mdédulo a direita. Um par (M*,j) onde M* é
um @Q-moédulo a direita e j : M — M* é um homomorfismo de R-mddulos a
direita é dito ser uma extensao canoédnica livre de torcao de M, se para
cada (Q-médulo a direita P o qual é nao-singular a direita como um R-modulo a
direita e cada homomortfismo de R-médulos a direita f : M — P, existe e € tinico
um homomorfismo de ()-médulos a direita f* : M* — P, tal que f*oj = f.
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Exemplos de extensoes canonicas livres de tor¢ao neste caso em que R é um
anel nao-singular a direita e Q = Q! ,.(R) é o seu anel maximal de quocientes a
direita sao similares aos da Secao 2.2.

No que segue L é um R-mddulo a direita livre com uma base B = (v;);eq €
definimos L* = ), _, ®v;Q), como sendo o Q-mddulo a direita livre, com a mesma
base B de L. Podemos considerar L. C L*, ou seja, a inclusao i : L — L*, que é
um homomorfismo de R-mdédulos a direita, como uma identificacao. Temos que
(L*,4) é uma extensao canodnica livre de tor¢ao de L, como é facil de verificar.

3.2.2 Lema L é nao-singular a direita e L C, L}. Ademais, L}, é nao-singular
a direita.

Prova: A prova segue facilmente do fato que L e L* sao livres e de que R é
nao-singular a direita. <

Observemos que se N C P sao dois R-médulos a direita e P é nao-singular
a direita, entao N também ¢é nao-singular a direita e, portanto, cada submaédulo
de N tem um unico fecho essencial a direita em N.

O seguinte lema foi provado em ([5], Section 3). Escreveremos a prova para
uma melhor compreensao do que segue.

3.2.3 Lema Sejam N C. P dois R-médulos a direita tais que P é nao-singular
a direita. Entao existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de todos
os submodulos essencialmente fechados a direita de N e o conjunto de todos os
submdédulos essencialmente fechados a direita de P. Ademais, tal correspondéncia
associa um submaodulo essencialmente fechado a direita U de N, com o submédulo
essencialmente fechado a direita Up, de P e U; NN =U.

Prova: Se U é um submédulo essencialmente fechado a direita de N, temos que
Up ¢ um submédulo essencialmente fechado a direita de P e Us NN = Uy =U.

Por outro lado, se V' é um submodulo essencialmente fechado a direita de P,
temos que V' = V§ e, portanto, VNN = VSN N = (VN N)$ é um submédulo
essencialmente fechado a direitade N e (VNAN)S)s = (VNN)e =Vi=V. $

3.2.4 Lema Se J C Lg, entao Ji. = J;.Q, ou seja, Ji. é um QQ-submédulo a
direita de L*.
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Prova: Ja que J;.(Q) é um R-submoédulo a direita de L*, basta mostrarmos que
JE Co (J5.Q)Rr. Seja 0 # o = z1q1 + -+ + 2znqn € J5.Q, onde z; € Jf. e q; € Q,
para cada ¢ =1,... ;n. Temos que existe H € £ tal que 0 # ¢;H C R, para cada
i=1,...,n. Entao H C, Rgr e 0 # xH C J{., o que completa a prova. <

3.2.5 Teorema Se M é um R-mdédulo a direita nao-singular, entao existe uma
extensao canonica livre de tor¢ao (M*,j) de M. Ademais, M* é nao-singular a
direita como um R-médulo a direita, M C, M}, e (M*, j) é iinica a menos de um
isomorfismo de (Q-médulos a direita.

Prova: Seja X = (;);cq um sistema de geradores de M. Sejam L um R-mo6dulo
a direita livre, com uma base B = (v;);cq, € ¢ : L — M o homomorfismo de R-
modulos a direita definido por ¢(v;) = x;, para cada i € Q. Seja L* =), ., Dv;Q
o (-médulo a direita livre, com a mesma base B sobre (). Consideremos a
inclusao i : L — L*, que é um homomorfismo de R-mddulos a direita, como uma
identificagao. Assim L C L*, como antes.

Temos que (0) é um submédulo essencialmente fechado a direita de M. Como
¢ : L — M é um epimorfismo de R-médulos a direita segue que I = ¢~1(0) é um
submodulo essencialmente fechado a direita de L, como é facil de verificar. Temos
que L e L* sao R-mdédulos a direita que sao nao-singulares a direita tais que L C,
L* e, entao, pelo Lema 3.2.3, existe um R-submodulo a direita, essencialmente
fechado a direita I* de L*, tal que I* N L = I. Pelo Lema 3.2.4 temos que [*
é um @-submoédulo a direita de L* e definimos M* = L*/I*, que é entdao um
@-médulo a direita. Seja 7w : L* — M* = L*/I* a projegao canonica, que é um
homomorfismo de ()-médulos a direita.

Mostremos que M}, é nao-singular a direita. Sejam x € M* e H C, Rp tal
que xH = 0 e escrevemos x = [ = 7(l) onde | € L*. Temos que zH = 0 implica
que w(lH) = 0, ou seja, que |H C I*. Segue que | € ([*)5. = I* e, portanto,
r=1=n()=0.

E facil verificar que se definirmos j : M — M* tal que g ) =
S m(v;)rs, temos que j é um homomorfismo (bem definido) de R-médulos
a direita. Além disso, temos que ker(j) = (0). De fato, seja x € ker(j) e escre-
vemos ¢ = » . x;ry. Entdo w(3 0 viri) = > 0 w(vir;) = j(x) = 0 e, portanto,
Sorvri € IFNL=1=¢1(0). Segue que z =Y i xiry = d(> 1 vir;) = 0.
Entao M — M*, e neste sentido, podemos considerar que M C M*. Como
M* é nao-singular a direita como um R-mddulo a direita, é facil verificar que
M C. My,

Agora a prova se completa, de maneira canonica, como em ([2], Theorem 4.3).

&
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A partir do Teorema 3.2.5, devido a unicidade da extensao canodnica livre de
torcao de M a menos de um isomorfismo de ()-mddulos a direita, passamos a nos
referir & extensao candnica livre de torgao (M*, j) de M.

Da prova acima, temos que (j(z;))icq € um sistema de geradores de M* como
um @-médulo a direita e, da identificagao dos elementos de M com os elementos
de M* através de j, passaremos a considerar que X = (z;);cq ¢ um sistema de
geradores de M™* como um Q-mdédulo a direita.

Se M é um R-bimoddulo centralizante com um sistema de geradores centra-
lizantes X = (2;)ieq, segue da prova do Teorema 3.2.5 que M* é um (R, Q)-
bimédulo que é R-centralizante e nao-singular como um R-mdédulo a direita.

Caso livre

No que segue vamos generalizar o resultado de ([8], Theorem 3.5). Primei-
ramente, vamos estabelecer condicoes equivalentes para que o fecho essencial a
direita de um R-submédulo a direita de um R-bimddulo livre centralizante, na
sua extensao canonica livre de torcao, seja um ()-bimédulo. Apds, obteremos
condicoes equivalentes para que a envoltoria injetiva de um submédulo a direita
de um médulo livre com uma base centralizante finita seja um (-bimdédulo e
uma generalizacao de ([8], Theorem 3.5), para o caso livre, onde R é um anel
nao-singular a direita do tipo semiprimo e Noetheriano a direita.

Sejam L um R-bimddulo livre com base B = (v;)icq de elementos centrali-
zantes e L* = ) ., ®Qu;, o Q-bimddulo livre centralizante com a mesma base B
sobre ). Como antes (L*,7), onde i : L — L* é a inclusao, é a extensao canonica
livre de torcao de L.

Assim como no Lema 3.2.4, se N C Lg, entao N¢. é um (-mddulo a direita.
Ademais, se N é um submédulo de L, entdao N§. é um (R, Q)-submédulo de L*.

Agora temos a seguinte extensao da Proposicao 3.1.7.

3.2.6 Proposicao Seja N C Lg. Se N C. (QN)g, entao QN C. (Nf.)g. Em
particular, neste caso, Nf. = (QN)$. é um Q-submédulo de L*.

Prova: Temos que QN C gL}, e consideremos o seu fecho essencial a direita
(QN)5., em L*. Segue que N C, (QN)r C. ((QN)S.)r e, portanto, Nf. C,
((QN)S.)r. Logo, Nf. = (QN)5.. &
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3.2.7 Observagao Neste caso nao-singular definimos a ortogonalidade de uma
familia (Ly)x, de submédulos a direita de L, como no caso semiprimo. Temos
que esta definicao estende a defini¢ao de ortogonalidade de uma familia (Ix);_, de
ideais a direita de R, que sao tais que existe J C R talque Y ,_, @Iy & J C. Ry
e IyJ = JI, = 0, para cada k. De fato, seja (i)}, como acima. Entao sao
equivalentes:

(i) ;I = I1; =0, para cada j, k = 1,... ,n, tal que j # k.
(17) Q[kﬂ(Qh%—-‘-—i-@—i-'--%—QIn):0, para cada k =1,... ,n.

(i) = (4) Suponhamos que a familia (I;)7_; é de ideais a direita de R mu-
tuamente ortogonais. Entao de ([8], Proposition 3.3), temos que cada envoltéria
injetiva E((Ix)g) de I e E(Jg) de J, (formadas em @), sdao Q-bimédulos e
Y1 PE((Ix)r) ® E(Jr) = Q. Entdao QI, C E((Iy)g) para cada k, QJ C
E(Jr) e 3 i1 Qe = 225 ®QL.

(i7) = (7) Sejam j, k =1,... ,n, tais que j # k. Temos que [;1;, C RI;RI};, C
RI;NRI, CQL;NQI, =0.

Assim como em 3.1.8, a seguinte proposicao caracteriza familias de médulos
mutuamente ortogonais.

3.2.8 Proposicao Seja (Ly), uma familia de submdédulos a direita de L tal que
>« ®Lr C. Li. Entao as seguintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) L Ce (QLg)R, para cada k.
(17) QLy C. (Ly)S-, para cada k.

(i13) >, QLr =Y, ®QLy, isto €, (Ly), é uma familia de submddulos a direita
de L mutuamente ortogonais.

Prova: E como a prova da Proposicao 3.1.8. {

3.2.9 Proposigao Seja (Ly)r como na Proposi¢ao 3.2.8. Se a familia (Ly)y ¢é
de submdédulos a direita de L mutuamente ortogonais, entao (Ly)j. é um Q-
submdédulo de L*, para cada k e ), (L)« = >, B(Li)j+ Ce L.

Prova: E como a prova da Proposigao 3.1.9. <
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A seguir provaremos, independentemente da Proposicao 1.5.4, que @ =

maz (1) = @100 (Q)-

3.2.10 Lema Sejam A e B dois anéis tais que A é um subanel de B, B como
um A-médulo a direita é nao-singular e para cada b € B existe um ideal a direita
denso I de A, tal que bl C A. Entao:

(a) Existe um tinico homomorfismo g : B — Q. . (A) de A-médulos a direita

tal que goi = f, ondei: A — B éainclusaoe f: A — QI (A) éo
homomorfismo canénico (de A-médulos a direita que a cada a € A associa
(A, q) € Q! ..(A), sendo que a; é a multiplicagao a esquerda por a definida
em A). Além disso, este homomorfismo g é um monomorfismo de anéis.

Em particular, B é um anel de quocientes a direita de A.

(b) B é o anel maximal de quocientes a direita de A se, e somente se, para cada
ideal a direita denso I de A e cada homomorfismo de A-médulos a direita
a: I — A, existe b € B tal que a(a) = ba para cada a € 1.

Prova: Temos que B é um A-bimédulo e A é um A-submoédulo de B. Sejam
D={I <AA|I <4 As}, Qp como no Teorema 1.5.9 e temos que Q" . (A) = Qp.

max

(a) Seja b € B e seja I um ideal a direita denso de A, tal que b C A.
Definimos g(b) = [I,b] € Q},,,(A) onde b; : I — A ¢é a multiplicacao a esquerda
por b definida em I. E ficil verificar que g : B — Q7 ..(A) estd bem definida e
¢ um homomorfismo de A-moédulos a direita. Também, usando o fato que B4 é
nao-singular a direita, é facil verificar que ¢ é um monomorfismo de A-mddulos
a direita e é unico satisfazendo as propriedades do item (a). Finalmente, como /
é um ideal a direita denso de A, temos que [A]p = B. Como B4 é nao-singular

a direita segue que A C,; By e, portanto, B é um anel de quocientes a direita de

A.

(b) A condigao suficiente é uma conseqiiencia ébvia da defini¢ao de Q7 . (A).
A condigao necessaria segue do fato que g : B — Q" . (A), definida como na
prova do item (a), é um isomorfismo de anéis.

3.2.11 Lema Q = Q. ..(R) = Q" ...(Q).

max max

Prova: Como @ = @, ..(R) e R é um anel nao-singular a direita, temos que @
¢ um anel von Neumann regular e auto-injetivo a direita. Em particular, temos
que () é um anel semiprimo e, portanto, se I é um ideal de @), entao I é denso

a direita em @ se, e somente se, I C, QQg. Pelo Teorema 1.5.17 temos que @) ¢
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um anel nao-singular a direita. Além disso, se I é um ideal de () denso a direita
ea: lyg — Qg é um homomorfismo de ()-mddulos a direita, como Qg ¢ um
()-médulo a direita que é injetivo, temos que « se estende a um homomorfismo
de Q-médulos a direita, @ : Qg — Qg. Tomamos b := @(1) e temos que para
cada ¢ € @, a(q) = a(lg) = @(1)qg = bgq. Em particular, a(a) = @(a) = ba, para
cada a € I. Logo, pelo (Lema 3.2.10, (b)), segue facilmente que @ = Q" . (Q).
&

No que segue usaremos que ¢(Q) = {H I Q| H <. Qg} e que Q,(Q) é o anel
de quocientes simétrico de (), com respeito a €(Q).

3.2.12 Lema @ = Q! ..(Q) = Q,(Q) é o anel de quocientes simétrico de @,

com respeito a £(Q).

Prova: Evidente, pois Q@ = Q...(Q) e Q C Q,(Q) C Qr...(Q). &

3.2.13 Observagao Note que usando o Lema 3.2.12 obtemos que (L*,i), onde
1: L* — L* é a inclusao, é a extensao canonica livre de tor¢ao de L*, como é facil
de verificar.

Provamos agora o resultado correspondente ao Teorema 3.1.11.

3.2.14 Teorema Se N C Lpg, entao as seguintes condigoes sao equivalentes:

(1) N§. é um Q-submédulo de L*.

(71) Existem um @Q-submdédulo K de L* e f : K — K um endomorfismo idem-
potente de Q-bimédulos, tais que K C, L}, e Ni. = f(K).

(49i) Existe U C L, ortogonal com Ni., tal que Nf. ® U C. L.
(iv) Existe N' C Lg ortogonal com N, tal que N @® N' C, Lp.

(v) Existe um Q-submdédulo P de L*, tal que N C, Pg.

Prova: (i) = (iii) Temos que () é um anel semiprimo e, pelo Lema 3.2.12
Q = Q.(Q) = Qs(Q). L* é um Q-bimédulo centralizante e é tal que Lg, é

max
nao-singular a direita, ja que L}, ¢ ndo-singular a direita. Além disso, (L*,7) é a
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extensdo canonica livre de torgao de L*. Temos que Ni. C Ly e (N.)7. = Nj.
¢ um @Q-submoédulo de L*. Entao, pelo Teorema 3.1.11, existe U C Lg, ortogonal
com Ni., tal que Ni. @ U C. Lg,. Segue que Ni. @ U C. L.

(1i1) = (1v) E como a prova de (17i) = (iv), do Teorema 3.1.11.

(1v) = (i) Segue pela Proposigao 3.2.9.

(i) = (i) Como (i) equivale a (iv), seja N' C Lg ortogonal com N tal
que N® N C. Lg. Entdo, pela Proposicio 3.2.9, Ni. e (N')S. sdo dois Q-
submédulos de L* tais que N§. @ (N'). C,. Li. Tomemos K = N§. @ (N')5. e
f: K — K a projegao sobre N§. e assim concluimos (7).

(v) = (i) Suponhamos que P seja um @Q-submdédulo de L*, tal que N C, Pg.
Temos, como é facil de verificar, que Ni. C. (Pf.)g jd que N C. Pgr. Logo
Nf. = Pf.. Ainda, como P é um @)-submédulo de L*, pela aplicagao do Teorema
3.1.11 e do Lema 3.2.12, segue que Pf. é um @)-submddulo de L*, o que completa
esta prova.

(i1) = (iii) Sejam K e f, como na hip6tese (i7). Tomemos (1 — f): K — K,
que é um endomorfismo idempotente de -bimédulos, e U = (1 — f)(K), que é
um @-submédulo de L*. Facilmente verificamos que U satisfaz (iii).

Assim como no caso semiprimo podemos ampliar o resultado do Teorema
3.2.14 acrescentando a condigao equivalente:

(i4i ) Existe U C L% ortogonal com N¥¢., tal que Nf. @ U C, L.

Da mesma forma, se no Teorema 3.2.14 tivermos que N C rLg ao invés de
N C Lg, podemos acrescentar a condi¢ao equivalente:

(v') Existe N' C zLg ortogonal com N, tal que N & N' C, Lg.

O teorema seguinte é uma conseqiiéncia do Teorema 3.2.14 e generaliza o
resultado de ([8], Theorem 3.5).

3.2.15 Teorema Suponhamos que a base centralizante de L seja finita. Sejam
N C Lg e a envoltéria injetiva E(Ng) de N. Entéao as seguintes condigées sao
equivalentes:

(1) E(Ng) é um @Q-submdédulo de L*.

(17) Existem um Q-submdédulo K de L* e um endomorfismo idempotente de
Q-bimédulos f : K — K, tais que K C. L}, e E(Ng) = f(K).

(49i) Existe U C Lg, ortogonal com E(Ng), tal que E(Ng) ® U C. Lj.
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(iv) Existe N' C L ortogonal com N, tal que N @® N' C, Lg.

(v) Existe um Q-submédulo P de L*, tal que N C, Pk.

Prova: Seja B = (v;)!, a base de elementos R-centralizantes de L e de elementos
Q-centralizantes de L*. Se Q); = @), para cada i = 1,... ,n, temos que o produto
direto II7_,); é injetivo como um R-mddulo a direita, ja que Q)i € injetivo. Como
L3, é isomorfo a (I ,Q;)r, segue que L3}, é injetivo. Deste fato decorre que se
N C Lg, entdo a envoltéria injetiva E(Ng) de N se forma em L7 e, portanto,
E(Ng) = N§.. Entao o resultado é conseqiiéncia imediata do Teorema 3.2.14.

Observemos que os anéis semiprimos e Noetherianos a direita sao também
anéis nao-singulares a direita. Consequentemente temos:

3.2.16 Corolario Suponhamos que R é um anel semiprimo e Noetheriano a
direita. Sejam N C Ly e E(Ng) a envoltdria injetiva de N. Entao as condigoes
(1) a (v) do Teorema 3.2.15 sao equivalentes.

Prova: Sendo R um anel Noetheriano & direita, entao ) .., ®Q;, onde Q; = Q
para cada ¢, é injetivo como um R-mdédulo a direita ja que Qg ¢é injetivo ([6],
Page 10). Como L% é isomorfo a (Y., ®Q;)r, entdo L* é injetivo e a conclusao
segue como no Teorema 3.2.15. <

Caso geral

Na tentativa de estender o Teorema 3.2.14 para o caso geral em que R é um
anel nao-singular a direita, @ = Q7 ..(R) é o seu anel maximal de quocientes a
direita e M é um R-bimdédulo centralizante nao-singular a direita, encontramos
duas dificuldades. A primeira e maior consistiu no fato de o anel maximal de
quocientes a direita de R nao possuir, como no caso em que R é semiprimo, a
propriedade que define o anel de quocientes simétrico de R. A segunda consis-
tiu em nao termos, neste caso, a equivaléncia das essencialidades, unilateral e

bilateral, para submddulos de moédulos centralizantes, como no caso semiprimo.

Com estas dificuldades, embora tenhamos conseguido provar a existéncia
da extensao canodnica livre de torgao M* de M, como um (R, Q)-bimédulo R-
centralizante, nao conseguimos provar que M* fosse um @-bimédulo centrali-
zante. Se esta condicao tivesse sido alcancada poderiamos tratar este caso geral
com as mesmas idéias do caso livre.
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E possivel provar uma extensao do Teorema 3.2.14 trabalhando sobre anéis
de Utumi bilaterais, que sao identificados como os anéis nao-singulares que tém
os seus anéis maximais de quocientes a direita e esquerda iguais. Passaremos a
definir tais anéis e, antes, enunciaremos alguns resultados que nao serao provados
aqui e que podem ser encontrados em ([14], Page 251).

3.2.17 Proposigao Se T' é um anel qualquer, entao I C Ann,.(Ann,(I)), para
cada I Q17

3.2.18 Proposicao Seja T' um anel nao-singular a direita e Q},,,.(T) o seu anel

maximal de quocientes a direita. Entao as seguintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) Cada I < Ty que é essencialmente fechado a direita, é um ideal anulador a
direita.

(13) Para cada I < Ty, se verifica que I = Ann,.(Anny(I)).

(14i) Para cada I < Tr tal que I nao é essencial a direita em T, se verifica que
Anny(I) # 0.

(iv) Para cada ideal a esquerda nao-nulo J de Q' ,.(T), se verifica que J NT #

max
0.

3.2.19 Definicao Um anel T' é dito ser um anel de Utumzi a direita, se'l" é
um anel nao-singular a direita e satisfaz qualquer uma das condigoes equivalentes
da Proposigao 3.2.18.

Observemos que, de forma similar a Definicao 3.2.19, definimos um anel de
Utumt a esquerda e dizemos que T' é um anel de Utumsi bilateral, se for
um anel de Utumi a direita e a esquerda.

3.2.20 Proposi¢ao Seja T um anel nao-singular. Entao Q7,..(T) = Q. ..(T)
se, e somente se, T' é um anel de Utumi bilateral.

Sejam R um anel de Utumi bilateral e ) o seu anel maximal de quocientes a
direita, que é tal que Q = Q" ..(R) = Q!...(R). Seja M um R-bimédulo centrali-
zante e nao-singular, isto é, M é nao-singular a direita e nao-singular a esquerda.
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Como no caso livre podemos provar a existéncia da extensao canodnica livre de
torgao (M*, ) de M, que serd um (R, Q))-bimédulo R-centralizante, nao-singular
tal que M C. Mj}, e, usando o fato que Q = @',,,..(R) = Q",..(R), também pode-
mos provar que M* é um (-bimédulo centralizante. Como na Observagao 3.2.7
definimos uma familia de submddulos a direita de M mutuamente ortogonais e,
com provas semelhantes, obtemos extensoes dos resultados 3.2.4, 3.2.6, 3.2.8 e
3.2.9 e, também, do Teorema 3.2.14. As observacoes e os resultados que seguem
o Teorema 3.1.11 também valem neste caso. Em particular podemos definir a

dimensao hibrida (3.1.12) e provar os resultados 3.1.13 e 3.1.14.

As seguintes observacoes e exemplos surgiram das dificuldades em resolver no
caso nao-singular, os problemas que aqui abordamos para o caso semiprimo.

3.2.21 Observagao Sejam 7' um anel nao-singular a direita, Q(7') = QF,..(T)

max
o seu anel maximal de quocientes a direita e P um T-bimodulo centralizante e

nao-singular a direita. Seja N C 7 Pr.
(a) As condigdes (i) e (i7) abaixo sao equivalentes:
(1) N é essencialmente fechado a direita em P.

(1i) Se N C Ur C Pr, entao existe 0 # = € U tal que 2T'N N = 0.
(b) As condigoes (ii7) e (iv) abaixo nao sdo equivalentes:

(i1i) Se N C Ur C Pr, entao existe 0 # z € U tal que zT'N N = 0.

(iv) Se N C Ur, entdo existe 0 # x € U tal que TeT' N N = 0.

De fato, o item (a) é evidente. Para mostrar o item (b), sejam T = (? FO,)

0 0
F F
um anel de Utumi bilateral e tomando U = P = T, segue que N satisfaz (iii) e
nao satisfaz (iv). Vejamos:

onde F' é um corpo e N = , que é um ideal de T. Temos que T é até

T é um anel nao-singular a esquerda porque, como é facil de verificar, temos

s N < 0 0 0 0 0 0
que os unicos ideais a esquerda de T sao: (0), T, <F O)’ (0 F)’ (F F)

e ( e, portanto, os unicos ideais a esquerda de T que sao essenciais a

F 0
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esquerda em T sao T e N. Além disso, se T ou N sao anuladores a esquerda de

um elemento x € T', é claro que x = 0. Da mesma forma, facilmente verificamos
L. N F F

que T' é um anel nao-singular a direita. Como Q7 ,.(T) = ( I3 F) = Q. (1),

segue que 1" é um anel de Utumi bilateral.

N é essencialmente fechado a direita em 7" porque, se existe um ideal a direita
N' de T tal que N C, N', temos que N' = T e, portanto, tomando 0 # a € F,
a 0
0 0
N satisfaz (ii7). Para finalizar, N nao satisfaz (iv) porque N C. 7Tr, ja que
N ge TT-

segue que 0 # x = ( €N exT'NN #0, o que é uma contradicdo. Logo

3.2.22 Observacao O exemplo da Observacao 3.2.21 mostra que mesmo num
anel de Utumi bilateral, o fecho a direita de um submdédulo nao precisa coincidir
com o seu fecho a esquerda. De fato, T' e N, como em 3.2.21, sao tais que T é
um anel de Utumi bilateral e o submédulo N de T é tal que N& # SN, ja que
Nt =NeGN=T.

3.2.23 Observacgao O exemplo da Observagao 3.2.21 também mostra a existéncia
de um anel de Utumi bilateral 7' com anel maximal de quocientes a direita Q(7")
e que possui um ideal bilateral N tal que Né(T) ¢ um ideal a direita e nao é um
ideal a esquerda de Q(T)), ja que Noy = N.
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CAPITULO 4

Teorema de estrutura

Se R é um anel nao-singular a direita, o anel maximal de quocientes a direita
Q = Q. ..(R) de R é um anel von Neumann regular e auto-injetivo a direita. A
teoria de decomposicao de um tal anel ) em um produto (possivelmente infinito)
de anéis primos é analisado em [7]. Em [8], usando a notacao do Capitulo 3, é
provado que para cada I € F(R), o estudo da soma direta arbitrdria ), . ®I;
de ideais de R essencial a direita em [ corresponde exatamente ao estudo da
decomposi¢ao em produto direto arbitrario de anéis da envoltéria injetiva E(Ig)

de I, que é um anel von Neumann regular e auto-injetivo a direita associado a I.

No que segue, como uma aplicacao dos resultados do Capitulo 3, vamos es-
tudar estas questoes para moédulos, na situacao em que R é um anel semiprimo
e Q = @), é o seu anel de quocientes simétrico, com respeito a €, como na Secao
3.1 do Capitulo 3.

Para o que segue é importante registrar a existéncia de anéis que admitem
familias de bimédulos, (M) )req, tais que >\ .o @My S, (ILeaMy)r. Inicial-
mente abordaremos esta questao.

4.1 Produto direto com soma direta essencial

Seja R um anel qualquer. Se (M) )xeq é uma familia independente qualquer
de R-bimédulos, nem sempre se verifica que ), ., ®My €. (Ixea My )r. De fato,
por exemplo, se R = Z e M, = 2nZ para n € N, é facil verificar que ) _®M,
nao é essencial a direita em (I1,enM,,)z.

4.1.1 Definigao Sejam R um anel e (M))\cq uma familia de R-bimédulos. Di-
zemos que o R-bimédulo M = lycqM), é um produto direto de R-bimodulos
com soma direta essencial, se ), . ©My C. (IxeqM))r.

4.1.2 Exemplo Na notagao da Definicao 4.1.1, se 2 é um conjunto finito de
indices, temos que ), .o @My = lxeq M) e, portanto, Y\ . ®My C. (e M) g
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4.1.3 Exemplo Para cada n € N seja R,, = Z, e consideremos o anel semiprimo

Para cada m € N seja M, = [l;enX;, onde X; = (0),sei #me X; = X, =
2miZ, se i = m. Temos que M,, é um R-bimoédulo, definido com as operacoes
naturais, para cada m € N. Ademais, como é facil verificar, M = II,,enM,, € um
produto direto com soma direta essencial.

4.1.4 Exemplo Seja R um anel nao-nulo qualquer. Para cada 0 # a € R, seja
M, um ideal maximal de R relativo a propriedade que a ¢ M,. Consideremos o
anel R = Hozaer(R/M,). Podemos construir R-bimddulos M que sao produtos
diretos com soma direta essencial a direita, da seguinte forma:

Para cada 0 # a € R tomamos M, um R/M,-bimédulo e fazemos a identi-
ficacao: M, = oser(Xs), onde X, = (0) se b # a e X, = M,. Temos que M,
é um R-bimoddulo com as operagoes naturais, para cada 0 # a € R e, da mesma
forma, M = Ily4eer(M,). Ainda, M é um produto direto da familia (M,)oL.cr
com soma direta essencial a direita.

4.1.5 Exemplo Seja R um anel nao-singular a direita e suponhamos que Ry é
de dimensao finita, isto é, que R nao tem uma familia independente infinita de
R-submoédulos a direita.

Se (Aan)acn, onde ©Q é um conjunto infinito de indices, é uma familia de
R-modulos a direita independentes que sao nao-singulares a direita, temos que
HocoAa/Y  peq ®Aq é ndo-singular a direita e, entao, nao teremos que » o, A,
é essencial a direita em Il cnA,.

4.1.6 Exemplo Seja R um anel tal que R/J(R) é um anel semisimples, onde
J(R) é o radical de Jacobson de R. Seja (M))req uma familia infinita de R-
bimédulos semisimples. Entao M = Il cqM, é um R-bimoédulo semisimples,
logo nao tem submédulo essencial a direita nao trivial. Dai ), o @M, nao é
essencial a direita em IIycqM,.

4.2 Teorema de estrutura

Lembramos que se R é um anel qualquer, um R-bimoédulo K é dito ser primo
como um R-mdédulo a direita se (0) é um submédulo primo como um R-
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submédulo a direita de K, no sentido que cada submédulo a direita nao-nulo de
K tem o mesmo anulador a direita que é igual ao anulador a direita de K.

Vamos provar agora o iltimo resultado deste trabalho, que estende ([8], Theo-
rem 4.1)

4.2.1 Teorema Sejam R um anel semiprimo, () = (), o seu anel de quocientes
simétrico e M um R-bimddulo centralizante, tal que M é livre de tor¢ao como
um R-médulo a direita. Sejam (M*,j) a extensao canonica livre de torgao de M,
N € F(M) e C um conjunto qualquer de indices. Entao:

(i)

(it)

(iii)

(iv)

Se N = 1l;ccP; é um produto direto com soma direta essencial a direita
de Q-submaodulos P; de M*, entao N; :== P, N C rMpg para cada i € C' e
Ziec ®N; Ce Nk

Suponhamos que N contém uma familia (N;);ec de submédulos a direita de
M mutuamente ortogonais, tais que ) .. ®N; C. Ng. Sellicc(N;)5. é um
produto direto com soma direta essencial a direita, entao Nj;. é isomorfo,
como um @Q-submédulo de M*, a um submédulo P de I;cc(N;)S,- tal que

P C. (ILec(N:) 5+ )R-

Se (N;)icc € uma familia de submdédulos de M que tem as mesmas proprie-
dades que a familia dada em (ii), entao para cada i € C se verifica,

d(N;) = 1se, e somente se, dg((N;)+) = 1,

onde dg((N;)5+) € a dimensao de Goldie bilateral de (N;)5,- e além disso,
neste caso, (N;)5;+ é um médulo primo como um QQ-médulo a direita.

As afirmagoes (a) e (b) abaixo sao equivalentes:

(a) N§. é isomorfo, como um @Q-submédulo de M*, a um submédulo P de
um produto direto com soma direta essencial a direita de (Q-submdédulos de
M*, W;ee P, tal que P C, (I;ec PR e da(P;) = 1, para cada i € C.

(b) Para cada i € C existe N; C grNg, tal que d(N;) = 1 e tal que
Y icc ®N; Ceo Ng e Iieo(N;)+ € um produto direto de (Q-submddulos
de M*, com soma direta essencial a direita.

Prova: (i) Temos que N; := PN N C. (P, N N§.)r = (P)r. Portanto,
ZiEC ®N; = ZieC @(Pi A N) Ce (ZieC @Pi)R Ce (HieCPi)R = N]CW*'
(i3) Como N € F(M), seja N' C Mg ortogonal com N tal que N @ N' C, Mg

/

e, temos que Nj,. e (N)§, sdo ortogonais e N & (N)§ Ce Mj. Sejam
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K = N§. @ (N5 e f: K — K a projecio de K sobre N§,.. Temos que
N§po = f(K) e f é um homomorfismo idempotente de Q-bimédulos.

Suponhamos que (N;);cc seja uma familia de submddulos a direita de M
mutuamente ortogonais tal que ). ®N; C. Ng e consideremos (N;)§,., para
cada i € C. Temos que N; & (N’ @ > izj ®N;) Ce Mg e, ainda, sdo ortogonais.
Além disso, N e N, assim como N; e > i @®N;, sao, respectivamente, ortogonais
para cada i € C, como é facil de verificar. Como N; & (N/ &) Z#i ®N;) C. Mg
para cada i € C, segue pelo Teorema 3.1.11 que (N;)5 C o(M*)g e (N;)5y =
fi(K) onde K = Njp. & (N')5 = (Ni)ipe @ (N @Y, ®N))5) e fi i K = K
é a projecao de K sobre (IV;)S;«, que é um homomorfismo idempotente de Q-
bimoédulos para cada i € C.

Definimos @ : Nf,. — ILec(NVi)fy+: que a x € Njp. associa (fi(z))iec, e
mostremos que ¢ um monomorfismo de @)-bimoédulos. E evidente que ® é um
homomorfismo de @-bimddulos. Seja x € N§,. tal que ®(x) = 0. Entao f;(z) =0,
para cada i € C e, portanto, x € ker(f;) = (N’ @Z#i ®N;)§;+, para cadai € C,
ou seja, © € (N')§;.. Logo = 0, o que prova que ® é injetiva.

Notemos que ) ;. ®(N;)i- Se (Nip)rs jaque . ®N; S Ng Ce (Njpe)r-
Seja P = ®(N§,.) e temos que P é um Q-submddulo de IT;ec(2V;)§,-. Resta provar
que P C, iec(N;)g-- Como Y. ®N; C. Ng, temos que Y .. ®(N;)5- Ce
(N§f«)r = P. Entado, como ) ..~ ®(N;)5- Ce Licc(N;)§-, segue que P C,
o (N;)S -

(¢4i) Suponhamos que d(IV;) = 1. Se dg((NVi)5+) > 1, existem dois Q-
submddulos X; e X3 nao-nulos de (V;)§,- que sdo independentes. Entao X; N N;
e X5 N N; sao dois submoédulos nao-nulos e independentes de N;. Segue que
existe X3 C g(N;)g nao nulo, maximal tal que X3 N (X7 N N;) = (0), e te-
mos que (X1 NN;) & X3 C. r(N;)g. Como R é um anel semiprimo segue que
(X1NN;) @ X3 C. (Nj)r, o que contradiz o fato de que d(N;) = 1. Logo,
de((Ni)iy) = 1.

Reciprocamente, suponhamos que dg((N;),+) = 1. Se d(V;) > 1, existem
dois submédulos nao-nulos X e Y de N;, tais que X ®Y C,. (N;)g. Como
X e Y sao ortogonais, segue que Xj,;. e Y, ;. sao dois ()-submoddulos de M™.
Ademais, X§,. e Y. sdo nao-nulos e independentes, o que contradiz o fato de
que dg((N;)Ss+) = 1. Logo, d(N;) = 1.

Resta provar que, no caso em que dg((N;)5,+) = 1, entao (V;)§,+, que é um
Q-submodulo de M*, é um modulo primo como um (-médulo a direita. Seja
S C ((Ni)jy+)q e mostremos que Anng(S) = Anng((N;)4-). Consideremos
QS, que é um Q-submédulo de (N;)$,-. Seja S° C o(N§,.)o maximal tal que
QSNS = (0) e, como Q é semiprimo, temos que QS & S C. ((N;)$+)g. Como
da((Ny)$+) = 1 segue que S = 0 e, portanto, que QS C, ((N;)$-)o- Sejaa € Q
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tal que @Sa = 0. Como QS C. ((N;)§+)q, segue que [QS], o fecho de QS em
M* como um @Q-bimédulo, é tal que [QS] = (V;)$,-. Entao, se z € (V) segue
que existe K C. Qg tal que Kz C QS e, portanto, Kza = 0. Logo za = 0 e
temos mostrado que a € Anng((N;)§,-). Segue que Anng(S) = Anng(QS) =

(iv) (a) = (b) Suponhamos que N§,. seja isomorfo a um submédulo P de
um produto direto com soma direta essencial a direita de (Q-subméddulos de M*,
icc Py, tal que P C, (Iiec P)g € dg(P;) = 1, para cada . Definimos N; := P,NN
e temos, pelo item (i), que Y .. ®N; C. Ng e, pelo item (ii4), que d(N;) = 1,
para cada ¢ € C.

(b) = (a) Suponhamos que para cada i € C exista N; C rNpg tal que
d(N;) = 1, Y .cc ®N; C. Ng e tal que ILieo(N;)j+ seja um produto direto
de Q-submoédulos de M™*, com soma direta essencial a direita. Observemos que
(N;)icc é uma familia de submédulos de N mutuamente ortogonais e, portanto,
a conclusao segue de (i7) e (i7i) definindo-se P; := (N;);«, para cada i € C. <

4.2.2 Corolario Sejam R, QQ = Q,, M e (M*,j) como no Teorema 4.2.1. Seja
N € F(M). Entao:

(i) Se N§,. =3¢, &P, onde P, é um Q-submédulo de M* para cada i, entao
N;:= P,N N C gMp para cada i, e y ;  ®N; C, Ng.

(17) Suponhamos que (N;)!, é uma familia de submddulos a direita de M mu-
tuamente ortogonais, tais que y ., ®N; C. Ng. Entao cada (N;);. é um
Q-submédulo de M* e N5 = 0 ®(N;)5-

(17i) As afirmagoes (a) e (b) abaixo sao equivalentes:
(a) Existe um mimero natural n tal que N§,. =Y " | @®F;, onde cada P; é
um @Q-submdédulo de M* tal que dg(P;) = 1.
(b) Existe um numero natural n tal que para cada i = 1,...,n, existe
N; C gNg, onde d(N;) =1, > | ®&N; C. Ng, ((N;)§;+)iy € uma familia
independente de @Q)-submédulos de M*, onde cada (N;)§;« € um mdédulo
primo como um Q-mdédulo a direita e N§p. = > | B(N;)5--

Ademais, vale o Teorema 4.2.1 quando N = M e, em particular, quando
N =M edg(rgMpg) < 00, temos os resultados deste corolario para M*.
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