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RESUMO

O objetivo deste trabalho é a decomposicao da resposta forcada de um
sistema distribuido de quarta ordem no tempo, representado pela equacao de Timo-
shenko para vigas. O modelo em estudo considera os efeitos da inércia rotativa e do
cisalhamento. E introduzida uma base dinamica para a obtencao dos modos de vi-
bracao, considerando-se determinadas condigoes iniciais e de contorno. Desenvolve-
se uma metodologia para a obtencao da resposta dinamica. A resposta forcada é
caracterizada como uma decomposicao da resposta permanente e da resposta livre,
que, por sua vez, é induzida pela resposta permanente. Realiza-se o cdlculo da
resposta forcada para entradas do tipo concentrado e dinamico. Realizam-se sim-
ulacoes para os modos, para a resposta impulso e para vibragoes forcadas em vigas
com extremidades apoiada e livre, extremidades fixa e livre e extremidades livre e
deslizante sujeitas a cargas concentradas e com dinamica. A andlise da resposta

freqiiéncia ¢é ilustrada com uma viga fixa-livre.
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ABSTRACT

Title: ”"DECOMPOSITION OF FORCED RESPONSES IN THE TIM-
OSHENKO MODEL”

The goal of this work is the decomposition of the forced response
of a fourth-order time distributed system, described by Timoshenko model for
beams.The model in study considers the effects of rotary inertia and shear defor-
mation. A dynamic basis is introduced for obtaining the vibration modes and for
considering initial and boundary conditions. It is developed a methodology for
obtaining the dynamical response. The forced response is characterized as a decom-
position of the permanent and free responses. The free response is induced for the
permanent response. The computation of the forced response is done for concen-
trated and dynamical inputs. Simulations were done for computing the modes, the
impulse response and forced vibrations for supported-free, fixed-free and free-sliding
beams under concentrated loads and loads with dynamics. Frequency response anal-

ysis is illustrated with a fixed-free beam.



1 INTRODUCAO

Nos ultimos anos vem aumentando o interesse no projeto de estruturas
submetidas a grandes intensidades, curta duracao, cargas dinamicas, que podem
resultar de impacto e explosoes. A resposta estrutural resultante de elementos de

concreto reforcado sujeitos a tais cargas envolve varias dificuldades analiticas, veja-se

2], [1], [6] e [5].

Alguns estudos tém implementado modelos analiticos ou numéricos
para tais andlises sujeitas aos efeitos de cargas impulsivas distribuidas uniforme-
mente. Entretanto, condi¢oes de carga uniforme representa somente uma pequena
parcela de cargas possiveis. Este estudo é visto como ferramenta ttil por incluir

efeitos de carga localizada e combinacoes de cargas localizadas e distribuidas.

A demanda por sistemas de alta velocidade, baixo custo e baixo con-
sumo de energia tem motivado a introducao de partes flexiveis em diversos sis-
temas mecanicos (estrutura de espaconaves, bragos com articulagoes flexiveis, ro-
tores flexiveis, por exemplo). Sistemas mecénicos compostos por partes rigidas e
flexiveis sao geralmente descritos matematicamente por combinacoes de equagoes

diferenciais ordinarias, equacoes diferenciais parciais e um conjunto de condicoes .

Em muitos sistemas mecanicos hibridos, o sistema flexivel é modelado
como uma estrutura do tipo viga. O modelo de viga usado comumente é baseado na
teoria cldssica de Euler-Bernoulli que ignora a inércia rotativa da viga. O modelo
de Euler-Bernoulli fornece uma boa descricao do comportamento dinamico da viga
quando as dimensoes da seccao transversal sao pequenas em comparacao com seu
comprimento. Um modelo mais acurado pode ser obtido utilizando-se a teoria de
Timoshenko a qual considera nao sé a inércia rotacional mas também a deformacao
da viga devido ao cisalhamento. O modelo de Timoshenko para vigas é geralmente
mais preciso que o modelo de Euler-Bernoulli, mas, por outro lado, é mais dificil

usd-lo com finalidade de controle devido sua complexidade.



1 Introdugao 2

Como a teoria de Timoshenko para vigas é de maior ordem que a teoria
de Euler-Bernoulli, é considerada superior na previsao da resposta transiente da viga.
A superioridade do modelo de Timoshenko é mais pronunciado para vigas com uma
razao de aspecto baixo. Aldraihem em [2] mostra que o uso de um controle baseado
em Euler-Bernoulli para eliminar a vibracao da viga pode conduzir a instabilidade

causada pela excitacao inadvertida do método nao modelado.

Neste trabalho, estuda-se a obtencao da equacao de Timoshenko , os
modos de vibracao e as vibragoes forcadas sobre vigas com determinadas condigoes

de contorno e submetidas a cargas harmonicas com e sem dinamica.

No capitulo 2 estuda-se a descricao do modelo de Timoshenko e sua
deducgao, com uma breve comparacao com o modelo de Euler-Bernoulli. Ainda, sao

descritas as condicoes iniciais e de contorno utilizadas no decorrer do trabalho.

O capitulo 3 aborda o estudo da equacao modal de quarta ordem as-
sociada ao modelo de Timoshenko, considerando-se as bases espectral e dinamica,

para a obtencdo dos modos conforme [12] e [19].

No capitulo 4 estuda-se a solucao dinamica distribuida e a resposta

forcada decorrente de forcas externas aplicadas a viga.

No capitulo 5 desenvolve-se a teoria para sistemas distribuidos em ter-
mos da funcao de Green para o calculo simbédlico das respostas forcadas, seguindo

os trabalhos de [4], [?], [7], [?], [9] e [17]..

O capitulo 6 trata da decomposicao da resposta forcada que, pelo
principio da superposicao, pode ser determinada pela soma da resposta livre com a

resposta particular.

O capitulo 7 apresenta simulagoes para os modos, para a resposta im-
pulso sendo considerados os casos de vigas com extremidades apoiada e livre, fixa
e livre e livre e deslizante, sob a acao de cargas pontuais e com dinamica; esta

ultima com entradas do tipo constante, linear, com descontinuidade e oscilatoria.



1 Introdugao 3

A resposta em freqiiéncia foi considerada para uma viga fixa livre sujeita a uma
entrada dinamica com varias freqiiéncias. As simulacoes foram realizadas com o uso

do software Maple.

No capitulo 8 apresentam-se as conclusoes pertinentes.



2  MODELAGEM MATEMATICA

2.1 Modelo de Euler-Bernoulli

A equacao do movimento para a vibracao lateral de pequena ampli-
tude de uma viga uniforme nao amortecida, cuja deflexao de cisalhamento pode ser
desconsiderada é dada por

m=— +El— =0 (2.1)
T

onde m é a massa da viga por unidade de comprimento e FT sua rigidez flexural
(ambas sdo constantes conhecidas). A deflexao lateral da viga é u(z,t), a qual é

uma funcao de uma posicao do tempo ¢ e de uma posicao longitudinal z.

Esta equacao pode ser obtida considerando-se o equilibrio lateral de um
pequeno elemento dr da viga. A forga lateral resultante no elemento é a diferenca
entre as forcas de cisalhamento que se opoem sobre suas faces e aquelas que estao
relacionadas com a curvatura de uma viga pela teoria de Euler para vigas. A forca
lateral resultante deve ser igual a massa do elemento mdxr multiplicado por sua

RN

S - Para maiores detalhes veja-se [5].

aceleracao lateral

2.2 Modelo de Timoshenko

A equacao do movimento (2.1) da teoria para vigas simples assume que
cada elemento de uma viga move-se somente por translacao perpendicular ao eixo da
viga e nao gira ou sofre deformagao de cisalhamento [18]. No modelo de Timoshenko
sao considerados o efeito de cisalhamento e inércia rotacional [1]. Por Timoshenko,
as secoes transversais planas permanecem planas mas nao necessariamente perpen-
diculares ao eixo longitudinal da viga, pois, devido ao cisalhamento, ocorre um giro

da secao em relacao a essa perpendicular [8].
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O sistema fornecerd o nimero de freqiiéncias naturais e, para cada
freqiiéncia ocorre vibracao. A configuracao é referida como modo. As vibracoes sao
geralmente chamadas vibragoes transversais ou vibragoes flexurais, pois ocorrem

transversalmente ao comprimento da viga [19].

2.2.1 Efeito de cisalhamento e inércia rotacional

Considera-se a vibracao de uma barra ou viga na direcao perpendicular
ao seu comprimento. A figura 2.1 ilustra uma viga fixa livre com a direcao transversal
indicada (isto é, a deflexdo u(t,z) estd na dire¢do y). A viga tem se¢ao transversal
retangular A(x) com largura L,, espessura L, e comprimento L. Associada a viga
estd a rigidez flexural FI(x), onde E é o mddulo eldstico de Young para viga e I(z)
¢ o momento de inércia da area da secao transversal sobre o eixo z. Da mecanica
de materiais, a viga origina um momento fletor M (¢, x), o qual é relacionado com a

deflexao da viga ou deformagao de curvatura u(¢, x) dado por

0*u(t, x)

ox?

M(t,z) = EI(z) (2.2)

Um modelo de vibracao flexural pode ser derivado examinando dia-
grama de forcas de um elemento infinitesimal da viga, como indica a figura 2.1.
Assumindo a deformacao ser suficientemente pequena tal que a deformacao de cisal-
hamento é muito menor que u(t, z) ,isto é, os lados do elemento dx nao se curvam,

uma soma de forcas na direcao y origina

oV (t,x)

O?u(t, x)
e T

V(t,z) + BTE

de| —V(t,x) + f(t,z)dx = pA(z)d (2.3)

Aqui V (¢, x) é a forca de cisalhamento no extremo esquerdo do elemento
dz, V(t,z) + %dx é a forca de cisalhamento no extremo direito do elemento dz,
f(t,x) é a forca externa total aplicada ao elemento por unidade de comprimento e o
termo do lado direito da igualdade é a forca de inércia do elemento. A suposicao da
deformacao de cisalhamento pequena usada no balango das forgas na equagao (2.3)

é verdadeira se L/L, > 10 e L/L, > 10 ,isto é, para vigas longas e finas . Para
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()
1, x)
X & .
i A
* Jit, %
.,
b A A Fy A &
g x.
| ‘L‘ ]
A(D)
(b)
£ ‘\M(ﬁ,x)+wdx
o
M(I’x)(" T T T
/
Q v x)+ L0 g
__________________ N .
ul(t,x) T Fit,x)
___________________ Aﬁ{"""pAdxa—u-"""_
“— -
x x+dx

Figura 2.1: (a)Vibracao transversal // (b) Diagrama de um pequeno elemento da
viga deformado por uma forca distribuida por unidade de comprimento
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maiores detalhes veja-se [6]. Os momentos que atuam no elemento dx sobre o eixo

z através do ponto sao somados, Q( ver figura 2.1). Isto resulta

<M(t,x) + %dm) — M(t,z) + <V(t,$) + 3V(§7;, $)dm> dz + f(t,m)d; =0. (2.4)

O lado esquerdo da equacao 2.4 é zero desde que também suposto que
a inércia rotacional do elemento dx seja desprezivel. Simplificando esta expressao
obtém-se

OM(t,x)

oV (t, ) N f(t, z) p
ox

o 2

+ V (¢, x)} dz + [ 2% = 0. (2.5)
Para dr muito pequeno, tem-se (dz)? muito préximo de zero, entao a
expressao do momento é
OM(t,x)

V(ta) = = (2.6)

Isto estabelece que a forca de cisalhamento é proporcional ao cambio es-
pacial no momento fletor. A substituicao desta expressao pela forca de cisalhamento

na equacao ( 2.3) resulta:

0? 52
o2 [M(t,z)]dx + f(t,z)dx = pA(ﬁ)dx#'

(2.7)
Além disso, a substituicao da equacao (2.2) em (2.7) e dividindo-se por

dzx obtém-se

OPu(t,z)  0? O*u(t, )

pA(z) 52 T A {El(x)aix;] = f(t,x). (2.8)

Se nao héd agdo de forca externa entdo f(t,x) = 0 e se EI(x) e A(x)
sdo constantes, a equagao (2.8) simplifica-se e a vibragao livre é dada por

0*u(t, x) L Otul(t, )

BTE = 0 (2.9)

onde ¢ = EL,
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Angulo de
cisathamento

Figura 2.2: Efeito da deformacao de cisalhamento.

O modelo para viga fina dado na equagao (2.8) é referido como sendo
a equacgao de Euler-Bernoulli. Este modelo ignora os efeitos de deformacao de cisal-

hamento e a inércia rotativa.

Referindo a figura 2.2, o angulo de cisalhamento dado por a — ‘;—g ,isto

é, a diferenca entre o angulo total devido a flexdao a e a inclinacao da reta central da
viga (3—;‘, representa o efeito de deformacao de cisalhamento. Das condicgoes elasticas

(6] a equacao do momento fletor torna-se
Bl(z) {%] — M(t,7) (2.10)
x

e tem-se para equacao da forca de cisalhamento

du(t, x)

kA t,x) —
G {a( ,T) .

] = V(t,1) (2.11)

onde E.I, A, a, V e M estao previamente definidos, G é o mdédulo de cisalhamento,
k% é um fator que depende da forma da secdo transversal ( k? é denominado coe-
ficiente de cisalhamento). Como no caso da equacdo (2.3), um balanco de forgas

produz
2
mdxia ult, 2) =— |V(t,z) + Vit z)

e B de| +V(t,z)+ f(t,z)dx (2.12)



2 Modelagem matemética 9

onde m é a massa da viga por unidade de comprimento. Se a inércia rotacional é

incluida entao o balan¢o do momento em dz, dado pela equacao (2.4) chega a

p[(x)dx% = [M(t,x) + %dx] — M(t,z)+
oV (t,x) (2.13)

+ [V(t, ) + dm] dz + f (1, ) (d;”)Z.

Xz

Substituindo as equagoes (2.10) e (2.11) em (2.12) e (2.13) tem-se

a0 [ O« ) ou
€
Pu 0 [, ou

que correspondem as equagoes acopladas de movimento para a viga, incluindo os

efeitos da inércia rotacional e da deformacao de cisalhamento.

Resolvendo-se a equacdo (2.15) para 9% obtém-se

oo 0*u 1 0%u
a_l‘ == @ + —kQAG (f(t, x) — mﬁ> (2.16)

e resolvendo-se a equacao (2.14) para a obtém-se
EI 9*a Ou pl 0’

_ Pa  Ou  pl Pa 9.1
C= 124G 0 9r  R2AG 0P (2.17)

Assumindo que os coeficientes sao constantes, (¢, z) pode ser eliminado
e as equacoes acopladas reduzidas a uma equacao, tem-se a equacao de Timoshenko

para uma viga

0*u 0%u < E +1> 0*u p’I *u

EI 0°f pl O0°f
Elga+rige P\ me ') apaz T1egam — 7

 k2AG 022 ' K2AG 02

(2.18)

2.2.2 Condigoes iniciais e de contorno

A equagao da vibragao livre, isto é, f(t,z) = 0, no modelo de Tim-
oshenko dado pela (2.18) contém derivada espacial de quarta ordem e, portanto,
requer quatro condi¢oes de contorno no cdlculo da solucao. A presenca de derivadas
temporais de segunda ordem requer duas condicoes iniciais: uma para o desloca-

mento u(t,z) e outra para a velocidade u(t, ), no instante ¢ = 0.
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2.2.2.1 Condicoes de contorno cldssicas

Neste trabalho serao consideradas as condicoes de contorno cléssicas,

isto é, vigas com extremidades do tipo fixa, apoiada, livre e deslizante.

As condicoes de contorno necessarias para resolver a equacao espacial

sao obtidas por anélise da deflexao ( deslocamento) u(t, x), o declive do deslocamento

0%u(t,r)

du(t,x) e a forca de cisalhamento a% [EIT] para

=527, o momento fletor E1(x)

0%u(t,r)
02

cada extremidade da viga, ou seja, em x =0 e z = L.

Quando a viga possui extremidade fixa, o momento fletor e a forca de

cisalhamento sao ilimitados; o giro e o deslocamento sao nulos.

Se a viga estd apoiada em um suporte, o momento fletor e o desloca-

mento estarao restringidos; o giro e a forca de cisalhamento sao irrestritos.

Para vigas com extremidades livres o deslocamento e o giro sao ilimi-

tados, porém o momento fletor e a forca de cisalhamento sao nulos.

Na viga com fronteira deslizante o deslocamento é permitido mas nao
a rotacao; a forca de cisalhamento é nula; o deslocamento e o momento fletor sao

irrestritos.

A tabela apresenta as condicoes de contorno cldssicas para a viga na

extremidade x = 0 e a representacao esquematica de cada caso.



2 Modelagem matematica

11

Extremo Equacoes Esquema
Fixa u(t,0) =0 2(t,0) =0
Apoiada u(t,0) =0 EIZ%(t,0)=0 X
Livie | BIZH(t,0)=0 2 [BIZ%](1,0)=0
, O
Deslizante | 24(1,0) =0 2 |EI12%] (£,0) = 0 O

Tabela 2.1: Condi¢oes de Contorno Cléssicas
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3 ESTUDO DA EQUACAO MODAL

A parte espacial da equacao de Timoshenko, que é denominada equagao
modal, corresponde a uma equacao de quarta ordem. Neste capitulo, o estudo dessa
equacao é realizado com uma base genérica de solucoes. Nos cdlculos serao consid-
eradas a base espectral classica e a base dinamica introduzida por Claeyssen, sendo
a base dinamica gerada a partir de uma solu¢ao com condicoes iniciais impulsivas;

para maiores detalhes veja-se [3], [10], [11].

3.1 Equacao matricial modal

Da equacao 2.18 do modelo de Timoshenko, decorre que, por vibracoes
livres, a expressao é dada por:

27 o4 2 4 4
p°1 9t x) Pu(t,x) (pEI 0*u(t, x) otu(t,z)
ea on TP oe € oo TP =0 B

Com a introducao das constantes

o> pA _ p
gk?AG  gk*’G

62 — pA
gET

s pAl _ P
gETA gF

a equacao de Timoshenko pode ser expressa por

O*u(t, z) O*u(t, ) O*u(t,z)  0'u(t, )
2_2 ’ 2 (a2 2 ’ 2 =0. 3.2
T T e @A T ) e T (3.2)
Na forma evolutiva, a equacao 3.2 pode ser escrita como
4 2
R(t2) 22 (1) + 5(0,0) 22+ Qlta)u =0 (3.3

ott ot?
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onde R, S e () sao operadores diferenciais espaciais

R = a27'2[,
2 2 2 0
= B2] — —
B~ (02 + 75,
84
@ = G

atuando sobre funcgoes que satisfazem as condicoes de contorno do problema.

Na resolucao da equacao através do método espectral procura-se solugoes

do tipo oscilatério, denotadas por u(t,z) = e!X (z). Assim, resulta
R(iw)* X (z) + S(iw)*X (z) + QX (z) =0, (3.4)

que equivale a determinar w tal que a ampliude X (z) é uma fun¢ao nao identica-
mente nula. Deve-se, assim, resolver o problema de autovalor com a equacao modal
dada por

[W'R —w?S + Q)X (z) =0, X(z)#0 (3.5)

ou de forma simplificada
X (z) + ¢*X"(x) — K*X(2) =0 (3.6)

onde

g° = (a® + 77)w?, K* = p%w? — o1’ (3.7)
Tem-se, entao, w representando a freqiéncia caracteristica dos modos
de vibragao e X(z), o modo de vibragao correspondente. Os modos de vibragao

gozam das propriedades de simetria e ortogonalidade [15], [19].

3.1.1 Calculo da base espectral e da base dinamica

Serao consideradas as condi¢oes de contorno do modelo de Timoshenko

descritas na tabela 2.1, que, de maneira genérica resultam nas expressoes

{ A;1X(0) + B X'(0) + C11 X"(0) + Dy X™(0)

=0
(3.8)
A X (0) + B1oX'(0) 4+ C12X"(0) 4+ D1 X" (0) = 0
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{ Ap X (L) 4+ By X' (L) + Cu X" (L) + Dy X" (L)

=0
! " n (3‘9)
AQQX(L) + BQQX (L) + CQQX (L) + DQQX (L) = 0

A solugao da equagao diferencial linear homogénea (3.6) é dada por uma combinagao

linear das solugoes

X(z) = c191(w) + c22(x) + c3¢3() + capa() (3.10)

onde ¢, ¢g, c3 € ¢4 sA0 constantes e {¢y, Pa, P3, d4} é uma base de solugoes, sendo o
wronskiano nao nulo, garantindo que o conjunto de solucoes é linearmente indepen-

dente. Escreve-se matricialmente a solu¢ao da equagao modal (3.10) como

X = dc (3.11)
onde
1
Co
® = [¢17 ¢27 d)?n d)ﬁl]a c=
C3
Cy

Substituindo-se as condigoes de contorno (3.8) e (3.9) em (3.10) e escrevendo-

se matricialmente, resulta

®(0)
®'(0)
44 By Cu Dn 0 0 0 o || a0
A B Ci» Dy 0 0 0 0 " (0)

c=0 (3.12)
0 0 0 0 Ay By Cy Dy (L)

0 0 0 0 A By Cy Do (L)
@//(L)
@///(L)

Convencionando-se que:
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(i) nos elementos A;;, B;;, Cy; e D;; o indice i refere-se ao ponto onde ha
condicao de contorno, sendo que ¢ =1 parax =0e i =2 para x = L;

o indice j refere-se a j-ésima condicao de contorno no mesmo ponto;

.. k , . N s . . N .
(ii) nos elementos qﬁgj) o indice k refere-se a k-ésima derivada e a auséncia
dele denota a funcao; o subindice ¢ indica a i-ésima condi¢ao de contorno

e 7, a j-ésima funcao de base,

a expressao 3.12 pode ser representada na forma matricial expandida

610 612(0) 613000 G14(0) |
¢11(0)  ¢12(0)  ¢13(0)  $14(0)
Ay By Ciw Dy O 0 0 0 1100)  ¢15(0)  ¢Y5(0)  #Y,(0) i
Az Bz Ciz Dz 0 0 0 0 11(0)  ¢12(0)  ¢¥3(0)  ¢74(0) c2
0 0 0 0 Ax Bu Cun Dxn $21(L)  ¢22(L)  ¢23(L)  ¢24(L) c3
0 0 0 0 Ax By Cn Dy 51(L)  ¢ha(L)  ¢hs(L) ¢hy(L) c4
1(L)  ¢55(L)  ¢hs(L) ¢y (L)
| 99i(L) ¢5a(L)  d3(L)  ¢ou(L) |
De maneira compacta, para obter os modos X (z) = ®(x)c deve-se
resolver
Uc=0, c#0, U=Bd (3.14)

onde B é a matriz que representa as condicoes de contorno, ® é o vetor da base e
c representa o vetor de incégnitas. Como os parametros g2 e K* dados por (3.7),
dependem de w e, portanto, também os elementos da base ®, as freqiiéncias w sao

os valores para os quais este sistema possui solucao, ou seja,

A = det(B®) =0 (3.15)

A base dinamica é gerada pela solucao dinamica ou resposta impulso
h(z) da equagao (3.6)e suas derivadas até terceira ordem. A solucdo h(x) é definida

através do problema de valor inicial

) (z) + ¢?h" () — K*h(z) = 0 (3.16)

o o o O

(3.13)
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com as condicdes iniciais h(0) = h'(0) = h" (0) = 0eh” (0) = 1. Para verificar que A,
h', h" e K" formam uma base de solucoes, aplica-se as condicoes iniciais de h(x) na

matriz wronskiana, tal que

h(0)  A'(0)  A"(0)  R"(0) 00 0 1
R'(0)  R"(0) R™(0) ROV 00 1 0
det _ = det =1 (3.17)
h"(O) h'"(U) h(iv) h®) 0 1 0 _g2
R"(0) K (0) K™ (0) R(0) 10 —¢g> 0

Verifica-se que o determinante é nao nulo, de modo que h, h', h" e h"

sao linearmente independentes formando, portanto, uma base de solucoes.

A solucao dinamica pode ser representada em termos de base espectral.

Assim, tem-se a equacao caracteristica de (3.6)
M+ —K'=0 (3.18)

cujas raizes sao

sendo
gt 3 g2
5: g2—|—62, € = <K4+§> — 5 (319)
Substituindo K e g por € em (3.18) tem-se
Wl + [+ 1) - i+ et =0
ou
s (a2 +7%) — 32 iy et .y
0272 —(a2r?)
Assim

4% 2%
4z z
+2) = 2
(d 4) 2] (3.20)




3 Estudo da equac¢do modal 17

sendo

0272
e
(o7?)
A base espectral é
® = [sen(dz), cos(dz), senh(ex), cosh(ex)]. (3.23)

A solugao dinamica em termos de base espectral é dada por [16]

h(x) = aysen(dx) + ag cos(dz) + agsenh(ex) + a4 cosh(ex). (3.24)

Aplicando-se as condicoes iniciais em 3.24, obtém-se o sistema

0 1 0 1 aq
) 0 € 0 a9
0 —62 0 ¢ as
-2 0 €€ 0 ay

o O O

A solucao deste sistema é dada por

-1
TSt ey
as = 0,
o
@ = (0% + €2) ¢
ag = 0.

Tem-se, entao que

_ dsenh(ex) — esen(dx)
M) = Je(€? 4 02)

(3.25)

Logo, a base dinamica é

b1 = h(z) = 5senh5(§gc€)216;6)n(5x)
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__ cosh(ex) — cos(dx)

¢2 = h'(z) = (€2 + 62)
" h(ex) + dsen(d
by = W'() = esen (6.:'2)+ 623671( x)
by = W () = e? cosh(ex) 4 62 cos(0x)
L= -

€2 + 42

Como @ = [, 9, P3, P4 tem-se

a0) | [ o 0 0 1]

@'(0) 0 0 1 0

d"(0) 0 1 0 —g°

o | O] ! . nd : (3.26)

®(L) ML) K(L) RK'(L) K"(L)

(L) R'(L) h"(L) A"(L) hU(L)

(L) R'(L) h"™(L) hW(L) AW(L)

| (L) || R"(L) RU(L) A(L) AMO(L) |

onde ¢g? = §% — ¢* . Logo, derivando h(z) até sexta ordem e obtendo seus valores em

x =0 e x = L obtém-se a matriz correspondente a base dinamica.

3.2 Calculo dos modos

Os modos sao obtidos ao resolver-se o sistema linear Uc = 0, onde sua
solucao, multiplicada pela matriz de base de solucoes ® fornece o modo relativo a
base considerada. Para tanto, introduz-se, primeiramente, a matriz U = B®, sendo
B a matriz das condicoes de contorno e ® a matriz de base para os valores z =0 e
xr = L; calcula-se o determinante da matriz U através do qual obtém-se a equacao

A(e) = detU = 0; substituindo-se w em K* na férmula por ¢, tem-se para cada raiz
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€ o valor da frequéncia

i\ 3 2 B
Ay ) 2 3.97
(a+5) 2] (327

w =

onde

(a? +72) — 82

2= ( am) ) (3.28)

e

4 ¢!

d = (0277 (3.29)

Sendo, ainda
o? m pA P

T K2AG T gk2AG  gk’G

m pA

2——:
= Er gEIl

o, mr?> _ pAl  p

" TTEI T 4EIA _ 4E

e para cada raiz € desta equacao, resolve-se o sistema Uc = 0 através de eliminacao

gaussiana.

Para maiores detalhes sobre a forma dos modos X, veja-se [19].
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4 A RESPOSTA DINAMICA DE SISTEMAS
DISTRIBUIDOS

Neste capitulo,abordar-se-ao, sistemas distribuidos do tipo
4 .
0

onde as fungoes u(t,z) = u e f(t,x) = f, dependentes do tempo ¢ e do espago
x, correspondem & saida e a entrada do sistema, respectivamente, de acordo com

Moraes [9] .

Os coeficientes A; sao operadores espaciais que contém derivadas so-

mente com respeito a variavel x e sao assim definidos:

> d*w .
Ajw(z) = ijk(x)w, j=0,..,4. (4.2)
k=0

A ordem das derivadas que aparecem nos coeficientes A;, descritos pelos
operadores da parte espacial, correspondem ao valor do parametro

m = max(my, ..., my4), que definem a ordem espacial do sistema.

A resposta livre do sistema é dada pela solucao da equacao diferencial
(4.1) quando a entrada f(t,z) for identicamente nula. A resposta for¢ada no tempo
t = ty corresponde a solucao da equacao diferencial quando todas as condigoes

iniciais sao identicamente nulas, isto é,

ou 0%u Pu

= a(to,l‘) = —(to,l') = ﬁ(t[),x) =0 (43)

u(to, x)

Sao fornecidas, juntamente com as condicoes iniciais, as condigoes de

contorno genéricas , veja-se [20], [14], denotadas por

ou(t, 0 o™ tu(t, 0
aoru(t, 0) + oy, é ) +- 4 Om—1k ™51 mEI ) + Bory(t, L)+
0 (tx L) am—f (t,L) (44)
u u
+ B+ Bk =0, k=1,...,m.
oz dzm—1



4 A resposta dindmica de sistemas distrubuidos 21

Aplicando-se a transformada de Laplace em (4.1) obtém-se

4 4 -1
ZS]A U(s,x) ZZsj_l_iAjuf) + F(s,x). (4.5)
Jj=0 j=1 i=0

A equacao (4.5) pode ser escrita como

4 j-1

S ?Ued S arn,

]:1 1=0
para certas funcoes pi(s,z). As  condigbes iniciais de saida sao dadas por

i 8lu(0,x)

uy = =5 As funcées U(s,z) e F'(s, r) sdo as transformadas da saida u(t,z) e

da entrada f(t,z), respectivamente.

Aplicando-se a transformada de Laplace nas condigoes de contorno

dadas pela equagao (4.4) tem-se

oU (s,0 om1U(s,0
CYOkU(S,O)—f—qu%—F"' Oém_lk%—f—ﬁokU(S,L)‘F
4.7)
oU (s, L om=1U(s. L (
—f—ﬁuc&—f- +Bm—1k#:0; kE=1,..,m.
ax axm 1
Define-se A(s) como
4 . 4 ) M, dk: m dk
A(S) = ]go S]A]‘ = ]go S] 2 p]k(f[,')w = %pk(s .'L') d‘fI;k (48)

Assim, o problema de contorno dado pela equacao (5.6) pode ser escrito,

de maneira compacta, como

A(s)U(s,x) =R(s, x) (4.9)
sendo L i
R(s, x) ZZSJ A ul + F(s, @), (4.10)

e U(s,z) fungoes que satisfazem as condicoes de contorno dadas por (4.7).

Dada a funcao H(s,x,&) como a fun¢do de Green do problema (4.9)

tem-se
L 4 j-1
U(s,x):/ H(s,x,§) [ZZSJ YA (¢ d§+/ H(s,z,&)F (s, §&)dE,
0 7j=1 =0

(4.11)
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ou seja,

U(s,z) = /0 H{(s,z, €)R(s, €)de. (4.12)

Definindo-se h(t,z,£) = L7[H(s,z,&)] e considerando-se propriedade
da fungao h(t,x,&), dada por

MO5E) = lmsHenE = 0
h'(O,x,f) = lim s*H(s,z,¢) =0
, §7r00 (4.13)
V05 = lm S = 0

A4hm(0, r,6) = Aylims*H(s,2,6) = §(x—¢&)

§—00

Sendo assim,

"H(s,2,6) =L [hW(t,2,6)], k=0,..,3. (4.14)
A saida do sistema pode ser dada como

9 4 j—1
u(t, ) :/0 (ZZhU“>(t,x £)A,; ) d§+/ / — 7,2, &) f (7, €)drd¢
(4.15)

ou

4 t
/ (Z RUT1 0 (1, €) Ajub (€) + / h(tr,x,of(r,g)df) de.  (4.16)
7j=11i=0 0

que é uma representacao da distribuicao espacial da saida do sistema, a qual pode
ser simplificada com a introdugao da solugao dindmica h(t) do sistema distribuido,

definida através do operador integral

h(H)(x) = / W, . €)$(€)de, (4.17)

sendo h(t,z,€) a inversa da transformada de Laplace da fungao de Green H(s,z,¢)

do problema de contorno dado pelas equagoes (4.7) e (4.9).

Com a introducao da solucao dindmica, a saida pode ser escrita na

forma evolutiva

7j—1

u(t) = 33 K610 () A+ /th(t—T)f(T)dT, (4.18)

j=1 =0
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onde u(t) é uma fungao com valores distribuidos, ou seja, para cada t fixo u(t) é uma
fungao que depende da varidvel espacial cujo valor é u(t)(z) = u(t,x). Analoga-

mente, tem-se que f(¢)(z) = f(¢, x).

Aplicando-se a transformada de Laplace na solugdo dinamica (4.17)

obtém-se H(s) operador de transferéncia atuando sobre fungoes de varidvel espacial

L
H(s)o(a) = [ (s €)o(e)ds. (1.19)
sendo H(s) o operador inverso de
4
Als) =) sT4; (4.20)
=0

definido sobre as fungoes que satisfazem as condic¢oes de contorno (4.7), isto é,

A(s)H(s) = H(s)A(s) = I. (4.21)

como

U(s) = H(s)F(s), (4.22)

sendo U(s) e F(s) fungoes com valores distribuidos espacialmente, isto é, U(s)(x) =

U(s,z) e F(s)(z) = F(s,x).
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5 A RESPOSTA FORCADA PELO METODO
ESPECTRAL

Neste capitulo, obtém-se uma expressao para a resposta impulso com o

uso do método espectral, conforme [17].

Considere-se a equacao de Timoshenko, cuja modelagem foi descrita no
capitulo 2:

5 oM u(t, ) 0*u(t, x) otu(t,z)  Otult,x)

2 ) 2 2 _

T g e T T g g — /B B
sujeita as condicoes iniciais

u(0,z) = vo(x), w(0,2) = v1(x), (5.2)

u(0,2) = vo(x) e uu(0,x) = v3(x). (5.3)

e condicoes de contorno clédssicas consideradas na secao 2.4.1.

Para a carga f(t,x) expandida espectralmente, tem-se

=) ful®)Xnu(2), (5.4)

com

fo tdex
f X2dx

fult) = n=1,23,.. (5.5)

onde X, (z) denota o n-ésimo modo relativo as condigoes de contorno dadas e fixas

do problema. Escreve-se a solugao da equacao (5.1) da mesma forma, isto é,

u(t,z) =Y un(t) X () (5.6)

n=1

que nao é outra coisa senao uma forma de variacao de parametros,

Substituindo (5.6) e (5.4) em (5.1) obtém-se

i [aQTQu(“’ Xn(z) + (B2Xn(:n) —(a® + TQ)X;; (a:)) ; () +un ()X ( ] Z fulz

n=1
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Utilizando-se X,,(z) como base de autofungdes, considera-se para X (z)

a seguinte expansao

o0
:E Arn Xy (X
r=1

com

L "
X X,dx
Ay = I()L"i n=123,.. (5.8)
[y X2dx
Da equagao modal (3.6) tem-se
X (x) = —ga X, (x) + KXo () (5.9)
onde
¢ = (0247
Kﬁ — (52(4)2 C¥27_2w4)

para cada freqiiéncia w, da equagao caracteristica (3.16).

Aplicando a ortogonalidade dos modos conforme [19] e substituindo

(5.8) e (5.9) em (5.7) vem

ﬁQ—&ﬂ+r%§:m4uﬂﬂ+
r=1

cuja solugao é [13]

a272u( )( t) + un(t) = fu(t). (5.10)

00
_gr% Z Grp + Ké
r=1

n

= o (£)t (0) + F 1 (8)2, (0) + P 2(8)2, (0) + P (8) 1 (0)+
(5.11)
+/hn3 t—S fn )

onde
0 72 0 1
Bo®) s ® ns® B = n® ) B 01| ™00l a2)
0 1 0 O
1 0 0 O



5 A resposta forcada pelo método espectral 26

Com h,,(t) = h,3(t) a resposta impulso da equagao (5.9) que é dada
por
spsenh(qut) — gnsen(spt)

h,(t) =
®) Sntn(52 + ¢2)

: (5.13)

sendo

Sn = V2442, (5.14)
[, AR

V2 o= =1 (5.16)

Com as condicoes iniciais do problema dadas por 5.2 tem-se

du(x,0 = .
%vj(x) = Zug)(O)Xn(x), j=0,..,3 (5.17)
n=1
e pela ortogonalidade dos modos
L
. (&)X, (&)d
u(0) = Iy v]|(|2 ||2(if) 3 (5.18)

Substituindo (5.11) na expressao (5.6) e trocando-se a ordem dos so-

matorios vem

u(t,x):Z/O hj(t,x,g)vj(g)dg+/0/0 Wt — 10, ) f(r E)dedr  (5.19)

onde
hyt,z,6) =) %hm(ﬂ (5.20)
hn3(t) = ha(t), (5.21)
hua(t) = h, (1), (5.22)
ha(8) = Yaha(t) + hy (1), (5.23)
hao(t) = b () + oy (D). (5.24)
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Assim, de forma evolutiva

u(t)(z) = ho(t)vo(z) + hi(t)vi(z) + ha(t)ve(x) + hg(t)vs(z) + /Ot hs(t — 7)f(7)dT (5.25)

L
(o) = [ hitn ool =023 (5.20
sendo que h;(t, z, &) é dado por (5.20).

A resposta forcada, que corresponde a condicoes iniciais nulas, vem a

ser dada por

ult,z) = /0 t /0 Wt — 72, &) f(r, €)dédr (5.27)

onde
hit, 2,€) = hs(t,z,) =Y %hn(t) (5.28)
No dominio frequéncia, tem-se
U(s,z) = L[(t 2)] = /0 H{(s,z,€)F (s, £)de (5.29)
H(s,.€) = £lhit 6] = 3 2 o 1) (5.30)
Decorre que
His,z,€) = HZI %an(s) (5.31)
sendo
! (5.32)

on(s) = (

s? — ;) (s> + s7)

com s, e ¢, dados por (5.12) e (5.13), respectivamente.
Deve ser observado que para entradas exponenciais
f(t, ) = eF(z)
solucoes particulares do mesmo tipo podem ser obtidas da forma

u(t, ) :e“/o H(\, z,&)F(€)dE. (5.33)
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6 CALCULO SIMBOLICO DA RESPOSTA
FORCADA PARA O MODELO DE
TIMOSHENKO

6.1 Decomposicao da resposta forcada

A resposta forcada em ¢ = 0 na forma evolutiva é obtida a partir da

equagao 4.18, sendo dada pela integral de convolucao

u(t):/o h(t — 7)f(r)dr, (6.1)

que corresponde a solucao do sistema distribuido representado por

4

u
> Ajs (b2) = [(t,2), (6.2)
§=0
com condicoes iniciais nulas
ou 0%u Pu

onde u(t) = u(t,x) e f(t) = f(¢, x) sdo funcoes que dependem da varidvel espacial.

Pelo principio da superposicao, a resposta forcada pode ser escrita como
u = up, + u, onde uy é a resposta livre, e u, é a resposta particular (permanente), ou
seja,

u(t) = /0 h(t — 7)F(F)dr = un(t) + u(t) (6.4)

sendo up(t)(x) = up(t,x) e uy(t)(z) = u,(t, x).

Como {h(t),h'(t),h" (t),h" (t)} formam uma base de solucdes da equacao

homogeénea

ZAQL?(L z) =0, (6.5)
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sendo a; funcoes de variavel espacial a serem determinadas a partir das condigoes

iniciais nulas de u(t) em t = 0.

Tem-se,entao, o sistema

( 3
0 = > h9(0)a; + u,(0)
§=0
3
0 = ) hU*(0)a; + u,(0)
{ 5 (6.7)
0 = Y hU™(0)a; + u,(0)
§=0
3 . nr
0 = Y hi™(0)a; +u, (0)
\ J=0
Assim,
ag = —Auu,(0)
ay = —Azu,(0) — Auu, (0
2 sup(0) — Ay f’( ) ” (6.8)
ay = —A2up(0) - Agup(()) - A4Up (0)
| a0 = —Aju,(0) — AQU;’(O) — A3U;(O) A4u;;’(0)
ou de maneira compacta
= —ZA,W )(0,x), para j=0,..,3. (6.9)
A solucao homogénea é dada, entao, na forma evolutiva por
3 - 3 4-j
=S Y A 0(0) = = 3OS RED 0 A 0),  (610)
5=0 k=1 j=0 k=1
sendo que
) L oin
WD) = [ S, 0l (6.11)
0

Tem-se, portanto no dominio original

3 4-J ak lh
Z T (6 O Ak 0, ) (6.12)
Jj=

0 k=1
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A solucao homogénea uy(t, ) pode ser determinada com o auxilio da
G w2,
resposta impulso funcional h(¢), sendo conhecidas as condigoes iniciais da solugao

nao homogeénea u,(t, x).

O calculo da resposta forcada fica, entao, determinado pela obtencao

da resposta particular e é dado na forma evolutiva por

4—j

u(t) = /0 h(t — 7)f(r)dr Z (D) (1) Ay (0), (6.13)

0 k=1

que é uma decomposicao da convolucao.

Na forma usual, considerando-se o dominio original, tem-se que a re-

sposta forcada é expressa por

3
u(t,x) = uy(t,z) — Z

7=0 k=1

4] L gk—1
Otk— ?(t 2, &) Apyju (U,S)df. (6.14)

0

Considerando o sistema (6.2) para o modelo de Timoshenko expresso

pela equacao (5.1), resulta que os coeficientes espaciais sao

AOZQ, A1:0, AQZS, A3:0 (& A4:R

com
R = o’7?, (6.15)
2 2 N
S = — 6.16
5 (CY + T )8.7;2, ( )
84
= —. 1
Q= 15 (617
Na forma expandida, a resposta forcada é dada por

tr pL
)= [ | [ b= rnosroie] dr (6.18)

o LJo

onde

bt =3 %hn(@ (6.19)

n=1
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sendo
$p sinh(gnt) — ¢y sin(syt)
hp(t) = 6.20
( ) Sn%(si + qr2z) ( )
com
Sn = VY242, (6.21)
2 - 4 74 : ’72 ’

- =Kty I} | 6.22

Segue pela equacao (6.13)

u(t) = /0 h(t — 7)f(7)dr =
= u,(0) — [h(t) Aou,(0) + h'(£) Azu, (0) + h(t) Agu) (0)+ (6.23)
+ ' (£) Aqu, (0) + " (1) Agu, (0) +h" (1) Asuy (0)).

Substituindo os valores dos coeficientes A;, as equagdes (6.15) a (6.17) e escrevendo

a equagao (6.23) na forma expandida ou na forma integral expandida

L an 0
U(t, l‘) = U’P(ta l‘) _/ a(taxag) %(Oag)dg"i_

0

L'on
—/0 E(t,x,f)SuP(O,f)df—l—

3
0°uy,

L
- [ b ORT2 0.0de+

(6.24)

L on 0*u,
_/0 E(taxag)R 12 (0,§)df+

" 8%h 0
- [ Gt R0 de

L o%h
- [ Gt Ru0. 6

De maneira compacta tem-se

u(t, ) = uy(t,z) — [hSu;,(O,x) +h'Su, (0, z) + hRu;'(O, T)+ (6.25)
6.25

"

+h' () Ru, (0,z) + h" (t) Ru, (0, 7) + h" () Ru,(0, )]
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6.2 Decomposicao para diferentes tipos de entradas

Na equacao de Timoshenko para uma viga dada por (2.18), a entrada é

m

expressa por f(t,z) = E A;e'5(z — a;) correspondendo a entradas com dindmica
=1

geral. Para entradas do tipo concentradas sem dinamica considera-se f(t,z) =

EI 9%p pl 9?%p _ At
p— K2AG 812 + k2AG 012 onde p(t,:l?) = Ae Po(l')

6.2.1 O caso concentrado sem dinamica

Para uma entrada concentrada f(t,z) = AeM§(x — a), procura-se re-

sposta particular do mesmo tipo:

uy(t, v) = AeMw(z). (6.26)

Substituindo na equacao de Timoshenko, decorre
w®™) (z) — (o + )" () + (PN + BA)v(z) = Ad(x — a), (6.27)
sujeita a condicoes de contorno. Tem-se, ainda, que
w(z) = /L HO\ 2, €)AS(E — a)de = AMH (N, 2, a).
0
onde H (A, z,£) é a funcdo de Green associada com (6.27).

A solugao homogénea uy(t, z) dada pela equagao (6.24) tem termos do

tipo
Lo 0’u
ﬁ(t,x,ﬁ) 8tbp 0,6)d¢  r,b=0,..,3 (6.28)
com
O, b
o0 (0,€) = N’AH()\, &, a). (6.29)

Substituindo H(), €, a) = Z%

n=1

on(A) e utilizando a ortogo-

nalidade dos modos, decorre

L 8’"h8_k ",
o Ot o0&k \ ot

(0, g)) dé = \'A Z hg.’)(t)%j;@am) (6.30)
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para k=0
Lorh ok [ bu, 2 X, i(2)X;(a)
v de — \'A B (4 NN i Al Al P
/0 otr afk ( 8tb (07§)> g ;]Zl nfj( )0]( ) ||Xn7]||2 On—j,j
(6.31)
e para k=2
com
) = 1 (632
% 2= )\ + 52 ‘
€ L "
X X, .d
n—j.j J E— ‘ (6.33)
fo X2_.d¢

Tem-se, entao

> X X ! ! " n
up=—Y Maj(x) [A,32(Ahj + h;) + A’ (AR + Nhj + A + hj )} +

22
0o n— 1 )
DI ”X “2 St g0 [4(02 4 T M (6) + (1))
n=2 j=1 n—j
(6.34)
Dada
= X, (2)X,
u, = AeMH (N, ,a) = AeM Z W%(A) (6.35)
n=1 n
tem-se
= X (2) X
U= Uy + up = Ae)‘t Z Man()\)+

X

n=1
2

—AZ { I, ||2 n()\) <62+a PN+ o7 %) (Ahn+h'n)] +  (6.36)

n—1
Xn—(x)X (a) ,
+ Z |]|X ]||J;1 10541 (a° +77) (N j(t) + Q)
j=0 "

6.2.2 O caso dinamico

Supoe-se

Fplt.z) | Lot o

) _ x
902 a2 = ¢ F(x) (6.37)

f(t,z) =p(t,z) + D
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sendo F(7) = (1+ A\?E)P, + DP,

com
D =46 e B = g
Procura-se resposta particular do tipo
u,(t, r) = eMuv(r) onde
L
- [ HOw R
0
com
= Xn(2) Xn (€
HOve 9 =30 2 ),
n=1 n

Como

—[hSu,(0,2) + h'Su,(0,z) + hRu, (0,2)+

nr

+ ' (£)Ru (0,2) + h' () Ru, (0, ) + h" (£) Ruy (0, 2)]

34

(6.38)

(6.39)

com R e S dados por (6.15) e (6.16) respectivamente, segue o cdlculo de termos da

forma

Lorh oF (0bu, b [ OTh OFu(€)
o Ot Ock < ot (0’§)> d& =2 o Ot ok %

& o,
Dk Db

sendo

0= 0,6)

Para ¢t = 0 tem-se u,(0,&) = v(§).
Segue que

Xn(n)
p(0,8) = / H(\ & n)F Z W%(A)F(n)dn

nlo

Logo

k
0%uy,

iy [ X(€)Xa(n)
e 0.0 =23 [ S E o (R iy

Usando a ortogonalidade dos modos tem-se

L orh oku, L& () X0 (&) k)
ot agkp _)‘b/ Zzhn —j ||X ]“2] Xj (g),(vbjdg

n=2 j=1

(6.40)

(6.41)

(6.42)

(6.43)

(6.44)
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com
L 2
X;(n)
— F d
u= ), T P
Trocando a ordem da integral, vem
L or k 0o n—1
0"h 0%u,
=\ hn X, d
o Ot" ock ZZ n— J ||Xn ]||2 J wﬂ/ ] f) £
sendo que
[ XX €rE =50
Portanto,
oo n—1
WS HD ) HZ AWl =
n=2 j=1
oo n—1
_)‘bzzhnj ) ( )1/)]“]]
n=2 j=1

t

m (6.47), se k = 0 tem-se

- r Xn—' L
ADIPBLLOL Xniiﬁlaj(wj X (O (©de =

Mas se k = 2, tem-se

oo n—1

)‘bzzhnj ||X ||2 /Xny f)dﬁ:

n=2 j=1

co n—1 )

_)\bZZhn i 2 ( )w]a” JiJ
IIX J||

n=2 j=1

sendo a,_;; dado por (6.33).

Assim, tem-se

o 2

up, = — [Xn(x)an()\)wn <62 + 2221?41 8—) (A (t) + By (1)) +

82

!

_ Z ﬁ()?;iiﬁlaj-l-l()\)an i1 (@2 + T (N () + hnj(t)):|

35

(6.45)

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

(6.50)

(6.51)
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onde

[T Xi(n)
= )] T EE

Decorre, portanto

U= Up + Up =

2

=Y 0, (WY Xa(z) = > [Xn(x)an(A)wn <52 + M0’ + o?r?a—> (A () + P (1)) +

— ot?
n—1
Xn_ (fL’) ’
- Z majﬂ()\)an—j,jﬂ(aZ + 7)1 (M () + by, (t))]
g=0 "

(6.52)

com h,(t) dado por (6.20).



37

7 SIMULACOES SIMBOLICO-NUMERICAS

A seguir, apresentar-se-ao os resultados das simulacoes realizadas, com
diferentes condicoes de contorno classicas para vigas dos tipo apoiada-livre, fixa-
livre e livre-deslizante, que sofrem a acao de forcas externas, cuja equacao é dada
pelo modelo de Timoshenko para vigas. Para cada tipo serao consideradas entradas
concentradas sem dinamica do tipo harmonicas cossenoidais e senoidais e, também,
entradas dinamicas de diferentes tipos, de amplitudes espaciais, tais como: con-

stante, linear, degrau, senoidal e continua por partes.

As simulagoes realizadas foram organizadas de acordo com as diferentes
condicoes de contorno consideradas, sendo que, para cada uma dessas sao apresenta-
dos os resultados obtidos para os diferentes tipos de entradas. Além disso, na secao
7.4 consta os resultados obtidos considerando-se o dominio freqiiéncia para viga com

condicao de contorno do tipo fixa-livre.

Para as simulagoes e de acordo com o cdlculo modal desenvolvido no

capitulo 3 , seguindo [19], os valores dos parametros usados sao dados a seguir:

L=1m comprimento da viga;

E =2.110" kg/m? mddulo de elasticidade do ago;

I =83310"%m* momento de inércia da area da secao transversal da viga;
p="7833.44 Kg/m> peso especfﬁco;

A =0.01 m? drea da viga;

k*=2/3 fator dependente da secao transversal;

G =810° kg/m? moédulo de cisalhamento do aco;

g=19.8m/s? aceleracao da gravidade;
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As principais equacoes desenvolvidas nos cap ‘itulos anteriores, usadas

nas simulacgoes sao as seguintes:

2 X, ()X, (€
e = Y (r.)
n=1 n
spsenh(gnt) — qnsen(s,t)
ha(t) = 2
) S5+ ) (72
=X, (2) X, (&
Hs.z.6) = Z%an(s) (7.3)
n=1 n
1
— 4
N = moaw ) (7
AN 3 BE
_ a2\ A
w = (d + 4> 2] (7.5)
2 2 2 2
2 _ ¢ (0®+7°) =
z° = i3 (7.6)
4
4 €
d* = = (7.7)
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7.1 Viga apoiada-livre

Os cinco primeiros modos dinamicos foram calculados, aproximada-
mente, através da base dinamica descrita na secao 3.3 para o caso da viga apoiada-

livre resultam em:

X, = —1.399sen(3.94142) + 0.04635senh(3.8255z)

Xy = —1.380sen(7.1143z) — 0.003713senh(6.4907x)

X3 = —1.3535en(10.2988x) + 0.0005381senh(8.6164x)

Xy = —1.315sen(13.4911z) — 0.0001414senh(10.1710z)
X5 = —1.250sen(16.6882z) + 0.00006392senh(11.1864).

A figura a seguir mostra os cinco primeiros modos em um mesmo sis-

tema de coordenadas.

o 2 4, 06 0.8 i
x
1]
21

Figura 7.1: Modos da viga apoiada-livre




40

7 Simulagées simbdlico-numeéricas

O grafico da resposta impulso expressa pela equacao (5.13) é apresen-

tado a seguir para t fixado em 1.5s.

7
A\ /;'23;;‘0‘
\§¥'llll
2 \w"""f"‘\

6e-05

4e-05

2e-05
AN

\‘A'I

—2e-05 7
—4e-05 -

—6e-05 1

Figura 7.2: Resposta impulso para viga apoiada -livre em ¢ = 1.5

Para o caso dinamico, considera-se: A = iw, sendo f(t,r) = ' Py(z) =

F(t,z) = cosit[(1 — w?E)Py + DP, | + isenit[(1 — w?>E)Py + DP, ]

7.1.1 O caso concentrado sem dinamica

Os parametros das entradas concentradas harmonicas cossenoidais e

senoidais sao apresentados nas tabelas a seguir, respectivamente
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Parametros de Entrada Excitacao
AMPLITUDE | FREQUENCIA | LOCALIZAGAO DA CARGA f(t, )
(A) (w) (x)
3000 1300 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9 | Acos(&t)d(z — a)

Tabela 7.1: Parametros de entrada da forca harmonica cosseno concentrada.

Parametros de Entrada Excitacao
AMPLITUDE | FREQUENCIA | LOCALIZAGAO DA CARGA f(t, )
(A) (w) (x)
3000 1300 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9 | Asen(&t)d(z — a)

Tabela 7.2: Parametros de entrada da forca harmonica seno concentrada.

Os graficos a seguir apresentam os deslocamentos quando da agao de
uma carga do tipo concentrada sem dinamica harmonica cossenoidal em diferentes

posicoes da viga.
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Figura 7.3: Deslocamento u(t,x) para f(t,x)=Acos(wt)d(z — a)
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Os graficos a seguir apresentam os deslocamentos quando da acao de

uma carga do tipo concentrada sem dindmica harmonica senoidal em diferentes

posicoes da viga.
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Figura 7.4: Deslocamento u(t,x) para f(t,x)=Asen(wt)d(x — a)
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As tabelas apresentam os parametros para entrada compostos de diver-

sas parcelas harmonicas cossenoidais e senoidais, respectivamente.

Valores dos parametros Excitagao
da entrada
n| A, Op, an f(t, x)
1 | 1000 | 2500 0.2
2 | 2000 | 6800 0.4
311500 | 12000 | 0.6 | 320, Ancos(nt)d(z — a)
4 | 1000 | 18500 0.8
5 | 3500 | 13000 0.9

Tabela 7.3: Parametros de entrada da soma de forcas harmonicas

Valores dos parametros Excitacao
da entrada
n| A, Wn n, f(t, x)
1 | 1000 | 2500 0.2
2| 2000 | 6800 0.4
311500 [ 12000 | 0.6 | 32>, Apsen(w,t)d(z — a)
4 | 1000 | 18500 0.8
5 | 3500 | 13000 0.9

Tabela 7.4: Parametros de entrada da soma de forcas harmonicas
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7.1.2 O caso dinamico

Para o caso dinamico, considerou-se diferentes entradas, as quais estao

apresentadas na tabela:

Valores dos parametros Excitagao

da entrada

A (o, f(t,x) = eMPy(x)

Py =500
Py =200z + 100

1, 0<z<1/2

1000 6865 Py, =
0, 1/2<z<1

Py = sen(50x)
2z, 0<z<1/2

P():
—2x+2, 1/2<z<1

Tabela 7.5: Parametros de entrada com excitagoes dinamicas

Os gréficos a seguir representam as respostas particulares u,(¢, ) resul-
tantes de entradas harmonicas no tempo para as cinco diferentes funcoes espaciais

consideradas nas simulagoes.
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Figura 7.7: Respostas particulares u,(t,z) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(¢,x) = Acos(wt)Py(x) em ¢t = 0.5
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Figura 7.8: Respostas particulares u,(t,z) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F(t,x) = Asen(wt)Py(z) em t = 0.5
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Figura 7.9: Respostas particulares u,(t, ) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F(¢,x) = Acos(wt)Py(x) em ¢t = 0..2
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Figura 7.10: Respostas particulares u,(t, ) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,z) = Asen(wt)Py(z) em ¢ = 0..2
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Os graficos a seguir representam as resposta homogéneas induzidas

pelas respostas particulares apresentadas anteriormente.
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Figura 7.11: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcgoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,z) = Acos(wt)Py(x) em t = 0.5
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Os graficos a seguir representam as resposta homogéneas induzidas

pelas respostas particulares apresentadas anteriormente.
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Figura 7.12: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,z) = Asen(wt)Py(z) em t = 0.5
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Figura 7.13: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0..2
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Figura 7.14: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes fungoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,z) = Asen(wt)Py(z) em ¢ = 0..2
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7.2 Viga fixa-livre

Os cinco primeiros modos dinamicos foram calculados, aproximada-
mente, através da base dinamica descrita na secao 3.3 para o caso da viga fixa-livre

resultam em:

X; = 0.7218sen(1.8832x) — 0.7269senh(1.8701x)
—0.9963c0s(1.8832x) + 0.9963cosh(1.8701x)
X, = 0.9826sen(4.7334z) — 1.0253senh(4.5363x)
—1.0017cos(4.7334x) 4+ 1.0017cosh(4.5363x)
X3 = 0.9061sen(7.9683x) — 1.0144senh(7.1174x)
—1.0165¢0s(7.9683x) + 1.0165cosh(7.1174x)
X, = 0.8402sen(11.2001z) — 1.0326senh(9.11272)
1.0323¢0s(11.20012) + 1.0323c0sh(9.1127x)
X5 = 0.7552sen(14.4484x) — 1.0363senh(10.5296x)
—1.0364c0s(14.4484x) + 1.0364cosh(10.5296x)

A figura a seguir mostra os cinco primeiros modos em um mesmo sis-

tema de coordenadas.

o 02 04 06 b{ 1
x
] \>&

Figura 7.15: Modos da viga fixa-livre
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O grafico da resposta impulso expressa pela equacao (5.13) é apresen-

tado a seguir para t fixado em 1.5s.

Figura 7.16: Resposta impulso para viga fixa-livre em ¢ = 1.5
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7.2.1 O caso concentrado sem dinamica

S7

Os parametros das entradas concentradas harmonicas cossenooidais e

senoidais sao apresentados nas tabelaas a seguir, respectivamente.

Parametros de Entrada Excitacao
AMPLITUDE | FREQUENCIA | LOCALIZAGAO DA CARGA f(t, )
(A) (w) (x)
3000 1300 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9 | Acos(&t)d(z — a)

Tabela 7.6: Parametros de entrada da forca harmonica cosseno concentrada.

Parametros de Entrada Excitacao
AMPLITUDE | FREQUENCIA | LOCALIZAGAO DA CARGA f(t, )
(A) (w) (x)
3000 1300 0.1,0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9 | Asen(wt)d(z — a)

Tabela 7.7: Parametros de entrada da forca harmonica seno concentrada.
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Os graficos a seguir apresentam os deslocamentos quando da acao de

uma carga do tipo concentrada sem dinamica harmonica cossenoidal em diferentes

posicoes da viga.
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Figura 7.17: Deslocamento u(t,x) para f(t,x)=Acos(wt)o(z — a)
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Os graficos a seguir apresentam os deslocamentos quando da acao de

uma carga do tipo concentrada sem dindmica harmonica senoidal em diferentes

posicoes da viga.
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Figura 7.18: Deslocamento u(t,x) para f(t,x)=Asen(wt)d(x —
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As tabelas apresentam os parametros para entrada compostos de diver-

sas parcelas harmonicas cossenoidais e senoidais, respectivamente.

Valores dos parametros Excitagao
da entrada
n| A, Op, an f(t, x)
1 | 1000 | 2500 0.2
2 | 2000 | 6800 0.4
311500 | 12000 | 0.6 | 320, Ancos(nt)d(z — a)
4 | 1000 | 18500 0.8
5 | 3500 | 13000 0.9

Tabela 7.8: Parametros de entrada da soma de forcas harmonicas

Valores dos parametros Excitacao
da entrada
n| A, Wn n, f(t, x)
1 | 1000 | 2500 0.2
2| 2000 | 6800 0.4
311500 [ 12000 | 0.6 | 32>, Apsen(w,t)d(z — a)
4 | 1000 | 18500 0.8
5 | 3500 | 13000 0.9

Tabela 7.9: Parametros de entrada da soma de forcas harmonicas
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7.2.2 O caso dinamico

Para o caso dinamico, considerou-se diferentes entradas, as quais estao

apresentadas na tabela:

Valores dos parametros Excitagao

da entrada

A (o, f(t,x) = eMPy(x)

Py =500
Py =200z + 100

1, 0<z<1/2

1000 6865 Py, =
0, 1/2<z<1

Py = sen(50x)
2z, 0<z<1/2

P():
—2x+2, 1/2<z<1

Tabela 7.10: Parametros de entrada com excitacoes dinamicas

Os gréficos a seguir representam as respostas particulares u,(¢, z) resul-
tantes de entradas harmonicas no tempo para as cinco diferentes funcoes espaciais

consideradas nas simulagoes.
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Figura 7.21: Respostas particulares u,(t,z) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(¢,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0.5
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Figura 7.22: Respostas particulares u,(t,r) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Asen(wt)Py(z) em t = 0.5
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Figura 7.23: Respostas particulares u,(t, ) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0..2
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Figura 7.24: Respostas particulares u,(t,z) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,z) = Asen(wt)Py(z) em ¢ = 0..2
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Os graficos a seguir representam as resposta homogéneas induzidas

pelas respostas particulares apresentadas anteriormente.
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Figura 7.25: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0.5
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Os graficos a seguir representam as resposta homogéneas induzidas

pelas respostas particulares apresentadas anteriormente.
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Figura 7.26: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Asen(wt)Py(z) em t = 0.5
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Figura 7.27: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcgoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0..2
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Figura 7.28: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcgoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,z) = Asen(wt)Py(z) em ¢ = 0..2
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7.3 Viga livre-deslizante

Os cinco primeiros modos dinamicos foram calculados, aproximada-
mente, através da base dinamica descrita na secao 3.3 para o caso da viga fixa-livre

resultam em:

X, = —0.9689sen(2.3708x) — 1.0014senh(2.3449x)
+0.9978¢05(2.3708x) + 1.0200cosh(2.3449z)
Xy = —0.9535sen(5.5263z) — 1.1318senh(5.2193x)
+1.0096¢05(5.5263x) + 1.1319c0sh(5.21931)
X3 = —0.9011sen(8.7054x) — 1.3409senh(7.6252x)
+1.0288¢0s(8.7054x) + 1.3409cosh(7.6252x)
Xy = —0.8318sen(11.8942z) — 1.6513senh(9.4638x)
+1.0454c0s(11.8942x) + 1.6513cosh(9.4638x)
X5 = —0.7459sen(15.08922) — 2.0668senh(10.74327)

+1.0477c0s(15.0892x) + 2.0668cosh(10.7432x)

A figura a seguir mostra os cinco primeiros modos em um mesmo sis-

tema de coordenadas.

3§(\
&a\x

Figura 7.29: Modos da viga livre-deslizante

N

e

]
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O grafico da resposta impulso expressa pela equacao (5.13) é apresen-

tado a seguir para t fixado em 1.5s.

6e-05
4e-05 A
2e-05

—2e-05 4

V"II”\\ N \
e
7o\ 4
N

Figura 7.30: Resposta

impulso para viga fixa-livre em ¢ = 1.5
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7.3.1

O caso concentrado sem dinamica

7

Os parametros das entradas concentradas harmonicas cossenoidais e

senoidais sao apresentados nas tabelas a seguir, respectivamente.

Parametros de Entrada Excitacao
AMPLITUDE | FREQUENCIA | LOCALIZAGAO DA CARGA f(t, )
(A) (w) (x)
3000 1300 0.1, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9 | Acos(&t)d(z — a)

Tabela 7.11: Parametros de entrada da forca harmodnica cosseno concentrada.

Parametros de Entrada Excitacao
AMPLITUDE | FREQUENCIA | LOCALIZAGAO DA CARGA f(t, )
(A) (w) (x)
3000 1300 0.1,0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9 | Asen(wt)d(z — a)

Tabela 7.12: Parametros de entrada da forca harmonica seno concentrada.
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Os graficos a seguir apresentam os deslocamentos quando da acao de

uma carga do tipo concentrada sem dinamica harmonica cossenoidal em diferentes

posicoes da viga.
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Os graficos a seguir apresentam os deslocamentos quando da acao de

uma carga do tipo concentrada sem dindmica harmonica senoidal em diferentes

posicoes da viga.
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Figura 7.32: Deslocamento u(t,x) para f(t,x)=Asen(wt)d(x — a)
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As tabelas apresentam os parametros para entrada compostos de diver-

sas parcelas harmonicas cossenoidais e senoidais, respectivamente.

Valores dos parametros Excitagao
da entrada
n| A, Op, an f(t, x)
1 | 1000 | 2500 0.2
2 | 2000 | 6800 0.4
311500 | 12000 | 0.6 | 320, Ancos(nt)d(z — a)
4 | 1000 | 18500 0.8
5 | 3500 | 13000 0.9

Tabela 7.13: Parametros de entrada da soma de forcas harmonicas

Valores dos parametros Excitacao
da entrada
n| A, Wn n, f(t, x)
1 | 1000 | 2500 0.2
2| 2000 | 6800 0.4
311500 [ 12000 | 0.6 | 32>, Apsen(w,t)d(z — a)
4 | 1000 | 18500 0.8
5 | 3500 | 13000 0.9

Tabela 7.14: Parametros de entrada da soma de forcas harmonicas
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7.3.2 O caso dinamico

Para o caso dinamico, considerou-se diferentes entradas, as quais estao

apresentadas na tabela:

Valores dos parametros Excitagao

da entrada

A (o, f(t,x) = eMPy(x)

Py =500
Py =200z + 100

1, 0<z<1/2

1000 6865 Py, =
0, 1/2<z<1

Py = sen(50x)
2z, 0<z<1/2

P():
—2x+2, 1/2<z<1

Tabela 7.15: Parametros de entrada com excitacoes dinamicas

Os gréficos a seguir representam as respostas particulares u,(¢, z) resul-
tantes de entradas harmonicas no tempo para as cinco diferentes funcoes espaciais

consideradas nas simulagoes.
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Figura 7.35: Respostas particulares u,(t,z) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(¢,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0.5



7 Simulagées simbdlico-numeéricas

8e-09

6e-09

4e-09 \

82

3.4e-09

3e-09
2.8e-09
2.6e-09
2.4e-09
2.2e-09
2e-09
1.8e-09
1.6e-09
1.4e-09
1.2e-09
1e-09
8e-10
6e-10
4e-10
2e-10

3.2e-09 |

02 04 06 08

le-11 M
M
I
5e-12 1) \‘ ’f‘\\ N
[N | \
| /A |
[ \ |
“\ I c/ \\ [
oAl ]l
J’ 02 { Joa ] W oB\ " | \“ 1
\ JJ \ / \ ;“ \\/ | “‘
\ Vol ||
—5e-12 \/ \ “0
v

Py =500
8&—12“‘
\
6e-12 \\
\
I, 0<z<1/2
P[):
0, 1/2<x<1
8&12“
\
6e-12 \\
4e—12\
2z, 0<z<1/2
P():
—2r+2, 1/2<zx<1

Py = sen(50z)

Figura 7.36: Respostas particulares u,(t,z) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Asen(wt)Py(z) em t = 0.5
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Figura 7.37: Respostas particulares u,(t,z) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0..2
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Figura 7.38: Respostas particulares u,(t,r) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,z) = Asen(wt)Py(z) em ¢ = 0..2
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Os graficos a seguir representam as resposta homogéneas induzidas

pelas respostas particulares apresentadas anteriormente.



7 Simulagées simbdlico-numeéricas

de-114 16e-11
|

\ 14e-11 \
\

\
3e-111 | 12e-11 |

\ 1le-11 \
\ 8e-12 \
\ _ 6e-12 \ _

2e-11

1le-11

se-12
\\
2e-12
0 02 04 [ [ 1 0 02 04 . 06 [ 1
Py =500 Py = 200z + 100
6e-14
de-14
| |
\ I
\ 4e-144] |
3e-14 \ | \‘
\ i

|| f‘\\ f\
\ 2e-14 | ‘J | N |

_— | \
2e-14 \ | “‘ ‘\ \ “
\ | \“ | ‘w‘/ \\ “

0 ’J’ 02 \ "0.4 ‘\“ ‘i W oa\ ( ‘\“ 1
1le-14 \ \\ | \/ \ ’\ / |

| / |
2uy | v \/ |

1, 0<z<1/2
Py = Py = sen(50z)
0, 1/2<x<1

4e-14

3e-14 |

2e-14

1le-14

2z, 0<z<1/2
P():

—2r+2, 1/2<zx<1

Figura 7.39: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0.5




7 Simulagées simbdlico-numéricas 87

Os graficos a seguir representam as resposta homogéneas induzidas

pelas respostas particulares apresentadas anteriormente.
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Figura 7.40: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Asen(wt)Py(z) em t = 0.5
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Figura 7.41: Respostas homogéneas uy (¢, x) para diferentes funcoes espaciais

considerando-se entradas do tipo F'(t,x) = Acos(wt)Py(x) em t = 0..2
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7.4 A Resposta freqiiéncia para a condicao de contorno do

tipo fixa-livre

Nesta secao apresentam-se simulagoes para o cdlculo da resposta em

freqiiéncia para uma entrada harmonica do tipo f(t,z) = e™!Py(z).

No caso dinamico F = (1 4 (iw)?>E)Py + DP,, considerou-se P, =

Asen(wz).

Entéao, a resposta em freqiiéncia vem dada por u(t, x) = e™“'H (iw)(t, z) F ()

onde H (iw) fo (iw, z, &) F(&)dE

Para uma superposicao de entradas harmonicas

f(t,z) = e Fy()

k=1
tem-se a resposta em freqiiéncia

N

u(t,z) =) e H(iwy) Fy(z).

k=1
Considerou-se as entradas

Po1 = 1000sen(50x), Pos = 5000sen(5x)ePos = Py + Poo.

Os graficos a seguir representam as respostas em freqiiéncias partic-
ulares para as entradas espaciais expressas por Py(z), ¢ = 1,2,3 e temporais
cossenoidais e senoidais denotadas, respectivamente, por p(t,z) = A;cos(w;t)Poi(z)

e p(t,r) = A;sen(w;t)Py;(z) parai=1,2,3.



7 Simulagées simbdlico-numeéricas

i ﬂ L ﬂ
AL /|
| \\ “’ ‘\ "/ “\ r'p\ ”,‘ \
0 »‘ “\ \ “\‘ \‘ ’J ] “‘
ARy \
\/ |
5e-11 \/ \/ \V’ “\ |
\J ||
I
/ w
' P[n (IL’) B
\
—2e-10 \\
\
\
—4e-10 \
\\
¢ 7771’}02 (.T)
\
P03 (x)
Figura 7.43: Respostas freqiiéncia particulares u,(t, x)
p(t,z) = Ajcos(wit) Pyi(x),i=1,2,3 em =05

para

92



7 Simulagées simbdlico-numeéricas

3e-10

2e-10

1e-10

~1e-10

-2e-10

POQ(I)

5e-10

4e-10

3e-10

2e-10

1e-10

~1e-10

—2e-10

2 04

Figura 7.44: Respostas

Pog(l‘)

freqiiéncia

particulares

p(t,z) = A;sen(w;t)Poi(z),i =1,2,3

uy(t, )

em t=

0.5

para

93



7 Simulagées simbdlico-numeéricas

Figura 7.45: Respostas freqiiéncia particulares

p(t,x) = Ajcos(w;t) Py(x),i =1,2,3

uy(t, )

em

t=0.2

para

94
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Figura 7.46: Respostas freqiiéncia particulares

p(t,z) = A;sen(w;t)Poi(z),i =1,2,3

uy(t, )

para

em t=0.2
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Os graficos a seguir representam as respostas em freqiiéncia homogéneas
para entradas espaciais expressas por Py;(x) com i = 1,2, 3 e temporais cossenoidais

e senoidais.
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Figura 7.50: Respostas freqiiéncia homogeéneas unp(t, x) para

p(t,z) = A;sen(w;t)Poi(z),i=1,2,3 em t=0.5
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Os graficos a seguir representam a resposta em freqiiéncia total, ou seja,

u(t,x) = up(t, x) + up(t, ), para os correspondentes casos descritos anteriormente,

quando a entrada espacial é dada por Fys.

Tabela 7.16: Resposta freqiiéncia total u(t,x) para p(t,z) = Acos(wt)Pys(z) em
t=0.5

Tabela 7.17: Resposta freqiiéncia total u(t,z) para p(t,z) = Asen(wt)Pys(r) em
t=0.5
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15e-09
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Tabela 7.18: Resposta freqiiéncia total u(t,z) para p(t,z) = Acos(wt)Pys(x) em

t=0.2

Tabela 7.19: Resposta freqiiéncia total u(t,z) para p(t,z) = Asen(wt)Pys(x) em

t=20.2
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8 CONCLUSOES

Na modelagem de vigas flexiveis, de uso freqiiente em aplicagoes es-
truturais e metal-mecanicas, o modelo de Timoshenko, ainda que mais preciso do
que o classico modelo de Euler-Bernoulli, por considerar o efeito de cisalhamento e
a inércia rotativa, envolve varias dificuldades analiticas para determinar respostas

forcadas.

A solucao total para a equacao de Timoshenko, representada por uma
equacao diferencial parcial de quarta ordem no tempo, munida de condicoes iniciais
e de contorno, foi descrita em termos da resposta impulso A. Um expansao espectral
foi utilizada para o calculo da resposta impulso como o uso dos modos. Estes ultimos,

foram descritos em termos da base dinamica.

A decomposicao de respostas forcadas, introduzida por Claeyssen [11],
[13], [12] e Moraes [9], foi utilizada para o caso especifico da equagao de Timoshenko,
em que o forcante pode possuir sua prépria dinamica. A resposta forcada foi de-
composta na soma de uma resposta livre induzida pelos valores iniciais da resposta
particular. Esta decomposicao foi determinada de maneira analitica para entradas

concentradas e com dinamica.

Para entradas com exponenciais no tempo e amplitude espacial variavel,
foi utilizado o operador de transferéncia. Este tultimo foi calculado de maneira

espectral.

Nas simulacoes, como era de esperar-se, no caso concentrado, percebe-
se que a amplitude do deslocamento no tempo esta relacionada com o ponto da viga
onde a forca é aplicada. Quando a resposta é decomposta em livre e permanente,
tem-se a predominancia desta tltima no resultado final, para os diversos tipos de en-

trada, observando-se o inverso quando as freqiiéncias estavam perto de ressonancia.
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A resposta em freqiiéncia foi considerada no caso de uma fixa-livre,
para uma entrada dinamica, representada pela superposicao de duas componentes

harmonicas, neste caso, observou-se que ambas tém influéncia na resposta.
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