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RESUMO

Este trabalho apresenta novas solucdes exatas para a equacdo de Helmholtz
bidimensional transiente, as quais sao obtidas através de Split, simetrias de Lie e transformagdes
de Béacklund. O objetivo do trabalho proposto é obter um procedimento sistematico que permita
gerar solucdes que descrevam escoamentos tridimensionais, usando grupos de Lie ja disponiveis
na literatura especializada para 0 sistema contendo as equactes de Navier- Stokes tridimensionais
e a equacdo da continuidade para escoamentos incompressiveis em geometria cartesiana. A
principal dificuldade em obter solucBes tridimensionais usando grupos de Lie reside na
necessidade de se conhecer previamente ab menos uma solugdo bidimensional transiente que
satisfaca as condicOes de ndo-dedlizamento e ndo-penetracdo na interface solida, bem como a
prescricéo de escoamento potencial distante do corpo submerso. As solugdes para as equactes de
Navier-Stokes bidimensionais séo obtidas resolvendo a equagdo de Helmholtz para a funcéo
corrente. Algumas das solugdes foram empregadas para smular escoamentos Viscosos em torno
de cilindros, reproduzindo caracteristicas qualitativas do escoamento transversal, e gerando

resultados com razoavel concordancia em relacéo aos dados experimentais.



ABSTRACT

This work presents new exact solutions to the unsteady two-dimensional Helmholtz
equation, which were obtained by split, Lie Symmetries and Béacklund transformations. The am
of the proposed work is to obtain a systematic procedure that allows to generate exact solutions
which describe three-dimensional flows, using a Lie symmetry group yet available in specialized
literature for the system containing the three-dimensional Navier-Stokes equations and the
continuity equation for incompressible flows in cartesian geometry. The magor difficult in
obtaining the three-dimensiona solutions using the Lie group relies on the need of knowing
beforehand at least one two-dimensional unsteady solution which satisfies the no dip and no
penetration conditions at the solid interface, as well as the prescriptions of potential flows far
from the immersed body. The two-dimensional solutions for the Navier-Stokes equations are
obtained by solving the Helmholtz equation for the stream function . Some of the solutions were
employed to ssmulate viscous flows around cylinders, reproducing qualitative features of the

crossflow, and generating results which are in reasonable agreement with experimental data.
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1. INTRODUCAO

Os métodos analiticos e hibridos vém sendo utilizados com fregiiéncia na resolucdo de
equacOes diferenciais parciais. Com o0 surgimento de novos sistemas de processamento
simbdlico, o emprego desses méodos tem se mostrado uma ferramenta bastante Util na
elaboracdo de sistemas de simulacéo. Em particular, os métodos baseados em simetrias de Lie
[Olver, 2000; Bluman e Kumei, 1989] sofreram uma retomada a partir da década de 90, em
funcéo dos recursos computacionais atual mente disponiveis para o processamento simbdlico, que
reduziram drasticamente o tempo de processamento para diversas aplicacbes em Fisica e
Engenharia[Zabadal et alli, 2001].

As simetrias de Lie consistem em mudancas de varidvel utilizadas para transformar
solugdes exatas de equactes diferenciais em novas solucdes exatas que possuem maior nimero
de elementos arbitrarios em sua composicdo. A presenca desses elementos arbitrérios faz com
gue a solugdo obtida sgja capaz de satisfazer a uma classe mais ampla de condic¢des de contorno
ou, de forma alternativa, sgja capaz de satisfazer a um determinado conjunto de condicdes de
contorno em regides relativamente extensas do dominio considerado. Assim, dependendo do
nimero de elementos arbitrarios, bem como de sua natureza (constantes ou funcdes arbitrarias),
as simetrias de Lie podem ser utilizadas para resolver problemas de contorno em malha grossa,
contendo elementos que constituem, em geral, mais de 10% da extensdo do dominio em estudo,
ou mesmo dispensar a discretizacdo do dominio, produzindo solucfes analiticas védidas em toda
a sua extensao.

A principa dificuldade em relago a aplicacdo prética de simetrias de Lie na resolucdo de
equacdes diferenciais parciais reside no fato de ser necessario o conhecimento prévio de ao
menos uma solucdo exata, embora particular, da equacdo em estudo, para dar inicio ao processo
de obtencdo de novas solucdes que venham a satisfazer as condic¢des de contorno pertinentes aos
cenarios fisicos. Para aplicacdes em Mecanica de Fluidos, essa dificuldade se torna maior, uma
vez que as Simetrias ja disponiveis na literatura para as equacdes de Navier-Stokes, obtidas por
Pukhnachev e Buchnev [Ibragimov, 1995], sO permitem a obtencéo de solugdes tridimensionais
em regime transiente caso se disponha de a0 menos uma solucdo exata bidimensional também
em regime transiente. Por razéo as simetrias de Lie vém sendo utilizadas em Mecanica de
Fluidos exclusivamente como ferramenta de andlise.

O trabalho proposto tem como objetivo principal a obtencéo de solucbes exatas para o

sistema composto pelas equactes de Navier-Stokes e continuidade, bidimensionais em regime
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transiente para escoamentos incompressiveis, a fim de tornar viavel o emprego das simetrias de
Lie na construcdo de solugdes exatas para o respectivo sistema em trés dimensdes (ver apéndice
G).

A fim de obter solugBes exatas para 0 sistema em duas dimensdes, € resolvida a equacao
de Helmholtz bidimensional em regime transiente para a fungéo corrente, funcdo a partir da qual
podem ser obtidas as componentes do vetor velocidade. A obtencéo de solucOes exatas para a
equacdo de Helmholtz em duas dimensdes inicia com o emprego de uma transformacéo de
Backlund [Zwillinger,1992], que a converte em uma equacdo diferencial ordinéria, cuja solucéo
exata € obtida através de uma reducdo de ordem. A partir dessa solucdo sdo construidas novas
solucdes exatas para a mesma equacdo, na tentativa de reproduzir aspectos qualitativos do
comportamento hidrodinamico do sistema.

A proposta especifica deste trabalho consiste em obter uma solucéo exata que possa ser
aplicada a escoamentos viscosos incompressiveis bidimensionais em torno de corpos submersos
para atos nimeros de Reynolds. O modelo proposto € baseado na equacdo de Helmholtz, a qual
€ dada por

fw_  w o w_ 1,

i v =R

W, (1.0
it ™ Ty Re

onde w representa a vorticidade. A equacdo (1.1) é obtida através da aplicacdo do operador
rotacional no sistema Navier-Stokes (ver apéndice C). A vantagem em se utilizar esta equacéo ao
invés das equactes de Navier-Stokes reside na possibilidade de obtencdo de termos flutuantes
referentes ao escoamento turbulento [Zabadal et alli, 2004]. As solugdes obtidas com a equagdo
de Helmholtz sdo capazes de produzir componentes flutuantes em diversas escalas e sdo validas
para escoamentos em torno de corpos com geometria arbitrdria. Outra caracteristica a ser
sdlientada é que o termo referente ao gradiente de pressdo é eliminado quando o operador
rotacional € aplicado nas equactes de Navier-Stokes. Isto ocorre porque o gradiente de pressdo
em Navier-Stokes esta contido no espago nulo do operador rotacional. A implementacdo do
método consiste na aplicacéo indireta de Simetrias de Lie sobre a equag@o de Helmholtz, a fim
de gerar uma solucdo que sgja vaida para uma determinada geometria. Uma vez obtida esta
solucdo, é possivel gerar novas solucBes que descrevam escoamentos em torno de corpos
submersos com diferentes formatos. O intuito deste trabalho é estabelecer um processo
sistemético que visa obter uma solucdo bidimensional para, futuramente, poder usa-la como

ponto de partida para a obtencdo de uma solugdo vaida para escoamentos tridimensionais via



12

simetrias de Lie. Esta possibilidade estd embasada no fato de ja existirem grupos de simetrias
capazes de transformar uma solucéo bidimensional em uma solugdo tridimensional [Ibragimov,
1995]; porém, ainda ndo existe uma solucdo bidimensional que satisfaca as condicdes de
contorno impostas para que possa ser utilizada como ponto de partida para a aplicacdo dos
grupos de simetria

O desenvolvimento do trabalho consiste nas seguintes etapas. O capitulo 2 faz uma
introducdo as simetrias de Lie, apresentando os métodos utilizados neste trabalho. No capitulo 3,
apresenta-se a descricdo do método para a obtencdo de uma solucdo para a equagdo de
Helmholtz que satisfaca as condi¢des de ndo deslizamento e n&o penetragdo na interface corpo-
fluido. No capitulo 4, é realizada a extensdo da solucéo para diferentes geometrias. O capitulo 5
apresenta o0s resultados e as conclusdes obtidas. O capitulo 6 fornece recomendacdes para
trabalhos futuros.

2. FUNDAMENTOS TEORICOS

As equagdes diferenciais que regem 0s escoamentos Viscosos apresentam consideravel
dificuldade de obtencéo de solugbes exatas que reproduzam os efeitos da turbuléncia. Por este
motivo, a ferramenta mais utilizada para este fim foi a ebordagem numérica. Porém, existem
métodos analiticos que podem ser empregados para a obtencdo de solugbes exatas que
reproduzam os efeitos de escoamentos viscosos. No decorrer deste capitulo, sdo apresentados 0s
métodos analiticos baseados em simetrias de Lie utilizados neste trabal ho.

2.1. O CONCEITO DE SIMETRIA DE LIE

A equacdo

T T
11-[_[—1: =a % (21)

admite como solucéo exata a funcéo

T, =c,(x* +2a t)+cx+c,. 2.2)

1
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Esta solucéo obedece a um conjunto relativamente restrito de condi¢des de contorno. Entretanto,
a partir dessa expressdo € possivel construir novas solugdes exatas contendo maior nimero de
constantes arbitrérias. A solucdo

T, =, (X*+6xa t)+c,(x*+2at) +cx+c,, (2.3)

2

obtida a partir de T; através da aplicacdo de um operador integro-diferencial, contém maior
nimero de constantes arbitrérias, e se reduz a T; para =0 podendo, portanto, satisfazer a um
conjunto mais amplo de restri¢cbes. Todas as mudancas de variaveis que transformam solugdes
exatas de uma determinada equacéo diferencial em novas solucgdes sdo denominadas simetrias de
Lie admitidas pela equacdo, ou smplesmente simetrias. Estas simetrias podem ser geradas a
partir de técnicas como Substituicdo Direta, regras para manipulacdo de exponenciais de
operadores e grupos de Lie. Nas secfes subseqlientes € realizada uma sucinta revisdo a respeito
dos métodos empregados neste trabalho, com o intuito de transmitir suas idéias principais e suas
formas de aplicacao.

2.2. METODO DA SUBSTITUICAO DIRETA

O método da substituicdo direta consiste no mapeamento da equacdo diferencial atraves
da introducéo de novas variaveis via aplicacéo da regra da cadeia. O mapeamento é realizado de

tal forma que néo atere aformato da equacdo original. Como exemplo, a equagéo
—=f (2.9

pode ser mapeada em outra equacdo através da mudanca de varidvel X ® a( x) , resultando em

i%: f ® iaX: f. (2.5)
da dx da

Caso o coeficiente a, sejaigua al, aequacdo se torna invariante frente a mudanca de variavel.

Esta restricdo € conhecida como Critério de Invariancia [Olver, 2000; Bluman e Kumei, 1989].
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Essa condicéo pode ser alcancada fazendo ‘@’ igual a x+c, onde ¢ € uma constante arbitraria.
Assim, a mudanca de variavel x® x+c ndo atera a equacdo original e consiste em simetria de

Lie admitida pela equacao g—f = f , denominada simetria trandacional. A aplicacdo deste método
X

consiste em transformar uma determinada solucéo exata da equacéo em outra solucéo exata, pois

se f(X) € solucdo da equacdo, f(a) também sera solucdo da mesma equacdo. Exemplificando, a

expressao

f=e (2.6)

€ solucdo exata para a equacdo diferercial

df

—=1f. 2.7

o (2.7)
Do mesmo modo, a expressao

f =g (2.8)
€ solucéo exata da equacéo

df

—=1; 2.9

4 (2.9)

logo, a solucéo (2.8) também satisfaz a equacdo (2.7), visto que, introduzindo a solucéo (2.8) na
equacdo (2.7), devido a aplicacéo da regra da cadeia, recai-se ha equacao (2.9).

Esta abordagem permite partir de solugdes particulares de facil obtencdo, encontradas por
simplificacBes ou até mesmo por smples inspecdo, para posteriormente encontrar solugdes mais
gerais, capazes de satisfazer um conjunto mais amplo de condigdes restritivas. Um exemplo
concreto de aplicacdo deste método esta descrito no capitulo 4, onde uma substituicdo direta é
aplicada sobre a equacéo de Hemholtz.
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2.3. METODOS BASEADOS EM SPLIT

Os métodos baseados em Split consistem em desmembrar a equagdo diferencial em duas
partes, gerando um sistema de duas equacOes diferenciais. Para equagdes diferenciais expressas

naforma Lf =0, onde L é um operador linear que pode ser escrito como uma soma de parcelas
dotipo L=A- B ® Af - Bf =0, naqual Brepresenta um operador facilmente inversivel, para

0 qual o espaco nulo sga conhecido, diversas solucdes exatas podem ser obtidas através do
seguinte esquema iterativo:

1A, =1

, (2.10)
T B fk+1 = fk

—_—

onde f, =0. Neste sistema, as fungbes f, representam solucdes exatas da equacdo original. Para
gue este esguema iterativo possa ser aplicado, € necessario que os operadores A e B comutem,

isso é AB=BA( ver apéndice E). Um exemplo deste método pode ser dado partindo-se da
equacao

2 2
i ﬂ SR : (2.11)
1x° ﬂy k it
aqual é expressa em termos dos operadores A e B da seguinte forma:
| 2 2
IA $f+€>
i : (2.12)
) B= 1 ﬂ
{ k Mt

Por inspecdo, conclui-se que os operadores comutam, ou sgja, AB=BA. Com iss0, parte-se para o

método iterativo descrito em (2.10), comegando com uma fonte nula, ou sgja,

w >
— —h
]

Q
2.13
Q' (2.13)

—_— ——



16

onde Q=0. Como o operador B é facilmente inversivel e seu espaco nulo € conhecido, &

possivel encontrar uma solucéo para a equacao referente ao operador B integrando a mesma com

relacdo ao tempo e somando o0 espaco nulo correspondente. Assim,

f,=0.(xy). (2.14)

Para completar a primeira iteragcéo, joga-se a solucéo (2.14) na equagdo referente ao operador A

do sistema (2.12), resultando em

1‘[2
Ty

1‘[2
1%

g,(x,y) + g,(x,y) =0. (2.15)

A fim de solucionar a equagéo (2.15), aplica-se novamente o Split na mesma, 0 que resulta no

sistema

Lot
F . (2.16)
T
|

2

M?yz g (xy)=0

Integrando a primeira equagdo do sistema (2.16) duas vezes, chega-se a uma expressao para g,

com o formato
g, =a(y)x+b(y). (2.17)

onde a(y) e b(y) sdo funcdes arbitrarias dey. Substituindo esta expressdo na segunda equagio

do sistema (2.16), resultaem

a"(y) x+b"(y)=0. (2.18)

A Unica maneira de satisfazer esta equagdo é fazendo a"(y) =0 e b"(y) =0. Dessaforma, estas

funcbes resultam linearesem y:
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a(y)=cy+a,  b(y)=cy+c,, (2.19)
gerando uma solugdo com o formato
f,=0 =CX+C,y+CXy+c,. (2.20)

Encontrada esta solugdo, aplica-se 0 mesmo processo novamente, agora introduzindo a

solugdo (2.20) como nova fonte. Assim, Q =cx +c,y +c,xy +c,, e anova solucdo tomaa forma
f, =k Cx+C,y+gxy+c,)dt+g,(x,y) = k(cxt+c,yt+c,xyt +c,t) +g,(x,y). (2.21)
Substituindo esta expressao ha primeira equacao do sistema (2.13), resulta em
R f, =R (k(ext+coyt +Cxyt +c,t) + 0,(X,y) ) = CX +Cy +Cxy + (2.22)

0 que gera a seguinte expressao:

2 2
% g, (%, V) +1f7 0, (X Y) ZCX +C,y + CXY+ G, (2.23)

A fim de resolver a equacdo (2.23), aplica-se um novo Split, 0 que resulta no sistema

iq° 1
I%gz(X’y):E(CLX+Czy+Csxy+C4)
]|: (2.24)
X & 1
'ﬂ_yzgz(xyy):E(ClX+Czy+C3Xy+C4)
Integrando a primeira equacao deste sistema duas vezes com relacéo a x, resultaem
_Cl 3 CZ 3 C3 3 CA 2
X,¥)=—=X"+—=y +=(Xy|+—=(x°) + X+ : 2.25
0,(,Y) = (5 X+ 2 + 2 () + 7 (x) 42, (y) x4y (y) (2.25)
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Substituindo esta expressao na segunda equacdo do sistema (2.24) resultaem
a,"(y) x+b,"(y) :%(clx+ cXy+c,). (2.26)
Esta equago é resolvidafazendo a,"(y)=c +c,y e b,"(y) =c,. Assim,
a2=%y2+%3y3+05y+06 , b2=c—2“y2+c7y+cg, (2.27)
e asolucéo para g, vem naforma

0,(x,y) = 5 (¢ +60°)+ 2 + 2 (€ +2x°) 4+ 75(x + 207 ) (e + ) +ry + 6,.(2.28)
Substituindo esta expressao em (2.21), resulta

f g5 Tt e, e 2 ey oyt
812 812 812 o 229)

c4§%+§y2 +ktg+ (cxy+GX)+C,y+ 6

Pode-se observar que a solugéo obtida possui véarias constantes arbitrérias. Essas constantes
facilitam a aplicacdo das condi¢bes de contorno, visto que podem ser gustadas de forma
conveniente a satisfazer as restricdes impostas. Os métodos descritos neste capitulo seréo
posteriormente utilizados como ferramentas no processo de obtencdo de solucdes para a equacéo
de Helmholtz.
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3. DESCRICAO DO METODO

Neste capitulo, é detalhada a metodologia para a obtencdo de solucbes exatas para a
equacdo de Helmholtz bidimensional em regime transiente. O primeiro conjunto de solucdes
encontrado é proveniente do mapeamento da equacdo de Helmholtzem uma equagdo diferencial
ordinaria Este procedimento € realizado atraves da introducdo de uma funcéo h(x.y,t) na
equacdo origina via regra da cadeia. Como serd visto no decorrer do trabalho, os resultados
encontrados ao longo do processo de obtencéo deste primeiro conjunto de solucdes levam aidéia
da aplicacdo de um Split na equacdo de Helmholtz. Dessa forma, a equacdo origina é
desdobrada em um sistema de duas equacdes diferenciais, separando a parte linear da parte néo-

linear da equacao.
3.1. MAPEAMENTO EM EQUACAO ORDINARIA.
O primeiro conjunto de solugdes € obtido através do mapeamento da equacéo original em

uma equacdo ordindria. Para tal, primeiramente se expressa a equacéo de Helmholtz em termos

dafuncdo corrente aplicando-se as seguintes identidades:

u:ﬂi, v:—ﬂi. (3.2
iy ix

Dessa forma, considerando que w =- N% , aequacso (1.1) resultaem

1Ry ) oy 1(RY ) wy 9(Ry)_ 1
it b\ ix X Ty Re

Ry (3.2)

A equacdo (3.2) doravante sera utilizada no lugar da equacéo de Helmholtz original, a qual era
expressa em termos da vorticidade. O primeiro conjunto de solugdes pode ser encontrado com a

introducéo do argumento

h=¢+cXx+c,y+c,t, (3.3



0 qua € aplicado na equacdo (3.2) via regra da cadeia Os operadores

correspondentes a essa mudanca de variavel sdo descritos por

T_thd__d 1 _.thd _ ,d*
x fxdh *dn o i dE 2
T_fhda__d T _ Thd _ .d
vy fydh “ch | W Cqyde 2 dn
T _9hd d <2 2. 2\ 07
—_ = =Cc, — , N° = + —
q 9t dn “n (Cl Cz)dhz

Substituindo os operadores descritos em (3.4) e (3.5) na equacéo (3.2), resultaem

dy dy dy dy
c, (cl2 +C22)W+CZEC1 (cl2 +sz) 7S

°0

d 2 22 d
G

cz(qz+czz)Olha ==

Uma vez gque os termos néo lineares se anulam, chega-se a

dgy :i(qz +C22) dzy

& d’ Re dn*

A equacgdo (3.7) pode ser resolvida via reducdo de ordem. Dessa forma, fazendo

e substituindo na equagdo (3.7), resultaem

20

diferenciais

(3.4)

(3.5)

(3.6)

3.7)

(3.9)
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2+ 2
(olare)a 9
c,Re dh
cuja solucdo é imediata:
kih (Clz "‘sz)
f =k,€"1 ,onde k =———=, (3.10)

cRe

Como f é a derivada terceira da fungcdo corrente, € necessario integrar a expressao (3.10) até

obter a expressdo para a funcéo corrente. A primeira integracdo gera

dy
dh?

k
= (e "dn = E()eklh +k, ., (3.11)
Integrando o resultado acima mais uma vez com relacéo a h resultaem

Y By G-t richek, (312)
dh Qé g k

Por fim, a solucéo para a funcdo corrente vem com uma terceiraintegracdo, o que gera

Y = e = S 6 T e, 313
k1 4] kl 2

A expressdo (3.13) é solucdo exata para a equagdo de Helmholtz bidimensional. O processo de
obtencdo desta solucéo é conhecido como transformacao de Backlund [ Zwillinger, 1992], onde a
equacdo original é transformada em uma outra equacdo — para 0 caso estudado, a equacdo
ordin&ria (3.7). Um caso particular de transformacdo de Béacklund consiste nos métodos de
solucdo por similaridade [ Bejan, 1984], onde a equacdo diferencial original é mapeada através de
uma mudanca de variavel via introducéo de um adimensional.

O fato de haver ocorrido a anulacdo automatica da parcela ndo-linear da equacéo (3.6)
leva a suposicdo de que possam existir outras fungbes que anulem a parte advectiva,

analogamente ao caso anterior. Assim, surge a idéa de se aplicar um Split na equacdo de
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Helmholtz, separando a parte ndo- linear da parte difusiva e transiente. Este procedimento resulta
Nno seguinte sistema de equagoes:

W 1iw=0 (3.14)
ft Re
TR L (3.15)
x Ty

A idéiacentral desta abordagem baseia-se na suposi¢cdo de que existem solucdes mais gerais para
aequacdo (3.14) que igualmente satisfacam a equacdo (3.15). De fato, substituindo a vorticidade

na expressdo (3.15) por uma funcdo da fungéo corrente, ou seja, w= f (y ), aplicando aregra da

. df A .
cadela e colocando — em evidéncia, resultaem

aaty o, (3.16)

& & X Tyg

A estrutura da equacéo (3.16) nos mostra que a sua solucéo geral € uma funcéo arbitraria da
funcdo corrente, uma vez que o termo entre parénteses € identicamente nulo para qualquer

f(y ). Dessa forma, a funcdo corrente pode ser expressa como uma funcdo arbitréria da
vorticidade: se w=f(y ),y =f*(w)=g(w), sendow qualquer solucdo da equacéo (3.14).

Utilizando este resultado, uma possivel expressdo para a funcdo corrente que descreve o

escoamento pode ser dada por
y =g(rky.t)+y,) (3.17)

onde g é uma funcdo arbitrariae r (x Yyt ) € qualquer solucéo da equacéo

1 1 o
- ’ !t = N y ;t . 3.18
g Gy =R Ny 1) (319
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A parcelay , corresponde a fungdo corrente relativa ao escoamento potencial em torno do corpo

submerso. Embora a expressdo obtida n&o constitua a solucéo geral da equacéo de Helmholtz, a
funcdo arbitréria nela contida pode satisfazer identicamente as condices de ndo-deslizamento e

ndo-penetracdo nainterface do corpo submerso. Impondo as condic¢des W Oe W 0 resulta

fix iy
g'(r +y 0) =0 na fronteira, bastando, portanto, que o argumento r+y , possa descrever o

contorno do corpo submerso.

Com os resultados obtidos até este ponto, € possivel direcionar o foco da metodologia
para a obtencéo de solucdes para a equacdo (3.14). Embora seja possivel encontrar soluces que
simulem escoamentos viscosos em varias faixas de Reynolds, a atencdo dispensada neste
trabalho esta voltada para a obtencdo de solucdes exatas para atos nimeros de Reynolds. E
importante salientar que os métodos numéricos tém obtido éxito na simulacdo de escoamentos
Ccuja presenca de pequenos vortices ndo represente um fator critico de erro devido necessidade de
refinamento da malha. Como exemplo, pode-se citar principalmente a Simulacéo de Grandes
Vortices (Large-Eddy Simulation) [Freire et alli, 1998].

3.2. SOLUCAO FORMAL
Uma possivel forma de solucionar a equacéo (3.14) consiste emreescrevé-la na forma

T _

i A, (3.19)

onde A= Ri NZ2. A solucgo formal paraa equagso (3.19) é dada por
e

w = ge" gw, (x ¥, 0), (3.20)

« A~ s e

do operador tA descrita na solucéo formal é calculada utilizando a respectiva Série de Taylor:

k

D
O
—+

A g, (%, y,0). (3.21)

=

]
:83 N

|
C%C'

T
5
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A aplicabilidade da solugdo (3.21) estd condicionada a obtencdo das poténcias do

operador A, as quais sao aplicadas sobre a funcéo w, ( X, y) ; OU Sgja, é necessario gque se tenha de

antemao as expressoes referentes aos termos A'\N0 ( X, y) da expansédo. Dependendo do operador

utilizado e da condicéo inicial do problema, esta tarefa pode ser tornar extremamente onerosa,
principalmente se um grande nimero de termos da série for necess&rio para que se obtenham
resultados satisfatérios. A fim de contornar esta dificuldade, introduz-se uma funcdo auxiliar,
cuja finalidade é obter indiretamente uma funcéo corrente que descreva adequadamente o estado
inicial do escoamento, bem como permitir converter a solugdo (3.20) em uma expressdo cuja
implementacdo computacional sgjaviavel, além de requerer baixo tempo de processamento.

Tomando como fungdo corrente inicial uma autofuncéo do operador laplaciano, ou sgja
(R*-11)y (xy)=0, (3.22)

a aplicacdo das sucessivas poténcias do operador A sobre o campo inicial de vorticidade se torna

uma tarefa bastante simples. A aplicagdo de A‘ sobre a condigZo inicial relativa a wy(X, y)

resultaem

Al ] =R g Ry o (x )= Ry o (x3)] = 21§ (%)

_— _ a6 1 u__elo
A ] = ALAw] [ = A 1 o (e y)g=-go= 1Y o(x) (323

Aw,] =- %g' “Vo(xy)

As expressdes contidas em (3.23) mostram que a aplicacdo das poténcias do operador A,

considerando a funcgéo corrente inicial como uma autofuncéo do laplaciano, gera uma expansao

para a vorticidade que dispensa o calculo das poténcia do operador A. Assim,

4= -1e™y ,(xy); (3.24)

S
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ou, em termos da funcéo corrente,

It

y (xy.t)=e®y (xy), (3.25)

onde y,(x,y) corresponde a funcdo corrente inicial, a qual foi escolhida como sendo uma

autofuncdo do laplaciano. Pode-se mostrar também que a equacdo (3.15) é identicamente
satisfeita. Para tal, basta introduzir a funcdo auxiliar (3.22) na parte ndo-linear do Split,

resultando em

E X ™ W 5 & & X T b
Ay Ty Ty Ty o

-] 22 70

&y X X Ty 5

(3.26)

3.2.1. CONDICAOINICIAL

A fim de aplicar a solucdo (3.25), é necessario determinar uma expressdo para a fungéo
corrente inicia y , (x,y). Esta funcéo inicial é obtida através da resolucdo da equagdo (3.22) com
0 emprego indireto de simetrias de Lie. Uma forma bastante prética de se obter simetrias consiste

naaplicagdo de um operador linear de primeira ordem naforma

B:a(x,y)l+ b(x,y)1+ c(x,y)l (3.27)
fix iy

sobre qualquer solucéo exata previamente conhecida da equagéo (3.22). Assim, as simetrias séo
geradas partindo-se de uma solucéo que satisfaca Cf =0, onde C corresponde a0 operador

C=N?-11.Uma vez encontrada uma solucio particular para Cf =0, as sSimetrias podem ser

obtidas aplicando-se 0 operador B da seguinte forma:

CBf =Cg =0, (3.28)
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esta condicdo garante que g sgja uma nova solucdo exata Dessa forma, basta impor Cf =0 e

CBf =0 e com isso obter os parametros. A aplicacdo do operador CB sobre uma dada fungéo

f (x,y) geraaseguinte equagso:

= a9 2 1, y) 2+ 22 atx, ) QL 1, )2+ ax, y) B 1(x, y) 2
TRl T TRl Sl Tl
2 . 2 .
efl” Oell 6, o gl oz 1 0
+§Xzb(x,y)fgwf(x,y)‘;;2§ﬂxb(x,y)3§yﬂxf(x,y)a

1§ 6, g’ o T orel 6
+b(X y) Ty ﬂxzf(x’ y) §+ e o(X,y) gf(x, y) "‘2%(0()(, Y)E%(f(x, Y):B

2 s 2 . 2 2
f(x y) % Ol )02 oy AN
+o(xy) Eelwz (% y){é’iﬂ 700 By fx Vg 2Bl V) v

3

q o ol 0 6
, f T T f(x y)x
ey B g ﬂyzb(w)ggy (3

T 0 2f O4p 113f o, o
+2§B’ b(x,y)_;ﬂ%2 (X, y)2++ (X, y)% (X,y)2++%C(X,y)E (xy) (3.29)

T st v) 8T £ ) © " iy T toxy) @
~2 8 ox y) S y)3+c(x,y>%f(xy)$- | a0y B0y

-l Wﬂ)%f(w)%-l oAxy)f(xy) =0

Os coeficientes a, b e ¢ também devem satisfazer C(f(xy))=0, resultando na introdugéo da

relacéo

(3.30)

na equacdo (3.29). Assim, a equacao a ser resolvida toma aforma
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?a(x 93 gﬁ} f(x g 2 B alx, y)og 2f<x y)— g’” b(x, ) gwf(x ng

~2 b y)xgﬂyﬂxf(x )2+ blx y)gj‘T Rl {CAYF: +§X e(x Y3 f(x y)
el ol o0, &l Yael 0

~ 2 o NI f(x ) §+ g}”yz ) 2 0

+2§1a(x y)Qg T f(x, y) 2+ gﬂ—z b(x y)ggif(x y)2
Ty = gy I g gyt el G (3.31)
T iy v) 0 Pyl 0T 1 0

+2§yb(x,y)a| f(x,y) Z%b(x,yhgxzf(x,y)%

7]

2 .
+b(x,y) gﬂlyg f(x, ) - gpf(x y) 29 g;“yz a0,y

117"

ell ofall 6. 0=
+z§yc(x,y)§§%f(x,y)f | b(x,y)%f(x,y)z 0.

A fim de satisfazer esta equacdo, colocam-se em evidéncia os termos que multiplicam  f (x, y) e
suas derivadas, e impde-se a anulagdo de cada uma das expressoes resultantes. Esta imposi¢ao
leva a uma solugédo particular para equacdo anterior, porém, esta solucdo permite que a funcédo
f (x, y) permaneca somente com a restricdo de ser uma autofuncdo do laplaciano, permitindo
com que ela possa ser determinada posteriormente. Este processo gera um sistema de equacoes,
dado por

[%Zza(x, y)9{+2§ixc(x,y)9+§e“—2 a(x,y)fi:o (332)
§ b y>"+§—b<x )2 +2§'"yc(x,y)%=o (3.33)
< %a(x, y)%- gﬂ—b(x, y)Q:o (3.34)
%b(x y)°+gﬂ—a(x y)9_o (3.35)
\g’”zc( )8 +§Wc(x y)8 +2§‘T b(x, y)OI (3.36)

A fim de resolver este sistema, primeiramente derivam-se as equagbes (3.34) e (3.35) com

respeito ax ey,respectivamente, resultando em
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[ T
—a(x,y)- b(x,y)=0, 3.37
T alxy)- oeb(xy) @31
1° [

b(x,y)+—al(x,y)=0; 3.38
‘nyﬂx(y) ‘ﬂyZ(y) (339

somando estas duas equactes, obtém-se

ﬂﬂ—;a(x,y)+%a(x,y) =0. (3.39)

Da mesma forma, derivando as equactes (3.34) e (3.35), porém agora com respeito a y € X,

respectivamente, resulta em

1 (K
.y)- —Db(x,y) =0, 3.40
Myfix a(xy) 1% () (3.40
[ T
—Db(x,y)+ ,y)=0; 3.41
pe Py) o aly) (341)

subtraindo estas equacdes, chega-se a

ﬂﬂ—;b(x,y)+%b(x,y) =0 (342)

As equagdes (3.39) e (3.42) mostram que N?a=KN?b =0, dessa forma, o sistema descrito pelas
equaces (3.32) - (3.36) pode ser reescrito por

(1e(ey) (3.43)
x
flelay) g (3.44)
iy
< 1a(x,y) - —b(x,y) =0 (3.49)
ix
%b(x,y)+ﬂ1ya(x,y)=0 (3.46)

2 . 2 -
M ) O+ B o ) Q4 2 B bix v) 81 =0 347
g'ﬂxzc(x 2k gyqu 2} By 0o (3.47)
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As equagdes (3.43) e (3.44) mostram que ¢ = cte. Dessaforma, N°c(x,y) =0. Substituindo este
resultado na equacdo (3.47), resulta em b=f (x); porém, conforme a equacdo (3.45), isto

implicaem a =g(y). Substituindo a e b nas equagdes (3.39) e (3.42), obtém se

18-y, =0 (3.49)

Estas expressdes mostram que a fungdo a deve ser linear em y, bem como b deve ser linear em x.

Assim, as funcles a, b e ¢ resultam

@ =3a+ay
Sb=h+b,x . (3.49)
gc:cte

Por fim, substituindo a e b na equagdo (3.46), implicaem b, = - a,. Dessa forma, o operador B

resulta em

B:(a1+a2y)ﬂ—11(+(bl- azx)ﬂ—z+cl : (3.50)

Este operador € capaz de gerar uma simetria de Lie quando aplicado sobre uma autofuncdo do
laplaciano, ou sgja, 0 operador B aplicado em f gera uma funcéo g que também é uma autofuncéo
do laplaciano.

Uma vez obtido o operador B no formato de (3.50), é possivel aplicd lo sucessivamente
sobre uma autofuncéo do laplaciano até que a solucéo encontrada contenha elementos arbitrarios
em numero suficiente para satisfazer as condi¢fes de contorno impostas. Embora este processo
iterativo seja computacionalmente viavel, € interessante obter a respectiva solucéo invariante; em
outras palavras, procura-se a solucaéo que ndo muda apos um certo nimero de iteracdes, ou sga, a

funcéo que ndo se atera ao longo do processo iterativo definido pela equagéo f,,, = Bf, . Esta

solucdo pode ser obtida sem a necessidade de iteragfes, unicamente impondo a condicéo

Bf - f=0 (3.51)
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Para 0 operador B definido por (3.50), a solucéo geral da equacéo de ponto fixo (3.51) é dada por

8

B

I\)mN

=
N

ol

JER(e

Qo
Q
H

8
Q
3
DO O
NQJ
—
o
+
Q
N
<
N—
|

Q
N
N
Qo el O

%00»0»0»0»00»0

20

o) 1 1
f = flg b1X+Ea2X2+aly+Ea2y =

(3.52)

onde f, denota uma fungdo arbitraria. Esta solucdo foi obtida através do programa de
manipulagdo simbolica Maple, utilizando regras para manipulacdo de exponenciais de
operadores [Dattoli et ali, 1998]. A solucdo obtida satisfaz as condi¢des de contorno de ndo-
penetracdo e ndo-deslizamento na interface do corpo submerso.

O comportamento dessa solucdo é qualitativamente consistente com a geometria das
esteiras de vortice produzidas em escoamentos viscosos em torno de corpos submersos. Note-se
gue a exponencia que multiplica a funcéo arbitraria provoca uma amplificagdo progressiva na
amplitude da funcéo corrente junto ao centro da esteira, além de delimitar uma envoltéria através
do amortecimento da fungdo a medida que se tomam pontos progressivamente mais afastados do
corpo submerso. Embora a solugdo (3.52) ndo tenha sido utilizada em sua forma original para a
geracdo dos resultados numeéricos, essa funcdo foi utilizada para estimar o ponto de
descolamento da camada limite para o estado inicia do escoamento, isto é para a fungdo
corrente em t=0.

A fim de que a solucéo encontrada satisfaca as condi¢oes.

L
ix

_fy.

s Ty =9, (3.53)

G

onde G representa o contorno do corpo submerso, basta fazer com que o argumento da funcéo
arbitréria f, sgja constante no contorno. Esta constatagéo € proveniente da propria aplicacdo das

restricoes (3.53) em (3.52) , o0 que gera
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o fa 1

qf  df, Ta 1
nm 4 14 a0 f
v s ﬂyb(x, y)+ﬂyb(><,y) (@), (3.55)

Nestas equagles, a (x,y) representa o argumento de f, e b(xy) representa o termo referente a
exponencia da fungéo arcotangente. Se a (x,y) = cte, afuncéo f, pode ser escolhida de forma a

anular a derivada de f,, bem como anular a propria fungéo no ponto a (x,y) =k, onde k € uma

constante, ou sgja,

bz (3.56)

Umavez estabelecida afun¢do f, que satisfaca o sistema acima, os termos a direita das equages

(3.54) e (3.55) tornamse nulos e as restricdes de ndo-dedizamento e ndo-penetracdo s&o

satisfeitas no contorno gerado pela equacéo
1 1,
a (xy) =58y +5ax - hx+ay =k. (3.57)

A equacdo acima determina a geometria para a qual a solugdo (3.52) satisfaz as condicbes de
contorno dadas por (3.53). Porém, € possivel estender a solugdo obtida para corpos de diferentes
formatos. Como sera visto no capitulo subsequiente, com a aplicacdo indireta de simetrias de Lie
€ possivel gerar novas solucBes a partir de (3.52) que contemplem diferentes geometrias,
incluindo solugbes que prevejam a rugosidade do corpo submerso.

3.3. OBTENCAO DE SOLUCOES EXATAS PARA O CASO NO QUAL w E UMA
FUNCAOARBITRARIADE y .

Embora as solucbes obtidas até aqui gerem bons resultados na simulacéo de escoamentos em

torno de corpos submersos com atos nimeros de Reynolds, ainda existe uma forma de produzir
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solucBes com um formato mais gera. Uma solucdo para a equagéo (3.14) também pode ser

obtida com a introdugdo da funcéo
Ny - f(y)=0. (3.58)

Esta nova funcdo auxiliar possui um formato mais geral do que a funcdo auxiliar utilizada
anteriormente. De fato, introduzindo uma fungdo arbitraria onde antes havia uma constante
(expressdo (3.22)), resulta em um onjunto mais amplo de solugbes. Isto pode ser melhor
visualizado tratando a equacéo (3.22) como um caso particular da equagéo (3.58), onde a funcgéo
f éumareta

A fim de obter a solugéo, primeiramente se expressa a equacdo (3.14) em termos da funcéo

corrente, o gue resultaem
NZ(NZy):O. (3.59)

Introduzindo a equacéo (3.58), temos

1. 1
—R2(f(y))- =(f())=0. (3.60)
Re It

A equacdo acima poder ser vista também como a equagdo de difusdo bidimensional transiente,
em termos de f(y ). Uma vez que w=f(y ), y =f*(w)=g(w), sendo g uma funcéo

arbitréria. Assim, y € umafuncéo arbitréria de qualquer solucéo da equacéo

1:1_\:, =RiN2w (3.61)
e

Solucles para a equacdo (3.60), aém de serem obtidas através da aplicacdo de um Split,
também podem ser obtidas através da metodologia utilizada na secéo (3.2.1), referente a
aplicacéo do operador B. Para tanto, basta introduzir novamente a autofuncdo do operador

laplaciano. Assim, substituindo

N2y )=1f(y) (3.62)
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na equacéo (3.60) resulta em

I f(y)-—f(y)=0. (3.63)

fo(xy) (3.64)

onde f,(x y) € qualquer autofungéo do laplaciano. A solugdo mais geral que pode ser encontrada

com este método tem o formato

8
8
Ny
N
;‘
Ny
a3
1o

5
garctang N i
2+ N
¢ Sy (aray)y  f
¢ 2 -
¢ Va2 *
y):e(l t)flg x+ azx +ay+;a2y29e§ 2
? , (3.65)
onde f1 € uma funcdo arbitréria. Dessa forma, a expresséo para a funcéo corrente resulta
e e
g garctanga\] a,” (i - &%) 9
g ¢ Say(are)’s a ;:
¢ o \/_2 -
¢ c ) s
¢ o
y =g§e(' Vs LR hx+ax ray+ayd 5, (3.66)
%] 7]

onde g denota uma funcéo arbitréria. Ainda é possivel generalizar um pouco mais a solucéo

acima, visto que o0 argumento de g pode ser qualquer combinacdo linear com o formato

e t . Isto decorre da linearidade da equacéo (3.60), umavez que | pode assumir qualquer

valor, tanto real quanto complexo. A solugéo resultaem



E om0 2o My
¢ % § ol )\I(ail_(l )4 5(1 )y) : : :
g ¢ (a01)°
z g
y =g§(\#| t)flgbl(l )X+%q(| )x2 +a1(| )y+%az(| )yzgé o % (367)

A fim de sdatisfazer as condi¢gbes de contorno descritas em (3.53), primeiramente

expressa-se a solucao encontrada como uma combinacdo linear de dois termos,resultando em

y = gg%('“)fl (@ (%)) ba (x,y) + " 2 1, (%) by ( y)+U¥y% (3.69)
onde
?i (ai (X’ y)) = fi éeiblix-'-%azixz +a1iy+%a2iyzg
G
g &;rdangegl 3, (g 2 %) icl)o (3.69)
¢ bl e )2s -
(; g 2i 2 '] -
c ¢ a2i2 :
G, (x.y) =€l e °

e U,y representa a parcela referente ao escoamento potencial. A expressdo (3.68) pode ser

representada na forma y =g(f), onde f =e OF: (a; (% y)) by(x. y) ez g (2, (xy)) b, (xy) +Uy y.

Dessa forma, a derivada da funcdo corrente com relagcdo a x resulta em

() (£ (a (x o (ev)e £ (e (x e
W= g )ga%(l )(f @ ()0 () () o (x9) B (1) +2 (3.70)
ge'” (1, (a. (% ¥))bo(x Y)a, (xy)+ T (a,(x.y)) bZX(X,y))g

Aplicando a condicéo %{ =0 hesta expressdo, resulta em
y=0
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('1‘)'ax x,0)a, (x0)+f (a,(x x,0))+9
(10 x )2 (xO) (kO uxO)eL_ o

&) (1 (@, (x0)) 1, (x0)a (x.0) + £ (3, (%.0))b,, (x.0))5

A forma mais conveniente de satisfazer a condi¢do de contorno consiste em impor a seguinte

restricéo:
g'(f)=0 , para fl|_ =0. (3.72)

Dessa forma, a condicéo de contorno é satisfeita com a obtencéo de uma funcéo g, cujaderivada

se anule na fronteira e cujo argumento deve ser nulo para y=0. Nestas condi¢fes, o argumento

f deve satisfazer a equacédo

011 ¢ (2, (x,0))b ,(x,0) + 1,(a, (x.0)) b, (x0) =0. (3.73)

Isolando uma das fungdes da equacdo acima, chega-se a uma expressao explicita capaz de

satisfazer acondicéo f | =0

b, (x.0)

(o) (x0)) el (3.74)

f,(a,(x0))=-

Note-se que esta abordagem satisfaz concomitantemente as condi¢des impostas em (3.53), tanto
para a condicdo de ndo penetracdo quanto para a condicdo de ndo deslizamento do fluido na
interface do corpo submerso, visto que o termo responsavel pela anulacdo da expressdo (3.71) €
proveniente da derivada da fungéo arbitréria g, ou seja, provémde g'(f )=0.

Uma forma de determinar as funcfes e os parametros arbitrarios em (3.74) é impor c=1
na expressdo (3.67), o que resulta em b, (x,0)=b,(x0)=1. Apos isto, considerando |, =1,

chega-sea

f,(a,(x0)) =-f,(a,(x0)). (3.75)

Uma vez obtida esta expressdo, parte-se para a determinacdo dos parametros arbitrérios. Assim,

reescrevendo a equacdo anterior naforma
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1 .
fnglzx-l-za&ng: -

L
g boxcrJa,xs, (3.76)
@ 2 7}

obtémse f,=-f,, b,=b,, a,=a,. Note-se que as constantes a, e a, permaneceram

A abordagem na andlise das condi¢fes de contorno descritas até aqui esta baseada numa
solugcdo correspondente a uma combinacdo linear de dois termos com o formato de (3.67).
Entretanto, devido a linearidade da equacéo (3.61), € possivel estender solugdes deste tipo para
numero arbitrério de termos.

A eguacdo (3.60) também pode ser resolvida com a aplicacdo do Split. Com isso, obtém
se uma Dlucdo para a fungdo corrente cujo formato é uma fungdo arbitréria de um argumento

polinomial, ou sgja,
f=g(a(xy.t)), (3.77)

onde a (x,y,t) € uma solucdo polinomia da egquacdo (3.60). Conforme visto, as condi¢des de

contorno do problema sdo satisfeitas fazendo

dg

o 0, para al_, =0. (3.78)
Uma possivel fungdo g que preenche o pré-requisito tem o formato

g=a(xyt)-a(xyt e('a(a(x'y't))z) , (3.79)

onde a € uma constante.

A fim de garantir uma condicdo inicial condizente com o cenario fisico simulado, &
interessante que se tenha de antemdo uma estimativa média para o raio dos voértices. Esta
estimativa pode ser utilizada posteriormente como auxilio na determinagdo dos parémetros
arbitrarios contidos na solucdo (3.67). A metodologia utilizada para a obtencdo desta estimativa

esta descrita na segdo subsequente.
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3.4. ESTIMATIVA DO RAIO MEDIO DOS VORTICES EM FUNCAO DO NUMERO DE
REYNOLDS

O tamanho inicial médio dos vértices pode ser estimado a partir de correlacdes entre o
nimero de Strouhal e o nimero de Reynolds, disponiveis na literatura [Achenbach e Heinecken,
1981; Schlichting, 1968]. Entretanto, a elevada disperséo dos dados experimentais Re vs. Sr para
nimeros de Reynolds superiores a 10° tende a impedir a identificacdo da tendéncia central da
correlacdo. A fim de obter valores tipicos para o raio dos vértices em funcdo do nimero de
Reynolds, e assim prescrever uma condicdo inicia qualitativamente consistente com cenarios

fisicos redlistas, foi utilizada uma solugdo particular para a equacéo

w 1 aa]ZWJrﬂzW('_j:

WL IWO- (3.80)
t Re&IX T g

afim de estimar o valor médio do raio do vortice. A solucéo utilizada, dada por

- Re(x2+ y2)

1 4
e ® (3.81)

e

€ também solucdo exata da equacdo, mas valida para aplicagdes em meio infinito [ Reichl, 1980].

W =

Esta expressdo foi escolhida devido sua maior facilidade de manipulacgo. A regido da esteira
onde o raio médio dos vortices é calculado corresponde aproximadamente a distancia de um
comprimento caracteristico apés o descolamento da camada limite. Dessa forma, para uma

vorticidade fixa w,, o termo correspondente ao tempo resultaem t, = L/U, , onde L corresponde

a0 comprimento caracteristico. Na solugdo (3.81), o termo (x2 + y2) presente no argumento da

exponencial corresponde ao quadrado do raio do vértice, correspondendo a isolinha de
vorticidade w =w,. Assim, para uma condi¢do de vorticidade inicial w,, a expressao resultante

toma aforma

W, = [——e"®* | (3.82)
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Lembrando que w corresponde a metade da velocidade angular de rotacéo do vortice,

W :E_U_¥:U_¥ égrad /4 (3.83)

Assim, aexpressao (3.82) resultaem

tU 2 - Rerp?
\/ pROer¥2 “e®. (3.84)
0

Y.L e to:UL,chega-sea

¥

Umavez que Re=

N
|
B
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[plo]

: n(roz)- In(pn)g. (3.85)
Esta expressdo pode ser reescrita na forma recursiva por

B0 ) non)e
fk+1—U¥Dgn(fk) In(pn)g- (3.86)

Uma andlise preliminar da ordem de grandeza dos termos resultantes revela que

O(-In(pn))>>O(In(f.)), ou seja, a maior contribuicdo para o valor do raio médio provém do

termo referente a viscosidade cinemética, 0 que resulta em uma expresséo para r, com o formato
froy=— , fo=——. (3.87)

Esta constatacdo € qualitativamente consistente com a observacdo fisica, umavez que o tamanho
meédio dos vortices deve diminuir com o aumento do nimero de Reynolds. O resultado obtido
em (3.87) serd utilizado como pardmetro para a determinacdo das constantes arbitrarias nas
solucdes exatas obtidas para a equacéo de Helmholtz, auxiliando na aplicacéo da condicéo inicial

do problema.
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4. EXTENSAO PARA OUTRAS GEOMETRIAS

E possivel estender as solugdes obtidas até agora de forma a obter novas solugdes que
satisfacam diferentes geometrias. Para tanto, € aplicado o método da substituicdo direta sobre a

equacdo de Helmholtz, realizando-se as seguintes mudangas de variavel:

X® a(x,y)

41
y® b(x,y) @

Efetuando as mudancas dadas por (4.1) , obtém-se a seguinte equacdo auxiliar nas novas

variaveis:

4.2)

o0t

Para que as mudangas dadas por (4.1) constituam simetrias admitidas pela equacéo de
Helmholtz, o critério de invariancia deve ser respeitado, isto é, a equacdo deve permanecer

invariante em relacdo a essa troca de variaveis. Para tanto, a equacéo (4.2) deve assumir aforma

w _ Tw 1é°w T'wu
U—+H— -— + =0 , 4.3
fa b R’ Y (43)

onde as componentes do vetor velocidade nas novas variaveis séo definidas como

A e v=-L (4.4)
b Ta

Essa definicdo é andloga a das componentes de velocidade presertes na equacdo em sua forma
original:
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u=—— = - —

Ty x
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(4.5)

Assim, é aplicado o critério de invariancia, que consiste na preservacdo da forma da equacédo

original, exceto pela troca de variaveis, e constitui uma condi¢cdo suficiente para que a mudanca

transforme uma determinada solucdo da equacdo em uma nova solucéo exata. 1sso ocorre

porque, se f(xy) é solugdo da equacdo origind, f(a(xy),b(xy)) serd automaticamente

solucéo da equacdo mapeada.

Uma forma prética de estabelecer a invaridncia da equagdo consiste em dividir todos os

termos da equacéo (4.2) por (ax2 +ay2), e em seguida impor restricbes aos termos de forma a

transformar a equacdo (4.2) na equacdo (4.3). Este processo resulta em um sistema de equacoes

diferenciais, dado por

2 2 _ A2 2
_ bx +b =a, +a,

A

a b, +a, b =0
! ua, +va -iﬁlza (a +a )ﬂy
| ’ Re b
|
. 1 . Ty
| 2
. ub +vb -—N°b =- a+a
) X " Re ( )‘ﬂa

Impondo as primeiras duas restric¢des, dadas por (4.6), obtémse

o queimplicaem

Assim, aequacdo (4.2) resulta

aa, +va, Ofw  aub, +vb, Oﬂw 1 af’w
ga +a’ Zla ga +a; 5o Regﬂa

'nzwo
‘ITb P

(4.6)

4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)



41

Impondo agora as restri¢des dadas por (4.7), obtém-se

&a,+wa, 0 Ty o tua, Fva, Ty (4.11)
gaf+ay2 5 Tb (a?+a?)  fa '
Reescrevendo u e v em termos da funcéo corrente, e utilizando aregra da cadeia, resulta
p=W o Wy e MYy Y (4.12)
Ty fla fib fix Ta fb
Substituindo as definicbes de u ev em (4.11), resulta
2 2 ﬂy 2 2 ﬂy
Fa_Fa )| —=(a+a’)— 4.13
(+ax+ Y)ﬂb ( X y)ﬂb ( )
e
2 2 ﬂy 2 2 ﬂy
ta‘ta. ) —=-(a +ta))— 4.14
( y >() ﬂb ( X y) ﬂb ( )

Ambas as equacdes se reduzem a identidades ao especificar 0s sinais nas relacoes presentes
em (4.7). Desse modo, para

b, =a (4.15)

b =-a (416)

as equacoes (4.15) e (4.16) sdo identicamente satisfeitas. Entretanto, essas restri¢fes constituem
as condicdes de Cauchy-Riemann relativas a uma transformagéo conforme cujas partes rea e
imaginaria correspondem, respectivamente, as funcdes (3 e a. Portanto, qualquer transformacao
conforme € uma simetria de Lie admitida pela equagdo de Helmholtz (ver apéndice F).
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S. RESULTADOS E CONCLUSOES

Durante a realizaco deste trabalho, o foco sempre esteve mantido na obtencéo de uma
solugcdo exata gque satisfizesse as condicdes de contorno impostas. Como ja mencionado em
secdes anteriores, a obtencdo de uma solucdo para o caso bidimensional é o ponto de partida para
a obtencdo de uma solugdo valida para escoamentos tridimensionais via simetrias de Lie. Dessa
forma, ndo existe a pretensdo de apresentar neste capitulo resultados numéricos comparativos
com dados experimentais, sendo somente uma analise qualitativa a respeito das caracteristicas
gerais dos escoamentos simulados, como por exemplo a formagdo de termos flutuantes, o
descolamento da camada limite e as consequientes flutuagGes do gradiente de pressdo. Embora as
solugdes encontradas para a equacéo de Helmholtz contenham termos flutuantes capazes de
gerar uma esteira de vortices com caracteristicas gerais semelhantes as do escoamento
turbulento, este estudo preliminar ndo visa a formulacéo de modelos de turbuléncia a partir de
solucdes da equacdo de Helmholtz em duas dimensdes, visto que a turbuléncia é um fenémeno
caracteristicamente tridimensional.

Nessa andlise preliminar, foram utilizadas algumas referéncias classicas em Mecénica de
Fluidos [Achenbach e Heinecken,1981; Borthwick, 1986; Karniadakis, 1988; Fromm e Harlow,
1963] como base para a estimagdo da fungdo corrente correspondente ao estado inicial do
sistema, sendo a seguir verificada sua evolucdo temporal do ponto de vista estritamente
qualitativo. Ndo havendo sido \erificado, por meio de ssimples inspecdo visual, qualquer indicio
de comportamento anémalo no que diz respeito a evolucdo tempora da funcdo corrente, tais
como singularidades e amplificagdo da esteira de vortices a longa distancia ou deformactes
abruptas em sua envoltéria, foram produzidos alguns resultados numéricos para verificacdo de
ordem de grandeza frente as mesmas referéncias.

No decorrer deste capitulo, séo apresentados alguns resultados obtidos com a simulagdo de
um escoamento em torno de um cilindro com raio unitario para Re=1"10°. Dentre as solucbes
obtidas no capitulo 3, a que melhor se adaptou a aplicacéo das condic¢les iniciais foi a solucéo
referente a expressdo (3.70). A solugdo utilizada na simulacéo corresponde a uma combinacdo
linear de sete termos, incluindo o termo referente ao escoamento potencial. Assim, a expressao

para a funcdo corrente tem o formato

Y =0(0p *0 0+ 05+, + 05+ ;) (5.1)
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onde
g = 1 (sin(a]j (x, y))e('al‘(x'y)) - sin(ay (x, y))e('az‘(x‘y))) , (5.2)
1,1
a; (xy)=-ax+hy+Sex*+26y
, (5.3
1 2 1 2
ay(xy)=-ax+dy+>6x" +>Gy
2 2
Opot = Y- (5.4)
onde g, corresponde ao escoamento potencial referente a uma velocidade unitaria a montante

do obstaculo, ou sgja, U, =1. O nimero de termos do argumento da expressdo (5.1) foi adotado

por questBes de praticidade; entretanto, quanto maior for o nimero de termos, mais realista sera a
simulacdo, visto que cada termo contribui com uma banda especifica de frequéncias de vortices.

A funcdo g utilizada é descrita por
g(h)=h-he (5.5)

ondeh =g, +g, +g, +g, +g, +0;; 0S parametros sdo dados por



Tabela5.1: Parametros da fungdo corrente.
h 1 h 2 h 3

a =13"10°JRe | a,=11"10°/Re | a,=12"10°JRe
h=17"10°/Re |b,=1310°%/Re | b,=16 10°/Re

c,=4 10°Re c,=2"10°Re c,=1"10°Re
d,=-1510°/Re | d,=-16"10°yRe | d,=-15 10°JRe
|, =1.1i |, =1.3i | ,=25i
j =0 j =03 j =05

h, hs hs

a, =1 10°JRe a; =11 10°J/Re | a,=1.1"10°/Re
b,=14"10%/Re | h =13 10°/Re | h =13 10%/Re

c, =1 10°Re ¢, =1 10°Re c, =4 10°Re
d,=-16"10°yRe | d,=-15 10°J/Re | d, =-15 10°JRe
|, =3.6i |, =47 | ¢ =4.7i

j =14 j =19 j =23

Nestatabela, osvaloresde | sdo imaginarios puros; os valoresparaj correspondem a diferenca
de fase contida no argumento da funcéo cosseno, fungdo esta que € proveniente da imposicéo de
valores imaginarios para | ; osvalores a, b, c,, d sdo fungdes do nimero de Reynolds e foram
determinadas com base na estimativa do raio médio dos vortices, bem como na andlise
dimensional da solugéo (3.67) (ver apéndicel).

O escoamento a ser ssimulado corresponde ao escoamento em torno de um cilindro com

raio unitario. Para este caso, a transformacdo conforme que mapeia uma placa plana em um
- 1 , P
cilindro corresponde a f (z)= 2+, onde z=x+iy. Para que se obtenham as novas variaveis no

plano transformado, basta extrair as partes reais e imaginarias de f (z) (ver apéndice F). Assim,

z=A(f(2))=y- xzzyz (5.6)
F:A(f(z)):x-xz+y2. (5.7)

Dessa forma, basta fazer glicar a mudanca de variavel y® z, x® F na solugdo para que se

obtenha a nova geometria no dominio transformado. Assim, a funcdo corrente responsavel pelo

escoamento simulado tem o formato
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Esta expressdo corresponde a funcéo corrente resultante para um escoamento bidimensional em

torno de umcilindro de raio unitério para Re=1" 10°.

Figura5.1: Fungdo corrente em perspectiva.

Nesta figura, pode-se ver em perspectiva a vorticidade a jusante do centro do cilindro. Aqui,
pode-se notar a formagdo de micro-vortices junto a parede, bem como nas regides periféricas.
Nas regifes centrais, percebe-se a formacdo de vortices com didmetros maiores, indicando um

descolamento efetivo da camada limite.
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Figura5.2: Funcdo corrente do escoamento.

Nesta figura, nota-se 0 descolamento da camada limite ocorrendo aproximadamente a 115°.

Figura 5.3. Funcéo corrente de todo escoamento.
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A Figura 5.3 mostra a esteira de vortices completa. Aqui, nota-se 0 aumento progressivo da area
de acd0 da esteira de vértices na diregdo transversal ao escoamento a medida que se tomam

pontos mais afastados do corpo submerso na direcdo longitudinal, com posterior dissipacdo a,
aproximadamente, dezessels vezes o raio do cilindro.

5.1. COMPONENTES DO CAMPO DE VELOCIDADES

As componentes do campo de velocidades sdo obtidas através da aplicacdo das identidades

u :ﬂ_y’ v=- % . Todos os resultados aqui apresentados foram calculados a uma distancia de

1% do raio do cilindro. O gréfico seguinte mostra o perfil da componente u ao longo do
cilindro.

1.5

0.54

L1}
-1 ‘o8 0B 0.4 oz 0.2 04 o [ des T

Figura5.4: Perfil da componente u ao longo da superficie do cilindro.

Aqui, estd plotado o comportamento do perfil de velocidade na direcdo longitudina ao
escoamento principal, ao longo da superficie do cilindro. A partir de x =0, pode ser visto o inicio
das flutuacBes, resultantes da formagdo dos vortices. Aproximadamente em x=0.3 as flutuactes
comecam a aumentar, evidenciando o descolamento efetivo da camada limite. A amplitude

maxima das flutuacfes se encontra em torno de 2 vezes o valor da velocidade de entrada.
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Figura5.5: Perfil da componente v ao longo da superficie do cilindro.

A Figura 5.5 mostra o perfil de velocidade transversal a direcdo do escoamento principal.
Igualmente ao perfil de velocidade longitudinal, pode-se notar um comportamento semelhante ao
escoamento potencial na primeira metade do cilindro, porém com uma amplitude maxima
inferior. A partir de x =0 comeca aformacdo de pequenas flutuaces de velocidade. Também em
torno de x=0.3, as flutuagdes passam a ser maiores, com amplitude méxima em torno de 2 vezes

o valor da velocidade de entrada, mostrando coeréncia com as flutuagtes obtidas com o perfil de

velocidade longitudinal.

—
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Figura 5.6: Perfil da componente u ao longo dey.

Nesta figura, esta plotado o perfil de velocidades longitudinal para diversos valores de x. Para
ponto em X, a escala da abscissa varia em torno da velocidade u=1. Aqui, pode-se perceber o
aumento das flutuagdes conforme se avanga na diregdo x, acarretando num aumento progressivo
da camada limite, a partir de x =0.2 . Pode-se notar também que, para regides distantes do corpo,

a componente de velocidade longitudinal tende para o escoamento potencial.

5.2. COMPONENTES DO GRADIENTE DE PRESSAO

Uma vez obtida as componentes do campo de velocidades, € possivel extrair as
componentes do campo de pressdo a partir das equacdes de Navier-Stokes. Dessa forma,

substituindo as componentes u e v nas equagoes

Tu, Ju, Ju_ Sp, 1 % ﬂ2u0 (5.9)
TR VR TR Regﬂx w5 '

rul 4y

W, W W T, 1Y, Fyo (510
YKV Y ReE Y '

€ possivel obter expressies explicitas para as componentes do gradiente de presso 1.|TTIO j;
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Figura5.7: Gradiente de pressdo na dirego x.

Na Figura 5.7, est4 plotado o gréafico de %. Aqui, pode-se notar a tendéncia negativa das

flutuagOes a partir da segunda metade do cilindro. Para 0.2 £ x£ 04 percebe-se uma flutuacéo de
alta fregiiéncia do campo de pressdes, cujo valor médio é aproximadamente nulo; apds este
ponto nota-se uma tendéncia negativa das flutuagcdes. Cabe lembrar que as componentes de
pressdo estdo adimensionalizadas com relacdo a pressdo dindmica relativa ao escoamento

potencial, ou sgja, p=P/ruU,?, onde P € apressdo termodinamica
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Figura5.8: Gradiente de presséo na direcéo y.
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Nesta figura observa-se o gradiente da pressédo com relagdo y. Igualmente pode-se notar uma
tendéncia de flutuagtes de alta frequiiéncia com média aproximadamente nula até x=0.4. Apos
este ponto, as flutuagdes resultam em uma média notoriamente negativa. Em ambas as figuras,
pode-se observar picos nas derivadas com amplitudes relativamente altas. Isto se deve ao caréater
analitico desta abordagem, uma vez que mesmo 0s pequenos vortices sao modelados. Como os
pequenos vortices geram flutuagbes de velocidades em intervalos pequenos, € natura que
ocorram flutuagdes de pressdo com freqliéncias atas, uma vez que a mesma é gerada a partir de

derivadas do campo de velocidades.

-10

121

144

-161

OOO0OOOOC ‘hite (Flachbart,1932)
—  Smulagdo
Figura5.9: Coeficiente de Pressio (Re=6,7.10°)

Na Figura 5.9 esta plotado o coeficiente de pressdo referente a simulagdo para Re=6,7.10°.
Pode-se observar que a simulagdo acompanha a tendéncia central dos dados experimentais
coletados por Flachbart. Os valores obtidos para as flutuacdes de pressdo seréo posteriormente
utilizados para a determinacdo dos coeficientes de arrasto e sustentacdo, bem como para as
componentes das tensdes normais e tangenciais.

O surgimento de componentes flutuantes de alta freqiiéncia produzido ao longo do campo
de pressdes sugere que as solucgdes exatas da equacéo de Helmholtz contenham termos que estéo
ausentes nas solugdes das equacdes de Navier-Stokes, a0 menos no que diz respeito ao
modelamento de escoamentos laminares. De fato, uma vez que a equacdo de Helmholtz é obtida
através da aplicacdo do operador rotacional sobre as equactes de Navier-Stokes, € natural que
suas solugdes exatas contenham funcgdes pertencentes ao espaco nulo desse operador. Esse fato

sugere que um novo modelo de turbuléncia possa ser formulado para as equacdes de Navier-
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Stokes, que consistiria ha inclusdo de termos pertencentes ao espaco nulo do operador rotacional
sobre as equacdes em sua forma original, a fim de produzir as componentes flutuantes do campo
de velocidades. Ao aplicar o operador rotacional sobre as equacbes de Navier-Stokes, esses
termos seriam automati camente anulados, de modo que ndo surgiriam novos termos na equacdo
de Helmholtz decorrentes da implementacéo desse modelo de turbuléncia. Em outras palavras, a
inclusdo desses termos flutuantes sobre as equacdes de Navier-Stokes ndo violariam a equacéo
de Helmholtz. A formulacdo de modelos de turbuléncia baseados na inclusdo de termos

pertencentes ao espaco nulo do operador rotacional sera objeto de estudo em trabal hos futuros.

5.3. TENSOES NORMAIS E TANGENCIAIS

Segundo Schlichting (1960), os componentes do campo de tensdes podem ser obtidas a partir

das seguintes expressoes:

2 &u Jvo Tu
m_

=-p, - —Me— +t—a+2 , 5.11
S, =-p, SmSﬂx Ty oM (5.11)
p . 2u V6, v
s,=-p, Smgﬂx+ﬂy5+2mﬂy’ (5.12)
&u  Tvo
t, =Me—+—=. 5.13
S SRR P 513

Nestas equagles, p,,p, correspondem as pressdes termodindmicas nas diregdes x e,

respectivamente. Estes valores sdo obtidos a partir da integracéo das expressoes referentes aos

gradientesdepressdioem x ey.
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Tabela5.2: Vaor de tensbes normais e cisalhante (Re=1"10°).
X s, s, "

0.05 0.02108883908 0.1659469845 0.2147182651
0.10 -0.01397299136 0.1471427192 0.2206851297
0.15 0.05369907181 2.836795882 0.2092742225
0.20 0.04383432493 2.958981924 0.22428837%4
0.25 0.1077756247 6.071673375 0.2042619758
0.30 0.1892124241 1.432912807 0.2272464486
0.35 0.5316612615 5.588578019 0.2386327526
0.40 0.4751844350 0.5907809058 0.1227498655
0.45 1.534177289 0.2578483210 0.2631477794
0.50 0.7752306308 1.469698288 0.2037237289
0.55 3.206445337 -0.2991037124 -0.3206916201
0.60 4.332063252 0.5780171795 0.09795138294
0.65 4.555523990 0.1507599158 0.1509498913
0.70 4.227177846 -0.000746524203 0.1206442280
0.75 2.636021270 0.00108029289 -0.06684362932
0.80 1.140696160 -0.001482771863 -0.08241808530
0.85 1.337071683 0.00002112900404 -0.2633039952
0.90 0.5701452634 -0.000039159006 -0.2254517212
0.95 -0.000092551373 -0.0001357270308 -0.00002773984869

Nesta tabela, estdo especificados alguns valores referentes as tensdes normais e tangencial,

referentes a0 primeiro quadrante do cilindro (0£x£L0£y£1). Aqui os valores estéo
referenciados com respeito ao eixo X, porém € possivel obter a coordenada y correspondente
fazendo y=+/1- x2 . Analisando os nimeros da tabela, pode-se se observar flutuacdes nas tensdes

decorrentes da presenca de pequenos vortices junto a parede. Porém, observa-se uma tendéncia

coerente dos valores para as tensdes. as tensdes s, possuem um valor pequeno em regides do
cilindro referentes ao ponto (x=0, y=1), bem como atensdo s, possui valores atos em torno

deste ponto. Por sua vez, as tensbes cisalhantes possuem valores altos nos pontos onde o
escoamento passa mais tangencialmente ao corpo submerso, diminuindo a medida que se

caminha para 0 ponto (x=1 y=0); da mesma forma que a tensdo normal em x aumenta e a

tensdo normal em y diminui. Outro ponto a ser destacado € que todas as tensdes caem para um
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valor pequeno para pontos na vizinhanca de x=0,y=0. Isto decorre do fato de que neste ponto

existe uma relativa diminuicdo dos valores das componentes da velocidade, consequentemente,

as tensbes sdo iguamente baixas. Vale lembrar que as tensdes foram obtidas através do campo

de velocidades e de presséo adimensionais.

5.4. COEFICIENTES DE ARRASTO E SUSTENTACAO

Os coeficientes de arrasto e sustentacdo podem ser calculados com base nas expressoes

2F,

Cp =—5—,
ru,“A
2F

C =—%—.
ru,“A

(5.14)

(5.15)

Nestas equagOes, F, e F representam a forga de arrasto e sustentacdo,respectivamente. A forca

de arrasto é calculada com a utilizaco da expressdo para o gradiente de presséo na direcéo X,

uma vez que a forca na direcdo longitudina é o resultado da integragcdo da pressdo com relacéo

ao elemento de area referente a superficie do corpo submerso. Da mesma forma, o coeficiente de

sustentacéo € calculado integrando-se o gradiente de pressdo na direcdo y.

0.67
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Figura5.10: Coeficiente de Arrasto.
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NaFigura5.10, esta representada a comparacéo entre a simulacéo realizada para o coeficiente de
arasto em um cilindro liso infinito e os dados experimentais coletados por Flachbart
[White,1974] para diferentes niumeros de Reynolds. Os coeficientes de arrasto calculados
apresentam bons resultados para faixas acima do niimero de Reynolds critico (Re3 6,7.10%),
onde a camada limite do escoamento é turbulenta. Para faixas de Reynolds abaixo do valor
critico, observa-se uma discrepancia dos valores experimentais. Este fato deve-se a condicéo
inicia utilizada para a simulagéo, a qual foi aplicada com o intuito de simular escoamentos para
altos nimeros de Reynolds. Porém, é possivel obter valores coerentes para o coeficiente de
arrasto mesmo para regides abaixo do Reynolds critico, bastando para isso que se aplique uma
nova condicdo inicial ao sistema, agora objetivando simular escoamentos em regime laminar ou
escoamentos em transi ¢ao.

5.5. VALOR MEDIO DA COMPONENTE DE VELOCIDADE

Os vaores médios das componentes flutuantes do campo de velocidades foram coletados

ao longo da parede do cilindro, a uma distancia de 1% do raio, com Re=6,7.10°.

Tabela5.3: Vador médio da componente u de velocidade.

X u u

0. 1.986220504 0.6531159/05
0.1 1.948435848 0.6169717495
0.2 1.901092782 0.5760864060
0.3 1.753942948 0.6232644415
0.4 1.514085276 1.052873826
0.5 1.640062432 1.141510054
0.6 1.206258766 0.6739088140
0.7 1.190285673 1.228632878
0.8 0.8037262325 0.7313471000
09 0.3944434165 1.026513062
10 0.05973710050 1.284120557

Nesta tabela, pode-se observar que nos pontos onde existe uma diminuicdo da vel ocidade média,

como por exemplo, em x=0.4ouem x=0.9 e 1.0, a flutuagcdo média correspondente aumenta,
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evidenciando uma maior incidéncia de vortices nestes locais, e consequentemente uma maior
dissipacdo de energia. Os valores médios contidos na Tabela 5.3 foram calculados conforme as

seguintes expressoes:

1 ¥
T=—3 u 5.16
Sau (5.16)
1 ¥
U=—- u -u 5.17
or & (U 1) 617

onde Dt™ = Dt.ULzle Dt=1.

¥

O intuito com a realizacdo deste trabalho esteve focado na metodologia analitica para a
solugdo das equagdes que regem o escoamento e fluidos viscosos para altos nimeros de
Reynolds. Apesar de ter-se obtido resultados animadores resolvendo-se a equacao de Helmholtz
bidimensional, cabe lembrar que a turbuléncia € um fenbmeno caracteristicamente
tridimensional; dessa forma, para que se obtenha uma simulag&o realista do processo turbulento,
a abordagem tridimensional da equacdo de Helmholtz é inevitavel. A proposta inicial, relativa a
simulagdo bidimensional de escoamentos flutuantes, sempre esteve embasada na necessidade de
uma abordagem metodol 6gica intermediéria, capaz de ser extensivel para casos tridimensionais.
Embora os resultados obtidos estggam dentro das ordens de grandeza observadas
experimentalmente, a maior contribui¢éo deste trabalho diz respeito ao estabelecimento de uma
linha metodoldgica, analitica, capaz de gerar solugdes que simulem escoamentos Viscosos, com
garantia de extensdo para abordagens tridimensionais, como mencionado em secdes anteriores. A
extensdo do método para escoamentos tridimensionais estéa embasada no conceito de simetrias: a
idéia central é utilizar as solucdes geradas para casos bidimensionais como ponto de partida para

a obtenc&o de simetrias que englobem solugdes de casos tridimensionais.



59

6. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Como sugestdes para trabalhos futuros, as seguintes atividades podem ser executadas,
tomando como ponto de partida a solucéo exata bidimensional e os grupos de Lie disponiveis na

literatura:

1) Aplicagéo das solucdes obtidas para diferentes geometrias.

2) Aplicacdo das solucdes para escoamentos multicorpo.

3) Extensdo do método para o caso tridimensional, utilizando as simetrias de Lie disponiveis
na literatura.

4) Formulagdo de modelos de turbuléncia para as equacOes de Navier-Stokes que ndo
violem a equagédo de Helmholtz em trés dimensdes ou, como aternativa, investigacdo de

fendbmenos em microescal a que eventual mente possam justificar essa violagao.

A simulagdo de escoamentos em torno de corpos com diferentes geometrias objetiva
estender a aplicacéo das solugdes para casos de escoamentos em torno perfis aerodinamicos e
irregulares. Como visto na descricdo do método, € possivel obter solucbes que simulem
escoamentos em torno de corpos submersos com geometria arbitréria através do gjuste das
paramétricas que descrevem o contorno do corpo. A obtencéo de solucdes para escoamentos
multicorpo € igualmente um importante assunto a ser explorado, principalmente no que diz
respeito a escoamentos em banco de tubos, com aplicacdo direta nas areas de projeto e
dimensionamento de trocadores de calor, bem como no dimensionamento termo-hidréulico
de reatores nucleares.

A extensdo da metodologia para a obtencdo de solugbes que simulem escoamentos
tridimensionais € um importante tema a ser estudado e um campo quase inexplorado com
relacdo a abordagem analitica para a obtencéo de soluces exatas. Através da aplicacéo de
métodos analiticos baseados em simetrias, € possivel estender os resultados obtidos neste
trabalho para o caso tridimensional através da aplicacdo dos grupos de simetria referentes a
transformagao de solugdes bidimensionais em solugdes tridimensionais [ | bragimov, 1995].

A formulacéo de model os de turbuléncia que néo violem a equagéo de Helmholtz em trés
dimensbes ou a investigacdo de ferdmenos que possam justificar essa violagdo decorre do
surgimento de componentes flutuantes de alta freqiiéncia agregados ao campo de pressoes. A

presenca dessas flutuagbes de ata freqiéncia sugere que um novo modelo de turbuléncia
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possa ser formulado para as equactes de Navier-Stokes. Esse modelo implicaria na inclusdo
de termos pertencentes ao espaco nulo do operador rotaciona sobre as equagdes de Navier-
Stokes, para representar as componentes flutuantes do campo de velocidades. Ao aplicar o
operador rotacional sobre as equacbes de Navier-Stokes, esses termos seriam
automaticamente anulados, de modo que ndo surgiriam novos termos na equacdo de

Helmholtz tridimensional decorrentes da inclusdo do modelo de turbuléncia
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APENDICES

APENDICE A

Invariancia da Equacéo de Laplace frente a uma transformagdo conforme.

Tomando o Laplaciano

Para a mudanca de varidvel, temos que:

T Ju_ T v uﬂwﬂ

1% Tu fx ﬂVﬂx “u v

2 2 2 2
eoterno com relagdo ay fica
B 0 T 16 P | AW .
My y
Iy fufy vy Tu v
2 2 2
() Ty, Ty Py Ty T

(VRRG ¥

Substituindo a equagéo (A.2) e (A.3) naequacdo de Laplace temos:

2 2 2
uzﬂf+uxxﬂf+ T PRI i AT LRVILR I NV LW
Tu? Tu 2 wv "o T Y 7w

1 f 1 f
22UV

X quv Y ufv

X XX

=0

LA Y AT T fif 1°f
ﬂUZ (ux +uy )+ﬂV2 (VX +Vy )+R(V>°<+Vyy)+ﬂ_u(uw +UXX)+2ﬂuﬂV(uXVX +vay) =0
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(A.2)

(A.2)

(A3)

(A.4)
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Derivando as condic¢es de Cauchy-Riemann, nas variaveis X e 'y, resultam nas seguintes

expressdes parau ev:

u, +u, =0
v v =0 (A.5)
XX W
Substituindo na equacéo (A.4), obtém-se
L APATS i AP T f
—(u, +u, )+ Vo+v,S ) +2 uv, +uv, =0
‘Huz(x y) ﬂVZ(X y) ﬂUﬂV(XX yy)
gue pode ser escrita como
ot Tfo, , .,
Gyt a2 )= (A8)
Considerando f (2) =u+iv, aequacdo (A.6) tomaaforma
2’ f 'ﬂzf':o'( ()2
7 Al @) =0 (A7)
4]

A forma da equacdo (A.6) explica o fato de Transformacdo Conforme exigir que

f'(2) * 0, poiscaso contrario, ainvariancia da equacdo de Laplace ndo estaria garantida
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APENDICE B

Ortogonalidade entre as isolinhas de uma funcéo de variavel complexa

Sendo

f(z)=f (x.y)+iy (xy)

e tomandof =c, ey =c, como sendo as respectivas curvas das parcelas real e imaginéria, e

tendo o vetor normal a curva c, como sendo ?]”l “ﬁ’—? a ortogonalidade pode ser mostrada
X Y g
fazendo:
Rif Ry = Ty APty (B.1)
ix Ix Ty Ty

Aplicando as condigbes de Cauchy-Riemann

T _fy
™x Ty
w_ Ty
Ty fix

A equacdo (B.1) fica

Nf Ny :EﬂL+EM:- EE +E£:O

(B.2)
x I Ty Ty ™xqy 9y x

A equacdo (B.2) mostra que 0s vetores normais as curvas ¢, e ¢, sdo também mutuamente

ortogonais.
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APENDICE C
Obtencédo da equacdo de Helmholtz.

A equacdo de Helmholtz é obtida através da aplicagdo do operador rotacional no sistema
Navier-Stokes. Para o caso de regime transiente, bidimensional e incompressivel, as equacdes de
Navier-Stokes tém o seguinte formato:

2 2
ACR v CHE (2 1eﬂ“+‘"‘2‘ﬂ (C.1)
Tt & Ty & REN Wy

2~
ﬂ+uﬂ+vﬂ:-i£ ieﬂv+ﬂvﬂ, (C2)
Tt ™ fy rfy Re&W fy’q

onde ? corresponde a massa especifica do fluido e Re corresponde ao NUmero de Reynolds do

escoamento.
Aplicando o operador rotacional nas equacdes (C.1) e (C.2), obtémse

UCHS eﬂuﬂu T o eﬂvﬂu Tut- _1Tp. 1éTu Tuu
) wt K= k- —g———73 +—k (C3
Tyt eﬂy ﬂX ‘ﬂy‘ﬂxu ﬂys w3 (C3

V—= 70
STy M4 r YIx  Regly®

2 2 ~ 2
Tu - e‘ﬂu‘ﬂv v eﬂv'ﬂv+ ‘ﬂng_ 1‘|1pR 1e'|13\/+ ﬂ3\/23k (C.4

+ —_— —_
o B X el Ay iy T Ty Re&ne  TxiyZ 4

onde k representa a componente do vetor na diregio z.
Somando as equacdes (C.3) e (C.4), e reagrupando os termos, resulta em

1 v ‘Huo u éfv ‘ﬂuu+ue‘ﬂv 'ﬂzuu ﬂve‘ﬂv ‘ﬂuu

HEIX Typ e Tyh G Tkt e il
eﬂv ﬂuu 1611 v fué, T &ﬂv ﬂuf’%‘
wiTezcw o U . (C5)

é'"" ﬂ“u* =w (C.6)
X Wi



67

onde V =ui +v], aplica-se a mesma na equacdo (C.5), obtendo-se

o, S, T, OTu VO 1,

ftu—S+tV—=HW, a—t+— 1= —
Mt Tx Ty éx fya Re

(C.7)

O termo entre colchetes na equacéo (C.7) € nulo, pois corresponde a equacdo da continuidade,

Com isso, aequacéo (C.7) tomaaforma

Wy Wy W2 ) R (C.8)

T % v

e corresponde a equacdo de Helmholtz bidimensional em regime transiente para escoamento

incompressivel.
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APENDICE D
Obtencéo da solucéo Formal.

Para equactes na forma

T _ar, (D.1)

It

onde A é um operador linear, € possivel obter uma solugdo para f tratando A como um

parametro. Assim, a soluc&o pode ser obtida viavariaveis separavels, resultando em

f=e"[f]. (D-2)

onde f,corresponde a condigdo inicial do sistema fisico. A dificuldade de utilizagdo desta
solucdo diz respeito a exponencial do operador A, a qual € aplicada sobre a fungdo inicia f,,
pois nem sempre € possivel se obter uma solucéo explicita para a funcéo f. Uma forma de gerar

solucdes a partir de (D.2) é expandindo afungdo em série de Taylor, o que resultaem

ég t* U
f:éaEAkao, (D.3)
Ek=0 - u

onde A‘ representa as poténcias do operador A, isto & o nimero k de vezes em que o operador
seré aplicado sobre afuncéo f,.

Atualmente, a pesguisa na area de solucdes formais esta voltada para a obtencéo de
aternativas que viabilizem sua utilizagdo (Datolli et a, 1998),. Uma alternativa a expansdo da
solugdo (D.2) em série de Taylor é a introducdo de fungdes auxiliares que possibilitem
simplificar a aplicagdo das poténcias do operador A sobre a condigdo inicial. Uma destas
aternativas € objeto do método utilizado neste trabalho, ade a introducéo da autofuncdo do
laplaciano como func&o auxiliar possibilita a obtencdo de uma solugéo explicita via solugéo

formal.
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APENDICE E
Comutatividade dos operadores A e B.

Para que 0 processo iterativo possa ser aplicado nas equacdes geradas pelo Split, é
necessario que [A, B] =0, ou sga, os operadores A e B devem comutar. Como exemplo, a

equacao

+— (E.D)

pode ser resolvida com a aplicacéo do Split, resultando no sistema

i Af =Q
iBf o (E.2)
i Bf =Q
2 2
onde A:#+% e B -1 . A comutatividade do sistema (E.2) pode ser verificada aplicando
X y
_®T | Toetu T T
ENC Y BTt BNt TyATe
, (E.3)
A Q2 2 3 3
BA_ae‘H oe v Fu_ 9 1

= + = +
EMgee  Ty2h T Tty
O queimplicaem [ A B] =0.
A condicdo de comutatividade pode ser demonstrada da seguinte maneira: tomando o

sistema

A =Q, (E4)
Bf =Q; (E.5)

aplica-se o0 operador B em (E.4) e o operador A em (E.5), 0 que resultaem
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i BAf =BQ
i . (E.6)
1 ABf = AQ
Subtraindo as equacdes do sistema (E.6), obtém se
BAf - ABf =BQ- AQ. (E.7)
Invertendo o sinal da equacéo (E.7) resultaem
AQ- BQ= ABf - BAf =[AB] f (E.8)

Assm, [A B f=0 implicaem AQ- BQ=0. Este resultado possibilita aimentar a fonte Q

com a prépria solucéo do sistema gerado pelo split, 0 que resulta no processo iterativo

1A=
TBfk+1: fk .

(E.9)
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APENDICEF
TRANSFORMACOES CONFORMES

A aplicagdo das transformagdes conformes consiste em um mapeamento de pontos entre
dois dominios distintos. Seu objetivo é transformar a geometria do dominio original em uma
outra geometria. Esta transformacéo € conseguida através da aplicacdo de uma funcdo analitica
navariavel complexa (DETTMAN, 1965; NEHARI, 1952; FIGUEIREDO, 1963).

Para exemplificar o método, vejamos o caso da fungdo f (z) = z*. Esta fungio pode ser
expressa em termos das coordenadas cartesianas (x, y) fazendo z=x+iy, e, subgtituindo na
equacdo origina, resulta em f(2) =(x+iy)® =x*- y?+i(2xy) =u(x,y) +iv(x,y), sendo
expressa também em termos das variaveis ue v.

Define-se entdo um ponto arbitrério no plano w como sendo w=u(x,y)+iv(x,y)e
tomando-se uma reta horizontal no plano z ou sga, Yy =cte (fig. 4.1.89) e aplicando a

transformac&o acima descrita, obtémse uma nova geometria no plano w (fig. 4.1.b):

Plano z Plano w

24 2

22 ®
1 o W

0.1

A 080604029 0204 08508 1
X

(fig. F1.a) (fig.F1.b)

FiguraA 1: Transformacdo conforme aplicada ao plano z geraa curva do plano w.

Neste caso, foi aplicado uma transformacéo através da funcdo f (z) = z* no plano z de forma
gue ocorresse uma mudanca entre 0s pontos correspondentes do plano z para o plano w.

Segundo Dettman (1965), para que uma transformagéo possa ser conforme, existem dois
requisitos que precisam ser satisfeitos:

1°- A fungdo f (2) aplicada no plano z precisa ser analiticano dominio.

2° - A derivadadafuncdo f(z) ndo podeser nulaie, f (2t 0
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Qualquer transformacao de variavel complexa que satisfaca estes dois requisitos € dita conforme,
tendo como caracteristica o fato de preservar a estrutura da equacéo de L aplace frente a mudanca

de variavel (ver apéndice A).

CONDICOES DE CAUCHY-RIEMANN

Outra caracteristica de uma transformacéo conforme € o fato de ela preservar os angulos de
um elemento de area frente a uma transformacado. Isto significa que a malha de um determinado
dominio preserva seus angulos quando mapeada em outro dominio. Segundo Dettman (1965),
esta propriedade decorre diretamente das condi¢fes de Cauchy-Riemann: tomando z = x+1iy,
qualquer funcdo desta varidvel complexa pode ser expressa como f (z) =u(x,y) +iv(xy). A

derivada desta funcdo pode ser representada por

f(z+Dz)- f(2) _ im u(x +Dx,y+Dy)+iv(x+Dx, y+Dy) - (u(x,y] +iv(x,y))
Dz T D@0 Dx+i Dy .

=l
Paraque f(z) sgaandlitica, este limite deve existir independentemente de como Dz tenda para
zero, seja pela aproximacao por x ou pela aproximacéo por y. Assm, fazendo Dy tender a zero

antes de Dx, resultaem

£ @ = lim u(x+Dx,y)- u(x,y)+igv(x+Dxy)- v(x,y)g:ﬂ_uﬂﬂ
1 DX® 0 Dx ™ I

Por outro lado, fazendo Dx tender a zero antes de Dy, obtémse

LGy D) u(xy)+ig(xy+y)- v(xY)E_

- |M+ﬂ

A iDy vty

Paraque f(z) sgjaanalitica, f'(z) deveser Unica assm f,'(z)= f,'(z). Isto implicaem

Tu_ v
x Ty’

Ju__ v

fy  x
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Estas equagdes séo conhecidas como condi¢des de Cauchy-Riemann e necessariamente precisam
ser respeitadas em qualquer funcdo de variavel complexa. Estas condices também garantem a

ortogonalidade entre as isolinhas de uma funcdo de variavel complexa (ver apéndice B).

PARAMETRICAS QUE MAPEIAM O DOMINIO.

A descricdo das transformacdes conformes apresentada até este momento se refere aos
casos onde afuncdo f (z) aplicada na transformecdo € conhecida, ou sgja, aplica-se a fungdo no
dominio original de forma a obter o dominio transformado. Porém, para problemas praticos em
engenharia, muitas vezes € necessario estabelecer uma forma de determinar qual a funcéo f (2)
responsavel pelo mapeamento entre dois dominios ja conhecidos, ou segja, transformar o dominio
origina em algum outro dominio (conhecido) que facilite a solugdo. Para que este tipo de
abordagem possa ser realizado, € necessaria a aplicacdo das fungdes paramétricas, as quais sdo
responsaveis pelo mapeamento entre os dominios dos planos. As paramétricas que mapeiam o
dominio podem ser vistas como a fungdo pela qual se dard atransformacéo conforme. Esta etapa
do processo pode exigir tratamento numérico, consistindo no gjuste de curva dos pontos do
dominio original. A transformac&o conforme realizada neste trabalho consiste em transformar o
dominio original de um determinado problema em um semi-plano y positivo. Isto significa que
independentemente do formato do dominio original, este sempre sera transformado em uma reta
horizontal no plano w.

As paramétricas podem ser determinadas percorrendo-se o contorno do dominio original e

relacionando-o0s com os pontos desegjados no dominio transformado.
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Plano z Planow
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4 [
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FiguraA 2: Ajuste das paramétricas.

Para que o levantamento das paramétricas sgja efetuado, € necessario um mapeamento entre 0s
pontos do contorno nos plano z e plano w. Para isso utiliza-se o parametro u, a fim de determinar

afuncéo que correlaciona 0s pontos de um contorno no outro.
Pelo gjuste de curva surge entdo duas funcbes dependentes da variavel u,

i X =X(u)
I

|
fy=y()

Para a determinacdo das paramétricas no interior do dominio, basta fazer a substituicdo da

variavel u por u+iv, afim de garantir que as funcdes gjustadas respeitem as condicbes de

Cauchy-Riemann. Assm,

i X =X(u+iv)

!
|

Ly =vy(u+iv)

Uma vez obtida as funcdes paramétricas, aplicase as mesmas aos pontos do plano z onde
z=X(u+iv)+iY(u+iv). Assim, os pontos (x, y) sd0 determinados extraindo-se a parte real e

imagindria, respectivamente, isto €,
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A transformacdo conforme via paramétricas pode ser utilizada para introduzir a
rugosidade do corpo submerso. Uma vez obtida a solucdo que mapeie o formato original do
corpo submerso em um outro formato qualquer, é possivel aplicar-se uma segunda
transformacdo, agora utilizando as paramétricas, a fim de descrever a rugosidade no contorno do

corpo, onde as paramétricas sao determinadas conforme a rugosi dade desejada.
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APENDICE G
INTRODUCAO A APLICACAO DOS GRUPOS DE LIE

O grupo de Lie responsavel pela transformacdo de uma solugcdo bidimensiona em uma

solucdo tridimensional para o sistema Navier-Stokes € dado por

X fu Tp

1 1 1

V, = a,(t)— +a,'(t)—- —

r=a (g rat)g - va (g

| 1 1

V. =a,(t)—+a,'(t)—- za,"(t)—

v=a (1) g (g 2 (0
Vg:2tl+xl+yl+z_ﬂ_u_ﬂ_v_ﬂ _Wi_Zpl
t X "% ® W v Iw Te

onde a, (t) sdo funcdes arbitrérias, a,' e a," S0 as respectivas derivadas primeira e segunda
Os operadores V, a V,, que formam o grupo de Lie, sdo utilizados na obtencéo de novas

solucdes exatas para as equactes de Navier- Stokes através do processo descrito no apéndice H.
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APENDICE H
PROCESSO DE APLICACAO DO GRUPO DE LIE

A fim de empregar solugdes exatas de uma dada equacéo diferencial para construir novas
solugdes exatas, podem ser utilizados os chamados Grupos de Lie (Olver, 2000). Do ponto de
vista operacional, grupos de Lie sdo conjuntos de operadores diferenciais de primeira ordem,
denotados por v; , e chamados geradores infinitesimais do grupo de simetria admitido pela

equacao diferencial, que possuem a seguinte propriedade:
e f(xy,..)=9(xY..) (H.1)

Essa propriedade pode ser traduzida em termos operacionais da seguinte forma: a aplicacéo da
exponencial de um gerador sobre uma solucéo exata f produz uma nova solucéo exata, dada por
g. Para aplicar esses operadores sobre uma solucéo, pode-se expandir a exponencial em série de
Taylor, produzindo poténcias desses operadores, que entdo sdo aplicadas sobre f gerando uma
solucdo em série para a fungdo g. Entretanto, esse processo pode se tornar computacionalmente
invidvel, caso a série obtida venha a convergir lentamente. A fim de contornar dificuldade,
foram formuladas regras para a aplicacdo de exponenciais de operadores de primeira ordem
(Dattoli, 1998), cuja descricdo suméria € apresentada a seguir.

A principal propriedade dos operadores exponenciais, da qual se origina toda a Algebra

deLie, consiste em umale de deslocamento:

LRy
dx

e f (x) = f (x+a) (H2)
é

C>C c

onde a é uma constante. Essa propriedade é verificada utilizando a expansdo em série de Taylor

para 0 operador exponencia presente no membro esquerdo de (H.2):

d
a—

%dx
é

(=4

o k! =f(x+a) (H.3)

[ { ey el
Q.
><

Dessa expansdo também decorre indiretamente a seguinte propriedade
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z d ~
& 5t (x) = fg(a+h(x))y (H.4)
e O

onde g representa uma funcéo arbitréria de x, e h é definida como

Essas propriedades sdo vélidas também para fungdes de mais de uma varidvel. Como exemplo,

Tial

ot (xy) = f(x+a,y+b) (H.6)
a

onde a e b sdo constantes. Assim, a partir de uma determinada solugdo exata de uma equagéo

diferencial e apartir de um operador diferencial de primeira ordem na forma

Vi =g (%Y, z)%+ gz(x,y,z)1?—y+ 9:(% Y, z)%+ (H.7)

€ obtida uma nova solugdo exata, com o auxilio das regras deduzidas por Dattoli .
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APENDICE |
ANALISE DIMENSIONAL REFERENTE A SOLUCAO (3.67)

As constantes arbitrérias contidas na solucéo (3.67) sdo determinadas com o auxilio da

andlise dimensional do argumento da funcdo arbitraria f,. A fim de garantir que este argumento
sgja adimensional, é necess&rio que a unidade das constantes a, e b sga []/m] , asim como é
necessario que a unidade de a, sga g]/ mZH. Considerando f, como sendo uma fungéo

oscilante, conclui-se que as constantes a, e by correspondem ao nimero de onda da fungéo, bem
como a, corresponde ao quadrado do mesmo. Dessa forma, é possivel aplicar a condi¢éo inicial

determinando-se o tamanho dos voértices a partir do nimero de onda da funcéo e utilizar a
estimativa do raio médio dos vortices descrita no capitulo 3.4 a fim de relacionar o nimero de

onda com o nimero de Reynolds.



