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REsSUMO

Neste trabalho, apresentamos um algoritmo que nos permite decidir quando

derivagoes de k[z,y|, do tipo Shamsuddin (isto é, derivagoes da forma
Oy + (a(z)y + b(z)) 0y,

onde a(x),b(z) € klz] e k é um corpo de caracteristica zero) sdo simples.

Provamos também a simplicidade das derivagoes do tipo quadrdticas
Ap =0, + (?JQ — p())0y,

quando k é um corpo algebricamente fechado, onde p(z) € k[x] é um polindémio

de grau impar.
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ABSTRACT

In this work, we present an algorithm that allows us to decide when

derivations of k[z,y| of Shamsuddin type (that is, derivations of the form
Oy + (a(z)y + b(z)) 0y,

where a(x),b(z) € k[z] and k is a field of characteristic zero) are simple.

We also prove the simplicity of derivations of quadratic type
Ap =0, + (?JQ — p())0y,

where k is an algebraically closed field and p(z) € k[z] is a polynomial of

odd degree.
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1 INTRODUCAO

Sejam k um corpo de caracteristica zero, 1, ..., x, indeterminadas sobre
ke k[, ..., x,] 0 anel de polinomios sobre k. Denotamos por Endy, (k [x1, ..., z,])
a algebra dos endomorfismos lineares de k[zy, ..., x,]. Exemplos de elemen-
tos pertencentes a esta algebra sdo os operadores T;, cuja acao sobre um
polinémio de k[z1, ..., z,,] ¢ dada pelo produto pela indeterminada z;. Também
sao elementos de Endy (k[z1,...,z,]) os operadores 0, ..., 0y, definidos por
0;(f) = 0f /0x;, para todo [ € k[, ..., x,].
A n—ésima Algebm de Weyl sobre k é definida como sendo a sub-algebra
de Endy, (k [z1, ...,x,]) , gerada pelos operadores lineares 71, ..., T, € 01, ..., Op.

Denotaremos a mesma por
A, = K[T1, ., 7] (01,0, Op) -
Uma derivagao de k[z1, ..., x,] é uma aplica¢ao
d:klzy,...,x,] — klz1, ..., 2]

que satisfaz

(i) d(a+b) =d(a) + d(b)
(ii) d(ab) = d(a)b+ ad(b),

para todos a,b € k[x1, ..., x,] . Prova-se que toda derivacgao de k [z1, ..., z,] é
da forma a0, + a0y + ...+, 0y, com «; € k[xy, ..., x,] paratodoi = 1,...,n.
Uma derivagdo d de k|[xy,...,z,] é dita simples se nao existem ideais
préprios de k[xy, ..., x,] estdveis por d.
Dado o importante papel das Algebras de Weyl, é natural tentar conhecer
sua estrutura. Sobre ideais maximais ciclicos da algebra de Weyl conhecem-se

j& os seguintes resultados:



Teorema 1.1 ([4], Corollary 3.3) Seja d = 01 + a0s + ... + a,,0, uma
derivagao de klxy,...,x,], com o; € kl[xy,...,x,] , para todo i = 2,....n.
Suponha que existe v € klxy,...,x,] tal que A, - (d + ) é um ideal mazi-
mal a esquerda de A,. Entdo d é uma derivacdo simples se o € klx1, ..., 74,

para todo i = 2, ..n.

Corolario 1.2 Seja d = 01 + ax0>  uma derivagio de klxy,z3], com
ay € kl[zy,xe]. Se v € klxy, 23] € tal que Ay - (d + ) € um ideal mazimal a

esquerda de Ao entao d é simples.
O resultado a seguir garante a validade da reciproca do corolario acima:

Teorema 1.3 ([1], Main Th.) Seja d = 0 + ay0s uma derivacao simples
de k[z1,xs], com ag € k[xy, x5 Entdo existe v € kl[xy,xs] tal que Ag - (d+ )

€ um ideal maximal a esquerda de A,.

Estes resultados nos mostram que o problema de se gerar ideais maxi-
mais para k[z;,xs] é bastante contemplado se sabemos reconhecer se uma
dada derivacao é ou nao simples. Apesar de saber-se ser simples a maioria
das derivagoes de k[xq,x2], o problema de saber-se reconhecer se uma dada

derivacao é ou nao simples nao é amplamente resolvido.

O objetivo deste trabalho é:

- provar a simplicidade das derivacoes do tipo quadrdticas
Ay =0, + (y* — pl(a))0,,

quando k é um corpo algebricamente fechado, onde p(z) € k[x] é um polindémio
de grau impar
- apresentar um algoritmo que nos permite decidir quando derivacoes de

k[x,y] do tipo Shamsuddin sao simples.
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Tais resultados sao devidos a A.Maciejewski, J.Moulin-Ollagnier e A.Nowicki,

e podem ser encontrados em [5] e em [6].

Esta dissertagao estrutura-se entao da seguinte forma:

No capitulo 2, introduzimos algumas defini¢oes e resultados que sao 1teis
ao desenvolvimento deste trabalho. Em especial, tratamos de algumas ex-
tensoes de uma derivacao.

No capitulo 3, estudamos extensoes de uma derivagdo d de R a RJt] e
provamos o Teorema de Shamsuddin, principal resultado deste capitulo, que
nos da condicoes de decidir se conseguimos manter a simplicidade quando
estendemos uma derivagao simples de k[z]| a k[z,y]. Definimos derivacoes de
Shamsuddin e apresentamos um algoritmo que nos permite decidir se uma
derivacao de k[z,y] do tipo Shamsuddin é ou nao simples.

No capitulo 4, definimos polinomio de Darboux para uma derivacao de
k[x,y] e apresentamos a relagao entre simplicidade e existéncia de polinémios
de Darboux, bem como a relagao entre existéncia de polinomios de Darboux e
existéncia de solugoes algébricas para certas equagoes diferenciais de primeira
ordem com coeficientes em k(z).

No capitulo 5, considerando ainda a equagao de Riccati da forma
t'=1t*—p(z),

onde p = p(x) é um polindomio pertecente a k[z], provamos que, no caso de
k ser algebricamente fechado, suas solugoes em m (cuja existéncia, como
sera mostrado no capitulo 4, esta relacionada com a simplicidade da derivacao
O: + (y* — p(x))d,), ja sdo elementos de k(x).

Finalmente no capitulo 6, abordamos a simplicidade das k—derivagoes de

k[x,y], da forma
Ay = 0: + (y* — p())0y,



onde p(x) € klz] e provamos o resultado mais importante deste trabalho:
se p(z) é um polinémio nao nulo de grau impar, entdo A, ¢ uma derivacao

simples. Provamos também que nenhuma derivagao d de k[z,y| da forma

0 | o

d=—+ (y* — 2*™ + ma™ m € N*.
Oz

0
1 —
)5
¢é simples .

Em todo este trabalho, denotamos por

e L um corpo de caracteristica zero (que, a partir do Capitulo 5, passa

a ser considerado algebricamente fechado);

e k[x] o anel de polindmios com coeficientes em k a uma variavel, con-

siderando grau 0 = —oo;
e k[x,y] o anel de polinémios com coeficientes em k a duas varidveis;

e k(x) o corpo das fungdes racionais com coeficientes em k em uma

variavel x;
e k(x) o fecho algébrico de k(x);
e cfR o corpo de fragoes de um dominio R;

e Rp a localizacao de um dominio R pelo sistema multiplicativo deter-

minado por um ideal primo P de R, isto é,
c
Rp:{—\SER\P, CER};
s

° %, o operador derivada em relagao a variavel z no anel k[z];

f = % a derivada de f € k[z];



0
9 e En os operadores derivadas parciais em relacao as variaveis = e
T Y

y, respectivamente (ou ainda, resumidamente, d, e d,) no anel k[z, y].

n,m
Finalmente, por facilidade de escrita, denotamos simplesmente por )
©,J=0

o duplo somatério > > .

1=0 j=o0






2 PRELIMINARES

Neste capitulo, estabeleceremos varios resultados que serao uteis para os
resultados principais. Tomaremos a liberdade de, em alguns deles, omitirmos

sua demonstragao.

Definicao 2.1 Seja S um anel. Uma aplicagao d : S — S ¢é dita derivagcao

de S, se para todo a,b € S, d satisfaz
(i) d(a+b) =d(a) + d(b)
(i1) d(ab) = d(a)b + ad(b),

Proposicao 2.2 A soma de derivagoes de um anel S € uma derivagao.

Prova. Sejam d;, dy derivacoes em S.

E claro que dy + dy preserva a soma. Ainda, para a,b € S, temos

(dl + dz)(ab) == dl(ab) + dg(ab)
= dy(a)b+ ad;(b) + d2(a)b + ads(b)
= (di + d2)(a)b+ a(dy + d2)(b),

e portanto (d; + dy) é uma derivagao de S. =

Definicao 2.3 Uma derivagao d de k[z] é uma k-dertvagdo se d(r) = 0,

para todo r € k.
Exemplo 2.4 L ¢ uma k-derivagio de k[z].

Proposicao 2.5 Se d ¢ uma derivacao de um anel comutativo com unidade

R , entdo para todo i € N*, temos d(a’) = ia""'d(a) para todo a € R.

Prova. Mostraremos por indugao. Para i = 1 temos que d(a) = 1a°d(a).



Suponhamos que para i > 1 vale d(a') = ia""'d(a); entao

d(a"™) = d(aa’) = d(a)a’ + ad(a’)
= d(a)a’ + aia'"'d(a)

= (i + 1)a'd(a),

ja que R é comutativo. m

d
Proposicao 2.6 Se d é uma k-derivagdo de k[z], entdo d = d(:r)a

Prova. Seja g(z) € k[z], digamos g(x) = Zaixi, com a; € k. Entao
i=0

d(g(x)) =d (Z aixz) = Z d (a;z’)

=0

n
d é k-derivacao ;
= 5 a;d (ch)
=0

n
Proposigao 2.5 . i
= E a;iz''d ()

i=1

= d(z) Z aiz’™" = d(z) ) ai% (')

=0

L d d

d ¢ k-derivagao d(z) 30, oy (aa’) = d(z) == (g(x)). =

Proposicao 2.7 Se d é uma k-derivagdo de k[x,y|, entdo

0 0
d= d(x)ﬁ_x + d(y)a—y.

n,l
Prova. Seja h(z,y) € k[z,y], digamos h(z,y) = Zaijxiyj, com a;; € k,
i1=0
para cada ¢ e cada j.



Entao

n,l n,l
d(h(fﬁ,y)) =d (Z a'ijxiyj> = Z d(&ijﬂfiy])
,5=0 i,j=0

n,l

d é k-derivagao i i
=Ty agd(aty)

3,j=0
n,l
= 3" aylda)y + 2d(y)
i,j=0
b n,l
roposicao 2.5 i j e
POEROEE N Gy (ia d(2)y + 2y d(y))
ij=1
9 J
_Z% —xy '+ 2'd(y)5-y)
4,j=0 Y
2 (o) a2 (S o)
i,5=0 4,j=0

= d(e) L y) + diy) 2

5 ayh(az,y). [

Observagao 2.8 O resultado acima pode ser generalizado para k[zy, ..., x,].

Maiores detalhes podem ser encontrados em [7].

Definicao 2.9 Seja d uma derivacao de um anel comutativo R. Um ideal
I de R é um d-ideal se d(I) C I. Dizemos que R ¢é d-simples ou que d ¢
uma deritvacao simples de R, se R nao contém d-ideais além dos triviais

{0} e R.

Proposicao 2.10 Seja I um ideal de um anel comutativo R, gerado pelos
elementos g, ..., gs € seja d uma derivacao de R. Entdo I ¢ um d-ideal se, e

somente se, d(g;) € I, para todoi=1,...;s

Prova. Se I é um d-ideal entdo obviamente d(g;) € I, para todo

i =1,...,s. Agora suponhamos que d(g;) € I para todo i. Dai, para todo

9



n
g € I, digamos g = Zrigi, com 7; € R, temos
i=1

d(g) =d (Z Tigz) = Zd(rigi)

=1

= Z(d(ﬁ‘)gi + 7rid(gi))

= d(ri)gi+ Y rid(g) €1,
i=1 i=1
pois d(g;) € I, para todo i, por hipétese. ®

Proposicao 2.11 Seja d uma k-deriva¢ao nao nula de k[x]. Entao d é uma
k-derivagao simples se, e sd se, d(x) € k*. Em outras palavras as unicas

d
k-derivagoes simples de k[z] sao da forma d = c%, com c € k*.

Prova. (=) Seja d uma k-derivagao simples nao nula. Pela proposigao
2.6 temos que d = d(x)%, mas sendo d nao nula, temos necessariamente
d(x) # 0 e conseqlientemente grau d(x) > 0. Suponhamos por absurdo que
grau d(z) > 1.

Ora, para todo h € k[z], d(h) = d(a:)% € d(x)k[z]; entao o ideal
I = d(z)k[z] gerado por d(z) é um d-ideal de k[z].

Mas grau (d(h)) = grau (d(a:)%) = grau d(z)+grau % > 1, para todo
h € k[z]; dai, para todo r € k*, temos r ¢ I. Portanto I é um d-ideal préprio
de k[z], absurdo.

(<) Sejam d = c%, ¢ € k*e I um d-ideal nao-nulo de k[z]. A mostrar
I = k[z].

Sendo k[z] um dominio principal, existe g(z) € k[x], tal que I = (g(x)) e

como [ é nao nulo temos grau g(x) > 0.

10



Suponhamos, por absurdo, que grau g(z) =n, n > 1. Como [ é d-ideal
temos d(g(z)) € I. Mas ,

d
grau d(g(z)) = grau (cﬁ) = grau ¢+ grau ¢'(z) = grau ¢'(z) =n — 1.

Por outro lado, como d(g(x)) € I, existe h(z) € k[z] tal que
d(g(x)) = g(x)h(z), logo grau d(g(x)) > grau g(x) = n, o que é um absurdo.
Portanto grau g(z) = 0 e conseqiientemente I = (g(x)) = k[z], donde
concluimos que d é simples. =
Queremos agora falar sobre extensoes de derivacoes. Para isto, relem-

bramos dois resultados sobre extesoes de corpos.

Proposigao 2.12 Seja L uma extensao algébrica do corpo k. Dado |l € L,
seja
n=min{grau f(z) | f(x) € k[z[\{0} e f(I) = 0}.
Se p(x) € k[z] é tal que p(l) = 0 entdo grau p(x) = n se e somente se

p(z) € irredutivel.

Proposicao 2.13 Sejam L uma extensao algébrica de k el € L. Entao kll]

€ um corpo.

Notacao 2.14 Se d é uma derivagdo de k e f(x) € k[z], entao denotaremos
por f4(z) o polindmio obtido aplicando d a todos os coeficientes de f. Ou

seja: se f(x) = apa™ + ap_ 12" + ... + a1 + ag entdo
fUx) = d(ap)z™ + d(ap_1)z" " + ... + d(a1)z + d(ao).

Proposigao 2.15 Sejam f(x) = a2 + ap_ 12" ' + ...+ ayx + a9 € k[z] e
d:k — k, uma derivacio de k. Entdo a aplicacio A : k[z] — k[x], dada

por
A (f(z) = d(an)z™ + d(an_1)z" " + ... + d(a))z + d(ag) = f(z)

11



¢ uma derivagdo de k[x] que estende d.
Prova. E claro que A estende d. Sejam f(z),g9(x) € k[z], tais que

f(l') = anl'n + an,lxnfl + ...+t a1x+ ag

g(I) = bmxm + bm_llL’m_l + ...+ blfL’ + bo,

sem que m e n sejam necessariamente seus graus. Assim, podemos supor

E facil ver que AY(f(z) 4 g(x)) = f4(x) + ¢*(z).
Afirmamos que AY(f(x)g(z)) = A(f(z))g(z) + f(z)A%g(z)). De fato,

N ()g(a)) = A(Y aibyai™)

1,J=0
= Z d(aibj)xHj
ij*o
- Z (a;)b; + a;d(b;))z"+?
i,j=o0
—Zdasz”]+2az xt
i,j=0 i,j=0
= Z d(a;)z"b;z’ + Z a;z'd(b;)a’
ij=o iyj=o
= f(2)g(z) + f(x)g"(x)

= A (f(x))g(z) + f(z)A%g(z)).

Logo, A? é uma derivagao de k[z]. =

Teorema 2.16 Sejam d uma derivagao de k e o um elemento algébrico sobre

k. Entao eziste uma unica derivacao d* do corpo k[a] que estende d (isto é,

tal que d*|, = d ). Tal derivagao € induzida por d*(a) = — Y onde p(z)
p

¢ o polinémio minimo de o em k|x].

12



Prova. Suponhamos que grau p(x) = n, digamos,
p(z) = 2" + by_12™ 4+ ..+ bz + by,

Se existir uma derivagao d* de k[a| tal que d*|, = d, entao deveremos

ter, pondo b, = 1 e lembrando que p(«a) = 0,
0 =d*(0)

=d" (i biai> = En: d* (biat')
1=0 =0

= d*(b)a’ + ) bid*(a)
=0 =0

= d(b)a’ + ) i’ d ()

=0 i=0

d*lé:d Z d(bl)C\fz + d*(Oé) Z bﬂ:ai_l
=0

1=0

= p(a) + d*(a)p/(a).

Pelo cardter minimal de n, temos p’(«) # 0, e conseqlientemente

d [0
(o) = P (@) (1)

Ou seja: se existir uma derivacao de k[a| estendendo d entao necessaria-
mente ela devera ser induzida por (1).

Sendo « algébrico sobre k, sabemos que {1, c, ..., "1} é base do k—espago
vetorial ko] e, para todo [ € kla], existe um tnico f(z) € k[x],
com grau f(z) <n—1e tal que 5= f(a).

Definimos entao, para tal g € k[a] e tal f(z) € klz],

d*(B) = fU(a) + f'(a)d"(a).
Afirmamos d* é derivacao.

13



Dados (3,7 € kla], sejam f(z),g(x) € k[z], tais que grau f <mn,

graw g <n, = f(a) ey =g(a).
Dai:

d"(B+7) = (f+9)"(a) + (f + 9)(a)d (o) =
= (f"(e) + g*(a)) + [f'(@) + g'(a)]d" ()
= JU(a) + [(e)d" (@) + g"(a) + g'(@)d"(a) = d"(B) + d" (7).

Falta-nos mostrar que d*(8y) = d*(6)y + 8d*(7), e para tal precisamos
saber quem ¢é o polinomio de grau menor do que n que reproduz 37y quando
avaliado em «. Afirmamos que tal polinomio é o resto da divisao de f(z)g(z)
pelo polinémio minimal p(x). De fato, pelo algoritmo da divisdo euclidiana

em k[z], existem unicos h(z) e r(x) tais que

com r(z) =0 ou grau r < grau p = n.

Assim temos

By = f(a)g(a) = pla)h(a) + r(a) "L r(a),

logo By = r(a) e r(x) é o unico polinomio de k[x] de grau menor que n tal
que By = r(a).
Dalf:
d*(B)y + Bd" ()
_ [F(a) + F@)d"(@)] 9(a) + F(@) [(g(@) + ¢ (@) (@)]
= fUa)g(a) + fa)g"(a) + [ (a)g(a) + fla)g'(a)]d (@)
TR f@)a@))! () + [F@)g (@) (o) (@)

14



2 p(@)h(@)]* () +1(0) + [p(e)h(@)] (@)d"(a) ++'(a)d" (@)

T i) h(a) + pla)h (@) + p(@)h(a)d" () + pla) (@)d" (@) + 19(a) + 1 (@)d" (@)
M (@) + p(0)d* (@)]h(a) + r(a) + ' (@)d" (o)

= 0.h(a) + d*(By) = d*(B7).

~

Concluimos entao que d* é uma derivagao.
Pela unicidade de r(z) temos que d* é a tinica derivacao de k[a] tal que

d
, p*(a)

d* |,=d e é dada por d*(a) = — . nm
g (o) P ()

Corolario 2.17 Sejam d uma derivagao de k e L uma extensao algébrica de

k. Existe uma unica extensao de d a uma derivagao de L.

Prova. Vamos aqui aplicar o lema de Zorn a familia
F = {(U,c?) | U corpo, kCU C L, d é uma derivagao de U que estende d}.

Pelo teorema anterior, F é nao vazio. Definimos em F a seguinte ordem

parcial: dados (U,d) e (Uy,d;) € F,

N 7\ def.

(U,d) < (U1, d)) EUCU; e dy |p=d.

Seja F' um subconjunto totalmente ordenado de F. Queremos mostrar
que existe (A,d) € F tal que (4',d') < (A, d), para qualquer (A, d") € F'.
Seja

A=UwayerA.

Como F' é totalmente ordenado, é facil ver que A é corpo. Além disso,
ECACL.
Definimos d : A — A da seguinte maneira: pela definicio de A, dado a

€ A, existe (A',d') € F' tal que a € A'. Entao definimos d(a) = d'(a).
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Notemos que d estd bem definido, pois se a € A’ e a € A", com (A',d'),
(A”,d") € F', sendo F' totalmente ordenado temos (A',d') < (A”,d") ou
(A, d") > (A”,d"). Em qualquer caso, temos d'(a) = d”(a). Podemos entao
dizer que d| 4 = d’. Em particular, d estende d.

Afirmamos que d é uma derivacao de A que estende d.

De fato, sejam a@,b € A. Como A = Uaraner A’ sabemos que existem
(A d), (A", d") € F' tais que a € A’ e b € A”. Sabemos também que
(A, d) < (A”,d") ou (A',d') > (A",d"). Supondo, sem perda de generali-
dade, que (A',d") < (A”,d"), temos que

d@) = d(a) = d"(a) e d(b) = d"(b),

Ainda, como a4+ b € A” e ab € A", temos que

da+b) =d"(a+b) =d"(a)+ d"(a) = d(a) + d(b)

d(ab) = d"(ab) = d"(a)b + ad"(b) = d(a)b + ad(b)

Conseqiientemente temos que (A,d) € F. Ainda, como A’ C A, d |x=d'
e (A, d) < (A, d)paratodo (A, d') € F', conclui-se que (A, d) é cota superior
para F'.

Mostramos assim que JF é um sistema indutivo. Portanto, pelo Lema de
Zorn, existe (U, d) elemento maximo em F.

Afirmamos que U = L. Ora, se U & L entdo existe | € L\U e U[l] é uma
extensdo algébrica de U. Pelo teorema anterior, existe uma derivacao gl} de
Ull] estendendo d, tal que U C Ull] e d; lr= d, o que é um absurdo, pois
(U, d) é elemento méximo de F. Logo, U = L.

Como d é extensao de todas as outras derivagoes, é facil ver que é tnica,

e isto completa a prova. [ |
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Teorema 2.18 Sejam R um dominio e d uma derivacdao de R. Entdo existe

uma unica extensao de d a uma derivagao no corpo de fragoes de R, a saber:

u
para cada — € cf R,
v

d:cfR — cfR, g(%) —M. (3)

Prova. Mostraremos primeiramente que d definida por (3) é uma derivagao

T u
Dados —, — € ¢f R, temos que
v

5(5 N %) _ g(mv;yu) _ d(zv+ yu)yv(;vgfv + yu)d(yv)
_ (d(@)v + zd(v) + d(y)u + yci(jf;))yv — avd(yv) — yud(yv)
_ d(z)vyv + xd(v)yi;:d(y)yv + yd(u)yv
—avd(y)v — wvyd(vzz yud(y)v — yuyd(v)
_ d(x)py - :chd(y?)JJrv d(u)y?v — uyd(v)
y?v?

d(w)y*v — uy*d(v)

d(z)yv? — zv?d(y)
- 2,2
Y2

y2v2
d(a)y — wd(y) | d(w)o — ud(v) _ g(f) ()
27,2 Yy v

- y? y2v

~(zu ~(zu d(zu)yv — zud(yv)
150 1) -
_ (d(@)u+ zd(u))yv — zu(d(y)v — y(d(v))
(yv)?
_ d(x)uyv + xd(u)yv — xud(y)v — zuy(d(v))
Y202
zy(d(u)v — u(d(v))
Y202

(d(z)y — zd(y))uv N
yZUQ
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_ g(i) L IT.
y, v oy \v
Logo, dé derivagao.

U
Agora note que, como 1 € R, temos que 1 = u, e portanto

d d(u).

1

~<u> d(u)l —ud(1)  d(u) —u0
12 1 B

Assim d é uma derivacao que estende d a cf R.

Para mostrar a unicidade, suponhamos que existam derivacoes d e d no

corpo de fracoes de R que estendem d.

u ~
Observamos que, para cada — € c¢f R, como d estende d, temos
v

0=d(1)=dwvv ) =d@)v ! +vdv™) =dw)v ™ +vdv™),

dai

~ —d(v)

1y

d<v ) - U2 )
analogamente obtemos

; —d(v)

-1
d(U ) - UQ ’

o que implica

Dai,
S A W7 By |
d (v> = d(u)v ud(v™")
= d(u)v™" — ud(v™) =A™
= d{upo™ —ud(v™) = (7).
v
portanto d=d. m
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Corolario 2.19 Sejam R um dominio e P um ideal primo de R. Se déa

derivacdo de cf R que estende d, entao giv\RP ¢ uma derivacao de Rp.

.~ . c
Prova. Pela proposicao acima, temos que, dado — € Rp,
S

:TERPa

Cfiv(c) d(c)s — cd(s)

visto que, sendo P ideal primo e s € R\P, tem-se s> € R\P. m
Proposicao 2.20 Seja I um d-ideal de R. Entao [Rp é um d-ideal de Rp.

Prova. Como IRp = {3 liel,se R\P}, temos que
s
~(2) d(i)s — id(s)
d{-)=—"—5—"">.
52
Mas sendo I um d-ideal de R, obtemos que d(i)s, id(s) € I e conseqiiente-
mente d(i)s — id(s) € I. Assim, como s*> € R\ P, temos que glv(z) € IRp.
s
Logo, IRp é um d-ideal de Rp. m
Antes de encerrarmos este capitulo, damos a seguir mais alguns exemplos

de d-ideais que nos serao tteis neste trabalho.

Teorema 2.21 Seja R um dominio que contém os racionais e que possui

um unico ideal maximal M. Se M for radical de algum d-ideal de R entao

M é um d-ideal.

Prova. Suponhamos que A é um d-ideal de R tal que VA = M.
Dado x € M, afirmamos que d(x) € M. De fato,

n=min{t € N* | 2! € A} =
e A A éd:;ideal

nz" td(x) = d(z") € A
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Como R O Q, temos que n é inversivel em R, e portanto

nx" 'd(z) € A=

" td(x) € A.

Dai note que, se d(z) ¢ M, temos que d(x) ¢ inversivel em R, visto que
M ¢ o tnico maximal de R; mas entao "' € A, o que contraria o carater

minimal de n. Logo, concluimos que d(z) € M. =

Corolario 2.22 Sejam R dominio que contém Q, A um d-ideal de R e P

um primo minimo de A. Entao P € d-ideal de R.

Prova. Como A d-ideal de R entdo ARp ¢é d-ideal de Rp pela
Proposicao 2.20.

Como P é um primo minimo de A, o tnico ideal primo de Rp que contém
ARp é PRp. Logo, /ARp = PRp, que sabemos ser ideal maximo de Rp.
Entao, pelo teorema 2.21, PRp é um d-ideal de Rp.

d ~
Note agora que, se x € P, entao % € PRp e d(z) = d(%) € PRp, e

1
conseqlientemente d(z) € P. Logo P é d-ideal. m
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3 EXTENSAO DE UMA DERIVACAO DE
R A R[t] E O TEOREMA DE SHAMSUD-
DIN

Neste capitulo, abordamos algumas maneiras de estender uma derivacao
de um dominio ao anel de polinomios. O Teorema de Shamsuddin nos d&
condicoes de decidir se conseguimos manter a simplicidade. Finalmente,
definimos derivagoes de Shamsuddin e apresentamos um critério que nos per-
mite decidir se uma derivacao de Shamsuddin é ou nao simples. Encerramos
entao o capitulo com varios exemplos de derivagoes simples e nao seimples.

Neste capitulo supomos que todos os dominios considerados contém ().

Proposicao 3.1 Sejam R um anel comutativo com unidade, t uma inde-
terminada sobre R e d uma deriwacao de R. FEntao podemos estender d a
uma, tinica derivagio d do anel de polinomios R[t] pondo d(t) = h(t), onde

h(t) € R[t].

Prova. Considere d* uma derivagdo de R[t] que estende d e satisfaz
d*(t) = h(t).
Dado f = Zaiti € R|[t], temos
i=0

n

d*(f) = Zd*(aiti) = (d*(an)t' + a;it™'d"(t))

=0

d*|r=d

— gd(ai)ti + gant“d* (t) = f4t) + %h(t).

Decorre dai que se existir uma derivagao d de RJt] que estende d e tal que

d(t) = h(t), entdo ela é unica e
~ d
() = F1(0) + o). (@)
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para todo f € R[t].

Resta mostrar que d dada por (4) é de fato wuma derivagao.

Dados f,g € RJ[t].

d(f +g)
dt

daf

dt

Prop._2.15

d(f+9) = (f +9)"(t) +

= fU(t) +g'(t) +

h(t)

(t) + “One) = d(f) + d(o)

Além disto

Portanto, d dada por (4) é a tnica derivagdo do anel de polinomios R]t]

que estende d e satisfaz a condic¢do d(t) = h(t) [

Quando grau h(t) < 1 podemos também preservar a simplicidade quando

passamos de R a R[t], como mostra o seguinte teorema:

Teorema 3.2 ([6/,Teorema de Shamsuddin): Seja R um anel comutativo
contendo Q e seja d uma derivacao simples de R. Dados a,b € R estenda d
a inica derivagio d do anel de polinémios R[t] tal que d(t) = at + b.

As sequintes condicoes sao equivalentes.

(i) d nao ¢ simples;

(1) existe elemento r de R tal que d(r) = ar + b.

Prova. (ii)=(i): Afirmamos que o ideal gerado por (¢ —r) ¢ um d-ideal

préprio de R]t], logo d ndo é simples. De fato,

dt—r)=dt)—d(r)=at+b—ar—b=a(t—r) € (t —r)R.
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Logo, como R é por hipdtese comutativo, pela proposicao 2.10 temos que o
ideal gerado por t —r é um d-ideal. Além disso (t—7r)Ré d-ideal proprio,
visto que 1 ¢ (t — )R, pois se 1 € (t — r)R entao existiria u € R[t]\{0} tal

que 1 = (t —r)u; dai

re€R, u#0

0=grau 1= grau ((t —r)u) 1+ grau u > 1.

Logo, d nao é simples.

(i)=(ii): Seja I um d-ideal ndo trivial de R[{].
Afirmacao 1: 1N R = (0).

Inicialmente note que INR ¢ um d-ideal de R. De fato, tomando
m € INR, temos d(m) € R, pois d é derivacdo em Recomom € INR, el é
d-ideal proprio de R[t], segue que d(m) = d(m) € I, portanto d(m) € I N R.
Além disso, I N R é d-ideal préprio de R, pois como [ é préprio, temos 1 ¢ [
e conseqilentemente /N R # R . Sendo d simples concluimos que INR = (0).

Sejam agora

n =min{grauf ; f €I, f#0}

o(I)={0} U {r € R; r é coeficiente lider de f e grauf = n}.

Afirmagao 2: o(I) # {0}, n > 1 e o(I) é¢ um ideal de R.

Por hipétese, I é ideal proprio; entao, para qualquer f € I, com f # 0
temos que grau f > 1 e portanto n > 1.

Seja g € I tal que grau g = n e seja r coeficiente lider de g; entao r # 0
er € o(l), portanto o(l) # {0}.

Além disso o([) é ideal de R. De fato:

- Dados r,s € o(I), se r ou s é igual a zero, claramente r + s € o(I). Se
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forem ambos nao nulos entao existem f, g € I, da forma
n—1 n—1
f=rt"+ Zriti e g=st"+ Zsiti.
i=0 i=0

Como I é um ideal, segue que f + g € I, mas

n—1

FHrg=@+s)"+) (ri+s)t
=0

Ser+s=0entaor+seco(l). Ser+s+#0, temos grau f+g=ner+sé
o coeficiente lider de f + g, e portanto r + s € o([). Assim, mostramos que,
em qualquer caso, se 1,5 € o([) tem-se r + s € o(I).

- Sejam s € Rer € o(I), entao existe f € I da forma
f=rt"+r, " Vit + 7o,
com r; € R, parat € {0,1,...,n — 1}; entao
Sf = srt" 4+ srp_ 1" 4 ...+ srit + srg € 1.

Dai, se s = 0, segue que sr = 0 e portanto sr € o(I). Se s # 0, entao
grau sf = n e sr é o coeficiente lider de sf, portanto rs € o([). Assim,
mostramos que, em qualquer caso, se s € Rer € o(I) tem-se sr € o(I), o
que conclui a prova da Afirmacao 2.

Afirmagao 3: o(I) é um d-ideal de R. Sejam r € o(I), f = > rit' € I tal

que grau f =ner,=r1e

g:d(f>_naf7

onde a é tal que glv(t) =at+b. Como felelé d-ideal, é claro que g € 1.

Além disso

9= J(f) —naf = g(inﬂ) — nazn:rit"
i—0 =0

= g(ri)ti + Z Tig(ti) —na Z ritt prop. 25
' i=1 i=0

=0
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n

- Zn: d(ry)t" + z”: riit = d(t) — na Z ritt =
1

i=0 i= =0
= Z d(ry)t" + Z ryit ™ (at + b) — na(z rit'),
i=0 i=1 i=0

que tem para os coeficientes de t" e "1 as respectivas expressoes

d(r) + rna — nar = d(r)

d(rp—1) +ar,_1(n—1) +rnb—nar,_1 = rnb+d(r,_1) — ar,_1.

Se d(r) # 0, temos que grau g = n, donde concluimos que d(r) € o(I) e
se d(r) = 0 entao obviamente d(r) € (). Assim o([) é um d-ideal de R.

A simplicidade de d e o fato que o(I) # {0} implicam que o(/) = R.
Portanto existe um polindmio monico p € [ tal que grau p = n, isto é,
p=t"+r, "'+ ... +rit+ry onde 7,_1,...,71,79 € R. Considere o

polinémio h = d(p) — nap, refazendo os célculos da afirmagao 3, obteremos

que hele
h=d()t" + [nb+d(rp_1) — arp_1]t" " + sp_ot" 2 + ... + 51t + 50,

onde s,_9, ..., 1,80 € R. Como d(1) = 0 entdao h = [nb+d(r,_1)—ar, 1]Jt" '+
Spot™ 2 4+ ...+ 51t + Sp.

Agora pela minimalidade de n, nés deduzimos que h = 0, que implica
nb+d(r,_1) —ar,_1 = 0. Considere [ = —n~'r,_; . Daf temos nb+d(—nl) —
a(—nl) = 0. Segue que nb — (d(n)l + nd(l)) + anl = 0; como d(n) = 0,
obtemos nb — nd(l) + anl = 0.

Ainda, como Q C R, temos que b — d(l) + al = 0, ou seja, d(l) = al + b.

Assim, provamos que se d nao for uma derivagao simples, entao existe
[ € R tal que d(l) = al + 0.

Pela proposicao 3.1 temos a unicidade, o que finaliza a prova. ]
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Definicao 3.3 Dados a(x),b(z) € k[z], denotaremos por D(a,b) a k-derivagio
de k[x,y], definida por:

D(a,b)(y) = a(z)y + b(x)
que € chamada derivagcao de Shamsuddin.

Em outras palavras, uma derivagio de Shamsuddin em kl[z,y] € uma

derivacao da forma

0 + (a(x)y + b(x)) 0,

onde a(x),b(x) € k[x].

Note inicialmente que D(a,b)| = £=, ou seja, D(a,b) é uma extensdo

da derivagao < de k[z]. Além disso, como 4L ¢ uma k-derivacdo simples de

k[x], temos, pelo Teorema de Shamsuddin (Teorema 3.2):

Corolario 3.4 Para cada a,b € kx|, a derivagdo D(a,b) de k[x,y| é simples

se e somente se nao existe f € klx] tal que
f'=af +0.

Prova. Basta tomar, no teorema de Shamsuddin, R = k[z|, ¢t = v,

d:%eJ:D(a,b).l

Nos préximos resultados, apresentamos alguns exemplos de derivagoes
D(a,b), as quais sabemos decidir se sdo ou nao simples. Salientamos que
de [3], sabe-se que a "grande maioria” das derivagoes de Shamsuddin sao

simples.

Proposicao 3.5 Dados a,b € k[x] tem-se:
(i) D(a,0) ndao é simples;
(i) D(0,b) ndo é simples;
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(iii) se b# 0 e grau b < grau a, entio D(a,b) € simples;
(iv) sea # 0 # b e grau b = grau a, entio D(a,b) € simples se e somente

se b # aa, para todo o € k*.
Prova. (i) Visto que

D(a,0)(y) = ay +0 = ay € (y) = yk[z,y],
concluimos que o ideal gerado por y é um D(a,0)-ideal préprio de k[z,y].
Logo, D(a,0) nao é uma derivacao simples de k[z,y].
(i1) Seja h um polinoémio de k[z] tal que A’ = b. Afirmamos que o ideal
gerado por y — h é um D(0, b)-ideal prorpio de k[x,y]. De fato,

D(0,5)(y — h) = D(0,5)(y) — D(0,b)(h) =b—b=0 € (y — h).

Portanto, D(0,b) nao é simples.

(#i) Suponhamos que b # 0, grau b < grau a e que D(a, b) nao é simples.
Entao a # 0, pois grau a > grau b. Ainda, sendo D(a, b) néo simples, temos,

pelo Corolério 3.4, que existe um polinomio f € k[z| tal que

f'=af +b. (5)

Se f =0 terfamos 0 = f' = a0 + b = b # 0, absurdo. Portanto, f # 0;
mas novamente neste caso chegamos a uma contradicao analisando o grau

em (5):

(grauf) —1 = grauf’

(af + b) grau b<grau a e f#0

= grau grau(af) > grauf.

(iv) Suponhamos a # 0 # b e grau b = grau a.
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Se b = aa com « € k*, entao afirmamos que o ideal gerado por y + « é
um D(a, b)-ideal préprio de k[z,y]. De fato,
D(a,b)(y + o) = D(a,b)(y) + D(a,b)(c)
=ay+b+0=ay+oaa=aly+a) € (y+a)klz,yl,
e como 1 ¢ (y + a)k[z,y], entdo (y + a)k[x,y] é préprio de k[z, y].
Logo, D(a,b) ndo é uma derivagao simples.
Para mostrar a reciproca, suponhamos que D(a,b) nao é simples. Pelo

Corolério 3.4, existe f € k[z] tal que
f'=af +b.

Inicialmente, afirmamos que f € k*. De fato, se grau f > 1, entao
obtemos uma contradi¢ao analisando o grau nesta ultima igualdade:

) grau b= grau a e grau f>1

(grau f) —1=grau f" = grau (af +b
= grau (af) > grau f.
Agora se f =0 entao 0 = f' = a0 + b = b, absurdo.

Portanto, grau f = 0, ou seja, f € k*. Dai 0 = f' = af + b, isto é,

b= (—f)a, ouseja, b= aa com « € k*, a saber,a = —f. m

A partir do conhecimento de derivagoes nao simples, podemos ainda gerar

outras derivagoes nao simples:

Proposicao 3.6 Sejam a,b,by,by € klx] e a € k. Entao:
(i) Se D(a,by) e D(a,by) nao sao simples entao D(a,by+by) nao € simples

(i1) Se D(a,b) ndao é simples entio D(a,ab) nao é simples.

Prova. Se D(a,b;), D(a,bs) e D(a,b) nao sao simples entdo, pelo Corolario

3.4, existem f1, fo, f polinoémios de k[z] tais que
fi=afi+b, fo=afo+b e f=af+b
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Entao

(fi+ ) =fi+fs=afi +bi+afs+b=a(fi+ f2) + (b1 + bo)

(af) =af =alaf +b) = alaf) + ab.

Como (f1 + f2), ab, af, by + by € k[z] concluimos, pelo Corolario 3.4, que

D(a,by + by) e D(a,ab) nao sao derivagoes simples. [

Imediatamente da Proposicao 3.5, obtemos o0s seguintes exemplos de

k-derivagoes simples de k[x, y].

Exemplo 3.7 Seja d = D(x,1), isto é, d(y) = zy +1. Como 1 # 0 e
grau x > grau 1, temos, pela Proposi¢ao 3.5 (iii), que d é uma k-derivagao

simples de k[z,y].

Exemplo 3.8 Seja d = D(z* + z,2?), isto €, d(y) = (2* + )y + z*. Sendo
grau (x? + z) = grau 2% e 2* # a(2® + z), para todo a € k*, temos, pela

Proposicao 3.5 (v), que d € uma k-derivagao simples de k[z,y].

Note que, com a proposicao 3.5, sabemos decidir facilmente se a derivagao
D(a,b) é simples quando grau a > grau b.

A proxima proposicao trata do caso em que grau a < grau b, e juntamente
com a proposicao 3.5 nos permitirda decidir quando uma derivacao do tipo

D(a,b) é ou ndo simples.

Proposigao 3.9 Sejam a,b € k[z] coma# 0 eb=ca+r, onde c,r € k[z]

e grau r < grau a. Entao

D(a,b) é simples se e somente se D(a,c’ +r) € simples.
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Prova. Primeiro observe que, escrevendo ¢ = ac + (—ac + ), temos,
pelo Corolério 3.4, que D(a, —ac+ ') nao é simples. Assim, se D(a,b) nao é
simples, entao, usando a Proposigao 3.6 (i) temos que D(a,b— ac+ ¢’) nao
é simples. Mas

) b=ca+r

b—ac+c c +r.

Logo, se D(a,b) nao é simples entao D(a,c + r) ndo é simples.

Ainda, escrevendo (—c¢)" = a(—c)+(ac—¢’), temos, pelo Corolario 3.4, que
D(a,ac—c") nao é simples. Assim, se D(a, ¢’ +r) nao é simples entao, usando
a Proposicao 3.6 (i), temos que D(a,c’ +r+ac—c) = D(a,ac+r) = D(a,b)

nao ¢é simples. m

Observagao 3.10 As Proposicoes 3.5 e 3.9 nos fornecem um algoritmo efi-
ciente para decidir se uma derivacao € ou nao simples:

1) se grau b < grau a entao D(a,b) € simples se e sd se b # 0 (veja
Proposigdao 3.5 (i) e (iii));

2) se grau b = grau a, D(a,b) é simples se e sé se b # «a, para todo
a e k*;

3) se grau b > grau a, efetua-se a divisao euclidiana de b por a e obtém-se
b= wuia+ 1y com grau r; < grau a.
Como grau b > grau a e grau r1 < grau a, temos
grau b = grau (uja) = grau uy + grau a.
Logo grau uy < grau b; dat
grau u} < grau uy < grau b.
Como grau r < grau a < grau b, temos grau (u} +r1) < grau b.
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Se grau (uy +r1) > grau a, efetua-se novamente a divisio euclidiana e
obtém-se

uy + 11 = usa + 19 com grau vy < grau a;

como anteriormente, obtemos
grau(ub +19) < grau(uy +r1) < graub.
Desta maneira existird um natural n tal que
grau(u,, +r,) > grau a e ul, + r, = Up11a + Ty,

com gravw (u, ., + rp41) < grau a. Aplicando a Proposi¢io 3.9 sucessiva
vezes obtemos

D(a,b) € simples <= D(a,u}| +ry) é simples <= ... <= D(a,u,, + 1)
¢ simples <= D(a, ;| + Tny1) € simples.

Como grau (u), ., + rpy1) < grau a, sabemos decidir por 1) ou 2) se

D(a,u), .1 + rny1) € ou ndo simples, portanto sabemos decidir se D(a,b) é

ou nao simples.

Exemplo 3.11 Vamos aplicar o algoritmo acima para decidir se D(a,b)
onde a = 23+ 1 eb = 28+ 32° + 1 € ou nao simples. Efetuando a di-

visao euclidiana temos:
b= (2% +1)(a° +227) — 22° + 1,

de modo que,

=2 +22% ery = =222 + 1.
Como uj +r; = bz* — 222 + 4z + 1 tem grau maior que a = z° + 1, efetua-se
a divisao euclidiana de u| + 1 por a, encontrando

Uy =5r € ro=—2x>—x+1.
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Como uly + ry = —2x* — x + 6 tem grau menor que grau a, o processo pdra

e temos
D(2® +1,2% + 32° + 1) € simples < D(x* + 1, —2x* — x + 6) € simples.

Como grau (=222 —x+6) = 2 < grau (23+1) e —22° —x+6 # 0, concluimos

e

que D(z® +1,—22% — x +6) € simples, e portanto D(x® 4+ 1,2°% +3z° +1) ¢

simples.

Exemplo 3.12 Apliquemos novamente o algoritmo para decidir se a deriva¢do
D(x, 2+ 1) € ou nao simples.

Aplicando a divisdo euclidiana temos
234+ 1=z’ +1,

de modo que

u; = x2er; = 1.

Como vy +r; =2x+ 1 e grau (2x + 1) = grau a, o processo pdra e temos
D(x, 2 + 1) € simples <= D(x,2x + 1) € simples.

Pela Proposi¢io 3.5 (iii) D(x,2x + 1) é simples, pois 2x + 1 # ax, para todo

a € k*, e conseqiientemente D(x, 23 + 1) € simples.

A préxima proposicao decorre diretamente do algoritmo explicitado na

Observagao 3.10:

Proposicao 3.13 Sejan € N. A derivagio D(x,z™) é simples se e somente

sen € par.
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Prova. Aplicando a D(z,2™) o algoritmo descrito na Observagao 3.10,

obtemos

2" =az" 0
(n—1Da2"?=2(n—1)2"?)+0

(n—3)(n—1Da"*=z((n—-3)(n—1)2z"°)+0

Observe que os polinomios que estao a esquerda de cada igualdade terao
graus pares, se n for par e terao graus impares se n for impar.

Pelo algoritmo, devemos efetuar a divisao euclidiana até obter pela primeira
vez a esquerda da igualdade, um polinomio t(x) tal que
grau (t(x)) < grau x = 1. Sabemos que D(x,z") é simples se e somente se
D(z,t(x)) é simples. Dali:

(<) Se n = 2p, a primeira vez que teremos grau (t(x)) < 1 no lado
esquerdo da igualdade serd na (p+ 1)-ésima igualdade, quando teremos grau

(t(z))=0¢e
tx)=2p— (2p—1))...(2p = 3)(2p — 1)z* " = 1.3.5....(2p — 1).

Como 1.3.5....(2p—1) # 0, pela Proposi¢ao 3.5 (iii), D(x,1.3.5....(2p—1))
¢ simples. Logo, D(z,z™) é simples.

(=) Se n =2p+ 1 a primeira vez que teremos t(x) tal que grau (t(z)) <
grau x = 1, no lado esquerdo da igualdade, ocorrera na (p + 1)-ésima igual-

dade, quando teremos grau (t(z)) =1e
tx)=2p+1—-(2p—1)..2p+1-3)2p+1—-1)x =2.46...2p)x.

Pela Proposigao 3.5 (iv), D(z,2.4....(2p)z) nao é simples, logo D(z,x™)

nao é simples. ]
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Proposicao 3.14 Seja a € k[z],a # 0. Entao para todo b € k[z|, existe um

unico r € klx] com grau r < grau a e tal que D(a,b— 1) nao é simples.

Prova. Se grau b < grau a entao a resposta ja esta dada pela Proposicao
3.5(1i1): D(a,b— 1) ndo é simples se e s6 se r = b.

Se grau b = grau a pela divisao euclidiana temos
b=wua+r,

com graur < grau a e u; € k*. Segue que b—r = u;a, logo pela Proposicao
3.5 (i), D(a,b—r) nao é simples.
Se grau b > grau a, sendo a # 0, temos a seguinte seqiiéncia de igual-

dades, provenientes da divisao euclidiana por a:

(
b:u1a+r1

/
Uy + 11 = U0 + 1o

ubh 4+ 19 = uza + r3

\
Como ja foi observado grau b > grau(u)+mr) > grau(ub+rs) > ..., portanto

existe n € N* tal que grau (u, +r,) < grau a, quando entao
w41, =0.a+ T
Somando as n + 1 igualdades em (6) termo a termo, obtemos
b+ (ur+ug+...+u,) +r1+rot .41, = alug+us+... Uy Fri+ret T,
ou ainda, denotandos 7,1 por r e u; + ug + ... + u, por u,
b+ =au+r,

donde

b—r=au—1u.
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Logo, D(a,b—1) = D(a,au —u').

Note agora que —u € k[x] e

(—u)' =b—r—au

= a(—u) + (au —u').

Entao D(a,au — u') nao é simples, pelo Corolario 3.4. Mas entao

D(a,b—r) = D(a,au — u") também nao é simples.

Mostraremos agora a unicidade do polinémio r. Sejam s, sy € k[z] tais
que grau $; < grau a, grau s, < grau a e que D(a,b — s1) e D(a,b — s2)
nao sao simples. Como D(a,b — s1) nao é simples entao D(a,—b + s;) nao
é simples, pela Proposi¢ao 3.6 (ii). Segue da Proposigao 3.6(i) que
D(a,—b+ sy +b—sy) = D(a,s; —s3) mnao é simples. Mas grau
(s1 — $2) < grau a; deste modo, pela Proposigao 3.5(iii), s; — so = 0, isto é,

S1 = So. |
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4 POLINOMIOS DE DARBOUX E SOLU-
COES ALGEBRICAS DE EQUA-
COES DIFERENCIAIS

O objetivo deste capitulo é definir polinomios de Darboux de derivacoes
de k[x,y] e relaciond-los com solugbes algébricas de certas equagoes diferen-

cias parciais de primeira ordem com coeficientes em k(x).

Definigao 4.1 Um polinomio [ € k[zy,...,x,] € dito um polinémio de Dar-
bour de uma derivagao d de klxy,...,x,| se f & k e d(f) = \f, para algum

AE k’[l’l, ,Z’n]

Proposicao 4.2 Um polinémio f € klxy,xo, ..., x,] € um polinémio de Dar-
bour de uma derivacao d de k[xy,...,x,] se e s6 se fklxy,xa,...,xn] € um

d-ideal proprio de k[xq, ..., x,].

Prova. Observe que f ¢ k, se e s6 se {0} # fklzy, ..., x| # klx1, ..., 2]
O restante da prova é imediata, a partir da Proposi¢ao 2.10 e da definicao

acima. m

Corolario 4.3 Nenhuma derivagio simples de klx,y] admite polinomio de

Darbouz.

Antes de analisarmos a reciproca deste corolario, salientamos a seguinte

propriedade dos polinomios de Darboux:

Proposicao 4.4 Seja f um polinomio de Darbour de uma derivacao d de
Kz, y].
i) Se f = gh, com g,h € kl[z,y]\k e mdc(g,h) = 1, entao g e h sao

polinomios de Darboux para d.
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ii) Se f = pi'pt...pit, onde r; € N* ep; € irredutivel para todo
ie€{l,..,t}, entao
a) cada p;' € polinémio de Darbouz para d;

b) cada p; é um polindmio de Darboux para d.
Prova. i) Seja A\ € k[z,y] tal que d(f) = Af. Entao

Agh = Af =d(f) = d(gh) = d(g)h + gd(h),
donde

d(g)h = Agh — gd(h)
= g(Ah —d(h)).

Dai decorre que g divide d(g)h. Como mdc(g, h) = 1, concluimos que g divide
d(g), ou seja, d(g) = £g, com £ € k[z,y]. Logo g é também um polinoémio de
Darboux para d.

Analogamente, prova-se que h é um polinomio de Darboux de d.

ii) A parte (a) é imediata a partir de (i); para a parte (b), vemos, a partir
de (a), que basta considerar o caso f = h", com n € N* e h irredutivel.
Como A" é polinémio de Darboux para d, existe A € k[x,y] tal que
d(h™) = Ah™; dal,
A" = d(h"™) = nh™ td(h)

assim temos

nd(h) = \h

donde
d(h) = n_l/\h,

e portanto h é polinomio de Darboux para d. =
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O lema a seguir é provado em [5] apenas para um corpo algebricamente
fechado. No entanto, o resultado vale para qualquer corpo de caracteristica
zero. Incluimos aqui entao uma outra demonstragao para o mesmo, que pode
ser encontrada em [4] e que vale também para n varidveis. Aqui trataremos

apenas o caso n = 2.

Lema 4.5 Seja d = 0, + @20, uma derivagdo de klz,y|, onde ay € klx,y,
e seja p € klx,y|\k[z] tal que

pd(p) = 1p,
para algum p € k[z]\{0} e n € k[x,y]. Entao, existem p € klx,y]\k[z] e
X € klx,y] tais que d(p) = Ap.

Prova. Escrevamos p na forma

N
Zpiyi, onde p; € k[x], para todo i, N > 1, Py #0

=0

Denotando por ag € k[z]\{0} o contetido! de p, podemos escrever
p= 05057

onde p € k[x,y|]\k[z] é primitivo em k[x][y].
Por hipétese,

pd(aop) = pd(p) = np = nagp, (7)

'Dados um dominio fatorial D e f(z) € D[z], digamos, f(z) = Y., a;z*, denominamos
contetdo de f o méximo divisor comum dos coeficientes de f, e o denotamos por cont(f).
Dizemos que f(x) € D|x] é primitivo em D|x] se cont(f) ¢é invertivel em D.

Lema de Gauss: Sejam D um dominio fatorial . Entao

cont(fg) = cont(f)cont(g),

para quaisquer f(z), g(z) € D[z].

39



onde u € k[z]\{0}. Dai, como também «y € k[z], temos

pcont(d(app)) = cont(ud(agp) = cont(nagp)

Lema de Gauss p ¢ primitivo
= ﬁ) =

agcont(n)cont(
Logo, u divide nayg, digamos,
nopy = MC?

para algum ( € k[z,y].
Dai
™~
pd(cop) = nowp = pCp.
Ainda, como p # 0, obtemos

d(aop) = (p.

Dai, como d é uma derivacao,

(p = d(aop) = ad(p) + d(cv)p;

pondo A := ¢ — d(w) € k[x,y], obtemos

Oéod(@ = Aﬁ

Repetimos entao o argumento: como «q € k[x] e p é primitivo, temos

agcont(d(p)) = cont(apd(p))
= cont(Ap) Lema do Gauss cont(N)cont(p) = cont(N),

e portanto o divide A em k[x, y], digamos,

A= O[Oﬁa
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para algum 77 € k[x,y]. Dai (8) se reescreve
Oéod(@ = aOﬁﬁa

e como «ag # 0, obtemos
d(p) = np

0 que completa prova. [ ]

Teorema 4.6 Seja d = 0, + a0, uma k-derivagio de klr,y] onde
ay € klx,y]. Entao

a) as sequintes condigoes sao equivalentes:

i) d nao € simples;

i) d tem um polinémio de Darbouz,

iii) d tem um polinomio de Darboux irredutivel.

b) Se d nao é simples entdo

i) todo polinémio de Darbouz f de d satisfaz grau, f > 1;

ii) existe, a menos de multiplicagcao por um elemento de k*, um tnico
polinomio de Darboux irredutivel e monico de d.

Prova. a) (i)=(ii): Se k[z,y] ndo é d-simples entao existe [ um d-ideal
préprio de k[z,y|. Seja p(z,y) = g:piyi, p # 0 onde p; € k[z], um polinémio
nao nulo pertencente a I e com ozzgenor grau em y.

1°caso: N > 0. Pela divisao euclidiana (aplicada a d(p) e p considerados

como elementos em k(z)[y|, temos que existe g € k[z]\{0} tal que

gd(p) = hp +r,
para certos h,r € klz,y] satisfazendo

grau,(r) < grau,(p) ou r =0.
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Sendo I um d-ideal, temos que r € I, mas isto implica, pelo cardter minimal
de p, que r = 0. Portanto,
gd(p) = hp.

Como g € k[z], o Lema 4.5 nos garante que existem X € k[z,y] e
D € klz,y]\k[z] tais que
d(p) = Ap.
Assim p é um polinomio de Darboux de d.

2°caso: N =0, ou seja, p € I Nk[z]\{0}. Dal temos

pelnklz] e dlp) €I ed(p) = 0.(p) € kl[z] =
pelNklzx] e 0.(p) € I Nklz] =

p gera um 0O,-ideal nao trivial de k[z],

absurdo, pois 9, é uma derivagao simples de k|x].
(ii)=>(iii) Decorre da proposigao 4.4.

(111)=> (i) é imediata pelo Corolério 4.3.

b) i) Para cada f € k[z], digamos,

onden € Nea; € k, a, # 0, temos

n

n n
. i s . d|p(p1= Oz o
d(f) _ j :d(aTIZ) dék dglva(;ao Zaiiwl_ld(x) |k[]: Zaill‘z_l,
i=0

i=1 =1
e portanto grau, d(f) = n—1 < n = grau, f. Assim, ndo existe
A € k[z,y] tal que d(f) = Af, ou seja, nenhum polinémio f € k[z] pode
ser um polinomio de Darboux de d. Em outras palavras, todo polinomio de

Darboux f de d satisfaz grau, f > 1.
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Provamos agora o ftem (7i) para o caso em que k é um corpo algebrica-
mente fechado (que é o caso em que vamos utilizd-lo), mas a afirmacao vale
para qualquer corpo de caracteristica zero.

Suponhamos que existam f; e fo € k[z,y], polinomios de Darboux de d
irredutiveis e tais que f; # cfs, qualquer que seja ¢ € k*. Entao os ideais
fiklx,y] e foklz,y] sao distintos e, um vez sendo f; e fy irredutiveis, sao
também ideais primos de altura 1. Pela Proposi¢ao 2.10 o ideal de k[z,y]
gerado por fi e fo é um d-ideal. Seja P um primo minimo de (fi, f2). Pela
Proposi¢ao 2.22 P é um d-ideal. Como (f1) C (fi,f2) € P e (f1) ¢ um
ideal primo, entao P é um ideal méximo de k[z,y|. Sendo k algebricamente
fechado P = (z — a,y — ) com «, 3 € k (Teorema 32 em [2]). Por outro
ladox —a € Ped(z —a) =d(x) —d(a) =d(z) =1¢ P, o que contradiz o
fato de P ser um d-ideal. Portanto existe um tinico polinomio irredutivel de
Darboux, a menos de multiplicacao por um fator de k*. ]

Nos proximos resultados, dado r € m, continuaremos a utilizar a
notagado r’ para a  derivada de r com respeito a Ttnica extensdao da
derivacdo 9/0z : k(x) — k(zx) para o fecho algébrico k(z) (veja Capitulo
2).

Teorema 4.7 Seja d uma k-deriacio de kl[z,y] com d(z) = p(x,y) e
d(y) = q(z,y), e seja [ € klzx,y] um polinémio de Darbouz para d. Se f

¢ irredutivel entao existe r € k(z) tal que

plx,r)r' = q(z,r) e f(x,r) =0,

a saber, qualquer raiz em k(x) da equacao f(x,y) =0 (com coeficientes em
k(z)).

Prova. Observe inicialmente que se existe um polinomio de Darboux f

para d entao, pelo Teorema 4.6, d nao ¢ simples e grau,f > 1. Escrevemos
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entao

fla,y) = Eogi(x)y',
onde n > 1 e g;(x) € k[z], para todo i € {0,1,...,n}. Olhando f como um
elemento de k(x)[y] e sendo n = grau, f > 1, temos que f tem uma raiz em

k(x), que vamos denotar por 7 :

0= f(z,r) = ZLogi(2)r'.
Dai, aplicando a derivagao ()" a igualdade acima, obtemos

0= (S ogi(z)r)’
=37, (gi(x)ri)/

= 0gi(z) 1" 4+ B yigs(x)r

0 0
= a—i(az,r)%—r’a—;(x,r), (9)

Por outro lado, pela Proposicao 2.7, sabemos que, sendo d uma k-derivagao

de k[z,y], temos

of
ox

of
dy

0 0
= p(z, y)a—i + q(z, y)a—g

d(f) = d(x) 5=+ d(y)

Agora, como f é um polinomio de Darboux para d, digamos,

A=A,
com A € klz,y]\k, temos
Pl 5 (0.0) + ale ) 5 (09) = dU) = M) o),

e, escrevendo esta igualdade para y = r, temos (lembrando que f(x,r) = 0)

p(z, T)%(ZL‘, r) + q(z, T)%(L r)=0. (10)

44



Como f é por hipétese irredutivel em k[x, y] = k[z][y] e como f(z,r) =0,
entdo f é o polinémio minimo de 7 sobre k(z). Ainda, como grau, f(z,y) > 1

0 0
temos grau, a—f(x,y) > 0, e portanto —f(x,r) # 0. Dai, de (10) obtemos
)

dy
g(x T)
q(z,r) = —gfp—p(x,r) ©) r'p(x,r). m
a_y(xvr)

Teorema 4.8 Seja d uma k-deriacio de kl[z,y] com d(z) = p(x,y) e

d(y) = q(z,y). Ser € k(z) é uma solucao da equagao diferencial

/

pla,r)r' = q(z,r), (11)

entao seu polinémio minimal primitivo f em klx,y] é um polinémio de Dar-

boux de d irredutivel.

Prova. Como f(x,y) é o polinébmio minimal primitivo de r em k[z,y],

entdo grau, f > 1. Defina h € k[z,y] por

ha,y) = d(f(z,y))-
Afirmamos que h(z,r) = 0. De fato,
h(z,r) =d(f(z,y))(r)
= p(x, r)%(m, r)+q(x, r)g—;;(x, r) (1)

= p(x, r)%(x, r) + p(z, r)r’%(m, r)

= p(x,7) g—i(x, r) + T'g—z(x, T)
Mas
0 0 0 0
o)+ S = 5 () = L0 =0,
e portanto



Como f(z,y) é um polindmio minimal primitivo para r em k[x,y] e

h(z,r) = 0 concluimos que h(z,y) deve ser um multiplo de f em k(z)[y]:

d(f)=h=Af.

para algum A = A(x,y) € k(z)[y]. Afirmamos que A € k[x][y], e portanto f
¢ um polinémio de Darboux para d.

De fato, escrevendo A na forma

_ U(=)t(z,y)
A= (12)

onde I(z),g(x) € kl[z] e t(z,y) € k[z,y], com t(x,y) primitivo como

polinomio na variavel y, temos

Ux)t(z,y) f(z,y) = g(x) Az, y) f(z,y) = g(z).d(f).

Como t(z,y) e f(x,y) sdo primitivos como polindomios em y, temos, pelo
Lema de Gauss, que t(z,y)f(z,y) também ¢ primitivo e, como

[(z),g(z) € k[z], obtemos

() (EVTELERTINEE o1 (@) () £ (2, )]

= contlg(x)d(f)] = g(x)cont(d(f)).

Dai obtemos
donde, por (12),

0 que completa a prova. [

Decorrem dos teoremas 4.7 e 4.8, os seguintes corolarios:
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Corolario 4.9 Seja d uma k-derivagdo de kl[z,y] com d(z) = p(x,y) e

d(y) = q(z,y), isto €,
d = p(x,y)0: + q(z,y)0,.

Entao as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) Existe um polinomio de Darboux f € k[x,y| para d com grau,f > 1.

(i1) Eziste uma fungdo racional v € k(x) tal que p(x,r)r’ = q(z, 7).
Para os proximos capitulos, sera 1til destacarmos o préximo corolario:

Corolario 4.10 Seja d = 0, + q(x,y)0, uma k-derivagdo de k[x,y|, onde
q(x,y) € klz,y], entao

a) as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

i) d nao € simples em klx,y|;

ii) Existe f polinomio irredutivel de Darbouz de d em k[x,y]

iii) Eziste r € k(z) tal que ' = q(x,7).

b) Se d nao é simples entao todo polinomio de Darbouz f de d satisfaz
grau, f > 1 e existe um unico polinomio de Darbouz de d que é irredutivel
e monico.

c) As solugoes emm da equagao diferencial 2’ = q(x, z) sao exatamente

as solugoes (em k(x) ) da equagao f(z,z) = 0.

Prova. Decorre dos Teoremas 4.6, 4.7 ¢ 4.8. =
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5 SOBRE UMA CLASSE DE EQUACOES
DE RICCATI

Neste capitulo, consideramos uma equacao diferencial de Riccati da
forma

t'=1* —p(x), (13)

onde p = p(x) é um polindémio de k[z]. Nosso objetivo é saber decidir sobre
a simplicidade das k—derivagoes 9, + (y* — p(x))d,, onde p(z) € k[z] e que

denotaremos por A, :
Ay =0, + (y* = p(2))9,,

ou ainda: para cada p = p(x) € k[z], A, denotard a k-derivagao de k[z,y]

induzida por
Ap(fE) =1
Ap(y) =y* — p(x)
Uma importante simplificacao acontece no caso em que k ¢é algebricamente

fechado, a saber, as solugoes algébricas sao na verdade racionais.

Teorema 5.1 ([5], Theorem 5.1) Se k é algebricamente fechado entao,
para cada p(x) € klz], a equacao (13) ndao admite solu¢io em k(x)\ k(z).
Em outras palavras, as solugoes algébricas de (13), se existirem, sao todas

TACIONALS.

Prova. Suponha que existe t € k(z)\k(z) que é solucao de (13).

Seja f € k(x)[y] o polindmio minimal para ¢ sobre k(x). Como t ¢ k(x),
temos grau, f > 2.

Seja K um corpo de fatoracao de f sobre k(x) e sejam ¢y, ..., t,, as n raizes

de f em K. Como a caracteristica de k é zero e f é irredutivel em k(x)[y],
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temos que t = t4, ..., 1, sao todas distintas e

f=Fflxy)=y"— oy +oy" 7 — ...+ (=1)"0n, (14)

onde n > 2 e 0; denotam os polinomios simétricos em t1, ..., t,.

Ainda, como a extensdo k(z) C K é algébrica, a derivacdo £ de k()
pode ser estendida de maneira tinica a uma derivagao de K (veja Teorema
2.16) que poderiamos continuar denotando por ( )" ou por d/0z, mas que
aqui, para simplificagao de escrita, vamos denotar por d. Assim, a equagao
(13) se reescreve

a(t) = ¢ — p(a) (15)

1

Afirmagao 1: Se o é um k(z)-automorfismo de K, entdo odo~' é uma

derivacao de K. De fato, dados a,b € K, é claro que
(odoY)(a+b) = odo*(a) + odo™*(b).
Além disso,
(odo™") (ab) = (ad) (0~ (a)o ™' (b))
=0 [d(c™(a))o™(b) + o (a)d(o ™" (b))]
= (odo™") (a)b+a (odo™") (b).
Afirmagdo 2: Se o é um k(z)-automorfismo de K, entdo odo ) =
dlkz) = 0/0x, e portanto, pela unicidade da extensao de 0/0x a uma ex-

tensao algébrica, temos que odo~! = d, ou ainda, od = do.

De fato, dado m € k(x), temos, uma vez que o é um k(z)-automorfismo,

1N mek(z) 0 0
odo™"(m) =od(m) = ag(m)—g(m).

Afirmagao 3: Toda raiz t; de f (i =1,...,n ) é também solucao de (15).
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De fato, para cada i € {1,...,n}, t; = o(t) para algum o € Auty,)(K).
Dai,

o\k(x):iientidade 9

=o(t’ = p(x)) = o(t)* — a(p(z)) t; = p(x).

o(t)=t;

Considere agora o discriminante de f, que denotamos por A. Como
n

flz,y) = H(y —t;), temos

=1
A= (=" PT (i — 1) € k(o)
1#]
Afirmagio 4: d(A) = (=1)"" V2N dt —t)  J[ (tw—ti).
i#j matk, (m.k)#(i.j)

A prova desta afirmacao é feita por inducao sobre n, e encontra-se no

Apéndice (veja secao 7.1).

Afirmagao 5: O coeficiente oy de f (veja (14)) pode também ser dado

por
d(A)
2(n — 1A’

De fato, a partir da Afirmacao 4 podemos calcular a derivada logaritmica

de A:

o1 =

()"0 dt—t) [ (e —t)

d(A) Afirm 4 i ma#k, (m,k)#(i,j)
A (=12 [t — 1)
i#j
N =) Zd(tz’) —d(t;) Afirm3
— t; — 1 — ;i — 1
i#£j i#£]
(@) — 1+ p(a)
i#] ti=1
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i — 4 Z(tz‘ —t)(ti +t)) 3
— j — t; —t; , ( 1)
i#j 1#£j i#]
_ (14)

donde se obtém a expressao desejada.

h
Afirmagao 6: Como A € k(z), podemos escrever A = —, com h, g € k[z]
g

e mdc(h,g) = 1. Dai segue que

d(A)  Wg—hg
A hg

De fato,

e conseqiientemente,

d(A) _HWg—hg' g Ng—hg

A g2 h hg

Afirmacao 7: Sendo k algebricamente fechado, temos
S | TR | (R 10
i=1 i=1
onde m,b € k*, ly,...,1,, &, ...,& € k. Afirmamos que

Aa
Ulzzx_aa (17)

aER

onde \y, € Qe R={ly,.... 04, &, ..., & }-
De fato, de 16 obtemos

n = min(w — )t H (x—1;)"
i=1

je{l,-..,u},j#i
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= mH(m - lj)szrl i ]
j=1 i=1 ¢

e portanto

podemos escrever

onde R={ly,....; 0., &1,....,&} e 7o € Z.
Logo,

Afirm.5 d(A) Afirm.6 1 Wg—hdg _

71 2(n — DA 2(n—1) hyg

onde A\, = 7,/2(n — 1) € Q*, para cada a € R.

D

a€ER

Aa

r—

Afirmacao 8: f é um polinomio de Darboux para a derivagao
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olhada como derivacao de k(x)[y].
De fato, como f(z,y) € k(z)ly], existem m(x),n(z) € k[z] e
n(z)

Como f é polinémio minimo de t sobre k(z), fi é polindbmio minimal

fi(z,y) € klz,y] primitivo tais que f(z,y) =

primitivo de ¢. Logo pela Proposicao 4.8, fi é polinomio de Darboux de A,

e portanto existe A € k[z,y| tal que A,(f1) = Afi. Decorre dai que

AN =8 (21) =8, (B) i+ 24, (1)

()2 ()] 2
o0 ()2 2= o0 (2) 2

n m

A
A

Logo f ¢ um polinomio de Darboux para a derivacao A,,.
Afirmagao 9: Seja [ € k(x)[y] tal que
Ap(f) =B (18)

Afirmamos que grau, = 1 e o coeficiente do seu termo em y é n.

De fato, da igualdade

_ _of . Of
e do fato que grau, (g—f + (y? —p)?) = 1 + grau,f, concluimos que
z Y

grau,3 = 1.

Além disso, comparando coeficientes e tendo em vista que gmuya— <
x

grau, f, temos que o coeficiente do termo lider em y de 3 é n. Portanto
B = ny+ a, para algum a € k(zx). (19)

Passamos agora a estudar em detalhe o “termo constante” a € k(x) de

(19)
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De (14), obtemos

afa(fln i 1. n—i
%_Z< 1)Uzy 3

Z (n—i)oy™™ Z(—l)ifl(n —i+1)oi_1y" ",

1=0 i=1
n—2

a ] ) . —
f Z 77, —i+ 1)017 yn—z+2 _ Z (_1)z+1(n i 1)Ui+1y" i

i=—1

Z TL —1+ 1)p0'l',1yn71
=1
e portanto
of . 0f <« , A B
— _ 1 n Z+ z —i—=1 ; n—i
O + >5’y ; z_z_:l )oi1Y
+Z “(n—i+ 1)poi_y"
=ny"" — (n — 1)owy"

n—2

£ 31 o (0= Do + (0 =+ Dporica] g

i=1

+ (=1)" oy + 2p00-2)y + (=1)"(0}, + poa—1)  (20)

Por outro lado,

n

Bf=(ny+a)f=(ny+ G)Z(—l)i@y”_z —
i=0
= ny" " + (n(=1)'o1 + a(=1)"a0)y"
n—1

+ Z (1) noips + (=1)'aos) " + (= 1)"aoy,
i=1

n

=ny"" + (a — noy)y
n—1

+ Z(_l)i (_n0i+1 + aJi) y"_i + (—1)"&Jn. (21)
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Comparando os coeficientes de 3’ nas igualdades (20) e (21) deduzimos
que

—(n—1)o; = (a — noy),
ou seja,

o1 = a;

para 1 <7 <n — 1, deduzimos que

(=10} = (n—i—=1)os + (n =i+ 1)poy1) = (=1)'(=now + aoy),
ou ainda,

—(n—i—1-=n)ojy =—0,— (n—1i+ 1)po;_1 + ao;,
0 que nos leva a
(i+1)oi41 = ao; — o, — (n— i+ 1)po;_1.
Ja para ¢ = n, obtemos
(=1)™(op + pon-1) = (—=1)"aon,

0 que nos leva a
/
Oy +p0n—l = A0y,

e assim obtemos o seguinte sistema de n + 1 equagoes:

209 = acy — 0] —np

303 = aoy — oy — (n — 1)poy

: , .
i0; =ao;_ 1 — 0,1 — (n+2—1i)po;_s

NOp = A0p_1 — Oh_1 — 2P0p—2

/
\ 0=ao, — 0, —po,_1
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Note que os coeficientes o; de f podem ser também pensados como uma

seqiiéncia de fungoes racionais (0;);en, definidas indutivamente por

op=1, o1 =a
e, para2 <1t <n,
io; =ac;1— 0.1 — (n+2—1)po;_s (23)
e
o; =0,

para i > n. Dai, apds feitas todas as substituigoes, a ultima equagao de (X)

se torna uma equacao diferencial para a.

Afirmagao 10: Seja o« um dos pélos de a =0y (veja (17)). Como
p(x) € klz], obviamente o nao é pélo de p(x). Afirmamos no entanto que,
para todo i € {1,2,...,n}.

i) a é um poélo de o; com ordem no méaximo i;

ii) se denotarmos por @; a parte de o; que envolve o pdlo o de ordem i
entao

AaPa + 1) Mg +1—1)

ilg; = o a) : (24)

A prova desta afirmacao é feita por inducao sobre i, e encontra-se no

Apéndice (veja secao 7.2).

Afirmagao 11: Para cada pélo « de o1, o racional A\, definido em (17)

satisfaz

Ao € {~1,-2,...,—n},

e portanto a férmula (24) vale também para i > n.

De fato, da tltima equagao de (22) temos que

/
On+1 = 0=ao, — 0p, — POn-1-
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Pela prova da Afirmacao 10, o é um poélo de ao,, = 010, e de —o,, de ordem
no maximo n + 1 e é de ordem no maximo n — 1 como polo de o,_1; dai
concluimos que, ainda denotando por @, 7 a parte de 0,1 que envolve o

polo a de ordem n + 1, obtemos

_ e
0=70,411 =ao, — o).

De (24) obtemos

— I nda(Aa+1)..(Aa+n—1)
~nl (x — a)tl ’

e portanto

e
0 =ao, — o,

M L dOa+DeOat+n—1)  1nAOa+1)(ha+n—1)

T —an! (x —a)? n! (x — a)ntl
1 Aa+ DA+ —1D(Aa +n)
~nl (x — a)nt? ’

com isso, obtemos a seguinte equacao para cada A, :
Aa(Aa +1)...(Aa +n) =0,

o que nos da A\, € {0,—1,-2,...,—n}; ainda, como « é um pdlo o; temos

Ao # 0. Isto completa prova da Afirmacgao 11.

Dividimos agora a prova em dois casos:

1°caso: p # 0.

Neste caso, grau p > 0. Queremos estimar os graus e certos coeficientes
das fungoes racionais o7, ..., 0,. (Por grau de uma fungao racional queremos
significar a diferenga

(grau do numerador) — (grau do denominador).)
Nesta etapa, p esta fortemente envolvido, conforme nos mostra a afirmacao

seguir:
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Afirmagao 12: Se § = grau(p) entdo, para cada i € N,

grau(oy) = 10 enquanto 2i < n

grau(ogiyr) < i — 1.

Esta afirmagao estd provada no Apéndice (veja segao 7.3).

Denotemos por p o coeficiente lider de p e, para cada i, por o9; 0 coeficiente
em o9; do termo de grau 9, e por 0-/27;4'_\1 o coeficiente em 09,11 do termo de
grau i — 1 (que pode ser nulo, pela Afirmacao 12). E claro que g, =0 se
J>n.

Seja A o inteiro nao negativo dado por

A==\
a€R

Obtemos entdo as seguintes relacoes envolvendo os 7; :

G = —A, (25)

«

. Ainda, por (23), obtemos

(20)52; = —(n + 2 — 2i)poa; 5, enquanto 2i < n (26)
(20 + 1)a9i1 = a0z — oy — (n — 2i + 1)poai,

enquanto 2¢: +1 < n

Observagdo: As férmulas acima valem também para 7, :

n+1)6,+1 = —po,_1, se n for impar
( ) +1 p 1 P (27)

—_—

/,\ L ——
(n+1)0,41 = ao, — o/, — po,_1, se n for par
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De fato:
- se n é par, digamos, n = 2s, entao

P (22) . —~

J— —_ S /
02s+1 = Opt1 = 0 = Q095 — 0-23 — PO2s—1,

e portanto vale, para n = 2s,

—~

= e / — .
(Tl + 1>0n+1 = a0y — 0, — POp—1;

- se n é impar, digamos, n = 2s + 1, entao

— — (22) —

02542 = Op41 = 0= —P0O3as,

e portanto vale também para n = 2s + 1,

—

(n+1)om = —ponT.
Afirmagao 13: Para todo s € N tem-se

095 = (—1)°p° Mo, enquanto 2s < n + 1
0/23?1 = (—1)5+1ﬁM25+1, enquanto 2s +1 < n + 1,

onde M; sao racionais definidos indutivamente por:
My =1, M, = A

e, para s > 1,
n+2—2s

Mys = ————Mo(s— )
2 9 2(s—1)

1
M25+1 = m[(/\ + S(S)MQS + (n +1-— 28)M25_1].

(28)

(29)

(31)

(32)

(Note que os racionais My, sdo nao negativos enquanto 2s < n + 2 e os

Mo, sao nao negativos enquanto 2s < n + 1).
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A prova desta afirmagao encontra-se no Apéndice (veja segao 7.4).
Afirmagao 14: n é par.
Se n é impar, digamos, n = 2s + 1, temos:

_——— (28)

0= U/n:1 = 0/25\+2 = 02(s+1) — (_1)5+11/9$+1M2(s+1) = (_1>S+11/5S+1Mn+17

portanto M,y = M, 41 = 0. Dal segue que

Gnn+2—2(s+1)

M257

o que implica

e conseqiientemente,

0/:2\5 (2) (_1>SZ/55M28 — 0,

o que é um aburdo, pois p # 0 e, pela Afirmacao 12, grau o9s = s X grau(p),

portanto oy # 0.

Escrevamos entao n = 2s; como 0,1 = 0, temos, por (29)
O == Mn+1 == M25+1.

Deste modo,

32) 1
= M. = —[(A+ Mg + (n+1—28)Moy_q],
0 25+1 9 + 1 [( 50) M (n §)Mas_1]

como n = 2s

(A + S(S)Mn + Mn,1 =0.

Como M; >0, para todo : <n+1 e M, #0, temos que
(A+ sd)M,, + M,y =0 implica A+ s6 =0e M,_; =0.
Mas A >0,s>0ed >0, portanto A =6 = 0.

61



Concluimos: se a equagao diferencial (13) tem solugao ¢t € k(x)\ k(x) e

p # 0 entao devemos ter, por (17),

0'1:/\:0 (33)

graup =0 =0, (34)

ou seja, p € um polindmio constante e o coeficiente o1 de f é igual a zero.

Além disso f teria grau par n = 2s.
Afirmacao 15: Para todo ¢ € N,

) (s .

09:41 =0 e, enquanto 2i < n, 09 = (—1)’(,)}9’;

em particular o9; é constante, pois p é constante.

Esta afirmagao estd provada no Apéndice (veja segao 7.5).
Logo
F=y+( =D )P+ (=D () A (=) (O)p = (8P —p)*.

Como f foi suposto irredutivel, devemos ter s = 1, ou seja,

f=vy"—peklyl
Mas p € k e k é por hipotese algebricamente fechado, entao f nao tem grau
2, absurdo.

Portanto, acabamos de provar que a equagao diferencial (13), quando o
polinémio p é nao nulo, nao admite solugao algébrica que nao seja funcao

racional.
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2°caso: p = 0.

Aqui reescrevemos

a€ER
na forma
- -1
o] = —_—
X
levando em conta que o conjunto R é finito e que A\, € {—1, -2, ..., —n}, para
cada a, onde m = _Z)‘ai (podendo acontecer o; = «; com i # j).

icj
Afirmagao 16: Para cada j € {1,2,...,n}, tem-se

—1)J
e Y (-1)

Vit i <m (r— i) (T — iy) .. (z — ay,)

A prova desta afirmac@o encontra-se no Apéndice (veja se¢ao 7.6).

Definimos agora

9(x,y) = ((x — ar)...(x — am)) f(z, y)-

Como f = f(z,y) = y" — oy ' + 09y % — ... + (—1)"0,, pela Afirmagao
16, é claro que g(x,y) € k[z,y].

Como t € k(z)\k(z) é tal que f(x,t) =0, temos
g(z,t) = (r —aq)..(x —ap) f(z,t) =0

Como g(z,y) € k[z,y] C k(y)[z] e g(z,y) # 0, entdo ¢g tem somente
um ndmero finito de raizes em k(y), em particular um nimero finito em k.
Sendo k infinito, existe a € k tal que g(«, y) # 0. Por outro lado, g(z,t) =0,
implica que g(a,t) = 0, logo t é raiz de um polinémio nao nulo g(«,y) de
kly], portanto t é algébrico sobre k. Sendo k algebricamente fechado temos

que t € k, o que é um absurdo, pois por hipdtese t € k(z)\k(z).

Isto completa a prova do teorema. [ |
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6 SIMPLICIDADE DAS k—DERIVAQ()ES
Oy + (y2 —p(x))0,

Neste capitulo, discutiremos a simplicidade das k-derivagoes de k[z, y]
Ap =0, + (?JQ —p())9,

definidas no capitulo anterior. Estaremos em todo o capitulo supondo que k é
algebricamente fechado, apesar de os resultados serem também wvdlidos para
quaisquer corpos de caracteristica zero.

Nas préximas duas proposicoes analisamos os polinomios de Darboux
de A, que satisfazem grau, f = 1. Antes observamos que, como os fatores
irredutiveis de um polinémio de Darboux sao também polinomios de Darboux

(veja Proposicao 4.4), podemos supor [ irredutivel em k[x, y].

Proposicao 6.1 Seja f um polinomio de Darboux irredutivel de A,. Supo-
nhamos que grau,f = 1, digamos, f = uy + v, onde u,v € klz], u # 0 e

mdc(u,v) = 1. Seja \ € klx,y] tal que

AP(f) = >\f7

entao
a) A\=y+s para algum s € k[x];

b) grau p =2 grau s (talvez ambos iguais a —o0).
Prova. a) Desenvolvendo a igualdade Af = A,(f) temos

My +v) = Ay(uy +v) = A, (uy) + Ay (v)
= Ay (u)y + udy(y) + Ay(v)
=y +u(y2 —p)+v

= uy® +u'y + 0" — pu, (35)
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o que implica, comparando os graus em y, que A = y+ s para algum s € k[z].

b) Observe que sendo A = y + s, temos
A = (y+s)(uy +v) = uy® + (su+v)y + sv. (36)
Comparando coeficientes em y de (35) e (36) obtemos
su=u —v e sv=1v —pu. (37)

Isolando v na primeira igualdade em (37) e substituindo na segunda igual-

dade, obtemos

v=u —su=
0=v"—pu—sv

0= (u —su) —pu—s(u — su)

=" — s'u—su' — pu— su + s*u. (38)

Das igualdades em (37), notamos que p = 0 se e s6 se s = 0, e portanto

vale, neste caso, da igualdade em (38) obtemos
grau p = 2 grau s.
Agora suponhamos que p # 0 e s # 0. Entao, de (37)

3u+v=u’:>g7’auv:graus+grauu

sv =0 —pu = grau s+ grau v = grau p + grau u.

Das duas implicagoes acima obtemos

grau s + grau s + grau u = grau p + grau u.
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Como u # 0, obtemos
grau p =2 grau s,
0 que completa a prova. [

Proposicao 6.2 Seja f wum polinomio irredutivel em kl[z,y|] tal que
grau,f = 1, digamos, f = uy +v € k[z,y], com uw,v € klz], u # 0 e
mdec(u,v) = 1. Sejar = —v/u € k(x). Entdo as sequintes condigoes sdo
equivalentes:

(i) f € um polinomio de Darboux para A,;

(ii) " = r? — p(x).

Prova. (i)=(ii) Decorre do Corolario 4.10.
(ii)= (i) E imediato do Teorema 4.8 ¢ da unicidade do polinémio irre-

dutivel de Darboux de A, (Teorema 4.6). |

O teorema a seguir nos auxiliard no principal resultado deste trabalho,

que ¢ o teorema 6.4.

Teorema 6.3 Se a derivacao A, nao é simples sobre k[z,y], entdo existe

um unico polinémio irredutivel de Darbouz f € klx,y] de A,. Além disso

grau, [ =1.

Prova. Por hipétese A, nao é simples. Pelo Teorema 4.6 existe e ¢ tnico
f(z,y) € k[z,y] polinomio irredutivel de Darboux de A,. Além disso grau,
f > 1. Seja r € k(zr) uma raiz de f(z,y) € k(z)[y]. Pelo Coroldrio 4.10
temos

r'=r*—p.

Sendo assim, r é uma solucao algébrica da equacao diferencial

' =r?—p.
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Pelo Teorema 5.1, esta solugao é racional, isto é, r € k(x).

Como r € k(z) e é raiz do polinomio irredutivel f(z,y), entao grau,
f=1. Ser =0 entao p = 0; dai A, nao é simples, pois f = y é polinomio
de Darboux de A,. Se r # 0, existem u,v € k[z], u # 0 e mde(u,v) =1 tais
que r = —%, pela Proposigao 6.2 temos f(z,y) = uy + v é um polindémio de

Darboux de A,. ]

Teorema 6.4 Se p é um polinomio nao nulo e de grau impar, entao A, €

uma derivagao simples.

Prova. Suponhamos que A, nao seja simples. Pelo Teorema 6.3, existe
um polinomio de Darboux f para A, tal que grau, f = 1.

Pela Proposicao 6.1, se A denota o autovalor de f entao
A=y+s,

para algum s € k[z] e grau(p) = 2 grau(s). Entao grau(p) é um nimero par,
0 que completa a prova. [

No entanto algumas derivacoes A, com grau(p) par sdo também simples:
Proposicao 6.5 Toda derivacgao d : kl[z,y] — k[z,y| da forma
0 0
d=—+y’ta2")=— e N*.
5 T W 1”%y n

€ simples.

Prova. Se n é impar entao d é simples, pelo teorema acima.
Suponhamos entao que n = 2m, com m € N* e que d nao é simples.

Entao pelo Teorema 6.3 existe f um polinomio de Darboux de d da forma

f=uy+v,

68



onde u,v € k[z] e u # 0. Pela Proposi¢ao 6.1 temos que se A denota o auto-
valor de f entdo A = y+ s para algum s € k[z]. Além disso, necessariamente

n = 2grau s e por (38) temos
0=1u"—su—2su + s*u —pu=u" — s'u— 2su' + (s* — p)u. (39)

Como p = £2?™, temos que grau s = m. B facil ver que grau u”, grau
s'u, grau 2su’ sao todos estritamente menores do que grau s + grau u =
m—+grau u; concluimos entao que os graus maiores ou iguais do que m+grau u

tao tod Ivid lusi t la (s? — d ta
estao todos envolvidos exclusivamente na parcela (s* — p)u e devem entao se
anular. Ou ainda, como u # 0, que os coeficientes de grau maior ou igual do
que m em s — p devem todos se anular.

Como s # 0, pois 2 grau s =n > 1, podemos escrever

m
$=8,2" + ...+ 810+ 89 = g spx”,
k=0

onde Sg, ..., Sy € k € s, # 0, temos
2m
2 —p= E E siijk F 2™,
k=0i+j=Fk
Como os coeficientes dos termos de grau maior ou igual do que m, de s> —p
sao nulos obtemos

2 F1=0 (40)

m

e, para k € {m,m+1,....2m — 1},

E SiS; = O,
i+j=k

Como k é algebricamente fechado, um tal s, existe e é nao nulo. Por

inducao decrescente vamos obter

Sm—1 = Sm—2 = ... = 81 = S0 = 0.
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Segue dai que s = s,2™ e (39) se reescreve neste caso na forma

-1

0=1u"—mspz™ 'u— 2s,2™u + (s2,2°™ F 27™)u

DO msma™ u — 2sma™. (41)

Sejam [ coeficiente lider de v e t = grau u. Como u # 0, temos t > 1. Se

t =0 entdo u € k e em (41) temos

0= —msmz™ u,

mas m, S,,, u nao sao nulos, absurdo. Segue entao

1

grau u” < grau(ms,x™ u) = grau(2s,z"u’),

portanto o coeficiente do termo de maior grau em (41) é
—mspl — 28,1t = —spl(m + 2t),
que deve entao se anular. Como s, # 0 e [ # 0, segue que
m—+2t =0,

que é uma contradicao, pois t > 0 e m > 0.
Portanto, nao existe polinomio de Darboux para d, ou seja, d é simples,

como queriamos demonstrar. [
Proposicao 6.6 Toda derivacio d de k[x,y] da forma

d= f% + (y* — 2™ + mxm_l)%, m € N*.

nao € simples e seu polinomio irredutivel de Darboux € y — x™.
Prova. Note que

) . 0 m
d(y—xm)za—x(y—xm)+(y2—x2m+mfcm 1)a—y(y—x )

2 1

— _mxm—l +y? — me 4+ ma™

=y? — 2™ = (y+2™)(y — ™),
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e portanto f = y — 2™ é polinomio de Darboux de d e y + x™ é seu auto

valor. ]

Observacao 6.7 Na demonstracio acima, chegamos ao polinomio de Dar-
boux y—x™ com o sequinte raciocinio: pelo Teorema 6.3, se d nao for simples
entdo existe um polinémio de Darbouz de grau 1 em y. Ainda, se isto acon-
tecer, pela Proposicio 6.1, temos que se A denota o autovalor de f entao
A =1y + s para algum s € k[z].

Inicialmente supondo que existe um polinomio f = uy + v, com u,v €
klz], u # 0 tal que d(f) = Af. Como na prova da Proposicdo 6.5, chegaremos
a

u” — s'u— 2su’ + s*u — (*™ — ma™ u = 0. (42)

Sequindo com a mesma idéia da prova proposi¢cao 6.5, obteremos m =

grau s, digamos,

donde

=" — s'u — 2su/
2m—1 m—2
2 2m k m—1 k
+u|(sy, — ™™ + E E s;s;a” + | m+ E 88 | —|—E E $iS;T
k=m i+j=k i+j=m—1 k=0i+j=k
Como grau u”, grau s'u, grau 2su’ sao todos estritamente menores do
que m—+ grau u, concluimos que os coeficientes dos termos de grau maior ou
tgual a m+ grau u sao todos provenientes exclusivamente da expressao entre

colchetes.
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Assim, obteremos

s2 =1,

Z s;s; =0, para k € {m,...,2m — 1},
i+j=k

0 que nos dd

Sm = 1,

e, por inducao decrescente, vamos obter

Sm—1 = 8m—2 — ... = 81 = S — 0.
Portanto s = £a2™ e (42) fica

" — / _
0=u"—s,mz™ tu—2s,2™u + 2¥™u — ¥ u + ma™ tu

" m

=u" — s,mx !

“Lu = 28, 2™ + ma™
=u" + (=spm +m)x™ tu — 25,2
Claramente a expressao acima envolve termos de grau no mdzrimo iqual a

m — 1+ grau u (lembre que u # 0). Assim, se | denota o coeficiente lider de

u et = grau u entao, olhando o coeficiente do termo de grau m —1+ grau u,

obtemos
(—Smm +m)l — 2s,tl =0,

e como | # 0, chegamos a

—S;m +m — 28,,t = 0. (43)

Dai, se s,, = —1, obtemos

m+m + 2t =0,
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o que € um absurdo, pois m > 0 et > 0. Concluimos entdo que s,, = 1,

s=a™ e, de (43) que
0=-m+m—2t=-2t,

o que implica t = 0 e consequentemente u é constante.

Agora por (37) temos v = —us, portanto,
f=uwy+v=uy—ux™

com u € k*. Logo, mddulo produto por um elemento de k*, y — ™ € o
polinémio irredutivel de Darbouxr de A, de k[z,y|. Pela Proposi¢io 6.1 a)

seu autovalor é A =y + s, isto €, y + ™.
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7 APENDICE

7.1 Prova da Afirmagao 4 do Teorema 5.1:

Se f(x,y) = H(y —t;) entdo seu discriminante

i=1

A= (=)D — 1) € k(x)
i

satisfaz a igualdade

d(A) = (=" VY d —t) [ (e — ).

i#] mk, (m.k)# (i)

Prova. Como d(A) = (—1)""~1/2q (1_[(15Z — tj)> , NAO precisamos nos
i#j
preocupar com o fator (—1)"(”_1)/ 2. Provaremos por inducao sobre n que

d <H(ti - tj)) =>dt;—t) [ twm—tw).

i#j i#] m#k, (m,k)#(4,5)

Para n = 2 temos:

d H (ti —t5) | = d[(tr — t2)(t2 — t1)]

i,j€{1,2},i#j

=d(t; —t2)(t2 — t1) + (t1 — t2)d(t2 — t1)

= > dti—t) I -t

i,7€{1,2},i#j m#k, (m,k)#(4,5)

Suponhamos que para n > 2 vale

d [ @&-t]= > dt-t) 11 (tm—t1).

27‘76{1 7777 n}7l#] Z7JE{1 7777 n}7l#] m7k€{17"7n}7 m¢k7 (m7k)#(277])
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Daf:

d 11 (t; —t;)

i€l i1}, i)

=d H (ti - tj) H (thrl - tr) H (ts - tn+1)

i,j€{1,...,n}, i#j re{l,..,n} se{l,...,n}
=d H (ti —t;) H (tht1 — ) H (ts — tnt1)
i,j€{1,...,n}, i#j re{l,...,n} se{l,...,n}
+ H (ti—t;) d H (tht1 — ) H (ts — tns1)
i,j€{1,...,n}, i#j re{l,...,n} se{l,...,n}
+ JI G-t JI Gea—t) d| [ ¢ —tur)
1,j€{1,...,n}, i#j re{l,...,n} se{l,...,n}
HI
= Z d(ti - tj) H (tm - tk) H (tn—H - tr) H (ts - tn-i-l)
1,J€{1,...,n},i#j re{l,...,n} se{l,...,n}

m, k€ {l,..,n},
m # k, (m, k) # (i,,7)

+ Z d(tn+1 - tr) H (tn-l—l - tm) H (ti - tj) H (ts - tn-i-l)

re{l,...,n} me{l,...,n}, m#r i,j€{1,...,n}, i#j se{l,...,n}
+ Z d —tnt1) H (t — tng1) H (t; — t;) H (ths1 — )

se{1,.. ke{l,...,n}, k#s i,5€{1,...,n}, i#£j re{l,...,n}
= Z d(t; — t;) 11 (tm — te)

4,5€{1,...,n},i#£j m,ke{l,..,n+1}, m#k, (m,k)#(i,,5)
+ Z d(tn+l - tr) H (tm - tk)

re{l,...,n} m,ke{l,...n+1}, m#k, (m,k)#(n+1,r)
+ Z d n+1 H (tm - tk)

se{1,.. m,ke{l,..,n+1}, m#k, (m,k)#(s,n+1)

4,5€{1,...,n+1},i#£j5 m,k€{1,..,n+1}, m#k, (m,k)#(%,,5)

|
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7.2 Prova da Afirmac¢ao 10 do Teorema 5.1:

Seja o um dos pdlos de a = oy (veja (17)). Entdo, para todo i €
{1,2,...,n},
i) a € um pdlo de o; com ordem no mdzximo i;
ii) se denotarmos por @; a parte de o; que envolve o pdlo « de ordem i
entao
Aa(Aa+ 1) (A +i—1)

il57 = o o) : (44)

Prova. A prova é por indugao sobre i. Por (17),

Aa
Ul:Z.ﬁZ’—Oé’ (45)

acER

e entao ¢é claro que a é um polo de o7 com ordem 1. Além disso,

1 =

(z —a)
portanto (44) é satisfeita para i = 1.
Para i = 2 temos (veja (22))

1
oy = 5(@01 — oy —np).
Como
)\2 )\a)\,@
ao, = 0101 = Z & 5 Z
e ACa) a,0€R, fra (z—B)z—a)
e
A A
4 «o r_ o
1 (Zx—a) Z(:L’—oz)Q’
aER a€ER
temos
1 A Aag Ao
ey (Tt ¥ )
2 (aER(I —a) a,B€R, ﬁ;éa( — Bz —a) eR(x —a)
1 A2+ Ao Aahs )
B Z a L7 Z —np|.
— )2 _ _
2 (aER(:E CY) a,BER, BF#a (x ﬁ)(l’ O./)
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Assim, vemos que « € polo de oy de ordem no maximo 2.

Além disso,
1A+ A
2 (z—a)?’

9 =

donde
Deste modo, i) vale para i = 2.
Suponhamos que i) e i) valem para i € {2,...,n — 1}.

Por (23), temos que

1
oiy1 = ——(ao; — o, — (n—i+1))po;_1).

1+ 1
Mas

HI (ii) Ao 1 AAa+1) (A +1-1)
ao; = 010; = - -
(45) x — il (x — )t

acR

+ parcelas envolvendo o polo o com ordem <1

_ Z; Aa(MaPa +1)c(Aa +i— 1))

il (x — a)itt

+ parcelas envolvendo o com ordem < 7;
a€R
por outro lado,
o LG (l Aa(Aa +1)c(Ng +7— 1)
! il (x — )
LidaAa+ 1) (A +i—1)

= —- . + parcelas envolvendo « com ordem < i;
i! (x — a)t!

/
+ parcelas envolvendo o com ordem <17 — 1)

ainda, por hipétese, a ordem do pélo o em 0,1 é no maximo i—1. Concluimos

entao que o é um polo de ;1 com ordem no méaximo i + 1. Além disso,

L1 daQaQatD)a+i=1)

T Al (x — a)itt
I 1 iAaAa+1)(Aa+i—1)
T3 +1 il (x — a)it! )
1 AaAa + 1) Aa +i—1)(Aa +19)
i+ 1) (x — a)it! ’
e portanto, (i) é também satisfeita por o; . [
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7.3 Prova da Afirmac¢ao 12 do Teorema 5.1:

Se &6 = grau(p) entao, para cada i € N,

grau(oe;) = 1§  enquanto 2i <n

grau(ogiyr) < @0 — 1.

Prova. A prova é feita por inducgao sobre 7.
Inicialmente observemos que se f(z), g(z) € k[z] entdo
AY _ f
grau | =) <grau f —grau g—1=grau| =) —1,
g g

ulmna vez que
/
< ! ) _fl9—1d
g 9°

Sendo oy = 1 temos que grau(og) = 0 = 06, e da Afirmagao 5,

d(A)

02x0+1 — 01 = m7

onde A € k(z); entao grau oy <06 — 1= —1.

Seja k € {0,1,....,n — 1} e suponhamos que
grau(oy) =10 e grau(ogii) < jo —1,

enquanto 2¢ < ke 25 + 1 < k. Dai:

- se k for fmpar entao, como k+ 1 <n e pondo k + 1 = 2(i + 1), temos

(23) 1 .
Ok+1 = O2(3i+1) = m(aa%ﬁﬂfl - O-éi+271 —(n+2—2i—2)poaiia—2)
1 .
= m(aazm — O — (N — 20)po;);

dai, pela hipétese de inducao, temos:
grau (acyy1) = grau (0109;11) < —1+1i6 — 1 =10 — 2,

HI
graw o < grau oy —1 <id—1—-1=140 —2
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grau poy 2 5+ i = (14 1)4,

de modo que, neste caso, obtemos
grau o1 = grau(osi+ny) = (i + 1)0.

- se k for par entao, como k+ 1 <n e pondo k + 1 = 2¢, temos

23 1 )
Ok+1 = 021 = o n 1(a02i+1—1 — 011 — (N +2—2i— 1)pogiy1-2)
1
= 5 T 1(0,0-2i — Oéi — (7’L — 2 + 1)19021‘—1);

dai, pela hipétese de inducao, temos:
grau (acy;) = grau (o109;) = =1 +1id =0 — 1,
HI
grau o, < i —1
HI . .
graw pogy_y = grav pos;—1y41 < 6+ (i —1)6 =1 =140 — 1,

de modo que, neste caso, obtemos
grau ogyq = grau(ogiyr) < id — 1.

Logo grau(og;) = id enquanto 2i < n e grau(ogq1) < i0 — 1 para todo

1€ N, ]
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7.4 Prova da Afirmacao 13 do Teorema 5.1:

Dado s € N, tem-se

025 = (—1)°p°Ms,, enquanto 2s < n +1

—

Tosr1 = (—1)S+IFMQS+1, enquanto 2s +1 <n +1,

onde M; sao racionais definidos indutivamente por:

My =1, M, =A
e, para s > 1,
n+2—2s
Myy = ——— Mo
2 s 2(s—1)
e
1
M23+1 = m[(A + 85)M25 + (77, +1-— 2S)M25_1].
Prova. A prova é por inducao sobre s.
Para s = 0 temos
70 = 1= (—=1)"p"Maxg
e

Suponhamos que, dado i € N tal que 2(i + 1) < n + 1, tenhamos

Toi = (—1)'p' Mo,
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Dal, como 2(i + 1) < n + 1, podemos aplicar (26) e (27) e obter

Ta(it1) =
1 . i
= T4 (n+2—2(i + 1))poairt1)—2
e HI
20i 1 1)(" Dpo2
1 o
— - 2P~ 1)F My
(n — 2i) e
- —1 [ /\H_lMZ'.
2(i + 1)( )M

Note ainda que

(n+2—2(i + 1))

Ms(ip1y = 26+ 1) My,
_ (n—2q)
26+
e portanto
m = (_1)i+1ﬁ+1MQ(i+l)7 (46)

enquanto 2(i + 1) <n+ 1.
Suponhamos agora que dado i € N tal que 2(i+ 1)+ 1 < n+ 1 tenhamos

T2 = (_1)iﬁM2i € 0/2i+\1 = (—1)i+1ﬁM2z’+1-
Entao vale (46). Ainda, como oy, tem grau < (i + 1) — 1, temos, por
(46),

—

U§(¢+1) = (i + 1)5(_1>i+1ﬁ+1Mz(i+1)7 (47)
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de modo que, como 2(i+1) +1 < n+ 1, podemos aplicar (26) e (27) e obter

Oa(it1)11 =

= m [am) - ({(H\l) —(n—=20+1)+ 1)p02/(iB_1] (47(1—;;)25)

= m [~ A(=1)™ 5 Mygry — (i + 1)8(=1) 5 Maggry — (n — 2i — 1)poisa] =
— m [A (=15 My ) + (i 4+ DS(—1)F My ) — (n — 2i — 1)pogii] o

= m [A(=1) 5 Moy + (6 + 1)3(=1)5 Mygsry — (n— 20 — 1)p(—1) 15 My 4]
= m [A(=1)'5 Moy + (i + 1)3(=1)'5 Magy1) + (n — 2i — 1)(=1)p+ My 4]
= m(—lfﬁ“ [Mag 1) (A + (i + 1)8) + (n — 20 — 1) Mayy4] -

Por outro lado,

1 , ,

MZ(i+1)+l == m [(A + (Z + 1)6)M2(1+1) + (n ‘l— 1 - 2(Z + 1))M2(i+1)71:|
1

e portanto

—

O2(i+1)+1 — (—1)i]/0\i+1M2(i+1)+1 = (_1)i+2ﬁi+1M2(i+1)+17

enquanto 2(i+1) +1 < n. [
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7.5 Prova da Afirmacgao 15 do Teorema 5.1:
Para todo 1 € N,
o2i41 =0

e, enquanto 2i < n,

Prova. A prova é por inducao sobre i.
Inicialmente observamos p # 0 e p constante implica que p = p.

Dai, para ¢ = 0 temos

og = 1= (—1)0 (g)po e 01 (2) 0.

Seja i > 0 e suponhamos que, por inducao, tenhamos

02i4+1 = 0 €, 09; = (—1)1 (f)pZ se 21 < n.

Entao se 2(i + 1) < n temos

2G+1) |:a0'2(2‘+1)_1 — Ué(iﬂ)fl —(n+2-20+ 1))p02(i+1)—2}

HI:02;11=0, portanto o}; ;=0

n— 2 HI

T 2T

g ()

— (_1)i+1pi+1

= (=1)HpH!

G+ Dl(s—i— 1)

— (1 f i+1
=1 (7;+1)p
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Também se 2(i + 1) + 1 < n, temos

(22) 1 -
O2(i+1)+1 = m [a02(¢+1)+1_1 — Ué(i+1)+1_1 —(n+2-0206+1)+ 1))p02(2.+1)+1_2]

L ; a=0
ST 3[6L0'2(i+1) — 01y — (N — 20 — 1)poy;ii] =

0,

HI: 02;41=0, portanto Uéi+1:0

0 que completa a prova. ]
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7.6 Prova da Afirmacao 16 do Teorema 5.1:

Para cada j € {1,2,...,n}, tem-se
I

—1)J
e Y (-1)

1§i1<i2<...<i]—§m<x — ;)T — ag).(r —ay,)

Prova. A prova é por inducao sobre j. Relembremos que reescrevemos

)\oz
7= )

a€ER
na forma
|
oy = —
2
levando em conta que o conjunto R é finito e que A\, € {—1,-2,...,—n},
onde m = —Z)\a
aER
Lembrando que a = o1, temos
m
+1 2
aoyp = a% = Z— +

T —w) s (@ an) (@)

- 1
r .
0-1 _Z(J}—O{Z‘)27
=1

dai, lembrando que p = 0, segue que

(22) a0y — 0} 1
72 = 2 Z (x — ) (z — auy)’
1< <izg<m “ 2

e portanto a afirmacgao vale para j = 2.

Suponhamos que para j € {2,....,n — 1} vale

I

1<d1<ia<...<i;<m

Por (22) obtemos

/
ao; — O'j

Oj+1 = jT
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Mas

CLO’j =

m

_ -1 (—1)7
- (Z(JC—O&@')> Z (r— i) (T — y) .. (z — ay,)

i=1 1< < <...<;<m

3 (-
_Z Z ((L’—Oé,;)(l'_Oéil)(x_aiz)"'(m_aij)

1=11<41 <i2<...<i;<m

—1)i+1
_ 3 (-1)

1<i1 <ip<...<i;<m (z — 0, )* (2 — ). (7 — )

+ 3 (—1)”;

1<41 <i9<...<i;<m (x - O‘il)(x - 0%‘2) (37 - sz‘j)

+ ...
(1™

* (=i ) (T — i) (T — ay,)?

(]

1<i1<i2<...<i;<m

—1)i+1
D > =

1<i1 <in<o<i<m €{1,omP\{i1,.... ij}(x —o)(@ = 0 )(@ - 0. (@

) (-1
95 = Z (x—ail)(x_aiz)'“(x_aij)

1<d1 <i2<...<i;<m

(@ = i) (@ = i) e — ) (1)
= )

1§i1<i2<...<ij§m ((a: - O{Zl)(x - aZQ)(x - Oéij))2

5 U
N 1<it <ig<...<i;<m (= ai )2 (2 — ). (2 = O‘ij)
(_1)j+1

+ Z (7 — i) ) (7 — )2 (2 — )

1<i1<ie <. <i;<m

(1 |
* Z (= i) (T — agy) ... — ay, )

1<d1<ie<...<i;<m
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entao, depois dos cancelamentos obtemos

1 (—1)it!
AR Z Z C(r—a

J 1<ii<ie<...<ij<m ie{l,...m}\{i1,...,i;}
1 3 (j+ D=1

(7 — ) ) (@ — y). (T — ) (2 — i)

1<iy <i2<~~~<ij<ij+1 <m

B (_1)]-1-1
N Z (r— i) (@ — ) (@ — ay, ) (T — ay,,)

1Si1<i2<...<ij<ij+1§m
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