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RESUMO

A presente pesquisa foi desenvolvida para entender como ocorre o processo de ensino e
aprendizagem da Combinatoria, no caso particular dos problemas de contagem de agrupamentos de
objetos, considerado dificil por professores e alunos; e para elaborar e experimentar uma proposta
didatica, com potencial para trazer algo novo ao processo. Com base na Teoria dos Campos
Conceituais de Vergnaud, delineou-se os esquemas de um grupo de alunos do ensino médio:
resolvem problemas de contagem direta, mas nédo resolvem os que exigem multiplicacéo e diviséo.
Com a andlise de outros trabalhos correlatos, pode-se concluir que o ensino tem melhores chances
de iniciar com a resolucdo de problemas, e ndo a partir de formularios e defini¢des. Consequéncia
deste estudo, foi organizada e posta em pratica uma sequéncia didatica que parte da vivéncia do
“jogo de poquer”. Entende-se 0 baralho (sem coringas) como um conjunto de 52 objetos, a partir do
qual devemos formar agrupamentos de 5 objetos (“maos”). Os problemas propostos gerados pelo
jogo podem ser resolvidos com as quatro operacdes aritmeéticas. Ao final, constatou-se evolugdo nos
esquemas dos alunos, que passaram a utilizar a multiplicacdo com significado e a utilizar uma
organizacgdo grafica adequada para as solu¢des. Mas ainda apareceram erros no uso da diviséo, que
foram analisados para poder-se oferecer ao professor/leitor, compreensédo das dificuldades.
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ABSTRACT

This research was conducted to understand how the teaching and learning of Combinatorics
is, in the particular case of counting issues and groupings of objects, which is considered difficult
by teachers and students. Also aims to develop and experience a didactic proposal, with the
potential to bring something new to the process. Based on Vergnaud's theory of Conceptual Fields,
it was outlined schemes of a group of high school students: they solve problems of direct counting,
but do not solve problems that require multiplication and division. With the analysis of other related
work, we can conclude that a better way of teaching would be starting with problem solving, and
not from formulas and definitions. As a result of this study a teaching sequence that takes advantage
of the experience of the poker game, was organized and implemented. It is understood the deck
(without wildcards) of 52 cards, from which we form groups of 5 objects ("hands™). The proposed
problems generated by the game can be solved with the four arithmetic operations. At the end of our
experience, we discover changes in the schemes of the students, who start using multiplication
meaning and an organization suitable for finding solutions. We notice that still errors appeared in
the use of division, which were analyzed in order to offer the teacher / reader the understanding of
the difficulties of the students.

Keywords: combinatorics; counting; count problem solving; poker game.
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1 INTRODUCAO

Esta dissertacdo € uma pesquisa qualitativa que encontra inspiracdo na engenharia didatica,
um referencial para investigacOes que partem da analise do ensino usual de determinados conceitos
ou habilidades matematicas para propor e experimentar uma pratica que contribua para 0 processo
de aprendizagem.

Considerando a Combinatéria, parte-se das questdes geradoras do Quadro 1.

QUESTOES GERADORAS DA PESQUISA

Considerando a Combinatéria, como ocorre o processo de ensino e aprendizagem
usualmente? O que se pode fazer para contribuir com esse processo?

Quadro 1 — Questdes Geradoras da Pesquisa

A ideia e questionar o que ¢ Combinatdria e investigar o processo de ensino aprendizagem, a
partir de estudo da bibliografia adequada e de anélises de problemas para, ao final, elaborar e
experimentar uma proposta didatica. O estudo se desenvolve com base na Teoria dos Campos

Conceituais de Vergnaud.

1.1 JUSTIFICATIVA

O processo de ensino e aprendizagem de Combinatoria € critico principalmente devido ao
conflito entre resolucdo de problemas e uso de um formulario. Em geral, os professores e livros
didaticos definem arranjo, combinacdo e permutacdo, ddo as formulas e propéem aos alunos
problemas que se adaptem a elas. No entanto, existem muitos outros problemas, evitados na escola,
que ndo podem ser resolvidos com formulas mas, sim, exigem esquemas que envolvem o0s
principios aditivo e multiplicativo e decisdes a respeito da necessidade e da aplicacdo adequada da
operacdo de divisdo. O raciocinio exigido por problemas de combinatdria é fundamental para a
aprendizagem na disciplina de Probabilidade e necessario no trabalho com outras ciéncias, 0 que

justifica um projeto com esse foco.
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1.2 METODOLOGIA DE PESQUISA E PRODUTO DIDATICO

Engenharia Didatica € um termo com duplo sentido. Por um lado, é um produto didatico,
que envolve um plano de ensino, a criacdo de materiais didaticos, uma experimentagdo com uma
validagcdo e uma avaliacdo posterior. Mas também se refere a uma metodologia de investigacéo,
com etapas bem definidas. E um referencial para a pesquisa do professor sobre a propria prética,
com etapas bem definidas:

Etapa 1: Andlises prévias, que envolve analise epistemoldgica dos conceitos e habilidades
envolvidas na Combinatdria; anélise do ensino usual; anélise das condutas dos alunos na
resolucdo de problemas;

Etapa 2: Analises a priori, que envolve planejamento das acdes didaticas, criacdo de objetivos e
hipoteses, construcdo de material didatico;

Etapa 3: Experimentagdo, que envolve préatica docente, coleta de material durante as aulas.

Etapa 4: Analises a posteriori, que inclui a validagdo da engenharia, com anélise do material
coletado, confrontando a experiéncia com 0s objetivos e hipoteses anteriormente

formulados.

1.3 OBJETIVOS DA PESQUISA

Os objetivos da pesquisa tém relacdo com as etapas da engenharia didatica, conforme o
Quadro 2.

OBJETIVOS DA PESQUISA

Obijetivos da etapa Analises Prévias

1) Definir e caracterizar o objeto de estudo, a “Combinatoéria”;

2) Descrever como se da o ensino usual da Combinatéria e estudar as propostas
didaticas mais recentes;

3) Descrever as questdes cognitivas, ja esclarecidas em outros estudos, e 0s
esquemas dos alunos que participam desta pesquisa, na resolugdo de problemas combinatorios
prévios.

Obijetivos da Etapa Andlises a priori

4) Explicitar as conclusbes do estudo anterior e as escolhas globais que
orientardo a proposta didéatica;

5) Explicitar hipoteses a respeito desta intervencao;

6) Fazer o planejamento da proposta e da sequéncia didatica, num formato que

possibilite adapta-la para uma publicacéo para professores.
Obijetivo da Etapa Experimentacéo
7 Desenvolver a experimentacdo com coleta de dados;
Obijetivos da etapa Validacéo
8) Analisar os dados obtidos nas resolu¢des dos problemas prévios e confrontéa-
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los com os dados obtidos durante a experiéncia e apds a experiéncia, para verificar a evolucédo
dos esquemas;

9) Analisar e validar a experiéncia, contrapondo os dados coletados com as
hipoteses prévias.

10) Rever e fazer corregdes necessarias na engenharia

11) Oferecer aos professores de Matematica uma proposta de ensino possivel de
ser reproduzida.

Quadro 2 - Objetivos da Pesquisa

1.4 SUPORTE TEORICO

Qualquer investigacdo que tenha como objetivo a melhoria do ensino da Matematica
necessariamente vai além do estudo de técnicas e de propostas metodoldgicas, para incluir o estudo
dos processos cognitivos da aprendizagem. Questiona-se, entdo: O que é a Matematica? De que
forma o sujeito aprende Matematica? Quais sdo as maneiras de favorecer a aprendizagem do
sujeito? Como verificar se houve aprendizagem?

Nesta perspectiva, € preciso buscar fundamentacdo em uma teoria de aprendizagem
adequada para Educacdo Matematica. No presente trabalho, a opcdo foi pela Teoria dos Campos
Conceituais (TCC) proposta por Gérard Vergnaud®, uma teoria cognitivista que explica o
desenvolvimento e a aprendizagem de competéncias complexas, particularmente aquelas implicadas
nas ciéncias.

Vergnaud tem uma vasta producdo, iniciada na década de 60. Em particular, a TCC
comegou a ser enunciada na década de 80. Neste periodo de producédo, parece natural que as ideias
do autor tenham evoluido e alguns conceitos basicos tenham adotado outras énfases.

No estudo da TCC, sdo encontradas respostas desejadas para as questdes: O que é o
conhecimento matematico? De que forma o sujeito aprende Matematica? Quais sao as maneiras de
favorecer a aprendizagem do sujeito? Como verificar se houve aprendizagem?

Na Teoria dos Campos Conceituais (TCC), o conhecimento matematico esta organizado em
grandes campos conceituais, conjuntos de problemas, situacdes, conceitos, propriedades, estruturas,
conteldos e operacGes de pensamento, relacionados entre si. Um campo conceitual pode ser
pensado como um conjunto de situacdes que, para ser entendido, necessita a conexao de muitos e
diferentes conceitos. Ao mesmo tempo, é uma colecdo de conceitos, com diferentes propriedades,
cujo significado € delineado nas diferentes situacoes.

A aprendizagem, em Matematica, é essencialmente conceitual, mas um conceito ndo se

resume a uma definicdo. E um tripé de trés conjuntos: o conjunto das situaces que fazem o

! Discipulo de Jean Piaget, atualmente diretor do Centro Nacional de Pesquisa Cientifica da Franca.
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conceito significativo®; o conjunto de invariantes (teoremas-em-acdo) que caracterizam a variedade
de competéncias do sujeito e que sdo propriedades dos conceitos; e 0 conjunto das representacdes
simbdlicas que sdo usadas para representar as propriedades e as situacdes (Vergnaud, 1996, p. 238).
Em outra ocasido, Vergnaud (1998, p. 41) definiu o tripleto (S, R, I) onde, em termos psicoldgicos,
S é arealidade e (I, R) a representacdo que pode ser considerada como dois aspectos interagentes do
pensamento, o significado () e o significante (R).

Para Vergnaud (1990), o sentido de um conceito é “uma relagdo entre o sujeito, as situacdes
e os significantes” (VERGNAUD, 1990, p.14). Mais precisamente, sdo os esquemas evocados por
uma situacdo ou simbolo (numérico, algébrico, grafico ou linguistico), que constituem o sentido.

Vergnaud (1990), destacando o sentido do conceito de adi¢do, define sentido:

[...] é o conjunto de esquemas que um sujeito individual pode por em pratica para
tratar as situacdes que implicam a ideia de adicdo; é, também, o conjunto de
esquemas que pode por em jogo para operar sobre os simbolos, numéricos,
algébricos, graficos e linguisticos que representam a adicdo. (VERGNAUD,
1990, p. 14)

Dai a importancia da definigdo de esquema: “organizagdo invariante da conduta (do sujeito)
para uma classe de situa¢des dada” (VERGNAUD, 1990, p.2).

Moreira (2002) contribui para a compreensdo dos esquemas. Esquemas geram acoes,
incluindo operacBes intelectuais. As acOes sdo operatdrias porque sdo orientadas pelos
conhecimentos-em-acdo, contidos nos esquemas do sujeito. Estes conhecimentos sdo invariantes
operatorios (teoremas-em-acao e conceitos-em-agdo) que dirigem o reconhecimento dos elementos
pertinentes a situacao.

Nessa Otica, a aprendizagem matematica consiste na criacdo de esquemas que dédo conta da
resolucdo e da compreensdo de situacbes e problemas cada vez mais complexos; no
desenvolvimento de diferentes maneiras de operar eficientemente nessas situacGes e nesses
problemas utilizando, gradualmente, representacdes mais adequadas e mais econdmicas; e na
explicitacdo de conceitos e teoremas.

A aprendizagem ocorre ao longo do tempo, através de experiéncias com um grande nimero
de situacdes. A aquisicdo do conhecimento € gradual, a medida que o sujeito adquire familiaridade
com elas e resolve problemas mais complexos.

Favorecer a aprendizagem consiste em desestabilizar cognitivamente o sujeito. E preciso

identificar sobre quais conhecimentos prévios o aluno pode se apoiar para aprender, mas é preciso

% Na obra original em inglés, Vergnaud usa o termo “meaningful” cuja tradugio é “significativo”.
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produzir rupturas, ou seja, situagdes para as quais os alunos ndo tém onde se apoiar e devem buscar
outras solugdes.

Nessa tarefa, os professores sdo mediadores, cuja funcdo € ajudar os alunos a desenvolver
seu repertério de esquemas e representacdes, provendo situagbes frutiferas, diversificadas,
escolhidas e ordenadas quanto ao grau de complexidade. .

A TCC ¢é um bom referencial tedrico para pesquisas que observam o aluno em acéo,
envolvido em tarefas e problemas. E uma boa ferramenta na construcio de planejamentos didaticos,
auxilia no desenho de situagdes de ensino, na selecdo dos conceitos e dos teoremas chave e de suas
relacdes, assim como na analise da evolugdo dos esquemas dos alunos, a partir da verificacdo dos
conceitos e teoremas em acdo utilizados.

A teoria de campos conceituais lida ndo apenas com conceitos ja formalizados e
consolidados pelo sujeito, mas também e, sobretudo, com conhecimentos em via de formalizacao.
Esse aspecto garante que possamos identificar, em situacGes problema, os modos de compreensao
dos estudantes em processo de formacgao.

No presente trabalho, sdo feitas investigacfes de colecdes de problemas, exemplares de
livros de Combinatdria, considerando os esquemas de resolucdo de professores com maestria; de
problemas resolvidos por alunos, que ainda ndo tiveram contato formal com o assunto; e de alunos
durante e apos a intervencéo didatica que foi planejada, buscando a evolucao.

As trés andlises buscam descrever esquemas e identificar conceitos em agéo e teoremas em
acdo. Quando o sujeito em situacdo é o professor com maestria (autor de livros didaticos ou de
pesquisas no tema) supde-se que 0s conceitos e teoremas encontrados sdo explicitos e cientificos e
que os esquemas sdo aqueles desejaveis no ensino. Quando o sujeito é o aluno, busca-se a
comparagdo entre 0s esquemas e dos grupos pesquisados, antes, durante e ap0s a intervencao

didatica. Procurando alguma evolucéo na direcdo dos esquemas desejaveis.

1.5 AEXPERIMENTACAO DIDATICA

A experimentacdo da engenharia foi feita com oito alunos voluntérios, da segunda série do
ensino médio, do Colégio La Salle Santo Ant6nio, em Porto Alegre, em seis encontros de duas ou
trés horas, em atividade extraclasse.

A coleta de dados a respeito dos esquemas prévios para resolucdo de problemas foi feita no
dia 05 de julho de 2012.
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1.6 OBSERVACOES SOBRE O PROCESSO DA PESQUISA E SOBRE UM NOVO

OBJETIVO

Esta dissertagéo foi escrita em dois tempos.

No periodo de janeiro de 2012 a junho de 2012, foi feita uma ampla revisdo bibliografica,
uma consulta em livros didaticos e uma consulta prévia, junto aos alunos, sujeitos da pesquisa (2°
ano nivel médio), para buscar seus esquemas para resolver problemas de Combinatoria, antes de
terem contato com o ensino usual desse tema. Os resultados obtidos fazem parte das analises
prévias, deram origem a decisdes globais a respeito do plano de ensino e a uma versao inicial do
plano. Nesta fase, uma das hipdteses era que os alunos ndo haviam tido contato com a
Combinatoria.

No entanto, a experiéncia didatica foi iniciada em 30 de agosto, num periodo em que estes
alunos estavam tendo aulas de Combinatéria, com o mesmo professor® (autor deste trabalho). O
professor ndo estava aplicando, inicialmente, nenhuma das descobertas de seu estudo e pretendia
utilizar uma estratégia de ensino desvinculada da pesquisa, para apresentar o assunto: iniciar com a
parte algébrica da Combinatoria, manipulando expressées com a presenca do fatorial; partir para as
definicdes e para o formulario béasicos; e, logo apos, para a resolucdo de problemas adequados ao
formulério.

Foi decidido, entdo, que a experiéncia que estava sendo desenvolvida extraclasse néo
poderia ficar dissociada das acdes desenvolvidas na aula regular.

Para abrir a porta de comunicacao entre as duas ac¢Ges didaticas, ficou decidido que:

1. Na experiéncia extraclasse, a medida que os alunos avancassem na resolucdo de
problemas, seriam deduzidos e/ou explicados os conceitos e férmulas de Arranjo, Permutacéo e
Combinacdo pertinentes (neste caso, ndo surgiu a necessidade de apresentar 0S casos com
repeticédo);

2. O mesmo seria feito na turma regular, em atividades de grupo em que o professor contaria
com o auxilio dos alunos participantes da experiéncia extraclasse.

Outras mudancas ocorreram durante a pesquisa, nas analises prévias, buscando sugestdes de
abordagem didatica para a Combinatéria, foram encontradas muitas experiéncias com uso de jogos
construidos pelo professor, com esta intencdo. Nada foi encontrado sobre o jogo de péquer, que esta
na origem histérica da Combinatdria e que gera muitos problemas de contagem e de probabilidades

(estes, sim, encontrados em livros didaticos). Apos as analises prévias, surgiu a decisao de utilizar o

® Prof. Ricardo Rodrigues Chilela
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“jogo de pdquer” como situagdo geradora de uma colecdo de problemas que seria a base da
sequéncia didatica.

Desse modo, se estabeleceu um novo objetivo para a pesquisa que diz respeito ao potencial
desse jogo como recurso didatico para professores, conforme o Quadro 3.

MAIS UM OBJETIVO PARA ESTA PESQUISA

Investigar o potencial do jogo de pdquer como situacéo que da sentido a
conceitos da Combinatéria.

Quadro 3 — Mais Um Obijetivo para a Pesquisa

O plano de ensino tem como objetivo favorecer a aprendizagem dos conceitos, operacoes e
representacfes da Combinatdria, identificados na analise dos problemas gerados pelo pdquer. Por
iSS0, 0s resultados dessas analises fazem parte de um capitulo especifico, que antecede o capitulo da

Analise a priori.

1.7 APRESENTAGCAO DA DISSERTACAO E CONTRIBUICOES

A presente dissertacdo se apresenta em capitulos.

No Capitulo I, fez-se a presente introducdo. O Capitulo 11 traz o resumo e as conclusées da
revisdo bibliografica que serviu de base para as analises prévias, que visa a compreensdo da
natureza da Combinatoria e do processo de ensino e aprendizagem. O Capitulo Il traz o estudo
sobre o pdquer, um jogo que € visto como situacao que gera problemas e da sentido a conceitos de
Combinatoria. No Capitulo 1V, faz-se a Analise a priori da engenharia didatica, com as escolhas
globais, o plano, os objetivos, as hipdteses, a sequéncia e o material didatico. No Capitulo V consta
o relato da experimentacdo pratica com andlise aula a aula e a validacdo da engenharia, a partir do
confronto das hipdteses com os resultados. No Capitulo VI, sdo apresentadas consideracdes finais e
as conclusGes da pesquisa, revisando as questdes norteadoras e 0s objetivos. Nos Apéndices, estdo
analises detalhadas de esquemas evocados por problemas de Combinatéria, separados em
problemas exemplares, resolvidos por mestres, e problemas prévios resolvidos por alunos de ensino
médio.

Algumas solucdes dos problemas, no Capitulo 111, repetem-se no Capitulo V. O primeiro é

um material preparado para o professor e o Capitulo V é um relato da experiéncia.
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Podemos perguntar se descobrimos algo novo neste trabalho. Acho que sim: recortamos, no
grande campo conceitual da Combinatoria, 0 campo da contagem que envolve problemas de
contagem; analisamos esquemas para resolver problemas exemplares num livro reconhecido por sua
qualidade (SBM); os esquemas evocam 0s conceitos fundamentais que constituem o campo da
contagem e adquirem significado combinatério (conjunto, conjunto universo, cardinal, subconjunto,
unido, intersecdo, agrupamento, contagem direta, multiplicacdo, diviséo, adi¢cdo, combinacéo,
arranjo, permutacdo e outros); encontramos também varias formas diferentes de representacdo para
resolver esses problemas; mostramos assim que os problemas de contagem nédo dizem respeito
apenas a combinacdo, arranjo, permutacao e ao formulario. Estudamos também as dificuldades dos
alunos e analisamos esquemas de resolucdo de problemas dos alunos da pesquisa, mostrando um
esquema anterior a experiéncia muito limitado. Estudamos formas de ensinar e optamos por uma
experiéncia com o jogo de poquer. Antes de elaborar o plano de ensino da experiéncia, fizemos um
estudo dos problemas gerados pelo péquer, mostrando seu potencial para o ensino, & medida que
podem ser resolvidos de diferentes maneiras, em esquemas que evocam 0S principais conceitos
desejaveis. Em particular, os esquemas do poquer dao significado combinatorio aos conceitos de
multiplicacdo e de divisdo. Realizamos a experiéncia e mostramos que houve uma ampliagdo nos
esquemas de resolucdo, mas alguns equivocos permaneceram ligados ao sentido da diviséo.
Pensando nisso, é proposto um modo de explicar a divisdo, relacionando-a com a ordem dos

agrupamentos a serem contados.



2 ANALISES PREVIAS

As andlises prévias tém objetivos de analisar o funcionamento do ensino habitual do
contelido, para propor uma intervencdo, mesmo que pequena e local, com potencial para melhorar a
aprendizagem.

A tradigdo € vista como um estado de equilibrio do funcionamento de um sistema
dindmico, que tem falhas. A reflexdo sobre essas falhas torna-se o ponto de partida
para determinar condi¢cBes possiveis de um ponto de funcionamento mais
satisfatorio. (GARCIA, 2005, p. 93).

A andlise é feita em trés niveis:
1) dimensdo epistemologica, associada as caracteristicas do saber em jogo;
2) dimenséo didatica, associada as caracteristicas do funcionamento do sistema de ensino;

3) dimens&o cognitiva, associada as caracteristicas do publico ao qual se dirige o ensino.

2.1 DIMENSAO EPISTEMOLOGICA, ASSOCIADA AS CARACTERISTICAS DO SABER

EM JOGO

Esta etapa das analises foi desenvolvida com estudo de uma ampla bibliografia
especializada.

O que é Combinatdria?

A Analise Combinatoria (ou apenas Combinatoria) é parte da Matematica Discreta, area da
Matematica que estuda os conceitos e situacdes que se referem aos nimeros inteiros (ou a outros
conjuntos discretos). Sequéncias e somatarios, grafos e matrizes, combinatoria e probabilidades séo
conteudos inter-relacionados.

Boga Neto (2005) criou um Mapa Conceitual para Combinatoria, incluindo: Fatorial,
Arranjos, Combinac6es, Permutacdes, Bindmio de Newton, Triangulo de Pascal, Probabilidade.
Esses conceitos e o formuldrio correspondente formam aquilo que ele considera como “o conteudo”
da Combinatoria.

O presente estudo coloca-se na categoria das obras que tém seu foco nos problemas de

contagem.
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Para Morgado et al (2006), de maneira mais geral, podemos dizer que a Analise
Combinatéria ¢ a parte da Matematica que analisa estruturas e relacbes discretas. Dentre 0s
problemas da Combinatéria, os autores definem os problemas de “contagem de certos tipos de
subconjuntos de um conjunto finito, sem que seja necessario enumerar seus elementos”.
(MORGADO et al, 2006, p.10).

Batanero et al (1997) citam Hart (1992) e também definem os problemas de contagem:

[...] problemas que envolvem um numero finito de elementos (conjuntos discretos),
com os quais podem-se operar de diferentes maneiras. ‘Algumas destas operagdes
somente modificam a estrutura do conjunto (permutacdes dos seus elementos)
enquanto outras modificam a composicdo do conjunto (selecionar um
subconjunto) ’. (BATANERO et al, 1997, p. 1)

Esteves (2001) traz um estudo historico que mostra a necessidade de contar, desde 0s
primordios da civilizagdo. Cita um livro chinés, escrito ha mais de dois mil anos, que calcula
arranjos com repeticdo de dois elementos tomados trés a trés. Relata célculos de combinagdes,
feitos para resolver problemas propostos por gregos, arabes e hindus, muito antes das publicacdes
dos matematicos mais conhecidos do Ocidente.

No século XVII, surgem os primeiros livros relacionando contagem com jogos de azar
(cartas, fichas, roletas e dados). A teoria das probabilidades, visando os jogos, foi foco de estudos
de Cardano (1501-1576), de Galileu Galilei (1564-1642) e do holandés Christian Huygens (1629-
1695).

Vazquez e Noguti (2004, p.4) oferecem a definicdo de Combinatéria dada por Leibniz, em
1666: “0 estudo da colocacdo, ordenacdo e escolha de objetos”. As autoras propdem outra
definigdo: “estudo da formacao, contagem e propriedades dos agrupamentos que podem constituir-
se, segundo determinados critérios, com 0s objetos de uma cole¢io” (VAZQUEZ e NOGUTI,
2004, p.4).

Definem entdo “agrupamento” e “tipos de agrupamento”:

Se considerarmos uma colecdo ou um conjunto de elementos quaisquer e,
tomarmos um, dois, trés,.. desses elementos, temos um agrupamento. Um
agrupamento é simples quando o mesmo elemento ndo figura nele mais de uma
vez; caso contrario, o agrupamento é denominado com repeticdo. Ao agrupamento
em que o numero de objetos de cada grupo é menor que o total, e um elemento
figura uma sé vez em cada grupo, e dois agrupamentos diferem pela natureza ou
pela ordem dos elementos que neles figuram, chamamos arranjo simples e quando
0 agrupamento formado difere apenas pela natureza de pelo menos um elemento
temos uma combinacdo simples. J& ao agrupamento formado por todos o0s
elementos do conjunto, diferindo dois agrupamentos apenas pela ordem dos
elementos, chamamos permutagdo. (VAZQUEZ & NOGUTI, 2004, p.5)
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Observa-se que Vazquez e Noguti (2004) relacionam Combinatéria com Teoria dos
Conjuntos e d&o significado combinatorio a conceitos desta Teoria, como cole¢do, agrupamento,
cardinal (nimero de objetos de um conjunto), ordem e repeti¢do. Conjunto universo (colecdo ou um
conjunto de elementos quaisquer em que tomamos um, dois, trés,... elementos para formar
agrupamentos), subconjunto (agrupamento ndo ordenado) e n-upla (agrupamento ordenado).

Diferentes autores (Batanero et al,1997; Esteves, 2001; Pedrosa Filho, 2008; Almeida e
Ferreira, 2009; Borba e Pessoa, 2009, 2010; Leite et al, 2009; Lopes, 2010; Marcos e Rezende,
2010; Souza, 2010; Mendonca, 2011) quando se referem a Combinatéria, ndo utilizam o termo
“conteudo”, mas, sim, expressoes como “raciocinio combinatorio” ou “pensamento combinatorio”,
aquele que resolve problemas combinatorios.

Batanero et al (1997), num artigo cujo foco € o desenvolvimento do raciocinio combinatério
necessario para o desenvolvimento do raciocinio probabilistico, afirmam que a Combinatéria é
muito mais do que simplesmente resolver problemas de permutacdo, arranjo e combinacao, pois

inclui muitos outros conceitos e outros tipos de problemas.

2.1.1 Como entender a combinatéria com relacdo a Teoria dos Campos Conceituais?

Muitos autores fundamentam suas pesquisas, sobre ensino e aprendizagem de Combinatoria,
na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud (Teixeira et al, 2011; Borba e Pessoa, 2009
Carvalho, 2009; Pedrosa Filho, 2008; Cemin, 2008; Silva, 2006; Esteves, 2001).

Greca e Moreira (2003) relembram que, na teoria de Vergnaud, o conhecimento se encontra
organizado em campos conceituais, grandes conjuntos, informais e heterogéneos, de situacdes e
problemas cuja andlise e tratamento requer diversas classes de conceitos, procedimentos e
representacdes simbolicas que se conectam umas com outras.

Nessa Otica, sugerem que o pesquisador pode descrever o campo conceitual em que pretende

trabalhar:

Um campo conceitual resulta em uma unidade de estudo cujas componentes --
situacBes, conceitos, procedimentos, etc. -- podem ser tratados de forma
independente em relagdo a outros conjuntos Isto ndo quer dizer que os diferentes
campos conceituais sejam conjuntos disjuntos e que uns ndo podem ser
importantes para a compreensdo dos outros, sendo que, na medida em gque possam
ser consistentemente descritos, podem ser considerados como diferentes. (GRECA
e MOREIRA, 2003, sem péagina).
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O trabalho de Vergnaud € centrado no estudo dos campos conceituais das estruturas aditivas
e das estruturas multiplicativas, no entanto, outros pesquisadores, em Educacdo Matematica,
definem outros campos. Por exemplo, Lessa (2011) define o campo conceitual dos numeros
fracionarios e Oliveira (1997) define o campo conceitual das funces.

Este trabalho dedica-se ao estudo do campo conceitual da Combinatdria, restringindo-se as
situacOes-problemas de contagem e definindo-o como o conjunto das situagbes que requerem a
formacdo e a contagem de agrupamentos obtidos a partir de uma cole¢éo de objetos.

Pensando nos estudos sobre histdria da Combinatdria e sua relagdo com outras areas de
conhecimento, pode-se dizer que este campo pertence a interse¢do dos campos multiplicativo M e
aditivo A (MNA) e esta relacionado com os campos conceituais da Teoria das Probabilidades
(também, parcialmente, pertencente a MNA) e da Teoria dos Conjuntos.

Do ponto de vista de Vergnaud, raciocinio combinatério pode ser visto como uma cole¢do
de esquemas ou competéncias para dar conta de qualquer problema de Combinatoria.

Greca e Moreira (2003) sugerem que, no processo de apreensdo desses campos conceituais,

0s estudantes vao adquirindo concepcdes e competéncias.

De fato, a maior parte de nossos conhecimentos sdo competéncias (ou seja, 0
saber fazer) [...] Em relacdo ao conhecimento cientifico, as competéncias parecem
estar mais vinculadas a resolucdo de problemas e as concepgdes, as expressées
verbais ou escritas dos sujeitos. (GRECA e MOREIRA p. 3).

Ao enfatizar as competéncias, coloca-se a énfase na resolucdo de problemas como a
principal forma de medida do processo de aprendizagem. E preciso resolvé-los e expressar
verbalmente o raciocinio que os levou até o resultado.

Neste estudo, raciocinio combinatdrio pode ser identificado com competéncias para resolver

problemas de combinatoria (no caso, problemas de contagem).

2.1.2 Classificacdo de problemas de contagem

Na otica da TCC, o sentido da Combinatoria, para um aluno do nivel médio, é o conjunto de
esquemas que ele pode utilizar para lidar com problemas de formagdo e contagem de agrupamentos,
caracterizados na questdo basica: “quantos?”.

Mariana tem 3 saias, 2 blusas e 4 sapatos. De quantas maneiras diferentes ela podera se
vestir, usando uma peca de cada conjunto?

De quantas maneiras pode-se selecionar uma equipe de 3 alunos, a partir de um grupo de 6

alunos?
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De quantos modos podemos selecionar p elementos do conjunto {1,2,...n} sem selecionar
dois numeros consecutivos.
Quantos nimeros com 3 algarismos ndo repetidos pode-se formar?
Segundo Borba e Pessoa (2009, p.113), os problemas basicos trabalhados no Ensino
Fundamental e no Ensino Medio séo:
1) Produto cartesiano, produto de medidas ou combinatdria.
Exemplo: Para a festa de S&o Jodo da escola, ha trés meninos (Pedro, Gabriel e Jo&o)
e quatro meninas (Maria, Luiza, Clara e Beatriz) que querem dancar quadrilha. Se
todos 0s meninos dangarem com todas as meninas, quantos pares diferentes poderdo
ser formados?
2) Permutagéo
Exemplo:Calcule o nimero de anagramas da palavra AMOR.

3) Arranjo
Exemplo: A semifinal da Copa do Mundo seréa disputada pelas seguintes seleces:
Brasil, Franga, Alemanha e Argentina. De quantas maneiras distintas podemos ter os
trés primeiros colocados?

4) Combinagao.

Exemplo: Uma escola tem nove professores, dos quais cinco devem representar a
escola em um congresso. Quantos grupos de cinco professores podem-se formar?

O professor que ja se defrontou com diferentes problemas sabe que eles ndo se resumem aos
conceitos de permutacdo, arranjo e combinacdo. Cabe entdo identificar outros conceitos. Mas,
segundo Vergnaud (1990), um conceito nfo se reduz a uma definicdo. E através das situacdes e dos
problemas que um conceito adquire sentido e, para isto, € preciso analisar problemas e esquemas de
resolucéo.

Com este objetivo, foi feita uma analise dos esquemas de resolucdo de problemas em um
livro didatico (Lima et al (2006) utilizado nos cursos de formacdo de professores. Foram
selecionados problemas exemplares (resolvidos) que explicitam conceitos cientificamente aceitos.

Com relacdo aos esquemas, pode-se adaptar o que Vergnaud (1990, p.15) afirma sobre o
sentido da adicdo, para os conceitos da Combinatoria. Sao 0s esquemas evocados no sujeito, por
uma situacdo/problema ou significante/representacdo, que constitui o sentido do problema e da
representacdo para este sujeito. O sentido da Combinatoria e dos conceitos envolvidos nos
problemas de Combinatoria, para um sujeito individual, € o conjunto de esquemas que pode p6ér em
pratica para resolver problemas e € também o conjunto de esquemas que pode pdr em jogo para

operar sobre 0s simbolos numéricos, algébricos, graficos e linguisticos adequados.
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A andlise da colecdo de problemas foi feita considerando as seguintes categorias e esta no

Apéndice A:

a) Descrever esquemas de resolucéo;

b) Destacar conceitos-em-acao, implicitos ou explicitos. Estes conceitos serdo considerados como
pertencentes ao Campo Conceitual da Combinatoria.

c) Destacar teoremas-em-acdo, proposic@es validas a respeito dos conceitos.

Os esquemas de resolugdo ddo sentido ao conceito de Combinatéria, na perspectiva dos
autores do livro. Apoés a anélise, pode-se resumir aqui.

Os autores enfatizam o conceito de escolha, definindo o Principio Multiplicativo que €
fundamental para a contagem: “se ha x modos de tomar uma decisdo DI e, tomada a decisdo DI,
h& y modos de tomar a decisdo D2, entdo o nimero de modos de tomar sucessivamente as decisdes
DleD2éxy”.

Este principio também pode ser formulado na linguagem dos conjuntos: Se o conjunto A tem
cardinalidade x e o conjunto B tem cardinalidade y, entdo o produto cartesiano AxB tem
cardinalidade x-y.

Ou seja, problemas que exigem decisdes sucessivas podem ser vistos como problemas de
produto cartesiano. Uma escolha significa escolher um objeto num conjunto; o nimero de modos de
tomar decisdes ou fazer escolhas é o cardinal de um conjunto, cujos objetos podem ser escolhidos,
obedecendo a certos critérios.

Foram encontrados, em Lima et al (2006), cinco esquemas de resolucéo:

1) Esquema verbal e numérico utilizando o conceito implicito de produto cartesiano de

conjuntos distintos;

2) Esquema verbal, numérico e simbdlico, nos problemas de permutacdo, utilizando o

simbolo de fatorial;

3) Esquema verbal, numérico, simbolico e algébrico utilizando o conceito de selecdo de

agrupamentos a partir de conjunto dado;

4) Esquema verbal, numérico, algébrico e grafico, para transformar o problema dado em

outros mais simples, equivalentes, nos casos de problemas de diviséo e particao;

5) Esquema verbal, simbolico (simbolos da Teoria dos Conjuntos e de fatorial), algébrico e

esquema de listagem com contagem direta dos agrupamentos.

Estes esquemas sugerem uma classificacdo dos problemas de Combinatoria.
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2.1.3 Classificacao dos problemas exemplares

Ao analisar os problemas exemplares de Lima et al (2006), pode-se classifica-los em
diferentes modelos.

a) Modelo produto cartesiano, definido por Borba e Pessoa (2009, p. 113), como problema de
multiplicagcdo com duas ou mais grandezas, cujo produto corresponde a uma grandeza diferente.

Exemplos:

e Com 5 homens e 5 mulheres, de quantos modos se pode formar um casal?

e Quantos divisores inteiros e positivos possui 0 numero 360? Quantos desses divisores
sdo pares? Quantos sdo impares?

e Um bandeira é formada por 7 listras que devem ser coloridas usando apenas as cores
verde, azul e cinza. Se cada listra deve ter apenas uma cor e ndao se podem usar cores
iguais em listras adjacentes, de quantos modos se podem colorir a bandeira?

b) Modelo classico de permutacdo com e sem repeticdo

O conceito de permutacdo € essencial nos problemas de contagem, pois se referem a
questdes de ordem e a necessidade de dividir.

Exemplos:

e De quantos modos podemos ordenar em fila n objetos distintos?

e Quantos sdo os anagramas da palavra BOTAFOGO?
¢) Modelo de selecdo, definido em Batanero et al (1997), em que o ponto de partida € um conjunto
de m objetos (conjunto universo) do qual é retirado um subconjunto de n elementos, segundo certos
Critérios.

As palavras-chave, nestes problemas séo: escolha, selecione, retire, tome, etc.

Ao fazer a selecdo pode-se repetir ou ndo os objetos e a ordem dos objetos, no subconjunto
podem ou ndo ser importante. Ou seja, para resolver estes problemas podem-se utilizar os conceitos
de arranjo e combinacdo, com ou sem repeticdo. Pode-se ter o caso de obter subconjuntos com o
mesmo nimero de elementos do conjunto universo, apenas permutando os objetos.

Exemplos:

e Quantos sdo os numeros pares de trés digitos distintos?

e De quantos modos podemos selecionar p objetos distintos entre n objetos distintos

dados?

Estes problemas foram resolvidos por esquema verbal, numérico e algébrico.
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Estes exemplos sdo classicos, problemas de Arranjo e de Combina¢do, mas outros nao se
adaptam a essa classificacdo. Por outro lado, os problemas de particdo podem dar significado aos
conceitos de Permutagéo, Arranjo e Combinacéo.

Nesta pesquisa, 0s problemas de Selecdo sdo especialmente importantes, pois todos os
problemas gerados pelo jogo de pdquer implicam escolher/selecionar objetos (cartas) num conjunto
universo (baralho) formando agrupamentos (“maos” de 5 cartas) de acordo com certos critérios
(jogos definidos como validos no pdquer).

d) Modelo particdo, em que um conjunto de n objetos é distribuido em m subconjuntos, formando
uma particdo do conjunto.

As palavras-chave nestes problemas sdo: dividir, distribuir, decompor, separar, etc.

Exemplo:

e De quantos modos podemos dividir 8 objetos em um grupo de 5 objetos e um de 3

objetos?

Este problema pode ser resolvido a partir de um esquema grafico, como no Quadro 4, e da

reformulacdo do enunciado, seguido por um esquema algébrico.

Grupo 1 Grupo 2

Quadro 4 — Esquema Gréfico

As primeiras 5 vagas correspondem ao grupo de 5 objetos; as ultimas vagas correspondem
ao grupo de 3 objetos.

O problema pode ser transformado em outro mais simples:

De quantas maneiras podem ser preenchidas as vagas, com 8 objetos diferentes, sabendo que
a ordem dos objetos, em cada grupo, ndo importa.

(876:54) (3-2:1)
51 3!

A resposta €: =Csgs

Estes problemas foram resolvidos por esquema verbal, numérico, algébrico e gréafico.

Este exemplo pode ser classificado como um problema classico de Combinacdo, mas outros
ndo se adaptam a essa classificacdo. Por outro lado, os problemas de particdo podem dar significado
aos conceitos de Permutacdo, Arranjo e Combinacao.

e) Modelo distribuicdo, em que um conjunto de n objetos € distribuido em m células.

As palavras-chave, nesses problemas sdo: colocar, introduzir, estabelecer correspondéncia.

Os objetos distribuidos podem ou ndo ser idénticos, as células podem ou ndo ser idénticas, 0s

objetos podem ou ndo ser ordenados, nas células; pode ou ndo haver células vazias;
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Exemplo:

e Quantos sdo os anagramas da palavra “Bulgaro” que ndo possuem duas vogais

adjacentes?

Este problema pode ser resolvido por um esquema gréafico e algébrico. Parte de uma
representacdo grafica que o transforma em outros dois, equivalentes:

Considere o esquema grafico. B L G _R__

a) De quantos modos pode-se colocar as vogais U, A, O nos 5 espacos da figura?
b) Para cada posicao das letras UAO, de quantos modos pode-se permutar as letras BLGR?

Estes problemas foram resolvidos por esquema verbal, numérico, algébrico e gréfico.

Este exemplo ndo pode ser classificado como um problema classico de Combinacéo, de
Permutacdo ou de Arranjo, Permutacdo ou Combinacdo, pois mobiliza os trés conceitos. O
problema a) pode ser resolvido com célculo de Combinacdo seguido por célculo de Permutacédo
Cs3'P3; 0 problema b) é um problema de Permutacdo. Este € um bom exemplo das limitacdes da
classificagéo cléassica dos problemas.

Os esquemas encontrados, nessa analise, dao sentido combinatorio aos seguintes conceitos:
1) Conjunto universo; subconjunto; agrupamento; cardinal; produto cartesiano; n-upla; cardinal do

produto cartesiano de conjuntos; Principio Fundamental da Contagem; multiplicacéo.

2) Contagem; escolha/decisdo; decisfes sucessivas; Principio Fundamental da Contagem;
multiplicacéo;

3) Casos independentes; conjuntos disjuntos; Principio da Adicéo; adicéo;

4) Principio da intersecdo de conjuntos; subtracao;

5) Agrupamentos ordenados ou ndo ordenados; agrupamentos com ou sem repeticdo de objetos;
contagem repetida de agrupamentos; divisdo; arranjo (ndo aparece em Lima et al (2006), mas é
conceito presente em todas as outras obras consultadas).

6) Ordem; n-upla; fatorial; permutacao; permutacdo com repeticéo;

7) Agrupamento ndo ordenado; combinacéo;

8) Escolha; combinacao;

9) Selecdo; distribuicdo; particao.

Sentido da Combinatoria neste trabalho.

Pode-se encontrar o sentido da Combinatoria, adotado neste trabalho, nos esquemas
analisados.

A Combinatéria que esta sendo estudada, neste trabalho, consiste nos problemas de
contagem de agrupamentos formados, a partir de um conjunto de objetos dado, seguindo certos

critérios. O conjunto original pode ser denominado conjunto universo, mas, num mesmo problema
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pode ser necessario definir diferentes conjuntos universo ou ele pode ndo estar explicito. A
contagem € resultado da multiplicagdo do nimero de decisbes sucessivas. Se, na formacdo dos
agrupamentos, for necessario dividi-los em conjuntos disjuntos, casos com propriedades diferentes,
a adicdo € a operacdo necessaria para contar estes casos independentes. A subtracdo retira da
contagem final o resultado de casos indesejaveis. A divisdo €é utilizada, na contagem de
agrupamentos, quando o conjunto de todos os agrupamentos possiveis de formar, mostra que ha
repeticdo de agrupamentos. Se cada agrupamento deste conjunto se repete x vezes, o cardinal do
conjunto é dividido por x, para obter a contagem final.

Os agrupamentos podem ser ordenados ou ndo ordenados. Agrupamentos formados apenas
com mudanca da estrutura do conjunto universo sdo denominados permutacdes. Uma permutacao é
um agrupamento ordenado. Se o cardinal do conjunto universo é n, a contagem do nimero de
permutacbes dos n objetos € calculada por n! = n-(n-1)(n-2)..3-2:1. As combinagdes sao
agrupamentos ndo ordenados, com p elementos, selecionados num conjunto de n>p elementos,
formados com a mudanca de composi¢cdo do conjunto original. O problema de selecéo de p entre n
objetos é equivalente ao problema da particdo dos n objetos em um grupo de p objetos, que sdo 0s
selecionados, e um grupo de n — p objetos, que sdo os ndo selecionados. Quando, na contagem, cada
agrupamento se repete x vezes, entdo o numero total de permutacGes obtido inicialmente deve ser

dividido por x.

2.1.4 Porque o conceito de conjunto universo?

O conjunto universo é o conjunto de objetos que vao formar os agrupamentos desejados. Em
algumas definicdes de Combinatoria, ndo é dada énfase a este conceito. Parece que 0 mais
importante € o significado operacional: colocar, ordenar, escolher, misturar, combinar, enumerar.

Combinatoria é o estudo da colocacéo, ordenacéo e escolha de objetos

Combinatdria é a arte de enumerar todas as maneiras possiveis em que um dado nimero de
objetos podem ser misturados e combinados de tal modo que nenhum seja esquecido.

Mas, para resolver problemas, é crucial identificar o conjunto de origem destes objetos.

Vazquez e Noguti (2004, p. 4) salientam a “cole¢do” inicial, ao definir combinatédria como
“estudo da formacdo, contagem e propriedades dos agrupamentos que podem constituir-se,
segundo determinados critérios, com os objetos de uma cole¢do” (VAZQUEZ e NOGUTI, 2004,
p. 4).

Batanero et al (1997) priorizam o conjunto universo, quando dizem que a Combinatoria é o

estudo dos conjuntos discretos e das configuragdes (agrupamentos) que se podem obter a partir de
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seus elementos mediante certas transformacGes que originam mudangas na sua estrutura
(permutacdo) ou na sua composicdo (arranjo, combinagdo). Nos modelos de problemas definidos
pelos autores, fica claro que o ponto de partida é o conjunto universo.

Os problemas exemplares analisados evocam esquemas que dao sentido a este conceito de
Combinatoria. Assim, também, déo significado ao conceito de conjunto universo, sobre o qual se
opera, e que pode ndo ser Unico ou nao estar explicito.

Exemplos:

Quantos sdo 0s numeros pares de trés digitos distintos?

Este problema pede para selecionar é contar um subconjunto do conjunto de algarismos {0,1,2,...9}.
Conjunto universo = {0,1,2,...9}

De quantos modos podemos dividir 8 objetos em um grupo de 5 objetos e um de 3 objetos?

Este problema pede para criar uma particdo de um conjunto de 8 objetos, em dois subconjuntos,
com 5 e 3 objetos. Conjunto universo = {a,b,c,d,e,f,g,h}

Quantos sdo os anagramas da palavra “Bulgaro” que ndo possuem duas vogais adjacentes?

Este € o caso de um problema cujo conjunto universo ndo € unico e que ndo esta explicito.

Este problema pode ser resolvido a partir de outros dois, equivalentes:

Considere o esquema grafico: _ B L G R

a) de quantos modos pode-se colocar as vogais U, A, O nos 5 espacos da figura?

Este problema pede para dividir um conjunto de 3 objetos, em 5 vagas. Isto significa escolher e
ordenar 3 vagas entre as 5 dadas. Pode-se pensar que 0 conjunto universo é o conjunto das vagas.

b) para cada posicéo das letras UAO, de quantos modos pode-se permutar as letras BLGR?

Este problema pede para formar agrupamentos diferentes com as 4 letras. Ndo hd mudanca na

composicao deste conjunto, apenas na estrutura. O conjunto universo € o conjunto {BLGR}.

2.1.5 Qual o significado da multiplicacéo nos problemas de Combinatoria?

Em Lima et al (2006, p. 85), o significado da multiplicacdo esta no teorema-em-acdo a
respeito das escolhas sucessivas. “se hd x modos de tomar uma decisdo D1 e, tomada a decisdo D1,
ha y modos de tomar a decisdo D2, entdo o nimero de modos de tomar sucessivamente as decisdes
D1 e D2 éx.y”. Outros autores relacionam multiplicagdo com produto cartesiano de conjuntos.

Mas, ainda existe outro significado combinatério para a multiplicacdo. Esteves (2001) utiliza
esquemas para resolver problemas que dao a multiplicagdo o sentido de “correspondéncia um-para-
muitos”’. Ao resolver problemas de contagem, utilizam um esquema grafico — o diagrama de arvore

— associado a um esquema verbal: “para cada objeto deste tipo existem n objetos do outro tipo”.



30

Essa expressao refere-se a “correspondéncia um-para-muitos”, que é fundamental no conceito de
multiplicacéo.

Por exemplo, pode-se aplicar esta ideia no problema de Lima et al (2006) de formar casais,
com 5 homens e 5 mulheres: num diagrama de arvore, para cada homem existem 5 mulheres. Ou
seja, ao se buscar o conjunto dos casais, tem-se que cada homem corresponde a 5 casais. Mas no

conjunto dos homens, existem 5 elementos. Logo para 5 homens, pode-se formar 25 casais.

Claudia Claudia
Susie Susie
Carolino Alex
Marcia Marcia
Emilia Emilia Claudia
Mariana Mariana )
Susie
Gelavir Marci
- arcia
Claudia
Claudia
Emilia
Susie Susi
usie Mariana
Klaus )
Marcia Paulo .
Marcia
Emili
mia Emilia
Mariana
Mariana

Figura 1 — Correspondéncias Um-para-muitos

Para Nunes e Bryant (1997), a situacdo de correspondéncia-um-para-muitos € uma das
principais situacfes multiplicativas. Nessas situacfes, os numeros podem ter significados de
proporcao e de fator escalar. O conceito de proporgédo € representado por um par de nimeros que
permanece invariavel em uma situacdo, até mesmo quando hd mudanga no tamanho do conjunto. A
proporcao é uma relacao entre conjuntos e ndo entre nimeros.

No caso “para cada homem correspondem 5 casais”, 0 numero 5 é o cardinal de um
conjunto e é dado. A proporcao entre o conjunto de homens e o conjunto de casais € (1:5). Mas se 0

conjunto dos homens tem cardinal 5, entdo o conjunto de casais tem cardinal 5x5 = 25. A propor¢éao
se mantém (5:25).

2.1.6 Qual o significado da divisdo na Combinatoria?

Nos problemas ja vistos, o sentido da divisdo estd nos esquemas verbais: resultados de

diferentes contagens sdo divididos, para evitar a repeticdo de agrupamentos, no resultado final.
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Esta repeticdo de agrupamentos pode ocorrer porque o0 interesse € contar agrupamentos ndo
ordenados e aqueles que diferem apenas pela ordem aparecem muitas vezes (por exemplo, as
combinagdes); ou porque agrupamentos com objetos repetidos sdo contados varias vezes (por
exemplo, as permutagcdes com repeticdo); ou por outros motivos, como nas permutacées circulares.

Cemin (2008) desenvolveu um trabalho neste tema, com enfoque no significado da divisao,
na Combinatdria. A autora estudou a teoria de Vergnaud, onde encontrou a no¢do de divisdo por
quotas, que pode ser base do sentido combinatério da divisdo. Nos problemas de divisdo por quotas,
tem-se uma quantidade inicial que sera dividida em quotas ja estabelecidas (tamanho das partes).
Por exemplo: Se vocé tem 20 laranjas e as coloca em pacotes diferentes, cada um com 5 laranjas,
quantos pacotes vocé vai utilizar? A solucdo é o quociente que da o nimero de quotas (pacotes) em
que iremos acomodar as partes.

Segundo Cemin (2008), alguns problemas de combinatéria podem ser resolvidos num
esquema que inclui esta ideia de divisdo por quotas. O esquema consiste em calcular todos os
agrupamentos desejados possiveis, identificar agrupamentos equivalentes, encontrar e contar o
namero de agrupamentos equivalentes (pertencentes a uma mesma classe de equivaléncia) e dividir
0 numero total de agrupamentos pelo nimero de elementos em cada classe (divisdo por quotas).

O interesse no conceito de classe de equivaléncia de agrupamentos esta nos problemas que
envolvem classes de agrupamentos que ndo podem ser contados um a um, por outros motivos, que
ndo sejam ordem, repeticdo de objetos ou objetos em circulo, como no exemplo seguinte, na Figura
2.

Exemplo 2.7:

e Quantos anagramas diferentes podem se formar, a partir da palavra BAIO, de tal modo que as

vogais AlO permanegam nesta ordem?

o Numero de todas as permutacg@es possiveis: 4! = 24
A palavra BAIO entra na contagem, representa e gera uma classe de objetos que ndo entram. A
classe é formada a partir das permutacdes das vogais A, I, O, mantendo B na primeira posi¢ao.
Cada classe assim formada tem 3! = 6 elementos.
Resultado: existem apenas 4 anagramas nas condi¢des do problema.
Pode-se mostrar com uma tabela.
Na primeira linha estdo os anagramas que podem ser contados, pois obedecem as condicfes do
problema. Cada um deles encabeca uma coluna formada pelos objetos da classe que ele representa:
objetos que ndo podem entrar na contagem.

CLASSE 1 CLASSE 2 CLASSE 3 CLASSE 4
BAIO ABIO AIBO AIOB
BAOI ABOI AOBI AOIB
BIAO IBOA IOBA I0AB
BOIA OBIA OIBA OIAB
BIOA IBOA IOBA I0AB
BOAI OBAI OABI OAIB
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Figura 2 — Exemplo que Envolve Classes de Agrupamentos em Cemin (2008, p. 93)

Este esquema pode ser usado nos problemas classicos de combinacgédo e permutacao (Cemin,
2008, p. 81-83).

As situacdes que envolvem agrupamentos ndo ordenados, agrupamentos com repeticdo de
objetos, permutacao circular, ou agrupamentos que pertencem a uma mesma classe de equivaléncia
ddo sentido a divisdo. Podem evocar esquemas que atribuem a divisdo, na Combinatéria, o

significado de divisdo por quotas.

2.1.7 Qual é o significado combinatdrio das operacdes aritméticas?

A multiplicagdo, nas questdes de Combinatdria, faz parte do Principio Fundamental da
Contagem: se ha x modos de tomar uma deciséo D1 e, tomada a decisédo D1, ha y modos de tomar
a deciséo D2, entdo o nimero de modos de tomar sucessivamente as decisdes D1 e D2 é x+y. Ou, na
linguagem dos conjuntos: se o conjunto A tem cardinalidade x e o conjunto B tem cardinalidade vy,
entdo o produto cartesiano AxB tem cardinalidade x-y. Ou seja, problemas que exigem decisdes
sucessivas podem ser vistos como problemas de produto cartesiano.

A adicdo € denominada Principio Aditivo: se A e B sdo conjuntos disjuntos, com
cardinalidade p e g, respectivamente, entdo a cardinalidade de AUB é p+q. Ou seja, a contagem,
nos problemas que podem ser divididos em casos independentes, € resultado da soma das contagens
de cada caso.

Nesta pesquisa, 0 interesse estd no significado atribuido as quatro operac@es aritméticas por
esquemas que sdo resumidos a seguir:

e Multiplicacdo: adquire significado quando o esquema de resolucédo do problema consiste
em contar agrupamentos constituidos por partes dependentes entre si, de tal modo que,
para cada objeto de uma parte, existem n na outra; o significado é verbalizado na relacdo
“um-para-muitos” e ¢ representado no diagrama de arvore;

e Divisdo: adquire significado quando o esquema de resolucdo do problema consiste em
contar agrupamentos que podem estar se repetindo; este esquema conta ndo o0s
agrupamentos, mas, sim, as classes de equivaléncia de agrupamentos; as classes podem
ser formadas por agrupamentos que diferem apenas pela ordem ou pela repeticdo de
objetos, mas também ha outras formas de equivaléncia; operacdo que tem o significado
de “divisdo por quotas”;

e Adicgdo: adquire significado quando o esquema de resolu¢do do problema consiste em

contar os cardinais de conjuntos disjuntos de agrupamentos;
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Subtracdo: adquire significado quando o esquema de resolugéo do problema consiste em
excluir, do resultado da contagem, o cardinal da intersecdo de dois conjuntos de
agrupamentos ou os valores relativos a contagem de agrupamentos que ndo podem ser
incluidos no problema.

Com relagdo a subtracdo, tem-se a seguinte proposi¢do. Se A e B ndo sdo disjuntos o
cardinal (card) resulta: card(AUB) = card A + card B — card (4NB).

Conclusbes da analise epistemolégica

Concluindo, esta etapa de estudo permitiu escolher caminhos para a pesquisa.

Define-se Combinatéria como Vazquez e Noguti (2004): o estudo da formacao,
contagem e propriedades dos agrupamentos que podem constituir-se, segundo
determinados critérios, com 0s objetos de uma colecéo.

A colecdo inicial de objetos é o conjunto universo.

Um agrupamento € um subconjunto (se ndao for ordenado) ou uma n-upla (se for
ordenado) de objetos formados a partir do conjunto universo.

Em Combinatoria, contagem dos agrupamentos consiste em atribuir um numeral cardinal
ao conjunto formado por todos os agrupamentos possiveis de serem formados, a partir
dos objetos do conjunto universo, segundo determinados critérios.

A Combinatdria a ser ensinada na escola pode ser vista ndo como um “conteudo”, mas,
sim, como um conjunto de situacdes/problemas que exigem o desenvolvimento do
raciocinio combinatorio. Do ponto de vista de Vergnaud, raciocinio combinatorio pode
ser visto como uma colecdo de esquemas ou competéncias para dar conta de qualquer
problema de Combinatéria.

A Combinatéria € um Campo Conceitual, pertencente a intersecdo dos campos
multiplicativo M e aditivo A (MNA), e relacionado com os campos conceituais da
Teoria das Probabilidades, também, parcialmente pertencente a MNA, e da Teoria dos
Conjuntos.

A Combinatéria pode ser vista como um campo conceitual, cujos conceitos sdo:
conjunto universo; subconjunto; agrupamento; cardinal, contagem; escolha/deciséo;
multiplicacdo; divisdo; adicdo; subtracdo; arranjo; combinacgdo; permutacdo; repeticéo;
ordem.

Os problemas exemplares de Combinatéria podem ser classificados em: produto

cartesiano, selecéo, diviséo, particao.
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Os esquemas de resolucdo podem ser: verbais, numéricos, gréficos, algébricos, tabulares.

A relacdo entre situaces/problemas, conceitos e esquemas, encontrados nas analises desta

pesquisa, estdo na Tabela 1:

Situaces Conceitos Esquemas
(e representagdes)
1 1) Conjunto universo; subconjunto; agrupamento; Esquema verbal
' cardinal; produto cartesiano; n-upla; cardinal do

Produto produto cartesiano de conjuntos; Principio Esquema numérico (operacOes
cartesiano Fundamental da Contagem; multiplicac&o; numericas)

2) Contagem; escolha/decisdo; decisbes sucessivas; | Esquema simbdlico (simbolos da

2 Principio Fundamental da Contagem; multiplicacéo; Teoria dos Conjuntos, fatorial)

Permutagdo 3) Casos independentes; conjuntos disjuntos; Principio | Esquema algébrico (férmulas)

da Adicdo; adigdo;
3. Selecio Esquema gréafico (representacdo

' 4) Principio da intersecdo de conjuntos; subtracéo; grafica para transformar o
4. Divisio problema em outro, facilitando a
' 5) Agrupamentos ordenados ou ndo ordenados; | compreensdo)
. agrupamentos com ou sem repeticdo de objetos;

5. Particéo . AN . .

contagem repetida de agrupamentos; divisao; Esquema tabular (para identificar
6. Problemas _ ) |8 classes de equivaléncia)
bésicos de 6) Ordem; n-upla; fatorial; permutacdo; permutacdo
Arranjo e com repeticao; Esquema da listagem  dos
Combinagio ) o agrupamentos  com  contagem

7) Agrupamento ndo ordenado; combinacao; direta

8) Escolha; combinaco;

9) Selecao; distribuicdo; particéo.
Tabela 1 — Situac@es, Conceitos e Esquemas Encontrados nos Problemas Exemplares

O significado da multiplicacdo esta no principio das escolhas sucessivas; no produto
cartesiano de conjuntos e na correspondéncia um-para-muitos; o significado da divisao
estd nos problemas que, na contagem de agrupamentos, envolvem agrupamentos
repetidos; a repeticdo pode ocorrer porque a ordem dos objetos ndo importa, ou porque
hé& objetos repetidos, ou porque se trata de permutacdo circular, ou porque € possivel
identificar agrupamentos que pertencem a uma mesma classe de equivaléncia.

Na histéria da Matematica, 0s jogos mais tradicionais, de cartas, roleta ou dados, estao
entrelacados com o desenvolvimento da Combinatéria e da Teoria das Probabilidades
sendo, portanto, situacGes interessantes com potencial para gerarem problemas
combinatdrios de diferentes tipos.

Decidiu-se adotar as seguintes definicGes e simbologias: Combinacdo: agrupamentos

ndo ordenados de p objetos selecionados num conjunto de n objetos; simbolo C,p;
Permutacdo: ordenacOes diferentes de n objetos, simbolo P,; Arranjo: agrupamentos

ordenados de p objetos selecionados num conjunto de n objetos; simbolo A,
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2.2 DIMENSAO DIDATICA, ASSOCIADA AS CARACTERISTICAS DO

FUNCIONAMENTO DO SISTEMA DE ENSINO

A analise didatica a respeito da Combinatoria ja foi desenvolvida por varios autores,
encontrados numa ampla revisdo bibliografica. Nas obras de Borba e Pessoa (2009), Almeida
(2010), Sabo (2010) e Souza (2010) encontram-se criticas ao ensino usual da Combinatéria, que se
desenvolve a partir de formulas ou problemas padréo.

Como ocorre o ensino tradicional e quais sdo as propostas de mudanca?

Souza (2010) resume o ensino tradicional de Combinatédria e seus efeitos:

Em geral, numa aula tradicional, onde as férmulas ja foram apresentadas, os
alunos procuram identificar, entre elas, aquela que acreditam ser mais
conveniente para arranjo, ou permutacéo ou combinacéo, com o objetivo de poder
resolver um problema. 1sso ocorre por eles ndo terem participado da construgao
desses conceitos e apenas 0s usam para resolver o problema mecanicamente.
(SOUZA, 2010, p.74).

A autora sugere que o professor explore, com o aluno, os Principios Multiplicativo e Aditivo
(multiplicacdo e adicdo), de modo intuitivo, descrevendo e exemplificando 0s casos possiveis,
formando agrupamentos e contando-os, utilizando diferentes técnicas de contagem e diferentes
formas de representacdo, com énfase ao diagrama de arvore ou a construcdo de tabelas de dupla
entrada, para auxiliar na compreensdo da multiplicacéo e da divisdo. A sistematizacdo dos conceitos

de arranjo, permutacao e combinacdo pode ficar para o fim do processo.

Os problemas iniciais devem ser elaborados com poucos elementos, através da
solucdo intuitiva e da contagem direta, para destacar quantas e quais sao as
possibilidades nesse tipo de abordagem. Os alunos poderdo observar que a
contagem direta é impraticavel na maioria dos casos e constatardo que é preciso
perceber certas regularidades para desenvolverem técnicas de contagem
apropriadas, que generalizem as solugdes. Eles perceberdo que, ao contar ou fazer
0s agrupamentos através das técnicas de contagem, estes se diferenciam pela
ordem e/ou natureza dos elementos dados no problema. (SOUZA, 2010, p. 75).

Nesta perspectiva, Borba e Pessoa (2009) alertam para conceitos e férmulas que podem

favorecer o erro do aluno e sugerem que uma boa estratégia de ensino seria ndo antecipa-los:



36

Na escola, os alunos, sobretudo os do Ensino Médio, nivel em que a maior parte
desses tipos de problemas é trabalhada formalmente, podem errar na resolucéo de
problemas de raciocinio combinatorio, por seguirem pistas semanticas. Eles
podem, muitas vezes orientados por palavras-chave, buscar descobrir qual tipo de
formula deve ser usada para resolver o problema: combinagdo, arranjo ou
permutacdo. Alunos de anos escolares anteriores ndo tém conhecimento dessas
formulas e, portanto, ndo poderdo recorrer a elas para solucionar os problemas.
(BORBA & PESSOA, 2009, p. 117).

Sabo (2010) investigou os saberes sobre Combinatéria dos professores de Matemaética e
concluiu que poucos valorizam o Principio Multiplicativo, enquanto outros, que optam pelo uso de
formulas, demonstram ndo saber justifica-las. Os professores parecem ndo ter contato com as
orientacbes educacionais para Ensino Médio e com a producdo académica em Educacdo
Matemdtica, documentos que enfatizam a necessidade de deixar as formulas surgirem como
consequéncia do raciocinio.

Um quadro elaborado por Esteves (2001, p. 53) permite comparar 0 ensino usual com as

tendéncias atuais, expressas na Proposta Curricular.

PropPosTA CURRICULAR LIVROS DIDATICOS
PROBLEMAS DE CONTAGEM PARA SEREM RESOLVIDOS FATORIAL
INTUITIVAMENTE
S\STEMATIZA(;AO DA CONTAGEM, ATRAVES DE PRINCIPIO MULTIPLICATIVO

DIAGRAMAS, ARVORES E QUADROS PARA A DESCRICAO
DOS ACONTECIMENTOS

PRINGIPIO MULTIPLICATIVO ARRANJO SIMPLES
ARVORE DE POSSIBILIDADES EM CASOS ONDE NAO E COMBINAGAO SIMPLES
APLICAVEL O PRINCIPIO MULTIPLICATIVO
ARRANJOS COM REPETIGAO ARRANJO COM REPETIGAQ
ARRANJOS SIMPLES PERMUTAGAO COM REPETICAO
FATORIAL EXERCICIOS COMPLEMENTARES

PERMUTACAO SIMPLES

COMBINACAO SIMPLES

Tabela 2.2: Comparacdo das seqléncias adotadas pela proposta curricular e os livros didaticos.

Figura 3 —Quadro Elaborado por Esteves (2001, p. 53)

Quais as sugestdes para o ensino da multiplicacéo e da divisdo?

Esteves (2001) desenvolve uma engenharia didatica com uma proposta de ensino adequada:
iniciar com problemas e formalizar os conceitos de arranjo, permutacdo e combinacéo ao final. Com
relacdo ao conceito de multiplicagdo, a autora relaciona-o com a nogdo de “um para muitos”; o
sentido do conceito de divisdo estd em problemas de permutacdo com repeticdo (contam-se varias
vezes agrupamentos iguais, porque ha letras/objetos iguais) e de combinacdo (contam-se varias
vezes agrupamentos iguais, porque a ordem dos objetos ndo importa).

Cemin (2008) enfoca os problemas que exigem diviséo.
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A autora fez uma andlise em livros didaticos, buscando o sentido dado a operacdo de
divisdo. Percebeu que, em geral, o autor explica que: € necessario dividir quando a ordem dos
elementos ndo é importante. H4 um argumento padrédo: a divisdo é feita porque, quando a ordem
ndo importa, agrupamentos iguais sdo contados K vezes, sendo K o nimero que resulta da
permutacdo dos objetos de cada agrupamento.

Mas, existem problemas em que é necessario recorrer a ideia de classes de equivaléncia.

Exemplo 6 da pagina 30:

Quantas sdo as permutacdes dos ndmeros (1, 2, ..., 10) nas quais 0 5 esta situado a
direita do2 e a esquerda do 3, embora ndo necessariamente em lugares
consecutivos?

Solucéo dos autores:

Ha 10! permutaces, que se dividem em 3! = 6 classes, conforme a ordem em que
se apresentam os algarismos 2, 3 e 5, uma das quais é a classe correspondente a
ordem desejada, 253. Como as classes sdo de igual tamanho, ha, em cada uma
delas, 1/6 do total de permutacdes.

A resposta é 10! + 6 = 604.800. (MORGADO et al, 2006, apud CEMIN, 2008,
p. 202).

Conforme Cemin (2008), este é um exemplo de problema que exige divisdo e em que ndo
cabe o argumento padrdo. N&o se pode dizer que a diviséo é feita porque a ordem entre os objetos,
em cada agrupamento, ndo importa; ao contrario, como destacam os autores, quando explicam que a
divisdo por 6 ocorre porque existem “6 classes” obtidas conforme a ordem em que os algarismos se

apresentam.

A divisdo por 6 ocorre porque existem ’6 classes’, conforme a ordem em que se
apresentam os algarismos 2, 3 e 5, uma das quais é a classe correspondente a
ordem desejada, 253. Como as classes sdo de igual tamanho, ha, em cada uma
delas, 1/6 do total de permutacOes. Isto & em cada classe os elementos séo
distintos, mas apenas um deles pode ser computado no calculo. (MORGADO et al,
2006, apud CEMIN, 2008, p. 23).

Pode-se ver que o autor indica que a divisdo (por 6) corresponde ao raciocinio de divisdo por
guotas, ja expresso na Analise Epistemoldgica anterior.

Quais sdo as representacdes usuais utilizadas na resolucédo de problemas?

Muitos autores enfatizam que existem diferentes formas de representacdo, na resolucdo de

problemas de Combinatdria, que deveriam ser incentivadas.
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Borba e Pessoa (2009, p. 134) apresentam solucBes dadas por criangas de 12 a 42 séries, na
forma de listagem, quando o aluno desenha ou escreve as possibilidades de agrupamentos, muitas
vezes sem 0 esgotamento de todas.

Exemplo 2.10:

Almeida e Ferreira (2008, p. 15), entre outros, ddo exemplos de problemas resolvidos com o

diagrama de arvore.

Exemplo 2.11:

“De quantas formas diferentes 6 pessoas podem formar uma fila?”

Nesta resolucdo, apresentada por um grupo de estudantes, apenas parte da arvore de
possibilidades foi construida. Os alunos verificaram que se o primeiro lugar for ocupado pela
pessoa A, existem cinco opcdes de escolha para o segundo lugar, quatro para o terceiro e assim
sucessivamente. Dessa forma, inferiram que o mesmo ocorre quando a primeira pessoa escolhida é
BouCouDouEouF.

Vazquez e Noguti (2004, p. 8) propdem o problema seguinte.
Exemplo 2.12: “Quantos nimeros de 3 algarismos distintos podemos formar com os algarismos 1,
2,3,4,5e6?”.

E sugerem um esquema grafico para auxiliar a multiplicagao:

Representemos um numero de trés algarismos, arbitrario, pelos trés quadros seguintes:

Ora, o primeiro numero pode ser escolhido de 6 maneiras diferentes; em seguida, o
segundo namero pode ser escolhido de 5 maneiras diferentes e, por Gltimo, o terceiro nimero pode

ser escolhido de 4 maneiras diferentes. Assim temos:

6 X 5 X | 4 = 120
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Portanto, pelo principio da multiplicacéo existem 6-5-4 = 120 possiveis
Esteves (2001, p.86) propbe um problema e sugere trés resolucdes com diferentes
representacoes.
Exemplo 2.13:
Existem dois modos de atingir a cidade Danone partindo da cidade Araguaia. Um deles € ir até a
cidade intermediaria Bananal e, de 1a, atingir Danone e outro ir até a cidade Canavial e, de 13,
chegar a Danone.
Existem 10 estradas ligando A a C; 12 ligando B a D; 5 ligando A a C; 8 ligando C a D; nenhuma
entre B e C; e nenhuma entre A e D.
Partindo de A, quantos percursos diferentes podem ser feitos para chegar a D?
A autora sugere possiveis procedimentos de resolucdo (pagina 85)
A — C = 8 estradas; C — X = 5 estradas, logo temos 8 + 5 estradas para chegar a X.
A — B = 10 estradas; B — X = 12 estradas, logo temos 10 + 12 estradas para chegar a X.
Temos 13 possibilidades passando pela cidade C e mais 22 possibilidades passando pela
cidade B, dando um total de 35 possibilidades. Esta resolucao esta errada.
Possiveis procedimentos de resolucao
1%) Para cada estrada que liga A e B, temos 12 possibilidades para chegar a cidade X.
Como sé@o 10 estradas ligando A e B, entdo temos 10 x 12 possibilidades, saindo de A
passando por B e chegando a X.
Temos um raciocinio analogo para sair de A, passar por C e chegar a X. Entdo, temos 58
possibilidades. Somando os dois resultados, temos 0 nimero de percursos diferentes que
podem ser feitos para atingir X pela primeira vez, partindo de A.
(10 x 12) + (5 x 8) =120 + 40 = 160.

2%) Através do esquema

A B

10 X 12 = 120
A C

8 X 5 = 40

Portanto, 120 + 40 = 160
3%) Usando a formula
C101 X C121+Cs1 X Cg1 =
[10!: (9IxIN]x[12! : (11IxIN] + [6! : (4!x1D)x[8! : (7!x1!) =
10x12 + 5x8 = 120 +40 = 160.

Resposta: Podem ser feitos 160 percursos diferentes para atingir A.



40

Cemin (2008, p. 93) resolve problemas com auxilio de representacdo tabular para listar os
agrupamentos desejados.

Pode-se, entdo, fazer um primeiro resumo das representacfes usuais na resolucdo de
problemas de Combinatoéria: listagem dos agrupamentos, escrevendo, desenhando ou usando
simbolos; listagem tabular; diagrama de arvore; esquemas graficos variados; representacao
numeérica utilizando as quatro operagdes; representacao algébrica por férmulas.

O que ¢ dito sobre jogos no ensino?

A producdo em Educacdo Matematica € undnime com relagdo a necessidade de buscar e
implementar novas propostas de ensino baseados na resolucdo de problemas, muitos deles com
origem em jogos.

J4, ha vinte anos, Moura (1992) lembrava que, ao optar pelo jogo como estratégia de ensino,
o0 professor o faz com uma intengdo: propiciar a aprendizagem. E ao fazer isto, tem como prop6sito
0 ensino de um conteddo ou de uma habilidade. Dessa forma, o jogo escolhido devera permitir o
cumprimento deste objetivo.

Também focalizando o uso de jogos no ensino, Fiorentini e Miorim (1990) alertam para as

reflexdes do professor, necessarias para planejar o uso de jogos:

O professor ndo pode subjugar sua metodologia de ensino a algum tipo de
material porque ele é atraente ou ladico. Nenhum material é valido por si s6. Os
materiais e seu emprego sempre devem estar em segundo plano. A simples
introducdo de jogos ou atividades no ensino da matematica ndo garante uma
melhor aprendizagem dessa disciplina. (FIORENTINI & MIORIM, 1990, p. 6).

Para os autores, 0 jogo deve ser escolhido pensando em ensinar e no direito do aluno a
aprender de modo significativo, possibilitando atividades em que o aluno participe raciocinando,
compreendendo. Nessa perspectiva, muitas vezes, o melhor recurso pode ser envolver o aluno na
construcdo de um material, do que apresenta-lo ja pronto, como construcdo do professor.

Silva e Kodama (2004) sugerem que o uso de jogos para O ensino representa, em sua
esséncia, uma mudanca de postura do professor em relagdo ao 0 que € ensinar matematica. O
professor lanca questBes desafiadoras e ajuda os alunos a se apoiarem, uns nos outros, para
atravessar as dificuldades, num convivio baseado na interagcdo constante e no trabalho em grupo. Os
autores advertem, porém, que o professor precisa estudar previamente cada jogo, o que so € possivel
jogando. Somente a partir de suas préprias jogadas e da reflexdo sobre seus erros e acertos é que o
professor terd condigdes de colocar questdes que irdo auxiliar seus alunos, tendo nocdo das

dificuldades que irdo encontrar.
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Carvalho (2009) desenvolveu, no Mestrado em Ensino de Matematica da Universidade
Federal do Rio Grande do Sul, um trabalho com este tema: jogos no ensino da Combinatoria.
Aplicou quatro jogos encontrados na literatura ja existente, produzidos e ja experimentados por
outros professores, com uma turma de 8° ano do ensino fundamental do Colégio Militar de Porto

Alegre. Ao término dessa pesquisa, concluiu que:

O conjunto das diversas situacGes dos jogos ampliou o leque de representacGes de
contagem e que 0 ambiente de sala de aula se tornou mais sociavel, & medida que
os alunos se integravam para um objetivo comum. (p. 8).

Carvalho (2009), Lopes (2007), Lopes e Rezende (2010), Silva e Kodama (2010), entre
outros, propdem aos alunos atividades com jogos construidos intencionalmente para favorecer o
desenvolvimento do raciocinio combinatério. Os autores mostram, em seus trabalhos, a mesma
organizacgdo para a sala de aula: ao inicio de cada encontro, faz-se a apresentacdo de um jogo e a
discussdo das regras, com suas peculiaridades, em grande grupo; apos, os alunos em duplas ou
grupos menores, sdo convidados a jogar; ao final, propem um questionario, com questdes sobre o
jogo, que exigem o pensamento combinatorio.

O jogo de Adivinhacdo de Senhas elaborado por Jodo Vitor Teodoro, José Marcos Lopes
(Campus de Ilha Solteira, Faculdade de Engenharia — Licenciatura em Matematica, BAAE
I/UNESP) desenvolve conceitos basicos de combinatoria.

O jogo* consiste na adivinhacdo da senha de um cofre, gerada aleatoriamente pelo
computador. A senha deve conter somente os digitos 1, 3, 5, 7 € 9 e deve ser jogado por um Unico
jogador por vez, que pré-definird informac6es como: quantos digitos terd a senha (existe a opcao de
escolher entre dois e cinco digitos) e se podera ocorrer ou ndo repeticdes dos digitos.

Apos cada jogada o computador avisa se 0 jogador acertou o digito em seu lugar correto
(sinal verde), se acertou o digito, porém em posicédo errada (sinal amarelo) ou se o digito ndo esta
presente na senha (sinal vermelho). Dessa forma, o jogador podera obter informacdes que o
ajudardo nas proximas jogadas. O jogador terd um maximo de 5 jogadas para acertar a senha. Caso
contrario, o computador vence.

O Jogo do Quadrado, elaborado por Josiane de Carvalho Rezende, Jose Marcos Lopes e
Jodo Vitor Teodoro (Depto. de Matematica, FEIS, UNESP, llha Solteira, SP) destina-se a

desenvolver conceitos de raciocinio l6gico e de calculo de probabilidades.

* Este jogo encontra-se no site: http://prope.unesp.br/xxi_cic/27 35089297878.pdf
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O Jogo do Quadrado utiliza 0 mesmo tabuleiro do Jogo da Velha. Os movimentos e as
capturas de suas pecas possuem algumas semelhancas com as pecas Pedo e Torre do jogo de xadrez.
Descrevemos a seguir 0s materiais necessarios, o objetivo e as regras do jogo.

Material: Tabuleiro 3x3 e duas pecas distintas, uma para cada jogador.

Inicio do jogo: O jogo é disputado por dois jogadores, cada qual tem apenas uma peca. O
Jogador 1 coloca a sua pec¢a na extremidade esquerda inferior do tabuleiro e o Jogador 2 coloca a
sua peca na extremidade direita superior do tabuleiro. O jogo € iniciado pelo Jogador 1, o qual é
escolhido através de sorteio.

Objetivo: Eliminar a peca ou chegar ao ponto de partida de seu adversario.

Regras: Nao pode voltar ao ponto de partida; é permitida a eliminacdo da peca do
adversario somente na diagonal e as pecas se movem apenas uma casa na vertical ou uma casa na
horizontal. A eliminacdo da peca adversaria, tal como a ocupacdo do ponto de partida do adversario,
serdo obrigatérias quando for a ocasido.

Numero de movimentos: O nimero maximo de movimentos permitido para as pecas ¢ de 8
(oito). Quando ocorrerem 8 movimentos das pecas e ndo finalizar o jogo, define-se um empate,
mesmo que no nono movimento haja vencedor, somente vale o resultado do oitavo movimento.

Na revisdo bibliografica, ndo foram encontradas experiéncias didaticas com jogos de cartas
tradicionais, ja conhecidos dos alunos. No entanto, existem, problemas combinatorios classicos do
tipo Arranjo e Combinacdo, envolvendo célculos simples de probabilidades, para o jogo de pdoquer
(Morgado et al, 2006; Rodrigues, 2004). Nos problemas propostos por Morgado et al (2006, p. 36-
37) o baralho de p6quer tem 32 cartas.

Conclusdes da Analise Didética.

Concluindo, o estudo permitiu escolher rumos para esta pesquisa:

a) Uma estratégia para favorecer o desenvolvimento do raciocinio combinatério é propor
problemas que podem ser resolvidos de modo intuitivo, exemplificando 0s casos possiveis de
agrupamento, formando agrupamentos e contando-os; utilizando diferentes representacoes;
utilizando diferentes conceitos; dando énfase para esquemas que atribuam significados a
multiplicacéo e a divisao.

b) A sistematizacdo dos conceitos de Arranjo, Permutacdo e Combinacédo pode ficar para o fim do
processo.

c) Um jogo pode ser percebido como uma situacdo geradora de problemas;

d) Diferentemente do modo que outros pesquisadores fizeram, parece uma boa alternativa partir de
um jogo tradicional, como o pdquer, ndo construido intencionalmente pelo professor, e dar

espaco para que os alunos construam um jogo com uma l6gica semelhante (um mini pdquer).
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e) Segundo Vergnaud, uma situacdo complexa pode ser vista como uma combinagdo de tarefas,
para as quais é importante conhecer suas naturezas e dificuldades préprias. Neste caso, cabe
analisar o potencial do poquer para ensinar e aprender Combinatoria: quais s&o os problemas
gerados pelo pdquer? Quais 0s esquemas que podem ser Uteis para resolvé-los? A quais

conceitos estes problemas dao sentido? Isto serd feito no Capitulo I11.

2.3 DIMENSAO COGNITIVA, ASSOCIADA AS CARACTERISTICAS DO PUBLICO AO

QUAL SE DIRIGE O ENSINO.

Diferentes autores (Esteves, 2001; Almeida, 2010) constatam, em suas pesquisas, a
dificuldade de alunos (e de professores), em todos os niveis, para resolver problemas de
Combinatoria.

Quais sdo as dificuldades dos alunos, ao resolver problemas de Combinatoria?

Um estudo realizado em Portugal, com alunos de uma turma do 9° ano, objetivou avaliar o
potencial das estratégias intuitivas de resolucdo de problemas de combinatoria. Foram propostos
problemas dos tipos permutacdo simples, arranjo com repeticdo, arranjo simples e combinacao
simples. A menor porcentagem de respostas corretas deu-se nos problemas de combinacgdes. Eles
afirmam, ainda, que quando aumenta o nimero de elementos envolvidos na operacdo, ocorre uma
diminuicdo do numero de respostas corretas. Foram identificados quatro tipos de estratégias
utilizadas para resolver os problemas: a enumeracéo, o diagrama de arvore, o uso de férmulas e as
operacdes aritméticas utilizadas de forma isolada ou concomitantemente. O maior indice de acertos
nas respostas para os problemas ocorreu quando as estratégias adotadas foram o diagrama de
arvores e as operacdes ou quando era possivel fazer a enumeracao e contagem direta.

Dornelas (2004) desenvolveu pesquisa para avaliar o desempenho na resolucdo de
problemas de combinatdria, com alunos do 2° ano do Ensino Médio, identificando e listando os
erros.

Podem-se resumir as dificuldades de aprendizagem: falta de compreensdo do que é
solicitado no problema; falta de compreensdo do tipo de agrupamento que deve ser formado e
contado; tentativa de contagem direta, listando os agrupamentos, mas ndo esgotando as
possibilidades; desconhecimento do wuso da multiplicagdo para contar agrupamentos
(desconhecimento do Principio Multiplicativo também conhecido como Principio Fundamental da
Contagem); utilizacdo incorreta da multiplicacdo; ndo atentar para o fato de que a ordem ou a
repeticdo dos elementos nos agrupamentos a serem formados podera produzir agrupamentos

equivalentes; ndo questionar se existem agrupamentos equivalentes; ndo questionar sobre a
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necessidade de utilizar a divisao; s6 utilizar a divisdo quando aplica as férmulas de Combinacéo ou
de Permutacdo com repeticdo; usar sempre formulas, muitas vezes de forma incorreta, por
desconhecimento do seu significado; se houver compreensdo da necessidade de utilizar diviséo,
fazé-lo muitas vezes de forma incorreta.

Com relacdo a esta ultima falha, é preciso destacar que, em alguns problemas a divisdo deve
ser feita mais de uma vez, para evitar a contagem repetida de agrupamentos distintos.

Exemplo:

De quantas maneiras pode-se dividir quatro meninos em duas equipes de dois meninos.

4x3

2
Resposta: = 3
E fécil ver, com a listagem dos agrupamentos e contagem direta:

Meninos: A, B, C, D
Equipes: AB/CD; AC/BD; BC/AD

, 4x3 , . . .
O calculo = C42 = 6 corresponde ao numero de equipes com dois meninos que se pode

formar com quatro meninos. Ao fazer o produto 4x3, esta-se calculando todos os agrupamentos de 2
meninos, sem considerar a ordem nos grupos. Assim ha grupos que se equivalem, como AB e BA
que sdo contados duas vezes, dai a divisdo por 2. Esta-se contando as equipes:

| AB | AC | AD | BC | BD | CD \

4x3

O célculo = 3 corresponde ao numero de maneiras de dividir quatro meninos em duas

equipes de dois meninos. Antes de dividir, havia 6 equipes de dois e, para cada uma, havia uma
equipe restante:

AB AC AD BC BD CD
CD BD BC DE AC AB

Observa-se a repeticdo das distribuicdes, por isso a necessidade de dividir por 2, obtendo o
resultado correto: 3 maneiras

AB AC AD
CD BD BC

Conclus6es parciais da analise cognitiva.
A partir desta revisdo bibliografica, percebem-se quais seriam as caracteristicas de uma

proposta didatica em Combinatoria, que respeite as questdes cognitivas.
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a) A proposta deveria iniciar com problemas, elaborados numa linha crescente de
complexidade.

b) Os primeiros problemas diriam respeito a um conjunto universo com pequeno nimero de
objetos, de tal modo que possam ser resolvidos com listagem e contagem direta dos
agrupamentos.

c) A seguir, com nimeros maiores de agrupamentos, os problemas exigiriam a
multiplicacéo, que seria introduzida com auxilio do diagrama de arvore.

d) Problemas com divisdo seriam introduzidos com auxilio de tabelas e da nocdo de classe
de equivaléncia.

e) Ao final, o nimero de objetos do conjunto universo e o nimero de agrupamentos
aumentariam e os problemas exigiriam multiplicacdo e divisdo, com solu¢Ges numéricas
e com utilizacdo de produtos e quocientes. Os esquemas com listagem, contagem direta,
diagramas de arvore e tabelas seriam insuficientes, mas seria desejavel incentivar
esquemas graficos, por seu potencial na traducéo e facilitacdo dos problemas.

f) Apos a resolugdo de problemas, ali seriam buscados sentidos para os conceitos de
Arranjo, Permutacdo e Combinacdo.

g) Estes conceitos seriam introduzidos, definidos e suas férmulas deduzidas, numa

conclusdo do trabalho.

2.4 COLETA DE DADOS: PROBLEMAS PREVIOS

Os dados coletados previamente, para analise, consistem nas respostas dadas por alunos do
2° ano, do ensino médio, a uma colecdo de problemas propostos antes de contatos formais com a
Combinatoéria. A coleta foi feita com uma turma completa, 42 alunos, divididos em grupos, no dia
05 de julho de 2012.

Como analisar os dados coletados?

Entre os objetivos desta pesquisa estdo: identificar e descrever os esquemas dos alunos que
fazem parte da investigacdo, antes do contato formal com a Combinatéria, na resolucdo de
problemas prévios e analisar a ampliacdo e a evolucdo destes esquemas, durante e apds a engenharia
didatica.

Para isto, foi preciso decidir como descrever esquemas e como investigar a evolucdo dos

esquemas; em outras palavras, como analisar com objetividade os dados coletados quando o sujeito
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estd em acdo. Observe que € diferente das analises dos problemas exemplares, quando eram
buscados conceitos cientificos e proposi¢des validas.

Segundo Vergnaud (1990, p. 15), um esquema € a organizacdo invariante da conduta para
uma classe de situacOes/problemas. A maioria dos pesquisadores que utiliza a teoria de Vergnaud,
da especial énfase ao reconhecimento dos conhecimentos-em-acéo: conceitos-em-acdo e teoremas-
em-acéo.

Um conceito-em-acdo €, muitas vezes, implicito, ndo é necessariamente verdadeiro ou falso.
S&80 estes conceitos que permitem construir 0s teoremas-em-acgao, proposi¢coes que podem ser
verdadeiras ou falsas, construidas pelo sujeito na acdo de resolver um problema. Existe relacdo
estreita entre 0s conceitos e teoremas criados em acdo. Os teoremas e 0s conceitos sao invariantes
operatdrios, que ddo significado aos conceitos.

No momento das analises prévias, considerando as resolucdes dadas para diferentes tipos de

problemas, buscou-se:

a) Descrever o esquema utilizado (incluindo operacdes e representacoes);

b) Identificar conceitos-em-acéo e teoremas-em-acao;

C) Identificar as limitagdes dos esquemas;

d) Identificar situacbes para as quais o0s alunos tém esquemas previamente

desenvolvidos e classe dos problemas que causam desestabilizacéo.

Nas analises posteriores, busca-se comparar os esquemas desta coleta prévia com aqueles
que foram identificados durante e ap0s a engenharia didatica, buscando sinais de ampliagédo e
evolucao.

Para criar uma estratégia de andlise, foram buscados exemplos de situacdes/problemas
analisados por outros autores, reescrevendo as analises num esquema mais sintético.

Nesta coleta de dados, seguindo Batanero (1997), foram consideradas variaveis presentes
nos problemas. Os autores definem trés modelos de problemas de Combinatdria — selecédo, particéo
e divisdo — como fontes de dificuldades diferentes. Mas também se referem a outras variaveis que
afetam as respostas dos alunos: as operacdes combinatérias (que podem ser resumidas as
necessidades de multiplicar e dividir); os parametros envolvidos (niUmeros maiores ou menores de
objetos em jogo).

Nesta linha, os problemas propostos foram classificados previamente como:

A) Problemas de Produto Cartesiano (que exigem multiplicacéo):

1) Com poucos objetos:

Mariana tem 3 saias e 2 blusas. De quantas maneiras diferentes ela podera se vestir,

usando uma peca de cada conjunto?
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2) Com numero maior de objetos:

Carolina tem 3 blusas, 2 pares de sapatos e 2 casacos. De quantas maneiras diferentes ela
podera se vestir, usando uma peca de cada conjunto.

B) Problemas de selecdo que exigem multiplicacdo e divisao:

1) Com poucos objetos:

De quantas maneiras distintas, 4 amigos podem se cumprimentar?

2) Com nGmero maior de objetos:

De quantas maneiras distintas, 6 amigos podem se cumprimentar?

C) Problema de particao (que exige multiplicacéo e divisdo):

De quantas maneiras 6 alunos podem ser repartidos em 2 equipes contendo 3 alunos cada
uma?

Né&o foram propostos problemas com repeticdo de objetos.

Nesta coleta de dados prévios, foi cometido um equivoco. Os problemas que deveriam se
apresentar com nimero maior de objetos ndo continham numeros suficientemente grandes para
impedir a tentativa de listagem e contagem direta. Com isto, faltam dados sobre esta dificuldade. O
que os alunos responderiam se o problema seguinte fosse proposto: De quantas maneiras
diferentes 100 pessoas podem se cumprimentar? Tem-se apenas uma aproximacao da resposta,
considerando o que foi possivel observar: poucos resolveriam este problema porque a listagem de
todos os agrupamentos ndo pode ser feita e porque nenhum utilizou divisdo nos problemas
propostos.

Resultados da analise

Pode-se observar:

1) O esquema predominante (que ndo consta no livro Lima et al (2006), pois ndo é considerado
cientifico) € a tentativa de listar e contar os agrupamentos, o que acarreta erros, quando o niumero de
objetos em jogo € maior e quando 0s agrupamentos sao ndo ordenados;

2) Os problemas que exigem multiplicacdo com nimero pequeno de objetos sdo resolvidos
com facilidade com o esquema da listagem. Os alunos demonstraram compreensao a respeito do
que lhes foi pedido, dando exemplos de agrupamentos, listando e contando-0s. A maioria, ao listar,
esgotou as possibilidades;

3) Alguns alunos fazem inferéncias, fixando um objeto e percebendo quais e quantos
agrupamentos estdo vinculados a ele; logo em seguida generalizando o raciocinio para os demais e

fazendo a contagem utilizando o principio aditivo ou o multiplicativo;
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4) Nos problemas que exigem multiplicacdo e divisdo, nenhum aluno utilizou a operacdo de
divisdo. Mas, com 0s conjuntos de pequeno numero apresentados, na verdade, a divisdo ndo é
necessaria;

5) As representagBes utilizadas envolveram predominantemente, listas com simbolos ou
nameros e grafos. As operagdes numéricas foram pouco utilizadas;

6) Nas representacfes dos problemas dos apertos de mao, entre n pessoas, apareceram grafos.
A contagem foi feita sobre os lados e as diagonais dos n-4gonos obtidos;

7) Diagramas de arvore ndo foram utilizados;

8) Nao ocorreu o uso de formulas, como era esperado, pois os alunos ainda ndo haviam tido

contato com a Combinatoria.

2.5 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, foram feitas as analises epistemologica, didatica e cognitiva da
Combinatoria.

A partir de revisao bibliografica e da analise de exemplos, encontrados em outras pesquisas
e em livros didaticos, pode-se tomar decisdes que influenciam a construcdo da engenharia, objetivo
maior do trabalho.

Optou-se por uma defini¢cdo de Combinatdria:

estudo da formacdo, contagem e propriedades dos agrupamentos que podem
constituir-se, segundo determinados critérios, com o0s objetos de uma colecéo.
(VAZQUEZ e NOGUTI, 2004, p. 4).

Foram identificados o campo conceitual da Combinatéria e suas relagdes com outros
campos. Foram classificados problemas, esquemas foram descritos, conceitos e representacdes
foram identificados, no campo conceitual da Combinatoria.

A partir da analise dos esquemas de resolucdo dos problemas exemplares e dos alunos,
pode-se resumir e apresentar os conceitos de Combinatoria que sdo fundamentais, nesta pesquisa:
Conjunto Universo; Subconjunto; Agrupamento; Cardinal; Contagem; Selecdo; Escolha/Decisdo;
Multiplicacdo; Divisdo; Adicdo; Subtracdo; Arranjo; Combinacdo; Permutacdo; Repeticdo; Ordem.

Ao final, a classificacdo dos problemas, iniciada com a analise de problemas exemplares, foi
ampliada para incluir os problemas que surgiram da analise dos esquemas dos alunos, de tal modo

que foram incluidos: Problemas de contagem direta de agrupamentos que podem ser listados e
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enumerados; Problemas classicos de arranjos, permutaces e combinacgdes; Problemas classicos de
produto cartesiano; Problemas de Selecéo; Problemas de Divisdo; Problemas de Partigcéo.

Nas Tabelas 2 e 3 estdo organizadas as situagGes/problemas, invariantes operatorios e
representacfes que constituem e ddo sentido combinatério aos conceitos de multiplicacdo e de
divisdo, considerados fundamentais para o ensino. E preciso lembrar que os esquemas, conceitos e
invariantes operatorios encontrados nestas primeiras analises, ainda ndo sdo definitivos. Os alunos,
durante a experiéncia didatica, podem explicitar outros.

Na andlise didatica, ficou claro que o trabalho com Combinatéria inicia com problemas e a
formalizacdo pode ser deixada para o final.

Na revisdo bibliogréfica a respeito das sugestes para o ensino, foram encontradas diferentes
formas de representacdo desejaveis: listagem dos agrupamentos; escrevendo, desenhando ou por
simbolos; listagem tabular em tabelas de dupla entrada; diagrama de arvores; esquemas graficos
variados para representar as multiplicacbes e divisdes; representacdo numérica com as quatro
operacgdes; representacdo algébrica com o formulério. Na experiéncia com problemas prévios,
alunos recorreram a grafos para representar problemas de produto cartesiano, o0 que ndo havia sido
encontrado na revisao bibliogréafica.

Na anélise cognitiva, pode-se refletir sobre as dificuldades dos alunos, para tomar decisbes a
respeito do planejamento de uma engenharia didatica.

No estudo da historia da Combinatdria, aparece sua vinculagdo com jogos de azar (jogos de
carta) e com calculo de probabilidades. Muitos autores destacam o uso de jogos em sala de aula,
mas ndo utilizam o péquer. Alguns livros didaticos sugerem problemas gerados pelo pdquer.

Com estes resultados, percebeu-se um rumo para a construcao da engenharia.

No proximo capitulo, capitulo 11, faz-se um estudo do péquer como situacdo geradora de
problemas, com potencial para ensinar e aprender Combinatoria. Destacam-se esquemas desejaveis
e diferentes representacdes.

No capitulo 1V, sdo descritas as escolhas e as hipoteses que norteiam a construcdo de uma

engenharia baseada no jogo de pdquer.

Conceito: Multiplicacao

Situacdes de:

e Invariantes Operatorios

o Representages Simbolicas
Contagem de agrupamentos que ndo podem ser listados e enumerados.
Problemas de arranjos, permutacdes e combinaces.

Problemas de produto cartesiano




Problemas de Sele¢éo
Problemas de Divisdo
Problemas de Particdo

Principio multiplicativo ou Principio fundamental da contagem: se hd x modos de tomar uma decisdo D1 e,
tomada a deciséo D1, ha y nodos de tomar a decisdo D2, entdo o nimero de modos de tomar sucessivamente as
decisdes D1 e D2 é x.y.
Se o0 conjunto A tem cardinalidade x e o conjunto B tem cardinalidade y, entdo o produto cartesiano AxB tem
cardinalidade x.y.

A multiplicagdo de dois inteiros p e q corresponde a expressao “para cada um destes p objetos

existem q objetos correspondentes”.

Um arranjo A de n objetos obtidos a partir de um conjunto U com n objetos € um subconjunto
ordenado de A. O nimero de arranjos obtidos de U, com p elementos, é o produto n(n-1)...(n-p+1).

(ndo aparece nas andlises mas sim na revisdo bibliografica)

O numero de permutages com n objetos é o produto n(n-1)...3.2.1 = n!

Diagrama de arvore

__n
"= (n-p)!

A

Tabela 2 — Conceito de Multiplicacéo

Conceito: Divisdo

Situacdes de:

e Invariantes Operatorios

e Representacdes Simbolicas
Contagem de agrupamentos que nao podem ser listados e enumerados.
Contagem de agrupamentos nao ordenados.
Contagem de agrupamentos com objetos repetidos.
Contagem de combinacdes e de permutacdes com repeticéo
Contagem de classes de equivaléncia de agrupamentos.
Problemas de Selecédo
Problemas de Divisao
Problemas de Particéo

Resultados de diferentes contagens séo divididos, para evitar a repeti¢do de agrupamentos, no resultado final.
A repeticdo de agrupamentos pode ocorrer porque o interesse é contar agrupamentos ndo ordenados e aqueles que
diferem apenas pela ordem aparecem muitas vezes (por exemplo, as combina¢des); ou porque agrupamentos com
objetos repetidos sdo contados varias vezes (por exemplo, as permutagdes com repeti¢do); ou por outros motivos,
como nas permutacdes circulares.

Uma combinagdo € Uma permutacdo com repeticao.

O numero de combinacdes de n objetos tomados p a p é calculado por
O numero de permutac¢des com repeticdo € calculado
Divide-se para evitar a contagem de agrupamentos equivalentes.

A divisdo de pode ter o sentido de divisdo por quotas.

Agrupamentos sdo equivalentes quando a ordem ndo importa, quando ha objetos repetidos e quando
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cada agrupamento que pode ser contado “esconde” (representa) uma classe de agrupamentos que nao sao aceitos
por ndo cumprirem os critérios de formagao exigidos.

Em qualquer problema de contagem, é preciso questionar se existem agrupamentos equivalentes para
fazer a divisdo.

Quando ha necessidade de divisao, é preciso calcular o nimero total de agrupamentos e 0 nimero de
agrupamentos em cada classe.

Nem sempre o ndmero de agrupamentos em cada classe (0 divisor) corresponde a uma permutacao,
como nos casos de Combinacao ou permutacdo com repeticao.

Q=p/g

Tabelas de dupla entrada

n!
P pl(n - p)!

A

C

]
P aby— n!
n a!ply!

Tabela 3 — Conceito de Divisao
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3  OPOQUERE A COMBINATORIA

Este capitulo traz resultados da analise do jogo de pdquer, visto como uma situacdo que gera
problemas e da sentido a conceitos da Combinatoria. A questdo é investigar o potencial do poquer
para ensinar e aprender Combinatoria.

A andlise foi feita com o objetivo de responder as seguintes questdes: Quais sdo 0s
problemas gerados pelo poquer? Que tipos de problemas sdo estes? Quais sdo as diferentes formas
de resolucéo e de representacao destes problemas? A quais conceitos eles d&o sentido?

Origem do Pdquer®

N&o se sabe ao certo quando o poquer surgiu e nem o local, o que se sabe é que deve ter
originado de algum outro tipo de jogo de cartas. Alguns pesquisadores dizem que o péquer deriva
do “AS Nas” um velho jogo que predominava na antiga Pérsia. Outros dizem que teve origem na
dinastia Sung da China no século X.

Independente de onde tenha surgido, foi na América do Norte que ficou famoso e ganhou o
mundo, chegou aos Estados Unidos cruzando o Atlantico com um grupo de franceses que
colonizaram e eventualmente fundaram a cidade de New Orleans.

Regras do Poquer®

Nos Estados Unidos utiliza-se um baralho comum de 52 cartas.

No Brasil as cartas de valor mais baixo sdo retiradas, de acordo com o ndmero de

participantes. Com quatro participantes utilizam-se as cartas do | 7| ao ; com cinco jogadores, do

@ ao . Embora os grupos possam ser constituidos de dois até oito jogadores, as mesas formadas
de quatro a sete sdo consideradas ideais. Para cada jogador a mais no grupo, uma outra carta sera

acrescentada. Assim, se forem seis os participantes, o cinco é incluido. O é a carta mais alta,

mas também pode entrar nas sequéncias como a mais baixa. Exemplo: se o estiver no jogo, a

sequéncia maxima sera @ e a minima @

Distribuicdo das cartas
Antes de iniciar o jogo, os jogadores devem estabelecer o valor do cacife, ou seja, 0

montante em fichas necessario para as apostas que serdo feitas no decorrer do jogo. O primeiro

® Texto encontrado em: <http://www.artilhariadigital.com/2010/05/origem-do-poker.html,>, acesso em 01 ago 2013.
® Texto encontrado em:<http://pt.wikipedia.org/wiki/P%C3%B4quer#P.C3.B4quer_fechado>, acesso em 01 ago 2013



http://www.artilhariadigital.com/2010/05/origem-do-poker.html
http://pt.wikipedia.org/wiki/P%C3%B4quer#P.C3.B4quer_fechado
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carteador sera aquele que tirar a carta mais alta, sorteada apenas para efeito de distribuicdo das
cartas. A seguir, sera substituido a cada rodada pelo jogador mais a esquerda.

Por se tratar de um jogo de apostas, o poquer tem convengdes rigorosas sobre o
embaralhamento, corte e distribuicdo das cartas. Antes da distribuicdo, as cartas devem ser
embaralhadas no minimo trés vezes. Qualquer jogador pode participar do embaralhamento, desde
que peca ao carteador, que serd, invariavelmente, o Gltimo a embaralhar. O baralho deve ser
oferecido ao jogador da direita para o corte. Se este ndo quiser, qualquer outro jogador podera
cortar. O monte de cartas serd cortado uma Unica vez, a menos que ocorra alguma irregularidade. Se
alguma carta virar durante o corte, as cartas deverdo ser novamente embaralhadas e dadas a cortar.
Se nenhum jogador cortar, o carteador ndo podera mais embaralhar e devera proceder a distribuicéo.
A distribuicdo é feita no sentido horério, uma por vez, fechadas, cinco para cada jogador. As cartas
que sobrarem ficardo ao lado do carteador, para serem usadas posteriormente.

Ritmo do jogo

Primeira rodada de apostas

Antes de receber cartas, cada participante deposita uma ficha no centro da mesa. Estas fichas
serdo disputadas durante o jogo. O jogo corre com a distribuicdo de cartas no sentido horario.
Assim, o jogador a esquerda do carteador sera o primeiro a falar. As opg¢des séo as seguintes:

12- Pensa que ndo conseguira formar um bom jogo e passa ou sai, pondo suas cartas
fechadas sobre a mesa;

2% - Diz “mesa” (ou alternativamente bate duas vezes na mesa), para verificar a situacdo dos
demais, antes de apostar. Com isso, transfere o direito de falar em primeiro lugar ao jogador a sua
esquerda, conservando o direito de falar posteriormente, se alguém abrir;

3% - Gosta de seu jogo e faz uma aposta inicial.

As vezes o limite das apostas ndo é estabelecido mas, em geral, as apostas s&o combinadas
antes do inicio do jogo, fixando-se o limite minimo e o maximo. Se o primeiro jogador passar ou
disser mesa, 0 segundo tera as mesmas opcoes, e assim por diante, até chegar ao carteador. Se todos
passarem, as cartas serdo reunidas e o segundo jogador da mesa procedera a nova distribuicéo.

As fichas continuardo na mesa e serdo apontadas pelos novos pingos. Se o primeiro jogador
apostar, o segundo tera de decidir se acompanha, sai ou aumenta a aposta (repique). Se algum
jogador repicar, qualquer outro podera contra-repicar (aumentar novamente a aposta). Se alguém
abrir e 0s outros apenas acompanharem, o abridor ndo podera repicar a propria aposta inicial.

Se alguém repicar ou contra-repicar, 0s que ja acompanharam terdo de decidir se desejam

completar suas apostas ou se desejam sair. Para participar, todos deverdo ter apostado a mesma
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quantidade de fichas. Se algum jogador disse “mesa” inicialmente, apds a abertura, tera de decidir,
na sua vez de falar, se deseja acompanhar ou se prefere sair.

Troca de cartas

Quando as apostas terminarem os jogadores que continuarem no jogo poderdo trocar cartas.
Esta troca ¢ feita uma Gnica vez. E raro algum jogador desejar trocar quatro cartas, pois isto
reduziria a possibilidade de melhorar a mdo. Em alguns lugares s6 se permite a troca de quatro
cartas ao primeiro jogador. Em geral os jogadores trocam uma, duas ou trés cartas. Se alguém
receber um jogo feito, ndo precisara trocar cartas.

O carteador distribuird as novas cartas, utilizando as que haviam sobrado na distribuicdo
inicial, mais as recolhidas dos que ‘“‘sairam”, embaralhando-as novamente e dando-as a cortar,
sempre em sentido horéario, de acordo com o pedido de cada jogador. Na sua vez de pedir, cada
jogador devera anunciar quantas cartas deseja, destacando de sua médo igual nimero de cartas,
jogando-as fechadas sobre a mesa, antes de receber as novas. Se as cartas ndo forem suficientes para
as trocas, o carteador recolhera as cartas ja descartadas, embaralhando-as, para distribui-las aos que
ainda ndo trocaram cartas.

Segunda rodada de apostas

Ja com o0 novo jogo, o jogador que iniciou as primeiras apostas, isto €, quem abriu o jogo,
devera ser o primeiro a falar. Se houver repiques, o ultimo repicador falara primeiro. Podera dizer
“mesa” ou apostar. O seguinte poderd dizer “mesa”, se o primeiro também o fez, ou sair,
acompanhar a aposta ou aumenta-la. Se todos disserem “mesa”, quem tiver o melhor jogo recolhera
as fichas.

Se houver apostas (simples, repicadas ou contra-repicadas), 0s que ficarem no jogo
verificardo entre si quem tem a melhor mao. Se algum jogador apostar e nenhum dos outros pagar,
recolherd as fichas sem mostrar seu jogo. A abertura minima, na primeira distribuicdo, é um par de
VALETES; se todos passarem, na segunda, par de DAMAS, e assim por diante, até chegar a dois
pares. Em alguns circulos a abertura € livre.

O poéquer e os conceitos da Combinatoria.

O baralho, no caso, é o conjunto universo e seus elementos sdo as 52 cartas; neste conjunto
sdo selecionados agrupamentos de 5 cartas, que, no jogo, denominam-se as “maos”.

O objetivo do jogo € obter agrupamentos de 5 cartas de modo a formar a melhor “mao”
possivel, segundo uma hierarquia estabelecida pelas regras. Na linguagem coloquial, o jogador
refere-se a cada “mao” como “um jogo” e afirma, por exemplo, que “este jogo vale mais” ou “este

jogo é melhor” que outro.



55

Listagem das “maos” (ou jogos) em ordem de hierarquia decrescente (da mais valiosa
para a menos valiosa)

1) Royal Straight Flush/Sequéncia Méxima de Cor (sequéncia real):

Al K J| |10
LA *| | ®

Esta é a combinac&o de cartas mais valiosa do pdquer e mais rara de se ver. E uma sequéncia
do mesmo naipe das cinco cartas mais altas, a comegar no 10 e a acabar no As.

2) Straight Flush/Sequéncia de Cor (de mesmo naipe):

7 10{(J
¢ *|| ¢

Embora ndo seja uma combinacéo tdo valiosa quanto o Royal Straight Flush é também uma
mao rara de se obter. E composta de 5 cartas em sequéncia do mesmo naipe como, por exemplo o

nosso exemplo de sequéncia a comegar no 7 de OUROS e a acabar no VALETE de OUROS.

BIRIFIHIR
¢

O pbquer € composto por quatro cartas iguais, neste exemplo temos os 4 noves. Caso de

3) Poquer (quadra):

empate ganha o jogador com a Quadra ou Péquer mais alta.

4) Full House (fula):
LIRES

O Full House acontece quando encontramos nas nossas 5 cartas um par e um trio de cartas
iguais. No nosso exemplo temos um trio de 6 e um par de 3. Se houver dois jogadores com full

house, o0 desempate € primeiro validado em quem tém o maior trio e depois quem tem o0 maior par.

5) Flush/Cor:
‘ ‘ ‘ ‘ '

O flush € simplesmente quando temos 5 cartas do mesmo naipe que nao estdo em sequéncia.

3(14]]5 7
N | v

O Straight é uma sequéncia de cartas de varios naipes. No nosso exemplo comeca no 3 de

6) Straight/Sequéncia:

OUROS e acaba no 7 de CopAs. Ter em atencdo que um As tanto pode servir de carta inicial a uma
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sequéncia baixa (As 2 3 4 5), como ser a carta final de uma sequéncia méaxima (10, VALETE, DAMA,

REI e As)

7) Trio (ou trinca):

2|10
*| | ®

O trio consiste em trés cartas iguais, no nosso exemplo temos que trés das cinco cartas sdo 8.

5/12]|5
LK)

S&o dois pares de cartas, caso empate ganha aquele com maior par maior, se empatar ganha

8) Dois pares:

0 que possuir 0 maior par menor, caso empate ganha aquele que possuir a maior carta.

KIK[7][2]]J
S| 0] | %] ||y

S&o duas cartas iguais e trés diferentes, caso empate ganha aquele que possuir 0 maior par,

9) Um par:

caso empate ganha aquele que possuir a maior carta.

10) Carta Alta (High Card)
E
Allv||*]]»s

Ganha quem tiver a carta mais alta

Problemas combinatdrios gerados pelo péquer

O pdquer gera uma colecdo de problemas combinatdrios que consistem em questionar a
hierarquia entre 0s jogos.

Exemplo

Porque uma trinca ganha de dois pares?

Este problema se resume a dois outros que pedem a contagem dos agrupamentos de cinco
cartas que contém trincas e dos agrupamentos que contém dois pares, concluindo que o nimero de
méaos com dois pares (cardinalidade do conjunto de agrupamentos com dois pares) € maior do que o
namero de maos com trincas (cardinalidade do conjunto de agrupamentos com trincas); ou que a
probabilidade de obter mdos com dois pares é maior do que a de obter maos com trincas. No caso
de questionar a probabilidade, é preciso contar todos 0s agrupamentos de cinco cartas possiveis de

formar, a partir de um conjunto de 52 cartas.
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Adotando a classificagcdo de Batanero et al (1997), os problemas do pdquer sao problemas de
selecdo, pois consistem em formar e contar agrupamentos obtidos pela sele¢cdo de objetos (cartas)
de um conjunto maior (baralho).

Nesta linha, os problemas dardo sentido aos conceitos de: conjunto universo, agrupamento,
selecdo, multiplicacdo, divisdo, adi¢do, subtracdo, arranjo, permutacdo e combinacdo. Os esquemas
desejaveis sdo verbais, numéricos, algébricos e graficos.

Pela natureza do jogo, os agrupamentos sdo nao ordenados e ndo ha reposicdo de objetos
(cartas).

Exemplos

Com um baralho de 52 cartas, quantos grupos de cinco cartas podem ser formados?

Esquema de resolucdo verbal e algébrico

O conjunto universo é o baralho com 52 cartas. Os agrupamentos de cinco cartas sdo nao
ordenados. O problema pede o nimero de combinac6es dos 52 objetos, agrupados 5 a 5: Csys.

Com um baralho de 52 cartas, quantos grupos de cinco cartas, formando trincas, podem
ser obtidos?

Esquema de resolucdo verbal, algebrico e grafico

Graficamente, procura-se uma “mao” composta de cinco cartas de tal modo que trés cartas
sejam da mesma figura (de As a REl) e duas cartas sejam de figuras diferentes:

Trinca Cartas de figuras diferentes

A primeira carta pode ser escolhida entre as 52 do baralho. Para ter uma trinca, a segunda
deve ser da mesma figura. Se a primeira é REl de OUROS, a segunda sO podera ser REl de PAUS,
ESPADAS ou CoPAS. Entdo hé trés escolhas para a segunda carta. Com 0 mesmo raciocinio ha duas
escolhas para a terceira carta. Mas a ordem das cartas que formam a trinca ndo importa na
contagem. As trincas REl OUROS, COPAS, ESPADAS e REI COPAS, OUROS, ESPADAS sdo idénticas,
pois quando as cartas aparecem, na méo do jogador, podem ser agrupadas do modo que ele queira.

L . s , . , n . 52-3-2
Assim, € preciso dividir o namero de trincas por 3!, nimero de permutacdes da trinca: Tar X,

Trinca Cartas de figuras diferentes

A quarta carta pode ser escolhida entre as 48 cartas restantes, depois de excluidas aquelas
que pertencem ao grupo que participa da trinca. Se a trinca é de REIS, extraem-se todos 0s RElS do
baralho. Restam 48 cartas. A ultima carta é escolhida entre as 44 cartas restantes, extraindo-se todas
as figuras semelhantes a figura da quarta carta, para ndo formar um par. Mas a ordem das catas que
formam estas duas cartas diferentes ndo importa na contagem. Os conjuntos de cartas VALETE

OuRros / DAMA CopAs e DAMA CopPAs / VALETE OUROS sdo idénticos, pois quando as cartas



58

aparecem, na mdo do jogador, podem ser agrupadas do modo que ele queira. Assim, é preciso

5232 4844
3 X <

dividir o nimero conjuntos de 2 cartas diferentes por 2 nimero de permutagoes:

54912

Trinca Cartas de figuras diferentes

Observa-se que os problemas do pdgquer com 52 cartas ndo admitem a possibilidade de listar
e contar 0s agrupamentos, o esquema predominante entre os alunos. O professor pode resolver os
problemas do pbquer de diferentes modos mas, com o objetivo de utilizad-los numa proposta
didatica, deve analisar esquemas e sugerir aqueles que déem sentido aos conceitos.

A sugestdo é, antes de propor problemas com baralho de 52 cartas, propor jogos com
baralhos reduzidos, com nove ou dezesseis cartas, com regras semelhantes ao péquer, denominados,
aqui, mini poquer. Com baralhos pequenos, os alunos podem iniciar as atividades listando e
contando as maos. A hipdtese é que este exercicio de contagem direta vai dar sentido aos conceitos-
chave: conjunto universo, agrupamento, contagem.

Problemas do mini péquer com baralho de 9 cartas e com maos de 3 cartas

> <]|[e <]||e <]
> Of||» O]||« O]
> x||l* =]/l =]

Com estas cartas, quantos conjuntos com TRES cartas, pode-se formar, de modo que:



a) Formem uma trinca?

J{[{I]|]J
Exemplo:

ESQUEMA 1: Listagem e contagem direta

TRINCA1 | TRINCA2 | TRINCAS

[» ©f|[+ O]|[« ©
> x|+ =]|[« =

> <[ <[« <

Portanto 3 trincas.

b) Formem a sequéncia VALETE-DAMA-REI?
ESQUEMA 2: Listagem e contagem direta

SEQUENCIA 1 J Q K
Ad Ad Ad
SEQUENCIA 2 J Q K
[ ¢] [ ¢] [ ¢]
SEQUENCIA 3 J Q K
[ 4] (4] (4]

3x3x3, logo podemos formar 27 sequéncias.

¢) Quantas sequéncias de mesmo naipe podemos formar?

K J
Exemplo: .

Resposta: 3 sequéncias.

ESQUEMA 1

Esquema verbal, grafico, numérico

59
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Graficamente, procura-se uma “mao” composta de trés cartas de tal modo que elas possam

ser ordenadas em sequéncia (VALETE, DAMA, REI) e em naipes diferentes.

Cartal Carta2 Carta3

A Carta 1 pode ser escolhida em qualquer uma das nove cartas do baralho. Mas no momento
de escolher a Carta 1 fica claro que sera preciso dividir o problema em casos, porque a exigéncia da
sequéncia VALETE-DAMA-REI impde critérios restritos na formagdo dos agrupamentos.

Se a Carta 1 for VALETE, as demais s6 podem ser DAMA e REI. Se a Carta 1 é REl, as demais
s6 podem ser DAMA e VALETE. E assim por diante. Pensando desta maneira, parece que se tem seis
casos:

e Caso 1 - VALETE, DAMA, REI
e (Caso 2 - VALETE, REl, DAMA
e Caso 3 - DAMA, VALETE, REI
e Caso 4 - DAMA, REl, VALETE
e Caso 5 - Rel, DAMA, VALETE
e Caso 6 - Rel, VALETE, DAMA

Mas, na verdade, 0s seis casos se resumem a um s0, pois sdo as permutagdes das trés cartas
VALETE-DAMA-REI. As cartas podem ser reagrupadas, na mao do jogador, na ordem que ele achar
mais conveniente. Ele pode escolher como melhor ordenacéo o Caso 1, VALETE-DAMA-REI.

Este problema dificilmente é solucionado pelo esquema da listagem e contagem direta,
pois a resposta é 24 agrupamentos. O desejavel é utilizar o diagrama de arvore, o principio
multiplicativo e o principio aditivo.

Pode-se dividir em casos, considerando 0s naipes.

CASO 1 - SEQUENCIA COMECANDO COM VALETE PAUS

Pode-se escolher o VALETE de PAUS para iniciar a sequéncia. Se a sequéncia inicia com
VALETE PAUS, entdo a segunda carta pode ser qualquer uma das trés DAMAS e a terceira carta pode

ser qualquer um dos trés REIS.
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REI 40
REI ¢
REI b

DAMA

¢ REI db

VALETE AMA <REI &

o ‘ REl e
DAMA

REI db

REl ¢
REI e

Figura 4 — Sequéncia Iniciando com VALETE de PAuUS

No diagrama de arvore, pode contar nove sequéncias, iniciando com VALETE de PAUS

CASO 2 - QUALQUER VALETE

Para a primeira carta, pode escolher qualquer VALETE, para segunda tem-se trés DAMAS e
para a terceira trés REIS.

Cada VALETE gera nove sequéncias (DAMA, REl). A relacdo é (1:9)

Tem-se trés VALETES. Logo multiplica-se: 3x9 = 27 sequéncias. A relagéo é (3:27)

Mas, destas 27 sequéncias é preciso EXCLUIR as sequéncias com cartas de mesmo naipe,
que sdo trés (VALETE, DAMA, REI) todos de OUROS, todos de CopPAs ou todos de ESPADAS.

TOTAL

EXCLUIR significa SUBTRAIR

27 — 3 = 24 sequéncias com naipes nao todos iguais.

E PRECISO DIVIDIR?

Para fazer a contagem das sequéncias, as cartas foram ordenadas, na mdo do jogador, na
ordem desejada VALETE-DAMA-REI. O célculo foi feito com esta ordem prefixada, portanto ndo
€ preciso questionar se as cartas poderiam estar em outra ordem, que a diferenca de ordem néo
importa na contagem e, portanto, seria preciso dividir pela permutacéo das trés cartas: 3!.

ESQUEMA 2

Esquema de resolucdo verbal e numeérico.

Existem trés escolhas para a Carta 1. Para cada Carta 1, existem trés escolhas para a Carta 2
e existem trés escolhas para a Carta 3. Ou seja, cada caso fornece: 3x3x3 = 27 agrupamentos.

Ao final, subtrai-se as mdos com cartas de mesmo naipe, que sdo trés. Total: 24
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d) Formem um par acompanhado por uma carta diferente?

Este problema dificilmente é solucionado pelo esquema da listagem e contagem direta, pois
a resposta é 54 agrupamentos. Mas é possivel fazer uma contagem parcial, dos pares, que sdo nove
(trés pares de VALETE, trés pares de DAMA e trés pares de REl). O desejavel, além disso, € utilizar o
diagrama de arvore, o principio multiplicativo e o principio aditivo.

ESQUEMA 1

Dividir em casos:

Caso 1) PAR VALETES

Quantos pares de VALETE? D4 para contar diretamente e obter trés pares.

VALETE VALETE

& ¢ Rel @

Figura 5 — Sequéncia Iniciando com Par de VALETES
Isto quer dizer que, para cada par de VALETE, podemos ter seis maos diferentes: (1:6)

Mas sdo trés pares de VALETE. A relacdo é (3,18)

Por multiplicacéo: 3x6 = 18

CASO 2 - PAR DAMAS
Resultado semelhante: 18 mdos com par de DAMAS
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VALETE Q

VALETE .»

VALETE ofe

DAMA

& Dnzﬁ. Rel @b

REI .
REI ofe

Figura 6 — Sequéncia Iniciando com Par de DAMAS

CASO 3 - PAR DE REIS
Resultado semelhante: 18 méos com par de REIS

REI REI

& @ vALETE @

VALETE ‘

VALETE ofe

Figura 7 — Sequéncia Iniciando com Par de REIS

PROPOSTA FINAL

Podemos somar os trés casos independentes 18+18+18 (Principio da Adi¢édo)

Pode-se multiplicar. Se para cada par encontra-se 18 maos entdo, para trés pares, tém-se 3 x
18 = 54 méos.

ESQUEMA 2

Esquema de resolucédo verbal e numérico.

Existem nove escolhas para a Carta 1. Para cada Carta 1, existem duas escolhas para a Carta

2, de modo a completar o par. Tem-se assim 18 pares, que se repetem dois a dois, pois aparecem em
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ordem diferente. E preciso dividir 18 por 2! e obter nove pares. E seis escolhas para a Carta 3, pois
é preciso excluir as cartas do grupo do par.

Pelo Principio Multiplicativo, tem-se:

9x6= 54 méos.

Num mini péquer com baralho de 9 cartas e mios de 3 cartas, quais as probabilidades de
obter maos com sequéncia de um so naipe, trinca, sequéncia de naipes diferentes, ou um par?

Para resolver este problema é preciso calcular o nimero total de agrupamentos possivel de
formar, com estes critérios.

ESQUEMA 1

Algébrico: Cg3

ESQUEMA 2

Verbal, grafico, tabular

Para formar grupos com 3 cartas, a primeira escolha pode ser qualquer uma das 9 cartas, a
segunda escolha, qualquer uma das 8 restantes e a terceira escolha pode ser qualquer uma das 7
restantes.

Teriamos um total de 9x8x7 = 504 grupos. Mas ha repeticdo entre 0s grupos que estdo sendo
contados, pois alguns so diferem pela ordem entre as cartas.

Cada grupo de cartas aparece seis vezes. Por exemplo, vé-se na tabela, na Gaveta 1, as
repeticdes do grupo VALETE de CopAs/ DAMA de CopAs/ REl de CopAs e, na Gaveta 2, as
repeticdes de VALETE de CopAs/ DAMA de CopAs/ REI de CoPAS. E preciso calcular o nimero de
gavetas.

O problema é: se 504 grupos aparecem distribuidos em gavetas de 6 grupos cada uma, qual €
0 nimero de gavetas?

O resultado é o numero de agrupamentos que diferem entre si pelos objetos e ndo pela

ordem: 84.
TOTAL DE TOTAL DE GRUPQOS, SEM CONSIDERAR A
GAVETAS ) ORDEM DAS CARTAS =504
504:6 = 84 NUMERO DE GRUPOS IGUAIS, EM CADA GAVETA 6

v v Vi v v VY \I4 vi©v

ViA@Y \IRAIK) AV @V \AIRAIK] ViA@Y Allv]|©V

Resposta do problema de calculo de probabilidades:
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Num mini péquer com baralho de 9 cartas e mios de 3 cartas, quais as probabilidades de
obter mios com :

Uma sequéncia de mesmo naipe: 3/84 = 3,57%

Uma trinca: 3/84 = 3,57%

Uma sequéncia com naipes diferentes: 24 /84 =28,57%

Um par e uma terceira carta: 54/84 = 64,29%

Como resolver os problemas do poquer com um baralho de 52 cartas.
O ndmero total de m&os que podemos formar com um baralho de 52 cartas, é de 2.598.960.

1) Royal Straight Flush/Sequéncia Méaxima de Cor (sequéncia real):

AllK J||10
| ® LK

Solucéo 1: Sao 4 combinagdes possiveis.

Sequéncia de 10 a As dos quatro naipes

Solugéo 2: Obrigatoriamente tem que comecar com 10, logo temos quatro possibilidades para esta
posicdo: 10 de CorAs, 10 de OURoS, 10 de PAus e 10 de ESPADAS. Dependendo do naipe obtido,
temos apenas uma possibilidade para as demais vagas, que sd0 0 VALETE, a DAMA, o Rel e 0 As
daquele naipe:

10,J,Q,K,As
4x1x1x1x1

Isso d& um total de quatro possibilidades

2) Straight Flush/Sequéncia de Cor (de mesmo naipe):

7 10{(J
¢ *|| ¢

Sao 36 combinacdes possiveis, ja que:

de As a5 x (x 4 naipes);
de 2 a 6 x ( x 4 naipes);
de 3a 7 x (x4 naipes);
de 4 a 8 x ( x 4 naipes);
de 5a9x (x4 naipes);
de 6 a 10 x ( x 4 naipes);
de 7a 11 x ( x 4 naipes);
de 8 a 12 x ( x 4 naipes);
de 9 a 13 x ( x 4 naipes);
de 10 a As x ( x 4 naipes).
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Total: 10 x 4 = 40 menos as quatro sequéncias do Royal Straight Flush fica 36.
Solugdo 2: Ha nove modos de escolher os grupos de cartas (comecando por As até o 9) e quatro

modos de escolher o naipe Unico, portanto 9 x 4 = 36.

3) Poquer (quadra):

3

¢
HIRIE

.

Solugéo 1: Escolhendo uma carta como no exemplo acima (9), trocando esses 9 de lugar, a mdo nao

S80 624 combinacbes possiveis.

se altera, ou seja, continua sendo uma quadra, independentemente do valor da quinta carta. Como
nos temos 13 cartas e escolhemos 4, ficam 48 possibilidades para compormos as maos, logo, o total

4x3x2
4x3x2

¢ 13x X 48 = 624

Solugédo 2: Ha treze modos de escolher o grupo da “quadra”, um modo de escolher os naipes das
quatro cartas da “quadra”, doze modos de escolher o grupo da outra carta e quatro modos de

escolher o naipe desta carta. A resposta fica 13 x 1 x 12 x 4 = 624.

4) Full House (fula):

BIRIEIEIR
LI

Solugdo 1: Escolhendo uma trinca qualquer e um par como no exemplo acima e trocando essas

S&o 3744 combinacdes possiveis.

cartas de posicdo, a mao ndo se altera, ou seja, continua sendo uma fula. Facamos a seguinte

ilustracdo: vamos separar essas cartas em duas partes, 1 e 2 como mostra o desenho a seguir:

BiRIE
LIRE)

Parte 1 Parte 2

Na Parte 1 temos que obter 3 cartas de mesmo valor. Sabendo que a posi¢do ndo influencia e que ha

4 cartas para cada valor, temos C4 3 X 13, pois sdo 13 cartas de cada naipe. O mesmo ocorre na Parte
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, . 4x3
2, SO que temos duas vagas para 4 cartas de mesmo naipe, logo, 5_; X 12 valores restantes. Como a

2x1
A x4 A — . - 4Ax3x2
ma&o ndo € uma sequéncia, as possibilidades sdo justamente o produto de tudo 13 x 32x X 12 x
4x3
2X1-—3744.

Solugéo 2: Ha 52 possibilidades de obtermos a 12 carta da trinca, obtida essa carta, ficamos com 3
possibilidades para a proxima carta, 2 possibilidades para a Gltima carta da trinca. Como as ordem
das cartas ndo altera a “mio” temos que dividir por 3!. Sobram 48 possibilidades para a 1% carta do
par e 3 possibilidades para a proxima carta do par. Como a ordem das cartas ndo altera o par temos

3x2  48x3

3x2x1 X ox1 3r44.

que dividir por 2! Ficando 52 x

Solugéo 3: Para formar uma trinca e um par, existem 13 valores para a trinca e 12 valores para o
par. Dentre as cartas de mesmo valor ha 4 formas de montar uma trinca e 6 formas de montar um

par, com os 4 naipes diferentes. Existem 13 x 12 x 4 x 6 = 3744 trincas e pares possiveis.
5) Flush/Cor:

21171 I [A
vi|v||v| Y

Solugéo 1: Vamos observar a seguinte disposicao de cartas:

BiIEIBIE
Vi[VY|[[Y]|Y

A ordem das cartas ndo altera a “mao”, ou seja, continua sendo um flush.

S&o 5108 combinagdes possiveis.

A posicdo das cartas ndo muda a méo, entdo escolhemos cartas de Copas para ocupar a 1% posicéo,
logo para a primeira posicéo temos 13 possibilidades, para a segunda 12, para a terceira 11, para a
quarta 10 e para a quinta 9. Como a ordem ndo influencia dividimos tudo por 5! E como séo 4
naipes multiplicamos tudo por 4. Logo,

13x12x11x10x9
Ex4x3x2x1

X 4 =5148.

Mas temos que ter o cuidado de subtrairmos as sequéncias de mesmo naipe que sdo 40 ao total
(Royal Straight Flush e Straight Flush) que ja haviamos calculado:

13x12x11x10x9
5x4x3x2x1

x4 —40 =5108.

Solucéo 2: Os grupos de cartas podem ser escolhidos de Ci35X 4 (naipes) — 40 modos de sequéncias

de mesma cor ficando 5108.
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6) Straight/Sequéncia:

3 5 7
. . v

Solucdo 1: De As a 5, sendo que a ordem muda a mé&o portanto influencia na resposta. Temos

S&o 10200 combinacdes possiveis.

quatro possibilidades para o As, quatro para 0 2, quatro para o 3, quatro para 0 4 e quatro para 0 5:
(4x4x4xaxd) = 4°. Como temos um total de dez sequéncias possiveis ficamos com 10 x 4° = 10240.
Menos as 40 sequéncias do Royal Straight Flush e do Straight Flush, fica igual a 10200
combinagdes possiveis.

Soluc&o 2: Ha apenas dez tipos de sequéncias: de Asa5,de2a6,de3a7,ded4a8 de5a9,deba
10, de 7 a VALETE, de 8 a DAMA, de 9 a Rel e de 10 a As. Escolhendo o tipo de sequéncia, haveria
Ax4x4x4x4 = 4°> modos de escolher os naipes das cartas da sequéncia, mas quatro desses modos ndo
sdo permitidos: todas de OUROS, todas de PAUS, todas de COPAS e todas de ESPADAS. A resposta é
10 x (4° - 4) = 10200.

7) Trio (ou trinca):

BIRIEIRE
LIRS

Solugdo 1: Vamos utilizar o mecanismo das partes. Escolhnemos uma trinca para colocarmos em

S&0 54912 combinagdes possiveis.

uma das partes (Parte 1) e o restante para a outra (Parte 2).

BRIFIRIRIB
LIRS

Parte 1 Parte 2

A posicdo das cartas na primeira parte ndo muda a mao, entdo escolhemos o 8 para colocarmos
nela, logo para a primeira posicao temos quatro possibilidades, para a segunda trés e para a terceira
duas possibilidades. Como a ordem néo influencia dividimos tudo por 3! E como sdo 13 figuras,
multiplicamos tudo por 13. Para a segunda parte, sobraram 48 cartas para a primeira vaga, cComo
ndo podemos escolher uma carta igual a primeira ficamos com 44 possibilidades para essa vaga € a

4x3x2 48x44
3x2x1 X 2x1

ordem nao altera essa mao, temos 13 x =54912.
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Solucéo 2: Ha 13 modos de escolher o grupo da trinca, C,3 de escolher as figuras das cartas da
trinca, Ci22 modos de escolher os grupos das duas outras cartas e 4 x 4 = 16 modos de escolher as
figuras dessas duas cartas. Portanto 13 X C43X C122 X 16 = 54912.
8) Dois Pares:

5/12]|5
V|||

Solugdo 1: Novamente vamos utilizar o0 mecanismo das partes. Escolhemos dois pares (no caso a

S&0 123.552 combinagdes possiveis.

DAMA e 0 5) para colocarmos na Parte 1 e na Parte 2, respectivamente. O restante na Parte 3.

5|15 2
v||a &

Parte 1 Parte 2 Parte 3

A posicgéo das cartas dentro das partes ndo muda a méo, entdo escolhemos a DAMA para colocarmos
na Parte 1 logo, para a primeira posi¢do, temos quatro possibilidades e para a segunda, trés. Como a
ordem ndo influencia dividimos tudo por 2! E multiplicamos por 13. O mesmo raciocinio acontece
na Parte 2 e como sdo 13 valores e um ja foi escolhido na Parte 1, multiplicamos agora por 12.
Como a ordem das partes nao influencia, dividimos tudo por 2!. Para a terceira parte sobraram 44

4X3 4X3
BXox X2 X * % 7104
cartas. Logo ol T

= 123552.

Solugo 2: Ha Cy3, modos de escolher os grupos das cartas que formardo 2 pares, (Cs2)* modos de
escolher suas figuras, 11 modos de escolher o grupo da outra carta e 4 modos de escolher sua figura.
Logo, Ci32 X (Cs2)? x 11 x 4 = 123552.

9) Par:

LAIRAREIRE YN

Solucdo 1: Vamos usar 0 mecanismo das partes. A ordem das cartas dentro da parte ndo altera o

S&0 1.098.240 combinacgbes possiveis.

resultado, ou seja, continua sendo um par.
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7112]|J
| (M |V

Parte 1 Parte 2

A posicdo das cartas dentro da Parte 1 ndo muda a mao, entdo escolnemos a DAMA para colocarmos
na primeira parte logo, para a primeira posigdo, temos quatro possibilidade e para a segunda, trés.
Como a ordem n&o influencia, dividimos tudo por 2!. E como sé&o 13 figuras multiplicamos tudo por
13. Na segunda parte sobraram 48 cartas para a primeira posicao, 44 para a seguinte e 40 para a

4x3 ~ 48x44x40
ox1 X T3xaxl

altima. Como a ordem ndo altera a “mao” temos que dividir por 3! logo, 13 X

1098240.

Solucédo 2: Ha 13 modos de escolher o grupo do par (por exemplo DAMA), C4, de escolher as
figuras das duas cartas do par (por exemplo CoPAs e ESPADAS), Ci23 modos de escolher os grupos
das 3 (por exemplo 7, 2 e VALETE) e 4 x 4 x 4 = 64 modos de escolher as figuras dessas 3 cartas.
Portanto, 13 x C42X C123Xx 64 = 1098240.

10) Carta Alta (High Card)

BHBIRIR
AV | [A

E o nimero total de mios menos todas as maos anteriores!

S&0 1.302.540 combinacges possiveis

Resumo
Pode-se dizer que ha um esquema genérico para a resolucdo dos problemas gerados pelo
pdquer que pedem a contagem de mados com determinado jogo (Four, Fulla, Trinca. Par, etc.):

1) Ordenar as cartas na mdo, de modo a visualizar as partes diferentes do jogo. Este movimento
de ordenar divide o agrupamento em partes com ordem pré-fixada, de tal modo que, se
houver divisdo, € no interior de cada parte. Observe que a sequéncia é uma 5-upla,
agrupamento ordenado, nada para dividir; o Four tem duas partes ordenadas (Four, uma
carta), divisdo s6 no interior do Four.

A excecdo € o caso dos dois pares. Ao ordenar (par, par, uma carta), ndo € possivel ordenar
dois pares, por isso é preciso dividir também na contagem dos 2 pares, além de dividir no
interior de cada par.

2) Fazer a contagem de cada parte de forma independente, sempre questionando a questdo

da ordem interna, em cada parte (dividir por 2!, 3!, 41 ou 5!).



71

3) Multiplicar os resultados. A divisdo externa, entre as partes, s6 ocorre nos 2 pares,
divide-se por 2!.

O Unico problema na colegdo do pdquer, que parte da hipotese de que o jogador ndo coloca

as cartas em ordem, € aquele mais amplo que pede o nimero total de maos de cinco cartas que se

pode formar. Este problema é o Unico que pode ser classificado como um problema de Combinacéo

e resolvido com a férmula conhecida: Cs,5 .

Consideracoes finais

Os problemas gerados pelo pdguer podem ser resumidos a contagem ou vinculados ao
conceito de probabilidades. Ou seja, estes problemas também ddo sentido ao conceito de
probabilidade, o que é importante, no ensino médio.

Em termos de classificagdo sdo, essencialmente, problemas de Sele¢do. Como foi mostrado,
podem ser resolvidos de diferentes modos, com esquemas verbais, numéricos, graficos (incluindo o
diagrama de arvore), simbolicos e graficos. Esses esquemas atribuem sentido aos conceitos de
conjunto universo, agrupamento ordenado ou ndo, selecdo, multiplicacdo, divisdo, adicdo,
subtracdo, Combinacdo, Arranjo e Permutagdo. N&o existem problemas com reposicdo de objetos.

Os problemas sdo especialmente significativos para dar sentido aos conceitos de
multiplicacdo e divisdo e exigindo esquemas nos quais ndo cabem uso de formularios. Séo
problemas muito diferentes dos problemas padrdo. Cada problema pode ser resolvido de diferentes

modos e pode ser utilizado como recurso didatico para o professor.



4 ANALISE APRIORI

A fase da Analise a priori comporta uma parte descritiva e uma parte preditiva. E preciso
descrever as escolhas efetuadas, no ambito global, mais amplo e mais geral, e no ambito local,
descrevendo cada atividade proposta.

A Engenharia tem como principal objetivo favorecer o desenvolvimento do raciocinio
combinatorio.

Quais sdo as escolhas globais desta Engenharia?

Nessa direcdo, apresentam-se as primeiras escolhas, aquelas que se referem a organizacao
global da Engenharia:

1. Planejar uma sequéncia didatica baseada na vivéncia do jogo de poquer, para ser aplicada
extraclasse;

2. Iniciar com resolugdo de problemas para, ao final, definir Permutacdo, Arranjo e
Combinacéo e deduzidas suas formulas;

3. Verificar a aprendizagem coletando as producdes dos alunos e analisando a evolucdo dos
esquemas e das representacoes;

4. Criar um ambiente de aprendizagem propicio para uma experiéncia investigativa, com
poucos alunos, voluntarios, com interacdo constante entre todos os participantes e com
intervencdes planejadas pelo professor para responder as dificuldades previstas nas
hipdteses;

5. Enfatizar o uso de mdltiplas representacdes, explicitar e dar significado aos conceitos de
Combinatoria.

6. Utilizar o diagrama de arvores, para introduzir o principio multiplicativo;

7. Desenvolver recursos didaticos para dar sentido combinatoério a diviséo.

Quiais sdo as hipdteses que antecederam a pratica?
A vivéncia da situacdo “jogo de poquer” permitird ao aluno atribuir sentido a Combinatoéria
e aos principais conceitos.
1. As atividades envolvendo o jogo de pbquer sdo interessantes para o0s alunos e a analise das
regras do jogo constitui desafios.
2. A compreensdo das regras do jogo da sentido a contagem de agrupamentos (contar para dar
valor as diferentes “maos”) e ao calculo da probabilidade de um evento ocorrer (calcular a

probabilidade de uma certa “mao” ocorrer e verificar qual a “mao” mais ou menos provavel).
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3. A resolucdo de problemas que levam a compreensdo das regras do péquer ndo sera imediata,
pois exige a utilizacdo das operacbes de multiplicacdo e divisédo, para a contagem de
agrupamentos de 5 elementos gerados por um conjunto de 52 objetos. Como j& foi visto, 0s
alunos ainda ndo desenvolveram esquemas para resolver problemas quando o conjunto universo
tem um nimero maior de objetos e que exigem multiplicacdo e diviséo.

4. A construcdo de um jogo com regras semelhantes as do péquer, com baralhos menores (9 cartas
e 16 cartas), criando opg¢des de mini poquer, permite 0 uso de esquemas existentes, com a
contagem direta dos agrupamentos e utilizacdo do diagrama de éarvore, e da sentido
combinatério as operagdes de multiplicacéo e divisao.

5. A partir dos problemas do pdquer, as definicdes e os formularios da Combinatdria passam a
fazer sentido.

Planejamento

A partir dessas escolhas globais, foi elaborado um Plano de Ensino, com uma sequéncia
didatica desenvolvida em seis encontros de trés horas. O objetivo maior € favorecer a evolucao dos
esquemas para resolver problemas de Combinatéria, incluindo operagdes e representacoes.

AULA 1

ASSUNTO: Jogo de pbquer

Aula Objetivos Atividades/estratégias Recursos Avaliagéo
didaticos Recursos/critérios
Aulal | Dar significado aos conceitos | De sensibilizagio Video Mediante observacéo;
3h. de conjunto universo,
agrupamento, selecéo e Assistir video que inclui um | Baralho com
contagem. jogo de poquer (trechodo | 52 cartas Critérios: participacdo
filme Maverick) (sem nas atividades
coringas)
De construcgéo do
conhecimento: Papel
impresso com
Jogar pbquer: as regras do
familiarizacdo com as jogo
regras e com o jogo de
poquer;

Identificar as “maos do
pdguer como agrupamentos
de 5 objetos, criados a partir
de um conjunto de cartas
com 52 objetos, seguindo
restricdes.

Questionar o valor das
“maos” do poquer.




Interagéo com o professor.
Relacionar valores das
mé&os com contagem de
agrupamentos.

1.
contagem de agrupamentos;
2.
ao plano de aula;
3. Alguns alunos conhecem o poquer;
4. Os alunos por serem voluntarios, tém interesse no poquer;
5. O interesse pelo jogo mantera o interesse nas atividades de classe;
6.
aoutra”;
7. O professor traduzird a expressdo,
implica a “‘contagem” dos agrupamentos.
AULA 2

Expectativas:
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O professor evitara o termo Analise Combinatdria, utilizando os termos selecéo, formacéo e

Alguns alunos usardo o termo Analise Combinatdria quando o professor fizer a introdugéo

Quando questionados a respeito do valor atribuido as “maos” de poquer, os alunos

justificardo com expressdes: “esta mdo € mais dificil de obter ou mais facil de obter, do que

relacionando

C‘maO’Q

com

“agrupamento”

€

“facilidade/dificuldade de obter” com “maior ou menor nimero de agrupamentos”, o que

ASSUNTO: Construcédo do mini pdquer com baralho de 9 cartas

Aula2 | Objetivos Atividades/estratégias Recursos Avaliagio
didaticos Recursos/critérios

Aula 2 | Identificar agrupamentos der | De construgédo do Mediante observacéo;
3h. objetos, criados a partir de um | conhecimento:

conjunto com n objetos, r <n; | Constru¢do de um mini Baralho com | Critérios: participacdo

criar regras para a construgdo | péquer: 9 cartas nas atividades

de agrupamentos; contar e Jogo com baralho de 9 (VALETE,

comparar 0 nimero de cartas, com “maos de 3 DAMA, REI Mediante resultados:

agrupamentos obtidos com cartas, que nao é Unico; em 3 naipes

exigéncias diferentes.
Reconhecer e utilizar o
diagrama de arvore como uma
forma de organizar os grupos
para a contagem e para dar
significado para a
multiplicacao.

Utilizar multiplicacdo e divisdo
para contagem.

Dar significado a multiplicacdo
associando-a as situacdes de
“‘um-para-muitos”.

criacdo das regras,
selecionando

agrupamentos e contando-

0s.

diferentes)

Critérios:
Correcdo na criacdo das
regras do mini péquer.
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Expectativas:

1. O professor utilizard durante a aula os termos conjunto universo, agrupamento e contagem
ao referir-se ao baralho, as méos e as regras para dar valor;

2. Os alunos criardo o mini pdquer inspirados nas regras do pdquer, nomeando as maos como:
um s6 par, uma trinca, sequéncia de naipes iguais; sequéncia com naipes ndo todos iguais;

3. Os alunos terdo clareza da necessidade de contar as maos para criar as regras do jogo;

4. Esta contagem sera facil no caso da sequéncia de um sé naipe e da trinca, pois a construcao
dos agrupamentos é imediata e a contagem sera feita enumerando-os;

5. Os alunos terdo duvidas e terdo que tomar decisfes sobre as regras do mini pdquer, no caso,
trinca e sequéncia de um sé naipe, pois em ambos 0s casos, contam-se 3 maos;

6. Os alunos terdo dificuldade na contagem das sequéncias com naipes ndo todos iguais e na
mao contendo um par (54), pois 0 nimero a ser encontrado ¢ bem maior (24), o que inviabiliza a
enumeracéo;

7. O professor vai intervir nestes casos de dificuldades, incentivando o uso do diagrama de
arvore, da separacao dos problemas em casos, dos principios aditivo e multiplicativo;

8. Nesta aula, os problemas de contagem ndo exigem o uso da divisao.

AULA 3

ASSUNTO: Combinagdes possiveis de se obter com diferentes baralhos

Aula 3 Objetivos Atividades/ Recursos Didéticos Avaliagéo
3h Estratégias Recursos/critérios
1. Perceber a necessidade Relembrar o que
de dividir; ocorreu na aula Observacdo da

passada

Propdem problemas
gerados pelo pbquer,
gue exigem divisdo

Problemas A e B

participacdo dos
alunos;

Coleta da producéo
dos alunos.

Dar significado
combinatério a divisao

Aula expositiva e
utilizacdo do Método
das gavetas

Material concreto
Gaveta

Definir permutaco, arranjo
e combinagdo simples sem

repeticéo

Aula expositiva
interativa

Folha (Material 1)

Expectativas:
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1. Problema A: E possivel contar todas as “mios” com 3 cartas possiveis de formar com o
baralho de 9 cartas, usando o diagrama de &rvore e a multiplicacdo? A resposta é
conhecida, pois foi calculada na aula anterior, 84 e o problema foi revisto no Material 1. Ao
tentar resolver o problema, os alunos fardo o diagrama de arvore para UMA carta fixa e
chegardo ao produto: 9x8x7 = 504. Mas ndo conseguirdo explicar como chegar ao nimero ja
conhecido de 84; os alunos ndo perceberdo a necessidade de dividir;

2. O professor aproveitard este momento, em que a multiplicacdo ndo é suficiente para obter a
resposta correta, para explicar a divisao;

3. Professor aproveita as contribui¢6es dos alunos e apresenta a solugdo do grupo, no quadro.

4. Problema B: Com um baralho de 52 cartas, quantas méos de 5 cartas quaisquer, pode-se
formar? Alunos achardo dificil resolver desenhando uma arvore. Professor propGe imaginar a
arvore, iniciando com qualquer uma das 52 cartas. Com a interacdo com o professor, e
comparando com a solucdo do Problema A, os alunos chegardo a resposta utilizando
multiplicacéo e diviséo.

5. Revendo cada etapa da resolucdo do problema B, o professor podera definir com naturalidade
Arranjo, Permutagdo e Combinagéo, sem utilizar as defini¢gdes formais dos livros didaticos.

Os alunos, ao interagir, fardo perguntas e mostrardo compreensao.

MATERIAL 1 PARA OS ALUNOS

DEFINICOES DE ARRANJOS SEM REPETICAO,
PERMUTACOES, COMBINACOES SEM REPETICAO

ARRANJO

Com a nocdo de arvore, calculamos todas as méaos de 5 cartas, considerando que a ORDEM das cartas influi
na contagem.

Isto é: contamos agrupamentos ORDENADOS.

Iniciando com qualquer uma das 52 cartas, existem:

51 cartas para a segunda posicao;

50 para a terceira posicao;

49 para a terceira;

48 para a Gltima.

Seguindo a ideia da arvore, cada carta inicial, gera 51x50x49x48 galhos.
Mas temos 52 cartas.

Logo teremos: 52x51x50x49x48 maos com 5 cartas.

UM ARRANJO E UM AGRUPAMENTO ORDENADO. DOIS ARRANJOS DIFEREM ENTRE SI
NAO SO POR SEREM GRUPOS COM OBJETOS DIFERENTES MAS TAMBEM QUANDO A
ORDEM ENTRE OS OBJETOS MUDA.

NO CASO DAS CARTAS, TEMOS ARRANJOS SEM REPETICAO DE OBJETOS.

De um modo geral:

Dado um conjunto universo de n objetos; o nimero de Arranjos SEM REPETICAO, com p <n objetos
é:

A np= N(1-1)(n-2)... (n-p+1)




Esta formula pode ser escrita de outra maneira, apenas para deixa-la mais sintética:
A np=n!/(n-p)!

PERMUTACAO

Mas estas maos ndo sdo todas diferentes, pois nesta contagem maos que sé diferem pela ordem séo contadas.
Mas estas maos nao sdo todas diferentes, pois nesta contagem maos que sé diferem pela ordem séo contadas.
Por exemplo:

O grupo com 5 cartas

Valete copas/ dama copas/ rei copas/ 7 ouros/2 copas

esta sendo contado em todas as suas permutacoes.

Queremos calcular quantas permutac@es existem, coloca-las em gavetas e ao final calcular a quantidade de
gavetas.

PRECISAMOS CONTAR AS PERMUTACOES DE GRUPOS COM 5 ELEMENTOS.
Por exemplo:

O grupo com 5 cartas

Valete copas/ dama copas/ rei copas/ 7 ouros/2 copas

esta sendo contado em todas as suas permutacoes.

Calculamos todas as PERMUTACOES do grupo de 5:

Ps = 5! = 5x4x3x2x1 = 120

De um modo geral.

UMA PERMUTACAO DE UM GRUPO COM m OBJETOS E OBTIDA COM A TROCA DE POSICAO
DOS OBJETOS.

O numero de permutacdes possiveis de obter com um mesmo grupo de p elementos é:

P,=p!

Pode-se dizer que uma permutacdo é um arranjo formado por todos os objetos do conjunto universo.
SOLICITAR AOS ALUNOS QUE VERIFIQUEM a igualdade entre
Anp=nl/(n-p)leP,=n!

COMBINACAO

Queremos calcular as médos que sdo diferentes. ndo sdo todas diferentes, pois nesta contagem méaos que s6
diferem pela ordem sdo contadas.

Isto foi feito, Dividindo o nimero total de arranjos pelo nimero de permutacdes que podem ser feitas em
cada arranjo:

(52.51.50.49.48)/5! = 2.598.960

UMA COMBINACAO E UM AGRUPAMENTO QUE NAO SE MODIFICA COM A MUDANCA DA
ORDEM ENTRE OS OBJETOS. O QUE IMPORTA SAO OS OBJETOS PRESENTES NO GRUPO E
NAO SUA POSICAO, QUE E O CASO DE UMA MAO DE CARTAS.

Acabamos de calcular o nimero de combinag6es com 5 cartas possiveis de se formar com 52 cartas.
ESCREVE-SE

C 525 = A52v5/P5 =52.51.50.49.48 / 5!

De um modo geral, a contagem das combinacfes de p elementos, retirados de um conjunto de n
elementos

C np = Anp/Pp = n.(n-1).(n-2)....(n-p+1) / p!

Esta formula pode ser escrita de outra maneira, apenas para deixa-la mais sintética:

Cp=n!/(n-p)lp!

AULA 4
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ASSUNTO: RESOLVER 0OS PROBLEMAS QUE JUSTIFICAM AS REGRAS DO POQUER
PARA O CASO BARALHO 52 CARTAS E PARA UM MINI POQUER BARALHO 16

CARTAS.

Aula Objetivos Atividades/ Recursos Avaliagdo
Estratégias didaticos Recursos/critérios




Aula 4
3h

Resolver problemas
combinatorios gerados pelo
poquer

Utilizar as operagdes
aritméticas na resolucao

(Nao é objetivo utilizar
formulas.)

Resolucdo de uma
colecéo de problemas
gerados pelo poquer.

Construcdo de um mini
pdquer com baralho de
16 cartas e méos de 4
cartas.

Problemas
(Material 1)

Apresentacdo dos
alunos do
problema
proposto como
desafio, na aula
2.

As respostas dos alunos
seréo analisadas com
relacdo as respostas
dadas na primeira aula e
nos problemas prévios.
O critério é identificar
se houve evolugdo nos
esquemas.

Expectativas:
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Espera-se que os alunos mostrem evolugdo nos esquemas (conduta) para resolver problemas, com

relacdo a esquemas utilizados em problemas prévios.

Proposta:

1) Lista com os problemas do péquer

2) Como pode ser construido um mini poquer com baralho de 16 cartas e méos de 4 cartas.

AULA 5

ASSUNTO: RESOLVER PROBLEMAS PARA CASO DO BARALHO DE 32 CARTAS

Quais sdo as regras? Justifique as valoragdes de cada mao obtida.

Aula Objetivos Atividades/ Recursos Avaliagéo
Estratégias didaticos Recursos/Critérios
Aula5 | Resolver problemas Individual: resolucéo de | Problemas As respostas dos alunos
3h combinatorios gerados pelo | uma colegéo de (Material 1) serdo analisadas.

pdquer de 32 cartas

Utilizar as operacdes
aritméticas na resolucéao

(N&o é objetivo utilizar
formulas.)

problemas gerados pelo
poquer de 32 cartas.

Os erros serdo ponto de
partida do encontro
seguinte.

O critério é identificar
se houve evolugdo nos
esquemas.

Expectativas:

Espera-se que os alunos mostrem evolugdo nos esquemas (conduta) para resolver problemas, com
relacdo a esquemas utilizados em problemas prévios.

Espera-se encontrar, nas resoluc@es, esquemas individuais com erros que ndo haviam aparecido nas
reunides de grupo.

Lista de problemas



79

1) De um baralho de pdquer, com 32 cartas, (as figuras sdo: 7, 8, 9, 10, VALETE, DAMA, REl e As;
cada uma aparece em 4 naipes: CopAs, OUROS, PAUS e ESPADAS), sacam-se simultaneamente 5
cartas.

a) Quantas sdo as extracdes possiveis?

Quantas séo as extragdes nas quais se forma:

b) um par? (S&o 2 cartas com a mesma figura, e trés cartas com figuras diferentes)

KIK[|7[2]]J
S| [ @] [%]|M]|v

) uma trinca? (Séo 3 cartas com a mesma figura e 2 com figuras diferentes)

21110
*| | ¢

d) dois pares? (Um par com uma figura; outro par com outra figura; e a ultima carta com uma figura

Por exemplo:
Por exemplo:

diferente)
Por exemplo:
BIN
v [a]|*
AULA 6

ASSUNTO: ANALISE DOS ERROS QUE OCORRERAM NA RESOLUCAO
INIDIVIDUAL DE PROBLEMAS

Aula Objetivos Atividades/ Recursos Avaliagdo
Estratégias Didaticos Recursos/Critérios
Aula 6 | Analisar esquemas Exposicdo e Solugdes dos A avaliagdo seré feita
3h erréneos, que surgiramna | justificativas dos alunos; | alunos para os com lista de problemas
resolugdo individual de discussdo dos erros. problemas com | para resolucéo
problemas. baralho de 32 individual.
cartas
Utilizar as operacdes O objetivo serd analisar
aritméticas na resolucéao Exposicdo e 0S esquemas.
discusséo oral
(Nao é objetivo utilizar
férmulas.)

Expectativas:



Espera-se que os alunos mostrem evolugdo nos esquemas (conduta) para resolver problemas.
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5 EXPERIMENTACAO DIDATICA

Este capitulo descreve a pratica de ensino, desenvolvida em seis encontros.
Simultaneamente a descricdo, sdo inseridos e analisados exemplos de esquemas dos alunos, na
resolucéo dos problemas propostos em cada aula.

Descricdo da experimentacao

Como primeira atividade da sequéncia didatica, os alunos sdo convidados a jogar péquer. A
aula inicia com uma cena do filme Maverick, em que 0s principais personagens jogam uma partida
decisiva. A seguir comega 0 jogo, com 7 alunos, em torno de uma mesa. O professor Ié as regras.
Alguns ja as conhecem e explicam aos outros.

Esta € uma atividade inovadora na escola, os pais foram consultados e autorizaram os filhos
a participar. Um funcionario do departamento de comunicacdo estava presente para elaborar uma
nota sobre a proposta. O jogo foi escolhido porque é uma atividade em que as noc¢des de contagem
surgem naturalmente e que gera muitos problemas interessantes de combinatoria.

Sete alunos voluntarios estavam presentes, alguns ja sabiam as regras do poquer. O video
desencadeou questdes sobre 0 que é sequéncia, Straight Flush e Royal Straight Flush e as respostas
foram dadas com as regras do jogo (Capitulo I1I).

A mesa de jogo foi montada com 7 jogadores, incluindo o professor e 2 alunos
observadores. Todos muito interessados. Um deles trouxe uma caixa de péquer oficial com fichas;
uns explicavam para 0s outros.

O jogo comegou com entusiasmo.

Nas primeiras rodadas a maior mao encontrada era com apenas um par.

Aluno pergunta: — S0 aparece par. Por qué?

Aluno responde: — Por que é mais facil dar par.

Num certo momento aparece uma médo com 2 pares e outra com sequéncia.

Aluno pergunta: — Porque sequéncia ganha de dois pares?

Foram diminuindo o nimero de jogadores, a medida que perdiam as fichas. Com menos
jogadores, comecaram a aparecer mais jogos.

Aluno pergunta: — Trinca ganha de dois pares. Por qué?

Aluno responde: — A trinca é mais dificil de achar.

Aluno responde: — A probabilidade de se acharem 2 pares é mais facil que a trinca.

Aluno pergunta: — Flush ganha de sequéncia. Por qué?

Aluno responde: — E mais provavel achar sequéncia do que flush.

Aluno comenta; — Tenho full hand. Demorou.
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Aluno responde: — Porque é mais dificil.

Aluno comenta: — A trinca é mais dificil que 2 pares que é mais dificil que 1 par.

Aluno comenta: — O Royal vale mais porque s6 pode sair 4 vezes.

O jogo acaba quando se reduz a uma dupla e um aluno ganha do outro. Houve torcida e

muito entusiasmo. Os alunos sairam da aula alegres e dispostos a voltar no dia seguinte.

[

Figura 8 — Alunos na Mesa de Jogo

Analise a posteriori

O objetivo da aula foi alcancado, pois ficou claro que o baralho é um grande conjunto, em
que se faz a selegdo de objetos, cinco cartas, para formar as “maos” do poquer. Estas maos se
apresentam de diferentes modos. Ha, portanto, regras de constru¢do que permitem montar maos
com um par, dois pares ou uma trinca. A contagem de agrupamentos adquiriu significado. Mé&os
mais faceis aparecem em maior nimero e sdo mais provaveis de se obter. Facilidade/dificuldade
tem a ver com contagem e com probabilidade.

A representacdo verbal ainda é bastante tosca, coloquial, como se observa na frase: A
probabilidade de se acharem 2 pares é mais facil que a trinca.

Com esta observacédo, ficou decidido que, na Aula 2, o conceito de probabilidade seria
introduzido com a linguagem correta.

As expectativas ocorreram parcialmente:
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1. O professor evitard o termo Andlise Combinatoria, utilizando os termos selecéo,
formacdo e contagem de agrupamentos.

O professor evitou o termo Combinatdrio mas, guiado por habitos de varios anos de pratica
docente, ndo adquiriu fluéncia nestes termos (selecdo, formacdo e contagem de agrupamentos) e
ndo os utilizou. Mesmo assim, nas falas dos alunos, estes termos estdo implicitos. Ficou decidido
reforcar a linguagem e as nog¢des associadas a contagem na Aula 2.

2. Alguns alunos usaram o termo Analise Combinatdria quando o professor fez a
introdugéo ao plano de aula.

Um aluno ja tinha conhecimento das formulas de Combinatdria e perguntou se as regras do
jogo eram obtidas com estas formulas. Os demais, ndo fizeram associacdes.

3. Alguns alunos conhecem o poquer.

Dos oito alunos, seis conheciam o pdoquer.

4. Os alunos por serem voluntarios, tém interesse no poquer.

Todos tinham interesse e dedicaram-se & atividade com muito entusiasmo.

5. O interesse pelo jogo manterd o interesse nas atividades de classe.

Esta hipdtese foi verificada nos encontros seguintes. O interesse se manteve.

6. Quando questionados a respeito do valor atribuido as “maos” de poquer, os alunos
justificardo com expressoes: esta mao é mais dificil de obter ou mais facil de obter, do que a outra.

Sim, os alunos utilizaram estas expressdes e foram mais além, relacionando-as com
probabilidade.

7. O professor traduzira a expressdo, relacionando “médo” com “agrupamento” e
“facilidade/dificuldade de obter” com “maior ou menor numero de agrupamentos”, o que implica a
“contagem” dos agrupamentos.

O professor, guiado por habitos de varios anos de pratica docente, ndo adquiriu fluéncia
nestes termos (selecdo, construcéo, organizacdo e contagem de agrupamentos) e nao os utilizou.

Ficou combinado com os alunos que isto seria feito nas aulas seguintes.
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AULA 2

ASSUNTO: CONSTRUCAO DO MINI POQUER DE 9 CARTAS
Descricédo da aula 2
Na aula 2 estavam presentes, 8 alunos. O professor iniciou a aula voltando ao encontro

anterior e apresentando o péquer com a linguagem desejada: — O baralho é um grande conjunto,
conjunto universo, com 52 objetos, cartas, em que se faz a selecdo de agrupamentos com cinco
objetos, cinco cartas, para formar as “maos” do poquer. Estas maos se apresentam de diferentes
modos. H4, portanto, regras de construgcdo que permitem montar mdos com um par, dois pares ou
uma trinca. A contagem de agrupamentos adquiriu significado. Maos mais faceis aparecem em
maior nimero e sdo mais provaveis de se obter. Facilidade/dificuldade tem a ver com contagem e
com probabilidade.

Logo prop0ds a atividade de construgdo de um mini poquer, com um baralho de nove cartas e

com maos de trés cartas, para ser jogado com apenas duas pessoas:
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Quadro 5 - O Mini-Poquer
O professor distribuiu o baralho.
A primeira ideia foi listar as “maos” possiveis:
1.Um par
2.Uma trinca;
3.Uma sequéncia com cartas nem todas do mesmo naipe
4.Uma sequéncia de um so naipe.
Logo apds, ficou claro que deveria ser feita a contagem das maos para, comparando 0s
resultados, decidir sobre quais sdo as mais valiosas.
TRINCAS
A contagem do numero de trincas foi feita por contagem direta, com a formacdo das
trincas, utilizando o baralho: 3



85

SEQUENCIAS

A contagem do nimero de sequencias de um s naipe foi feita por contagem direta, com a
formacé&o das trincas, utilizando o baralho: 3

Os alunos tomaram uma decisdo: seguir as regras do poguer e considerar que a sequéncia
vale mais do que a trinca. Vamos manter esta regra.

SEQUENCIAS COM CARTAS DIFERENTES

Para contar o nimero de sequéncias com cartas nem todas do mesmo naipe, o baralho
(material concreto) nédo foi suficiente para fazer uma contagem direta.

O professor sugeriu uma arvore: — Fixa 0 VALETE de PAuUs. Quem pode ser a segunda
carta? Quem pode ser a terceira carta? Para cada DAMA, temos 3 REIS. Sd0 3 DAMAS, entédo

combinando com o VALETE de PAUS, temos 9 sequéncias DAMA-REI.

REI
VALETE AMA <REI :
-

Figura 9 — Arvore Sugerida pelo Professor

A partir dai os alunos generalizaram, usando o principio um-para-muitos. Se para o
VALETE de PAUS correspondem 9 sequéncias VALETE-DAMA-REI; para 3 VALETES, corresponderdo

27 sequéncias VALETE-DAMA-REI.



A

Figura 10 — Generalizacéo Feita pelos Alunos

Solucéo:

A primeira solugdo foi: 27
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Um dos alunos deu-se conta de que era preciso excluir (subtrair) as sequéncias de mesmo

naipe. Concluiram o total: 27 — 3 = 24.

Numero de sequéncias: 24
TRES CARTAS CONTENDO UM PAR

Os alunos articularam dois esquemas:

1) A contagem direta dos pares, usando o material concreto;

2)  Arepresentacdo em arvore com multiplicacéo.

» £ ~
Y

Figura 11 — Representag&o em Arvore pelos Alunos

A contagem foi feita com interacdo com o professor. Todos contribuiram.

Construiram 3 pares de VALETES. Para cada par de VALETES, fizeram uma arvore, com 6

ramos (3 DAMAS, 3 REls). Multiplicaram por 3, obtendo para os 3 pares de VALETE 18 mdos:

3x6 = 18 mdos com trés cartas.

E generalizaram usando a relacdo um-para-muitos.
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Se vale para 0s VALETES, vale para todas as 3 figuras (VALETE, DAMA, REI): 18 x 3 = 54.

Solugdo: numero de pares = 54

A seguir enunciaram as regras do jogo.

REGRAS DO JOGO
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Figura 12 — Rascunho das Regras do Jogo

Ao colocarem as regras no quadro branco, o professor perguntou:

— Qual o nimero total de agrupamentos de 3 cartas que podem ser formados com estas 9

Os alunos deduziram que todos os agrupamentos estavam listados no quadro, pois, ndo

um par, uma trinca, uma sequéncia. Basta, entdo, soma-los.

Numero de agrupamentos de 3 cartas obtidos com um conjunto de 9 cartas: 84

havia como tirar trés cartas deste baralho e ndo ter alguma daquelas combinagdes: trés cartas com

O professor perguntou se os alunos saberiam calcular as probabilidades de ocorréncia

daqueles jogos. Perguntou quais sdo os “mais provaveis” e os “menos provaveis” de ocorrer.

Eles ja sabiam como fazer: dividir o nimero de ocorréncias de cada jogo pelo ndmero

E listaram no quadro:

Sequéncia de um so naipe: 3/84 = 0,036 = 3,6%
Trinca: 3/84 = 0,036 = 3,6%
Sequéncia de naipes diferentes: 24/84 = 0,2857 = 28,57%
Um par: 54/84 = 0,6428 = 64,28%




Apos, 0 grupo jogou o mini pdquer de 9 cartas, em duplas.

Figura 13 — Alunos Jogando Mini-Péquer
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RESUMO
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O calculo foi feito somando os seguintes CASOS:

Dado um baralho com 9 cartas, deduzimos que pode-se formar 84 agrupamentos com 3 cartas.

Tipo de agrupamento . Resultado da
CASOS MAOS Método de contagem contagem
CASO 1 Sequéncia de um s6 naipe Contagem direta 3
CASO 2 Trinca Contagem direta 3
Diagrama de arvore
Sequéncia de naipes Multiplicacdo: 3x3x3 =27
CASO3 diferentes Subtracdo das 3 sequéncias de 24
mesmo haipe
Contagem direta de pares com
mesma figura: 3
Multiplicacdo (pelo nmero de
CASO4 Um par figuras restantes: 3 x 6 =18 >4
Multiplicacdo considerando o
namero de figuras: 3 x 18 = 54
TOTAL Todas as maos de 3 cartas Adicdo dos nimeros obtidos em 84
possiveis de obter cada caso

Quadro 6 — Resumo
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O professor langou como desafio: criar e trazer, em duas semanas, um mini péquer com

um baralho de 16 cartas, com maos de 4 cartas.

Analise a posteriori

Todos os objetivos foram alcangados com mais alguns, ndo formulados. Ocorreu um caso

de utilizacdo da subtracdo, para excluir casos, ou seja, 0 jogo deu significado para as operacdes de

multiplicacdo, adi¢do e subtracdo. Quanto as expectativas:

1. O professor utilizou os termos desejados, conjunto universo, agrupamento e contagem ao

referir-se ao baralho, as maos e as regras para dar valor.

2. O mini péquer foi criado como esperado.
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Os alunos tiveram clareza da necessidade de contar as maos para criar as regras do jogo;

4. Esta contagem foi facil, no caso da sequéncia de um sé naipe e da trinca, pois a construgdo
dos agrupamentos é imediata e a contagem foi feita enumerando-os;

5. Os alunos nao tiveram ddvidas sobre as regras do mini péquer, no caso, trinca e sequéncia
de um s6 naipe, pois seguiram as regras originais do poquer.

6. Os alunos tiveram dificuldade na contagem das sequencias com naipes nao todos iguais e na
mao contendo um par, pois 0s nimeros a serem encontrados sao maiores e inviabilizam o
esquema de formar e contar os agrupamentos. Estes problemas desestabilizaram e forgcaram
a ampliacdo dos esquemas.

7. O professor teve que intervir, nestes casos de dificuldades, incentivando o uso do diagrama
de arvore, da separacdo dos problemas em casos, dos principios aditivo e multiplicativo.

8. Nesta aula, os problemas de contagem néo exigiram o uso da divis&o.

AULA3

ASSUNTO: Combinacdes possiveis de se obter com diferentes baralhos

Descricédo da Aula 3

A aula iniciou com o professor perguntando sobre como foi criado o mini pdquer, no
encontro anterior.

Um aluno vai ao quadro branco e explica o0 jogo, as regras, a hierarquia entre as maos e
justifica, com os calculos de probabilidades que foram feitos.

O professor lanca 0 Problema A: E possivel contar todas as “mios” com 3 cartas
possiveis de formar com o baralho de 9 cartas, usando o diagrama de arvore e a

multiplicacéo?

Figura 14 — O Problema A
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Os alunos esbogaram &rvores, nos cadernos e depois no quadro e ficaram confusos:
acharam 9x8x7 = 504. E ndo conseguiram explicar o nimero ja conhecido de 84.

. s
SSRCAT TAS  HOSSWET S De
DS ANDD O DiAGiAMS
//3‘\

i

Figura 15 — Aluno Esbogcando Diagrama de Arvore

Apenas um deles perguntou — Sera que é aquela férmula de combinagdo? O professor
perguntou qual é a formula e ele ndo lembrava. O aluno disse que, em outra escola, ja havia tido
contato com a Combinatoria, recebera as formulas e lembrava de alguns problemas. Claramente nao
dera sentido aos conceitos.

Os demais, ndo tinham noc¢édo da necessidade de dividir.

O professor aproveitou 0 momento, em que a multiplicacdo ndo é suficiente para obter a

resposta correta, para explicar a divisao.
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Explicacdo oral do professor, com auxilio do quadro branco (Quadro 7)

EXPLICACAO ORAL

Nesta contagem, existem conjuntos que sao repetidos.

Por exemplo: VALETE COPAS, DAMAS COPAS, REI COPAS.
Esta méo pode aparecer com as cartas em ordem diferente.
De quantos modos diferentes aparecem estas 3 cartas?

METODO DAS GAVETAS

Podemos pensar que temos um mével com muitas gavetas.
Em cada gaveta estdo guardadas 6 grupos de 3 cartas,
aqueles que sdo iguais, apenas diferem pela ordem.

No total, guardamos 504 grupos no gaveteiro, mas o que
importa € o nimero de gavetas. Como calcular o nimero de
gavetas?

MATERIAL CONCRETO: AGAVETA

-I(-_;(,)AI/A&I}RE TOTAL DE GRUPQOS 504
504:6 = 84 NUMERO DE GRUPOS IGUAIS, EM CADA GAVETA 6

GAVETAL
v A Al v A v vl s vl s ALY

VETA2

vi[a]lv L AIRAIKS AV v v A LIRS LRI

METODO DA PERMUTACAO

Como calcular quantos grupos de 3 cartas diferem apenas pela ordem em que se encontram:

Vamos ver 0 grupo: VALETE COPAS/ DAMA COPAS/ REI COPAS

De quantos modos diferentes este grupo pode se apresentar, mudando apenas a ordem?

Mudar a ordem significa PERMUTAR os objetos do grupo, muda-los de posigao.

Podemos pensar nas vagas que os trés objetos podem ocupar: GAMAS S
Na primeira vaga pode estar qualquer uma destas cartas W o
Vamos ver o caso 1: Iniciar com VALETE COPAS

Cada carta da primeira posi¢do gera 2 permutagdes diferentes.

Podemos ter 3 cartas na primeira posi¢ao, assim temos 3x2 = 6 VALETE

permutacoes diferentes v

Dizemos que 0 nimero que corresponde a permutacdo de 3

elementos entre si é REI DAMAS
P;=31=3x2x1=6 v '

Quadro 7 — Explicacéo do Professor no Quadro Branco

Preparou um recurso didatico com gavetas, para serem preenchidas com as permutacdes
possiveis de se obter com grupos de trés cartas. Apds varias experiéncias, com o material, os alunos,

concluiram gue cada grupo se repetia, 6 vezes.
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Figura 16 — Alunos com o Material Concreto

Figura 17 — A Gaveta

O professor definiu permutacdo. Na sala de aula regular, os alunos ja tinham conhecido o
fatorial. Alguns lembraram: E para isto que serve o fatorial, para calcular permutagdes.
Importante lembrar que o ensino tradicional de Combinatdria inicia com a parte algébrica.
N&o sdo propostos problemas, portanto o sentido do conceito de fatorial € apenas numérico: é um
simbolo algébrico que representa uma operacdo numérica.
Ao final, os alunos entregaram o problema resolvido. O esquema foi grafico e numérico.

Comegaram com o diagrama de arvore, deram-se conta da multiplicacdo e dividiram o produto por
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6, nimero correspondente as “trocas”

entre as 3 cartas. O esquema da sentido combinatério a
multiplicacéo e diviséo.

Na figura, em primeiro lugar esta o raciocinio para o problema com 9 cartas. Em segundo
lugar, aparece a solugdo do problema com 52 cartas.

( N ~ 3
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U'?:'S aﬁ TO(ng ~ (Sl bO\ C\ljko = 6( Cf {7y
\)S(/nao O &(c‘% ﬂﬂc\ a G =3V JOVE c 9
”f‘:ui‘.%\r'py CeCaO

A J aspada

Q< { e
(% 3 Gepmza 0o
!] Coyus W \(: _.]ﬁl @

|
LA W -
! k\LQ & Fentes

e 15 o
\M {'(\ 0 i PES\co>

de_tloco,

Coon  um @le}\o c)? S?, Calrtas _myaatys
a s Wl e Ly T/ 0 g&_\/cﬁf\ﬁ Ved )pbc\)v:-se 0~

Figura 18 — Rascunho do Problema Resolvido pelos Alunos
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Foi natural passar para o universo do baralho de 52 cartas, com as mesmas questdes. O
professor propds o Problema B: Com um baralho de 52 cartas, quantas méos de 5 cartas
quaisquer pode-se formar?

Alunos acharam dificil resolver desenhando uma arvore, mas concordaram que era natural
imaginar a arvore, iniciando com qualquer uma das 52 cartas

Com a interagdo com o professor, e comparando com a solucdo do Problema A, os alunos
chegaram a resposta utilizando multiplicacdo e divis&o.

Resolvendo, mostram simbolos de fatorial e uma formula (As,5)/Ps. Esta formula, deslocada
no contexto, foi dada pelo professor, respondendo a uma pergunta do aluno que conhecia as
formulas de Combinatéria e detectou, na divisdo, a contagem de arranjos e a contagem de
permutacdes. O didlogo entre professor e aluno, que levou a escrever esta formula, foi interessante
para a introducdo posterior dos conceitos e formulario.

Revendo cada etapa da resolucdo do Problema B, o professor definiu Arranjo, Permutacéo e

Combinagdo, sem utilizar as defini¢ces formais dos livros didaticos.

Explicagédo do professor

ETAPA 1
Iniciando com qualquer uma das 52 cartas, existem:
e 51 cartas para a segunda posic¢ao;
e 50 para a terceira posicao;
e 49 para a terceira;
e 48 paraa Ultima.
Seguindo a ideia da arvore, cada carta inicial, gera 51x50x49x48 galhos. Mas temos 52 cartas.
Logo teremos: 52x51x50x49x48 maos com 5 cartas. Mas estas maos ndo sdo todas diferentes, pois nesta
contagem maos que so6 diferem pela ordem séo contadas.

ETAPA 2

PRECISAMOS CONTAR AS PERMUTACOES DE GRUPOS COM 5 ELEMENTOS.

Por exemplo: O grupo com 5 cartas VALETE COPAS/ DAMA COPAS/ REI COPAS/ 7 OUROS /2 COPAS

O grupo est4 sendo contado em todas as suas permutacfes. Queremos calcular quantas sdo as permutagdes,
coloca-las em gavetas e ao final calcular a quantidade de gavetas.

Novamente, é dificil resolver desenhando uma arvore, mas podemos imaginar a arvore.

Fixando o valete de copas, a segunda posi¢do pode ser ocupada por 4 cartas
Quando a segunda posicao estiver ocupada, restam 3 cartas para a terceira posicao.
Quando a segunda posicao estiver ocupada, restam 2 cartas para a terceira posicao.
Quando a segunda posicéo estiver ocupada, restam 1 carta para a terceira posicao.

Assim, o valete de copas, gera varios galhos na arvore: 4x3x2x1 = 24

O mesmo raciocinio vale para todas as 5 cartas, assim temos: 5x4x3x2x 1= 120 permuta¢fes de um mesmo
grupo de cartas.

Permutacdes de 5 elementos: Ps = 5! = 5x4x3x2x1 = 120

ETAPA 3
Pensando no total de gavetas, teremos (52x51x50x49x48)/ 5! Resposta: 2.598.960 mdos diferentes

Quadro 8 — Explicacéo do Professor



96

Anélise a posteriori

Os objetivos foram alcancados. Nesta aula, foi possivel definir e formalizar os conceitos de
arranjo, combinagdo e permutacdo, com sentido. O sentido destes conceitos esta nos problemas e
nos esquemas de resolucdo. Antes deste encontro, 0s esquemas privilegiados foram formacéo e
contagem direta dos grupos, graficos (diagrama de arvore) e numéricos (operacdes aritméticas). A

partir deste encontro, pode-se tambem utilizar esquemas algébricos.

AULA 4
Descrigdo da Aula 4
Os alunos resolveram no quadro e nos cadernos, os problemas do pdquer, mostrando esquemas

bastante evoluidos.

Figura 19 — Resolugdo da Aula 4 pelos Alunos

Utilizaram esquemas verbais, graficos, organizando as maos do péquer de modo a facilitar
0s problemas; numéricos (operacdes aritméticas) e algébricos (formula de Combinacéo).

Aplicaram os conceitos de: multiplicagéo e divisdo; agrupamento sem repeticéo.
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E interessante a organizagdo grafica, semelhante aquela proposta por Lima et al (2006).

Figura 20 — Organizacéo Gréfica dos Alunos no Quadro Branco

Problema 1: Com um baralho de 52 cartas, quantas “maos” de 5 cartas cada podemos formar?

Solugdo dos alunos. Os alunos

explicaram o raciocinio usando a TOAO( ] ' l:_] ’\’

expressao ‘“vaga”: Temos 5 vagas e E U O ; L“'

cada vaga é ocupada por uma carta e b‘l oA -50 L{g _li_g_ =

essa carta ndo se repete na vaga 5]
¢

seguinte. Precisa dividir pelo fatorial
de 5 pois a ordem das cartas nao altera a méao.

Problema 2: Com um baralho de 52 cartas, quantas maos em que aparece 1 par podemos formar?

Solucédo dos alunos: Fixa um par, por exemplo, 1 ( 0
par de 2. Como sdo 4 naipes para a primeira ' . U D B
vaga, sobram 3 para a segunda. Divide por 2! L.] ) HX Wy 3

pois a ordem das cartas nesse caso ndo altera a 5‘
mao. Como o baralho é de 52 cartas, tira-se 2!
essas 4 e sobram 48 para a terceira vaga, como

nessa vaga nédo pode ser uma carta ja usada nas gu ptie Lb

vagas anteriores, tiraram as 4 e sobrou 44 e 0 {’o%;l bo
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mesmo se faz na Gltima vaga. Divide por 3! pois a ordem nao altera a m&o. Tudo foi feito para o

par de 2. Mas ha 13 figuras no baralho. Precisa multiplicar o resultado por 13. O baralho vai de

As a REI.

Problema 3: Com um baralho de 52 cartas, quantas s&o as maos em que aparecem 2 pares?

Solugdo dos alunos: Fixa dois pares, As e 2. Calcula o
numero de diferentes pares de as, multiplicando quatro
por 3 dividindo por 2. Multiplica por 13 porque este
célculo pode ser feito para qualquer um dos 13 figuras.
Calcula o nomero de diferentes pares de 2,
multiplicando quatro por 3 dividindo por 2. Multiplica
por 12 porque o segundo par ndo pode ser igual ao
primeiro. Divide por 2! porque os dois pares podem
aparecer na mao com ordem diferente. Multiplica o
valor final por 44 pois das 52 cartas foram retiradas 8

cartas.

), thees

pR2L -
13 Liz?, - 42 fl% iU
a,,‘f’ &=
(v6 1y 5
&

Problema 4: Com um baralho de 52 cartas, quantas sdo as maos em que aparecem trincas?

Solucdo dos alunos: Fixa uma carta e monta
uma trinca com ela. Como sdo 4 naipes a
vaga 1l tem 4 possibilidades a vaga 2 tem 3

possibilidades e a vaga 3 tem 2 possibilidades.

T{nCon

¥
(32 5
Divide por 3! pois a ordem dessas cartas néo \ 2 b

altera a mao. Sobram 48 cartas para a vaga

seguinte. Como a mao apresenta SO uma ( u ‘ 4. 0’5&;)» {

trinca, a Ultima carta ndo poderia ser igual a
anterior, logo restam 44. Divide novamente

pelo fatorial de 2, pois a ordem das duas

cartas ndo influencia. Multiplica por 13, porque o @ \fit \%—I \E“ \3

uma das 13 figuras do baralho.

mesmo célculo pode ser repetido para qualquer ( A

Problema 5: Com um baralho de 52 cartas, quantas (\ L ’ 3) 5 sdo

as mados em que podemos formar uma quadra
(poker)?
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Solucéo dos alunos: Fixa uma carta, o 2. Como temos 4 naipes no baralho sdo quatro nimeros
“dois”. Tem 4 na primeira vaga, 3 na segunda, 2, na terceira e resta s6 um na ultima vaga. Como a
ordem das cartas ndo influencia, dividimos pelo fatorial de 4. Multiplica por 48, pois sdo as figuras
que sobraram (52 — 4). Se vale para o 2 vale para as treze outras figuras do baralho. Multiplica

por 13.

Problema 6: Com um baralho de 52 cartas, quantas s&o as méos em que podemos formar uma fula
(Full house)?

p
Solucdo dos alunos: Separa em duas etapas. Fixa }» 8 \ l L\[’f‘k Se

uma carta para iniciar (no caso o 2) na primeira il \o @ @ 37 ,
etapa e faz a mesma coisa na segunda etapa (carta ( _L:{———}/;J (ii_,é,} 4313

3). Entéo ficam 4 possibilidades para a primeira ’,b% Q.é
carta, que sdo os 4 naipes, 3 para a segunda e 2 - ,

n | o (24 -13) 13
para a ultima da trinca. Precisa dividir por 3! Nag. L%
porque a ordem das cartas ndo muda a trinca. No | 25 —
par, ficam 4 possibilidades para a primeira carta, i ;erk'fu

3 para a segunda do par. Precisa dividir por 2!
porque a ordem das cartas ndo muda o par. Multiplico por 13, porque o raciocinio para as trincas
se repete para todas as cartas de As a Rel. Multiplico por 12, porque o raciocinio para o par se

repete paras 12 cartas restantes, afora aquela que ja apareceu na trinca.

rh_; S P ;
Problema 7: Com um baralho de 52 cartas, quantas - 5 @ D
sdo as mdos em que podemos formar uma sequéncia i> 12 tl o 3

de mesmo naipe (Flush/Cor)?

)} &
Solucédo dos alunos: Fixa um naipe (0 de OUROS). L‘ v ué ﬁii{ 14 f?
Sao 13 possibilidades para a primeira posicdo (as B4 ans -
13 cartas de ouros de As a REl), 12 para a segunda
vias d ouros e A3 2 RE), 12 para & <29 L x LabY
e assim por diante. Divide por 5! Pois a ordem das ﬁj
cartas ndo muda a mao. Multiplica por 4 pois sao 4 514§ - 4o :Li‘gf

naipes distintos.

Problema 8: Com um baralho de 52 cartas, quantas sdo as mdos em que podemos formar uma

sequéncia de naipes distintos (Straight)?
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Solugdo dos alunos: Escolhe uma

sequéncia qualquer (no caso do As ao 5). T Qf’. S
S0 4 possibilidades de naipes para cada SLC}LGWL ’

vaga desta sequéncia. Mas sdo 10

2 ] ﬁt”ct_:

sequéncias possiveis por isso multiplica _
por 10 (comegando com As, com 2, com L{D =M = Bh
3, até 10). Diminui 40, o nimero de

sequéncias de naipes iguais.

Problema 9: Com um baralho de 52 cartas,

quantas sd80 as maos em que podemos SeqUéwC.C\ ﬂ*peb dgfeﬁ?ﬂﬁs
formar uma sequéncia de mesmo naipe A 2 3_ 9 i... |
(Straight)? LO:\- g oy 4oy Lyo
Solucéo dos alunos: Sdo 10 sequéncias e 4 .

naipes. Subtrai 4 que € o numero total de @

Royal Straight Flush.”

Mini Poker com 16 cartas.

Problema 1: Com um baralho de 16 cartas, quantas méaos, com 4 cartas, podemos formar?

Solucéo dos alunos:

i 5 oa /
T { LTS —/ N/ I| s
C’*LQ b ( O [ @14

Interpretacdo do proféssor: O processo de resolucdo € o mesmo do de 52 cartas. Ha 16
possibilidades para a primeira vaga, 15 para a segunda e assim por diante. Dividiram por 4! pois

sdo 4 cartas e a ordem das cartas ndo influencia na méo.

Problema 2: Com um baralho de 16 cartas, quantas sdao as maos com 4 cartas em que aparece 1
par?

Solucgéo dos alunos:
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Interpretacdo do professor: Eles fixaram um par qualquer, o de 5. S&o 4 possibilidades para a
vaga 1, 3 para a vaga 2 e dividiram por 2! porque a ordem néo influencia. Multiplicaram por 4,
pois neste caso estdo trabalhando s6 com 4 tipos de cartas. Sobraram 12 cartas para a terceira
vaga e, como na Ultima vaga ndo pode ocorrer uma carta igual a anterior, restaram 8
possibilidades. Novamente dividiram por 2! Eles ainda expressaram a resposta em percentagem de

acontecimentos, nesse caso, 63%.

Problema 3: Com um baralho de 16 cartas, em quantas maos com 4 cartas aparecem 2 pares?

Solucéo dos alunos:
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Interpretacdo do professor: E interessante notar a ampliacdo dos esquemas. Este é considerado
um problema dificil, mesmo com um numero de cartas menor. Separaram novamente em duas
etapas. 4 possibilidades para a primeira e 3 para a segunda. Multiplicaram por 4, pois sdo 4
valores distintos de cartas e por 3, pois o primeiro valor foi definido no primeiro par. Para a
segunda etapa fizeram o mesmo raciocinio. Dividiram por 2 fatorial duas vezes pois a ordem das
cartas ndo influenciava na mao. Por fim, dividiram novamente por 2! Pois os “pares” trocando de

posicdo continuam sendo 0s mesmos!

Problema 4: Com um baralho de 16 cartas, quantas sdo as maos com sequéncias de naipes

distintos?
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Solucgéo dos alunos:
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Interpretacdo do professor: Como o baralho possui 16 cartas, a Unica sequéncia possivel é a de

VALETE, DAMA, REI e As. S&0 4 naipes para cada uma delas logo 4 x 4 x 4 x 4 = 256. Subtrair os
casos de serem de mesmo naipe, o que é facilmente calculado.

Problema 5: Com um baralho de 16 cartas, quantas s&o as maos com trincas possiveis?
Solucéo dos alunos:

Interpretac@o do professor: Neste caso eles fixaram uma trinca. 4 chances para a primeira casa,
3 para a segunda e 2 para a terceira. Multiplicaram por 4 pois sdo as cartas possiveis de se
encaixar na mao. Na ultima casa sobraram 12 possibilidades, pois 16 — 4 = 12. Nota-se que eles

nao usaram o produto 3 x 2 pois teriam que dividir por 3!. Por isso a resposta deu certo.

Problema 6: Com um baralho de 16 cartas, quantas sdo as maos com sequéncias de mesmo naipe?
Solucéo dos alunos:
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Interpretacdo do professor: Esta é facil de contar, pois temos 4 naipes e 4 cartas podendo formar

4 sequéncias.

AULAS

ASSUNTO: RESOLVER PROBLEMAS O CASO DO BARALHO DE 32 CARTAS

Expectativas:

Espera-se que os alunos mostrem evolugcdo nos esquemas (conduta) para resolver
problemas, com relacdo a esquemas utilizados em problemas prévios.

Espera-se encontrar, nas resolucgdes, esquemas individuais com erros que ndo haviam
aparecido nas reunides de grupo.

Segue abaixo uma parte da prova feita por um aluno em que ele demonstrou uma

consideravel evolucdo na resolucdo dos problemas.
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ALLE 33

SANTO ANTONIO [
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Prova 2. ano-3Y Trimestre 7
Professor Ricardo R, Chilela

Em todas as questdes devem aparecer 08 desenvolvimentos completc{s.

- Nometi‘m@r\q;};‘g Data:

1) De urn baralho de poguer, com 32 cartas, (as figuras séo: 7, 8, 9, 10, valete, dama, rel
e 45 czdauma aparece em 4 naipes: copas, oures, paus e espadas), sacam-se

simuitaneamente 5 cartas. . 2 .
e, il 3(}) AU, 08
—

o e s 3
"

2) Quantas sio as extragles possiveis? e o
NS o

{

Quantas s30 as extragles nas quais s forma:

b) um par? (8o 2 cartas com 4 mesma flgura, e trés cartas com figuras diferentes)
Por exemplo: i - :*;113'”?‘.";?{.”2. ,
;
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K‘ P ly i | o 1
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¢) uma trinca? (530 3 cartas com a mosta figura e 3 com figuras diferentes)

3 ) 7
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d) dois pares? (U par eom uma figura; outro par com autra figura; ¢ 2 ulfima carta com
uma figura diferente)
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Evolucéo dos esquemas

Anélise de um problema resolvido por um aluno no segundo dia da experiéncia, apos ter

contato com o diagrama de arvore.

Com baralho de nove cartas e com méos de trés cartas, quantas maos podem ser formadas

com um par e uma outra carta (que nao forme trinca).

> <fle <] [e <]
[» O] |+ O] [« O]
> x|+ x| |« X]

Figura 21 — Baralho de Nove Cartas

Esquema de resolucéo:
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Esquema grafico (diagrama de arvores) e numerico (operacao de multiplicacao)
1) Representa o agrupamento com um diagrama de arvore incompleto;
2) Indica que para cada par, hd 6 ramos na arvore, ou seja 6 cartas que podem acompanhar;
3) Por contagem direta sabe que ha 3 pares de valete. Multiplica 3x6 para calcular o nimero de
mé&os com um par de valetes e uma terceira carta;
4) Percebe que o esquema é valido para todas as trés figuras, Valetes, Damas e Reis, logo,
poderia ter trés arvores como esta, obtendo como calculo final, 3x 18 = 54,
Representagdes:
Diagrama de arvore, operacao de multiplicacdo.
Conceitos-em-agéo:
Contagem; multiplicagéo
Teoremas-em-acao
1. Quando possivel, a maneira mais rapida e segura de contar é a contagem direta.
2. O diagrama de arvore sugere a multiplicagéo.
3. A expressao “para cada um corresponde n” implica um produto de dois numeros, de tal
modo que a relacdo (1:n) se mantenha.
4. A contagem de agrupamentos exige multiplicacéo.
Pode-se iniciar a contagem fixando um determinado objeto e fazendo a contagem dos
agrupamentos, para este caso particular; a seguir, faz-se a generalizacdo para todos 0s
demais, usando o principio multiplicativo.
Analise de um problema resolvido por um aluno no ultimo dia da experiéncia didatica
Num jogo de pbquer com um baralho de 52 cartas, quantos agrupamentos de 5 cartas

contém uma trinca?
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Esquema grafico, numérico e simbolico (fatorial)

Esquema:
1)
2)

3)

4)

5)

6)

Pl s e g’ \, ‘ ’ \
Sl
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n . \0So \Y
G AVk

Representa o agrupamento de 5 cartas em duas partes;

Cada parte representa um tipo de agrupamento diferente que participa no grupo maior
(as trincas; as outras duas cartas);

Reduz o problema das trincas a um caso mais simples, escolhendo uma figura do baralho
que se apresenta em 4 naipes; utiliza a multiplicacdo 4x3x2 para representar o raciocinio.
Este pode ser o Principio da Contagem: pode-se fazer 4 escolhas, logo apds 3 escolhas e
logo apds 2 escolhas, portanto tem-se 24 modos de criar trincas, para uma figura do
baralho. Reconhece que as trincas sdo agrupamentos ndo ordenados e faz a divisdo pelo
namero de permutac6es de uma trinca (3!);

Investigam quais e quantas cartas podem preencher a segunda vaga (ndo pode utilizar a
figura da trinca em seus 4 naipes), logo, sobram 48 cartas, para primeira posicao do
segundo grupo; a carta utilizada ndo pode mais aparecer, em seus 4 naipes, logo, sobram
44 cartas para a segunda posicdo; novamente, aplica a multiplicacdo e a divisdo para o
calculo de numeros de agrupamentos de 2 cartas;

Multiplica o resultado da contagem das trincas e das duas cartas, de acordo com a ideia
que “para cada trinca existem n agrupamentos de 2 cartas”;

Expande o raciocinio para todas as 13 figuras do baralho, multiplicando o subtotal por
13.

Representacoes:

Organizacao gréafica; nimeros; operacgdes aritméticas; simbolo de fatorial

Conceitos-em-acao:
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Conceitos e teoremas em agao.

Conjunto universo: o baralho de 52 cartas, o baralho com 13 figuras de As a REI; o baralho

com 4 naipes.

Em cada problema, os alunos utilizam estes diferentes cardinais para seus calculos. Os

niimeros-chave sao: 52, 13 e 4.

Agrupamentos: maos de 5 cartas; par de 2 cartas; trinca de 3 cartas; quadra de 4 cartas.
Agrupamentos sem repeticdo: com um so baralho, néo ha repeticéo das cartas.
Agrupamentos ordenados e ndo ordenados.

Selecéo: retirar os agrupamentos do conjunto maior, considerando a cada problema os

naipes ou as figuras e o baralho todo.

Multiplicagéo e divisao.

Teoremas-em-acao

1.

Quando um problema exige a contagem de agrupamentos constituidos por partes
diferentes, pode-se organizar convenientemente para contar separadamente o nimero de
sub-agrupamentos, de cada parte.

Cada parte é ocupada por um certo numero de sub-agrupamentos, obtido a partir da
analise do problema e a contagem final € o produto dos nimeros obtidos na contagem
das partes.

A expressao “para cada um corresponde N’ implica um produto de dois nimeros, de tal
modo que a relacdo (1:n) se mantenha. Ou: se ha x modos de tomar uma decisdo D1 e,
tomada a decisdo D1, ha y modos de tomar a decisdo D2, entdo o nimero de modos de
tomar sucessivamente as decisées D1 e D2 € x-y.

A contagem de agrupamentos ndo ordenados exige multiplicacéo e divisao.

O calculo do nimero de conjuntos ndo ordenados de p objetos extraidos de um conjunto
maior de n objetos, exige a divisdo pelo nimero de permutacdes p!.

Pode-se iniciar a contagem fixando um determinado objeto e fazendo a contagem dos
agrupamentos, deste caso particular; a seguir, faz-se a generalizacdo para todos 0s

demais, usando o principio multiplicativo.
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AULA 6

ASSUNTO: ANALISE DOS ERROS QUE OCORRERAM NA RESOLUCAO INDIVIDUAL
DE PROBLEMAS

Anélise

Percebe-se ampliacdo do primeiro esquema, na analise do segundo. O segundo problema é

muito mais complexo do que o primeiro:

1)

2)

3)
4)

No segundo problema o cardinal do conjunto universo é 52 (o baralho). N&o é possivel
fazer contagem direta e nem é possivel utilizar o diagrama de arvores.

O aluno utiliza a operacdo de multiplicacdo com auxilio apenas de uma organizagao
gréfica que facilita a visualizacdo do problema.

A representacdo grafica € uma evolucdo com relagdo ao primeiro esquema.

O segundo problema exige investigar a ordem dos agrupamentos e perguntar pela

necessidade de dividir, 0 que ndo ocorre no anterior.

Lembrando as andlises dos problemas prévios, percebia-se que os alunos so utilizavam
esquemas de contagem direta com representacdes que possibilitassem a listagem dos agrupamentos.
Um anico problema pedia a divisdo e esta operacdo ndo apareceu. Esta comparacdo tambem
demonstra a ampliacdo dos esquemas.

Problemas com a divisédo

Ao final da experiéncia, constatou-se evolucdo nos esquemas, uso da multiplicacdo com

significado, uso de organizacdo grafica adequada. Mas ainda aparecem erros no uso da diviséo,

como nas figuras abaixo:

) ¢) uma trinca? (40 3 cartas com a mesma figura e 2 com figuras diferentes)

Por exemplo:
' 8 8 8 2 10

i
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Nota-se que o aluno dividiu pelo fatorial de 5 toda a expressdo, dando a entender que as
duas etapas ndo sdo independentes.
Neste caso ele ndo dividiu pelo fatorial de 2, ndo percebendo que a ordem entre os pares €

considerada.

Estes erros foram analisados e tentou-se dar uma solugéo, especifica para os problemas do
pdquer para a questdo: Porque, quando e como dividir?
Espera-se que esta abordagem da questdo também seja Gtil para os professores.

d) dois pares? (Um par eom uma figura; gutro par com outra figura; e a ulfims caxta com

nma figura diferente)

Mo

Por exemplo: e N
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Divisdo e multiplicacdo nos problemas do poquer

O conjunto de problemas gerados pelo pdquer oferece uma nova percepcao a respeito da
questdo ordem/divisao.

Em qualquer agrupamento de 5 cartas, no péquer, ndo importa a ordem de chegada dessas
cartas nas maos dos jogadores; é claro que o jogador vai agrupa-las e ordena-las do modo que
desejar. Mas a relacdo entre a ordem e a necessidade de dividir ndo é facil de entender e explicar.

O sentido dado para a divisao relacionada a expressao “a ordem ndo importa” ndo esclarece
a utilizacdo da operacao, nos problemas do péquer.

A questdo ordem/divisdo pode ser analisada com os trés problemas seguintes:

Problema 1 (Com um baralho de 52 cartas): Quantas maos de 5 cartas contendo uma
sequéncia de naipes diferentes podem ser formadas?

A solucdo ndo exige divisao.

Problema 2: Quantas maos de 5 cartas contendo uma quadra podem ser formadas?

A solucéo exige divisédo por 4!.
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Problema 3: Quantas maos de 5 cartas contendo dois pares podem ser formadas?
A solugdo exige diviséo por 2!.

No primeiro problema, ndo é preciso dividir; no segundo divide-se por 4! e no ultimo
divide-se por 2! em trés momentos. Ou seja, divide-se por 212121,
Porque estas diferengas?
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Anélise do Problema 1

No primeiro problema, ao receber as cartas, o jogador pode coloca-las em ordem para

visualizar a SEQUENCIA:

Cartal Seguinte Seguinte Seguinte Seguinte

o o 13]14](5 7
orexemplo: | Jf | o f | v

As vagas ficam fixadas. Ou seja, temos 5-uplas, agrupamentos ordenados de 5 elementos.
Ao impor a ordem desejada para se visualizar a SEQUENCIA, ndo mais se pode dizer que a ordem
causa mudanca na mao. O objetivo € contar agrupamentos com uma ordem pré-fixada.

Sabendo a primeira carta, sabe-se as possibilidades para as demais:

A primeira pode ser qualquer uma de As a 10. Nenhuma sequéncia pode iniciar com cartas
maiores do que 10, pois ndo seria completada, nas cinco cartas. Tem-se 40 possibilidades para a
primeira carta.

Conhecida a primeira, a segunda deve ser a carta seguinte do baralho, nos seus quatro
naipes; a mesma coisa para as demais.

Assim, para cada carta na primeira vaga tem-se 4x4x4x4 possibilidades para preencher as 4
vagas seguintes. Mas o raciocinio vale para as 40 cartas que podem dar inicio a sequéncia. Portanto,
tem-se: 40x4x4x4x4 = 10240.

Entre essas, encontram-se 40 sequéncias de mesmo naipe que devem ser subtraidas. O total
final é 10200.

Analise do Problema 2

No segundo problema, ao receber as cartas, o jogador coloca-as em ordem para visualizar a

QUADRA, 4 cartas com mesma figura e naipes diferentes.

3
Por exemplo:

O agrupamento fica separado em duas partes: uma parte é reservada para a QUADRA € a
outra é reservada para a carta restante. A contagem das partes é separada e, ao final, multiplicam-se
os resultados, raciocinando que para cada quadra existem x cartas isoladas.

Percebe-se que ndo ha como fixar uma ordem na quadra. Como ordenar previamente um

grupo de 4 REIS?
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Questdo 1: quantos agrupamentos de 4 cartas com a mesma figura podem ser formados?

Sabendo a primeira carta, sabem-se as possibilidades para as demais:

A primeira pode ser qualquer uma das 52.

Conhecida a primeira, a segunda deve ser da mesma figura, e tem 3 possibilidades de
escolha; a terceira tem 2 possibilidades de escolha e a Ultima apenas uma possibilidade. Mas, nesta
contagem agrupamentos estdo sendo contados com repeticao, aqueles que correspondem a mudanca
de ordem das 4 cartas, portanto € preciso dividir o resultado por 4! Assim, tem-se:

NUmero de agrupamentos de 4 cartas com mesma figura: (52x3x2x1)/4! = 13

Questdo 2: quantas escolhas restaram para a quinta carta? 4 figuras iguais ja foram
retiradas do baralho, restam 48 cartas.

Resposta final

Para cada QUADRA existem 48 cartas para completar a mdo. Mas tem-se 13 quadras, logo a
resposta é 13x48 = 624

Analise do problema 3

No terceiro problema, novamente, ao receber as cartas, o jogador coloca-as em ordem para

visualizar 0s DOIS PARES.

poreveir 3] ]3] 2 2
or exemplo: vllalla

O agrupamento fica separado em trés partes: uma parte € reservada para UM PAR; a outra

para OUTRO PAR. e a Ultima para a carta restante: / /

Mas, ao questionar a relacdo ordem/divisdo, veem-se dois casos:

a) Na formacdo de cada PAR ndo ha como previamente fixar uma ordem. Como ordenar
previamente um PAR de REIS?

b) Na formacdo dos DOIS PARES ndo ha como previamente fixar uma ordem, os dois pares

podem aparecer em duas diferentes posicdes, por exemplo:
JI[J]|K||K KIK[|J]||J
allv||v]|a|%v]|a]|a]]v

Questdo 1: Quantos pares podem ser formados, para a primeira parte?
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Sabendo a primeira carta, sabem-se as possibilidades para as demais: a primeira escolha
pode ser qualquer uma das 52 cartas e, a segunda carta, deve ser da mesma figura; tem-se 3
escolhas. Mas, nesta contagem, agrupamentos estdo sendo contados com repeti¢do, aqueles que
correspondem & mudanca de ordem das 2 cartas, portanto é preciso dividir o resultado por 2! Assim,

tem-se, nUmero de pares para primeira parte: (52x3)/2! = 78.

Questdo 2: Quantos pares podem ser formados, para a segunda parte?

N&o se pode usar as 4 cartas com mesma figura que o primeiro PAR, portanto restam 48
escolhas para primeira carta e 3 para segunda. Mas, nesta contagem, agrupamentos estdo sendo
contados com repeticdo, aqueles que correspondem a mudanca de ordem das 2 cartas, portanto é
preciso dividir o resultado por 2! Assim, tem-se, nimero de pares, para segunda parte: (48x3)/2! =
72.

Questdo 3: Quantas escolhas restaram para a quinta carta?
Oito figuras iguais j& foram retiradas do baralho, restam 44 cartas.

Para finalizar multiplica-se os resultados, lembrando que a ordem dos pares pode mudar,
formando agrupamentos repetidos, que aparecem duas vezes na contagem, por isso € preciso dividir
o resultado por 2! Resposta final: 78x72x44/2 = 123.552

Consideracoes finais

Este capitulo traz o relato da experiéncia didatica desenvolvida e detalhes da proposta para
os professores interessados. O poquer revelou-se um interessante auxilio para dar significado aos
conceitos da Combinatoria e para desafiar os alunos para resolver problemas. Tais problemas
propiciam a utilizacdo do diagrama de arvores e das operacdes de multiplicacdo e divisdo com
sentido combinatorio. Podem também ser usados para definir Combinacdo, Arranjo e Permutacdo e
desenvolver o formulario, embora, como foi visto, com exce¢do da Permutacédo, as formulas ndo sdo
necessarias para resolver problemas.

E preciso destacar a dificuldade intrinseca ao conceito de divisdo. Neste sentido, foi feita
analise de trés problemas que trazem respostas diferentes para as perguntas: precisa dividir? Por
qué? O objetivo do professor deveria ser enfatizar a formulacdo destas perguntas em vez de
enfatizar o uso de férmulas de Combinacdo ou Permutacdo com repeticdo, sem sentido. Em

qualquer problema de Combinatéria é preciso investigar a necessidade da divisdo.
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E facil ver, nas resolucbes dos problemas apresentados, a ampliagdo dos esquemas dos
alunos, o que mostra boas possibilidades para reproducéo deste plano e deste material.

Destacam-se as diferentes solucGes apresentadas, mostrando as diferencas entre 0s
esquemas dos alunos e do professor. E fundamental perceber que um problema de Combinatdria
exige raciocinio que pode ser expresso de diferentes modos. A resposta numérica final é resultado
de uma contagem, portanto, € Unica. Mas o método utilizado para contar varia: um problema pode
ser solucionado com diferentes esquemas que dao sentido a diferentes conceitos e Sa0 expressos

com diferentes formas de representacéo.



6 CONSIDERACOES FINAIS

O tema desta pesquisa é a parte da Combinatoria que trata dos problemas de contagem. As
questdes sdo: Como ocorre 0 processo de ensino e aprendizagem, usualmente? O que se pode fazer
para contribuir com este processo?

O objetivo maior é contribuir para a melhoria do processo de ensino e aprendizagem da
Combinatéria (da contagem), considerado critico, dificil, tanto para os alunos quanto para 0s
professores.

A investigacao foi dividida nas etapas de uma engenharia didatica, incluindo uma pratica.

Iniciou-se o estudo buscando definir e caracterizar o objeto de estudo, a “Combinatoria”.
Numa revisdo bibliografica, pode-se perceber que a Combinatoria € uma parte da Matematica
Discreta (a Matematica dos conjuntos discretos, constituido por pontos isolados, cujo protétipo € o
conjunto dos numeros inteiros positivos). A Combinatdria ensinada na escola inclui o jogo
algébrico com o fatorial; problemas de Arranjo, Permutacdo e Combinacdo, Bindmio de Newton e,
eventualmente, o Tridngulo de Pascal. Este trabalho enfoca apenas a parte da Combinatdria que
trata dos problemas de contagem, problemas que tratam da formacéo e contagem de agrupamentos
com p objetos formados a partir de um conjunto com n > p objetos.

Foram encontradas pesquisas orientadas pela Teoria dos Campos Conceituais (TCC), de
Vergnaud. Segundo esta teoria, as situacdes (que também podem ser vistas como problemas) déao
sentido aos conceitos. Foi feita, entdo, uma andlise de esquemas (no sentido de Vergnaud) de
resolucéo de problemas exemplares, buscando os conceitos da Combinatdria e o sentido do conceito
de Combinatoria.

Concluiu-se que a Combinatoria, que € foco deste estudo, consiste nos problemas de
contagem de agrupamentos formados, a partir de um conjunto dado de objetos, seguindo certos
critérios. O conjunto original pode ser denominado conjunto universo mas, num mesmo problema,
pode ser necessario definir diferentes conjuntos universo ou ele pode nao estar explicito. A
contagem é resultado da multiplicacdo do nUmero de decisdes sucessivas, que ocorre na escolha dos
objetos que vdo formar o agrupamento. Se, na formacdo dos agrupamentos, for necessario dividi-los
em conjuntos disjuntos, casos com propriedades diferentes, a adi¢cdo é a operacdo necessaria para
contar estes casos independentes. A subtracdo retira da contagem final o resultado de casos
indesejaveis. A divisao é utilizada, na contagem de agrupamentos, quando o conjunto de todos os

agrupamentos possiveis de formar mostra que ha repeticdo de agrupamentos. Se cada agrupamento
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deste conjunto se repete x vezes, o cardinal do conjunto é dividido por x, para obter a contagem
final.

Os agrupamentos podem ser ordenados ou ndo ordenados. Agrupamentos formados apenas
com mudanca da estrutura do conjunto universo sdo denominados permutacdes. Uma permutacdo é
um agrupamento ordenado. Se o cardinal do conjunto universo é n, a contagem do nimero de
permutacbes dos n objetos é calculada por n! = n (n-1):(n-2)-...-3-2-1. As combina¢des sao
agrupamentos ndo ordenados, com p elementos, selecionados num conjunto de n > p elementos,
formados com a mudanca de composi¢cdo do conjunto original. O problema de selecéo de p entre n
objetos é equivalente ao problema da particdo dos n objetos em um grupo de p objetos, que sdo os
selecionados, e um grupo de n — p objetos, que séo os ndo selecionados. Problemas de combinagéo e
de permutacdo com repeticdo exigem divisao.

Considerando, por outro lado, a Combinatéria da contagem como um Campo Conceitual, é
preciso classificar os problemas e situacdes para identificar e dar significado aos conceitos que se
articulam. Muitos autores fazem a classificacdo pensando nos conceitos de Arranjo, Permutacao e
Combinagdo, mas foram encontrados outros critérios. Com a revisdo bibliografica e com a analise
de problemas exemplares, a pesquisa classifica os problemas de Combinatoria em: problemas que
podem ser resolvidos com contagem direta; problemas classicos de Arranjo, Permutacdo e
Combinacdo; problemas de Produto Cartesiano, problemas de Selecdo, de Distribuicdo e de
Particéo.

Os esquemas encontrados, nessa analise, dao sentido combinatorio aos seguintes conceitos:

1)  Conjunto universo; subconjunto; agrupamento; cardinal; produto cartesiano; n-upla;
cardinal do produto cartesiano de conjuntos; Principio Fundamental da Contagem; multiplicacéo.

2) Contagem; escolha/decisdo; decisbes sucessivas; Principio Fundamental da
Contagem; multiplicacéo;

3)  Casos independentes; conjuntos disjuntos; Principio da Adicao; adicao;

4)  Principio da intersecdo de conjuntos; subtracéo;

5)  Agrupamentos ordenados ou ndo ordenados; agrupamentos com ou sem repeticdo de
objetos; contagem repetida de agrupamentos; diviséo;

6)  Ordem; n-upla; fatorial; permutacéo; permutacdo com repeticao; arranjo.

7)  Agrupamento nao ordenado; combinacéo;

8)  Escolha; combinacdo;

9)  Selecdo; distribuicdo; particéo.

Com base na TCC, fica claro que o ensino da Combinatdria deve ser desenvolvido a partir

de situaces/problemas, com o objetivo de dar significado aos conceitos basicos. Porém, na revisao
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bibliografica feita com objetivo de descrever como se d& o ensino usual da Combinatéria e numa
reflexdo do professor autor deste trabalho, a respeito da propria préatica percebeu-se que ai estd um
ponto critico: os problemas ndo sdo propostos para dar significado aos conceitos aqui identificados.
O ensino usual parte das defini¢des e das formulas de Arranjo, Permutacdo e Combinagéo e propde
problemas previamente classificados e adequados ao formulario. Todos os pesquisadores
consultados mostram que as dificuldades de aprendizagem podem ter origem neste sistema.

Diferentes pesquisas descrevem questdes cognitivas e dificuldades de aprendizagem. Os
alunos fracassam na compreensdo do enunciado, na identificacdo do tipo de objeto/agrupamento
que deve ser contado; na construcdo adequada dos agrupamentos; na organizacdo adequada para
enumerar 0S agrupamentos sistematicamente; na contagem e na identificacdo das operacOes
aritméticas necessarias para contar. Além disso, quando a quantidade de elementos de cada
agrupamento aumenta, crescem as dificuldades, pois a primeira ideia é agrupar, listar 0s
agrupamentos e fazer uma contagem direta, enumerando 0S grupos, 0 que ndo € possivel com
muitos elementos em jogo. Ao listar os agrupamentos, diferentes representacées séo utilizadas, mas
o diagrama de arvore ¢é pouco encontrado. Férmulas sdo dadas, mas muitas vezes inadequadamente
usadas. Pesquisas apontam a dificuldade nos problemas que exigem divisdo e também as melhores
estratégias de resolucédo, quando ndo é possivel a contagem direta: aquelas que reiinem o diagrama
de arvores e as operagoes.

Para identificar e descrever os esquemas dos alunos que participam desta pesquisa (alunos
do 2°ano, nivel médio) foram propostos (antes do inicio das aulas a respeito do assunto) alguns
problemas prévios simples.

Pode-se observar a predominancia da tentativa de listar e contar os agrupamentos, o que
acarreta erros, quando numero de objetos em jogo € maior e quando 0s agrupamentos sdo ndo
ordenados. Os problemas com nimero pequeno de objetos sdo resolvidos com facilidade com o
esquema da listagem. Os alunos demonstraram compreensdo a respeito do que lhes foi pedido,
dando exemplos de agrupamentos e contando-os. Alguns alunos utilizaram a relacdo um-para-
muitos, na multiplicacdo, fixando um objeto e percebendo quais e quantos agrupamentos estdo
vinculados a ele. Nenhum aluno utilizou a operacdo de divisdo, no problema que exigia. As
representacdes utilizadas envolveram predominantemente, listas com simbolos ou nimeros e grafos.
As operacdes numéricas foram pouco utilizadas. Nao ocorreu o uso de formulas e do diagrama de
arvore.

Considerando o objetivo de ampliar estes esquemas, foi preciso explicitar o esquema
desejavel, no presente trabalho: identificacdo dos conjuntos e dos objetos envolvidos no problema;

representacdo utilizando graficos, diagrama de arvore, nimeros e simbolos; aplicacdo das quatro



119

operacOes aritméticas; eventualmente, utilizacdo das férmulas, quando forem significativas para o
aluno.

Vergnaud entende que o jogo pode ser pensado como uma situacdo que gera problemas e
que as situacdes/problemas ddo significado aos conceitos. No estudo das origens histéricas da
Combinatoria, estdo os jogos de azar, entre eles o pdquer, mas, na revisdo bibliogréfica a respeito
das propostas recentes para ensino que utilizam jogos, ndo ha referéncia ao jogo de pbquer.
Problemas a respeito do pdquer estdo presentes em livros didaticos, em listas de problemas.

Considerando os resultados dos estudos, foram formuladas escolhas globais para organizar
a parte préatica da engenharia: optar por desenvolver uma sequéncia didatica que parte da vivéncia
do “jogo de pdquer”; entender o baralho (sem coringas) como um conjunto de 52 objetos, a partir
do qual devemos formar agrupamentos de 5 objetos (“méos”). Os problemas propostos sdo gerados
pelo “jogo de pdquer”; alguns envolvem os conceitos de arranjo, permutagdo € combinagdo; a
maioria pode ser resolvida com as quatro operacdes aritméticas.

A engenharia foi planejada com base em hipdteses que se mostraram validas, no confronto
final:

1. A vivéncia da situacdo “jogo de poquer” permite ao aluno atribuir significado a
Combinatoria, como sendo uma parte da Matematica que trata da selecdo e do agrupamento de
objetos, a partir de um universo dado, e da contagem destes agrupamentos;

2. As atividades envolvendo o jogo de pdquer sdo interessantes para os alunos e a
andlise das regras do jogo constitui desafio;

3. A compreensdo das regras do jogo da significado a contagem de agrupamentos
(contar para dar valor as diferentes “maos”);

4.  Aresolucdo de problemas que levam a compreenséo das regras, ndo € imediata, pois
exige a utilizacdo das operacdes de multiplicacdo e divisdo, para a contagem de agrupamentos de 5
elementos gerados por um conjunto de 52 objetos; os alunos ainda ndo desenvolveram esquemas
para resolver estes problemas.

5. A construcdo de um jogo com regras semelhantes as do pdquer, com baralho menor
(9 cartas), criando um mini pdquer, permite a contagem direta dos agrupamentos, por enumeracao,
favorece o uso do diagrama de arvore e da significados combinatérios as operacbes de
multiplicacéo e divisao.

As hipdteses seguintes nao foram validadas:

6. A partir dos problemas do pdquer, as definicGes e os formularios da Combinatéria

tornam-se significativos:
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Na verdade o professor desenvolveu defini¢des e formularios, durante as atividades, mas
os alunos ndo utilizaram estas informagdes, continuando a resolver problemas com as quatro
operacOes. Apenas utilizaram o fatorial. O que é interessante, pois os problemas de contagem
podem ser resolvidos com as 4 operacGes aritméticas, sem recorrer a formalismos.

7. Asatividades com jogo favorecem a resolucéo de problemas em outros contextos.

Esta hip6tese ndo foi validada pois ndo foram propostos aos alunos outros problemas, fora
do mundo do pbquer. Isto ocorreu porque o pdquer € extremamente rico. Mostramos que um
mesmo problema admite diferentes solucdes e da sentido a diferentes conceitos.

A partir dessas escolhas globais, o plano de ensino foi elaborado com objetivos de
favorecer a evolugdo dos esquemas para resolver problemas de combinatéria, incluindo operagdes e
representacoes.

O plano de ensino se desenvolve em problemas que d&o significado aos conceitos de
Combinatoria: conjunto universo, agrupamento, selecdo, contagem, adicéo, subtracdo, multiplicacéo
e divisdo. Foi necessario incluir o conceito de probabilidade.

A estrategia escolhida, para atender a este objetivo, foi a utilizagdo do jogo de pdquer, com
analise das regras, (re)construcdo do jogo. Para a compreensdo das regras do péquer, é preciso de
raciocinio combinatério. Pode-se pensar no baralho como um conjunto de 52 elementos (52 cartas).
Para compreender as regras do jogo, € preciso construir e contar agrupamentos com 5 elementos (5
cartas) que seguem restricoes. Para saber porque uma “mao” de cinco cartas que inclui uma trinca
“ganha” de uma “mao” que inclui um ou dois pares, € preciso resolver um problema de
Combinatoria.

No inicio da experiéncia, tinha-se por hipdtese, que os alunos ndo teriam esquemas para a
resolucdo desses problemas. Por isso, foi planejada, a construcdo de um jogo com regras
semelhantes as do pdquer, com baralhos menores (9 cartas e 16 cartas). Esta situacdo gera
problemas que podem ser resolvidos com contagem direta e com auxilio do diagrama de arvore,
Uteis para dar significados as operacdes a multiplicacéo e divisao.

A andlise da producdo dos alunos, durante a experimentacao, teve o objetivo de verificar se
houve esta evolucdo desejada. Ela foi percebida, tanto em relacdo aos esquemas encontrados na
resolucdo dos problemas prévios, tanto na comparacdo entre a producao do primeiro e do ultimo
encontro.

Ao final, constatou-se evolucdo nos esquemas, uso da multiplicacdo com significado de
organizacdo grafica adequada. Mas ainda aparecem erros no uso da divisdo. Estes erros foram
analisados e tentou-se dar uma solucdo especifica para os problemas do péquer para a questao:

Porque, quando e como dividir?
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A engenharia, como proposta de ensino, foi bem sucedida e o plano de ensino pode ser

reproduzido, por outros professores, em pequenos grupos. Nao se pode concluir se a experiéncia

teria sucesso em situacdo de sala de aula regular com mais de dez alunos.

Ao final da prética, os alunos apresentaram um poster na Feira de Ciéncias da escola, sobre

seu trabalho (Figura 22).
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7 INTRODUCAO

Planos de ensino, com uma sequéncia didatica desenvolvida em seis encontros, com o
objetivo de favorecer a evolucdo dos esquemas para resolver problemas de Combinatoria,
incluindo operaces e representacdes.



8 AULA 1-JOGO DE POQUER

Tempo: 3 horas.

Objetivos:

e Dar significado aos conceitos de conjunto universo, agrupamento, selegéo e contagem.

Atividades/estratégias:

e Da sensibilizagéo:
o Assistir video que inclui um jogo de péquer: trecho do filme Maverick;
e Da construcdo do conhecimento:
o Jogar péquer: familiarizacdo com as regras e com o0 jogo de poquer;
o Identificar as “maos” do poquer como agrupamentos de 5 objetos, criados a
partir de um conjunto de cartas com 52 objetos, seguindo restri¢des;
o Questionar o valor das “maos” do poquer;
o Interagdo com o professor;

o Relacionar valores das “maos” com contagem de agrupamentos.

Recursos didaticos:

e Video;
e Baralho com 52 cartas (sem coringas);

e Papel impresso com as regras do jogo.

Avaliagdo/recursos/critérios:

e Mediante observacao;

o Critérios: participacao nas atividades.

Expectativas:

8. O professor evitara o termo Analise Combinatoria, utilizando os termos selecéo,
formacéo e contagem de agrupamentos;

9. Alguns alunos usardo o termo Analise Combinatéria quando o professor fizer a
introducdo ao plano de aula;

10. Alguns alunos conhecem o pdquer;

11. Os alunos por serem voluntarios, tém interesse no poquer;



12. O interesse pelo jogo mantera o interesse nas atividades de classe;

13. Quando questionados a respeito do valor atribuido as “maos” de poquer, os alunos
justificardo com expressdes: “esta mio ¢ mais dificil de obter ou mais facil de obter,
do que a outra”;

14. O professor traduzird a expressdo, relacionando “mao” com “agrupamento” e
“facilidade/dificuldade de obter” com “maior ou menor nimero de agrupamentos”, o

que implica a “contagem” dos agrupamentos.



9 AULA 2: CONSTRUCAO DO MINI POQUER COM BARALHO DE 9
CARTAS

Tempo: 2 horas.

Objetivos:

e ldentificar agrupamentos de r objetos, criados a partir de um conjunto com n objetos,
sendo r <n;

o Criar regras para a constru¢ao de agrupamentos, contar e comparar o nimero de
agrupamentos obtidos com exigéncias diferentes;

e Reconhecer e utilizar o diagrama de arvore como uma forma de organizar 0s grupos
para a contagem e para dar significado para a multiplicacéo;

e Utilizar multiplicacéo e divisdo para a contagem;

e Dar significado a multiplicacdo, associando-a as situagdes de “um-para-muitos”.

Atividades/estratégias:

e Da construcdo do conhecimento:

o Construcdo de um mini péquer: jogo com baralho de nove cartas, com “maos”
de trés cartas, que ndo € unico;
o Criacdo das regras, selecionando agrupamentos e contando-os.

Recursos didaticos:

e Baralho com nove cartas (VALETE, DAMA e REI em trés naipes diferentes).

Avaliacao/recursos/critérios:

e Mediante observacao;
o Critérios: participacao nas atividades;
e Mediante resultados;

o Critérios: corre¢do na criacao das regras do mini péquer.

Expectativas:

15. O professor utilizard durante a aula os termos conjunto universo, agrupamento e

contagem ao referir-se ao baralho, as méos e as regras para dar valor;



16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

5

Os alunos criardo o mini poquer inspirados nas regras do péquer, nomeando as maos
como: um sO par, uma trinca, sequéncia de naipes iguais; sequéncia com naipes ndo
todos iguais;

Os alunos terdo clareza da necessidade de contar as méos para criar as regras do jogo;
Esta contagem serd facil no caso da sequéncia de um s6 naipe e da trinca, pois a
construcdo dos agrupamentos € imediata e a contagem sera feita enumerando-os;

Os alunos terdo duvidas e terdo que tomar decisdes sobre as regras do mini pdquer, no
caso, trinca e sequéncia de um sé naipe, pois em ambos 0s casos, contam-se 3 maos;
Os alunos terdo dificuldade na contagem das sequéncias com naipes nao todos iguais e
na mao contendo um par (54), pois 0 nimero a ser encontrado € bem maior (24), o que
inviabiliza a enumeracéo;

O professor vai intervir nestes casos de dificuldades, incentivando o uso do diagrama
de arvore, da separacdo dos problemas em casos, dos principios aditivo e
multiplicativo;

Nesta aula, os problemas de contagem ndo exigem o uso da divis&o.



10 AULA 3: COMBINACOES POSSIVEIS DE SE OBTER COM DIFERENTES
BARALHOS

Tempo: 3 horas.

Objetivos:
e Perceber a necessidade de dividir;
e Dar significado combinatério a divisao;

e Definir permutacéo, arranjo e combinagédo simples sem repeticéo.

Atividades/estratégias:

e Relembrar 0 que ocorreu na aula passada;
e Propor problemas gerados pelo poquer, que exijam divisao.
e Aula expositiva e utilizagdo do Método das Gavetas;

e Aula expositiva interativa.

Recursos didaticos:

e Problemas A e B;

e Material concreto Gaveta;

e Folha (Material 1).
Avaliagdo/recursos/critérios:

e Observacdo da participacédo dos alunos;

e Coleta da producéo dos alunos.

Expectativas:

23. Problema A: E possivel contar todas as “mdos” com 3 cartas possiveis de formar
com o baralho de 9 cartas, usando o diagrama de arvore e a multiplicacdo? A
resposta é conhecida, pois foi calculada na aula anterior, 84 e o problema foi revisto
no Material 1. Ao tentar resolver o problema, os alunos fardo o diagrama de arvore
para UMA carta fixa e chegardo ao produto: 9x8x7 = 504. Mas ndo conseguirdo
explicar como chegar ao nimero ja conhecido de 84; os alunos ndo perceberdo a

necessidade de dividir;
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24. O professor aproveitara este momento, em que a multiplicacdo ndo é suficiente para
obter a resposta correta, para explicar a divisao;

25. Professor aproveita as contribuigdes dos alunos e apresenta a solugédo do grupo, no
quadro.

26. Problema B: Com um baralho de 52 cartas, quantas méo de 5 cartas quaisquer,
pode-se formar? Alunos achardo dificil resolver desenhando uma &rvore. Professor
propde imaginar a arvore, iniciando com qualquer uma das 52 cartas. Com a interacéo
com o professor, e comparando com a solu¢do do Problema A, os alunos chegardo a
resposta utilizando multiplicacéo e divisdo.

27. Revendo cada etapa da resolucdo do problema B, o professor podera definir com
naturalidade Arranjo, Permutacdo e Combinacéo, sem utilizar as definicbes formais
dos livros didaticos.

28. Os alunos, ao interagir, fardo perguntas e mostrardo compreensao.

10.1 Material 1 para os alunos

DEFINICOES DE ARRANJOS SEM REPETIGAO,
PERMUTAGOES, COMBINAGOES SEM REPETICAO

ARRANJO

Com a nocdo de arvore, calculamos todas as maos de 5 cartas, considerando que a ORDEM
das cartas influi na contagem.

Isto é: contamos agrupamentos ORDENADOS.

Iniciando com qualquer uma das 52 cartas, existem:

51 cartas para a segunda posicao;

50 para a terceira posicao;

49 para a terceira;

48 para a Ultima.

Seguindo a ideia da arvore, cada carta inicial, gera 51x50x49x48 galhos.
Mas temos 52 cartas.

Logo teremos: 52x51x50x49x48 maos com 5 cartas.

UM ARRANJO E UM AGRUPAMENTO ORDENADO. DOIS ARRANJOS DIFEREM
ENTRE SI NAO SO POR SEREM GRUPOS COM OBJETOS DIFERENTES MAS
TAMBEM QUANDO A ORDEM ENTRE OS OBJETOS MUDA.

NO CASO DAS CARTAS, TEMOS ARRANJOS SEM REPETICAO DE OBJETOS.

A 5 5=52.51.50.49.48

De um modo geral:

Dado um conjunto universo de n objetos; o nimero de Arranjos SEM REPETICAO,
com p <n objetos é:

A np=n(n-1)(n-2)... (n-p+1)
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Esta formula pode ser escrita de outra maneira, apenas para deixa-la mais sintética:
A np=n!/(n-p)!

PERMUTACAO

Mas estas mdos ndo sao todas diferentes, pois nesta contagem méaos que sé diferem pela ordem
séo contadas.

Mas estas mdos ndo sao todas diferentes, pois nesta contagem méaos que sé diferem pela ordem
séo contadas.

Por exemplo:

O grupo com 5 cartas

Valete copas/ dama copas/ rei copas/ 7 ouros/2 copas

estd sendo contado em todas as suas permutagdes.

Queremos calcular quantas permutacGes existem, coloca-las em gavetas e ao final calcular a
quantidade de gavetas.

PRECISAMOS CONTAR AS PERMUTACOES DE GRUPOS COM 5 ELEMENTOS.
Por exemplo:

O grupo com 5 cartas

Valete copas/ dama copas/ rei copas/ 7 ouros/2 copas

estd sendo contado em todas as suas permutacoes.

Calculamos todas as PERMUTACOES do grupo de 5:

Ps = 5! = 5x4x3x2x1 = 120

De um modo geral.

UMA PERMUTACAO DE UM GRUPO COM m OBJETOS E OBTIDA COM A TROCA
DE POSICAO DOS OBJETOS.

O namero de permutacgdes possiveis de obter com um mesmo grupo de p elementos é:

Pp=p!

Pode-se dizer que uma permutacdo ¢ um arranjo formado por todos os objetos do
conjunto universo.

SOLICITAR AOS ALUNOS QUE VERIFIQUEM a igualdade entre
Anp=n!/(n-p)leP,=nlquandon=p

COMBINACAO

Queremos calcular as médos que sao diferentes. ndo sdo todas diferentes, pois nesta contagem
méos que soO diferem pela ordem séo contadas.

Isto foi feito, Dividindo o niumero total de arranjos pelo nimero de permutacfes que podem
ser feitas em cada arranjo:

(52.51.50.49.48)/5! = 2.598.960

UMA COMBINACAO E UM AGRUPAMENTO QUE NAO SE MODIFICA COM A
MUDANCA DA ORDEM ENTRE OS OBJETOS. O QUE IMPORTA SAO OS
OBJETOS PRESENTES NO GRUPO E NAO SUA POSICAO, QUE E O CASO DE
UMA MAO DE CARTAS.

Acabamos de calcular o nimero de combinag6es com 5 cartas possiveis de se formar com
52 cartas.

ESCREVE-SE

C 52,5 = A52,5/P5 =52.51.50.49.48 / 5!

De um modo geral, a contagem das combinacdes de p elementos, retirados de um




conjunto de n elemento

C np = Anp/Pp=n.(n-1).(n-2)....(n-p+1) / p!

Esta formula pode ser escrita de outra maneira, apenas para deixa-la mais sintética:
Cnp=nl/(n-p)p!
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11 AULA 4: RESOLVER OS PROBLEMAS QUE JUSTIFICAM AS REGRAS DO
POQUER PARA O CASO COM BARALHO DE 52 CARTAS E PARA UM
MINI POQUER COM BARALHO DE 16 CARTAS

Tempo: 3 horas.

Objetivos:

e Resolver problemas combinatérios gerados pelo poquer;
o Utilizar as operagdes aritméticas na resolucgéo;

e Nao utilizar férmulas.

Atividades/estratégias:

e Resolucdo de uma colecéo de problemas gerados pelo poquer;

e Construcdo de um mini poquer com baralho de 16 cartas e méos de 4 cartas.
Recursos didaticos:

e Problemas (Material 1);

e Apresentacdo dos alunos do problema proposto como desafio, na Aula 2.
Avaliagdo/recursos/critérios:

e As respostas dos alunos serdo analisadas com relagdo as respostas dadas na primeira
aula e nos problemas prévios;

o O critério é identificar a se houve evolucdo nos esquemas.
Expectativas:
e Espera-se que os alunos mostrem evolucdo nos esquemas (conduta) para resolver
problemas, com relacdo a esquemas utilizados em problemas prévios.

Proposta:

1. Lista com os problemas do pbéquer;
2. Como pode ser construido um mini péquer com baralho de 16 cartas e méos de 4

cartas. Quais sdo as regras? Justifique as valoracdes de cada mao obtida.
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12 AULA 5: RESOLVER PROBLEMAS COM O CASO DO BARALHO DE 32
CARTAS

Tempo: 3 horas.

Objetivos:

e Resolver problemas combinatérios gerados pelo péquer de 32 cartas;
e Utilizar as operaces aritméticas na resolucéo;

e Nao utilizar formulas.

Atividades/estratégias:

e Individual: resolucdo de uma colecéo de problemas gerados pelo péquer de 32 cartas.

Recursos didaticos:

e Problemas (Material 1).

Avaliagdo/recursos/critérios:

e As respostas dos alunos serdo analisadas e 0s erros serdo ponto de partida do encontro
seguinte;

o O critério €é identificar a se houve evolugcdo nos esquemas.

Expectativas:

29. Espera-se que os alunos mostrem evolucdo nos esquemas (conduta) para resolver
problemas, com relagédo a esquemas utilizados em problemas prévios;
30. Espera-se encontrar, nas resolucdes, esquemas individuais com erros que nao haviam

aparecido nas reunides de grupo.

Lista de problemas:

1. De um baralho de pdqguer, com 32 cartas, (as figuras sdo: 7, 8, 9, 10, VALETE, DAMA,
REl e As; cada uma aparece em 4 naipes: COPAS, OUROS, PAUS e ESPADAS), sacam-se
simultaneamente 5 cartas. Quantas sdo as extracdes possiveis?

2. Quantas sdo as extracBes nas quais se forma:

a) um par (sdo 2 cartas com a mesma figura, e trés cartas com figuras diferentes)?
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. MENINIBIE
orexemplo: | || 1[4/l all ol

b) uma trinca (s&o 3 cartas com a mesma figura e 2 com figuras diferentes)?

- o 2][10
or exemplo: ol el

c) dois pares (um par com uma figura; outro par com outra figura; e a Ultima carta

com uma figura diferente)?

o o 5][5][2
or exemplo: ollallal
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13 AULA 6: ANALISE DOS ERROS QUE OCORRERAM NA RESOLUCAO
INDIVIDUAL DE PROBLEMAS

Tempo: 3 horas.

Objetivos:
e Analisar esquemas erroneos, que surgiram na resolucdo individual de problemas;
e Utilizar as operacfes aritméticas na resolucéo;
e Nao utilizar férmulas.

Atividades/estratégias:

e Exposicdo e justificativas dos alunos; discussao dos erros.

Recursos didaticos:
e Solugdes dos alunos para os problemas com baralho de 32 cartas;
e Exposicdo e discussdo oral.

Avaliagdo/recursos/critérios:

e A avaliacdo sera feita com lista de problemas para resolucéo individual;

e O objetivo sera analisar os esquemas.

Expectativas:

31. Espera-se que os alunos mostrem evolucdo nos esquemas (conduta) para resolver

problemas.
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