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RESUMO

Neste trabalho, modelos que descrevem o transporte de sedimentos finos de-
vido as ondas aquéticas de superficie foram estudados. Solugoes numéricas da
equacao de transporte bidimensional que descreve a evolugao da concentracao de
sedimentos suspensos em um fundo erodivel foram obtidas, para alguns casos par-
ticulares. Quando as ondas aquaticas propagam sobre uma camada de lama fluida
viscoelastica, a equagao do transporte é modificada. Este modelo foi investigado e
resultados numéricos foram apresentados. Uma nova equagao de transporte de se-
dimentos foi deduzida supondo-se que os parametros viscoelasticos dependem forte-
mente da frequéncia da onda aquatica. Usando estas hipdteses, uma expressao

acurada de ordem superior para a dissipacao de energia de ondas foi obtida.
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ABSTRACT

In this work, models that describe the transport of fine sediments by aquatic
surface waves have been studied. Numerical solutions of the bidimensional transport
equation that describes the evolution of the concentration of suspended sediments
in an erodible bed have been obtained for some particular cases. When the aquatic
waves propagate over a viscoelastic mud layer, the transport equation is modified.
This model was investigated and numerical results were presented. A newequation
for transport of sediments was deduced assuming that the viscoelastic parameters
depends strongly on the frequency of the aquatic wave. Using these hypotheses,
an accurate expression of higher order for the wave energy dissipation has been

obtained.



1 INTRODUCAO

O movimento dos sedimentos no fundo de um meio aquatico, causado pelo
fluido, tem sido considerado um importante problema a ser estudado, para a en-
genharia costeira e para a geologia [Mei et al., 1997]. Em regides costeiras, por
exemplo, o transporte de particulas suspensas pelas ondas é mais efetivo perto do

fundo onde ha as oscilagoes na camada limite [Mei and Chian, 1994].

A dispersao de sedimentos pesados em uma camada limite da onda sobre um
fundo néo erosivo foi examinada em [Mei and Chian, 1994]. Uma equagao de con-
veccao-difusao foi derivada usando a teoria do método de muiltiplas escalas. Esse
método foi estudado em [Bensoussan et al., 1978] e foi utilizado em [Mauri, 1991],

[Mei, 1992] e [Rubinstein and Mauri, 1986] em problemas de meios porosos.

O artigo [Mei et al., 1997] apresentou uma teoria analitica para ondas harmonicas
simples sobre um fundo plano, a fim de examinar como ondas transportam sedimen-
tos finos sozinhas, sem o efeito do vento, pela conveccao e difusao, depois de ressus-
pendé-los do fundo. A equacao do transporte obtida é uma extensao da equacao
deduzida em [Mei and Chian, 1994], onde se ignorou o efeito da ressuspensao. Para

obter essa equacao o método de miltiplas escalas novamente foi empregado.

De acordo com [Sanford and Maa, 2001], a erosao de sedimentos do fundo é um
dos fatores de controle do transporte de sedimentos finos mais importantes em corpos
de agua naturais. Além disso, a erosao tem sido o aspecto mais estudado sobre o
transporte de sedimentos finos. Porém, hd varios modelos diferentes de transporte
de sedimentos finos que sdo empregados. [Sanford and Maa, 2001] desenvolveu uma
extensao simples da formulacao linear da erosao para profundidades limitadas e nao

limitadas.



Ja o artigo [Mei et al., 1998] apresentou uma teoria sobre o transporte e
ressuspensao de particulas finas na presenca de uma camada limite da onda de
maré, onde o fluxo da corrente ambiente é nao uniforme devido a uma peninsula
ao longo da costa. Observou-se que a nao uniformidade no fluido horizontal tem
efeitos na variacao espacial do tensor dispersao assim como na velocidade da con-
vecgao horizontal. A taxa de erosao e a concentracao foram calculadas para alguns

exemplos.

Se uma camada de dgua estd sobre uma camada de lama fluida, seu movimento
oscilatério pode ser alterado. Desse modo, o transporte de particulas suspensas na
camada limite que fica sobre a interface entre as duas camadas também pode ser

modificado.

Os sedimentos coesivos sao formados por particulas muito finas, tipicamente
menores que O(10) um [Ng and Zhang, 2007]. Por [Mei et al., 2010], lama fluida é
uma mistura de dgua e particulas de argila altamente coesivas, frequentemente trans-
portadas de dentro dos rios em estudrios e entdo depositadas ao longo da costa. Seu
movimento altera o fundo do mar, muda o clima das ondas e altera o desenho das
costas [Mei et al., 2010]. Ao analisarmos o mapa abaixo, na figura 1.1, podemos ob-
servar que a lama fluida esta presente em diversas partes do mundo. De acordo com
[Bass, 2013], ainda nao se conhece muito a respeito das propriedades da dindmica

desses sedimentos.

O problema da interacao da agua com lama fluida tem sido tratado como
um sistema de duas camadas, sendo a camada de lama um fluido de diferentes

propriedades.

Ha& varios modelos na literatura para descrever a reacao de um fundo nao rigido
com um onda progressiva. Em [De Wit, 1995], os modelos foram divididos em 5

grupos:



Figura 1.1: Regioes (pontos verdes) onde o solo é formado por lama fluida
[Bass, 2013].

1. fundo elastico ideal;
2. modelos poro-elasticos;
3. modelos viscosos;
4. modelos viscoplasticos;
5. modelos viscoelasticos.
De acordo com [Kranenburg, 2008|, os dois primeiros modelos acima podem
ser usados para calcular a pressao maxima induzida pela tensao de cisalhamento no

fundo. Porém, a aplicacao do modelo 1 é limitada a fundos coesivos consolidados e

nao fluidos e a do modelo 2 a camadas de lama fluida nio consolidadas.

Os modelos 3, 4 e 5 surgiram devido as propriedades viscosas, viscoplasticas
e viscoelasticas da lama fluida. Porém, baseado em alguns resultados observados
na natureza, [De Wit, 1995] afirma que o modelo viscopldstico ndo ¢é adequado

para modelar fundos de lama fluida. Ja o modelo viscoso foi adotado em diversos



trabalhos, alguns dos quais iremos descrever nesse capitulo. Embora nesse caso nem
todas as propriedades reolégicas da lama fluida estejam representadas, é possivel
estimar o amortecimento da onda e a velocidade da onda induzida em um sistema
de duas camadas (dgua - lama fluida). O amortecimento da onda, dado pela parte

imagindria do nimero de onda, ocorre devido a dissipacao da viscosidade.

De acordo com [De Wit, 1995, o modelo mais adequado para representar
as propriedades reoldgicas da lama fluida é o modelo viscoelastico. Porém, sua

aplicagao é mais complexa devido a dependéncia nao linear entre alguns parametros.

Nas proximas segoes, faremos um breve resumo de alguns dos principais resul-
tados obtidos usando os modelos viscosos e viscoelasticos de duas camadas (camada

superior formada por dgua e a inferior de lama fluida, como na figura 1.2).

| .
=0
L) —
Agua I
[N |
I b= 2 =-h
- d
lama fluida
ama fluida s —h-d

Figura 1.2: Desenho esquematico - camada de dgua sobre camada de lama.

Denotaremos nesse capitulo k£, a e ¥ como o niimero de onda, a amplitude da
onda na camada de dgua e a viscosidade, respectivamente. Além disso, adotaremos

as coordenadas retangulares x’ e 2/, como na figura acima.



1.1 Modelos viscosos

[Gade, 1958] foi o primeiro a usar o modelo de um fluido viscoso, também
chamado de Newtoniano, para estudar o efeito de um fundo nao rigido e impermeavel
sobre a superficie das ondas. Nesse modelo matematico, a camada superior é
inviscida, a aceleracao vertical em ambas as camadas foi negligenciada e aproxi-
magao de aguas rasas foi adotada. A partir dessas hipoteses, Gade deduziu uma
relacao de dispersao que fornece uma expressao explicita para o nimero de onda
k. Porém, devido a aproximacao de dguas rasas, o modelo de Gade se restringe aos
casos em que, para uma certa profundidade efetiva H', a desigualdade H'/L < 20 é

valida, onde L é o comprimento da onda.

O trabalho de [De Wit, 1995] modificou o modelo de Gade para a situagao de
uma camada de agua inviscida nao-hidrostatica sobre uma camada de lama fluida
viscosa que é fina, comparada ao comprimento de onda. A aceleracao vertical na
camada inferior foi novamente negligenciada, porém na camada superior ela foi

considerada. Nesse trabalho foi apresentada uma nova relagao de dispersao.

Em [Dalrymple and Liu, 1978] foram desenvolvidos trés modelos de duas ca-
madas (A, B e C). A camada de lama fluida foi considerada viscosa em ambas as

diregoes x e z. Foram obtidos resultados numéricos para esses trés modelos.

As velocidades horizontais e verticais de ambas as camadas foram supostas
como, respectivamente,

iy, 1) = ug(2)eih

(2, 2;) = v;(2)e’ke=ob,

Foi observado que os termos viscosos sao negligenciaveis fora da camada limite.
Assim, no modelo A, as solucgoes foram escolhidas contendo termos viscosos somente

proximo as fronteiras. No modelo B a camada inferior é fina, da mesma ordem de



magnitude da camada limite. Nesse caso, os termos viscosos aparecem em toda
a camada. Em ambos os casos as velocidades na dgua e na lama fluida foram
encontradas. A partir desses resultados e usando a equacao da continuidade, foi
obtido o gréafico da parte imaginaria do nimero de onda k em funcao da profundidade

d adimensional.

Finalmente, no modelo C, o parametro

o v\ 1/2
-2
g \o

onde g ¢é a aceleracdo da gravidade e v; é a viscosidade (i = 1 e i = 2 referentes a

agua e lama fluida, respectivamente), foi considerado pequeno. Observemos que

2 (2)"]

isto é, o parametro ¢; é adimensional. Portanto, ao definir o parametro ¢; pequeno,
o autor estd comparando as forcas viscosas com as forcas gravitacionais. Com essa
hipétese, o fluido é essencialmente irrotacional, exceto perto da camada limite vis-
cosa onde a espessura é da ordem de (v;/c)/2. A partir dessa hipétese, a parte real

e imaginaria do numero de onda foi encontrada.

O trabalho [Ng, 2000] apresentou uma teoria assintética para ondas de dgua
propagando sobre a superficie de uma camada de dgua sobre uma camada de lama
fluida viscosa e homogeénea. A hipdtese basica desse trabalho é que a espessura da
camada de lama fuluida e a espessura da camada limite na interface sao da mesma
ordem de magnitude da amplitude da onda sobre a camada de adgua. Essa hipotese
gerou um parametro € = ka << 1. Esse parametro foi utilizado para ordenar
que termos deveriam ser levados em conta nas equagoes que descrevem o problema.
Alguns dos resultados obtidos foram as solucoes analiticas das coordenadas das
velocidades da agua e da lama fluida e uma relagao de dispersao. Além disso, eles
observaram, através de resultados numéricos, que o amortecimento da onda aumenta

com a viscosidade do fluido.



Um procedimento baseado em [Gade, 1958] foi adotado no trabalho desen-
volvido em [Winterwerp et al., 2007] para o modelo de ondas SWAN no sistema
costeiro da Guiana. SWAN [SWAN Team, 2007] é um modelo desenvolvido na Uni-
versidade de Tecnologia de Delft. A equacao desse modelo representa os efeitos
da propagacao espacial, refracao, formacao, dissipagao e interacao nao linear entre

ondas.

Um dos objetivos do trabalho desenvolvido em [Kranenburg, 2008] era desen-
volver uma extensao do estudo realizado em [Winterwerp et al., 2007] de modo a
encontrar um modelo que calculasse a dissipagao de energia pela camada de lama
fluida que fosse possivel ser adotado em aguas profundas. Para isso, era necessario
adotar um modelo que caracterizasse um sistema de duas camadas (dgua-lama flu-
ida). Kranenburg observou que ele nao poderia adotar o modelo de [Ng, 2000],
visto que ele somente é aplicavel para aguas rasas. Além disso, Kranenburg avaliou
que alguns detalhes na derivacao da relagao obtida em [De Wit, 1995] nao foram
apresentados. Por isso, em [Kranenburg, 2008|, uma nova equagao de dispersao foi
obtida baseada na esquematizacao de [De Wit, 1995]. A camada superior foi con-
siderada viscosa e nao foram exigidas condicoes sobre a espessura. Ja a camada
inferior foi considerada viscosa e com a espessura comparavel ao comprimento de

onda.

Apos ter deduzido a equacao de dispersao e ter encontrado valores para o
nimero de onda k como funcao da espessura da camada de lama fluida normalizada,
[Kranenburg, 2008] comparou seus resultados com os obtidos por [Gade, 1958] e
[Dalrymple and Liu, 1978]. Foi observado que, no caso de dguas rasas, o modelo de
[Kranenburg, 2008] coincide com os resultados obtidos em [Gade, 1958]. No caso da

espessura da camada de lama fluida normalizada ser grande, os resultados coincidem

com [Dalrymple and Liu, 1978] (modelo A).



A seguir, [Kranenburg, 2008] derivou um termo de dissipacao de energia e o
implementou no modelo SWAN. O termo de dissipagao de energia foi adicionado ao

termo fonte da equacao do modelo SWAN.

1.2 Modelos viscoelasticos

Uma analise perturbativa baseada nas equagoes do movimento na forma La-
grangiana foi feita em [Zhang and Ng, 2006b] para o movimento de uma onda sobre
uma camada de lama fluida viscoelastica. Esse material foi descrito como um corpo
de Voight. O artigo [Maa and Mehta, 1988] mostrou que esse modelo é uma boa

escolha para representar um fluido viscoelastico.

De acordo com [Maa and Mehta, 1988], o corpo de Voight é baseado na analo-
gia com um sistema constituido de uma mola e um amortecedor. Ou seja, é conside-
rado que o fluido tem um aspecto elastico, como de uma mola, e um amortecimento
de movimentos e oscilagoes. Isso significa que, ao modelarmos a lama fluida vis-
coelastica como um corpo de Voight, estamos supondo que o fluido sofre oscilagoes

que tendem a diminuir com o passar do tempo.

Ao usar o modelo do corpo de Voight para descrever a lama fluida viscoeléstica,

a relagdo da tensao obtida em [Zhang and Ng, 2006b] é dada por

T =Gv+ pp, (1.1)

onde T € a tensao, v é a tensao de deformacao, ¥ é a variacao da tensao, G' é o médulo
da tensao, p é a densidade e p é a viscosidade cinemética. Uma andlise perturbativa
de segunda ordem para o movimento induzido pela forca da onda propagada em
uma fina camada viscoelastica foi realizada. Em O(e), as velocidades horizontais e
verticais e a pressao foram definidas sendo harmonicas no espago e no tempo como

em [Dalrymple and Liu, 1978], ou seja,

(1)1, 217p1) e Re[(i‘7 27ﬁ)ei(kx—at)]’



onde Re denota a parte real e Z, Z e p dependem apenas da coordenada vertical (.

Em O(e?), as médias no tempo das velocidades foram deduzidas.

Ja no trabalho de [Zhang and Ng, 2006a], foi considerado um sistema de duas
camadas, sendo a camada inferior de lama fluida viscoeldstica. O objetivo desse
trabalho foi analisar os efeitos das propriedades reolégicas do leito de lama fluida
viscoelastica nas superficies das ondas. Esse artigo é uma extensao do trabalho de
[Ng, 2000], mudando somente as caracteristicas da segunda camada. Para descrever
o fluido viscoeléstico foi adotado novamente o modelo do corpo de Voight. Assim
como no trabalho de [Ng, 2000], foi feita uma expansao em séries de € = ka, onde a
é a amplitude da onda, das coordenadas da velocidade da agua, da lama fluida e da
pressdao. Em [Zhang and Ng, 2006a] as velocidade e a pressao de O(e) foram calcu-
ladas. Ainda, analisou-se o grafico do fator do aumento do amortecimento da onda,
dado pelo quociente entre o amortecimento da onda na interface e o amortecimento
da onda sobre a dgua, em funcao da espessura normalizada da camada de lama flu-
ida. Eles observaram que a relagao entre o amortecimento da onda e a viscosidade do
fluido nem sempre ocorre, como visto em [Ng, 2000], para fluidos viscosos. Porém,
eles constataram que conforme a lama fluida se torna mais elastica do que viscosa, o
pico do fator do amortecimento da onda aumenta drasticamente. Um segundo pico

também foi observado quando a espessura da camada de lama fluida é grande.

Os resultados obtidos em [Zhang and Ng, 2006a] foram estendidos de forma a
obter solugoes de segunda ordem em [Ng and Zhang, 2007]. A velocidade do trans-
porte de massa, que é a componente constante da velocidade Lagrangiana de segunda

ordem, foi obtida.

Em [Ng and Wu, 2008], foi feito um estudo analitico para mostrar os efeitos
do fundo de lama fluida viscoelastica na onda induzida pela conveccao e dispersao
de sedimentos suspensos sobre a camada limite acima do fundo viscoelastico. Esse
trabalho foi uma extensao de [Mei and Chian, 1994], onde foi estudada a dispersao

de sedimentos suspensos no fundo. Porém, nesse caso, foi considerado um sistema de
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uma camada de agua inviscida e irrotacional e o fundo foi tomado como horizontal

e nao erodivel.

Observemos que em todos os trabalhos descritos acima, a camada viscoelastica
foi descrita como um corpo de Voight. Porém, de acordo com [Krotov, 2008], ex-
perimentos sugerem que os coeficientes G e ji dependem fortemente da frequéncia.
Por isso, ele propos um modelo viscoeldstico generalizado. Esse modelo relaciona as
componentes de tensao pela equacao diferencial

N N-1
(1 + Zan@)n) 7 = (Z z;n(at)n) 7 (1.2)
n=1 n=0

onde 7% é o tensor de tensdo e ¥ é o tensor tensionado, com o simbolo (J) de-

notando a derivada parcial em relacao ao tempo ¢t e com os coeficientes a, e b,

dependendo da frequéncia.

Em [Mei et al., 2010] e [Krotov, 2008] as ondas foram assumidas como quase
senoidais. A partir desse modelo, expandindo também as varidaveis em séries de
€ = ka e usando a andlise de multipla escala, foram obtidas solugoes de O(1) e O(e).

Além disso, eles deduziram o deslocamento do nimero de onda, isto é, uma corregao

de O(e).

1.3 Estrutura do trabalho

Analisando os trabalhos descritos acima sobre o problema de interacao da dgua
com a lama fluida observamos que nao foram obtidos resultados sobre o transporte
e a concentracao de particulas suspensas. A descricao desse fenomeno é o principal
objetivo desse trabalho. A fim de obtermos esses resultados, seguiremos os passos

descritos a seguir.

No capitulo 2, estudamos o transporte de sedimentos devido a ondas de su-

perficie na presenca de um fundo rigido usando [Mei et al., 1997], [Mei et al., 1998]
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e [Mei et al., 2005b]. O caso de um lago retangular ji havia sido estudado por
[Mei et al., 1997], caso esse que reproduzimos nesse trabalho. Para complementar
esses resultados, deduzimos as equagoes governantes para a ressuspensao e o trans-
porte de sedimento em um lago circular e obtivemos a taxa de erosao e os coeficientes

de dispersao.

No capitulo 3 apresentamos, com mais detalhamento, o trabalho desenvolvido
em [Ng and Wu, 2008], onde a equagao do transporte para a concentracao de sed-
imentos no fundo de um fluido sobre uma camada de lama fluida foi deduzida. A

seguir, mostramos alguns novos resultados numéricos que obtivemos dessa equagao.

Descrevemos o modelo viscoeldstico generalizado definido em [Mei et al., 2010]
com maiores detalhes, no capitulo 5. Além disso, deduzimos uma nova equacao do
transporte de particulas suspensas no fundo a partir desse modelo. Essa equacao
é semelhante a equagao deduzida em [Ng and Wu, 2008], porém é baseada em u

modelo mais realistico.

Por fim, no capitulo 6, usamos o modelo viscoelastico descrito como um corpo
de Voight para deduzir um novo termo de dissipacao de energia, baseado no trabalho
de [Kranenburg, 2008]. Comparamos esse novo termo com o que foi encontrado em
[Kranenburg, 2008] para um fluido viscoso a fim de verificarmos que ambos sdo da

mesma ordem de grandeza.

E importante observarmos que nos capitulos que seguem iremos denotar as
funcoes definidas na camada de dgua como f,, e na lama fluida como f,,, a fim de

compararmos com a notagao existente na literatura.
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2 RESSUSPENSAO E TRANSPORTE DE
SEDIMENTOS FINOS DEVIDO AS ONDAS
DE SUPERFICIE

De acordo com [Mei et al., 2005b], ondas podem induzir, além de flutuagdes,
correntes que nao mudam a dire¢ao ao longo do tempo. Embora muitas vezes essas
correntes sejam fracas, com o tempo elas podem transportar sedimentos. Portanto,
para compreendermos as mudangas no fundo no mar, é necessario entendermos as

correntes geradas pelas ondas.

Existem dois tipos de correntes que sao geradas pelas flutuagoes das ondas.
O primeiro sao as correntes litoraneas e suas variacoes préoximas da zona de ar-
rebentacao. O segundo é o transporte de massa que ocorre dentro da camada limite
proximo do fundo do mar, onde o campo de ondas acima é essencialmente inviscido
e irrotacional. Nesse capitulo iremos examinar o segundo tipo de corrente, fora da

zona costeira.

Nos iremos primeiramente calcular a velocidade do fluido utilizando o método
de perturbacao. A partir desse resultado, através do mesmo método, obteremos
uma equacao para a concentracao de sedimentos de primeira ordem no fundo. A

seguir, estudaremos alguns casos particulares.

2.1 Teoria geral do transporte de massa préximo do fundo

aquatico

Tomaremos um sistema de coordenadas local (z,y, z), com x, ¥ no plano da
camada limite e z apontando normalmente para dentro da regiao inviscida, como

na figura 2.1. Consideramos que o fundo estd em z = 0. Nosso objetivo é fazer uma
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aproximacao das equacgoes de Navier-Stokes a fim de simplicarmos o nosso problema

e de obtermos a velocidade do fluido.
Vi

Uy
Oow I/—ﬁ-

BOTTOM

Figura 2.1: Desenho esquemadtico do problema [Mei et al., 2005b]

Denotaremos a velocidade por (u,v,w). Se supusermos pequenas inclinagoes
no fundo, a dire¢ao de z é aproximadamente vertical. Pela equacao da continuidade
(E.1) a componente da velocidade normal w é pequena. Logo, w/u ~ O(kd) e
w/v ~ O(kd), onde k é o niimero de onda e § é a espessura da camada limite. Seja
A a amplitude orbital tipica préxima & camada limite. Supondo u = Ae'kx=ot)
onde x = (z,y), temos

82

02 02
”8?;“ = L ok ”‘gv - e, 2
pois por (E.39), 6 ~ (%”)1/2. Logo,
02 4 02 [u
- Qxﬁ%iy}) b = O(k&?) (2.2)
Ainda, ) '
5 - ZZZ - idfu ~ tar]ffkh v Kh, (2:3)

ot
por (E.70), onde h é a profundidade.
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Figura 2.2: Movimento orbital das particulas das ondas sob uma onda harmoénica
que se move da esquerda para a direita em 4guas profundas
[Holthuijsen, 2007].

Supondo kh > 1 (dguas profundas), pela tabela (E.1), temos que

0

Uz-U
2 ~ kA (2.4)

at

e assim temos

U
(u%—l—v%) .
— O(kA). (2.5)
o U
ot
v

Se 1 > kA > (kd)?, pois a altura da onda é maior que o comprimento da
camada limite. Desse modo, por (2.2) e (2.5) e ignorando os termos de ordem O(kJ)

na equacao do momento, as equacoes de Navier-Stokes podem ser aproximadas por

ou Ov Ow B

DT 2.
5z oy T 5 0, (2.6)
ot dr Oy 0z pox 022’ '
ot ox Oy dz  poy 0z%’ .
0o— _LoP _ (2.9)
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Por (2.9),
or
Assim, p = P — pgz nao varia na direcao normal a camada limite e portanto deve

ser igual ao seu valor no fluido inviscido fora da camada limite. Agora, note que
dp 0P
or  Ox’

Logo, por (2.7), (2.8) e (2.9),

18}9_8(]} ou 8U1

_-9r U, =L v, 2.10
por ot UTor Ty (2.10)
10p oV, v, %

_1op _ 2.11
pdy Ot +U18x+vf(9y’ (2.11)

onde U; e V; sao as componentes tangenciais do campo de velocidade inviscido
na camada limite no fundo, com W; valendo zero. Assumiremos que U; e V; sao

prescritos.

Para calcularmos as coordenadas da velocidade do fluido, usaremos o método
de perturbacao. Desse modo, expandiremos as componentes da velocidade na ca-
mada limite u e v em uma série perturbada, tomando kA como o parametro pequeno,
assumiremos

U=1u + us+ ... (2.12)
v=v + v+ ... (2.13)

onde u; = O(wA) e uy = O(wk?A?), e assim sucessivamente. Substituindo (2.10) e

(2.11) em (2.7) e (2.8), temos

ou ou ou ou  oUp oU; oU; 0%u
o Tl Ty e T e Uy Vg, tras (2.14)

ov ov ov ov  OV; ov; oV, 0%
AP NARTIPV AL BT s Al QIS VAAL SR 2.1
ot T Ty TV T e TV Vg, TV (2.15)

Substituindo as expansoes (2.12) e (2.13) em (2.14) e (2.15) temos que o pro-
blema de primeira ordem se reduz a

8u1 B 8U[ 82U1
ot ot Vo (2.16)




8111 8V1 821)1

ot ot Vo

As condicoes de fronteira sao
(u,v1) =0, em z=0,

(ur,v1) — Uy, Vi, § > 1.

Supondo que o movimento é harmonico simples, podemos escrever
Ui(w,y,t) = Re[Up(z, y)e™""],

Vi(z,y,t) = Re[Vo(z,y)e "]

Estimaremos

U U, .
" =Re || 7| B
U1 Vo

onde £ = z/6.

16

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

Para isso, temos que calcular Fj(§). Assim, substituindo (2.22) em (2.16),

temos

ou seja,

Uo(x,y)Fi(&)ioe™" = ioUy(z,y)e"" + %Uo(l’, Y)Y (€)e
1,

Pelas condigoes de fronteira (2.18) e (2.19),

Fi()=0em £=0

(2.23)

(2.24)

(2.25)

uy = Re[Uy(z,y) F1(€)e ™" = U, = Re[Up(z,y)e " = F1 () =1 em &> 1.

(2.26)
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Por [Hunt and Johns, 1963],
Fi=1-—¢ 08 ¢= /5 (2.27)
e, portanto, as componentes u; e v; estao determinadas.

Agora, pela equagao da continuidade (4.18), a componente da velocidade na
direcao vertical é dada por

8?1)1 . 8u1 81)1
9z 0x Oy (2.28)

Logo,
2/8 (9u1 81}1
wy = —/0 (%-ﬁ- 8y>dz
¢ 3u1 61}1
= —6/0 (8x+8 )dzdf
3
= —6Re{(8UO 8VO) _m/ Fi(¢ }
Ox 0
_ _ aUO 8V0 —iot —(1-2)¢ 1
- Re{ 5(895 ) [5+1—z 1

_ o | OV miot | _¢ LA —a-ne
= Re{é(aeray)e {£+ 5 (1—e ) (2.29)

Assim, por (2.29) e (2.22), juntamente com (2.27), formulamos o problema de

primeira ordem. A partir desse resultado, podemos estudar o problema de segunda

ordem.

Embora, como vimos anteriormente, wy = u; X O(kd) = v; x O(kd), ou seja,

wy/uy e wy /vy sdo pequenos, o efeito dos termos wl%“l e wy 881)1

é tao importante
quanto os outros termos de convecgao e portanto nao pode ser ignorado. Assim, o

problema de segunda ordem se torna

Ous 0%uy L oUp oUr ouy 8u ouy

ot a2 = Uy, ox Vi oy (u1 oz T Yoy s 0z ) (2.30)
e

82)2 821)2 o 8‘/ a‘/[ c%l (%1 81)1

Vo " Urgy TV, (a_ UGy T “’%) (2:31)
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A equagoes (2.30) e (2.31) podem ser usadas para completar o campo de ve-
locidade de segunda ordem. Vamos supor que uy e vy tém uma parte uz e U3 que
nao varia no tempo, referida como corrente induzida, e outra parte que é oscilante,
isto é,

—2iot

Uy = Uy + Reuge e vy = T3 + Revge 27, (2.32)

Tomando as médias no tempo de (2.30) e (2.31), temos

627]2 @U[ 8U1 8%1 8u1 E)ul
- UL v o (g 2 e 2w 2.
v 522 Uy a7 + Vi oy (u1 o7 (] B + wy B (2.33)
(&4
82’172 8V1 8‘/} 81)1 81)1 (%1
v = UL + Vit — (== v+ wy—— 2.34
Vo o Ty (18:1: oy T (2:34)
Agora, note que
%(ulul) = ula%ul + ula%ul
3%(“1711) = Ula%?)l + Ulc%ul (2.35)
%(ulwl) = u1%w1 + w1%u1
Logo,
a—x(ulul) + a—y(ulvl) + E(ulwl) — ul(Vu) = ulgul + Ula—yul + w1 &Ul, (236)

ou seja, pela equagao da continuidade (4.18),

%(ulul) + a_y(’dﬂ}l) + &(ulwl) = Uz 8_$U1 + v a—yul + wq &ul, (237)
Analogamente,

0 0 0 0

%(vlul) + a—y(vlvl) + %(vlwl) = Ul%lh + Ula—yvl + wlavl, (238)

Substituindo (2.37) e (2.38) em (2.33) e (2.34), respectivamente, temos que

0*u oU, oU, 0 0 0
e = U[—I -+ ‘/]—I — (—u1u1 + — U101 + —u1w1>

> Ox dy Ox dy 0z (2:39)
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2_
0%y ovy oVr ( 0 0 0 ) 7 (2.40)

-V 9.2 =Ui——+Vi— UV + U101 + 0wy

ox dy ox dy 0z

Note que os termos wyuy, Uy07,..., sao as componentes do tensor de tensao de
Reynolds representando o fluxo do momento devido as flutuagbes das ondas. As
médias das correntes de escoamento (uz, v3) surgem devido ao campo de tensao que
deve estar presente para equilibrar a média do campo de pressao dinamica e o campo

de tensao de Reynolds.

Para (u3,73), a velocidade deve ser nula na parede e nao devemos ter tensao

na fronteira exterior da camada limite. Portanto, as condicoes de fronteira sao

(2.41)
(W3, 73) = 0, 5 — 00
De acordo com [Hunt and Johns, 1963],

U U oV

U=y = ——Re [FQU0 o 0+ KBV, ayo + F) 3;} (2.42)
€

oVy U U

U=y = ——Re {FQ a; o> 0 1+ B4V, a;] : (2.43)

onde Uy e V; sao as amplitudes de Uy e V; definidas em (2.20) e (2.21), Uj e V' sao

os complexos conjugados de Uy e Vj, respectivamente, e

1 , ' , 141 1 he 3
£y = __(1 . 3i)e(—1+z)r€ _ ze—(l‘i‘l)f _ je_% + _(1 +Z‘)§e(—1+z)5 + —(1 — i), (2.44)
2 2 4 2 4
1 . j . 1 1
Fy = éie(*”’)g — %e*(lﬂ)é — 1—16725 + 1 (2.45)
e
1 ) 144 ) ) 1
Fi=—5(1 - 20)e ¢ %&e‘“‘”5 - ie‘% + (2= 3i). (2.46)

As férmulas (2.42) e (2.43) representam a velocidade do fluxo Euleriano. Elas
serao necessarias na proxima secao deste capitulo para obtermos uma equacao para

a concentracao de sedimentos em um fluido.
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2.2 Equacao do transporte para a concentragao de

sedimentos

A ressuspensao e o transporte de sedimentos tém sido objeto de grande inte-
resse para a engenheira costeira e para a geologia, ja que os depdsitos de sedimentos
contém, por exemplo, tragos de metais, nutrientes e outros contaminantes. A difusao
e a conveccao dos sedimentos ressuspensos fora da zona costeira ocorrem devido as

correntes induzidas pelas ondas, pelo vento e outras forcantes.

Definiremos C' como a concentracao do volume de sedimentos, —wg como a ve-
locidade de queda de particulas suspensas, e Dy, D, como as difusividades de massa
associadas as turbuléncias horizontal e vertical. De acordo com [Mei et al., 1997],
a equagao de transporte para a concentracao de uma nuvem de sedimentos diluida

é
oc Oy 0*C 0*C
+D

ot o, Dr.0z, o

onde i = 1,2 com (z1,x2) = (z,y) e (u1,us) = (u,v) representando as coordenadas

+ %[(—wo +w)C] = Dy, (2.47)

horizontais e as componentes de velocidade do fluido, respectivamente. Ou seja,

temos um sistema de duas equacoes dado por

oC  Ou 0 9*C 0*C

o T or T st WO = Dug Dy (248)
€

oCc  oJv 0 0?C 0?C

ot Ty T o Cu T Wl =Digs Dy &8

Assim como na secao anterior, a coordenada vertical é denotada por z e a
componente vertical da velocidade é denotada por w. Essa equacao é aplicavel
no caso onde C' é suficientemente pequeno de modo que as particulas nao alteram

materialmente o escoamento do fluido.

Para a condicao de fronteira, iremos considerar o efeito da erosao. O artigo

[Sanford and Maa, 2001] considera dois tipos de erosao: a erosao de profundidade
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limitada (tipo 1) e a erosao ilimitada (tipo 2). Por [Sanford and Maa, 2001], a
erosao, ou ressuspensao de sedimentos do fundo é um dos fatores mais importantes
para o transporte de sedimentos finos em corpos de agua naturais. A erosao é a
principal fonte de particulas em suspensao na coluna de dgua. Muitos pesquisadores
concordam que as tensoes no fundo exercidas pelas ondas e correntes sao as forcas
dominantes que causam erosoes e que as caracteristicas dos sedimentos finos, como,
por exemplo, densidade da particula, distribuicao dos tamanhos das particulas e

grau de coesao, controlam a resisténcia da erosao.

Porém, nao ha um comum acordo sobre a formula matematica para a erosao.

Alguns pesquisadores escrevem a erosao como
E=E[n—T1(2)]", (2.50)

onde £ é a taxa de erosao [EL™?T~!], E é uma constante empirica em unidades
apropriadas, z é a profundidade da erosao [L], n é uma constante empirica, 7. é
a tensao critica para a erosao e 7, € a tensao de cisalhamento aplicada no fundo.

Outros pesquisadores utilizam a forma exponencial dada por
&= IﬁeXp(CY[Tb - Tc(z)]ﬁ)v (2'51>

onde k é a taxa de erosao empirica e « e J sao constantes empiricas. A equagao
(2.51) é usada frequentemente para a erosdo de tipo 1, quando 7. aumenta com a

profundidade dentro dos sedimentos e limites da extensao da erosao.

Ainda, muitos cientistas optam pela simples relacao linear obtida tomando
n =1 na equagao (2.50)
E=E(m—T). (2.52)

Essa equagao é frequentemente utilizada usada para o modelo do tipo 2, com
um unico valor de 7. constante que nao muda com a profundidade dentro dos sedi-

mentos.
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De acordo com [Mei et al., 1997], para um fundo de sedimentos finos e co-
esivos, isto é, particulas de diametro menor que 6 x 10™° metros, experimentos em
fluidos uniformes e constantes sugerem a seguinte condigao de fronteira (fundo do
mar)

oC

O lado esquerdo representa a taxa do fluxo total na direcao vertical. No
lado direito, D representa a taxa de deposicao que ocorre quando a magnitude da
tensao no fundo 7, esta abaixo do limiar 74, enquanto £ representa a taxa de erosao
(ressuspensao) que ocorre quando |7| estd acima do limiar 7. (tensdo critica para a

erosao), com 74 < 7. Estes termos sao geralmente dados na seguinte forma
D= H(Td — \Tb|)wdC (254)

E=H(|n| — ) E(|1| — 7)™, (2.55)

onde H(x) denota a funcao de Heaviside de x, wy é a velocidade de deposi¢ao e m

é uma poténcia empirica.

De acordo com [Mei et al., 1997], na maioria dos estudrios e lagos a superficie
da camada do fundo é coberta por sedimentos parcialmente consolidados e nao
consolidados. A tensao de cisalhamento 7. é normalmente muito pequena para
ser mensurada por um penetréometro, conforme [Patheniades, 1965], [Mehta, 1984],
[Mehta and Patheniades, 1982]. Além do mais, a tensao induzida no fundo pela onda
induzida pode ser consideravelmente maior que 7. e a deposicao pode ser ignorada.

Assim, nesse trabalho podemos simplificar (2.53) para

—woC — Dv% = FE|n|, 2=0. (2.56)

Fora da camada limite assumiremos que

C=0, z— 0. (2.57)
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Ainda, a distribuicao horizontal inicial da média da concentracao ao longo
da profundidade é prescrita em alguma &drea da fonte. Assim, o problema fisico
é procurar o termo de difusao da nuvem de particulas ressuspensas na regiao de

€rosao.

2.2.1 Estimativas de escalas

Temos trés escalas de comprimento vertical. A primeira é a espessura da ca-
mada estacionaria de concentragao devida ao balanco da sedimentagao gravitacional

e da difusdo vertical

5y = = (2.58)

As outras duas escalas sao das espessuras da camada limite oscilatoria. Elas

sao associadas com as oscilacoes do fluido com frequéncia o e sao dadas por

Y O R (2.59)
g g

que correspondem, respectivamente, ao momento e a difusao de massa, onde v,

denota a viscosidade associada a turbuléncia. Por simplicidade, assumiremos que

essas trés escalas sao da mesma ordem, isto é

0(ds) = O(b4) = O(0c) (2.60)

S. = 1V)_e,, - (%)2 = 0(1) (2.61)

onde S, é o numero de Schmidt.

Tomaremos oscilacoes de pequena amplitude de frequéncia suficientemente alta
de modo que a inclinacao da onda kA e a relagao da espessura da camada limite

oscilatoria com o comprimento de onda kd, sejam pequenos, ou seja,

e=kA<<le f=ki <<1. (2.62)
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que ¢ = O(f3). Desse modo,

introduziremos a seguinte normalizacao

i =kx;, 2* = z/0., t* = wt,

(2.63)
C*=C/Cy, uf =u;/cA, w" =w/kd.cA,
onde Cj é uma escala de concentracao que iremos estimar a seguir.
Assim, a equacdo (2.47) se torna
ac* oufC* Cy 0 o?Cr Co 0*C*
C CokAo— — — *ké.0A)C*] = DyCok? D,———
oCo gy HOk A=, et 5, i (T wotw koo )] = DuCok™ e+ Dot 5
(2.64)
e portanto,
oC* ourC* 0 wo o*C* 1 9%C*
i . * | — D ]{32 Dv_ . (2.
ot T o oz K 50 ) ¢ } ok o T Dvsz g (269)
Dividindo a equacao acima por ¢ temos
oC* ourC* 0 wo Dyk* 9?C* 1 0*C*
7 - * | — R _— . (2.
ot e oz} * 0z* {( 0.0 e ) C} o Ox;0x} Y062 0z*2 (2.66)
Por (2.59), Dy, = o3*/(2k*) e D, = §?c/2. Portanto,
oC* oufC* 0 wo B 0*C* 10*C*
: — 1T = — - . 2.67
ot Torr o [( ca+€w) ] 3 ouron: T2000  (2O7)
Ainda, note que,
Wo U)oéc 2w0(50 Wo Pe
= = =P, = —.
0.0 0o D, = 5.0 2
Logo,
oC* dufC* 0 P. B2 9*C* 10%C*
. —— 1O = — = 2.68
or " or o K > ”w) } > guron: T2000  (268)
onde P, = wyd./D, é o nimero de Péclet baseado na velocidade de queda. Nova-

mente, sem perda de generalidade, iremos assumir que Pe = O(1).
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Seja h a profundidade da agua e

A
Ub = E\/ gh (269)

a velocidade orbital no fundo para ondas longas. De acordo com [Mei et al., 1997]
a escala da tensao no fundo é dada por

_ \/ipDvUb _ \/E/)DUA\/?
Oc 5.Vh

e a velocidade de conveccao devido ao transporte de massa da onda induzida deve

To

(2.70)

ser da ordem de

A
u= O(kAUy) ~ k:AE\/gh. (2.71)

A taxa do aumento da concentracao de sedimentos suspensos em uma unidade
de coluna de dgua da camada limite da onda deve ser o resultado dos seguintes
mecanismos: conveccao horizontal pela corrente induzida por ondas, difusao e dis-
persao turbulenta horizontal e erosao do fundo. Desse modo, a escala de concen-
tragao Cy deve ser estimada fazendo o balanco da variacao da taxa do fluxo que sai

da regiao entre duas secoes da camada limite separadas por uma distancia dx, que

¢ dada por
drea x fluxo ~ 5cdxua—0
Ox
e a taxa da erosao de uma regiao do fundo de comprimento dz. Ou seja,
oC
5cuadx ~ Etydz. (2.72)

Por [Mei et al., 1997], as dimensoes da concentracao, da erosao e da tensao

sao, respectivamente

)= 75
=1
’ ML
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onde M é massa, L é distancia e T é tempo.

Assim, a dimensao desses termos em ambos os lados de (2.72) é a mesma pois

oC L M M
{56“ Oz dw} TLL" ~ IT (2.73)
e
T ML M
Equivalentemente, usando (2.70), (2.71) e (2.72),
A\/gh
0.V 2k2 A2 \/%Co ~ BTy~ pEDv(S—g. (2.75)
Logo, a escala de concentracao Cy é da ordem de
2v/2pED,
Substituindo a normalizac¢do (2.63) em (2.56), temos
. D, oC* .
—U)()C Co — CO(S_C% = T()E’Tb ’, (277)
onde 7} = 7,/79. Multiplicando (2.77) por 0./ D,,
., oCr e .
—PeC* — 9 CODUTOE|Tb ) (2.78)
e, por (2.70) e (2.76),
aCc* 4, 2pD,U k252Uph
_pecr . 9C° _ b | V20DU { c b ] El7|. (2.79)
0z D, dc 2v/2pED,\/gh
Portanto, temos que
oC* kU2 Vh
_p * — b%c | 9.
eC 5 Do/ |75 | (2.80)
Note que
K2UZ6%\/ h
A = O(kA)? = O(e)*. (2.81)

Dy+\/g
Pela nossa hipétese de que Pe = O(1), o resultado acima (2.80) implica que a

taxa de erosao é menor que os termos de fluxos do lado esquerdo por um fator de

ordem €2. Esses resultados serdo tteis para a proxima secao.
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2.3 Equacao do transporte efetiva usando expansao de

multiplas escalas

Na secao anterior, identificamos a ordem de cada termo das equagdes (2.56) e
(2.80) através das equagoes (2.79) e (2.68). Desse modo, inserindo o parametro € na
equagao (2.47) e na condigao de fronteira (2.56), obtemos

oc  owC 0 0*C 9*C

ot 9. _ 2
o T € o + 8z[( wo + ew)C] =€ Dh@xiaxi + D, 5.7 (2.82)
—wC — Dv% =Eln|, 2=0. (2.83)

Para resolvermos esse problema, usaremos expansoes em multiplas escalas.
Esse método foi adotado em [Mei and Chian, 1994] e [Mei et al., 1997], pois no
problema em questao a escala no tempo da difusao horizontal era esperada ser muito
maior que o periodo da onda. Esse método é uma modificagao do método da ho-
mogeneizagao, estudado em [Bensoussan et al., 1978], [Mauri, 1991], [Mei, 1992] e
[Rubinstein and Mauri, 1986] em problemas de meios porosos. [Bensoussan et al., 1978]
afirma que geralmente o método de miultiplas escalas da os mesmos resultados que

o método das médias.

As tnicas hipdteses necessarias sao

e cxistem duas escalas de comprimento diferentes (micro e macro);

e a micro-estrutura é periodica.

Sejam [ e L duas escalas quaisquer. Utilizando a escala de comprimento e = /L
como parametro pequeno, o método de expansao de duas escalas é empregado sis-
tematicamente para aproximar as equacgoes governantes de ordens sucessivas. Junto
com condicoes de fronteira apropriadas, essas equacoes definem problemas de valor
de contorno canonicos em uma célula unitaria. Uma vez resolvidos esses problemas,

suas médias sobre a célula nos levam a equagao em macro escala.
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De acordo com [Mei et al., 1997], no processo de convecgao-difusao, existem
duas escalas de tempo distintas correspondentes as escalas de comprimento horizon-
tal e vertical. Uma é o tempo de difusao através da camada limite, que ¢é igual ao

periodo da onda, ou seja,

O(1/0) = O(5*/D,).

A outra é o tempo de difusdao através do comprimento da onda, O(1/k?Dy,).

A razao entre essas duas escalas é

O(k*6*(Dy/Dy)) = O(5%).

No nosso caso, estamos supondo que € = O(f). Sobre essa hipétese, intro-
duziremos coordenadas de miiltipla escala para o tempo: ¢ (macro escala) e T' = €%t
(micro escala). Ainda, expandiremos as coordenadas da velocidade u; e w e a con-

centracao da seguinte forma

u; = uz(»l) + euZ@) + O(é?) (2.84)
w=w" + ew?® + O(e?) (2.85)
C =00 eV 4 2C® 1O, (2.86)

onde u!™ e w™ sio funcées de z;, z e t e C™ = C"(z;, 2,¢,T).

7

Focando a nossa atencao no comportamento fisico de alguns periodos de onda,
vamos considerar a evolugao de longo tempo da concentracao no fundo. Estamos
decompondo a concentracao C' em uma parte C'©) que varia na escala de tempo lenta
T e em uma outra parte variando na escala de tempo répida ¢. Logo C©(z;, 2, T)

nao depende do tempo instantaneo ¢, mas depende de T'.

Note que
aCO 9O T L HCO

ot oT ot Cor (2.87)
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Substituindo (2.84), (2.85) e (2.86) na equagao (2.82), e utilizando (2.87),
temos

a@cﬂt+8c®)+8acwﬁ+gx@”+f¢”xc@+fcﬂt+8c®)

ot or Ox;
+ 2[(—wo + e(w + ew?))(CO 4 ec® 4 2@

0z
:emamm+£mﬂm%+Dyw@ﬂdwﬁd%
4 0x,;0x; Y 0z? )

(2.88)

Tomando os termos de ordem zero na equacdo (2.88), vemos que C©(z;, 2, 1)

¢ governada pela equagao diferencial homogénea na varidvel z dada por

oC'0) o2¢(0)
- D,——
0z Y022

—wy =0, 0<2z<o0. (2.89)

Do mesmo modo, substituindo (2.84), (2.85) e (2.86) em (2.83) e em (2.57),
temos

O(CO +eCW + 20@)

—wo(C(O) +eC® 4 620(2)) — D, 5
z

=E|n), =0 (2.90)

CO 4 ecW 40P 50, 2 — 0. (2.91)

Tomando os termos de ordem zero em (2.90) e em (2.91), obtemos as condigoes

de fronteira

')
weC'® + Dva =0, 2=0 (2.92)
0z
e
C9 =0, z— . (2.93)
Logo, a equagao (2.89) tem uma soluc¢ao nao-trivial dada por
CO = C(x;, T)F(z), (2.94)
onde
Wop2
= exp (- 22 9.
F(z) =exp ( D ) (2.95)
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e C é a concentragao de ordem zero no fundo (em z = 0).

Da mesma forma, tomando os termos de O(¢) em (2.88), (2.90), (2.91) obtemos

acw ac® 2cW  pNc®y g
R PR v Ry, P (2.96)

isto é,

oc™ oC™) 2c® Ve ®) 9 (wHCO)

— - D =—— — 2.
ot o TV a2 o, BE (2.97)
e as condicoes de fronteira
oC'M)
_ O _p = = 2.
woC T 0, 2=0 (2.98)
e
CH =0, z— oco. (2.99)

Analogamente, tomando os termos O(€?), obtemos

aCc® oc® PO e puem
o o T a2 T on o
90  9,P 0O §u@ O o0
— — — D 2.100
oT o, 9= "omom (2.100)
e as condigoes de fronteira
002
—wo,C? — D, =0, 2=0 2.101
Wo 02 y % ( )
(§]
C? =0, 2 = 0. (2.102)

Note que para a equacao de ordem zero nds conseguimos obter uma solugao
nao trivial. Portanto, nosso interesse sera na difusao lenta de ordem zero. Entao,
iremos focar nossa aten¢ao na concentragdo no fundo definida por (2.94), ou seja,

queremos obter uma equagao para C.

Suponhamos que o campo de velocidade de primeira ordem (ugl), wh) é um

movimento harmonico simples com frequéncia o. Assim, todos os termos do lado
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direito de (2.97) sdo harmonicos simples no tempo ¢. Denotaremos a média no tempo
de um periodo de onda de qualquer funcao f por f. Entdo C™) é governada pela

equacao
oC'M) 92c)
— Dy——
0z 022

que é idéntica & equacdo (2.92) para C(©)) e pelas equacdes homogéneas (2.98) e

=0, 0<z< o0, (2.103)

(2.99) também como C©). Portanto, sem perda de generalidade, podemos tomar

CM = 0 e entdo podemos supor que C'V consiste apenas das flutuacoes do primeiro

harmonico

CM = Re(Cpre ™), (2.104)

onde Cyy = Cyy (w4, 2, T).

Tomando a média no tempo de (2.100), (2.101) e (2.102) sobre o periodo de

onda, temos que C'® satisfaz a equacio diferencial ndo homogénea

@ D oc®» _86’(@,7’)?(2) B ulY o _ owhoW
0 Y9z or ox; 0z
0 > Jw®C0)
- a,m(ui Cla, T)F(2) = —-
T (€ TIFE) (2.105)
+ Dh CJ?Z,T]:Z s 2.105
8.73ixj
as condicoes de fronteira
_ ~(2) _
—wyC'® —DvaC— = FE|n], 2=0 (2.106)
0z
e
C» =0, z— oo (2.107)
Integrando com relagao a z a equagao (2.105)
- oC® > aC (x;, T)F(2) % g -
G _ D _ i d_/ 9w O M
wC "oz /0 aT ) aw, WO
[e) a _ -
- | o P DF ) - wBCO
0 i

+ /0 Dhazxj(C(xi,T)f(z))dz. (2.108)




32

Logo, substituindo o lado direito de (2.108) em (2.106) e usando (2.93) e (2.99)

obtemos a equagao

Em = — / T 9l MF(d: — 2 / TWcmas| - 2 e ) / T O F ()
0 6T ’ al’z 0 ! axz ’ 0 !
92

/Oo C(z;, T)F(2)dz. (2.109)

D
+ h@xixj

Denotaremos a integracao de uma funcao f qualquer na camada limite, de
z =0 até z = oo, por (f(z)). Entao,
Bl = o |0 T) )
™ = -5 i ——
b oT Wo

+ Dy o é(—&) (z;,T)F(2)

Gxi:vj Wo

0 A 0
) 1)\ —
0 (9961 <UZ ¢ > 8@

(C(i, T){ul® F(2)))

0 - 9 ~mAm 0 4 _
- _5 . _ = Doy . (2)
b O 1) = 5w C0) = (O T) (2 F(2))
0% .
_ 55Dhaxixj0(xi,T). (2.110)

Multiplicando (2.110) por 1/d,, obtemos

o0 1 0 . 10 57—
- 7.(2) — —— 7 Do
a7 15 g (E T AC] 5 o )
9?C  Eln|

il L1 2111

+ h&l’iﬂ?j 58 ( )

que representa a equacao efetiva de difusao-conveccao para C. Observe que essa
equagao depende da concentracao de ordem 1 e foi deduzida a partir da equacao de

ordem 2.

Ainda, note que

1 A 1[0 ~ [ -1 A [0 —1
(7.2 - 2%, (7N a5
5S(uz F)C 5 _8%0/0 u; e’ dz—i—C’/O axi(“l eds dz
170 - D . 0 D
— | 2 2 —2)
(55 _8$i CUZ Wo C@xl (Uz ) UJ():|
1. 0 - A 0
- (2) —(2)
5 _55 6%0% 0sC oz, (u; )}
_ 0 (TOE. (2.112)

al’l’
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-(UC). (2.113)

Além disso, por ([Mei and Chian, 1994]), teremos que

10 A ) oC
Jom D;i—— 2.114
3, axf“ )= axj< Jaxj>’ (2.114)
onde
Dx:p |U0|2
D, Uy Vi
v ZRefs | O] (2.115)
Do o | UVe
Dy, Vol

sendo U e V; os conjugados de Uy e V| respectivamente e o coeficiente F5 dado em

[Hunt and Johns, 1963].

Assim, a equacao (2.111) se torna

aC  d . . 9*C d aC'\  Eln|
et ) = D 2.11
o * a5, U = Dngae t aa ( 9 a:cj) T (2.116)
onde U, V e D;; sao definidos por
1 oug U vy
1 vy oV oU,
V="Re (F2 6; Vo 0 1+ By, 5 0) (2.118)

e sendo U e V componentes da média ponderada da velocidade da corrente Fuleriana
como em (2.42) e (2.43), respectivamente. Além disso, os coeficientes Fy, Fj e F}

sdo dados em [Hunt and Johns, 1963].

A equagao acima (2.116) é a equacao que queriamos obter. Sua solugao repre-
senta a concentracao de sedimentos no fundo em funcao das coordenadas horizontais

e verticais x e y e em relagao ao tempo 7.
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O termo fonte do lado direito da equagao (2.116) representa a média da taxa
de erosao sobre um periodo de onda e, de acordo com [Mei et al., 1997], pode ser

calculado através da tensao local no fundo que é dada por

Tz _ \/ZOD Re UO (‘T7 y) e_i(wt_t,_g)

Thy 5 ‘/0(1:7 y)

T, = (2.119)
Essas férmulas sao em geral para ondas de pequena amplitude de qualquer
variacao espacial, enquanto a velocidade inviscida de ordem zero (Uy, V) na diregao

tangencial é conhecida na borda superior da camada limite.

A seguir, consideraremos alguns casos particulares. Nos exemplos que seguem,
tomaremos D, = D, = v. = D e P, = 1. Portanto teremos 6, = J. = ¢, = 0.

Definindo dessa forma, temos por [Mei and Chian, 1994] que

Fy = —0.122058 + 0.6594521
F3 =0.033333

Fy = —0.155391 + 0.659452¢
F5 = 0.023615 + 0.233866¢

(2.120)

E importante observar que a equagao (2.116) é a equagao de transporte que

consideraremos a seguir.

2.4 'Transporte de sedimentos em um lago retangular

Nessa se¢ao, examinaremos o transporte de sedimentos da camada limite abaixo
de uma onda estaciondria longa em um lago retangular. Por simplicidade, assumire-
mos que a profundidade do lago é constante e trataremos o caso onde as ondas nao
sao atenuadas, seja por ignorar a friccao depois da passagem do vento ou pela su-
posicao que a tendéncia para o crescimento das ondas é exatamente contrabalancada
pelo amortecimento. Suponhamos que um lado da fronteira do lago seja a e o outro

lado seja b.
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Para movimento harmonico simples, definimos a onda na superficie livre como
n=¢(z,y)e™" (2.121)
e potencial da velocidade como

d = ¢(x,y)e " (2.122)

No caso de profundidade constante, por [Mei et al., 2005a], temos que o po-

tencial da velocidade pode ser escrito como

1
(b: _ig 3
ag
onde
~ coshk(z +h) 2
f— W e o —gktanhkh

Pela equagao de Laplace (4.9), temos que

A (-% ) - Uy =0

Portanto,

cosh k(z + h)V?¢ + (V?(cosh k(z + h)) = 0,

Logo,
cosh k(z + h)V?C + k* cosh k(z + h)¢ = 0.

Entao, ((x,y) satisfaz a equagao de Helmholtz

V2 + k¢ =0. (2.123)

Tomando as auto solugoes da equacgao (2.123), temos que a amplitude da onda

¢ = Acos (m;rx) cos (%) : (2.124)
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onde A é a amplitude constante. Vemos que a expressao (2.124) satisfaz a equacao

de Helmholtz (2.123) com os autovalores correspondentes

=k, = {(?)2 + (%)Z] v (2.125)

De acordo com [Mei et al., 2005a], a relagdo de dispersdo em dguas rasas é

dada por

o =kr/gh
Por (2.125), obtemos que

m2r?  n2n2 1/2
o= {gh( p + 72 )] . (2.126)

Usando (2.124) temos que o deslocamento dessa superficie de onda é dado por

n = Acos <?> cos (7177;1/) e ot (2.127)

Consideramos ondas de pequena amplitude. Logo, a condicao dinamica na
fronteira é
0P —Pa

il - 2.128
5 T 9N PR ( )

onde P, é a pressao atmosférica.

Assim, supondo que P, = 0, obtemos

0P
— = —gn. 2.129
5 = 90 (2.129)
Assim,
o mmx nwy ot
o = gAcos( - )COS<_b )/e dt

1 )
= —gAcos <m7rx> cos <@> —e
a b / —io

= —ig? cos (mww) cos (%) e it (2.130)

a
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Entao, as componentes da velocidade da corrente livre sao dadas por

A
Uy = ¢, = z‘g—msen (mmc) Ccos <@> (2.131)
o a a b
e
CAnm mmx nmy
VE) = st = ZQET COS ( a > sen (T) . (2132)
Refinaremos U, como [Mei et al., 1997], ou seja,
A 1 Va4 b?
g=mA L Vel (2.133)
o Va?+0b? g
Desse modo, Uy e V; sao dados por
JaZ L2
Uy = iwsen (mmc) Ccos <@> (2.134)
a a b
e
VaZ L b2
Vo = iM cos <m7rx) sen <@> . (2.135)
b a b
Agora, introduziremos a seguinte normalizacao
/ ™ / Y / Uo / Vo
=—=Kk =—=ky, Uy=—, Vj=—. 2.136
x a x, y b y7 0 Ub, 0 Ub ( )
e
Uo Do Do
U=—, D=—, D - 2.137
wp V=T Pe= (2137)
Logo,
Ul =miv1 + s?sen(ma’) cos(ny') (2.138)
e
Vo = niv'1 + s=2 cos(ma’)sen(ny'), (2.139)
onde s = b/a.
Por (2.117) ,
1
U = Z_Re {Fo[m?(1 + %) 4+ Fu(1 + s~*)mn?] cos®(ny)

a 2k
—  F3(1+ s*)mn’sen*(ny’) } sen(2ma’).

(2.140)
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Assim,

1
U = §Re {F[m?(1 + %) + Fu(1 + s~*)mn?] cos®(ny)

—  F3(1+ s7?)mn’sen’(ny’) } sen(2ma’). (2.141)
Analogamente,
1
y = ﬁRe {FR[n*(1+ s%) + Fu(1 4+ s~*)m*n] cos®(ny')
$
—  F3(1+ s7?)m’nsen®(ny’) } sen(2ma’). (2.142)

Por (2.115), temos que os coeficientes de difusividade D;; sao dados por

F / 2
D, = Re{j}‘UoUb‘ o = Re{F5}|Uy|*

o U?
= Re{F5}m?*(1 + s®)sen’(ma’) cos®(ny'), (2.143)
D, = Re{F5}V§|> = Re{Hy}n*(1 + s~?) cos®(ma’)sen®(ny'), (2.144)

D;x = Re{F5}(miv1 + s?sen(ma’) cos(ny’))(—niv'1 + s? cos(ma)sen(ny'))

F;
= %ﬁmns(l + 57 ?)sen(2ma’)sen(2ny’). (2.145)

As componentes da tensao no fundo sdo dadas por (2.119). Assim,

- mUpva2+b2 mnrx nm
S Tow | _ \/ipDRe zUlaT:“’;sen( 2 ) cos () oi(ot+7)
Thy g PR cos (M) sen ()
-mya?+b2 mnrz nwy
= \/ﬁpDUbsen (Ut+z> e sen (252 cos (452) : (2.146)
; 1) | \ B o (1) sen (22

Usando Cy (2.76), definiremos a taxa média da erosao adimensional por

Eln| o _Em o k&m0,
5 Kk2CoUE 0 K2UZ2\2pEDo
_Inl

— 7
_om  _Inl 9.147
|Tb|2\/§UbD T (2.147)

E@y)




onde,

Il
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_ 2v/2pDU,

2.14
5 (2.148)

To

Agora, avaliaremos a razao |7,|/7. Note que

’Tb’ _ ﬁpDUb ‘sen <Ot n Z)) Z'm\/aa?Wsen (m;rr) CcoSs (%)
6 4 'L.n\/a;WCOS (m;rx)sen (n%by)
V2pD

= 5 Ub‘sen <at+%)’

x  [m?sen®(ma’) cos®(ny')(1 + s*) 4+ n? cos®(ma’)sen’ (ny') (1 + s~2)]/2.

Logo,

V2pD o s
sen | ot + — ’
5 "2v2pDU, < 4)
x  [m?sen®(ma’) cos*(ny') (1 + s%) + n? cos?(ma’)sen®(ny') (1 + s~2)]*/2

- g ‘Sen (015 + %) ‘ [m*sen®(ma’) cos®(ny') (1 + 5°) + n* cos®(ma’)sen®(ny') (1 + s72)]'/2.

Calculando a média no tempo, temos

ml _ =

= —[m?sen*(ma’) cos®(ny)(1 + %) 4+ n? cos®(ma’)sen? (ny') (1 + s72)]'/

T0 2

| e (o4 )|
e sen | o -
T /s 4

= g[mQSenz(mx’) cos?(ny') (1 + s%) + n? cos®(ma’)sen®(ny') (1 + s72)]*/2

2/”2; (ot +7)] a
>< _ —_
T J, sen (o 1 ,

onde o periodo T'= 27 /0.

1

T

Tm/(40) 2 37 /(40) 21
/ |sen(ot 4+ w/4)|dt = —/ |sen(ot — w/4)|dt = =—[— cos(ot — 7/4)]
—r/(40) T J rj(a0) To

Calcularemos a integral separadamente. Assim,

B 21 ~ cos 37TCT+7T 4 cos —7r0+7r

- To 4o 4 4o 4
o1 3 0w

= 2%; [—COS(Z+Z)+1:|

= %[— cos(m) + 1] =

3

37 /(40)

—7/(40)

(2.149)
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Portanto,
E(y) = Il _ [m%sen’(ma’) cos®(ny') (14 s%) +n? cos®(ma’)sen®(ny’) (1 +572)]1/2.
7o

(2.150)

Como foi feito no artigo [Mei et al., 1997] consideraremos agora dois lagos A
e B com dimensoes idénticas (a,b). O lago A terd a costa erodivel, em uma faixa de
comprimento 7/4. J& o lago B terd erodivel apenas uma drea retangular interna com
lados normalizados de tamanho 7 /4. Tomaremos m = n = 1 e os lados do retangulo
serao @ = b = 10km. Além disso, suponhamos que os lagos tem profundidade
h=10me que o = v/27x10%s. O niimero de onda é k = o/y/gh = V2 x10~*m~".
Para uma onda de amplitude A = 0.2m a velocidade no fundo é U, = 0.1m/s.

Suponhamos ainda que a tensao é dada por 75 = 0.42N e a escala de tempo da

convecgao ¢ o /k*UE = (V27)™! x 107 s = 26 dias.
Os coeficientes de dispersao sdo mostrados nas figuras 2.3), (2.4) e (2.5), onde
Kz{j = 5ijD/ + Dija (2151)

onde (i,7) = (x,y) e, como em [Mei et al., 1997], D’ = 0.001. Nas figuras 2.6 e 2.7

mostramos a taxa de erosao nos lagos A e B, respectivamente.
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Figura 2.3: K/ param =n = 1.
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Figura 2.4: K, param =n = 1.

Note na figura 2.6 que, apesar de o lago ser erodivel na faixa costeira, a erosao
é zero nas esquinas. Ja na figura 2.7 podemos ver que apesar de o centro ser erodivel,

a taxa de erosao é maior nas bordas da regiao que sofre erosao.

Por [Mei et al., 1997], na figura 2.8 vemos que os sedimentos ressuspensos
no lago A formam um plateau sobre a area de erosao. Ainda, algumas particulas

ressuspensas da faixa sao levadas para os cantos. De acordo com [Mei et al., 1997],
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Figura 2.5: K, param =n = 1.

essa acumulagao nos cantos implica que a concentracao de sedimentos ird subir
na camada préxima as paredes verticais perto das esquinas. Na realidade, essa

tendéncia serd limitada conforme a atenuacao das ondas.

Ja no lago B, as particulas erodidas do centro sao transportadas através da

costa nao erodivel até os quatro cantos como na figura 2.9.
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Figura 2.6: £ para m =n = 1 no lago retangular A.
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Figura 2.7: £ para m = n = 1 no lago retangular B.
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Figura 2.8: Concentracao no fundo do lago A devido a erosao ao longo da faixa
costeira para m =n =1 [Mei et al., 1997].

Figura 2.9: Concentracao no fundo do lago B devido a erosao ao longo da faixa
costeira para m =n =1 [Mei et al., 1997].
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2.5 Transporte de sedimentos em um lago circular

O estudo a ser desenvolvido nessa secao representa um trabalho original. Su-
poremos que o raio do lago seja a e tomaremos coordenadas polares (r,6) de modo
que a origem seja no centro do lago. Do mesmo modo que no caso do lago retangular,
n(x,y) satisfaz a equacao de Helmholtz, que pode ser escrita como

10 an 1 0%
VI +E (== [r= )+ ===+ k(=0, 2.152
¢ ¢ ror T@r r2 062 ¢ ( )

onde k é o numero de onda.

Na parede r = a, as componentes normais da velocidade radial devem ser

nulas. Logo,

¢ _
or

0. (2.153)
A solugao da equagao de Helmholtz é, por separacao de variaveis,

¢ = Jp(kr) (A, cosmb + Bp,senmb), (2.154)

onde A,, e By, sdo constantes arbitrarias e J,,(z) é a funcao de Bessel. Para satisfazer

a condicao de fronteira (2.153) devemos ter

J (kr)|p=a = J. (ka) = 0. (2.155)

- , U IRV
Denotaremos o n-ésimo zero de J), por j/ . isto é J! (j/ ) = 0. Dessa forma,

por (2.155), os auto-valores da fungao J), sdo

-/
Ko = 20 =123 . m—0,1,2,3, ... (2.156)
a
e portanto as auto-solucoes correspondentes sao

Cmn = Jmn (EmnT) (Apmn cosmb + By,,senmf). (2.157)

Como no caso anterior, queremos encontrar os coeficientes de difusao, a taxa de

erosao e a velocidade do fluxo Euleriano. Para resolvermos esse problema, usaremos
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as auto-solugoes dadas em (2.157). Assim, tomando P, = 0 na equagao (2.128),

temos
00(z,y, 2)
ot

onde Ny (7,9, 1) = Cn (2, )™t Assim,

= —9Mmn,

0®(2,y, 2 o
% = —g¢(z,y)e "

Entao,

CI)(I‘, Y, z) = _ngn(x’y) /e_i"tdt _ Me—iat.
—i0
Logo,
O(z,y,2) = p(r,y,2)e """ = _§Cmn(x, y, 2)e"it,
o
ou seja,

ig
(,0(.77, Y, Z) = _;Cmn(x7 Y, Z)'

(2.158)

(2.159)

(2.160)

(2.161)

Assim, as componentes da velocidade do escoamento inviscido sao dadas por

o O 00
0_(pa:_90rax 909633
e
o
O—Soy_Qpray ('Ogay
Entao,
Uy = _Y [kmn ), (Kmnt) €08 0(Apy, cosmb + Biy,senmb)
o
0
— me(kmnr)Sen (—Apmnsenmb + By, cos m@)}
T
e
Vo = _Y [Kmn ), (Kmn)sen 0( Ay, cosmb + B,y,senmf)
o

cos

+ mJp(kpnr) (—Apnsenmb + By, cos m@)] )

r

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)



47

Logo,
Uy, = i (Ern ), (K1) €08 0( Ay cos mb + Bypsenmb)
o
— mddy(kpnt) sen 0 (—Amsenmb + By, cos m@)} (2.166)
T
e
Ve = ¥ (Kmn ) (kmnr)sen 0( Ay, cosmb + By,,senmb)
o
cosf
+ mdy(kpnr)—— (= Apnsenmb + By, cos mQ)} . (2.167)
r
Para encontrarmos as componentes da velocidade do fluxo Euleriano e o tensor
D;;, temos que derivar (2.166) e (2.167). Derivando (2.166) em relacao a x,
oUg _ 0Ug or  0U; 08
or  Or 0r 00 Ox
oU; ou; senf
= 0 0 — : 2.168
87’COS+6’0<7") (2.168)
Por (A.1) e (A.2) no apéndice A, obtemos que
o _ g

2 2
- { {sz;;(kmnr) cos? g S0 (ﬂjm(/@mnr) _ kan;n(kmnr))l
T

Ox o r
X (A, cosmb + By,senmf)

+ [(_Jm(kmnr) — kan,'n(k:mnr)) @sen%}
r r

x (—Asenmb + B, cosmb)} . (2.169)

Ainda, derivando em relacao a v,

ou; ou; or N oUg 90
y or dy 00 Oy
oUg OU; cos 0

= aTsen&—l— % 7

(2.170)
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Por (A.1) e (A.2) no apéndice A, temos que a derivada (2.170) se torna

ou; g o m? , senf cos 0
o o { {k‘anm(k‘mnT) + ( . I (krnt) = k) (Kmn) .
X (A, cosmb + B,,senm0)
+ [(M — k:an;n(kmnr)> cos 29@]
r r
X (—=Apsenmb + B, cosmb)} . (2.171)

Analogamente, obtemos que

* . 2
88‘;6 = g {sen@ cos 6 {kﬁmJ&(kmnr) — k:}” I (k) + %Jm(k’mnr)} (A, cosmb + B,,senmb)
+ Meos20 (k’an,'n(kmnr) + M) (—A,,senmf + By, cos m@)} (2.172)
r r
e
Vg _ g 2 g1 2 m? 1 cos? §
W o { {k I (kmnt)sen<6 + TJm(k:mnr) + kmnd,, (k) .
X (A, cosmb + B,,senmb)
I (k) M
+ f7sen29 (—A,,senmf + B,, cosmb) ¢ . (2.173)

Agora, substituindo os resultados obtidos (2.164)-(2.173) em (2.117), (2.118) e
(2.115), obtém-se as componentes da velocidade de fluxo Euleriano U e V e o tensor

D

ij -

Consideremos o termo da erosao

T.CB 2 D U m; . ™
n=|"= \/_5/) —Re o(e:9) ¢ilt+e) (2.174)
7—by ‘/O(xv y)
Para a tensao de fundo temos, por (2.164) e (2.165),
2pD i cos
T, = —\/_—pgRe k! (Kmnt) (Apn cosmé + Bypsen 6)
o o sen ¢
m —sen 0 Ciloam
+  —Jn(kpnr)(—Amnsen mé + B,,, cos mb) emi(ot+5) 2.175)
,

cos



Logo, calculando o moédulo

| =

V2pD g
)

[Kmn ), (Kmnt) (Apn cos mb + By,psen 6)sen 6

“A{[kmn ), (kmn) (Apn cosm + By,,sen 6) cos 0
o

m 2
" I (k) (— Ampsenm@ + By, cosmf)sen 0]

m 2) 1/2 s
— I (k) (— Apsen mf + By, cos mb) cos 0} sen ’Jt + Z‘ .
”

Portanto, como no caso do retangulo,

Eln| =

+

+

+

+

onde,

Ou seja,

Eln|

29D 2r/o
E\/_Tpg / {lkmnd), (Kt ) (Amn cosmb + Bp,sen 8) cos 6
0 Jo

2

%Jm(k’mnr)(—Amnsen mb + By, cos mf)sen 0]

[Kmn ), (kmnt) (A cos mb + By,psen 6)sen 6

m 2) 1/2 s

— I (k) (— Apsen mb + By, cos mb) cos 0} ‘O’t + Z) dt

,

Cmrk25Ubg 2
T

202

m 2
" o (k) (— Appnsenm@ + By, cosmf)sen 9]

(Kmn Ty, (Kmnt) (Apn cos mb + By,psen 6) cos 0

[Kmn ), (Kmnt) (Apn cos mb + By,,sen 6)sen 6

m 5y 1/2
7Jm(k:mn7")(—Amnsen mb + By, cosmb) cos 9} } ,

2\/§pEDU
Co = T 1285277
7k 5 Ub

2
- % {[kmnjrln(kmnr) (Amn cos mf + ansen 9) cos

m 2
— 7Jm(k:mnr) (—A,msenmb + By, cosmf)sen 9}

+  [kmnd), (kmnt) (Apn cosm + By,,sen 6)sen 0

5y 1/2
ij(kmnr) (—Amsenmb + By, cosmb) cos 9} } . (2.177)
,

(2.176)
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Definimos a taxa de erosao adimensional por

/ / g Em
= 2.1
() BUC, 5 (2.178)
ou seja,
1 g Cok26Ubg ,
£ = Emin ! (KT (A 0 + B,,,sen 0
(x") U0 o {]  (Enr)( cosmb + sen 0) cos
m 2
—  —Jn(kmnr) (= Apnsen ml + B, cos mf)sen 9}
r
+  [kmnd), (Kmnt) (Amn cosmé + B,,sen 6)sen 6
m oY 1/2
+ ?Jm(kmnr)(—Amnsenm9+ By cosmb) cos@] } ) (2.179)

Portanto a taxa de erosao no lago circular serda dada por

') = Ui {lkmnd), (Kt ) (Amn cosmb + Bp,sen §) cos 6
o

- 2

— I (kmnr) (— Apnsen mé + By, cos m#)sen 0]

+  [kmnd), (kmnt) (Amn cosmé + B,,,sen f)sen 6

Y 1/2
+ mJm(k’,mr)(—Amnsen mb + By, cos mb) cos 9} } . (2.180)
T

Para visualizarmos melhor esses resultados, vamos tomar alguns casos parti-

culares na préxima secao. Nesses casos, tomamos a normalizac¢ao

r

r'=- e § =0 (2.181)

a

Para facilitar a notagao, escreveremos r ao invés de r’/a.
251 Casol: m=0en=1

Nesse caso, a superficie livre é dada por

n = AoJo(kor), (2.182)

onde Ay = Ay é uma constante arbitraria.



Assim,
Do g F5
D! - = —Rel —|U|?
S Al
D, o o Fj .
D;cy UZQ = U—bZRe {;U@‘fo } s
D x0T o F5 %
D;z = 51,2 = U_bZRe{?UOVO} ,
D,.o o Fy
D/ =="2" = _Re<{ —|V|?
et
onde U = UpUy, U)Vy* = UbQUoVO*, UsVo = UbQVO*Uo e Vy = UpVb.
Temos que,
1
U() = —gg [k?()lj(l)(k’()lT‘) COS (9(140)] s
‘/0 = —% [kOIJ{](k:glr)sen QA()] .
Ug = @ [k01J6(k017“) COS 9140]
o
‘/6* = % [k01J6(]€01T)Sen HA()] .
Logo,
2
9
’U0|2 = ;kZAg(Jé(koﬂa) COS 9)2
2
g
Vol? = gk&(%(koﬂ”)sen 0)* A3
2
UpVy = %kél(Jé(k[)lr))Q cos fsen O A5
g2
UsVo = k:m(]’(kmr)) cos fsen 0 AZ.
Portanto,

g

F
D = ZRe { 59 T 12 ATy (korr))? COSQQ)},

Tr U2

ol

(2.183)

(2.184)

(2.185)

(2.186)

(2.187)
(2.188)

(2.189)

(2.190)

(2.191)
(2.192)

(2.193)

(2.194)

(2.195)



52

F
D,, =D, = 52 Re{ 59 kgAY (Jg(korr))? cos 9sen9)} (2.196)
e
/ o F5 9 2 2 an2
D,, = mRe . k01A (Jo(ko1r)) sen’6 ¢ . (2.197)
b
Logo, os coeficientes de dispersao K, K}, = K, e K, sao dados por
/ / / F5 21,2 A2( 7/ 2 2
K,,=D'+D,, = U2 ? + oRe 39 ko Ag(Jo(korr))” cos™ 0 ¢ (2.198)
E;
K,, =K,, =D, =oRe {U—ggzkglAg(Jé(koﬁ)f cos Qsenﬁ} (2.199)
e
/ / / Do F5 272 A2( 7/ 2 2
K, =D'+D,, = F + oRe X ki Ag(J)(korr))“sen6 o . (2.200)

Tomamos um lago de altura h = 10m e com auto-frequéncia ¢ = /27 X
1073rad/s. Ainda, supomos que a onda tem amplitude A = 0.2m e portanto a
velocidade no fundo é U, = 0.1m/s. Além disso, tomamos D = 0.001 e Ay = 1.
K, = K,, e K|, nas figuras

Para esses valores temos o grafico dos coeficientes K/,

2.10, 2.11 e 2.12 respectivamente.

'kixx_circulo.res’ +

0.025 -

0.02 -

Kxx  0.015
0.01 -

0.005 -

Figura 2.10: K/, param =0en = 1.
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'kixy_circulo.res’  +

Kxy

Figura 2.11: K] param=0en = 1.

Usando a relagao J)(z) = —Ji(z) ¥z, teremos que a taxa de erosao nesse lago

circular serd dada por

1/2

g/($,> = % {[kOI(_Jl(kOIT))AO COS 9]2 + [l{?()l(—Jl(kOlT))A()SGIl 8]2}

= ULkOLJI(kOlT)AO- (2201)
»O

Na figura 2.106 temos o grafico dessa taxa de erosao.

Como fizemos no caso do lago retangular, vamos tomar dois lagos A e B. O
lago A tem uma faixa costeira de largura /4 que é erodivel e o lago B apenas a
area circular interna é erodivel. As figuras 2.14 e 2.15 mostram a taxa de erosao do

lago A e do lago B, respectivamente.
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Figura 2.12: K, param=0en = 1.
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Figura 2.13: £ para m =0 e n = 1 no lago circular.
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25
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Figura 2.14: £ para m =0 e n = 1 no lago circular A.

y'im

X'

Figura 2.15: & para m =0 e n = 1 no lago circular B.

Observamos na figura 2.14 que, semelhante ao que ocorreu no lago retangular
A, o contorno da faixa do lago que é erodivel tem taxa de erosao zero. E pela figura
2.15 temos novamente que no centro a taxa de erosao é zero. Note ainda que em
ambos os casos as figuras sao simétricas. Isso se deve ao fato da taxa da erosao nao

depender de 6.
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252 Caso2: m=n=1

Nesse caso, a superficie livre é dada por
n = Ji(k117)(A; cos§ + Bysenf), (2.202)

onde A; = A;; e By; sdo constantes arbitrarias.

Assim,
Do o Fx
D === —Re< —|Uy|? 2.203
D, o o F5 .
Dy, = Uzz = @Re {;Uovo } , (2.204)
D,.o o Fs_ .,
D, = [ZQ = gahte {;UDVO} : (2.205)
e
Do o oo,
Dy, = 0z @RG{FIVM } (2.206)
Temos nesse caso que
ig / senf
Up = ——=[k11J1(k117) cos (A cos 0 + Bysend)) — Jl(k‘llr)T(—Alsenﬁ + By cos0)],
o
(2.207)
g / cos
Vo = ——=[k11J{(k117r)senf(A; cos @ + Bysend) + Jy(ki1r) (—Azsend + B cosb)],
o
(2.208)
.l / senf
Uy = —=[ki1Jy(k117) cos 0( Ay cos 0 + Bysend) — Jl(knr)T(—Alsenﬁ + By cos0)]
o
(2.200)
e
cos

(—Ajsenf + By cosb)],
(2.210)

Vi = %[k:HJ{(knr)senQ(Al cos f + Bysenf) + Jy(kq1r)

Logo,

2 0
|Uo|? = %[kHJ{(k‘HT) cos 0(A; cos 9+Blsen9)—J1(k11'r)Sen (—Aysend+ B cos 0)]?,

r
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cos

2
IVol? = g—Q[krllJ{(krllr)seHQ(Al cos 0+ Bysend) + Jy (k117) (—Ajsenf+ By cos 0)]?,
o

sen 0

UgVi = 9—2 [kHJ (k117) cos 0( Ay cos O + Bysen ) — Jy(kqir) (—Amnsend + B cos 9)1

cos 6

X [kHJ{(kHT)sen 0(Ay cos O + Bysen0) + Jy(kyir) (—Ajsen 6 + Bj cos 9)}

(2.211)

2

UV, = % [k;HJ{(kHr) cos(A; cosf + Bysenl) — Jl(knr)

sen 6

(—A;senf + B cos 9)}

cos 9

X [kllji(kllr)sen 0(A; cos O + Bysen0) + Jy(kyir) (—Apnsend + By cos 6)} )

(2.212)
Portanto,
D, = ZRel: — gk
= U2 g°[k11Jy (k11m) cos 0( Ay cos 6 + Bisend)
0
_ J(kllr)se;l (— Alsen9+BlcOS€)]2}, (2.213)
/ / F
ny = Dyz_ U2R, [k?lljl(l{?HT)COSG(Al COS@"’BlSGD@)
0
— Jl(krnr)sen (—Ajsenf + By COSG)]
X [k11J](k117)sen 0( Ay cos 6 + Bysen6)
0
+ J(kzur)cos (—Aisenf + B cos@)}} (2.214)
e
D = ZR F5 > ¢*[kn J] (knir)senf(A; cos 6 + Bysend)
vy U2 (§] 11J1(F117)sen 1 COS 15€en
0
+ Jl(kllr)CO: (—Alsene—i—BlcOSG)]Q}. (2.215)
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: . ~ / r / / ~
Logo, os coeficientes de dispersao K, K;, = K, e K, sao dados por

D F;
K, = D' +D,, == +-—Re {—592 (k11 J, (k1yr) cos O( Ay cos @ + Bisen 6)

Uu:  U; o3

sen 6 2

—  Ji(kur) (—Ajsenf + By cos 9)} } : (2.216)
K = K =D = ZRe Eg2 [k11J7 (k117) cos O(Aj cos§ + Bysen0)
Ty yx Ty Ub2 0_3 1
0 -
—  Ji(knr) et (—Ajsen6 + B cosf)

X [ky1J](k117)sen 0( Ay cos @ + Bysen 6)

+ Jl(kllr)CO:Q(—Alsen0+Bl cos ) } (2.217)

Do o F
K, = D'+D, = 17 + U—bQRe {U—gg2 (k11 J7 (k117)senf(A; cos 6 + Bysenf)
0
b T (k) 2 (— Aysend + B, cose)]2} . (2.218)

Além disso, temos por (2.180) que a taxa de erosao é dada nesse caso por

') = % {[k11J1 (k117) (A1 cos 6 + Bysen ) cos 6
1 2
— ;Jl(kzur)(—AlsenG + Bj cosf)sen 0]

+  [k11J](k117)(Aq cos O + Bysen f)sen §

1/2
1 2
+  —Ji(kyir)(—Asen + By cos6) COSQ] } : (2.219)
r

Com o objetivo de visualizarmos esses resultados, tomamos as mesmas hipoteses

que foram tomadas no caso 1. Para esses valores temos o gréfico do coeficientes K’

Tx?

K,, = K,, e K, nas figuras 2.16, 2.17 e 2.18, respectivamente.
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'kIxx_circulo.res’ using 1:2:3 ———

0.16
0.14
0.12

0.1
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Figura 2.16: K/ param =n = 1.

'kixy_circulo.res’ using 1:2:3 ———

0O 90090 _ooo
00 _0000Pkii
ENONEHDRNED
LI B e s e e

Figura 2.17: K}, param =n = 1.

Podemos ver nas figuras 2.16, 2.17 e 2.18 que os coeficientes de dispersao sao

menos suaves que no caso m = 0.

Nas figuras 2.20 e 2.21 podemos ver as taxas de erosao no lago com todo o

fundo erodivel, no lago A e no lago B.

Note que nesse caso perdemos a simetria da figura, ja que a taxa de erosao

depende de 6.
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Figura 2.18: K| param=n=1.

X'

Figura 2.19: £ para m =n =1 em um lago com um fundo erosivel.
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Figura 2.20: & para m = n = 1 no lago circular A.
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X'

Figura 2.21: & para m =n = 1 no lago circular B.
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3 DISPERSAO DE PARTiCULAS DE
SEDIMENTOS NA CAMADA LIMITE DE
UM LEITO VISCOELASTICO

Nesse capitulo mostraremos a pesquisa desenvolvida em [Ng and Wu, 2008]
bem como resolveremos numericamente a equacao do transporte obtida. Baseado
nos artigos [Mei and Chian, 1994] e [Ng, 2000], descritos no capitulo 1, um estudo
analitico foi desenvolvido a fim de avaliar os efeitos de um fundo viscoelastico sobre
uma onda induzida pela conveccao e dispersao de sedimentos suspensos na camada

limite da onda sobre esse fundo.

Consideramos um sistema de duas camadas como na figura abaixo.

onda sobre a superficie livre
itkx-ot)

n=ae

z=(0 _
camada superior de h
agua
onda na interface
z ;2 i(kx-ot)
S =h i
— = e —
camada inferior de lama fluida ™ — T = J
viscoelastica

Figura 3.1: Desenho esquematico - d4gua sob lama viscoeldstica.

A camada superior é formada por agua de profundidade h sobre uma fina
camada de lama fluida, a qual estamos supondo viscoelastica, de profundidade d.
Assumimos também que a profundidade da lama fluida é constante. De acordo com
[Mei et al., 2010], em dguas costeiras a profundidade tipica d da lama é geralmente
de ordem O(0,5m) e muito menor do que a profundidade h da camada superior de

agua, logo, h >> d.
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Para descrevermos a camada inferior, utilizaremos o corpo de Voight. Deno-

taremos o modulo da constante elastica por G,, e a viscosidade por v,.

3.1 Velocidade da agua sobre um leito viscoelastico

O objetivo desse capitulo é deduzir as coordenadas horizontal e vertical da
velocidade da dgua sobre um leito viscoeldstico. As ondas irdo interagir com a

camada inferior e, portanto, a velocidade da dgua também sera influenciada.

Suponhamos que uma onda progressiva de pequena amplitude se propague na

diregao horizontal x sob a superficie da agua, cujo deslocamento é dado por
n = Re[ae'*e=o], (3.1)

onde a é a amplitude da onda, 7 é a unidade do ntimero complexo, k£ é o nimero de
onda, ¢ ¢é a frequéncia angular da onda e ¢t é o tempo. Estamos considerando a, o

ceRekeC.

Ainda, consideramos o eixo vertical z apontando verticalmente para cima.

Assim, definiremos o deslocamento da interface por

2= &(x,t) = be'he=ob), (3.2)

Por fim, denotamos as densidades da agua e da lama fluida por p, e pm,

respectivamente.

Consideramos ondas de comprimento e amplitude pequenos de modo que kh =
O(1) e ka << 1. Vamos estudar o caso quando a espessura da camada de lama fluida

é comparavel a espessura da camada limite de Stokes.

Além disso, assumimos que a profundidade da lama fluida d e a espessura da
camada limite que surge sob a lama fluida 6,, = (2v,,,/c)"/? sdo ambas compardveis

com a amplitude da onda sobre a superficie da agua a, do mesmo modo que foi
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proposto em [Mei and Chian, 1994]. Ainda, a camada limite de Stokes tem espessura
dada por 8, = (2v,/0)'/? e é desenvolvida na interface entre a dgua e a lama fluida,
onde v, é a viscosidade da dgua como em [Mei and Chian, 1994]. Como estamos
assumindo que a lama fluida é mais viscosa do que a dgua, temos que O(vy,) > O(vy,)
e assim concluimos que a camada limite de Stokes na lama fluida pode ser mais fina

do que na agua.

Foi observado que o modelo que mostraremos a seguir ¢ valido enquanto h >>

a~d=~d, >0, [Ngand Zhang, 2007].

Definimos a declividade da onda por € = ka << 1, que ¢é escolhido como um

parametro pequeno.

Pelas equagoes da continuidade e de Navier-Stokes, obtemos que as coorde-

nadas da velocidade para a dgua e para a lama fluida satisfazem

ou Ov

9 + 5 0, (3.3)
(9Uf an an 1 0P 82uf 2
“ur 2f = _ - 4
ot ey Oz et 0z py Ox T 022 +0(€) (3:4)
e
__1op 2
0= oy 02 + O(€?), (3.5)

onde o parametro pequeno € foi inserido a fim de identificarmos as ordens de cada

termo da equacao, baseado no seguinte dimensionamento das variaveis
r=0k"), 2=0(d)=0(ex), t=0("" (3.6)

u=0O(ca), v=0(eca), P/p=0O(c?ak™) = O(ga). (3.7)

Expandindo em série de Taylor as equacoes da continuidade das componentes

da velocidade e da tensao obtemos que

Oy Oy, 9 B
uw—i—e{a—n—um—i—ef%qLO(e ), em n=d, (3.8)
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vy Ovp, ) B
er—FGf%—’Um—{—Gf%—FO(E ), em n—d, (39)
Oy, *u,, Oy, 9%, ) B
PwlVw ( 8n + 65 8n2 ) = PwlVw (8_’)1 + €§W> + O(E ), em n = d (310)

0P, 0P
P,+e€ (5% — pwg§> =P, +e¢ (§W — pmgf) +0O(?), em n=d, (3.11)

onde P é a pressao dinamica em cada camada e n = h + z 4+ d é uma coordenada

local que aponta verticalmente para cima do fundo em direcao a camada de lama

fluida.

Definimos U; e Py como a coordenada horizontal da velocidade e como a pressao

dinamica, respectivamente, no fundo, ou seja, em z = —h. Assim, temos que

(tw, Pw) = (U, Pr), quando n>d e z — —h. (3.12)

Essas quantidades sao governadas pela equagao de Navier-Stokes

1 0P,
88(? + EUIaaUxI = _p_w% quando z — —h. (3.13)

Observemos que as derivadas de U; em relagao a z sao nulas pois a velocidade

na camada limite de Stokes é puramente tangencial no fundo.

Usaremos aqui a mesma técnica usada por [Ng, 2000]. A idéia é expandir as co-
ordendas horizontal e vertical da velocidade. Para obtermos a solucao, expandimos

as coordenadas da velocidade
(ug,v) = (ugy, v5,) + €(ug,, vy,) + O(€%) (3.14)

e assumimos que as componentes da velocidade de primeira ordem e a onda da

interface sao definidas pelo mesmo harmonico que a superficie da onda, ou seja,

(ufm Ufos g) = Re[(ﬂfv ﬁfﬂ b)ei(kw_at)] (3'15)
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onde a condic¢ao cinemética na interface é

o8
E = Vuy _h. (316)

z=

Do mesmo modo, expandimos a coordenada horizontal da velocidade no fundo
U, a pressao dinamica em ambas as camadas P, P, e a pressao no fundo P;. Pela
equagao (3.5), notemos que a pressao de O(1) é constante na dgua e, pela condi¢ao
de contorno (3.12), obtemos que P,, = P;. Ainda, pela condi¢ao de contorno (3.11),

concluimos que

P, (0<n<d)=P,(d<n<oo)=PF (3.17)

Aqui devemos ressaltar que quando escrevemos n < oo estamos querendo dizer

que n/d = O(1).

Substituindo (3.13) em (3.4), obtemos as equagdes para as componentes hori-

zontals das velocidades

d;:;” :_V_/jj-</&/w—[7[) em d<n < oo (3.18)
e
d;:;n _ ;_ij(aw —U;) em 0 <n <d, (3.19)
onde
P
y= Lo (3.20)

é a razao entre as densidades. Usando (3.12), obtemos que as solugdes gerais das

equacgoes acima sao dadas por, respectivamente,

Gy = (1 4+ De*)U;, em z>0 (3.21)

G = [v — v cosh(A (2 + d)) + Hsenh( A (2 +d)]U;, em 0>z > —d.  (3.22)
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Usando as condigoes de contorno (3.8), (3.9) de primeira ordem podemos de-

terminar as constantes D e H

_ —¢— (I —7)¢cosh(And)

D = 2
¢ cosh(\,,d) + ~ysenh(\,,,d) (3:23)
e
1— 2 cosh h(\,.d
H— v(1 =) + 72 cosh(\,,d) + y¢senh(\,,d) (3.24)
¢ cosh(\,,d) + ysenh(\,,,d)
sendo
¢ = /)" (3.25)
um parametro complexo relacionado com a variacao da viscosidade, onde
vt =v, +iGn/pmo (3.26)

é o parametro complexo viscoeldstico. Observamos que nesse ponto o modelo vis-
coeldstico [Ng and Wu, 2008] se diferencia do modelo viscoso [Ng, 2000], pois nesse

ultimo G,,, = 0.

Notemos ainda que ¢ pode ser definido como

¢ = Aw/Am, (3.27)
onde
N = —io /v, ou Ay = (1 —14)/dy (3.28)
€
A2 = —ig/vh ou A, = [\2— A2 (3.29)
com
M= —io/vym e N = pno?/Gn. (3.30)

Agora podemos calcular as componentes verticais das velocidades. Pela equagao

da continuidade, obtemos que

Oy, = —ik/ Umdn em 0<n <d (3.31)
0
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Uy = Upp(d) — zk/ Updn em d < n < oo, (3.32)
d

onde usamos as condicoes da interface

U (0) =0 e v,(d) = vy (d).

Substituindo as coordenadas horizontais das velocidades obtidas acima, temos
que

By = —ikA, (A\wz + B — De ™) U; em z > —h (3.33)

O = =ik A [y (A (24d) —senh( Ay, (2+d))+H (cosh( Ay (2+d))=1)]U;, em —h > z > —d,
(3.34)
onde

B = ([y(And — senh(A,,d)) + H(cosh(A,,d) — 1)] + D. (3.35)

Agora, por (3.16), podemos determinar a amplitude do deslocamento da in-

terface. Usando (3.33), obtemos que

b=io D, =ko '\, (B - D)U;. (3.36)

Apoés determinarmos a velocidade da agua, podemos avaliar como se desenvolve
o transporte de sedimentos gerado pelas ondas. Isso nés faremos a seguir na proxima

secao.

3.2 Transporte de particulas suspensas

Consideramos o transporte de particulas suspensas na onda da camada limite
acima da interface. Segundo [Ng and Wu, 2008], a equagao de transporte bésica é

dada por

%—f +V-(VC)=V-(EVC), (3.37)
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onde V = (9/0x,0/0z), C(x,z,t) é a concentragdo (massa por volume de dgua),
V(z, z,t) é a velocidade de convecgao local e E(z, z,t) é o tensor de difusividade de

vortices.

A velocidade de conveccao é dada por V = (uy,, v, —vy) onde vy é a velocidade
de queda das particulas, que assumimos como constante. Além disso, por simpli-
cidade, vamos considerar o tensor E como uma constante escalar. Desse modo, e

usando a equagao da continuidade, podemos escrever a equagao (3.37) como

2 2
90 4 e, (evy — vf)?)_c —ep?C plc
Z

ot Ox Ox? 022 (3.38)

Os termos do lado esquerdo da equacao acima representam a taxa de variacao
nao estaciondria e a convecgao vertical, devida a onda e a sedimentacao. J& os termos
do lado direito representam a difusao horizontal e vertical, respectivamente. Aqui
estamos assumindo que as particulas dos sedimentos sao tao pequenas que podem
se mover como as particulas dos fluidos. Além disso, assumimos que a suspensao é

tao diluida que sua presenca nao chega a alterar o comportamento do fluxo.

A equagao (3.38) estd sujeita as condigoes de contorno

WC’—I—E% =0, em 2z = €, (3.39)
C=0 em z— oo. (3.40)

Em [Ng, 2000] foi adotado o mesmo procedimento que em [Mei and Chian, 1994]
e em [Mei et al., 1997]. Ou seja, novamente expandiremos a concentragdo em uma
série de poténcias

C= CU -+ eC’l + 6202 + ... (341)

Além disso, como foi feito no capitulo anterior, usaremos a analise de multiplas
escalas. Por isso introduzimos novamente duas coordenadas para o tempo: ¢ (macro

escala) e T = €%t (micro escala). Desse modo, a derivada em relacao ao tempo pode
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ser expandida como

90 L0
ot ot o1’

onde esperamos que o termo de ordem zero Cy = Cy(x, z,T) represente a concen-

(3.42)

tracao principal no tempo e portanto nao depende do tempo rapido ¢, enquanto que
os termos de ordem mais alta C,, = Cy(x, 2,t,T), para n = 1,2, ... sdo fungdes de

ambos os tempos.

A condigao de fronteira do fundo (3.39) pode ser expandida em série de Taylor

sobre o primeiro nivel na interface. Assim obtemos

oC oC
'UfC—l—Ea—i-eé‘ (fo—l—Eg) =0 em z = €. (3.43)

As equacoes perturbadas sao obtidas tomando os termos de poténcias de €

iguais depois de substituirmos as expansoes (3.41) e (3.42) em (3.38), (3.40) e (3.43).

Dessa forma, a equacao de ordem zero é dada por

0Cy 0*Cy
—+F = — 44
Ufaz+ 5.2 0Oem —h<z<oo, (3.44)
vyCo + E% =0 em z = —h, (3.45)
Co = 0 quando z — 0. (3.46)

A solugao dessa equacao sujeita as condicoes de contorno acima é dada por

Co(x,2,T) = Cy(z, T)F(2), (3.47)
onde Cj, = Cj ¢ a concentragdo no fundo da camada limite (em z = —h) e F(z) =
e #/% com

a = E/vs. (3.48)

A equagao de O(e) é dada por

0*C, oc, 0C, 0 0
5.2 + vy 5 o _%(quOO)Jr&(vaOO) (3.49)
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aC
vrCy + Ea—; =0 em z = —h, (3.50)
C1 = 0 quando z — oo. (3.51)

Observamos que o lado direito da equacao (3.49) pode ser escrito como

RHS = Re[ii,e""~ U“]%i” + Re[d,e'* I F'C,
+  Rellyike'™™ Y FC, + Re {%eﬂkf—”“} FCy, (3.52)
onde
%%” = ai[ ikA; ANz + B — De™*)U]

= —ikA; Ny + Ay De )T,
= —ik(1+ De™*)U;

= —ikily. (3.53)

Portanto, (3.52) pode ser escrito como

0C;,
Ox
+ Refiiyike™ "] FC, + Re [—ikii,e'* 7] FC,
oC;,
Ox

RHS = Refit,e'** 792 + Re[t,e'** Y F'C,

= Re[it,e'** == + Re[t,e' D F'C,. (3.54)

Logo, podemos expressar a solugao C' por

Oy = R[N (2)e'** =" 4 R][N(z)e' k==t (3.55)
onde
d*N  1dN o Uy F'
4= — N = 2 — )
dz+04dz 5 7 om h < z< o0, (3.56)
dN 1
— +—N=0em z=—h, (3.57)
dz «
N =0 quando z — o0 (3.58)
e

PM 1dM o V"
+1—=M = em —h<z<o0

dz +adz E E ’

(3.59)
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dM 1
— +—N=0 em z=—h, (3.60)
dz «

M =0 quando z — oc. (3.61)

Escrevendo N(z) e M(z) como

N(2) = 07U (Aye P/ — e/ 4 Aye~(AotDz/ay (3.62)

M(2) = ko™ 'U;[Ase %/ + Age® 4+ Age~AotD2la 4 (4 /a)e %/ (3.63)

obtemos que as constantes sao dadas por

Ap = ady = (1 —i)/Pe, (3.64)
Ay = AgAy/(1 = B), (3.65)

Ay = D/[(1 —i)Pe(2Sc) ™! (Ag + 1) + 1], (3.66)
As = (A4pAs —1)/(1 = B), (3.67)

A, = BJAy — iPe?/(2S¢), (3.68)

As = —iAy/ Ay (3.69)

Sy

I
DO | =

—_

+

|
~

[a—

—

_|_
P
3%

o &
~

[N}
~_
|

;(1+ 1+(i—i§)2> - (3.70)

Em O(€?), a equagao do transporte (3.38) e as condicoes de fronteira sdo dadas

por

800 X (902 1 8Uw200 i 8uwlC’1 n 8le Cl
or ot ox ox 0z

anQCO 802 o 8200 8202
5. U _Ec?xQ +E822,em —h<z<oo, (3.71)

OC, oC, 9°Cy
UfCQ + EW +£ (Ufg + E 822

> , em z= —h, (3.72)



73

Cy =0 quando z — o0. (3.73)

Tomando a média no tempo sobre o periodo de onda, as equagoes (3.71), (3.72)

e (3.73) se tornam

86’0 + 8ﬂw200 4 8uw101 + 6’le Cl 802 8200 802

—vp—=F E— —h
oT Ox Ox 0z R Ox? + 822 " < Z =00,
(3.74)
- 9C, oC, 0%C
E—= —+F = =— .
vCy + 5, + v P + 6822 0 em z h, (3.75)
Cy =0 quando z — oco. (3.76)
pois, supondo que Cs é periédica no tempo, temos que
oCy 1 [?"OC,
—_— = — —=dt = .
ot 27 ), Ot 0 (877)
e —
vaQ CO
— =0 3.78
5 (3.78)

ja que Cp nao depende de t e v,, também nao, pois estamos supondo que sé ha

convecao e dispersao na dire¢ao horizontal.

Integrando com respeito a profundidade da camada limite e usando a condicao

de fronteira (3.76), temos

oC, %, - 9°C, 00
<F>8_T+%<<uw2F>Cb)+% < uwlcl > _/Uw101 Z:_h_UfCQ - E<F> 12 +EW
(3.79)
Pela condicao de fronteira (3.75), a equagao acima pode ser escrita como
oCc, 0 0 oCy 0%C1
<F>a_T+£(<uw2F>Cb>+%<uw101>_vw101 szh_vfég z:,h_Eg 922 o

onde (f) denota a integracao com respeito a z de 0 a oco.

A partir dos cédlculos que estao descritos no apéndice B, obtemos que a equacao
do transporte para a concentragao de particulas no fundo é dada por

aCb 80], o 826’b
SR +USe =E-Di) 52,

a7 g (3.81)
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onde
_ {0 F) | Ref[(ag, M) — big |.= ]
U= G 2FY (3.82)
Re(al N)

3.2.1 Parametros adimensionais

Para analisar os coeficientes de dispersao e convecgao [Ng and Wu, 2008] cal-

culou os coeficientes U e Dy adimensionais, isto é,

A~

U = U/(ka YU} = %Re[D(Q —iB*)/(Ag+ 1)+ DAy/(Ag + 1) — 4D + A3/B + Ay
+ As/(Ag+ 1)+ A3D* /(A5 + B) + AyD*/(As + 1) + AsD*/(2Pe ™" + 1)
+ D*/(A5+ 1) — (B —D)(1+ D*)/Ao) + i|D[2/(2Pe_1 +1) — Z|D|2 (3.84)

D = DJ(c Y 72]) = —%Re[Al/ﬂ + As/(Ao+ 1) + A DJ(AL + B) — iD* J(A5 + 1)
4+ AyD*/(2Pe +1)]. (3.85)

Ainda, a seguinte normalizagao foi definida

(2,d,0m) = (2,d,6,) /0w, (A Aoy Ae) = T (Ams Aus Ae)- (3.86)

A partir dessa normalizacao, podemos expressar na forma adimensional
A= (A=A 2, (3.87)

onde

~ ~ ~

Ao =(1=1)/0m € I = 00(pm0?/G)""? = (2pmVm0 | G) Y2, (3.88)

C=(1—1)/Am. (3.89)
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Dessa forma, as constantes B, D e H podem ser expressas como

A

B = ([y(Amd — senh(Ad)) + H(cosh(A,d) — 1)] + D., (3.90)

D — _’YC B (1 — V)gCOSh(S‘md) (3 91>
¢ cosh(And) 4+ ysenh(Apd) '

v(1 = 7) + 7% cosh(Apd) + vCsenh (A, d)
¢ cosh(And) + ysenh( A, d)

H = (3.92)

3.2.2 Resultados numéricos

Para obtermos os graficos dos coeficientes (3.84) e (3.85) em funcao da espes-

sura da camada de lama fluida normalizada d, seis parametros foram especificados:

i) v = 0.8, correspondente a razao de p,,/p, = 1.25;

~

ii) 0, = 5 e 8, correspondentes a v, = O(10) Pa, se a viscosidade associ-

ada a vértices da dgua é v, = O(1) cm?s™;

iii) A, = 0.3, 0.15 e 0.1, correspondentes a G,, ~ O(10) Pa.
Segue que
iv) A = 0(0.1).

Lembrando que \,, = (—io/v)"? temos que \;! ~ 6, =~ d. Portanto,

definimos o quinto parametro:

v) d = O(10), correspondente a uma camada de lama fluida de profundi-

dade d = O(10) cm.

Ainda, consideramos que
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vi) Pe=Sc=1.

Reproduzimos aqui os resultados obtidos em [Ng and Wu, 2008]. As linhas
vermelha, verde e azul correspondem a ;\m = 0.1, j\m =0.15¢ 5\m = 0.3, respectiva-

mente.

2
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Figura 3.2: U, como funcao de d para om=5e M\ = 0.3,0.15,0.1
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Figura 3.3: D; como funcao de d para dm=5e\ = 0.3,0.15,0.1.

Observamos que para Ao = 0,1e Ae = 0,15, que representam casos de forte

elasticidade, h4 um aumento da altura dos picos nas figuras (3.2),(3.3), (3.4) e



7

25

Figura 3.4: U, como funcao de d para om =8e N\, = 0.3,0.15,0.1

(3.5). Sendo assim, ambos coeficientes possuem pontos de maximo ou minimo locais.

Podemos observar que esses pontos ocorrem préximos de dg = /2.

Finalmente, observamos que em [Ng and Wu, 2008] a solucao da equacao (3.81)

nao foi procurada. Na proxima secao, apresentaremos alguns resultados numéricos

da equagcao (3.80).

3.3 Solucao da equacao do transporte

Para encontrarmos a solucao usamos a rotina desenvolvida em Fenics project

[Schldger and Fenics Team, 2013]. Na proxima subsecao, a fim de explicarmos como

funciona dessa rotina, usaremos a equagao de Poisson.

3.3.1 Formulacao variacional

Consideremos o seguinte problema:
*C,
ox?’

Cyp(z,T) = Co(z), €09,

[E — Dr] flz,T), =€,

(3.93)

(3.94)
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Figura 3.5: D, como funcao de d para om =8e N\ = 0.3,0.15,0.1.

onde

f@T)= =2 +UZ2, (3.95)

Aqui Cy(z, T) é uma fungao desconhecida, f(z,T) é uma funcao dada, 2 é um
dominio espacial unidimensional e 0f) é a fronteira de §2. Usaremos o método de
Galerkin adotando o programa que esté disponivel em [Schlédger and Fenics Team, 2013].
A idéia é transformar essa equacao diferencial parcial em um problema variacional.
Para isso, multiplicamos primeiramente a EDP por uma funcao teste v e integramos

a equacao obtida em €2, obtendo

/Q ([E — Dr] a;;b) vde = /Q foda. (3.96)

Usando integracao por partes a integral do lado esquerdo pode ser escrita como

820&7 . 8Cb ov (9Cb
/Q [E — DT] 2 vdr = [E — DT] { o % . %dx — o 8—nvds} s (397)

oC, .
onde o ¢ a derivada de () na direcao normal a fronteira.
n
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A funcao teste v é escolhida de modo a ser nula nos pontos onde a fungao C},

é conhecida. O que significa que v = 0 para x € 0f). Segue que

82Cb GC’b ov

Essa equacgao deve ser valida para toda funcao v pertencente a algum espaco
V. Dizemos que a equacao (3.98) é a forma fraca do problema (3.93-3.94). Dessa
forma, o problema variacional é dado por: encontrar C}, € V', onde V' é um espaco
que pode ser diferente de V, tal que a fungao teste v é escolhida de modo a ser nula

nos pontos onde a funcao C é conhecida. Logo,

oC, Ov

i B adx = /vadx, VoelV. (3.99)

Em [Schlidger and Fenics Team, 2013], os espagos V e V sdo definidos como

V={veHQ):v=muy€ N} (3.100)
e
V={veH(Q):v=0¢ 00}, (3.101)
1 : - 5 ||Ov 2
onde H'(Q2) é o espago de Sobolev contendo as fungoes v tal que v* e 9 possuem
x

integral finita sobre o espaco (1.

Para resolvermos esse problema numericamente precisamos transformar o pro-
blema variacional continuo em um problema variacional discreto. Para tal, tomamos
espacos V, C V e Vj, C V. Desse modo, o problema variacional discreto se torna:

encontrar Cyj, € V3, Cy que satisfaz

— . —dx = / fopdx. Y vy, € vV, C V. (3.102)
Q

A escolhade V,, e Vj, segue da escolha de elementos finitos que queremos aplicar

no nosso problema.
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3.3.2 Resultados Numéricos- Equagao do transporte

Observe que a velocidade horizontal da onda é representada pela figura (3.6).

Podemos ver que a onda esta se deslocando para a frente.

15 I I I I I I I I

Figura 3.6: velocidade da onda na agua para T =1,3e 5.

Por isso, podemos esperar que a solucao C’ se comporte da mesma maneira
com o passar do tempo. Ao analisarmos os graficos (3.7) e (3.8) podemos ver que
obtivemos o que era esperado. Na figura (3.7) consideramos uma concentragao inicial

C’(«',0) = 100 e na figura (3.8) C’(2’,0) = 1000.

A seguir consideramos que ha erosdo em uma faixa para z’//27 € [0, 1] como
em [Mei et al., 1997]. Usando a mesma normalizagdo, a equagao que formula o

problema sera dada por

oc’ N U(?C”
or’ ox'
onde U e Dy sio definidos em (3.84) e (3.85) e

- [E - D}} IT e (a), (3.103)

o 1, 0<a/ <L =kL
E(a!) = (3.104)
0, 2/ <0,2' > L.
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Figura 3.7: C, como funcao de = /27 para Cy(z,0) = 100 e T'= 1, 3,5, 10,20, e 30 .

Consideramos a concentracao inicial nula. Adotamos a mesma normalizacao

usada em [Ng and Wu, 2008] e em [Mei et al., 1997].

A solugao da equagao do transporte uni-dimensional em um sistema sem a ca-
mada de lama fluida e com erosao foi encontrada analiticamente em [Mei et al., 1997].
Comparamos a solu¢ao numérica obtida por nés e a solucao analitica obtida por
Mei e vimos que o erro é muito pequeno. A seguir resolvemos a equacao para
d={0.25,0.5,1.0} com T = 5. O gréfico estd na figura (3.9). Observemos que nio

houve mudanca para d pequeno, ja que as curvas estao sobrepostas.

O resultado para 6 =5, A = 0.1 e d = 7,8,9,10,11 e 12 sao dados na figura
(3.10). Observamos que os picos nao sofrem alteragoes considerdveis ao variar a
espessura na camada de lama fluida. Porém, conforme essa camada aumenta, o pico

da concentragao ocorre para x’ menor.
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Figura 3.8: C, como fun¢ao de x/2m para Cy(z,0) = 1000 e T' = 1,3, 5,10, 20, e 30

Figura 3.9: C, como fungao de x/2m para Sm =5, S\m =0.1ed=0.0,0.25,0.5e1.0
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Figura 3.10: C, como funcao de = /27 para Om = 5, An=01ed= 7,8,9,10,11e12
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Figura 3.11: Cj, como funcdo de = /27 para Om = 8, An=0.1ed= 7,8,9,10,11e12

el =05.
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4 DISPERSAO DE PARTiICULAS DE
SEDIMENTOS NA CAMADA LIMITE DE
UM LEITO VISCOELASTICO- MODELO
GENERALIZADO

O objetivo desse capitulo é apresentar o modelo viscoelastico generalizado
definido por [Mei et al., 2010] e deduzir uma nova equacao do transporte de particulas

no fundo como em (3.81) usando esse novo modelo.

Consideramos um sistema de duas camadas, sendo a camada superior formada
de agua nao viscosa e a inferior consistindo de lama fluida, modelada como um
material viscoelastico. Além disso, supomos que a dgua ¢ inviscida e que tanto a
amplitude da onda ay quanto o deslocamento vertical da interface ar-agua n sao
pequenos comparados com a profundidade da dgua h e com o comprimento de onda

A =27/K, onde k é o nimero de onda. Ou seja,

n = O(ag), kn= O(kag) = O(e) << 1. (4.1)

Consideramos ainda a profundidade da camada inferior pequena quando com-
parada com o comprimento de onda. Isto é, supomos que a profundidade da dgua

h é constante e comparavel ao comprimento de onda de modo que kh = O(1).

Como no capitulo anterior, assumimos que

d
£ =0() << 1. (4.2)

No trabalho de [Liu and Mei, 1989] foi mostrado que o deslocamento vertical

da interface agua-lama £ é muito menor que o da superficie livre. Portanto,

§=O(en). (4.3)

Isso nos permite usarmos novamente a analise perturbativa de multiplas escalas

que explicaremos a seguir.
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4.1 Formulacao

Consideramos que cristas longas de ondas de superficie se propagam na dire¢ao
positiva 2’. Sejam 2/, 2’ coordenadas retangulares que descrevem um plano vertical

com origem sobre a superficie do mar, sendo 2z’ negativo para baixo.

Seja @' o potencial de velocidade na camada de dgua inviscida e 1’ o desloca-
mento da superficie livre. Na camada de lama fluida, «’ e v" denotam as componentes

da velocidade e & o deslocamento da interface.
As pressoes estatica e total sdo denotadas por p, e P’, respectivamente, com
P =p +7.

Sejam o e ag a frequéncia e a amplitude da onda de superficie, respectivamente.
Para a camada de agua, usamos a seguinte normalizagao

2

(2,2 h) = %(:U,z, H),  =0c7't, ¥ = %k, (4.4)
a g w w w w w
@Z—%@,ﬂzaw7Uﬂlﬂ(Uzﬂ)wdﬂ)m(W (4.5)

onde ¢ é a gravidade, p(*) é a densidade da dgua, o é a frequéncia e t é o tempo.

Para a camada de lama fluida, definimos uma nova coordenada vertical medida

a partir do fundo dessa camada
Z'=24+h+d (4.6)

e usamos a seguinte normalizacao

v =T, 7' =dz, ¢ =07, € = eant, (4.7)

o2

d

u' = apou, v’ = (6aoa—> v, (¢, P) = (7™ gao) (p"™, PI™). (4.8)
Qo

Apo6s definirmos a nova coordenada vertical e a normalizacao, o problema pode

ser representado pela figura (4.1).
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x lama fluida

7'=0

Figura 4.1: Desenho esquemético do problema com os dois sistemas de coordenadas.

4.2 Equacgoes governantes e condicoes de contorno

4.2.1 Equagoes governantes na agua

Para um fluido inviscido irrotacional, nas variaveis adimensionais, o potencial

de velocidade é governado pela equacao de Laplace, ou seja,

0P?d 0o
—+ —— =0. 4.9
ox? = 0z° (4.9)
Definimos um parametro pequeno € por
2
e=29 - 1, (4.10)
g

que caracteriza a inclinacao da onda.

Na forma adimensional, a pressao total na dgua P™) é relacionada com o

potencial ® pela equacao de Bernoulli,

oo 1 P®)
_+_Vq)2+gzz——’ 4.11
ot 2| | p ( )
ou seja,
Ob e | /0D\® [0d)\>
_pw) = ) ) 2 92 (OF — 4.12
plert =t ta ) e ) |0 @)

onde pi*) = 2/ A io estéti io dinami ti t
Ds = Z/€ee€ p(w) Sa0 a pressao estatiCa € a pressao dinamica, respectivamente.
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4.2.2 Equagoes governantes na camada de lama fluida

4.2.2.1 Dinamica reoldgica da lama fluida

Como mencionamos anteriormente, a melhor maneira de modelar a lama fluida

é como um material viscoelastico, que combina ao mesmo tempo as propriedades do

fluido e do sélido.

De acordo com [Krotov, 2008], experimentos sugerem que os coeficientes G e
v dependem fortemente da frequéncia. Por isso, ele propos um modelo viscoelastico

/

generalizado. Esse modelo relaciona as componentes de tensao (77.) e deformacao

(7i;) pela equacdo diferencial

(1 + Z a/n(at/)n> Ty = (Z bn@t’)”) ’Y/z'j (4.13)

com o simbolo (0y) denotando a derivada parcial em relagao ao tempo ¢’ e com os

coeficientes a,, e b,, dependendo da frequéncia. Logo,

(Z_: bn(ﬁt’)n) Vs
(1 +> an(at,)">

/
Tij:

(4.14)

Nessa expressao, ag foi tomado como 1. Podemos definir desse modo pois, caso
ag fosse diferente de um e de zero, bastaria dividirmos a equacao por ag. Observemos
ainda que o maior indice no numerador ¢ N — 1 enquanto no denominador é N. Isso
foi feito de modo que houvesse o mesmo numero de incégnitas (N) no numerador e

no denominador.

Para o caso especial onde o movimento é puramente senoidal no tempo,
~, —iot . T it
T =T1le A = e, (4.15)

temos por (4.13) que
7=, (4.16)
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onde v é complexo e

N-1
o+ ) ba(—io)"
v=ve? = L n=0

o N ’
1+ an(—io)"
n=1

(4.17)

Para encontrar os coeficientes a, e b,_1, n = 1,2,3, ..., N da expressao (4.17),
[Krotov, 2008] utilizou valores experimentais obtidos em [Huhe and Huang, 1994] e
de [Jiang and Mehta, 1995] da viscosidade complexa vy em termos das frequéncias
01,09, ...,05, obtendo assim um sistema linear algébrico real de 2N equacgoes e 2N

incégnitas.
4.2.2.2  FEquagao do movimento adimensional na camada de lama fluida

As equacoes governantes para a camada de lama fluida sdo as equacoes de
Navier-Stokes para um fluido incompressivel. Ou seja, as componentes da velocidade
u e v horizontal e vertical, respectivamente, satisfazem a equacao de conservagao de

massa,

Uy +vyz =0, (4.18)
a equacao de conservacao do momento- x,

ou < ou 8u) B _vap(m) 1 ag (87':% d 87'3536)

E—FE 07 +€a0 ox

oz + Re d

(4.19)

e a equagao de conservacao do momento- £

d i m € z d Tz
<€E> [v; + €(uv, +vvg)] = _VP(Z ) 4 Te (TZ + Ty ) ) (4.20)
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4.3 Condicoes de contorno

4.3.1 Interface entre agua e lama fluida

A condicao de fronteira cinematica na interface em termos das variaveis na
agua é

O, = €& + 26,P,, »=—H + €€, (4.21)

e em termos das varidveis na lama fluida é

gt =V — Efxua Z =1+ ng (422)
a

A condigao de contorno dinamica na interface necessita da continuidade da

tensao através da interface
A= —(p) + p))i, (4.23)

com 7t = (n®, nl*)) sendo o vetor unitario normal em direcdo & interface e apontando

para dentro da camada de agua. Em componentes, temos que

(4.24)
em z = —H + 2 (Z =1+ €4¢), onde
m m €
com
H
P =—+901-2), (4.26)

por [Mei et al., 2010].

4.3.2 Velocidade horizontal no fundo

A condigao de contorno nao deslizante no fundo da camada da lama fluida é

u=0, em Z=0 (4.27)



v=0, em Z=0
e, em termos do deslocamento,
X=0, em Z=0

Z =0, em Z=0.
4.3.3 Condigoes de contorno na agua

Na superficie livre Sr da agua, impomos a condi¢ao cinematica,

oy _0®  nod
ot 0z 68:10837’ 2=

ou seja, estamos supondo que o fluido é tangencial em Sp.

90

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

Consideramos que a pressao € atmosférica. Assim, a condigao de fronteira

dinamica é dada por

=9 € 3_¢2+ 99\’ _
"= T2 |\ oz oz ) | 2=

Combinando as duas condigoes acima temos que

mod €0 | [0D\® [0D)\*
onde
0? 0
F:@—F&

4.4 Aplicagao do método de miiltiplas escalas

(4.32)

(4.33)

Estamos supondo que a camada de lama fluida é fina comparada ao compri-

mento de onda e que a profundidade adimensional do?/g = O(¢). Assim, é esperado

que as equagoes de ordem zero nao se alterem com a presenca da camada de lama
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fluida. Essa camada vai inlfuenciar os termos de O(e). Logo é natural introduzirmos

novas variaveis no espaco e no tempo como, respectivamente,

T,r1 =€x e t=ety. (4.34)

Desse modo, devemos substituir as derivadas com respeito a e t pelas derivadas

com respeito as varidveis na escala lenta x; e t; dadas por [Mei, 1989

Oy — 0, + €0y, (4.35)
Oy — Oy + €0y, (4.36)
Oy — Ope + 260y, + 2044, (4.37)
€
Ope — Oz + 26050, + €202, - (4.38)

Para fazermos a andlise de multipla escala, cada incégnita F, que representa
& n, ®, u, v, T, e p, sera expandida em uma série de poténcias em termos de €, ou
seja,

F=Fo+eF+EF+ O(e%), (4.39)

onde (n,,&,) dependem de (z,xq;t,t1), D, = O, (2, x1; 2;t, t1) na dgua e (u,,v,) de

(z,x1; Z;t,t1) na lama fluida.

Cada série perturbada serd substituida nas equagoes e nas condigoes de con-

torno, e assim obteremos equacgoes perturbadas em cada ordem.

4.4.1 Ondas senoidais

Assumimos que as ondas sobre a superficie livre sao portadoras. Ou seja,
consideramos que as ondas de superficie sao quase simplesmente harmonicas com
amplitude variando lentamente. Um exemplo de uma onda portadora esta represen-

tado na figura (4.2).
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Figura 4.2: Desenho esquematico de ondas portadoras.

1 .
n="mn,+ O(e) = EA(xl, t1)e™ + c.c. + O(e), (4.40)

onde A(z1,t1) é a amplitude que varia lentamente, c.c. representa o complexo con-
jugado e

¢:k0$—t

é a fase das ondas portadoras.

Essa hipétese feita por [Mei et al., 2010] se diferencia do trabalho de [Kranenburg, 2008]
onde foram consideradas apenas ondas harmonicas no tempo e no espaco nas escalas

rapidas.

Assim, teremos que

Fo = Foo + (Fone™ + c.c.), (4.41)
Fl = flo + (]—"He“" + C.C.) + (./T"glemw + C.C.), (4.42)
FQ = .FQ(] + (leeid) + C.C.) + (.F22€2iw + C.C.) + (f32€3iw + C.C.) (443)

e assim sucessivamente, onde F,,, = Fnn(2,21,t1) ¥V n,m € N. Observemos que
assim temos que Frpmq(2,21,t1) = Fume(2,21,t1) = 0V n,m € N. Usaremos essa

observacao por diversas vezes nesse trabalho.

Supomos também que o deslocamento do meio dentro da camada de lama

fluida é de O(e). Portanto, Xpo = Zg9 = 0.
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4.4.2 Expansao das condigoes de contorno

Em [Krotov, 2008], as ordens de magnitude das componentes do vetor 7 =

(n®),n(#)) foram estimadas. Em termos das varidveis dimensionais, sdo dadas por

dC/ dC'
(@) — (4.44)
n .
V(de')? + (d)? \/ 1+ (%)
e
/
”(z):\/d/ix - ! . (4.45)
+ dc’
(dz')? + (d¢') 14 (%)
Assim, as componentes do vetor normal sao dadas por
e2dde
nt = —adz___ — O(?) (4.46)
Vite (%)
d
e
1
)= ———— =14+ 0(). (4.47)

et (%)

Entao, por (4.24), as componentes adimensionais da tensao tangencial sao
2d d¢ €

adzx 2+ 7 ,7_,zczc_f_(9(€3)7
L (g)

€

(A7) (@) = AT @) 4 ATz, (2) _(pgw) +p(w))
(4.48)
pois 77 = 78 + e + O(€)? = p(§* + ey§*) = 0 por (4.61), e

S 1L OE). (4.49)

A i) 6 — ATz @) 4 Az — _(pw) L pw)
(A-7)-e n'* + A*n (ps” +p )+7Re

Pela equac@o que define a continuidade da tensao através da interface (4.23),
teremos que

24 do €
= ="+ ") =+ T 4 O(E),
&
L+e ()

S
SHISH
QU
~

—_

_|_

(@

i
— |IB
R.l&
g~
~—

N

QL

~(p" + ™)

(4.50)
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isto é,

™+ 0() =0 (4.51)

€
=~ ) = = ) o+ O (4.52)

H
onde p™ = = + v(1—2).
€

Expandindo em série de Taylor a equagao (4.51) ao redor da posigao média da

interface, temos, respectivamente,

a
szyzzl + EECT§Z’Z:1 + 0(62) =0. (453)

Substituindo em (4.53) as séries perturbadas das incdgnitas, obtemos que a

condicao de continuidade da tensao na interface é dada por

a a
75 221 + €177 | 221 + €757 221 + 6T0 2|1+ 5GTi 7= = O(e?)  (4.54)

Logo, a condi¢do da tensao tangencial de O(1) na interface é dada por

757221 =0 (4.55)
4.4.3 Relacao adimensional entre tensao e deformagao

Adotamos o modelo viscoeldstico generalizado de [Mei et al., 2010]. Pela
equagao (4.13), diferentemente do caso de um fluido puramente viscoso, o tensor
de tensao normalizado esta relacionado com o tensor deformacao normalizado pela

seguinte equagao diferencial

N N-1
(1 + Z an(at)”> T = (Z bn(at)"> v, (4.56)
n=1 n=0
onde os coeficientes adimensionais a,, e b, sao dados por
b
Ho

WL (4.57)

a, = a,w" e b, =
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O tensor deformacao é definido pela matriz

d d\’
TT Tz 2'5—)(m XZ + <E—) Z;v
T a a
T Xz + <6—) Z, 2¢e— 24
a a
Expandindo o deslocamento (X, Z) em séries perturbadas, temos que
d o d ) d\’
2e=Xp, + 26" = (X1, + Ao ay) Xoz+eXiz+eXoz+ e | Zos
a a a 3
V= 2\ 2 d d +0(€’)
XO,Z + EXI,Z + GQXQ,Z + (6—) Z()ﬂ; QG—ZO’Z + 262—2172
a a a
(4.59)
Agrupando os termos de O(1), obtemos que,
%" =0,
O1): § 7" = Xoz, (4.60)
Y% =0,

onde v = Vi € 0,1,2. Desse modo, podemos encontrar o tensor deformagao

para cada harmonico. Para O(1), temos que

Yoo =0, Y1 =0,
Yoo = Xoo,z =0, Yor = Xo1,z, (4.61)
Y56 =0 Y1 =0

visto que Xyo =0 e Z59 = 0.

Introduzindo as escalas de tempo lentas nos operadores diferenciais em (4.56),

obtemos que

N N N
1+ (@ +€d,)" = 1+ au(0)" + €Y nan(d,,)(0)" " + O(?)
n=1

n=1 n=1
€
N-1 N-1 N-1
bu(Oy + €0,)" = > ba(00)" +€ > nba(0,) ()" + O(€2).
n=0 n=0 n=0
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Introduzindo as expansoes das séries perturbadas em (4.56), obtemos que

N N

LY an(@)" + € naq(d,,)(0)"
n=1 n=1

-1

= Y @) + € 3 b (D)) + O(E),

=

S
I
o

Portanto,

(1 + Z an(ﬁt)"> To+ €

n=1

N-1 N-1 N-1
= ) ba() ’}/o—l—E(Zb (8,) 71+an (8,)(8,)" >+0(62).
n=0

Tomando os termos de O(1),
N
(1 +) an(at)n> 0= bu(8) ™.
n=1

Logo, substituindo os harmonicos,

N N-1
(1 + Z an(at)"> Too + 1016 + c.c.) = Z b (0:)" (00 + Yo1€™ + c.c.).
n= n=0

Assim, separando por harménicos a equagao de O(1), obtemos que

N-1

<1 + Zan(ﬁt)”> Too = Z bn<at)n7007

Logo, obtemos para o primeiro harmonico que

N-1

N
(1 + an(_i)n> o1 = D) bu(=1)"%7 =0,
n=1

n=0

(1 3 an@t)”) TS (0 ()"

(4.62)

g

(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)
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N N-—1 N-—1
(1 + Zan(—i)”> T8 =3 b (=) =) bu(—i)" Xors (4.69)

N N-1
(1 +) an(—i)"> o1 = D bu(—=1)"51 =0, (4.70)

onde usamos que 7o = 0 por (4.60). Definindo

S b

=i , (4.71)
L+ an(—i)"
n=1
concluimos que
Tor =0, To7 = puorz e 751 = 0. (4.72)

4.5 Problema perturbativo na lama fluida

No apéndice C, mostramos que a solu¢ao da equagao diferencial (C.9) com as

condigoes de contorno (C.10) e (C.12) é dada por

- l{io’yA
~ 2coshg

Up1 (1 — cosh(AZ) + tanh Asenh(\7)). (4.73)
Integrando a equagao da continuidade e usando a condicao nao deslizante no
fundo (4.28) obtemos o perfil da velocidade vertical

i koA
2Asenhq

[AZ — senh(AZ) + tanh A[cosh(AZ) — 1]]. (4.74)

Vo1

Pela condigdo cinemédtica na fronteira (4.22), obtemos a amplitude do deslo-

camento da interface

d d koA
=i = 4.
Sot ZaO(U01)‘Z_1 o QSenth(U)’ (4.75)
onde
tanh
Glo) =1 - 2227 (4.76)

g
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4.6 Problema perturbativo na agua

Substituindo a expansao de ® definida em (4.39) na equacao de Laplace (4.9),
obtemos que

3 %)
%(% + €®y) + E(<I>O + €®1) = O(e?) (4.77)

Usando (4.77) e (4.41) a equagao de ordem O(1) é dada por

0P
—k2Dg; + 6—01 =0 em —H<2z<0. (4.78)
2
Tomando os termos de O(1) em (4.33), obtemos que a condi¢ao de contorno

de ordem 0 para ® é dada por

0P
0z

— Py =0 em z=0. (4.79)

Pela condicao de contorno dinamica (4.32),
—A

Ainda, pela condi¢ao na interface (4.21)

0P,
0z

=0 em z=—H. (4.81)

Usando as condigoes de fronteira (4.79) e (4.80), mostramos no apéndice C que

1A cosh ()
Qo = ——5——,
2 coshgq

onde Q =ko(z+ H), q¢=koH, (4.82)
onde kg é o numero de onda. Mostramos também no apéndice C que kj satisfaz a
relacao de dispersao

Observemos que essa € a relacao de dispersao usual. Para isso, basta transfor-

marmos as varidveis adimensionais de (4.83) em dimensionais. Temos que
o2

kozlgo% e H=h
o 9
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Portanto, (4.83) pode ser escrito como

0? = gko tanh(k,h) (4.84)

Para encontrarmos a equagao do transporte que queremos, precisamos calcular
as coordenadas horizontal e vertical da dgua. Estamos considerando que a agua é
um fluido potencial. Logo, a velocidade da agua adimensional é dada por

() = Y9 (0207 0007 (00 0O
Hw = W Yu) = 5 or g 0z g — W\ 9:7 92 )

isto é,
u, = apouy. (4.85)
Obtemos que
; : koA cosh
Uwoy = £(<D01ew) = tho®o1a00 = OT coshg (4.86)
e
1Akg senh@
e 2 coshgq (4.87)

A solugao gy também foi obtida em [Mei et al., 2010]. Porém ela nao sera

necessaria no nosso trabalho, como veremos a seguir.

Seguindo o mesmo procedimento, obtemos que o problema de valor de contorno

do primeiro harmonico de O(e) é dado por

0*°®q, cosh Q 0A
— k20 = —k — 4.
022 0= *coshq Oz’ (4.88)
sujeito as condicoes de contorno
0P1q 0A
— kg = — = 4.
0z T ¢=0 (4.89)
e
0P
82” = —ifn, z=—H, (4.90)

onde & esta dado em (4.75).
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[Mei et al., 2010] mostrou que a solugao desse problema de valor de contorno

é dada por
. @senh@ 0A
(I)ll = ZlegAsenhqsenhQ — ma—xl, (491)
onde
d 2k2
k= —y— | —% 4.92
! 7a0 <2q+senh(2q)) (4.92)
e U, ¢ a velocidade de grupo dada por
1 2q
=— 14+ —F— ). 4.
Cs 2k ( * senh(2q)) (4.93)

Ele afirma também que a solugao do problema do segundo-harmonico é dada

por
3i A2

Qo = — )

16 senh*q

cosh(2Q)). (4.94)

Para calcularmos as coordenadas da velocidade de dgua de O(e), novamente

iremos usar o fato de estarmos supondo que a agua é irrotacional. Logo,

" [a¢o+a@1]

6.131 ox
OPoy 0Py : :

_ 00 4 2700 4 ko ®yre’Y + 2iko®P10e¥Y | + coc. (4.95)
le 61'1

le_{az T

e ] + e (4.96)

Separando por harmonicos

0P
sy = 522 (4.97)
—i 0A cosh@ . . @senh@ 0A
wy = | —— ko | ik1C,Asenh hQQ — ——— | |, 4.98
o {2 dz; coshgq ko (Z 1Gg Asenhgsenh) 2k coshq8x1>} (4.98)
3i A?
wiy = tho— —— cosh(2Q), 4.99
Unyo 1Ko g senh4q COos ( Q) ( )
Vg = 0, (4.100)
| senh@ + ) cosh ) 0A
Viyyy = {zklkOC’gAsenhq cosh Q — kg 2o coshig o, (4.101)
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. A2
32_/60 senh(20Q)). 4.102
1

Vipyy =
2 8 senh’q

4.7 Equacao do transporte

O principal objetivo desse capitulo é obter uma equacgao do transporte para
a concentracao de sedimentos suspensos no fundo usando o modelo viscoelastico

generalizado. Os resultados obtidos aqui sao originais.

Consideramos o transporte de particulas suspensas na onda da camada limite

sobre uma interface dgua-lama fluida.

Expandimos a concentracao, a velocidade do fluido e a derivada no tempo da

seguinte forma

(1l V) = (W V) + €y, 0 + o (4.103)
C' — C)+ eCy + €0y + ... (4.104)
0 0 0 0

2
R— % R— —_
ov ~ov " or T or

onde esperamos que o termo de ordem zero Cfy = C{(a’, z,T") represente a concen-

+ O(€%) (4.105)

tracao principal no tempo e portanto nao depende do tempo rapido ¢, enquanto que
os termos de ordem mais alta C!, = C/ (2/, 2/, ¢/, T"), paran = 1,2, ... sdo fungoes de
ambos os tempos. Observamos que estamos escrevendo as equagoes com variaveis

dimensionais.

Continuaremos a usar a andalise de multipla escala. Assim, expandiremos no-

vamente as derivadas no espago como em (4.36) e (4.38).

Da mesma forma que no capitulo anterior, a condicao de fronteira do fundo
(3.39) pode ser expandida em série de Taylor sobre o primeiro nivel na interface.

Assim obtemos

!/

v C" + E’a_o + e (U}C” + E' oC

0z

5 ) =0 em 2 =e¢€. (4.106)
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As equacoes perturbadas sao obtidas tomando os termos de poténcias de €

0

iguais depois de substituirmos as expansoes (4.103), (4.104), juntamente com as
a7 (Ch + €Cy + 2CY)

expansoes das derivadas, em (3.38) e (4.106). Isto é,

+ 63/(06 +€CY) + € 0C%
o]

/ / a ! !
s el + ) { G 1(Ch + <)
/ / / 8 !

beg O b+ (el + e) — o) (G + )

o OCh

T + E 5,72 (C) + €Cy + ECY).

(4.107)
Dessa forma, as equagoes de ordem zero sao dadas por
v}%fé + E’%QSQ(I) em 0 < 2’ < oo, (4.108)
v Co + E'%fé =0 em 2 =0, (4.109)
C; = 0 quando 2’ — oo. (4.110)
Consideramos a seguinte normalizagao

C=0C/C v} =apovy E' = ME,
o

(4.111)
onde C; é a concentracao inicial. Usando também a normalizacao definida em (4.5),
obtemos que o problema de O(1) pode ser escrito como
0Cy 0%C,
U —
"0z

5.2 =0em 0< 2z < o0,

(4.112)
oC
UfCO+Ea—;):0 em Z:O,

(4.113)
Cy = 0 quando 2’ — oo.

(4.114)

Pelo capitulo 3, sabemos que a solugao dessa equagao sujeita a essas condigoes
de contorno ¢ dada por (3.47).
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4.8 Equacao de O(e)

Por (4.107), a equagao de O(¢) é dada por

o A o A o S a0,
B t g~ ap ~ w0t 55 (0 C0) (4.115)
v CY —I—E’%C, =0 em 2 =0, (4.116)
C] = 0 quando 2’ — oo. (4.117)

Substituindo a normalizagao, obtemos que o problema de O(€) pode ser escrito

como
apg 0*Cy ot 0C, 0>  0C o2 0 0

ogE 0221 + agovy—— o 1 p _ 8_7510 = ?aoa pe — (U, Co) + gy — (0w, Co) | (4.118)

WC&+E%—O em z =0, (4.119)

Cy =0 quando z — 0. (4.120)

Assim, podemos ver que a equagao (4.118) se torna

6201 1001 qg 601 1 0 0
072 +E 02  apo?E 0t E &(UWOCO) 0z g5 (VwCo)| (4.121)

onde « estd definido em (3.48).

Observemos que

3@00

o = 0 pois gy = Poo(z1,11).

Uyygy = QOO

Lembrando que

Uyo = Ugp + u01e“l’ + c.c.,

e usando a equagoes da continuidade e (3.47), obtemos que o lado direito da equagao
(4.118) é dado por

0 0 B 9Cy 0Cy
%(uwoco) Oz (UwOC(J) = Uy o —i—va Oz

= Re[ty, € ]F%ﬁJrRe[vwmew]F’cb. (4.122)
X
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Logo, podemos expressar C'; como

Ci = Re[N(z)ew]% + Re[M (2)e™]C,, (4.123)

onde as fungoes M e N sao governadas pelos seguintes problemas de valor de con-

torno
d*N 1dN g Uy, F'
— N =—"2 0<z< 4.124
dz? + a dz + ago?E S S0 ( )
dN 1
— 4+ —-N=0 em z=0, (4.125)
dz «
N =0 quando n — oo, (4.126)
e
d*’M  1dM ig Vo, F’
— M=""_ 0<z< 4.127
dz? * o dz + ayoFE E e S0 ( )
amM 1
— 4+ —-M=0 em z=0, (4.128)
dz «
M =0 quando n — oo. (4.129)

A solugdo do problema de valor de contorno (4.124)-(4.126) é dada por
N(z) = Aje™P*/ 4 [A, cosh(kgz) + Assenh(koz)]e ™/, (4.130)

onde Ay, As, Az, e 3 sdo constantes a serem determinadas. No apéndice D mostramos

que essas constantes sao dadas por

koA ko
A 413
Ay =—2E o (4.132)

]{Z()A 2 ’lg k’o
20 h 7 -0
%o [tan q (ko + ey + o

Ay = O
Rt N\ _k
0" ayo?E o?

(4.133)
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Analogamente, consideramos a solucao do problema de valor de contorno

(4.127)-(4.129) dada por

M = Bye %/% 4 (B, cosh(oz) + Bssenh(oz))e™/?,

onde Bj, By, B3 e ) sao constantes a serem determinadas. Também mostramos no

apéndice D que essas constantes sao dadas por

Blz 5 1B3a

koA k

all ta hq——OBg
BQZ 2

E

k2 tg

( 0 + CL00'2E>

ZkoA 2 Zg ko
K24 9 "o

2a {( 0+a002E * a

E
. 2 2
g k§
ks + ——— —
( 0t CLOO'2E) * a?

4.9 Equagao de O(€?)

Tomando os termos de O(e?) na equacao (4.107) temos que
ocy, ocy ocy 0 , a .,
o Tar T ar T M C0) + g (G +

o ac, . (%Ch 8
" oyt =B (G 52

0 /
a/( C)

~ U 9z T o
/ /ac/ ! / ! /aci !
e +Ec9z _€<Uf01+E82’) em z =0,

C5 =0 quando 2z’ — oo,

onde uy, e v, sdo definidas em (4.95) e (4.96), respectivamente.

(4.134)

(4.135)

(4.136)

(4.137)

0
0, C)

(4.138)

(4.139)

(4.140)

Tomando a média sobre o periodo de onda, temos pela equacao (4.138) que

ac,  acT 0 ——
o1 +at'+F( Co)+

0 ul, CY) +

0

80’ P 820(’) 8205 ,
fc’)z =F <8x’2+8t’2 em 0 <z < oo.

o
p a(“ WCo) + 50

(v, C1)

(4.141)
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pois
ocs 0 ;
o 07 9" “”C)

visto que v, = 0 em 2’ = 0. Podemos afirmar isso ji que nao ha a componente

normal da corrente constante no fundo da camada de Stokes.

As condigoes de contorno de O(€?) sao dadas por

v Ch + E’% =¢ (v' Cl+ E’%C,l> em 2 =0, (4.142)
z z
e
Ch =0 quando 2’ — oo, (4.143)
Integrando (4.141) com respeito a profundidade através da camada limite,
ocy 0 — 0 0 o —
F)—=L + —(CT) + = ((ul,, F)Cy) + C e
(F) 55+ 5 @)+ (W YC) + 5 (7, C0) + 5 (0, )
ayal Iani / 8205 /acé
- v, 0] z/:o+vf02 Z’:(): E'(F) e E 5 |, (4.144)
onde
(@) = / Gd.
0
Pela condic@o na interface (4.22), temos que
9 _
—= = : 4.145
5o = | (1.145)
Além disso, notemos que
— =7 00 oC] , L0C]
U{uocl Z/:0+Uf02 z,:0+E 9+ o _SO ot! +§0( C +E 02 ) e
80’ oC
— / / ! E, 1
S ( o UGt 82’) o
0 0
= ; A 4.14
& (50,0 + 55000 )| (1140
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por (4.118). Logo,

— oC} 0 0
7 7 1 / _ / ' v /
UWO01 z’:O+UfC 2= +E 0z’ 2'=0 N [ ’ (ax/(u “ )) (82 ( C )) 2'=0
! a !
- 4 ( Go )|
aCy
= - Re(§01u 01) = 05 (4.147)
Substituindo (4.147) em (4.144),
ocy 0 0 0 7 0
<F>8T’ +87<C>+W(< F)C) + {0, C1) + 5 ,1((u A)C)
ocy o O*CY
- Re(fmu 01)2'=07, on = E'(F) 8$’22’ (4.148)

Dividindo a equagao acima por (F') e lembrando que C é harménico no tempo,

acll) %(<uw1F>Ob) %<Uw001> axll (<U’wOF>Cb)

- -
or" (F) (F) (F)
1 Re(ﬁ{)lulgl)zlzo E)(Jb o ,6205
2 (F) ox' Oz’ (4.149)
Substituindo a normalizagao que definimos anteriormente obtemos
0 0 0
%a + a J%(WWF)CI;) 0—2 +a 0—8—<Uw001> 0—2 +a aa_m(<UWOF>Cb) 0—2
oT ’ (F) " <F ) g (F) g
1 Re(fmu )z =0 8Cb O' apg 8202 g
azo o =—E 4.1
) (F) oxr g oz g2’ (4.150)
Dividindo por o,
9] o) oy
90, | S (T F)G) qp02 () qp02 g (T FIC) o
or (F) g (F) g (F) g
1 Re(fmuél)z:o 80b CL00'2 _ CL00'2E8202 (4151>

2 (F) Jr g g  O0x%’
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logo,

0C, | ago | (@ F) Re(uz, M) 1Re(§onugy)ao | 0Cy | ag0” a—xl<um >c

ar ' g | (F) 2(F) 2 2(F) or = g (F) ’

2 R * N 2
_ w0 [ Relw, M)} 0°Cy (4.152)
g 2(F) Oz?

Em [Ng and Wu, 2008], a média da velocidade de ordem € no tempo foi calcu-
lada como
_ —117r 12 1 x —1 % —Awz 1 2 .—2z/8 3 2 1
Uy = ko |Ur|*{Re | D 1+§)\w(2+/\w B*) ) e *%* —2D +Z—1\D|e W—Z|D| 5|

onde uy, é o transporte de massa na camada limite sob a interface e é dado por

. 3
u = ko |U;|? {QRe[D(e_’\wz - 1)+ Z|D|2(e_2z/6w - 1)} :

Portanto
Ol

=0.
ox

Além disso, observemos que, como 1,y € harmonico no tempo, temos que

Uywo = 0.

Logo, obtemos que a equacao adimensional para a concentracao no fundo é

dada por
oC, 9C, e
o *Vr ~IF T Pl (4155)
onde
2 k *
ap0? | (U F)  Re(up M) 1Re(Eorug;).—o
U= + o L= 4.154
o |2m T 2 (@) (4154
€
2 *
apo? Re(uy, N)
_ 4.1

A equacao acima é o principal resultado original que obtivemos neste capitulo.

Observemos que os coeficientes de dispersao e conveccao Dr e U, respectivamente,
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tém as mesmas caracteristicas dos coeficientes obtidos por [Ng and Wu, 2008, des-
critos em (3.82) e (3.83). O que torna a equagao diferente sdo as coordenadas da
velocidade da dgua de O(1) e O(e) e a onda da interface de O(1), que foram obtidas
com o modelo viscoelastico generalizado. A importancia desse resultado se deve
ao fato de esse modelo ter sido obtido através de um modelo mais realistico, de
acordo com [Krotov, 2008], visto que ele leva em consideragdo a dependéncia dos

coeficientes da tensao e deformagao da frequéncia.
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5 CALCULO DO TERMO DE DISSIPACAO
DE ENERGIA DE ONDAS

Por [Kranenburg, 2008], em diversos lugares do mundo hé lama em frente as
costas e nas foz dos rios. Essa lama pode ser transportada a esses lugares como um
fluido ou pode se tornar um fluido devido a certas condi¢oes das ondas. A lama

fluida pode ter um forte efeito no amortecimento das ondas de superficie.

Nesse capitulo descreveremos o trabalho de [Kranenburg, 2008] onde um termo
de dissipacao de energia por uma camada de lama fluida viscosa foi deduzido. A
seguir, encontraremos um novo termo de dissipacao de energia baseado nos modelos
de camadas viscoelasticas mostrados em [Ng, 2000] e [Ng and Zhang, 2007]. Esse

modelo pode ser incorporado no modelo de previsao de ondas SWAN.

5.1 Modelo de Kranenburg

O modelo de [Kranenburg, 2008] é descrito do seguinte modo: a camada su-
perior de agua é nao viscosa e de qualquer espessura. Ja a camada inferior de lama
fluida é viscosa e é fina, em comparacao com o comprimento de onda, como na
figura 5.1. O modelo ¢é bi-dimensional, e denotaremos como x e z as coordenadas

horizontal e vertical, respectivamente.

Com esse modelo, uma equacao de dispersao foi elaborada, usando a esquema-

tizagdo de [De Wit, 1995] que descrevemos brevemente no capitulo 1.

O sistema foi descrito através das equacoes do momento e da continuidade em
ambas as camadas. Ou seja, a camada de agua foi descrita através das seguintes
equacoes

0 10
il 4+ - = 1
atul(gjvzat) o1 8xp1($727t) Oa (5 )
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camada de dgua (1)

Pows Vo M1, Wi, Py L
Hmr() hror

. camada de .
lama fluida (2) DPows Vs Uz, W, D .
y y

[ - K
-

]{mO

Figura 5.1: Modelo de duas camadas - [Kranenburg, 2008].

0 10
awl(a:, z,t) + E%pl(x, z,t)+g=0, (5.2)
e
0 0
%ul(:c, z,t) + &wl(a:, z,t) =0 (5.3)
e a camada de lama fluida por
o) 10 2
am(z, z,t) + E%m(m’ z,t) = Ve us(z, 2, 1), (5.4)
10
E%pg(x, z,t)+ g =0, (5.5)
e
2uQ(:c, z,t) + 211)2(x, z,t) =0, (5.6)

ox 0z

onde as fungoes com indice 1 e 2 representam as funcoes definidas na dgua e na lama

fluida, respectivamente.

A seguir, as seguintes solugoes para as coordenadas da velocidade horizontal e

vertical e a pressao em ambas as camadas foram supostas como

ui(x, z,t) = Ul(z)ei(kx_”t), (5.7)
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Uuy(z, 2,t) = Uy(2)e! ko=t (5.8)
wy(x, 2, 1) = Wy (z)e' k=t (5.9)
wy(x, 2, 1) = Wa(z)e! k=) (5.10)
pi(z, 2,t) = Py(2)e'® =8 4 p g(HtotO — z) (5.11)
e
pa(x, 2, 1) = Py(2)e!k2=9D 4, g(Htot0 — HmO) + pag(HmO — 2), (5.12)

onde H;yo = Hyo + Hpmo sendo que Hy,o e H,,o sao a profundidade da dgua e da
lama fluida, respectivamente. Além disso ¢ é a diferenca de fase entre as ondas da

superficie livre e da interface.

Além disso, o deslocamento da superficie livre e da interface foram descritos

como, respectivamente,

n = ac'kr=o?) (5.13)

5 — goei(kxfgt) _ bei(j)ei(k:}[:fgt)7 (514)
onde &, é complexo para que a diferenca de fase entre as duas ondas seja considerada.
Substituindo essas solugoes nas equacoes escritas acima e depois substituindo

em condicoes de contorno apropriadas, uma matriz foi obtida com 8 equacoes e 8

incognitas dada por

cosh(kHyop) senh(kHp) 0 0 o
senh(kHyoo) cosh(kHyoo) 0 0 _Tgk
cosh(kHpo  senh(kHyp) 0 0 0
0 0 _ k(cosh(mjmo)—l) k(—Senh(mZm0)+mHm0) 0
0 0 cosh(mH,) senh(mH o) 0
USGHh(kaO) o cosh(kHpmo) fZinngGIlh(mHmo) _ p2(—0+2ivk? cosh(mHmo) —2ivk?)
k k p1 kp1

(5.15)
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Ao igualar essa matriz a zero, a equacao de dispersao foi obtida, chamada
equagdo de dispersao de Delft. Essa equagao foi escrita em [Kranenburg, 2008] u-

sando o software MAPLE e estd definida na figura 5.2 onde w = ¢ ¢é a frequéncia.

cosh (m Hm0} p2 cosh (K Hw@) p| sinh (K Hwd ) sinh (m Hm0) _
k m

. ! 1.8
Disprel :=[ pl sumh (K Hw0) cosh (m Hm0) Hmo | »
)

+(-21kp2 v cosh(m hﬁnﬁ)z cosh (K Hwl) +2 Tky p2 sinh (m h’mt’?)z cosh (k Hw0) +2 Tk p2 v cosh (m Hm0 ) cosh (k Hw0)) wi

w [ p2 g k cosh (k Hw0) sinh (m Hm0)

s
p2 g kcosh (k Hw@) cosh (m Hm0) Hm0 - p2 g cosh (m Hm0) sinh (f Hw0) | @~
m

+(2 k% p2 v g sinh (kF Hw0) cosh (m Hm0)* -2 I'k? p2 v g sinh (k Hw0) sish (m Hm0)? -2 Ik p2 v g sinh (k Hw0) cosh (m Hm0)) @

7 i 2
i< g~ sinh (k Awl) sinh Hm0 ! i
o o i i e e i gl sinh (k Hw0) p| cosh (m Hind} Hm0 42 gl sih (K Hw0) cosh (m Hm@) Hm0 p2

™
2
k-

gz sinh (kK Hw0 ) sioh (m Hm0) p2 .

m

Figura 5.2: Equagao de dispersao de Delft - [Kranenburg, 2008].

Um método iterativo foi adotado para resolver essa equacao de modo a cal-
cular o nimero de onda k. Esse método se baseia na rotina que esta descrita em
FORTRAN IMSL library [Visual Numerics Inc., 1997]. Apés calculado o niimero
de onda, pode- se encontrar os coeficientes das solugoes que foram supostas anteri-

ormente.

5.1.1 Dissipacao de energia

[Gade, 1958] expressou o trabalho por unidade de area dWW no tempo dt na

camada inferior como

d
AW = —pd—TtLdt (5.16)
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onde dn é o deslocamento infinitesimal normal a interface e p é a pressao na agua.

A inclinacao da interface é assumida pequena devido a hipdtese de que a amplitude

da onda na superficie livre é pequena comparada a profundidade da camada de dgua

e ao comprimento de onda e pelo fato da amplitude da oscilacao na interface ser

menor do que a amplitude na superficie. Por isso, podemos reescrever o trabalho
como

dg

dW = —p—dt 5.17

P (5.17)

Ao multiplicarmos a parte imaginaria da pressao pela parte imaginaria da

onda na interface obtemos um termo real. Porém, [Kranenburg, 2008] afirma que

essa parte nao representa a fisica envolvida no problema. Por isso, a parte imaginaria

da pressao foi desprezada.

Integrando sob o periodo de onda T obtemos o trabalho total. A divisao por

T resulta na média da energia transmitida através da interface por unidade de area

—1 (T d¢

e tempo. Isto é,

[Kranenburg, 2008] afirmou que a perda de energia pode ser relacionada com
a energia total e que a média da energia total sob um periodo de onda por unidade
de area é dada por
1

Ey = EplgaQ(e_“””)2 (5.19)

Assim, a dissipagao relativa foi obtida através da divisao entre a média do

trabalho e a média da energia, resultando na equagao de dispersao de Delft:

—oRe(P
D oRe( 1)1725en(¢) (5.20)
p1ga
onde
senh(k
Re(P;) = piag cosh(kz) — prao szn (k2) para z € Hipp — 2 (5.21)

e ¢ é a diferenca de fase entre as ondas da superficie da dgua e da interface.
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5.2 Novo modelo de dissipacao de energia

Vimos na segao anterior que [Kranenburg, 2008] deduziu um termo que calcula
a dissipacao de energia para uma camada de lama fluida viscosa. Nosso objetivo na
secao presente é deduzir uma nova forma para o termo que descreve a dissipacao de
energia para uma lama fluida viscoelastica, ja que, como mencionamos no capitulo
1, existem estudos que mostram que a abordagem viscoelastica é a melhor maneira

de descrever as propriedades reoldgicas da lama fluida.

Novamente consideramos um sistema de duas camadas, sendo a superior de
agua nao viscosa e a inferior de lama fluida viscoelastica. O modelo que adotaremos
para descrever a camada inferior é o modelo de Voight. Seguiremos os passos de

[Ng and Zhang, 2007].

Descreveremos esse problema em coordenadas Lagrangianas. Denotaremos as
posigoes horizontal e vertical da particula material, respectivamente, como («, 3).
O eixo a se direciona ao longo da propagacao das ondas de superficie e o eixo [

verticalmente acima do nivel de equilibrio da superficie livre, como na figura 5.3.

A posicao instantanea da particula, denotada por (xf,zf) com f = w, m re-
presentando agua e lama fluida, respectivamente, é funcao de «, [ e t.
Introduzimos também duas coordenadas locais sobre as camadas limites
nm=0+h+d e n,=06+h=n,—d,

que apontam para cima da camada de lama fluida e de agua, respectivamente.

Em [Ng and Zhang, 2007], o deslocamento da interface foi expandido em série

de poténcias de € = ka como
£ =€ + &+ O(%) (5.22)
e a pressao na agua e na lama fluida como

P = pwgh — €rprg(ny, —d) + eppr + €2pf2 + 0(63), (5.23)
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p
Onda na superficie livre
N = qellko —at)
B=0 e 1 R =0
Camada superior de dgua h

Onda na interface
= bci{kac — at)

1\ My,
0 —t [ e I—

; Camada inferior de o d
4\ ™ lama viscoelatica
m = o i ’ b / 7 i

Figura 5.3: Desenho esquemadtico - [Ng and Zhang, 2007].

onde €, = kdy, € €, = kd,,. [Ng and Zhang, 2007] observou que a relagao entre os
trés parametros pequenos é
€w << €, 2 e << L (5.24)

Seguindo a mesma descrigao do sistema que usamos no capitulo 3, as equagoes

de continuidade e do momento em O(¢) sao dadas por

0Xp  0Zp
=0 5.25
da | om; (5:25)
0*X 10 1 0Ty
1 :__E_F_L, (5.26)
ot? pr O pp Ong
10
0=——21 (5.27)
pr Ong
onde T¢,.1 ¢ dado por
0*X oxX
/1 1 (5.28)

rzl — — +
Tt =M gn0t " 7 o

e G ¢ o médulo da rigidez do meio.
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Por (3.12), temos que o deslocamento da particula e a pressao sao assintotica-

mente iguais préximos do fundo, ou seja,
(X1, Pw1) — (X1, Pr), quando n, >> d,, f — —h, (5.29)

onde X7 e P; satisfazem a equacao

0?X; 1 0P,
e e quando [ — —h. (5.30)

Como fizemos no capitulo 3, vamos expressar as quantidades na mesma forma

harmonica que a onda da superficie livre
(Xp1, 21,051, X1, 60) = (3, 25, By, X1, b)e'themt), (5.31)
onde Ty = Z(ny), Zr = Z¢(ny) e pr = Pr(ny) sdo fungoes complexas de ny.

Pela equacao (5.27) e pela condicao de contorno (5.29), observamos que

9?X
P =FPr=—pu 8—t;da’ (5.32)

onde na tltima igualdade do lado direito usamos a equagao (5.30). [Ng and Zhang, 2007]
mostrou que X; é dado por
~ 1a

- senh(kh) + B cosh(kh) + Olew), (5.33)

onde €, = kd,, €
B = kX v(And — senh(\,,d)) + H(cosh(\,d) — 1] + kX' D, (5.34)
com D e H dados por (3.23) e (3.24), respectivamente.

Logo, ps1 ¢ dado por

— PO a

P = T Senhi(kh) + B cosh(kh)

e'ka=ob) 4 O(e,,). (5.35)

Ainda, usando (3.36), obtemos que a amplitude da onda na interface pode ser

reescrita como

b=—i(B—k\,'D)X; (5.36)
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Usando (5.18), obtemos que a média do trabalho pode ser expandida como

1 T dg g dé d&o
- 0 g oL B0 g
w T {/0 Pwo dt + EA |:pr dt + Pw1 dt

g dg dg
2 2 1 0
» » w dt 5.37
+e/0{podt+p1dt—l—pzdt] } ( )

Notemos que o termo de primeira ordem é nulo, §; = 0. Além disso, o termo

Toodg
wo——dt = 0, 5.38
/0 p Odt ( )

visto que &; é harmonico no tempo.

[Zhang and Ng, 2006b] confirmaram que o transporte de massa estdvel nao

pode ser sustentado em um meio viscoelastico descrito como um corpo de Voight. A

média no tempo do movimento de segunda ordem tendera a zero exponencialmente.

Ou seja, ap6s um certo tempo, o movimento de segunda ordem se torna estacionario.

Por isso, consideramos que

96

=0 (5.39)

Podemos expressar o numero de onda como k = k, + ik; e a amplitude do

deslocamento na interface como b, + ib;. Assim, observamos que o deslocamento da

interface O(€) pode ser escrito como

Re[¢]

(br + Z’bl.)ei[(kr—l-iki)a—at] — (br + ibi>ei(kra—at)e—kia
Re{[b, cos(k,a — at) — bisen (k.o — ot) + i(bsen(k.a — ot) + b; cos(k,a — at))]e 1}

b, cos(k,a — ot) — bisen(k,a — ot)]e (5.40)

Analogamente a pressao de O(¢) é dada por

ps = [p, cos(k,a — ot) — pisen(k,a — at)]e . (5.41)
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Assim, a média do trabalho no tempo por unidade de drea é dada por

—62(7 2m /o
W = / [p- cos(k.a — ot) — ip.sen(k,a — ot)]
2 Jo
X %[bT cos(kya — ot) — bisen(kr.a — ot)]e2*dt
—620'2 2m /o
= / [pr cos(k,c0 — ot) — ip;sen(k,a0 — ot)]
2 Jo
X [bysen(kra — ot) + b; cos(kra — ot)]e2*idt
2
- 62 % (pby — pibi)e e, (5.42)
onde
2
— PO a
r = Ri s 5.43
b e{ k saﬂmkh)+.3cogmkh)} (5:43)
2
— PO a
i =1 , 5.44
b Hl{ k  senh(kh) + B cosh(kh) (5.44)
b, = Re[—i(B — kA;' D)X/ (5.45)
e
b; = Im[—i(B — kA;' D) X/] (5.46)

Para calcularmos a média da energia usaremos (5.19). Logo,

1 )
EM = ipwga2(€_2kra)2 (547)

Como foi feito em [Kranenburg, 2008], obtemos o novo termo de dissipacao da
energia dividindo (5.42) por(5.47), ou seja,

—620'

B 27 P ga?

De acordo com [Ng and Zhang, 2007|, podemos expandir o nimero de onda k

CcOo1mo

=k +ky+ .., (5.49)

onde k; = O(e,)" . Com essa opgao, foi observado que k; satisfaz a relagao de

dispersao dada por

o? = gk tanh(k,h) (5.50)
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e ko é complexo e satisfaz

B Bk,
senh(k1h) cosh(kih) + kih

ky = (5.51)

Se desprezarmos a parte imagindria da pressao, o termo de dissipacao que

obtivemos tem a mesma estrutura que o termo obtido em [Kranenburg, 2008].

Além disso, observemos que ambos os termos de dissipagao de energia (5.20)

e (5.48) tem a mesma dimensao, como deve ser. Ou seja
D~ s . (5.52)
~ |kgm=3ms—2m| |kg|’ '

Porém, o ponto mais importante do nosso modelo é o fato de ele ser baseado em

uma teoria mais realistica, pois consideramos a camada de lama fluida viscoelastica.
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6 CONCLUSAO

Estudamos no capitulo 2 a equacao bidimensional para o transporte de sedi-
mentos no fundo de um meio aquatico devido a acao de ondas de superficie. Cal-
culamos numericamente os coeficientes de dispersao e conveccao deste modelo para

um lago circular.

O problema de propagacao de ondas de 4gua sobre uma camada de lama fluida
viscoelastica foi investigado e a equacao que descreve a evolucao da concentracao de
sedimentos, obtida por [Ng and Wu, 2008], foi resolvida numericamente para fundos
erodiveis e nao erodiveis. Comparamos estes resultados com aqueles onde o fundo
¢ rigido [Mei et al., 1997], unidimensional e com erosao restrita a uma faixa do
fundo. Observamos que para camadas finas de lama fluida nao ha uma variagao
grande na concentracao de sedimentos. Porém, como mostrado nas figuras 3.10 e
3.11, foi constatado um deslocamento da curva que representa a concentracao de

sendimentos, com o aumento da camada viscoelastica.

Usando um modelo viscoelastico generalizado para um sistema de duas ca-
madas, obtivemos uma nova equacao para a descricao da concentracao de sedimentos

(4.153).

Obtivemos uma expressao de ordem superior para descrever a dissipacao de
energia de ondas (5.48). Esta descri¢ao se baseia no modelo de um corpo de Voight
para um fluido viscoelastico. Esta expressao se diferencia do termo obtido por
[Kranenburg, 2008], que considera uma camada de lama fluida viscosa. Esta nova
descricao da dissipagao de energia pode ser incorporada em modelos de previsao de
ondas, tais como SWAN, como um termo fonte na equacao do balanco de agao de

ondas. Este é um trabalho futuro que segue naturalmente do presente estudo.
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Outra perspectiva que o presente trabalho abre é o estudo, através de simulagao
numérica, do transporte bidimensional de sedimentos, utilizando o novo modelo

obtido para este fenomeno, dado pela equagao (4.153).
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Apéndice A CALCULOS REFERENTES AS

COMPONENTES DA
VELOCIDADE DO FLUXO
EULERIANO

A.1 Derivadas de U,

oU;
or

o
a0

+

ig [k (Kmnr) (A, cos mb + By,senmf) cos

mn-m

0
kmmmd! (kmnr ) (— Apsenm + By, cos mb) i
.

senf
2
ig [kz ! (kmnr) cos 0(A,, cosmb + B,,senmf)

mn-m

M (k) (— Appsenm@ + By, cos m)

(M - kan,’n(kmnr)> Zsenf(— Apsenmé + By, cos me)}A-U

19 [kmn ), (kmnr)m(—Aysenmf + B, cos mf) cos 6

kmn ), (kmn1r)send( A, cosmb + By,senmb)
senf

Mm% (k) (A cosmb + By,senmf)
r

0s 6
me(kmnT'> o8
r

(—A,senmb + By, cos m@)sen&]

2
ig {(mT o (Knt) — kanfn(kmnr)) senf(A,, cosmb + B,,senmb)

o (Emn)

kan/ kmn -
(Tl = 22

) m cos 0(—A,,senmb + B,, cos m@)}(A.Q)
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= zg{[k,%m(];,’1 (Kmnr) cos O( A, cosmb + B,,senmf)
(Jm(k’mnr)

r

— kan,’n(k’mnr)) Esen@(—Amsenme + B,, cos m@)} cos 6

r

2 2
_ [(m_Jm(k:mnr) — k;mn(];n(kmnr)> sen’ (A, cosmb + B,,senmb)
r r

+ (k"mn%(kmnr) — Jm(im“)) senf) cos 0

= g { [k} (kmnr) cos® 6

mnmm

. (—Amsenmb + By, cos m@)] }

2 2
- SGI; ’ (_J (Ir) — k‘lmnjfn(k'mnr)>:| (A, cosmb + B,,senmfb)

m(
i (M — kanfn(kmnr)> %sen@ cos 91

x (—A,senmb + B,,, cosmb)}

20/ m2
— { [kfnnJlQ(kmnr) cos? 6 — sen’ (—J (Kmntr) — kan;l(k:mnr))}

r

kmn
+ [ J—T> - kan;I(k:mnr)) ™ cenf cos 0
r r
,

X (A, cosmb + By,senmb)
+ {(M — kanfn(kmnr)) %sen%]

x (—Apsenmb + B,, cosmb)} . (A.3)
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ig { [k Il (kmnr) cos 0( Ay, cosmb + B,,senmf)

<Jm(kmn7’) B kanr/n(kmnT)> Tsene(—Amsean + By, cosmb)

r r
m2
{(—Jm(k:mnr) — kan;n(kmnr)) senf(A,, cosmb + B,,senmf)
,
Ton (K T)

r

(k:mn(];n(kmnr) —

2
{ {kinJ;fl(k’mnr)seng cosf + (ﬂJm(kmnr) - kanT’n(kmnr))
r

(A, cosmb + By, senmf))

) m cos 0(—A,,senmb + By cos m@)} cos? }
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} send

r

senf cos 0

r

|

|:(Jm(kmn/r) _ kmnjfn(kmnr)> %senzﬁ _ (M — kan;n(kmnT)> %COS2 0]

r
(—A,senmb + B, cosmb)}

2
{ lkinJ;fl(kmnr)seng cosf + (ﬂJm(kmnr) - kanT’n(k;mnT))
r

(A, cosmb + B,,senmf))

[(M - kmnmmnr)) 29%]

r
(—A,;senm@ + B,, cosmf)}

2 1! m2 k !
Fnin I (k) + —5 I (k) — = I, (ki) ) send cos 0
r r

(A, cosmb + By, senmf))

[(M - kmnjwmnﬂ) 29%]

r
(—Asenmb + B,, cosm#b)}

r

senf cos 0

r

|

(A4)
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Derivadas de Vj

_|_

_|_

mn-m

ig (k2 Jl (Kmnr)send(A,, cosmf + B,,senmd)

|:mk;mn<]7,n(kmnr)cos 0 me(kmnT)ﬂ] (—A,,senmb + B,, cos mﬁ)]
r
ig (K2l (Kmnr)send(A,, cosmf + B,,senmd)

™ cos (M — kanT’n(kmnr)> (—A,senmf + B, cos m@)] (A.5)

T T

19 [kmnd, (kmn1) cos 0(A,, cosmf + B,,senmf)

kmnmd, (kpnr)senf(—A,,senmé + B,, cosm#)

me(k:mnr)g(—Amsean + B,, cosmb)

2 T (o) cos

(A, cosmb + Bmsenmﬁ)}

2
ig {[kan,'n(kmnr) cos 0 + mTJm(kmnT) cos 0)(A,, cosmb + B,,senmf)

[(kmnmJ,'n(kmnr)sene — ?Jm(kmnr» Sene] (—A,senmb + By, cos m@)}
2

ig [(kanfn(kmnr) + mTJm(kmnr)) cos O( A, cosmb + B,,senmf)
o (Kmnr)

r

(kmnjfn(kmnr) — ) msend(—A,,senmf + B,, cos m@)] (A.6)
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oV
ox

= ig{ [k}, (kmnr)send cos §(A,, cosmf + B,,senmd)

T T

SN (M — k:anT'n(kmnr)> (—Asenmb + By, cos m@)}

2
+ [— (k‘an;%(kmnT) + m—Jm(kmnT)) M(Am cosmb + B,,senmf)
r r

— <kmn<];n(kmn7“) + M) ?senQQ(—Amsean + B,, cos m@)] }

2

k
= g {sen@ cos 6 {kQ I (Kmnt) — ;J;n(kmnr) + =

mn“m T2

Jm(kmnr)} (A, cosmb + Bp,senmb)

m kmn
+ ™ o0s20 <kan,'n(kmnr) - %r)

. > (—A,,senmb + B, cos m@)} (A.7)
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ig { [k2n Il (kmnr)sen®0( A, cosmb + B,,senmf)
I (k)

r

@senﬁ cos <

r

— Eon J,’n(k;mn'r’)) (—A,senmb + B,, cos m@)}

cos? 0

{ (kan,’n(l@mnr) — mTQJm(kmnr)>

(A, cosmb + By, senmf)
.

<kanT'n(kmnr) — Jm(k,‘mnr)) msen9 cos (—A,,senmf + B,, cos me)] }
r r
o ) m? , cos? 6
koo (kmnr)sen®d + | — Jo(kmnt) + Kmnd, (KpnT)
r r

(A, cosmb + By,senmf)

{—%sen& cos (M - kanm(kmnT))

™ send cos 0 (kan,’n(kmnr) — M)} (—A,,senmb + By, cos m@)}
T

r

2 2 9
{[k;njg(kmnr)senZQ 4 (—m—Jm(kmnr) T kmnj;n(kmnr)> cos }
T

,
(A, cosmb + B,,senmf))

{(M — Ko Ty (Krn) = o T (i) + —Jm(imnr)> 7 sen cos 9}

(—A,,senmb + B,, cosmb)}
2
{ [k;njg(kmnr)sen29 + <—m—Jm(kmnr) + kmnjq’n(kmnr)>
r
(A, cosmb + B,,senmf)
T (k) , m
————— — k) (kmnr) | —sen20| (—A,,senmé + B,, cosmf) {A.8)

cos? 9}

r

r r
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Apéndice B ALGUNS CALCULOS
REFERENTES A OBTENCAO
DA EQUACAO DE
TRANSPORTE

Para deduzirmos a equagao do transporte de sedimentos das particulas no
fundo, é necessério calcularmos a derivada da fungao £(z,t), que define a interface
entre a dgua e a lama fluida, em relagao ao tempo t.

Note que, por (3.16), temos

0 4 ,
% _ —io(io™ el eitke=ot) — g | . (B.1)
ot z=0 z=0 z=0

e, escrevendo b = b, + ib;, N(z) = N, +iN;, M(z) = M, +iM; e K = i(kx — ot),

1 kz—ot)

= U

Uw)

temos

3(3?1) = % {Rel(b, + ib;)(cos K + isen(K)][Re[(N, + iN;)(cos(K) + isen(K)|} F
+ % {Re[(b, + ib;)(cos K + isen(K)|Re[(M, + iM;)(cos(K) + isen(K)]} F'C,,
= % {1(b, cos K — bisen(K)]|[(N, cos(K) — N;sen(K)|} F?

x

+ % {[(b, cos K — bsen(K)|Re[(M, cos(K) — Msen(K)]} F'C,

0 oC,
= 5 {[(b,N,. cos®> K — (b;N, + b, N;)sen(K) cos(K) + b; N;sen?(K)]|} F8_

x
+ % [(b,M, cos? K — (b; M, + b, M;)sen(K) cos(K) + b; Msen?(K)]} F'C,,
= A%(cos2 K + 2icos KsenK — sen?K)
= A{—2i0cos KsenK + 20(cos? K — sen?K) + 2iosenK cos K }
T

_ (cos? Ksen?K)dt

T Jo

A =0b.(N, + M,) — b;(N; + M;) +i(b.(N; + M;) + b;( N, + M,)),
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pois,
2m /o 2m /o 1 Nkr — ot
o cost (ke — ot)dt = 2 { + cos(2(kz — o ))] "
2m J, 2m J,
o lt sen(2(kz — ot))] |77
o 2m |2 4 0
o )12 | sen (2 (kz —0%F))  sen(2(kx))
2t |20 4 4
B 1 o [sen(2 kx —2m))  sen(2(kx))
R 4
1 o [sen( 21633 ) cos(4m) — cos(2kz)sen(4m)  sen(2(kx))
— —_ + _— —
2 2m 4 4
1
_ 1 B.
L (8.3
2r /o 27 /o 1— Nkr — ot
7 sen’(kx — ot)dt = 1/ l cos(2ke — o ))} dt
2 Jo 2 Jo 2
1
= = B.4
27 ( )
2r /o 2r/o 2Wkxr — ot
7z sen(kz — ot) cos(kx — ot)dt = 7z sen(2(kz — 0 ))dt
21 Jo 2m Jo 2
~ cos(2(kx — at)) 2nfo
- ., 0
__ [eos(2(kx —2m)) — cos(2kx)
B 4
o [cos(kx) cos(2m) — sen(kx)sen(27r) — cos(k:x)}
=0 (B.5)
Logo,
85 801
w C' =—— B.6
Uy L1 - ~ ot . f - (B.6)

Desse modo, os trés termos de fronteira do lado esquerdo de (3.80) podem ser

escritos como

a0, oC| (909G, 8C
_Uw101| =0 — ’Ufé-_ Z:O_Ef 822 J B 5 ( ot Y 0z -k 8’22 > 2=0
- 6(]0 86’0
B _5 <uw1 Ox o 0z ) z=07 (B7>
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por (3.49) e visto que, pela equagao da continuidade,

Oy vy,
U1+O()U

Co ox 0z

=0.

Note que, escrevendo

Reb=1b,, Imb=10;, Ret, = u,, Imy, = u, e (kx —ot) = K

temos
— & |seo = —Re[beitke—o0]Reliy, citke—o]
= (b cos(K) — bisen(K))(u, cos(K) — u;sen(K))
= byu, cos?(K) — byu; cos(K)sen(K) — byu,sen(K) cos(K) + bju;sen?(K)
— ;@W+@my:;mme (B.8)
ja que
Evuy = = %Re[bémzo] = %Re[w-lﬁwlzoﬁmzo] = %Re[w‘lﬂw%o]
_ %Re[ia—1]6w|2|zzo] 0.
Logo,
A 920,
e Zzo—vff% ZZO—Eﬁ% . = —Cuy, zzo% + EVuy z:oﬁ
1
= —5Re(ba) Zoa—i”, (B.9)
Assim, dividindo a equagao (3.80) por (F') e usando (B.9) temos
9C, 9 (u,F)Cy) | 9 (uy,Ch) _ 1Re(bay)|:=0 0Cy _ E82Cb (B.10)

or ' dr  (F) ox  (F) 2 (F)  9x = 0%’

De acordo com Ng(2008),

N Oy, Oy,
Uy, = UL — (/uwldt) i (/vwldt) ER

~ 1 1
= /{;gfl‘UI‘Z {Re |:D (1 + 5)\w(2+ )‘Z;_lB*)) ef)\wz _ 2D1 + Z_Jlu)|2672z/6w

3 1
— S|DPP - B.11
2ok - 3 1, (B.11)



onde

up, = ko U |? {QRe[D(e_’\wz —1)+ Z|D|2(e_22/5w - 1)} :

Portanto, u,, nao depende de z. Logo,
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Portanto,
00, | | ) 1Re(bﬂil) | 9 9 () PCh B3
o7 |y 2y | o T on (B 922
Agora note que
ST = 57 (o (RN (2ita-) L 4 Refar(s)eit-o0Cy)} )
= < { 2)ikeitka— at]?ui [N (2 )ei<kwt>]a;;b>
4 <Re 2)ikeitke—oNC,] + Re[M (2 )ei(’m"t)]%}>
_ <uw{ peite-o0] LC 4 Ref(z )ei(kx”t)]%}>
_ <uwl )it at)}anl’ + Re[M(z)ate Ut)]aaib}>
+ Re|M(z )2(; /%/Ue (kz—ot) gy %i”}>

_ <m {Re [N(z)é} %2(“;” + Re [M(z)%] %D

- 1 < {Re NG G5 + RelM (o) aaﬁ}>

(B.14)



pois

27 /o

Re[N (z)ikeilhz—ot)] =

o
2 J,

o 2m /o
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Re[(N, + iN;)i(cos(kx — ot) + isen(kx — ot))]dt

= —— [N,sen(kx — ot) + N; cos(kx — ot)]dt

27 Jo

= —% [N, cos(kx — ot) —

. [N (cos(kx — 27) — cos(kx)) —

21
= 0

e, analogamente,

Ox

Re[M (z)ikeike—at)] = (.

Ainda, note que (B.14) pode ser escrito como

2

2r /o

N;sen(kx — ot)]

0 2m /o
N;(sen(kz — 27) — sen(kz))] .
(B.15)

(B.16)

< Uy, C > = <Re[u gilke—at)] {Re[N(z)ei(’“_"t)]aaggb +Re[M(z)ei(kx—Ut)]%}>
= <Re[u gilkz—ot)] {Re[N( )W]%}>
+ <Re[u gilkz—at)] {Re[M( Jeilkz—ot) ]%ib}>
= < uy cos(K) — u;sen(K)) (N, cos(K) — Nisen(K))aa;b>
oC
+ < uy cos(K) — usen(K)) (M, cos(K) — Misen(K))a—x>
_ < 14 Re[M( )~;;]>. (B.17)
Substituindo (B.17) em (B.13), temos
oC, {(uw2F> B lRe(bﬂ;“U)pg} oC, N 1 (Re[N(2)ay]) 9°Cy
oT (F) 2 (F) Ox F Ox?
L (Re[M(2)uy) >) 0C, _0°C,
2 (F) oz~ Lo (B18)



Portanto,
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ICy l(uwF >)  1Re(buy,)|:=0 | 1 (Re[M (2)712’;])} ICy
or (F) 2 (F) 2 (F) O
_ [E 4 %< RG[NZSZ)“Z’] j aa;b (B.19)
Logo,
aCy, (tw, F) | Re[(uy, M) — by, |.—o] | 0Cy _ Re(a, N) | 0*Cy
T { (F) 2(F) ] or {E - 2(F) } gz (B:20)
Entao
%+U%: [E—DT]%, (B.21)
onde
_ {w, F)  Re[(ug, M) — bay,[.—o]
U= G a (B.22)
Dy — el N) (B.23)
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Apéndice C ALGUNS CALCULOS
REFERENTES AO MODELO
VISCOELASTICO
GENERALIZADO

C.1 Problema perturbativo na lama fluida

Queremos obter a equagao para a velocidade horizontal de O(1). Para isso,
primeiramente substituimos as séries perturbadas na equacao, tomamos os termos
de cada ordem, introduzimos os harmonicos e, por ultimo, separamos cada equagao

por harmonicos.

Introduzindo as séries perturbadas na equagao (4.19), temos que

i n ( 1 ) 8u0 4 8u1 n ( 1 ) 8u0 4 8u1
Uo,t €U ¢ € | (Ug €U _81‘ 6_8(1,’ Vo [S(O5] _8Z G—aZ
op(m) 1 a,| 0 d 0
Q- +Red {aZ(TO + ey )+€a08x(T0 + eTy )} (C.1)

Ut +€(tot, + ure) + €[uoto s + €(Uotozy + Uolsz + U ) + Voo, z +

+  e(viugz + vourz)] = =7 (()f;) + e(péig)l —i—pg?;))
1 a Tz xrz d T
+ Tod {7'072 +eriz + 657'0@1 + O(e?) (C.2)
Reordenando,

Ut +€(Upt, + Urr) + €[uglor + Voo, z + €(Uglo zy + UoUsz + UIU » + V1Uo z + Vol 7))

m m m 1 a xrz xrz d Tr
= ol el )+ 5o { +e(riy + 570,96)} (C3)

Tomando os termos de O(1),

(m) 1 a Tz
Uot = —VPoq T+ @ETQZ

(C.4)
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Por (C.4) vemos que a equagao de conservacao do momento em O(1) é
. i . m) g la Tz 0
(—iuge™ +c.c.) = ’}/<—Zl€0p(()1 Jeit 4 c.c.) + EE[TOO,Z + 1516 +ec]  (C5)

Agrupando os termos da equagao (C.5) harmonico por harmonico,

700,z = 0 (C.6)
e
—iug; = —tkoypy, + ﬁc_lTOI’Z' (C.7)
Entao, por (4.72),
) ) m 1 a
—iugy = —ikoyp§y” + Te gHtoz- (C.8)
Pela equacgao (C.8), temos que
82’&01 k’o’)/A
— Nug = —\? C.9
0z Hot 2coshq’ (C.9)
onde
M\ = —i@i
K ao
De acordo com (4.27), temos a seguinte condigao de contorno,
z=0
Além disso, por (4.55),
Tor |z=1 = puo1,z|z=1 = 0. (C.11)
Logo,
uo1,z|z=1 = 0. (C.12)

A solugao do problema (C.9)-(C.12) é dada pela soma das solugoes da corre-

spondente equagao homogénea e da solugao particular, dada por

Up1p = koVP(()T)7 (C-13)
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ou seja,

upr = koypl? (1 + Gocosh(AZ) + Fysenh(\Z))

koY A
= 5 C?Sh (14 Goeosh(AZ + Fysenh(A2)). (C.14)

Aplicando a condic¢ao de contorno (C.10),

]{70’714
2cosh g

(14 Fycosh(0) + Fysenh(0)) = Gy = —1, (C.15)

e pela condigao (C.12),

l{?()’}/A/\
H 2 cosh g

(—1senh(A) + Fycosh(X)) = 0 = Fy = tanh . (C.16)

Portanto, a solugao da equacao diferencial (C.9) com as condigoes de contorno
(C.10) e (C.12) é dada por

. ko"}/A
~ 2coshgq

(1 — cosh(AZ) + tanh Asenh(\Z)). (C.17)

Uo1

C.2 Solugao ¢

Podemos observar que a solugao de (4.78) é dada por
o, = Bef07 4 Bye Moz, (C.18)
onde Bj e By sao constantes a determinar. Por (4.79), obtemos que
koBy — koBy — By — By = 0.
Logo,

(ko — 1)
ko+1 "

By =B,

Portanto, a solucao ®q; é dada por

ko —1
ko +1

g, = Bret* + Bie ", (C.19)
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Em z = —H, usando (4.81),

koBle_kOH - k’oBgekoH =0.

Entao,
:2 - 1 _ o, (C.20)
Substituindo (C.20) em (C.19), obtemos que
Bo; = Byt o h 2, (C.21)

Ainda, usando (4.80), em z = 0,

A
_5 = —1 [Bl + Ble_2qj| .
Portanto,

A
—ig =B [1+e72].

Multiplicando por e? em ambos os lados da equagao acima obtemos que

o Aet CAe 1

(& 9 = —

B = —

i i :
cosh ¢ cosh ¢

Entao, ®¢; é dado por

—i
2 cosh g cosh Q. (C.22)

C.3 Relagao de dispersao

Para obtermos a relacao de dispersao para o nimero de onda kg basta usarmos

a equacao (C.20). Multiplicando e~? em ambos os lados obtemos que

(k’o + l)e_q - (k‘o - 1)6(1 = 0,
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isto é

—kosenhq + cosh ¢ = 0.

Dividindo a equagao acima por cosh ¢ encontramos que a relacao de dispersao
é dada por
kotanh g = 1.
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Apéndice D CALCULOS
COMPLEMENTARES PARA
OBTENCAO DA
CONCENTRACAO DE ORDEM ¢

A solugao do problema de valor de contorno (4.124)-(4.126) é dada por
N(z) = Aye™P#/* 4 [Ay cosh(koz) + Assenh(koz)]e (D.1)

onde Ay, As, As, e 5 sdo constantes a serem determinadas. Substituindo (4.130) em

(4.125), obtemos que

— 1 1
—BAl + k’oAg — —AQ + —[Al + AQ] = 0, em z=0. (D2)
o « «
Portanto,
koo
A = 60—1A3' (D.3)

Ainda, substituindo (4.130) na equacao (4.124),

2 1 2k
/6—2 Aje=/ 4 — [Ag cosh(koz) + Agsenh(koz)]e™/* — 22 Aysenh(koz) + As cosh(koz)]
o a o
1 —
+  Kk2[Aycosh(koz) + Assenh(koz)]e /% + = {—ﬁAle_BZ/a
a | «

1
—  —[Aycosh(kgz) + Assenh(koz)]e >/ + ko[Agsenh(koz) + As cosh(k:oz)]e_z/"‘}
a

ig
a002E
koA

= ﬁ[cosh(koz) + tanh gsenh(koz)]e/°.

{AeP#/* + [Ay cosh(koz) + Azsenh(koz)]e /)

Tomando os coeficientes de cosh(kgz)e™*/?,

AQ 2]€0 2 1 ko Zg ]{ZoA
— — — A3+ kfA— <A+ —A Ay = — D.5
a2 g TR it et ago?E ° T 2F’ (D-5)

ou seja,

kO 2 Zg . k’oA
EA3 + <k0 + aoa—2E> Ay = Tk (D.6)
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Logo,

Ap=—2E o (D.7)

Tomando os coeficientes de senh(kqz)e™*/®,

1 2k 1 ko ig koA
— A3 — —A 2A5 — —As;+ —A Az = —— tanh D.8
a2 o 2+ koA o? 3+a 2+a002E 37 Qp M (D8)
ou seja,
]CO Zg koA
——A ki + —=— ) A3 = —— tanhg. D.9
a 2+(0+a002E) 37 gp (D-9)
Substituindo (4.132) na equacao acima,
koA koA
ko 38 0™ (., _io ko
ki + —=—= ) A3 = — tanhgq. D.10
“ (k24 ig - 0+A02E 37 o ( )
0" ayo?E
Logo,
ko [koA ko ) ig \° koA ) ig
—— |=—=—-—A ki + —=—=) A3 = ——tanhq |k + ——]. (D.11
a lZE al’ - 0+a002E 37 o 0+a002E ( )
Portanto,
. 2 .
k2 koA ig ko
A (R +—2 ) =5 = 228 ltanhg 12 =l (a2
’ (0+a002E) a? om | 0+a002E i a ( )

Logo, A3 é dado por
ago?E o
. 2 2
g kg
Ky ——) -2
< ot apo?E > a?

Analogamente, consideramos a solugdo do problema de valor de contorno

(4.127)-(4.129) dada por

koA ' k.
il {tanhq (kﬁ + L) + —0}
2FE

As =

(D.13)

M = Bye %/% 4 (B, cosh(oz) + Bssenh(oz))e™/?, (D.14)
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onde Bi, By, B3 e # sao constantes a serem determinadas. Desse modo, obteremos

que
oo
Substituindo (4.134) na equagao (4.127),
92 —0z/a 1 -1/« 2k0
— Bie + ?[BQ cosh(koz) + Bssenh(koz)]e — ;[Bgsenh(k:oz) + Bs cosh(koz)]
a
1 (—
+  k2[Bycosh(koz) + Bssenh(koz)]e /% + = {—ﬁBleez/o‘
a | «
1
—  —[Bycosh(kgz) + Bssenh(kyz)]e™*/® + ko[ Bysenh(koz) + Bs cosh(k:oz)]e_z/a}
a
+ (ZOZO%E {Ble_ﬂz/a + [Bsy cosh(kgz) + BgSGHh(k’QZ)]G_Z/a}
koA
= 220(4)E [tanh g cosh(koz) + senh(kgz)]e /.
Tomando os coeficientes de cosh(kgz)e™*/?,
BQ 2]{?0 2 1 k?[) Zg o Zl{?oA
? ?Bg + koBQ @BQ + EBg + a()O'QEB2 = 2%k tanh q, (Dl?)
ou seja,
kO 9 Zg ZkoA
——B ki+ —=) By = tanh q. D.18
o 3+(0+a002E) 27 2qp M ( )
Logo,
koA k
o tanh g — —OBg
B, =20k 4 (D.19)
k3 + ———
( 0t a002E>
Tomando os coeficientes de senh(kgz)e™*/®,
— By — —By+kiB; — —Bs + —B By = D.20
27T, 2 + Ky D3 o2 3+& 2+a002E 3= 50 ( )
ou seja,

kO 19 lk’oA
——B ki +—==| B3 = . D.21
a? i ( 0t CLOO'QE) ° 7 2aF ( )
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Substituindo (4.136) na equagao acima, obtemos que

ikoA ko
tanh ¢ — —33 : .
%0 20 a (k2 9 ) _ ot (D.22)

a ( ) ao?E ) T 2aE’
ou seja,

]{ZQ ZkoA k’o 2 Zg 2 ZkoA 2 Zg
—— tanhg — —B ki +—=—=| B3 = ki + —=—
o [QOJE anhg =, s A ago?E 7 2aFE 0t apo?E )|’

(D.23)
Logo,
. 2 2 . .
9 g k§ ikoA 9 g ko

— — | = — —1. .24
Bs (ko - CLOO'QE) - oz2] 2aF [(ko N CLOO'ZE) * o' (D.-24)

Portanto, B3 é dado por

2ot (4 am) *
2

By = awor'b) (D.25)

oF
ko
() 8
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Apéndice E  TEORIA LINEAR DE ONDAS
EM AGUA

E.1 Equacoes governantes do fluido

Para formularmos o problema de valor de contorno om o propédsito de deduzir-
mos caracteristicas basicas sobre ondas aquaticas de superficie, nao iremos consid-
erar a for¢ga do vento. A principal forga restauradora é a gravidade e, em termos
praticos, podemos tomar a variacao da densidade da dgua no tempo e no espaco
como sendo pequena. Assim, obtemos as equacoes de movimento para um fluido
incompressivel

V-u=0 (E.1)

conhecida como equagao da conservagao da massa (ou equagao da continuidade) e

0 P
(§+u~V)u——V <;+gz>—|—l/Au (E.2)

conhecida como a equacdo da conservag¢iao de momento (ou equacao de Navier-
Stokes), onde u(x,t) = (u,v,w) é o vetor velocidade, P(x,t) denota a pressao, p a
densidade da agua. ¢ a aceleracao da gravidade, v a viscosidade cinematica e x é

um ponto em coordenadas cartesianas(z, y, z) com o eixo z verticalmente para cima.

Na 4gua, v é da ordem 0.01 cm?/s e o termo do Laplaciano em (E.2) é muito
pequeno, exceto onde o gradiente da velocidade e vorticidade sao muito grandes.
Portanto, assumindo que o fluido é néo viscoso, a equagao (E.2) se reduz a equag¢do
de Fuler:

P
<% +u- V) u=-VY (— + gz) Equacao de Euler. (E.3)
P

Para um fluido inviscido irrotacional, ou seja,

V xu=0, (E.4)
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sabemos que existe um potencial de velocidade ® de modo que a velocidade u pode

Ser expressa como

u=Vo. (E.5)

Assim, por (E.1), temos que o potencial de velocidade satisfaz a equagdo de

Laplace
o 02 9%
AD = =0. E.
ox? + 0y? + 022 0 (E-6)

Usando a seguinte identidade vetorial
u2
u-Vqu;—ux(qu). (E.7)

e substituindo (E.5) em (E.3), temos, por (E.4) que

L P
\V4 (E +§|V(I)’ ) = -V (p —|—gz). (ES)

Integrando (E.8) obtemos

90 1_ ., P

onde A(t) é uma funcao arbitraria de t. Essa equacao é chamada de equagdo de

Bernoulli.

E.2 Condicoes de Fronteira

Estamos interessados em duas fronteiras: a interface entre o ar e a agua, que
iremos chamar de superficie livre, e a superficie molhada de um sélido impenetravel,
por exemplo a batimetria (relevo do fundo). Assumiremos que ao longo dessas duas
fronteiras o fluido se mova tangencialmente. Suponhamos que a equacao da fronteira
seja

F(x,t) =z —n(z,y,t) =0, (E.10)
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onde 71 é a maior medida a partir de z = 0. Definiremos a velocidade da particula x
ao se mover na superficie livre por q. Desse modo, apds um curto espaco de tempo

dt, expandindo em série de Taylor, a superficie livre é descrita como

F
F(x+qdt,t+dt) =0= F(x,t) + <%—t +q- VF) dt + O(dt)?. (E.11)
Assim, pela equagao (E.10),

oF

(E +q- VF) =0 (E.12)

para dt suficientemente pequeno. Como supomos que a particula se move tangen-

cialmente na superficie livre, temos que ter u- VF = q - VF. Logo,

(aa—eru-VF):O em z = 1), (E.13)
isto é,
_% N (Z_jg_jg_f) . (_82;77’ 5‘?}”, _ai”) —0. (E.14)
Logo,

on 0wy vy _ 0w
ot Oz dxr Oydy 0z’

As equagoes (E.13) ou (E.15) sao chamadas de condi¢ao cinemdtica da fronteira.

em z =1, (E.15)

No caso em que a fronteira é a superficie molhada de um sélido estacionario
Sp, isto €, o sdlido estd sempre em contato com o fluido, temos que % = 0. Logo,
a condigao de fronteira nesse sélido é dada por

0P

5. =0 em Sp. (E.16)

Porém, para a interface entre ar e agua, ainda precisamos de uma condi¢ao que
relacione as fungoes ® e n. Como estamos tratando de um problema na superficie
livre, devemos ter a pressao igual a pressao atmosférica P,. Entao, pela equagao
(E.9) e tomando A(t) = 0, temos a condi¢do dinamica da fronteira que é dada por

P 0d 1
C—gn+ — + Z|V®% em z =n. E.17
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Tomando a derivada total de (E.17), isto é, £ = % +u -V, obtemos

) Di
0 P, 0 0d u?
(E—FU'V)?-F(E-FU'V) <§+7+gn>—0. (E.18)
Por (E.18),
2&4_ 82_CI)+2 U._2 + @+ Va_q)
Dt p o Ta\2) Ve T Vi
Vu?
+ u-T+gu-V(n) = 0. (E.19)
Usando a identidade
0D o1 ,
temos
DP, [0°® o, ., On VRTINS
S w2 =0 E.21
Dt p +{8t2+8t(u) T T +g82] 0 (E21)

Se supormos que a pressao atmosférica é constante, finalmente obtemos

82_@_’_2(11)2_’_ @_}_u.qu—’_ 8_(13 =0
oz ot I o1 2 e | T

(E.22)

Essa é a chamada condicao combinada da fronteira. Note que além de aparecerem
termos nao lineares nessa condicao, aparece também a posicao da superficie livre
que é uma incognita no nosso problema. Por isso, é muito dificil termos uma teoria
analitica exata para problemas de ondas de agua. Isso nos motiva a fazermos uma

aproximacao linear.

Ainda, para nao nos preocuparmos com a troca de momento e de energia entre
0 ar e a agua, tomaremos regides suficientementes localizadas de modo que nao

sofram acao direta do vento.

E.3 Aproximacao linear para ondas de pequena amplitude

Para simplificarmos o nosso problema, faremos uma aproximagao linear, supondo

que as ondas sao de pequena amplitude.
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Suponhamos que

/27 x,y,2,h
ot t
caracteriza ) (E.23)
A U
Ao\/2m o

onde \, o e A sao os valores tipicos de comprimento de onda, frequéncia e amplitude
da superficie livre, respectivamente. Note que tomamos a escala de ® como Ao\ /27,

ja que, por (E.5), supondo que vale a relagdo u ~ A/t,

A
u~V>d = <I>zi—.
2m n

Estamos supondo ainda que o eixo z é negativo para baixo e que a profundidade

é z=—h.

Introduziremos as variaveis adimensionais dadas por

d AwAd' /27

z,y, 2, h _ Ay, 2 R 2 . (E.24)
t t'/o
U] Anf

Estamos tomando € = 27 A/\ = 27 x amplitude/comprimento de onda = inclinagao da onda.

Substituindo essas varidveis adimensionais nas equagoes (E.6),

2 2 2
V2 = ( 0 0 0 ) P =0, (E.25)

oOx'? + ay/Q + 022

e na equagao (E.16),
09"
on’

0 em 2/ = —h (E.26)
Ainda, substituindo as varidveis de (E.24) em (E.15),

Ao —N < <ey,

on Ao\ <27r)2 <a<1>'a_n' acp'a_n') Ao 27 0¥

ot * or \\ ox' Ox' * oy’ oy’ o A 02
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ou seja, , o .y /
% te (gj % + ?33 g—;) = gf,. (E.27)
Do mesmo modo, pela equagao (E.17),
Neo O/ +g£n,+1 Aeo (aq>" a<1>'7 aq>’> 2 _ _5’
2 Ot 2m 2| 2r \ oz Oy 0 p
ou seja,
Aea? 0P +g£n, 1 ()\26202) (82@’ N 0?9’ N (92CI>’) _ _&. (F.28)
2r ot 2 2 2 ox?  oy? 027 p
Multiplicando a equagao acima por %, temos
/ 28/ 25/ 25/
%(f, + g1 +§ (252 + g; + 25)2) = —%%- (E.29)

Assim, as equagoes (E.25), (E.26), (E.27) e (E.29) formulam o problema com
variaveis adimensionais. Essas variaveis devem ser de ordem um, ja que elas devem
refletir as propriedades fisicas. A importancia de cada termo anterior ¢ mensurada

pelos coeficientes que os multiplicam.

Consideraremos ondas de pequena amplitude no sentido que a inclinagao das
ondas é pequena: ¢ << 1. Note que as condicoes da fronteira de superficie livre
podem ser simplificadas pois a diferenca entre a superficie livre e o plano horizontal

2 =0 ¢é de O(e). Assim, podemos expandir ¢’ e suas derivadas em séries de Taylor.

Tomando o termo de ordem 0 nas equagoes (E.27) e (E.29), as condigoes da

superficie livre no plano z’ = 0 se tornam, aproximadamente,

oy 0%
_ E.30
ot 07 ( )
(§]
0P’ or P,
by = ——2¢ (E.31)

ot w2\ p
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Note que nessas condicoes aparecem somente termos lineares. Desse modo,
junto com as equagoes (E.25) e (E.26), nosso problema completo estd linearizado.

Retornando as varidveis fisicas, temos

V20 =0, —h < 2<0, (E.32)
P

g—n =0 em z = —h, (E33)

on 0P
- _Z= = E.34
5 g, om 7 0, (E.34)

e
P P

%_t—i_gn:_f’ em z=0. (E.35)

Podemos ainda combinar as equagoes (E.34) e (E.35). Para isso, derivamos a

equacao (E.35) em relacao a variavel ¢

0?d  On
5 + 9% = 0, em z=0. (E.36)
A seguir, usamos (E.34) e assim obtemos
P 9P
—— =0 =0. E.37
atQ +gaz ’ z ( )

Para relacionarmos a pressao dentro do fluido com @, linearizamos a equacao

de Bernoulli (E.9) e obtemos

P = —pgz+p, onde p= = pressao dinamica. (E.38)

P
ot
Porém muitas vezes para resolvermos um problema pode ser necessario ainda
condigoes iniciais e condigoes de fronteira no corpo e no infinito. Para obtermos

essas condigoes podemos nos basear na teoria do potencial.

Essa teoria nos permite ter um deslocamento finito na direcao tangencial perto
de uma fronteira solida, mas na realidade as componentes da velocidade tendem a

zero. Portanto, devemos ter uma fina camada limite para suavizar a transicao de



151

zero para um valor finito. Assim, tomando um sistemas de coordenadas local zy,x’-
e 2. onde zn é normal a superficie sélida e 2/ e 2/ sao tangenciais a essa superficie
T N P T T g p )

temos que

9] S a 0
Jry — Oxl’ Oxll

Portanto, podemos escrever que

2
Vu ~ 8_121
0y

Linearizando a equagdo do momento (E.2) e usando a aproximagao acima,

obtemos que a velocidade tangencial ur satisfaz

811'1’ 6211'1‘ 1

a Vo 5P

1%

dentro da camada limite. Com o periodo de onda como escala de tempo, podemos

aproximar a equacao acima como

ou seja, a espessura da camada limite § deve ser da ordem

5o (Q_V)”. (£.39)

g

E.4 Ondas progressivas em agua de profundidade

constante

Supondo que a agua tem profundidade constante no tempo e no espago, o

problema linearizado é definido pelas equagoes (E.32), (E.33) e (E.36) (figura (E.1)).

Porém, ainda é muito dificil encontrarmos a solucao dessa equacao com essas

condicoes de contorno. Por causa dessa dificuldade, suponhamos que a propagacao
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- )
?91;1) +9% =0

n2 a2 a2
AT FEL B2 g

o _
2 — ¢

Figura E.1: Problema linearizado [Farina, 2006].

das ondas é periddica no tempo e no espago, ou seja, consideraremos uma forma

especial de superficie livre dada por

n(z,y,t) = ReAekx—t), (E.40)
onde i é a unidade imaginéria e

k = (ki,ko) e x=(,y),

ou seja, estamos supondo que a onda ¢ periddica no tempo e no espaco. Isto carac-

1/2 4

teriza a hipétese de movimento harménico simples. Dizemos que k = (k3 + k3)Y/2 ¢

o numero de onda.

Para o movimento harmonico simples com frequéncia o, a linearidade do prob-

lema nos permite a seguinte separacao

\

n(r,y,t) = ((z,y)

(I)(.Q?, Y, z, t) = ¢(Z’, Y, Z)
b e 7", (E.41)

u(z,y, z,t) =u(z,y, 2)

P(z,y,z,t) + pgz = p(x,y,2) |
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Desse modo, as equagoes governantes linearizadas (E.32), (E.34), (E.33) e
(E.35) podem ser reduzidas a

V=0, —h<z<0 (E.42)
% +i0¢=0 em z =0, (E.43)
. P,
g( —icp=—— em z =0 (E.44)
p
e
0
a—f =0 em Sg. (E.45)
Suponhamos agora que uma solucao deste problema é dada por
A .
¢ = %F(z)Re{e’k'x}, (E.46)
ou seja,
, A
o = ¢e—wt g ( )Re{ i(k-x— at)} (E47)
A expressao (E.47) modela uma onda de amplitude A = %, onde o = 2% éa

frequéncia angular, k é o vetor de onda, T' é o periodo e A é o comprimento de onda

e k = |k| é o nimero de onda. De fato, substituindo (E.46) em (E.42),
A A
gF”( )R { ik- x} ( )k2R {ezkx} — O (E48)
obteremos uma equacao diferencial ordinaria dada por

" — kT = 0. (E.49)

A solugao geral dessa EDO é dada por
['(z) = Bysenh(kz) + By cosh(kz), (E.50)

onde B; e By sdo constantes arbitrarias. Pela condi¢ao de fundo dada por (E.33),

temos que
99 _ Ag

v i I"(z)Re{e ™ *} =0, em 2z = —h, (E.51)
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isto é I"(z) = 0 em z = —h. Logo,

kB cosh(kh) + Boksenh(kh) = 0 = By = — By tanh(kh). (E.52)

Assim, definindo B = B,

['(z) = By(tanh(kh)senh(kz) 4 cosh(kz)). (E.53)

Reescrevendo (E.53) como

I'(z) =B (%Senh(lﬁz) + cosh(kz)%) , (E.54)

ou seja, usando a identidade cosh(a + ) = senh(a)senh(/) + cosh(«) cosh(/),

cosh(k(z + h))

P(z) = cosh(kh)

(E.55)

Assumindo que a amplitude das ondas é pequena comparada com o compri-
mento de onda, e com a profundidade da agua, as condigoes da superficie livre podem
ser impostas em z = (0. Procuraremos uma solucao bi-dimensional que representa

uma onda progressiva sem forca atmosférica, isto é, P, = 0. Assim, por (E.44),

temos que
10 Ag "
—_-29JR ikx
¢ =220 BRe(c).
logo,
¢ = iABRe{e™"}.
Definindo B = —i, temos que
¢ = ARe{e*}. (E.56)
Por (E.47) temos ainda que
A h(k h ‘
o= A9 CoshRz £ 1) p iy (E.57)

o cosh(kh)
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Vejamos agora como se da o deslocamento vertical e horizontal da dgua. Por

(E.1), temos que o campo de velocidades é dado por

~ gkAcosh(k(z +h)) i,
R cosh(kh) © (E-58)
v=0 (E.59)

~ gkAsenh(k(z+ h))
R cosh(kh)

otk (E.60)

E.5 Velocidade de fase, dispersao e refracao

A velocidade de fase, a dispersao e a refracao sao importantes conceitos para

a teoria linear de ondas. Veremos a seguir a definicao desses conceitos.

Substituindo (E.46) em (E.43), em z = 0, temos
_Ag, senh(kh)

——"<oRe{e**} = —ion. E.61
o cosh(/’{;h)(7 e{e™} e ( )
Por (E.44),
senh(kh) - 0% Ag -
—Agk———= Xy = —— ey E.62
g cosh(k:h)Re{e } 7 o oRe{e™ ™} (E.62)
Logo,
senh(kh) o2
k—— = —. E.
cosh(kh) ¢ (E-63)
ou seja,
0? = gktanh(kh). (E.64)

A equagao (E.64) é chamada relagao de dispersao para ondas lineares em pro-
fundidade finita. Esta equacao é muito importante na teoria linear de ondas em agua.
Em particular, (E.64) expressa uma rela¢do unica entre o, k e h. Desse modo, se
duas dessas variaveis sao conhecidas, a terceira estara unicamente definida. Para

entendermos como a onda se propaga, temos que entender a seguinte definicao:
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Figura E.2: Curvas de dispersao para ondas progressivas [Mei et al., 2005a].

Definicgao:
A velocidade de fase (ou velocidade de propagacao) C de uma onda é dada por

c=7 = <%tanh(kh)>1/2. (E.65)

k
Na figura (E.2), podemos ver o gréfico de C na forma adimensional.

Se analisarmos esta expressao, veremos que, para valores de w e k dados, a
onda se propagara mais rapido em aguas rasas (khAl) do que em dguas profundas
(kh > 1). Este fato explica porque as ondas normalmente chegam com as suas
cristas paralelas a praia: uma onda em mar aberto com dire¢ao obliqua a praia
tenderd a dobrar-se, ja que sua parte mais distante da praia, e portanto esta sujeita
a profundidades maiores, serd mais rapida, emparelhando com a parte da onda que
estard em aguas mais rasas e portanto, mais lenta. Este processo de mudanca de

direcao de ondas se chama refracao.

Na teoria de ondas aquéticas sao feitas classificacoes em relagao a profundi-

dade, as quais sao muito importantes para a analise matematica de solugoes e pro-
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priedades de ondas em aguas rasas ou profundas. As funcgoes hiperbdlicas que apare-
cem nas solugoes das secoes anteriores fornecem a principal simplificagao através de

seus valores assintéticos para kh muito grandes ou préximos de zero (Tabela E.1).

kh — 0 | kh — oo
senh(kh) kh et /2
cosh(kh) 1 ekl /2
tanh(kh) kh 1

Tabela E.1: Valores assintéticos das fungoes hiperbdlicas da teoria de ondas lineares

Desse modo, para ondas longas e curtas, as relagoes do comportamento assintético

da velocidade de fase C sdo, por (E.65), respectivamente,
C = (gh)"?, khAl, (E.66)

C=(g/k)Y?, kh>1. (E.67)

Por 1ltimo, pela relagao de dispersao (E.64), temos os limites

0? = gk, em &guas profundas, (kh > 1), (E.68)
o = ky/gh, em &guas rasas, (khAl). (E.69)

Conferiremos a hipdtese de linearizacao comparando um termo nao-linear com
um termo linear, ambos avaliados na superficie livre z = 0. Seja kh arbitrario. Pelas

equagoes (E.65) e (E.58),

u s uk u kA

—Oz - [ = N = Y kh. E.70
( du ) » (w >Z0 (C)z:() tanh kh ( )

Note que para khAl essa razao se torna A/h. Assim, em dguas rasas a teoria

linear é de fato uma aproximagao muito restrita, ja que para essa aproximacao ser

boa, terifamos que ter A ~ h. Essa comparagao sera 1til no proximo capitulo.
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