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Transporte de sedimentos finos devido a

ondas de superf́ıcie

por

Juliana Sartori Ziebell

Tese de Doutorado

Prof. Dr. Leandro Farina
Orientador

Porto Alegre, julho de 2013.



ii

CIP - CATALOGAÇÃO NA PUBLICAÇÃO
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escalas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.4 Transporte de sedimentos em um lago retangular . . . . . . . . 34

2.5 Transporte de sedimentos em um lago circular . . . . . . . . . . 45

2.5.1 Caso 1: m = 0 e n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.5.2 Caso 2: m = n = 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
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4.2.2.1 Dinâmica reológica da lama fluida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4.2.2.2 Equação do movimento adimensional na camada de lama fluida . . 88

4.3 Condições de contorno . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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DA VELOCIDADE DO FLUXO EULERIANO 123

A.1Derivadas de U0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

A.2Derivadas de V0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126
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que se move da esquerda para a direita em águas profundas [Holthuijsen, 2007].
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faixa costeira para m = n = 1 [Mei et al., 1997]. . . . . . . . . 44

Figura 2.9 Concentração no fundo do lago B devido à erosão ao longo da
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Figura 4.1 Desenho esquemático do problema com os dois sistemas de coor-
denadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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Gw, Gm módulo da rigidez do meio na água e na lama fluida
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RESUMO

Neste trabalho, modelos que descrevem o transporte de sedimentos finos de-

vido às ondas aquáticas de superf́ıcie foram estudados. Soluções numéricas da

equação de transporte bidimensional que descreve a evolução da concentração de

sedimentos suspensos em um fundo erod́ıvel foram obtidas, para alguns casos par-

ticulares. Quando as ondas aquáticas propagam sobre uma camada de lama fluida

viscoelástica, a equação do transporte é modificada. Este modelo foi investigado e

resultados numéricos foram apresentados. Uma nova equação de transporte de se-

dimentos foi deduzida supondo-se que os parâmetros viscoelásticos dependem forte-

mente da frequência da onda aquática. Usando estas hipóteses, uma expressão

acurada de ordem superior para a dissipação de energia de ondas foi obtida.
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ABSTRACT

In this work, models that describe the transport of fine sediments by aquatic

surface waves have been studied. Numerical solutions of the bidimensional transport

equation that describes the evolution of the concentration of suspended sediments

in an erodible bed have been obtained for some particular cases. When the aquatic

waves propagate over a viscoelastic mud layer, the transport equation is modified.

This model was investigated and numerical results were presented. A newequation

for transport of sediments was deduced assuming that the viscoelastic parameters

depends strongly on the frequency of the aquatic wave. Using these hypotheses,

an accurate expression of higher order for the wave energy dissipation has been

obtained.
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1 INTRODUÇÃO

O movimento dos sedimentos no fundo de um meio aquático, causado pelo

fluido, tem sido considerado um importante problema a ser estudado, para a en-

genharia costeira e para a geologia [Mei et al., 1997]. Em regiões costeiras, por

exemplo, o transporte de part́ıculas suspensas pelas ondas é mais efetivo perto do

fundo onde há as oscilações na camada limite [Mei and Chian, 1994].

A dispersão de sedimentos pesados em uma camada limite da onda sobre um

fundo não erosivo foi examinada em [Mei and Chian, 1994]. Uma equação de con-

vecção-difusão foi derivada usando a teoria do método de múltiplas escalas. Esse

método foi estudado em [Bensoussan et al., 1978] e foi utilizado em [Mauri, 1991],

[Mei, 1992] e [Rubinstein and Mauri, 1986] em problemas de meios porosos.

O artigo [Mei et al., 1997] apresentou uma teoria anaĺıtica para ondas harmônicas

simples sobre um fundo plano, a fim de examinar como ondas transportam sedimen-

tos finos sozinhas, sem o efeito do vento, pela convecção e difusão, depois de ressus-

pendê-los do fundo. A equação do transporte obtida é uma extensão da equação

deduzida em [Mei and Chian, 1994], onde se ignorou o efeito da ressuspensão. Para

obter essa equação o método de múltiplas escalas novamente foi empregado.

De acordo com [Sanford and Maa, 2001], a erosão de sedimentos do fundo é um

dos fatores de controle do transporte de sedimentos finos mais importantes em corpos

de água naturais. Além disso, a erosão tem sido o aspecto mais estudado sobre o

transporte de sedimentos finos. Porém, há vários modelos diferentes de transporte

de sedimentos finos que são empregados. [Sanford and Maa, 2001] desenvolveu uma

extensão simples da formulação linear da erosão para profundidades limitadas e não

limitadas.
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Já o artigo [Mei et al., 1998] apresentou uma teoria sobre o transporte e

ressuspensão de part́ıculas finas na presença de uma camada limite da onda de

maré, onde o fluxo da corrente ambiente é não uniforme devido a uma peńınsula

ao longo da costa. Observou-se que a não uniformidade no fluido horizontal tem

efeitos na variação espacial do tensor dispersão assim como na velocidade da con-

vecção horizontal. A taxa de erosão e a concentração foram calculadas para alguns

exemplos.

Se uma camada de água está sobre uma camada de lama fluida, seu movimento

oscilatório pode ser alterado. Desse modo, o transporte de part́ıculas suspensas na

camada limite que fica sobre a interface entre as duas camadas também pode ser

modificado.

Os sedimentos coesivos são formados por part́ıculas muito finas, tipicamente

menores que O(10)µm [Ng and Zhang, 2007]. Por [Mei et al., 2010], lama fluida é

uma mistura de água e part́ıculas de argila altamente coesivas, frequentemente trans-

portadas de dentro dos rios em estuários e então depositadas ao longo da costa. Seu

movimento altera o fundo do mar, muda o clima das ondas e altera o desenho das

costas [Mei et al., 2010]. Ao analisarmos o mapa abaixo, na figura 1.1, podemos ob-

servar que a lama fluida está presente em diversas partes do mundo. De acordo com

[Bass, 2013], ainda não se conhece muito a respeito das propriedades da dinâmica

desses sedimentos.

O problema da interação da água com lama fluida tem sido tratado como

um sistema de duas camadas, sendo a camada de lama um fluido de diferentes

propriedades.

Há vários modelos na literatura para descrever a reação de um fundo não ŕıgido

com um onda progressiva. Em [De Wit, 1995], os modelos foram divididos em 5

grupos:
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Figura 1.1: Regiões (pontos verdes) onde o solo é formado por lama fluida
[Bass, 2013].

1. fundo elástico ideal;

2. modelos poro-elásticos;

3. modelos viscosos;

4. modelos viscoplásticos;

5. modelos viscoelásticos.

De acordo com [Kranenburg, 2008], os dois primeiros modelos acima podem

ser usados para calcular a pressão máxima induzida pela tensão de cisalhamento no

fundo. Porém, a aplicação do modelo 1 é limitada a fundos coesivos consolidados e

não fluidos e a do modelo 2 a camadas de lama fluida não consolidadas.

Os modelos 3, 4 e 5 surgiram devido às propriedades viscosas, viscoplásticas

e viscoelásticas da lama fluida. Porém, baseado em alguns resultados observados

na natureza, [De Wit, 1995] afirma que o modelo viscoplástico não é adequado

para modelar fundos de lama fluida. Já o modelo viscoso foi adotado em diversos



4

trabalhos, alguns dos quais iremos descrever nesse caṕıtulo. Embora nesse caso nem

todas as propriedades reológicas da lama fluida estejam representadas, é posśıvel

estimar o amortecimento da onda e a velocidade da onda induzida em um sistema

de duas camadas (água - lama fluida). O amortecimento da onda, dado pela parte

imaginária do número de onda, ocorre devido a dissipação da viscosidade.

De acordo com [De Wit, 1995], o modelo mais adequado para representar

as propriedades reológicas da lama fluida é o modelo viscoelástico. Porém, sua

aplicação é mais complexa devido à dependência não linear entre alguns parâmetros.

Nas próximas seções, faremos um breve resumo de alguns dos principais resul-

tados obtidos usando os modelos viscosos e viscoelásticos de duas camadas (camada

superior formada por água e a inferior de lama fluida, como na figura 1.2).

Figura 1.2: Desenho esquemático - camada de água sobre camada de lama.

Denotaremos nesse caṕıtulo k, a e ν como o número de onda, a amplitude da

onda na camada de água e a viscosidade, respectivamente. Além disso, adotaremos

as coordenadas retangulares x′ e z′, como na figura acima.
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1.1 Modelos viscosos

[Gade, 1958] foi o primeiro a usar o modelo de um fluido viscoso, também

chamado de Newtoniano, para estudar o efeito de um fundo não ŕıgido e impermeável

sobre a superf́ıcie das ondas. Nesse modelo matemático, a camada superior é

inv́ıscida, a aceleração vertical em ambas as camadas foi negligenciada e aproxi-

mação de águas rasas foi adotada. A partir dessas hipóteses, Gade deduziu uma

relação de dispersão que fornece uma expressão expĺıcita para o número de onda

k. Porém, devido a aproximação de águas rasas, o modelo de Gade se restringe aos

casos em que, para uma certa profundidade efetiva H ′, a desigualdade H ′/L < 20 é

valida, onde L é o comprimento da onda.

O trabalho de [De Wit, 1995] modificou o modelo de Gade para a situação de

uma camada de água inv́ıscida não-hidrostática sobre uma camada de lama fluida

viscosa que é fina, comparada ao comprimento de onda. A aceleração vertical na

camada inferior foi novamente negligenciada, porém na camada superior ela foi

considerada. Nesse trabalho foi apresentada uma nova relação de dispersão.

Em [Dalrymple and Liu, 1978] foram desenvolvidos três modelos de duas ca-

madas (A, B e C). A camada de lama fluida foi considerada viscosa em ambas as

direções x e z. Foram obtidos resultados numéricos para esses três modelos.

As velocidades horizontais e verticais de ambas as camadas foram supostas

como, respectivamente,

ûj(x, z; t) = uj(z)e
i(kx−σt)

e

v̂j(x, z; t) = vj(z)e
i(kx−σt).

Foi observado que os termos viscosos são negligenciáveis fora da camada limite.

Assim, no modelo A, as soluções foram escolhidas contendo termos viscosos somente

próximo às fronteiras. No modelo B a camada inferior é fina, da mesma ordem de
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magnitude da camada limite. Nesse caso, os termos viscosos aparecem em toda

a camada. Em ambos os casos as velocidades na água e na lama fluida foram

encontradas. A partir desses resultados e usando a equação da continuidade, foi

obtido o gráfico da parte imaginária do número de onda k em função da profundidade

d adimensional.

Finalmente, no modelo C, o parâmetro

ǫi =
σ2

g

(νi
σ

)1/2

onde g é a aceleração da gravidade e νi é a viscosidade (i = 1 e i = 2 referentes à

agua e lama fluida, respectivamente), foi considerado pequeno. Observemos que

[
σ2
(νi
σ

)1/2]
≃ m/s2,

isto é, o parâmetro ǫi é adimensional. Portanto, ao definir o parâmetro ǫi pequeno,

o autor está comparando as forças viscosas com as forças gravitacionais. Com essa

hipótese, o fluido é essencialmente irrotacional, exceto perto da camada limite vis-

cosa onde a espessura é da ordem de (νi/σ)
1/2. A partir dessa hipótese, a parte real

e imaginária do número de onda foi encontrada.

O trabalho [Ng, 2000] apresentou uma teoria assintótica para ondas de água

propagando sobre a superf́ıcie de uma camada de água sobre uma camada de lama

fluida viscosa e homogênea. A hipótese basica desse trabalho é que a espessura da

camada de lama fuluida e a espessura da camada limite na interface são da mesma

ordem de magnitude da amplitude da onda sobre a camada de água. Essa hipótese

gerou um parâmetro ǫ = ka << 1. Esse parâmetro foi utilizado para ordenar

que termos deveriam ser levados em conta nas equações que descrevem o problema.

Alguns dos resultados obtidos foram as soluções anaĺıticas das coordenadas das

velocidades da água e da lama fluida e uma relação de dispersão. Além disso, eles

observaram, através de resultados numéricos, que o amortecimento da onda aumenta

com a viscosidade do fluido.
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Um procedimento baseado em [Gade, 1958] foi adotado no trabalho desen-

volvido em [Winterwerp et al., 2007] para o modelo de ondas SWAN no sistema

costeiro da Guiana. SWAN [SWAN Team, 2007] é um modelo desenvolvido na Uni-

versidade de Tecnologia de Delft. A equação desse modelo representa os efeitos

da propagação espacial, refração, formação, dissipação e interação não linear entre

ondas.

Um dos objetivos do trabalho desenvolvido em [Kranenburg, 2008] era desen-

volver uma extensão do estudo realizado em [Winterwerp et al., 2007] de modo a

encontrar um modelo que calculasse a dissipação de energia pela camada de lama

fluida que fosse posśıvel ser adotado em águas profundas. Para isso, era necessário

adotar um modelo que caracterizasse um sistema de duas camadas (água-lama flu-

ida). Kranenburg observou que ele não poderia adotar o modelo de [Ng, 2000],

visto que ele somente é aplicável para águas rasas. Além disso, Kranenburg avaliou

que alguns detalhes na derivação da relação obtida em [De Wit, 1995] não foram

apresentados. Por isso, em [Kranenburg, 2008], uma nova equação de dispersão foi

obtida baseada na esquematização de [De Wit, 1995]. A camada superior foi con-

siderada viscosa e não foram exigidas condições sobre a espessura. Já a camada

inferior foi considerada viscosa e com a espessura comparável ao comprimento de

onda.

Após ter deduzido a equação de dispersão e ter encontrado valores para o

número de onda k como função da espessura da camada de lama fluida normalizada,

[Kranenburg, 2008] comparou seus resultados com os obtidos por [Gade, 1958] e

[Dalrymple and Liu, 1978]. Foi observado que, no caso de águas rasas, o modelo de

[Kranenburg, 2008] coincide com os resultados obtidos em [Gade, 1958]. No caso da

espessura da camada de lama fluida normalizada ser grande, os resultados coincidem

com [Dalrymple and Liu, 1978] (modelo A).
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A seguir, [Kranenburg, 2008] derivou um termo de dissipação de energia e o

implementou no modelo SWAN. O termo de dissipação de energia foi adicionado ao

termo fonte da equação do modelo SWAN.

1.2 Modelos viscoelásticos

Uma análise perturbativa baseada nas equações do movimento na forma La-

grangiana foi feita em [Zhang and Ng, 2006b] para o movimento de uma onda sobre

uma camada de lama fluida viscoelástica. Esse material foi descrito como um corpo

de Voight. O artigo [Maa and Mehta, 1988] mostrou que esse modelo é uma boa

escolha para representar um fluido viscoelástico.

De acordo com [Maa and Mehta, 1988], o corpo de Voight é baseado na analo-

gia com um sistema constitúıdo de uma mola e um amortecedor. Ou seja, é conside-

rado que o fluido tem um aspecto elástico, como de uma mola, e um amortecimento

de movimentos e oscilações. Isso significa que, ao modelarmos a lama fluida vis-

coelástica como um corpo de Voight, estamos supondo que o fluido sofre oscilações

que tendem a diminuir com o passar do tempo.

Ao usar o modelo do corpo de Voight para descrever a lama fluida viscoelástica,

a relação da tensão obtida em [Zhang and Ng, 2006b] é dada por

τ = Gγ + ρµγ̇, (1.1)

onde τ é a tensão, γ é a tensão de deformação, γ̇ é a variação da tensão, G é o módulo

da tensão, ρ é a densidade e µ é a viscosidade cinemática. Uma análise perturbativa

de segunda ordem para o movimento induzido pela força da onda propagada em

uma fina camada viscoelástica foi realizada. Em O(ǫ), as velocidades horizontais e

verticais e a pressão foram definidas sendo harmônicas no espaço e no tempo como

em [Dalrymple and Liu, 1978], ou seja,

(x1, z1, p1) = Re[(x̃, z̃, p̃)ei(kx−σt)],
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onde Re denota a parte real e x̃, z̃ e p̃ dependem apenas da coordenada vertical β.

Em O(ǫ2), as médias no tempo das velocidades foram deduzidas.

Já no trabalho de [Zhang and Ng, 2006a], foi considerado um sistema de duas

camadas, sendo a camada inferior de lama fluida viscoelástica. O objetivo desse

trabalho foi analisar os efeitos das propriedades reológicas do leito de lama fluida

viscoelástica nas superf́ıcies das ondas. Esse artigo é uma extensão do trabalho de

[Ng, 2000], mudando somente as caracteŕısticas da segunda camada. Para descrever

o fluido viscoelástico foi adotado novamente o modelo do corpo de Voight. Assim

como no trabalho de [Ng, 2000], foi feita uma expansão em séries de ǫ = ka, onde a

é a amplitude da onda, das coordenadas da velocidade da água, da lama fluida e da

pressão. Em [Zhang and Ng, 2006a] as velocidade e a pressão de O(ǫ) foram calcu-

ladas. Ainda, analisou-se o gráfico do fator do aumento do amortecimento da onda,

dado pelo quociente entre o amortecimento da onda na interface e o amortecimento

da onda sobre a água, em função da espessura normalizada da camada de lama flu-

ida. Eles observaram que a relação entre o amortecimento da onda e a viscosidade do

fluido nem sempre ocorre, como visto em [Ng, 2000], para fluidos viscosos. Porém,

eles constataram que conforme a lama fluida se torna mais elástica do que viscosa, o

pico do fator do amortecimento da onda aumenta drasticamente. Um segundo pico

também foi observado quando a espessura da camada de lama fluida é grande.

Os resultados obtidos em [Zhang and Ng, 2006a] foram estendidos de forma a

obter soluções de segunda ordem em [Ng and Zhang, 2007]. A velocidade do trans-

porte de massa, que é a componente constante da velocidade Lagrangiana de segunda

ordem, foi obtida.

Em [Ng and Wu, 2008], foi feito um estudo anaĺıtico para mostrar os efeitos

do fundo de lama fluida viscoelástica na onda induzida pela convecção e dispersão

de sedimentos suspensos sobre a camada limite acima do fundo viscoelástico. Esse

trabalho foi uma extensão de [Mei and Chian, 1994], onde foi estudada a dispersão

de sedimentos suspensos no fundo. Porém, nesse caso, foi considerado um sistema de
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uma camada de água inv́ıscida e irrotacional e o fundo foi tomado como horizontal

e não erod́ıvel.

Observemos que em todos os trabalhos descritos acima, a camada viscoelástica

foi descrita como um corpo de Voight. Porém, de acordo com [Krotov, 2008], ex-

perimentos sugerem que os coeficientes Ḡ e µ̄ dependem fortemente da frequência.

Por isso, ele propôs um modelo viscoelástico generalizado. Esse modelo relaciona as

componentes de tensão pela equação diferencial

(
1 +

N∑

n=1

ān(∂t̄)
n

)
τ̄ ij =

(
N−1∑

n=0

b̄n(∂t̄)
n

)
γ̄ij (1.2)

onde τ̄ ij é o tensor de tensão e γ̄ij é o tensor tensionado, com o śımbolo (∂t̄) de-

notando a derivada parcial em relação ao tempo t̄ e com os coeficientes ān e b̄n

dependendo da frequência.

Em [Mei et al., 2010] e [Krotov, 2008] as ondas foram assumidas como quase

senoidais. A partir desse modelo, expandindo também as variáveis em séries de

ǫ = ka e usando a análise de múltipla escala, foram obtidas soluções de O(1) e O(ǫ).

Além disso, eles deduziram o deslocamento do número de onda, isto é, uma correção

de O(ǫ).

1.3 Estrutura do trabalho

Analisando os trabalhos descritos acima sobre o problema de interação da água

com a lama fluida observamos que não foram obtidos resultados sobre o transporte

e a concentração de part́ıculas suspensas. A descrição desse fenômeno é o principal

objetivo desse trabalho. A fim de obtermos esses resultados, seguiremos os passos

descritos a seguir.

No caṕıtulo 2, estudamos o transporte de sedimentos devido a ondas de su-

perf́ıcie na presença de um fundo ŕıgido usando [Mei et al., 1997], [Mei et al., 1998]
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e [Mei et al., 2005b]. O caso de um lago retangular já havia sido estudado por

[Mei et al., 1997], caso esse que reproduzimos nesse trabalho. Para complementar

esses resultados, deduzimos as equações governantes para a ressuspensão e o trans-

porte de sedimento em um lago circular e obtivemos a taxa de erosão e os coeficientes

de dispersão.

No caṕıtulo 3 apresentamos, com mais detalhamento, o trabalho desenvolvido

em [Ng and Wu, 2008], onde a equação do transporte para a concentração de sed-

imentos no fundo de um fluido sobre uma camada de lama fluida foi deduzida. A

seguir, mostramos alguns novos resultados numéricos que obtivemos dessa equação.

Descrevemos o modelo viscoelástico generalizado definido em [Mei et al., 2010]

com maiores detalhes, no caṕıtulo 5. Além disso, deduzimos uma nova equação do

transporte de part́ıculas suspensas no fundo a partir desse modelo. Essa equação

é semelhante à equação deduzida em [Ng and Wu, 2008], porém é baseada em u

modelo mais reaĺıstico.

Por fim, no caṕıtulo 6, usamos o modelo viscoelástico descrito como um corpo

de Voight para deduzir um novo termo de dissipação de energia, baseado no trabalho

de [Kranenburg, 2008]. Comparamos esse novo termo com o que foi encontrado em

[Kranenburg, 2008] para um fluido viscoso a fim de verificarmos que ambos são da

mesma ordem de grandeza.

É importante observarmos que nos caṕıtulos que seguem iremos denotar as

funções definidas na camada de água como fw e na lama fluida como fm, a fim de

compararmos com a notação existente na literatura.
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2 RESSUSPENSÃO E TRANSPORTE DE

SEDIMENTOS FINOS DEVIDO ÀS ONDAS

DE SUPERF́ıCIE

De acordo com [Mei et al., 2005b], ondas podem induzir, além de flutuações,

correntes que não mudam a direção ao longo do tempo. Embora muitas vezes essas

correntes sejam fracas, com o tempo elas podem transportar sedimentos. Portanto,

para compreendermos as mudanças no fundo no mar, é necessário entendermos as

correntes geradas pelas ondas.

Existem dois tipos de correntes que são geradas pelas flutuações das ondas.

O primeiro são as correntes litorâneas e suas variações próximas da zona de ar-

rebentação. O segundo é o transporte de massa que ocorre dentro da camada limite

próximo do fundo do mar, onde o campo de ondas acima é essencialmente inv́ıscido

e irrotacional. Nesse caṕıtulo iremos examinar o segundo tipo de corrente, fora da

zona costeira.

Nós iremos primeiramente calcular a velocidade do fluido utilizando o método

de perturbação. A partir desse resultado, através do mesmo método, obteremos

uma equação para a concentração de sedimentos de primeira ordem no fundo. A

seguir, estudaremos alguns casos particulares.

2.1 Teoria geral do transporte de massa próximo do fundo

aquático

Tomaremos um sistema de coordenadas local (x, y, z), com x, y no plano da

camada limite e z apontando normalmente para dentro da região inv́ıscida, como

na figura 2.1. Consideramos que o fundo está em z = 0. Nosso objetivo é fazer uma
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aproximação das equações de Navier-Stokes a fim de simplicarmos o nosso problema

e de obtermos a velocidade do fluido.

Figura 2.1: Desenho esquemático do problema [Mei et al., 2005b]

Denotaremos a velocidade por (u, v, w). Se supusermos pequenas inclinações

no fundo, a direção de z é aproximadamente vertical. Pela equação da continuidade

(E.1) a componente da velocidade normal w é pequena. Logo, w/u ≃ O(kδ) e

w/v ≃ O(kδ), onde k é o número de onda e δ é a espessura da camada limite. Seja

A a amplitude orbital t́ıpica próxima à camada limite. Supondo u = Aei(k·x−σt),

onde x = (x, y), temos

ν ∂2

∂x2
u

∂u
∂t

=
−νk2u
−iwu =

νk2

iw
≃ O(kδ)2 e

ν ∂2

∂y2
v

∂v
∂t

=
−νk2u
−iwu =

νk2

iw
≃ O(kδ)2, (2.1)

pois por (E.39), δ ≃
(
2ν
w

)1/2
. Logo,

ν
(
∂2

∂x2
+ ∂2

∂y2

) [
u
v

]

∂
∂t

[
u
v

] = O(kδ2) (2.2)

Ainda,
u ∂
∂x
u

∂u
∂t

=
uiku

−iwu =
uk

−w ∼ kA

tanh kh
∀ kh, (2.3)

por (E.70), onde h é a profundidade.
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Figura 2.2: Movimento orbital das part́ıculas das ondas sob uma onda harmônica
que se move da esquerda para a direita em águas profundas
[Holthuijsen, 2007].

Supondo kh≫ 1 (águas profundas), pela tabela (E.1), temos que

u ∂
∂x
u

∂u
∂t

∼ kA (2.4)

e assim temos
(
u ∂
∂x

+ v ∂
∂y

)

u
v




∂
∂t


u
v




= O(kA). (2.5)

Se 1 ≫ kA ≫ (kδ)2, pois a altura da onda é maior que o comprimento da

camada limite. Desse modo, por (2.2) e (2.5) e ignorando os termos de ordem O(kδ)

na equação do momento, as equações de Navier-Stokes podem ser aproximadas por

∂u

∂x
+
∂v

∂y
+
∂w

∂z
= 0, (2.6)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂P

∂x
+ ν

∂2u

∂z2
, (2.7)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
= −1

ρ

∂P

∂y
+ ν

∂2v

∂z2
, (2.8)

0 = −1

ρ

∂P

∂z
− g. (2.9)
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Por (2.9),
∂P

∂z
= −ρg.

Assim, p = P − ρgz não varia na direção normal à camada limite e portanto deve

ser igual ao seu valor no fluido inv́ıscido fora da camada limite. Agora, note que

∂p

∂x
=
∂P

∂x
.

Logo, por (2.7), (2.8) e (2.9),

−1

ρ

∂p

∂x
=
∂UI
∂t

+ UI
∂UI
∂x

+ VI
∂UI
∂y

, (2.10)

−1

ρ

∂p

∂y
=
∂VI
∂t

+ UI
∂VI
∂x

+ VI
∂VI
∂y

, (2.11)

onde UI e VI são as componentes tangenciais do campo de velocidade inv́ıscido

na camada limite no fundo, com WI valendo zero. Assumiremos que UI e VI são

prescritos.

Para calcularmos as coordenadas da velocidade do fluido, usaremos o método

de perturbação. Desse modo, expandiremos as componentes da velocidade na ca-

mada limite u e v em uma série perturbada, tomando kA como o parâmetro pequeno,

assumiremos

u = u1 + u2 + ... (2.12)

v = v1 + v2 + ... (2.13)

onde u1 = O(wA) e u2 = O(wk2A2), e assim sucessivamente. Substituindo (2.10) e

(2.11) em (2.7) e (2.8), temos

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z
=
∂UI
∂t

+ UI
∂UI
∂x

+ VI
∂UI
∂y

+ ν
∂2u

∂z2
, (2.14)

∂v

∂t
+ u

∂v

∂x
+ v

∂v

∂y
+ w

∂v

∂z
=
∂VI
∂t

+ UI
∂VI
∂x

+ VI
∂VI
∂y

+ ν
∂2v

∂z2
. (2.15)

Substituindo as expansões (2.12) e (2.13) em (2.14) e (2.15) temos que o pro-

blema de primeira ordem se reduz a

∂u1
∂t

=
∂UI
∂t

+ ν
∂2u1
∂z2

, (2.16)
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∂v1
∂t

=
∂VI
∂t

+ ν
∂2v1
∂z2

. (2.17)

As condições de fronteira são

(u1, v1) = 0, em z = 0, (2.18)

(u1, v1) → UI , VI ,
z

δ
≫ 1. (2.19)

Supondo que o movimento é harmônico simples, podemos escrever

UI(x, y, t) = Re[U0(x, y)e
−iσt], (2.20)

VI(x, y, t) = Re[V0(x, y)e
−iσt]. (2.21)

Estimaremos 
u1
v1


 = Re




U0

V0


F1(ξ)e

−iσt


 , (2.22)

onde ξ = z/δ.

Para isso, temos que calcular F1(ξ). Assim, substituindo (2.22) em (2.16),

temos

U0(x, y)F1(ξ)iσe
iσt = iσU0(x, y)e

iσt +
1

δ
U0(x, y)F

′′
1 (ξ)e

iσt, (2.23)

ou seja,

−i1
δ
F ′′
1 (ξ) + F1(ξ) = 1. (2.24)

Pelas condições de fronteira (2.18) e (2.19),

F1(ξ) = 0 em ξ = 0 (2.25)

e

u1 = Re[U0(x, y)F1(ξ)e
−iσt] → U1 = Re[U0(x, y)e

−iσt] ⇒ F1(ξ) = 1 em ξ ≫ 1.

(2.26)
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Por [Hunt and Johns, 1963],

F1 = 1− e−(1−i)ξ, ξ = z/δ. (2.27)

e, portanto, as componentes u1 e v1 estão determinadas.

Agora, pela equação da continuidade (4.18), a componente da velocidade na

direção vertical é dada por

∂w1

∂z
= −∂u1

∂x
− ∂v1

∂y
. (2.28)

Logo,

w1 = −
∫ z/δ

0

(
∂u1
∂x

+
∂v1
∂y

)
dz̄

= −δ
∫ ξ

0

(
∂u1
∂x

+
∂v1
∂y

)
dzdξ̄

= −δRe
{(

∂U0

∂x
+
∂V0
∂y

)
e−iσt

∫ ξ

0

F1(ξ)dξ̄

}

= Re

{
−δ
(
∂U0

∂x
+
∂V0
∂y

)
e−iσt

[
ξ +

1

1− i
e−(1−i)ξ − 1

1− i

]}

= Re

{
δ

(
∂U0

∂x
+
∂V0
∂y

)
e−iσt

[
−ξ + 1 + i

2
(1− e−(1−i)ξ)

]}
(2.29)

Assim, por (2.29) e (2.22), juntamente com (2.27), formulamos o problema de

primeira ordem. A partir desse resultado, podemos estudar o problema de segunda

ordem.

Embora, como vimos anteriormente, w1 = u1 ×O(kδ) = v1 ×O(kδ), ou seja,

w1/u1 e w1/v1 são pequenos, o efeito dos termos w1
∂u1
∂z

e w1
∂v1
∂z

é tão importante

quanto os outros termos de convecção e portanto não pode ser ignorado. Assim, o

problema de segunda ordem se torna

∂u2
∂t

− ν
∂2u2
∂z2

= UI
∂UI
∂x

+ VI
∂UI
∂y

−
(
u1
∂u1
∂x

+ v1
∂u1
∂y

+ w1
∂u1
∂z

)
(2.30)

e
∂v2
∂t

− ν
∂2v2
∂z2

= UI
∂VI
∂x

+ VI
∂VI
∂y

−
(
u1
∂v1
∂x

+ v1
∂v1
∂y

+ w1
∂v1
∂z

)
, (2.31)
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A equações (2.30) e (2.31) podem ser usadas para completar o campo de ve-

locidade de segunda ordem. Vamos supor que u2 e v2 têm uma parte u2 e v2 que

não varia no tempo, referida como corrente induzida, e outra parte que é oscilante,

isto é,

u2 = u2 + Reũ2e
−2iσt e v2 = v2 + Reṽ2e

−2iσt. (2.32)

Tomando as médias no tempo de (2.30) e (2.31), temos

−ν ∂
2ū2
∂z2

= UI
∂UI
∂x

+ VI
∂UI
∂y

−
(
u1
∂u1
∂x

+ v1
∂u1
∂y

+ w1
∂u1
∂z

)
(2.33)

e

−ν ∂
2v̄2
∂z2

= UI
∂VI
∂x

+ VI
∂VI
∂y

−
(
u1
∂v1
∂x

+ v1
∂v1
∂y

+ w1
∂v1
∂z

)
. (2.34)

Agora, note que




∂
∂x
(u1u1) = u1

∂
∂x
u1 + u1

∂
∂x
u1

∂
∂y
(u1v1) = u1

∂
∂x
v1 + v1

∂
∂y
u1

∂
∂z
(u1w1) = u1

∂
∂z
w1 + w1

∂
∂z
u1

(2.35)

Logo,

∂

∂x
(u1u1) +

∂

∂y
(u1v1) +

∂

∂z
(u1w1)− u1(∇u) = u1

∂

∂x
u1 + v1

∂

∂y
u1 +w1

∂

∂z
u1, (2.36)

ou seja, pela equação da continuidade (4.18),

∂

∂x
(u1u1) +

∂

∂y
(u1v1) +

∂

∂z
(u1w1) = u1

∂

∂x
u1 + v1

∂

∂y
u1 + w1

∂

∂z
u1, (2.37)

Analogamente,

∂

∂x
(v1u1) +

∂

∂y
(v1v1) +

∂

∂z
(v1w1) = u1

∂

∂x
v1 + v1

∂

∂y
v1 + w1

∂

∂z
v1, (2.38)

Substituindo (2.37) e (2.38) em (2.33) e (2.34), respectivamente, temos que

−ν ∂
2ū2
∂z2

= UI
∂UI
∂x

+ VI
∂UI
∂y

−
(
∂

∂x
u1u1 +

∂

∂y
u1v1 +

∂

∂z
u1w1

)
(2.39)
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e

−ν ∂
2v̄2
∂z2

= UI
∂VI
∂x

+ VI
∂VI
∂y

−
(
∂

∂x
u1v1 +

∂

∂y
v1v1 +

∂

∂z
v1w1

)
, (2.40)

Note que os termos u1u1, u1v1,..., são as componentes do tensor de tensão de

Reynolds representando o fluxo do momento devido as flutuações das ondas. As

médias das correntes de escoamento (u2, v2) surgem devido ao campo de tensão que

deve estar presente para equilibrar a média do campo de pressão dinâmica e o campo

de tensão de Reynolds.

Para (u2, v2), a velocidade deve ser nula na parede e não devemos ter tensão

na fronteira exterior da camada limite. Portanto, as condições de fronteira são

(u2, v2) = 0, z = 0;

∂
∂z
(u2, v2) → 0, z

δ
→ ∞.

(2.41)

De acordo com [Hunt and Johns, 1963],

ū = ū2 = − 1

σ
Re

[
F2U0

∂U∗
0

∂x
+ F3V0

∂U∗
0

∂y
+ F4U0

∂V ∗
0

∂y

]
(2.42)

e

v̄ = v̄2 = − 1

σ
Re

[
F2V0

∂V ∗
0

∂y
+ F3U0

∂U∗
0

∂x
+ F4V0

∂U∗
0

∂x

]
, (2.43)

onde U0 e V0 são as amplitudes de UI e VI definidas em (2.20) e (2.21), U∗
0 e V ∗

0 são

os complexos conjugados de U0 e V0, respectivamente, e

F2 = −1

2
(1−3i)e(−1+i)ξ− i

2
e−(1+i)ξ− 1 + i

4
e−2ξ+

1

2
(1+ i)ξe(−1+i)ξ+

3

4
(1− i), (2.44)

F3 =
1

2
ie(−1+i)ξ − i

2
e−(1+i)ξ − 1

4
e−2ξ +

1

4
(2.45)

e

F4 = −1

2
(1− 2i)e(−1+i)ξ +

1 + i

2
ξe−(1−i)ξ − i

4
e−2ξ +

1

4
(2− 3i). (2.46)

As fórmulas (2.42) e (2.43) representam a velocidade do fluxo Euleriano. Elas

serão necessárias na próxima seção deste caṕıtulo para obtermos uma equação para

a concentração de sedimentos em um fluido.
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2.2 Equação do transporte para a concentração de

sedimentos

A ressuspensão e o transporte de sedimentos têm sido objeto de grande inte-

resse para a engenheira costeira e para a geologia, já que os depósitos de sedimentos

contém, por exemplo, traços de metais, nutrientes e outros contaminantes. A difusão

e a convecção dos sedimentos ressuspensos fora da zona costeira ocorrem devido às

correntes induzidas pelas ondas, pelo vento e outras forçantes.

Definiremos C como a concentração do volume de sedimentos, −w0 como a ve-

locidade de queda de part́ıculas suspensas, e Dh, Dv como as difusividades de massa

associadas às turbulências horizontal e vertical. De acordo com [Mei et al., 1997],

a equação de transporte para a concentração de uma nuvem de sedimentos dilúıda

é
∂C

∂t
+
∂ui
∂xi

+
∂

∂z
[(−w0 + w)C] = Dh

∂2C

∂xi∂xi
+Dv

∂2C

∂z2
, (2.47)

onde i = 1, 2 com (x1, x2) ≡ (x, y) e (u1, u2) ≡ (u, v) representando as coordenadas

horizontais e as componentes de velocidade do fluido, respectivamente. Ou seja,

temos um sistema de duas equações dado por

∂C

∂t
+
∂u

∂x
+

∂

∂z
[(−w0 + w)C] = Dh

∂2C

∂x2
+Dv

∂2C

∂z2
, (2.48)

e
∂C

∂t
+
∂v

∂y
+

∂

∂z
[(−w0 + w)C] = Dh

∂2C

∂y2
+Dv

∂2C

∂z2
. (2.49)

Assim como na seção anterior, a coordenada vertical é denotada por z e a

componente vertical da velocidade é denotada por w. Essa equação é aplicável

no caso onde C é suficientemente pequeno de modo que as part́ıculas não alteram

materialmente o escoamento do fluido.

Para a condição de fronteira, iremos considerar o efeito da erosão. O artigo

[Sanford and Maa, 2001] considera dois tipos de erosão: a erosão de profundidade
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limitada (tipo 1) e a erosão ilimitada (tipo 2). Por [Sanford and Maa, 2001], a

erosão, ou ressuspensão de sedimentos do fundo é um dos fatores mais importantes

para o transporte de sedimentos finos em corpos de água naturais. A erosão é a

principal fonte de part́ıculas em suspensão na coluna de água. Muitos pesquisadores

concordam que as tensões no fundo exercidas pelas ondas e correntes são as forças

dominantes que causam erosões e que as caracteŕısticas dos sedimentos finos, como,

por exemplo, densidade da part́ıcula, distribuição dos tamanhos das part́ıculas e

grau de coesão, controlam a resistência da erosão.

Porém, não há um comum acordo sobre a fórmula matemática para a erosão.

Alguns pesquisadores escrevem a erosão como

E = E[τb − τc(z)]
n, (2.50)

onde E é a taxa de erosão [EL−2T−1], E é uma constante emṕırica em unidades

apropriadas, z é a profundidade da erosão [L], n é uma constante emṕırica, τc é

a tensão cŕıtica para a erosão e τb é a tensão de cisalhamento aplicada no fundo.

Outros pesquisadores utilizam a forma exponencial dada por

E = κ exp(α[τb − τc(z)]
β), (2.51)

onde κ é a taxa de erosão emṕırica e α e β são constantes emṕıricas. A equação

(2.51) é usada frequentemente para a erosão de tipo 1, quando τc aumenta com a

profundidade dentro dos sedimentos e limites da extensão da erosão.

Ainda, muitos cientistas optam pela simples relação linear obtida tomando

n = 1 na equação (2.50)

E = E(τb − τc). (2.52)

Essa equação é frequentemente utilizada usada para o modelo do tipo 2, com

um único valor de τc constante que não muda com a profundidade dentro dos sedi-

mentos.
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De acordo com [Mei et al., 1997], para um fundo de sedimentos finos e co-

esivos, isto é, part́ıculas de diâmetro menor que 6× 10−5 metros, experimentos em

fluidos uniformes e constantes sugerem a seguinte condição de fronteira (fundo do

mar)

−Dv
∂C

∂z
− w0C = −D + E , z = 0. (2.53)

O lado esquerdo representa a taxa do fluxo total na direção vertical. No

lado direito, D representa a taxa de deposição que ocorre quando a magnitude da

tensão no fundo τb está abaixo do limiar τd, enquanto E representa a taxa de erosão

(ressuspensão) que ocorre quando |τb| está acima do limiar τc (tensão cŕıtica para a

erosão), com τd < τc. Estes termos são geralmente dados na seguinte forma

D = H(τd − |τb|)wdC (2.54)

E = H(|τb| − τc)E(|τb| − τc)
m, (2.55)

onde H(x) denota a função de Heaviside de x, wd é a velocidade de deposição e m

é uma potência emṕırica.

De acordo com [Mei et al., 1997], na maioria dos estuários e lagos a superf́ıcie

da camada do fundo é coberta por sedimentos parcialmente consolidados e não

consolidados. A tensão de cisalhamento τc é normalmente muito pequena para

ser mensurada por um penetrômetro, conforme [Patheniades, 1965], [Mehta, 1984],

[Mehta and Patheniades, 1982]. Além do mais, a tensão induzida no fundo pela onda

induzida pode ser consideravelmente maior que τc e a deposição pode ser ignorada.

Assim, nesse trabalho podemos simplificar (2.53) para

−w0C −Dv
∂C

∂z
= E|τb|, z = 0. (2.56)

Fora da camada limite assumiremos que

C = 0, z → ∞. (2.57)
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Ainda, a distribuição horizontal inicial da média da concentração ao longo

da profundidade é prescrita em alguma área da fonte. Assim, o problema f́ısico

é procurar o termo de difusão da nuvem de part́ıculas ressuspensas na região de

erosão.

2.2.1 Estimativas de escalas

Temos três escalas de comprimento vertical. A primeira é a espessura da ca-

mada estacionária de concentração devida ao balanço da sedimentação gravitacional

e da difusão vertical

δs =
Dv

w0

(2.58)

As outras duas escalas são das espessuras da camada limite oscilatória. Elas

são associadas com as oscilações do fluido com frequência σ e são dadas por

δu =

√
2νe
σ

e δc =

√
2Dv

σ
, (2.59)

que correspondem, respectivamente, ao momento e a difusão de massa, onde νe

denota a viscosidade associada à turbulência. Por simplicidade, assumiremos que

essas três escalas são da mesma ordem, isto é

O(δs) = O(δu) = O(δc) (2.60)

e

Sc =
νe
Dv

=

(
δu
δc

)2

= O(1) (2.61)

onde Sc é o número de Schmidt.

Tomaremos oscilações de pequena amplitude de frequência suficientemente alta

de modo que a inclinação da onda kA e a relação da espessura da camada limite

oscilatória com o comprimento de onda kδu sejam pequenos, ou seja,

ǫ = kA << 1 e β = kδu << 1. (2.62)
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Sem perda de generalidade, podemos assumir que ǫ = O(β). Desse modo,

introduziremos a seguinte normalização

x∗i = kxi, z
∗ = z/δc, t

∗ = wt,

C∗ = C/C0, u
∗
i = ui/σA, w

∗ = w/kδcσA,
(2.63)

onde C0 é uma escala de concentração que iremos estimar a seguir.

Assim, a equação (2.47) se torna

σC0
∂C∗

∂t
+C0kAσ

∂u∗iC
∗

∂x∗i
+
C0

δc

∂

∂z∗
[(−w0+w

∗kδcσA)C
∗] = DhC0k

2 ∂2C∗

∂x∗i ∂x
∗
i

+Dv
C0

δ2c

∂2C∗

∂z∗2

(2.64)

e portanto,

σ
∂C∗

∂t
+ǫσ

∂u∗iC
∗

∂x∗i
+σ

∂

∂z∗

[(
− w0

δcσ
+ ǫw∗

)
C∗
]
= Dhk

2 ∂2C∗

∂x∗i ∂x
∗
i

+Dv
1

δ2c

∂2C∗

∂z∗2
. (2.65)

Dividindo a equação acima por σ temos

∂C∗

∂t
+ ǫ

∂u∗iC
∗

∂x∗i
+

∂

∂z∗

[(
− w0

δcσ
+ ǫw∗

)
C∗
]
=
Dhk

2

σ

∂2C∗

∂x∗i ∂x
∗
i

+Dv
1

σδ2c

∂2C∗

∂z∗2
. (2.66)

Por (2.59), Dh = σβ2/(2k2) e Dv = δ2cσ/2. Portanto,

∂C∗

∂t
+ ǫ

∂u∗iC
∗

∂x∗i
+

∂

∂z∗

[(
− w0

δcσ
+ ǫw∗

)
C∗
]
=
β2

2

∂2C∗

∂x∗i ∂x
∗
i

+
1

2

∂2C∗

∂z∗2
. (2.67)

Ainda, note que,

w0

δcσ
=
w0δc
δ2cσ

=
2w0δc
Dv

= Pe ⇒ w0

δcσ
=
Pe
2
.

Logo,

∂C∗

∂t
+ ǫ

∂u∗iC
∗

∂x∗i
+

∂

∂z∗

[(
−Pe

2
+ ǫw∗

)
C∗
]
=
β2

2

∂2C∗

∂x∗i∂x
∗
i

+
1

2

∂2C∗

∂z∗2
, (2.68)

onde Pe = w0δc/Dv é o número de Péclet baseado na velocidade de queda. Nova-

mente, sem perda de generalidade, iremos assumir que Pe = O(1).
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Seja h a profundidade da água e

Ub =
A

h

√
gh (2.69)

a velocidade orbital no fundo para ondas longas. De acordo com [Mei et al., 1997]

a escala da tensão no fundo é dada por

τ0 =

√
2ρDvUb
δc

=

√
2ρDvA

√
g

δc
√
h

(2.70)

e a velocidade de convecção devido ao transporte de massa da onda induzida deve

ser da ordem de

u = O(kAUb) ∼ kA
A

h

√
gh. (2.71)

A taxa do aumento da concentração de sedimentos suspensos em uma unidade

de coluna de água da camada limite da onda deve ser o resultado dos seguintes

mecanismos: convecção horizontal pela corrente induzida por ondas, difusão e dis-

persão turbulenta horizontal e erosão do fundo. Desse modo, a escala de concen-

tração C0 deve ser estimada fazendo o balanço da variação da taxa do fluxo que sai

da região entre duas seções da camada limite separadas por uma distância dx, que

é dada por

área × fluxo ≃ δcdxu
∂C

∂x

e a taxa da erosão de uma região do fundo de comprimento dx. Ou seja,

δcu
∂C

∂x
dx ∼ Eτ0dx. (2.72)

Por [Mei et al., 1997], as dimensões da concentração, da erosão e da tensão

são, respectivamente

[C] =
M

L3

[E] =
T

L

e

[τ0] =
ML

L2T 2
,
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onde M é massa, L é distância e T é tempo.

Assim, a dimensão desses termos em ambos os lados de (2.72) é a mesma pois
[
δcu

∂C

∂x
dx

]
= L

L

T

M

L3L
L =

M

LT
(2.73)

e

[Eτ0dx] =
T

L

ML

L2T 2
L =

M

LT
. (2.74)

Equivalentemente, usando (2.70), (2.71) e (2.72),

δc
√
2k2A2

√
g

h
C0 ∼ Eτb ∼ ρEDv

A
√
gh

δch
. (2.75)

Logo, a escala de concentração C0 é da ordem de

C0 ∼
2
√
2ρEDv

k2δ2cA
. (2.76)

Substituindo a normalização (2.63) em (2.56), temos

−w0C
∗C0 − C0

Dv

δc

∂C∗

∂z∗
= τ0E|τ ∗b |, (2.77)

onde τ ′b = τb/τ0. Multiplicando (2.77) por δc/Dv,

−PeC∗ − ∂C∗

∂z∗
=

δc
C0Dv

τ0E|τ ∗b |, (2.78)

e, por (2.70) e (2.76),

−PeC∗ − ∂C∗

∂z∗
=

δc
Dv

[√
2ρDvUb
δc

] [
k2δ2cUbh

2
√
2ρEDv

√
gh

]
E|τ ∗b |. (2.79)

Portanto, temos que

−PeC∗ − ∂C∗

∂z∗
=
k2U2

b δ
2
c

√
h

Dv
√
g

|τ ∗b |. (2.80)

Note que
k2U2

b δ
2
c

√
h

Dv
√
g

= O(kA)2 = O(ǫ)2. (2.81)

Pela nossa hipótese de que Pe = O(1), o resultado acima (2.80) implica que a

taxa de erosão é menor que os termos de fluxos do lado esquerdo por um fator de

ordem ǫ2. Esses resultados serão úteis para a próxima seção.
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2.3 Equação do transporte efetiva usando expansão de

múltiplas escalas

Na seção anterior, identificamos a ordem de cada termo das equações (2.56) e

(2.80) através das equações (2.79) e (2.68). Desse modo, inserindo o parâmetro ǫ na

equação (2.47) e na condição de fronteira (2.56), obtemos

∂C

∂t
+ ǫ

∂uiC

∂xi
+

∂

∂z
[(−w0 + ǫw)C] = ǫ2Dh

∂2C

∂xi∂xi
+Dv

∂2C

∂z2
, (2.82)

−w0C −Dv
∂C

∂z
= ǫ2E|τb|, z = 0. (2.83)

Para resolvermos esse problema, usaremos expansões em múltiplas escalas.

Esse método foi adotado em [Mei and Chian, 1994] e [Mei et al., 1997], pois no

problema em questão a escala no tempo da difusão horizontal era esperada ser muito

maior que o peŕıodo da onda. Esse método é uma modificação do método da ho-

mogeneização, estudado em [Bensoussan et al., 1978], [Mauri, 1991], [Mei, 1992] e

[Rubinstein and Mauri, 1986] em problemas de meios porosos. [Bensoussan et al., 1978]

afirma que geralmente o método de múltiplas escalas dá os mesmos resultados que

o método das médias.

As únicas hipóteses necessárias são

• existem duas escalas de comprimento diferentes (micro e macro);

• a micro-estrutura é periódica.

Sejam l e L duas escalas quaisquer. Utilizando a escala de comprimento ǫ = l/L

como parâmetro pequeno, o método de expansão de duas escalas é empregado sis-

tematicamente para aproximar as equações governantes de ordens sucessivas. Junto

com condições de fronteira apropriadas, essas equações definem problemas de valor

de contorno canônicos em uma célula unitária. Uma vez resolvidos esses problemas,

suas médias sobre a célula nos levam à equação em macro escala.
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De acordo com [Mei et al., 1997], no processo de convecção-difusão, existem

duas escalas de tempo distintas correspondentes às escalas de comprimento horizon-

tal e vertical. Uma é o tempo de difusão através da camada limite, que é igual ao

peŕıodo da onda, ou seja,

O(1/σ) = O(δ2/Dv).

A outra é o tempo de difusão através do comprimento da onda, O(1/k2Dh).

A razão entre essas duas escalas é

O(k2δ2(Dh/Dv)) = O(β2).

No nosso caso, estamos supondo que ǫ = O(β). Sobre essa hipótese, intro-

duziremos coordenadas de múltipla escala para o tempo: t (macro escala) e T = ǫ2t

(micro escala). Ainda, expandiremos as coordenadas da velocidade ui e w e a con-

centração da seguinte forma

ui = u
(1)
i + ǫu

(2)
i +O(ǫ2) (2.84)

w = w(1) + ǫw(2) +O(ǫ2) (2.85)

C = C(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2) +O(ǫ3), (2.86)

onde u
(n)
i e w(n) são funções de xi, z e t e C(n) = C(n)(xi, z, t, T ).

Focando a nossa atenção no comportamento f́ısico de alguns peŕıodos de onda,

vamos considerar a evolução de longo tempo da concentração no fundo. Estamos

decompondo a concentração C em uma parte C(0) que varia na escala de tempo lenta

T e em uma outra parte variando na escala de tempo rápida t. Logo C(0)(xi, z, T )

não depende do tempo instantâneo t, mas depende de T .

Note que
∂C(0)

∂t
=
∂C(0)

∂T

∂T

∂t
= ǫ2

∂C(0)

∂T
. (2.87)
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Substituindo (2.84), (2.85) e (2.86) na equação (2.82), e utilizando (2.87),

temos

∂(ǫC(1) + ǫ2C(2))

∂t
+ ǫ2

∂C(0)

∂T
+ ǫ

∂(u
(1)
i + ǫu

(2)
i )(C(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2))

∂xi

+
∂

∂z
[(−w0 + ǫ(w(1) + ǫw(2)))(C(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2))]

= ǫ2Dh
∂2(C(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2))

∂xi∂xi
+Dv

∂2(C(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2))

∂z2
. (2.88)

Tomando os termos de ordem zero na equação (2.88), vemos que C(0)(xi, z, t)

é governada pela equação diferencial homogênea na variável z dada por

−w0
∂C(0)

∂z
−Dv

∂2C(0)

∂z2
= 0, 0 < z <∞. (2.89)

Do mesmo modo, substituindo (2.84), (2.85) e (2.86) em (2.83) e em (2.57),

temos

−w0(C
(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2))−Dv

∂(C(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2))

∂z
= ǫ2E|τb|, z = 0 (2.90)

e

C(0) + ǫC(1) + ǫ2C(2) → 0, z → ∞. (2.91)

Tomando os termos de ordem zero em (2.90) e em (2.91), obtemos as condições

de fronteira

w0C
(0) +Dv

∂C(0)

∂z
= 0, z = 0 (2.92)

e

C(0) = 0, z → ∞. (2.93)

Logo, a equação (2.89) tem uma solução não-trivial dada por

C(0) = Ĉ(xi, T )F(z), (2.94)

onde

F(z) = exp
(
−w0z

D

)
(2.95)
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e Ĉ é a concentração de ordem zero no fundo (em z = 0).

Da mesma forma, tomando os termos de O(ǫ) em (2.88), (2.90), (2.91) obtemos

∂C(1)

∂t
− w0

∂C(1)

∂z
−Dv

∂2C(1)

∂z2
= −∂(u

(1)
i C(0))

∂xi
− ∂w(1)C(0)

∂z
, (2.96)

isto é,

∂C(1)

∂t
− w0

∂C(1)

∂z
−Dv

∂2C(1)

∂z2
= −∂(u

(1)
i C(0))

∂xi
− ∂

(
w(1)C(0)

)

∂z
(2.97)

e as condições de fronteira

−w0C
(1) −Dv

∂C(1)

∂z
= 0, z = 0 (2.98)

e

C(1) = 0, z → ∞. (2.99)

Analogamente, tomando os termos O(ǫ2), obtemos

∂C(2)

∂t
− w0

∂C(2)

∂z
−Dv

∂2C(2)

∂z2
= −∂u

(1)
i C(1)

∂xi
− ∂w(1)C(1)

∂z

− ∂C(0)

∂T
− ∂u

(2)
i C(0)

∂xi
− ∂w(2)C(0)

∂z
+Dh

∂C(0)

∂xi∂xi
(2.100)

e as condições de fronteira

−w0C
(2) −Dv

∂C(2)

∂z
= 0, z = 0 (2.101)

e

C(2) = 0, z → ∞. (2.102)

Note que para a equação de ordem zero nós conseguimos obter uma solução

não trivial. Portanto, nosso interesse será na difusão lenta de ordem zero. Então,

iremos focar nossa atenção na concentração no fundo definida por (2.94), ou seja,

queremos obter uma equação para Ĉ.

Suponhamos que o campo de velocidade de primeira ordem (u
(1)
i , w(1)) é um

movimento harmônico simples com frequência σ. Assim, todos os termos do lado
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direito de (2.97) são harmônicos simples no tempo t. Denotaremos a média no tempo

de um peŕıodo de onda de qualquer função f por f̄ . Então C̄(1) é governada pela

equação

−w0
∂C(1)

∂z
−Dv

∂2C(1)

∂z2
= 0, 0 < z <∞, (2.103)

que é idêntica à equação (2.92) para C(0), e pelas equações homogêneas (2.98) e

(2.99) também como C(0). Portanto, sem perda de generalidade, podemos tomar

C̄(1) = 0 e então podemos supor que C(1) consiste apenas das flutuações do primeiro

harmônico

C(1) = Re(C11e
−iσt), (2.104)

onde C11 = C11(xi, z, T ).

Tomando a média no tempo de (2.100), (2.101) e (2.102) sobre o peŕıodo de

onda, temos que C̄(2) satisfaz a equação diferencial não homogênea

−w0C̄
(2) −Dv

∂C̄(2)

∂z
= −∂Ĉ(xi, T )F(z)

∂T
− ∂u

(1)
i C(1)

∂xi
− ∂w(1)C(1)

∂z

− ∂

∂xi
(u

(2)
i Ĉ(xi, T )F(z))− ∂w(2)C(0)

∂z

+ Dh
∂2

∂xixj
(C(xi, T )F(z)), (2.105)

as condições de fronteira

−w0C̄
(2) −Dv

∂C̄(2)

∂z
= E|τb|, z = 0 (2.106)

e

C̄(2) = 0, z → ∞. (2.107)

Integrando com relação a z a equação (2.105)

−w0C̄
(2) −Dv

∂C̄(2)

∂z
= −

∫ ∞

0

∂Ĉ(xi, T )F(z)

∂T
dz −

∫ ∞

0

∂u
(1)
i C(1)

∂xi
dz − w(1)C(1)

−
∫ ∞

0

∂

∂xi
(u

(2)
i Ĉ(xi, T )F(z))dz − w(2)C(0)

+

∫ ∞

0

Dh
∂2

∂xixj
(C(xi, T )F(z))dz. (2.108)
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Logo, substituindo o lado direito de (2.108) em (2.106) e usando (2.93) e (2.99)

obtemos a equação

E|τb| = −
∫ ∞

0

∂

∂T
(Ĉ(xi, T )F(z))dz − ∂

∂xi

[∫ ∞

0

u
(1)
i C(1)dz

]
− ∂

∂xi

[
Ĉ(xi, T )

∫ ∞

0

u
(2)
i F(z)dz

]

+ Dh
∂2

∂xixj

∫ ∞

0

Ĉ(xi, T )F(z)dz. (2.109)

Denotaremos a integração de uma função f qualquer na camada limite, de

z = 0 até z = ∞, por 〈f(z)〉. Então,

E|τb| = − ∂

∂T

[
Ĉ(xi, T )

(
−Dv

w0

)
F(z)

] ∣∣∣∣
∞

0

− ∂

∂xi
〈u(1)i C(1)〉 − ∂

∂xi
(Ĉ(xi, T )〈u(2)i F(z)〉)

+ Dh
∂2

∂xixj
Ĉ

(
−Dv

w0

)
(xi, T )F(z)

∣∣∣∣
∞

0

= −δs
∂

∂T
Ĉ(xi, T )−

∂

∂xi
〈u(1)i C(1)〉 − ∂

∂xi
(Ĉ(xi, T )〈ūi(2)F(z)〉)

− δsDh
∂2

∂xixj
Ĉ(xi, T ). (2.110)

Multiplicando (2.110) por 1/δs, obtemos

∂Ĉ

∂T
+

1

δs

∂

∂xi
[〈ūi(2)F〉Ĉ] = − 1

δs

∂

∂xi
〈u(1)i C(1)〉

+ Dh
∂2Ĉ

∂xixj
+
E|τb|
δs

(2.111)

que representa a equação efetiva de difusão-convecção para Ĉ. Observe que essa

equação depende da concentração de ordem 1 e foi deduzida a partir da equação de

ordem 2.

Ainda, note que

1

δs
〈ūi(2)F〉Ĉ =

1

δs

[
∂

∂xi
Ĉ

∫ ∞

0

ui
(2)e

−1

δs dz + Ĉ

∫ ∞

0

∂

∂xi
(ui

(2))e
−1

δs dz

]

=
1

δs

[
∂

∂xi
Ĉui

(2) D

w0

Ĉ
∂

∂xi
(ui

(2))
D

w0

]

=
1

δs

[
δs

∂

∂xi
Ĉui

(2)δsĈ
∂

∂xi
(ui

(2))

]

=
∂

∂xi
(ui

(2)Ĉ). (2.112)
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Ou seja, denotando ui
(2) = Ui = (U ,V),

1

δs
〈ūi(2)F〉Ĉ =

∂

∂xi
(UiĈ). (2.113)

Além disso, por ([Mei and Chian, 1994]), teremos que

−1

δs

∂

∂xi
〈u(1)i C(1)〉 = ∂

∂xj

(
Dij

∂Ĉ

∂xj

)
, (2.114)

onde 


Dxx

Dxy

Dyx

Dyy




= Re
F5

σ




|U0|2

U0V
∗
0

U∗
0V0

|V0|2



. (2.115)

sendo U∗
0 e V ∗

0 os conjugados de U0 e V0 respectivamente e o coeficiente F5 dado em

[Hunt and Johns, 1963].

Assim, a equação (2.111) se torna

∂Ĉ

∂T
+

∂

∂xi
(UiĈ) = Dh

∂2Ĉ

∂xj∂xj
+

∂

∂xj

(
Dij

∂Ĉ

∂xj

)
+
E|τb|
δs

, (2.116)

onde U , V e Dij são definidos por

U =
1

σ
Re

(
F2U0

∂U∗
0

∂x
+ F3V0

∂U∗
0

∂y
+ F4U0

∂V ∗
0

∂y

)
, (2.117)

V =
1

σ
Re

(
F2V0

∂V ∗
0

∂y
+ F3U0

∂V ∗
0

∂x
+ F4V0

∂U∗
0

∂x

)
(2.118)

e sendo U e V componentes da média ponderada da velocidade da corrente Euleriana

como em (2.42) e (2.43), respectivamente. Além disso, os coeficientes F2, F3 e F4

são dados em [Hunt and Johns, 1963].

A equação acima (2.116) é a equação que queŕıamos obter. Sua solução repre-

senta a concentração de sedimentos no fundo em função das coordenadas horizontais

e verticais x e y e em relação ao tempo T .
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O termo fonte do lado direito da equação (2.116) representa a média da taxa

de erosão sobre um peŕıodo de onda e, de acordo com [Mei et al., 1997], pode ser

calculado através da tensão local no fundo que é dada por

τb =


τbx
τby


 =

√
2ρD

δ
Re




U0(x, y)

V0(x, y)


 e−i(wt+

π

4
)


 . (2.119)

Essas fórmulas são em geral para ondas de pequena amplitude de qualquer

variação espacial, enquanto a velocidade inv́ıscida de ordem zero (U0, V0) na direção

tangencial é conhecida na borda superior da camada limite.

A seguir, consideraremos alguns casos particulares. Nos exemplos que seguem,

tomaremos Dh = Dv = νe = D e Pe = 1. Portanto teremos δs = δc = δu = δ.

Definindo dessa forma, temos por [Mei and Chian, 1994] que

F2 = −0.122058 + 0.659452i

F3 = 0.033333

F4 = −0.155391 + 0.659452i

F5 = 0.023615 + 0.233866i

(2.120)

É importante observar que a equação (2.116) é a equação de transporte que

consideraremos a seguir.

2.4 Transporte de sedimentos em um lago retangular

Nessa seção, examinaremos o transporte de sedimentos da camada limite abaixo

de uma onda estacionária longa em um lago retangular. Por simplicidade, assumire-

mos que a profundidade do lago é constante e trataremos o caso onde as ondas não

são atenuadas, seja por ignorar a fricção depois da passagem do vento ou pela su-

posição que a tendência para o crescimento das ondas é exatamente contrabalançada

pelo amortecimento. Suponhamos que um lado da fronteira do lago seja a e o outro

lado seja b.
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Para movimento harmônico simples, definimos a onda na superf́ıcie livre como

η = ζ(x, y)e−iσt (2.121)

e potencial da velocidade como

Φ = φ(x, y)e−iσt (2.122)

No caso de profundidade constante, por [Mei et al., 2005a], temos que o po-

tencial da velocidade pode ser escrito como

φ = − igζ
σ
f,

onde

f =
cosh k(z + h)

cosh kh
e σ2 = gk tanh kh.

Pela equação de Laplace (4.9), temos que

∆

(
− igζ
σ
f

)
= − ig

σ
∇2(ζf) = 0.

Portanto,

cosh k(z + h)∇2ζ + ζ∇2(cosh k(z + h)) = 0,

Logo,

cosh k(z + h)∇2ζ + k2 cosh k(z + h)ζ = 0.

Então, ζ(x, y) satisfaz a equação de Helmholtz

∇2ζ + k2ζ = 0. (2.123)

Tomando as auto soluções da equação (2.123), temos que a amplitude da onda

é

ζ = A cos
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

)
, (2.124)
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onde A é a amplitude constante. Vemos que a expressão (2.124) satisfaz a equação

de Helmholtz (2.123) com os autovalores correspondentes

k = knm =

[(mπ
a

)2
+
(nπ
b

)2]1/2
(2.125)

De acordo com [Mei et al., 2005a], a relação de dispersão em águas rasas é

dada por

σ = k
√
gh

Por (2.125), obtemos que

σ =

[
gh

(
m2π2

a2
+
n2π2

b2

)]1/2
. (2.126)

Usando (2.124) temos que o deslocamento dessa superf́ıcie de onda é dado por

η = A cos
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

)
e−iσt, (2.127)

Consideramos ondas de pequena amplitude. Logo, a condição dinâmica na

fronteira é
∂Φ

∂t
+ gη =

−Pa
ρ

, (2.128)

onde Pa é a pressão atmosférica.

Assim, supondo que Pa = 0, obtemos

∂Φ

∂t
= −gη. (2.129)

Assim,

Φ = −gA cos
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

)∫
e−iσtdt

= −gA cos
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

) 1

−iσ e
−iσt

= −igA
σ
cos
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

)
e−iσt. (2.130)
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Então, as componentes da velocidade da corrente livre são dadas por

U0 = φx = ig
A

σ

mπ

a
sen
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

)
(2.131)

e

V0 = φy = ig
A

σ

nπ

b
cos
(mπx

a

)
sen
(nπy

b

)
. (2.132)

Refinaremos Ub como [Mei et al., 1997], ou seja,

Ub =
πgA

σ

1√
a2 + b2

⇒ A = σ

√
a2 + b2Ub
πg

Ub. (2.133)

Desse modo, U0 e V0 são dados por

U0 = i
mUb

√
a2 + b2

a
sen
(mπx

a

)
cos
(nπy

b

)
(2.134)

e

V0 = i
nUb

√
a2 + b2

b
cos
(mπx

a

)
sen
(nπy

b

)
. (2.135)

Agora, introduziremos a seguinte normalização

x′ =
πx

a
= kx, y′ =

πy

b
= ky, U ′

0 =
U0

Ub
, V ′

0 =
V0
Ub
. (2.136)

e

U ′ =
Uσ
kU2

b

, D′ =
Dσ

U2
b

, D′
xx =

Dxxσ

U2
b

. (2.137)

Logo,

U ′
0 = mi

√
1 + s2sen(mx′) cos(ny′) (2.138)

e

V ′
0 = ni

√
1 + s−2 cos(mx′)sen(ny′), (2.139)

onde s = b/a.

Por (2.117) ,

U ′ =
π

a

1

2k
Re
{
F2[m

3(1 + s2) + F4(1 + s−2)mn2] cos2(ny′)

− F3(1 + s−2)mn2sen2(ny′)
}
sen(2mx′).

(2.140)
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Assim,

U ′ =
1

2
Re
{
F2[m

3(1 + s2) + F4(1 + s−2)mn2] cos2(ny′)

− F3(1 + s−2)mn2sen2(ny′)
}
sen(2mx′). (2.141)

Analogamente,

V ′ =
1

2s2
Re
{
F2[n

3(1 + s2) + F4(1 + s−2)m2n] cos2(ny′)

− F3(1 + s−2)m2nsen2(ny′)
}
sen(2mx′). (2.142)

Por (2.115), temos que os coeficientes de difusividade Dij são dados por

D′
xx = Re

{
F5

σ

} |U ′
0Ub|2
U2
b

σ = Re{F5}|U ′
0|2

= Re{F5}m2(1 + s2)sen2(mx′) cos2(ny′), (2.143)

D′
yy = Re{F5}|V ′

0 |2 = Re{H4}n2(1 + s−2) cos2(mx′)sen2(ny′), (2.144)

D′
xy = D′

yx = Re{F5}(mi
√
1 + s2sen(mx′) cos(ny′))(−ni

√
1 + s2 cos(mx′)sen(ny′))

=
Re{F5}

4
mns(1 + s−2)sen(2mx′)sen(2ny′). (2.145)

As componentes da tensão no fundo são dadas por (2.119). Assim,

τb =


τbx
τby


 =

√
2ρD

δ
Re




i

mUb

√
a2+b2

a
sen
(
mπx
a

)
cos
(
nπy
b

)

inUb

√
a2+b2

b
cos
(
mπx
a

)
sen
(
nπy
b

)


 e−i(σt+

π

4
)




=

√
2ρD

δ
Ubsen

(
σt+

π

4

)



i

m
√
a2+b2

a
sen
(
mπx
a

)
cos
(
nπy
b

)

in
√
a2+b2

b
cos
(
mπx
a

)
sen
(
nπy
b

)




 . (2.146)

Usando C0 (2.76), definiremos a taxa média da erosão adimensional por

E(x′, y′) :=
E|τb|
δ

σ

k2C0U2
b

=
E|τb|
δ

σ

k2U2
b

k2δ2πUb

2
√
2ρEDσ

= |τb|
δπ

2
√
2UbD

=
|τb|
τ0
, (2.147)
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onde,

τ0 =
2
√
2ρDUb
πδ

. (2.148)

Agora, avaliaremos a razão |τb|/τ0. Note que

|τb| =

√
2ρD

δ
Ub

∣∣∣sen
(
σt+

π

4

)∣∣∣

∣∣∣∣∣∣




i

m
√
a2+b2

a
sen
(
mπx
a

)
cos
(
nπy
b

)

in
√
a2+b2

b
cos
(
mπx
a

)
sen
(
nπy
b

)





∣∣∣∣∣∣

=

√
2ρD

δ
Ub

∣∣∣sen
(
σt+

π

4

)∣∣∣

× [m2sen2(mx′) cos2(ny′)(1 + s2) + n2 cos2(mx′)sen2(ny′)(1 + s−2)]1/2.

Logo,

|τb|
τ0

=

√
2ρD

δ
Ub

πδ

2
√
2ρDUb

∣∣∣sen
(
σt+

π

4

)∣∣∣

× [m2sen2(mx′) cos2(ny′)(1 + s2) + n2 cos2(mx′)sen2(ny′)(1 + s−2)]1/2

=
π

2

∣∣∣sen
(
σt+

π

4

)∣∣∣ [m2sen2(mx′) cos2(ny′)(1 + s2) + n2 cos2(mx′)sen2(ny′)(1 + s−2)]1/2.

Calculando a média no tempo, temos

|τb|
τ0

=
π

2
[m2sen2(mx′) cos2(ny′)(1 + s2) + n2 cos2(mx′)sen2(ny′)(1 + s−2)]1/2

× 1

T

∫ T

0

∣∣∣sen
(
σt+

π

4

)∣∣∣ dt

=
π

2
[m2sen2(mx′) cos2(ny′)(1 + s2) + n2 cos2(mx′)sen2(ny′)(1 + s−2)]1/2

× 2

T

∫ T/2

0

∣∣∣sen
(
σt+

π

4

)∣∣∣ dt,

onde o peŕıodo T = 2π/σ.

Calcularemos a integral separadamente. Assim,

1

T

∫ 7π/(4σ)

−π/(4σ)
|sen(σt+ π/4)|dt =

2

T

∫ 3π/(4σ)

−π/(4σ)
|sen(σt− π/4)|dt = 2

T

1

σ
[− cos(σt− π/4)]

∣∣∣∣
3π/(4σ)

−π/(4σ)

=
2

T

1

σ

[
− cos

(
3πσ

4σ
+
π

4

)
+ cos

(−πσ
4σ

+
π

4

)]

= 2
σ

2π

1

σ

[
− cos

(
3π

4
+
π

4

)
+ 1

]

=
1

π
[− cos(π) + 1] =

2

π
. (2.149)
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Portanto,

E(x′, y′) = |τb|
τ0

= [m2sen2(mx′) cos2(ny′)(1+s2)+n2 cos2(mx′)sen2(ny′)(1+s−2)]1/2.

(2.150)

Como foi feito no artigo [Mei et al., 1997] consideraremos agora dois lagos A

e B com dimensões idênticas (a, b). O lago A terá a costa erod́ıvel, em uma faixa de

comprimento π/4. Já o lago B terá erod́ıvel apenas uma área retangular interna com

lados normalizados de tamanho π/4. Tomaremos m = n = 1 e os lados do retângulo

serão a = b = 10 km. Além disso, suponhamos que os lagos tem profundidade

h = 10m e que σ =
√
2π×103 s. O número de onda é k = σ/

√
gh =

√
2π×10−4 m−1.

Para uma onda de amplitude A = 0.2m a velocidade no fundo é Ub = 0.1m/s.

Suponhamos ainda que a tensão é dada por τ0 = 0.42N e a escala de tempo da

convecção é σ/k2U2
b = (

√
2π)−1 × 107 s = 26 dias.

Os coeficientes de dispersão são mostrados nas figuras 2.3), (2.4) e (2.5), onde

K ′
ij = δijD

′ +Dij, (2.151)

onde (i, j) = (x, y) e, como em [Mei et al., 1997], D′ = 0.001. Nas figuras 2.6 e 2.7

mostramos a taxa de erosão nos lagos A e B, respectivamente.
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Figura 2.3: K ′
xx para m = n = 1.
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Figura 2.4: K ′
xy para m = n = 1.

Note na figura 2.6 que, apesar de o lago ser erod́ıvel na faixa costeira, a erosão

é zero nas esquinas. Já na figura 2.7 podemos ver que apesar de o centro ser erod́ıvel,

a taxa de erosão é maior nas bordas da região que sofre erosão.

Por [Mei et al., 1997], na figura 2.8 vemos que os sedimentos ressuspensos

no lago A formam um plateau sobre a área de erosão. Ainda, algumas part́ıculas

ressuspensas da faixa são levadas para os cantos. De acordo com [Mei et al., 1997],
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Figura 2.5: K ′
yy para m = n = 1.

essa acumulação nos cantos implica que a concentração de sedimentos irá subir

na camada próxima às paredes verticais perto das esquinas. Na realidade, essa

tendência será limitada conforme a atenuação das ondas.

Já no lago B, as part́ıculas erodidas do centro são transportadas através da

costa não erod́ıvel até os quatro cantos como na figura 2.9.
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Figura 2.6: E ′ para m = n = 1 no lago retangular A.
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Figura 2.7: E ′ para m = n = 1 no lago retangular B.
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Figura 2.8: Concentração no fundo do lago A devido à erosão ao longo da faixa
costeira para m = n = 1 [Mei et al., 1997].

Figura 2.9: Concentração no fundo do lago B devido à erosão ao longo da faixa
costeira para m = n = 1 [Mei et al., 1997].
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2.5 Transporte de sedimentos em um lago circular

O estudo a ser desenvolvido nessa seção representa um trabalho original. Su-

poremos que o raio do lago seja a e tomaremos coordenadas polares (r, θ) de modo

que a origem seja no centro do lago. Do mesmo modo que no caso do lago retangular,

η(x, y) satisfaz a equação de Helmholtz, que pode ser escrita como

∇2ζ + k2ζ =
1

r

∂

∂r

(
r
∂η

∂r

)
+

1

r2
∂2ζ

∂θ2
+ k2ζ = 0, (2.152)

onde k é o número de onda.

Na parede r = a, as componentes normais da velocidade radial devem ser

nulas. Logo,
∂ζ

∂r
= 0. (2.153)

A solução da equação de Helmholtz é, por separação de variáveis,

ζ = Jm(kr)(Am cosmθ + Bmsenmθ), (2.154)

onde Am e Bm são constantes arbitrárias e Jm(x) é a função de Bessel. Para satisfazer

a condição de fronteira (2.153) devemos ter

J ′
m(kr)|r=a = J ′

m(ka) = 0. (2.155)

Denotaremos o n-ésimo zero de J ′
m por j′mn, isto é J ′

m(j
′
mn) = 0. Dessa forma,

por (2.155), os auto-valores da função J ′
m são

kmn =
j′mn
a
, n = 1, 2, 3, ... ,m− 0, 1, 2, 3, ... (2.156)

e portanto as auto-soluções correspondentes são

ζmn = Jmn(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsenmθ). (2.157)

Como no caso anterior, queremos encontrar os coeficientes de difusão, a taxa de

erosão e a velocidade do fluxo Euleriano. Para resolvermos esse problema, usaremos
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as auto-soluções dadas em (2.157). Assim, tomando Pa = 0 na equação (2.128),

temos
∂Φ(x, y, z)

∂t
= −gηmn,

onde ηmn(x, y, t) = ζmn(x, y)e
−iσt. Assim,

∂Φ(x, y, z)

∂t
= −gζ(x, y)e−iσt (2.158)

Então,

Φ(x, y, z) = −gζmn(x, y)
∫

e−iσtdt =
−gζ(x, y)

−iσ e−iσt. (2.159)

Logo,

Φ(x, y, z) = ϕ(x, y, z)e−iσt = − ig
σ
ζmn(x, y, z)e

−iσt, (2.160)

ou seja,

ϕ(x, y, z) = − ig
σ
ζmn(x, y, z). (2.161)

Assim, as componentes da velocidade do escoamento inv́ıscido são dadas por

U0 = ϕx = ϕr
∂r

∂x
+ ϕθ

∂θ

∂x
(2.162)

e

V0 = ϕy = ϕr
∂r

∂y
+ ϕθ

∂θ

∂y
. (2.163)

Então,

U0 = − ig
σ
[kmnJ

′
m(kmnr) cos θ(Amn cosmθ + Bmnsenmθ)

− mJm(kmnr)
sen θ

r
(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)

]
(2.164)

e

V0 = − ig
σ
[kmnJ

′
m(kmnr)sen θ(Amn cosmθ +Bmnsenmθ)

+ mJm(kmnr)
cos θ

r
(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)

]
. (2.165)
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Logo,

U∗
0 =

ig

σ
[kmnJ

′
m(kmnr) cos θ(Amn cosmθ + Bmnsenmθ)

− mJm(kmnr)
sen θ

r
(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)

]
(2.166)

e

V ∗
0 =

ig

σ
[kmnJ

′
m(kmnr)sen θ(Amn cosmθ + Bmnsenmθ)

+ mJm(kmnr)
cos θ

r
(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)

]
. (2.167)

Para encontrarmos as componentes da velocidade do fluxo Euleriano e o tensor

Dij, temos que derivar (2.166) e (2.167). Derivando (2.166) em relação a x,

∂U∗
0

∂x
=

∂U∗
0

∂r

∂r

∂x
+
∂U∗

0

∂θ

∂θ

∂x

=
∂U∗

0

∂r
cos θ +

∂U∗
0

∂θ

(
−senθ

r

)
. (2.168)

Por (A.1) e (A.2) no apêndice A, obtemos que

∂U∗
0

∂x
=

ig

σ

{[
k2J ′′

m(kmnr) cos
2 θ − sen2θ

r

(
m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
sen2θ

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)} . (2.169)

Ainda, derivando em relação a y,

∂U∗
0

∂y
=

∂U∗
0

∂r

∂r

∂y
+
∂U∗

0

∂θ

∂θ

∂y

=
∂U∗

0

∂r
senθ +

∂U∗
0

∂θ

cos θ

r
. (2.170)
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Por (A.1) e (A.2) no apêndice A, temos que a derivada (2.170) se torna

∂U∗
0

∂y
=

ig

σ

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr) +

(
m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)
senθ cos θ

r

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
cos 2θ

m

r

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)} . (2.171)

Analogamente, obtemos que

∂V ∗
0

∂x
=

ig

σ

{
senθ cos θ

[
k2mnJ

′′
m(kmnr)−

kmn
r
J ′
m(kmnr) +

m2

r2
Jm(kmnr)

]
(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+
m

r
cos 2θ

(
kmnJ

′
m(kmnr) +

Jm(kmnr)

r

)
(−Amsenmθ +Bm cosmθ)

}
(2.172)

e

∂V ∗
0

∂y
=

ig

σ

{[
k2J ′′

m(kmnr)sen
2θ +

(
−m

2

r
Jm(kmnr) + kmnJ

′
m(kmnr)

)
cos2 θ

r

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[
Jm(kmnr)

r

m

r
sen2θ

]
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

}
. (2.173)

Agora, substituindo os resultados obtidos (2.164)-(2.173) em (2.117), (2.118) e

(2.115), obtém-se as componentes da velocidade de fluxo Euleriano U e V e o tensor

Dij.

Consideremos o termo da erosão

τb =


τbx
τby


 =

√
2ρD

δ
Re




U0(x, y)

V0(x, y)


 e−i(σt+

π

4
)


 . (2.174)

Para a tensão de fundo temos, por (2.164) e (2.165),

τb = −
√
2ρD

δ

ig

σ
Re




kmnJ ′

m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ)


cos θ

sen θ




+
m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)


−sen θ

cos θ




 e−i(σt+

π

4
)


 .(2.175)
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Logo, calculando o módulo

|τb| =

√
2ρD

δ

g

σ
{[kmnJ ′

m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ) cos θ

− m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)sen θ

]2

+ [kmnJ
′
m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ)sen θ (2.176)

+
m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ) cos θ

]2}1/2

sen
∣∣∣σt+ π

4

∣∣∣ .

Portanto, como no caso do retângulo,

E|τb| = E

√
2ρD

δ

g

σ

∫ 2π/σ

0

{[kmnJ ′
m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ) cos θ

− m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)sen θ

]2

+ [kmnJ
′
m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ)sen θ

+
m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ) cos θ

]2}1/2 ∣∣∣σt+ π

4

∣∣∣ dt

=
C0πk

2δUbg

2σ2

2

π
{[kmnJ ′

m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ) cos θ

− m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)sen θ

]2

+ [kmnJ
′
m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ)sen θ

+
m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ) cos θ

]2}1/2

,

onde,

C0 =
2
√
2ρEDσ

πk2δ2Ub
.

Ou seja,

E|τb| =
C0k

2δUbg

σ2
{[kmnJ ′

m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ) cos θ

− m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)sen θ

]2

+ [kmnJ
′
m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ)sen θ

+
m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ) cos θ

]2}1/2

. (2.177)
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Definimos a taxa de erosão adimensional por

E ′(x′) =
σ

k2U2
bC0

E|τb|
δ

(2.178)

ou seja,

E ′(x′) =
σ

k2U2
bC0δ

C0k
2δUbg

σ2
{[kmnJ ′

m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ) cos θ

− m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)sen θ

]2

+ [kmnJ
′
m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ)sen θ

+
m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ) cos θ

]2}1/2

. (2.179)

Portanto a taxa de erosão no lago circular será dada por

E ′(x′) =
g

Ubσ
{[kmnJ ′

m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ) cos θ

− m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ + Bmn cosmθ)sen θ

]2

+ [kmnJ
′
m(kmnr)(Amn cosmθ + Bmnsen θ)sen θ

+
m

r
Jm(kmnr)(−Amnsenmθ +Bmn cosmθ) cos θ

]2}1/2

. (2.180)

Para visualizarmos melhor esses resultados, vamos tomar alguns casos parti-

culares na próxima seção. Nesses casos, tomamos a normalização

r′ =
r

a
e θ′ = θ. (2.181)

Para facilitar a notação, escreveremos r ao invés de r′/a.

2.5.1 Caso 1: m = 0 e n = 1

Nesse caso, a superf́ıcie livre é dada por

η = A0J0(k01r), (2.182)

onde A0 = A01 é uma constante arbitrária.
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Assim,

D′
xx =

Dxxσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
|U0|2

}
, (2.183)

D′
xy =

Dxyσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
U0V

∗
0

}
, (2.184)

D′
yx =

Dyxσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
U∗
0V0

}
, (2.185)

e

D′
yy =

Dxxσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
|V0|2

}
, (2.186)

onde U ′
0 = UbU0, U

′
0V

′∗
0 = U2

bU0V
∗
0 , U

′∗
0 V0 = U2

b V
∗
0 U0 e V ′

0 = UbV0.

Temos que,

U0 = − ig
σ
[k01J

′
0(k01r) cos θ(A0)] , (2.187)

V0 = − ig
σ
[k01J

′
0(k01r)sen θA0] . (2.188)

U∗
0 =

ig

σ
[k01J

′
0(k01r) cos θA0] (2.189)

e

V ∗
0 =

ig

σ
[k01J

′
0(k01r)sen θA0] . (2.190)

Logo,

|U0|2 =
g2

σ2
k2A2

0(J
′
0(k01r) cos θ)

2 (2.191)

|V0|2 =
g2

σ2
k201(J

′
0(k01r)sen θ)

2A2
0 (2.192)

U0V
∗
0 =

g2

σ2
k201(J

′
0(k01r))

2 cos θsen θA2
0 (2.193)

e

U∗
0V0 =

g2

σ2
k201(J

′
0(k01r))

2 cos θsen θA2
0. (2.194)

Portanto,

D′
xx =

σ

U2
b

Re

{
F5

σ

g2

σ2
k201A

2
0(J

′
0(k01r))

2 cos2 θ)

}
, (2.195)
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D′
xy = D′

yx =
σ

U2
b

Re

{
F5

σ

g2

σ2
k201A

2
0(J

′
0(k01r))

2 cos θsenθ)

}
(2.196)

e

D′
yy =

σ

U2
b

Re

{
F5

σ

g2

σ2
k201A

2
0(J

′
0(k01r))

2sen2θ

}
. (2.197)

Logo, os coeficientes de dispersão K ′
xx, K

′
xy = K ′

yx e K ′
yy são dados por

K ′
xx = D′ +D′

xx =
Dσ

U2
b

+ σRe

{
F5

σ3
g2k201A

2
0(J

′
0(k01r))

2 cos2 θ

}
, (2.198)

K ′
xy = K ′

yx = D′
xy = σRe

{
F5

σ3
g2k201A

2
0(J

′
0(k01r))

2 cos θsenθ

}
(2.199)

e

K ′
yy = D′ +D′

yy =
Dσ

U2
b

+ σRe

{
F5

σ3
g2k201A

2
0(J

′
0(k01r))

2sen2θ

}
. (2.200)

Tomamos um lago de altura h = 10m e com auto-frequência σ =
√
2π ×

10−3 rad/s. Ainda, supomos que a onda tem amplitude A = 0.2m e portanto a

velocidade no fundo é Ub = 0.1m/s. Além disso, tomamos D = 0.001 e A0 = 1.

Para esses valores temos o gráfico dos coeficientes K ′
xx, K

′
xy = K ′

yx e K
′
yy nas figuras

2.10, 2.11 e 2.12 respectivamente.
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Figura 2.10: K ′
xx para m = 0 e n = 1.
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Figura 2.11: K ′
xy para m = 0 e n = 1.

Usando a relação J ′
0(x) = −J1(x) ∀ x, teremos que a taxa de erosão nesse lago

circular será dada por

E ′(x′) =
g

Ubσ

{
[k01(−J1(k01r))A0 cos θ]

2 + [k01(−J1(k01r))A0sen θ]
2}1/2

=
g

Ubσ
k01J1(k01r)A0. (2.201)

Na figura 2.106 temos o gráfico dessa taxa de erosão.

Como fizemos no caso do lago retangular, vamos tomar dois lagos A e B. O

lago A tem uma faixa costeira de largura π/4 que é erod́ıvel e o lago B apenas a

área circular interna é erod́ıvel. As figuras 2.14 e 2.15 mostram a taxa de erosão do

lago A e do lago B, respectivamente.
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Figura 2.12: K ′
yy para m = 0 e n = 1.
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Figura 2.13: E ′ para m = 0 e n = 1 no lago circular.
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’erosao.res’
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Figura 2.14: E ′ para m = 0 e n = 1 no lago circular A.
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Figura 2.15: E ′ para m = 0 e n = 1 no lago circular B.

Observamos na figura 2.14 que, semelhante ao que ocorreu no lago retangular

A, o contorno da faixa do lago que é erod́ıvel tem taxa de erosão zero. E pela figura

2.15 temos novamente que no centro a taxa de erosão é zero. Note ainda que em

ambos os casos as figuras são simétricas. Isso se deve ao fato da taxa da erosão não

depender de θ.
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2.5.2 Caso 2: m = n = 1

Nesse caso, a superf́ıcie livre é dada por

η = J1(k11r)(A1 cos θ + B1senθ), (2.202)

onde A1 = A11 e B11 são constantes arbitrárias.

Assim,

D′
xx =

Dxxσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
|U0|2

}
, (2.203)

D′
xy =

Dxyσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
U0V

∗
0

}
, (2.204)

D′
yx =

Dyxσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
U∗
0V0

}
, (2.205)

e

D′
yy =

Dxxσ

U2
b

=
σ

U2
b

Re

{
F5

σ
|V0|2

}
. (2.206)

Temos nesse caso que

U0 = − ig
σ
[k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ+B1senθ)− J1(k11r)

senθ

r
(−A1senθ+B1 cos θ)],

(2.207)

V0 = − ig
σ
[k11J

′
1(k11r)senθ(A1 cos θ + B1senθ) + J1(k11r)

cos θ

r
(−A1senθ + B1 cos θ)],

(2.208)

U∗
0 =

ig

σ
[k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ + B1senθ)− J1(k11r)

senθ

r
(−A1senθ +B1 cos θ)]

(2.209)

e

V ∗
0 =

ig

σ
[k11J

′
1(k11r)senθ(A1 cos θ + B1senθ) + J1(k11r)

cos θ

r
(−A1senθ + B1 cos θ)],

(2.210)

Logo,

|U0|2 =
g2

σ2
[k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ+B1senθ)−J1(k11r)

senθ

r
(−A1senθ+B1 cos θ)]

2,
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|V0|2 =
g2

σ2
[k11J

′
1(k11r)senθ(A1 cos θ+B1senθ)+J1(k11r)

cos θ

r
(−A1senθ+B1 cos θ)]

2,

U0V
∗
0 =

g2

σ2

[
k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ + B1sen θ)− J1(k11r)

sen θ

r
(−Amnsen θ + B1 cos θ)

]

×
[
k11J

′
1(k11r)sen θ(A1 cos θ + B1sen θ) + J1(k11r)

cos θ

r
(−A1sen θ + B1 cos θ)

]

(2.211)

e

U∗
0V0 =

g2

σ2

[
k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ + B1sen θ)− J1(k11r)

sen θ

r
(−A1sen θ + B1 cos θ)

]

×
[
k11J

′
1(k11r)sen θ(A1 cos θ + B1sen θ) + J1(k11r)

cos θ

r
(−Amnsen θ + B1 cos θ)

]
.

(2.212)

Portanto,

D′
xx =

σ

U2
b

Re

{
F5

σ3
g2[k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ +B1senθ)

− J1(k11r)
senθ

r
(−A1senθ + B1 cos θ)]

2

}
, (2.213)

D′
xy = D′

yx =
σ

U2
b

Re

{
F5

σ3
g2 [k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ + B1sen θ)

− J1(k11r)
sen θ

r
(−A1sen θ + B1 cos θ)

]

× [k11J
′
1(k11r)sen θ(A1 cos θ + B1sen θ)

+ J(k11r)
cos θ

r
(−A1sen θ + B1 cos θ)

]}
(2.214)

e

D′
yy =

σ

U2
b

Re

{
F5

σ3
g2[k11J

′
1(k11r)senθ(A1 cos θ + B1senθ)

+ J1(k11r)
cos θ

r
(−A1senθ + B1 cos θ)]

2

}
. (2.215)
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Logo, os coeficientes de dispersão K ′
xx, K

′
xy = K ′

yx e K ′
yy são dados por

K ′
xx = D′ +D′

xx =
Dσ

U2
b

+
σ

U2
b

Re

{
F5

σ3
g2 [k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ + B1sen θ)

− J1(k11r)
sen θ

r
(−A1sen θ + B1 cos θ)

]2}
, (2.216)

K ′
xy = K ′

yx = D′
xy =

σ

U2
b

Re

{
F5

σ3
g2 [k11J

′
1(k11r) cos θ(A1 cos θ + B1sen θ)

− J1(k11r)
sen θ

r
(−A1sen θ + B1 cos θ)

]

× [k11J
′
1(k11r)sen θ(A1 cos θ +B1sen θ)

+ J1(k11r)
cos θ

r
(−A1sen θ +B1 cos θ)

]}
(2.217)

e

K ′
yy = D′ +D′

xy =
Dσ

U2
b

+
σ

U2
b

Re

{
F5

σ3
g2[k11J

′
1(k11r)senθ(A1 cos θ + B1senθ)

+ J1(k11r)
cos θ

r
(−A1senθ + B1 cos θ)]

2

}
. (2.218)

Além disso, temos por (2.180) que a taxa de erosão é dada nesse caso por

E ′(x′) =
g

Ubσ
{[k11J ′

1(k11r)(A1 cos θ + B1sen θ) cos θ

− 1

r
J1(k11r)(−A1sen θ + B1 cos θ)sen θ

]2

+ [k11J
′
1(k11r)(A1 cos θ + B1sen θ)sen θ

+
1

r
J1(k11r)(−A1sen θ + B1 cos θ) cos θ

]2}1/2

. (2.219)

Com o objetivo de visualizarmos esses resultados, tomamos as mesmas hipóteses

que foram tomadas no caso 1. Para esses valores temos o gráfico do coeficientes K ′
xx,

K ′
xy = K ′

yx e K ′
yy nas figuras 2.16, 2.17 e 2.18, respectivamente.
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Figura 2.16: K ′
xx para m = n = 1.
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Figura 2.17: K ′
xy para m = n = 1.

Podemos ver nas figuras 2.16, 2.17 e 2.18 que os coeficientes de dispersão são

menos suaves que no caso m = 0.

Nas figuras 2.20 e 2.21 podemos ver as taxas de erosão no lago com todo o

fundo erod́ıvel, no lago A e no lago B.

Note que nesse caso perdemos a simetria da figura, já que a taxa de erosão

depende de θ.
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Figura 2.18: K ′
yy para m = n = 1.
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Figura 2.19: E ′ para m = n = 1 em um lago com um fundo erośıvel.
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Figura 2.20: E ′ para m = n = 1 no lago circular A.
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Figura 2.21: E ′ para m = n = 1 no lago circular B.
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3 DISPERSÃO DE PART́ıCULAS DE

SEDIMENTOS NA CAMADA LIMITE DE

UM LEITO VISCOELÁSTICO

Nesse caṕıtulo mostraremos a pesquisa desenvolvida em [Ng and Wu, 2008]

bem como resolveremos numericamente a equação do transporte obtida. Baseado

nos artigos [Mei and Chian, 1994] e [Ng, 2000], descritos no caṕıtulo 1, um estudo

anaĺıtico foi desenvolvido a fim de avaliar os efeitos de um fundo viscoelástico sobre

uma onda induzida pela convecção e dispersão de sedimentos suspensos na camada

limite da onda sobre esse fundo.

Consideramos um sistema de duas camadas como na figura abaixo.

Figura 3.1: Desenho esquemático - água sob lama viscoelástica.

A camada superior é formada por água de profundidade h sobre uma fina

camada de lama fluida, a qual estamos supondo viscoelástica, de profundidade d.

Assumimos também que a profundidade da lama fluida é constante. De acordo com

[Mei et al., 2010], em águas costeiras a profundidade t́ıpica d da lama é geralmente

de ordem O(0, 5m) e muito menor do que a profundidade h da camada superior de

água, logo, h >> d.
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Para descrevermos a camada inferior, utilizaremos o corpo de Voight. Deno-

taremos o módulo da constante elástica por Gm e a viscosidade por νm.

3.1 Velocidade da água sobre um leito viscoelástico

O objetivo desse caṕıtulo é deduzir as coordenadas horizontal e vertical da

velocidade da água sobre um leito viscoelástico. As ondas irão interagir com a

camada inferior e, portanto, a velocidade da água também será influenciada.

Suponhamos que uma onda progressiva de pequena amplitude se propague na

direção horizontal x sob a superf́ıcie da água, cujo deslocamento é dado por

η = Re[aei(kx−σt)], (3.1)

onde a é a amplitude da onda, i é a unidade do número complexo, k é o número de

onda, σ é a frequência angular da onda e t é o tempo. Estamos considerando a, σ

∈ R e k ∈ C.

Ainda, consideramos o eixo vertical z apontando verticalmente para cima.

Assim, definiremos o deslocamento da interface por

z = ξ(x, t) = bei(kx−σt). (3.2)

Por fim, denotamos as densidades da água e da lama fluida por ρw e ρm,

respectivamente.

Consideramos ondas de comprimento e amplitude pequenos de modo que kh =

O(1) e ka << 1. Vamos estudar o caso quando a espessura da camada de lama fluida

é comparável à espessura da camada limite de Stokes.

Além disso, assumimos que a profundidade da lama fluida d e a espessura da

camada limite que surge sob a lama fluida δm = (2νm/σ)
1/2 são ambas comparáveis

com a amplitude da onda sobre a superf́ıcie da água a, do mesmo modo que foi
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proposto em [Mei and Chian, 1994]. Ainda, a camada limite de Stokes tem espessura

dada por δw = (2νw/σ)
1/2 e é desenvolvida na interface entre a água e a lama fluida,

onde νw é a viscosidade da água como em [Mei and Chian, 1994]. Como estamos

assumindo que a lama fluida é mais viscosa do que a água, temos queO(νm) ≥ O(νw)

e assim concluimos que a camada limite de Stokes na lama fluida pode ser mais fina

do que na água.

Foi observado que o modelo que mostraremos a seguir é válido enquanto h >>

a ≃ d ≃ δm ≥ δw [Ng and Zhang, 2007].

Definimos a declividade da onda por ǫ = ka << 1, que é escolhido como um

parâmetro pequeno.

Pelas equações da continuidade e de Navier-Stokes, obtemos que as coorde-

nadas da velocidade para a água e para a lama fluida satisfazem

∂u

∂x
+
∂v

∂z
= 0, (3.3)

∂uf
∂t

+ ǫuf
∂uf
∂x

+ ǫvf
∂uf
∂z

= − 1

ρf

∂P

∂x
+ νf

∂2uf
∂z2

+O(ǫ2) (3.4)

e

0 = − 1

ρf

∂Pf
∂z

+O(ǫ2), (3.5)

onde o parâmetro pequeno ǫ foi inserido a fim de identificarmos as ordens de cada

termo da equação, baseado no seguinte dimensionamento das variáveis

x = O(k−1), z = O(d) = O(ǫx), t = O(σ−1) (3.6)

u = O(σa), v = O(ǫσa), P/ρ = O(σ2ak−1) = O(ga). (3.7)

Expandindo em série de Taylor as equações da continuidade das componentes

da velocidade e da tensão obtemos que

uw + ǫξ
∂uw
∂n

= um + ǫξ
∂um
∂n

+O(ǫ2), em n = d, (3.8)
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vw + ǫξ
∂vw
∂n

= vm + ǫξ
∂vm
∂n

+O(ǫ2), em n = d, (3.9)

ρwνw

(
∂uw
∂n

+ ǫξ
∂2um
∂n2

)
= ρwνw

(
∂vw
∂n

+ ǫξ
∂2vm
∂n2

)
+O(ǫ2), em n = d (3.10)

e

Pw + ǫ

(
ξ
∂Pw
∂n

− ρwgξ

)
= Pm + ǫ

(
ξ
∂Pm
∂n

− ρmgξ

)
+O(ǫ2), em n = d, (3.11)

onde Pf é a pressão dinâmica em cada camada e n = h + z + d é uma coordenada

local que aponta verticalmente para cima do fundo em direção à camada de lama

fluida.

Definimos UI e PI como a coordenada horizontal da velocidade e como a pressão

dinâmica, respectivamente, no fundo, ou seja, em z = −h. Assim, temos que

(uw, Pw) → (UI , PI), quando n≫ d e z → −h. (3.12)

Essas quantidades são governadas pela equação de Navier-Stokes

∂UI
∂t

+ ǫUI
∂UI
∂x

= − 1

ρw

∂PI
∂x

quando z → −h. (3.13)

Observemos que as derivadas de UI em relação a z são nulas pois a velocidade

na camada limite de Stokes é puramente tangencial no fundo.

Usaremos aqui a mesma técnica usada por [Ng, 2000]. A idéia é expandir as co-

ordendas horizontal e vertical da velocidade. Para obtermos a solução, expandimos

as coordenadas da velocidade

(uf , vf ) = (uf0 , vf0) + ǫ(uf1 , vf1) +O(ǫ2) (3.14)

e assumimos que as componentes da velocidade de primeira ordem e a onda da

interface são definidas pelo mesmo harmônico que a superf́ıcie da onda, ou seja,

(uf0 , vf0 , ξ) = Re[(ũf , ṽf , b)e
i(kx−σt)] (3.15)
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onde a condição cinemática na interface é

∂ξ

∂t
= vw0

∣∣∣∣
z=−h

. (3.16)

Do mesmo modo, expandimos a coordenada horizontal da velocidade no fundo

UI , a pressão dinâmica em ambas as camadas Pw, Pm e a pressão no fundo PI . Pela

equação (3.5), notemos que a pressão de O(1) é constante na água e, pela condição

de contorno (3.12), obtemos que Pw0
= PI . Ainda, pela condição de contorno (3.11),

conclúımos que

Pm0
(0 < n < d) = Pw0

(d < n <∞) = PI0 (3.17)

Aqui devemos ressaltar que quando escrevemos n <∞ estamos querendo dizer

que n/d = O(1).

Substituindo (3.13) em (3.4), obtemos as equações para as componentes hori-

zontais das velocidades

d2ũw
dn2

=
−iσ
νw

(ũw − ŨI) em d < n <∞ (3.18)

e
d2ũm
dn2

=
−iσ
νm

(ũw − γŨI) em 0 < n < d, (3.19)

onde

γ =
ρw
ρm

(3.20)

é a razão entre as densidades. Usando (3.12), obtemos que as soluções gerais das

equações acima são dadas por, respectivamente,

ũw = (1 +De−λwz)ŨI , em z > 0 (3.21)

e

ũm = [γ − γ cosh(λm(z + d)) +Hsenh(λm(z + d))]ŨI , em 0 > z > −d. (3.22)
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Usando as condições de contorno (3.8), (3.9) de primeira ordem podemos de-

terminar as constantes D e H

D =
−γζ − (1− γ)ζ cosh(λmd)

ζ cosh(λmd) + γsenh(λmd)
(3.23)

e

H =
γ(1− γ) + γ2 cosh(λmd) + γζsenh(λmd)

ζ cosh(λmd) + γsenh(λmd)
(3.24)

sendo

ζ = (ν+m/νw)
1/2 (3.25)

um parâmetro complexo relacionado com a variação da viscosidade, onde

ν+m = νm + iGm/ρmσ (3.26)

é o parâmetro complexo viscoelástico. Observamos que nesse ponto o modelo vis-

coelástico [Ng and Wu, 2008] se diferencia do modelo viscoso [Ng, 2000], pois nesse

último Gm = 0.

Notemos ainda que ζ pode ser definido como

ζ = λw/λm, (3.27)

onde

λ2w = −iσ/νw ou λw = (1− i)/δw (3.28)

e

λ2m = −iσ/ν+m ou λm = [λ−2
v − λ−2

e ]−1/2 (3.29)

com

λ2v = −iσ/νm e λ2e = ρmσ
2/Gm. (3.30)

Agora podemos calcular as componentes verticais das velocidades. Pela equação

da continuidade, obtemos que

ṽm = −ik
∫ n

0

ũmdn em 0 < n < d (3.31)
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e

ṽw = vm(d)− ik

∫ n

d

uwdn em d < n <∞, (3.32)

onde usamos as condições da interface

vm(0) = 0 e vm(d) = vw(d).

Substituindo as coordenadas horizontais das velocidades obtidas acima, temos

que

ṽw = −ikλ−1
w (λwz + B −De−λwz)ŨI em z > −h (3.33)

e

ṽm = −ikλ−1
w [γ(λw(z+d)−senh(λw(z+d))+H(cosh(λw(z+d))−1)]ŨI , em −h > z > −d,

(3.34)

onde

B = ζ[γ(λmd− senh(λmd)) +H(cosh(λmd)− 1)] +D. (3.35)

Agora, por (3.16), podemos determinar a amplitude do deslocamento da in-

terface. Usando (3.33), obtemos que

b = iσ−1ṽw

∣∣∣∣
z=−h

= kσ−1λ−1
w (B −D)ŨI . (3.36)

Após determinarmos a velocidade da água, podemos avaliar como se desenvolve

o transporte de sedimentos gerado pelas ondas. Isso nós faremos a seguir na próxima

seção.

3.2 Transporte de part́ıculas suspensas

Consideramos o transporte de part́ıculas suspensas na onda da camada limite

acima da interface. Segundo [Ng and Wu, 2008], a equação de transporte básica é

dada por
∂C

∂t
+∇ · (VC) = ∇ · (E∇C), (3.37)
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onde ∇ = (∂/∂x, ∂/∂z), C(x, z, t) é a concentração (massa por volume de água),

V(x, z, t) é a velocidade de convecção local e E(x, z, t) é o tensor de difusividade de

vórtices.

A velocidade de convecção é dada por V = (uw, vw−vf ) onde vf é a velocidade

de queda das part́ıculas, que assumimos como constante. Além disso, por simpli-

cidade, vamos considerar o tensor E como uma constante escalar. Desse modo, e

usando a equação da continuidade, podemos escrever a equação (3.37) como

∂C

∂t
+ ǫuw

∂C

∂x
+ (ǫvw − vf )

∂C

∂z
= ǫ2E

∂2C

∂x2
+ E

∂2C

∂z2
. (3.38)

Os termos do lado esquerdo da equação acima representam a taxa de variação

não estacionária e a convecção vertical, devida à onda e à sedimentação. Já os termos

do lado direito representam a difusão horizontal e vertical, respectivamente. Aqui

estamos assumindo que as part́ıculas dos sedimentos são tão pequenas que podem

se mover como as part́ıculas dos fluidos. Além disso, assumimos que a suspensão é

tão diluida que sua presença não chega a alterar o comportamento do fluxo.

A equação (3.38) está sujeita às condições de contorno

vfC + E
∂C

∂z
= 0, em z = ǫξ, (3.39)

C = 0 em z → ∞. (3.40)

Em [Ng, 2000] foi adotado o mesmo procedimento que em [Mei and Chian, 1994]

e em [Mei et al., 1997]. Ou seja, novamente expandiremos a concentração em uma

série de potências

C = C0 + ǫC1 + ǫ2C2 + ... (3.41)

Além disso, como foi feito no caṕıtulo anterior, usaremos a análise de múltiplas

escalas. Por isso introduzimos novamente duas coordenadas para o tempo: t (macro

escala) e T = ǫ2t (micro escala). Desse modo, a derivada em relação ao tempo pode
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ser expandida como
∂

∂t
→ ∂

∂t
+ ǫ2

∂

∂T
, (3.42)

onde esperamos que o termo de ordem zero C0 = C0(x, z, T ) represente a concen-

tração principal no tempo e portanto não depende do tempo rápido t, enquanto que

os termos de ordem mais alta Cn = Cn(x, z, t, T ), para n = 1, 2, ... são funções de

ambos os tempos.

A condição de fronteira do fundo (3.39) pode ser expandida em série de Taylor

sobre o primeiro ńıvel na interface. Assim obtemos

vfC + E
∂C

∂z
+ ǫξ

(
vfC + E

∂C

∂z

)
= 0 em z = ǫξ. (3.43)

As equações perturbadas são obtidas tomando os termos de potências de ǫ

iguais depois de substituirmos as expansões (3.41) e (3.42) em (3.38), (3.40) e (3.43).

Dessa forma, a equação de ordem zero é dada por

vf
∂C0

∂z
+ E

∂2C0

∂z2
= 0 em − h < z <∞, (3.44)

vfC0 + E
∂C0

∂z
= 0 em z = −h, (3.45)

C0 = 0 quando z → ∞. (3.46)

A solução dessa equação sujeita às condições de contorno acima é dada por

C0(x, z, T ) = Cb(x, T )F (z), (3.47)

onde Cb = C0 é a concentração no fundo da camada limite (em z = −h) e F (z) =
e−z/α, com

α = E/vf . (3.48)

A equação de O(ǫ) é dada por

E
∂2C1

∂z2
+ vf

∂C1

∂z
− ∂C1

∂t
=

∂

∂x
(uw0

C0) +
∂

∂z
(vw0

C0) (3.49)
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vfC1 + E
∂C1

∂z
= 0 em z = −h, (3.50)

C1 = 0 quando z → ∞. (3.51)

Observamos que o lado direito da equação (3.49) pode ser escrito como

RHS = Re[ũwe
i(kx−σt)]

∂Cb
∂x

+ Re[ṽwe
i(kx−σt)]F ′Cb

+ Re[ũwike
i(kx−σt)]FCb + Re

[
∂ṽw
∂z

ei(kx−σt)
]
FCb, (3.52)

onde

∂ṽw
∂z

=
∂

∂z
[−ikλ−1

w λwz + B −De−λwz)Ũ1]

= −ikλ−1
w λw + λwDe−λwz)Ũ1

= −ik(1 +De−λwz)Ũ1

= −ikũw. (3.53)

Portanto, (3.52) pode ser escrito como

RHS = Re[ũwe
i(kx−σt)]

∂Cb
∂x

+ Re[ṽwe
i(kx−σt)]F ′Cb

+ Re[ũwike
i(kx−σt)]FCb + Re

[
−ikũwei(kx−σt)

]
FCb

= Re[ũwe
i(kx−σt)]

∂Cb
∂x

+ Re[ṽwe
i(kx−σt)]F ′Cb. (3.54)

Logo, podemos expressar a solução C1 por

C1 = R⌉[N(z)ei(kx−σt] +R⌉[N(z)ei(kx−σt], (3.55)

onde
d2N

dz
+

1

α

dN

dz
+ i

σ

E
N =

ũwF

E
em − h < z <∞, (3.56)

dN

dz
+

1

α
N = 0 em z = −h, (3.57)

N = 0 quando z → ∞ (3.58)

e
d2M

dz
+

1

α

dM

dz
+ i

σ

E
M =

ṽwF
′

E
em − h < z <∞, (3.59)
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dM

dz
+

1

α
N = 0 em z = −h, (3.60)

M = 0 quando z → ∞. (3.61)

Escrevendo N(z) e M(z) como

N(z) = σ−1ŨI(A1e
−βz/α − ie−z/α + A2e

−(A0+1)z/α) (3.62)

e

M(z) = kσ−1ŨI [A3e
−βz/α + A4e

−z/α + A5e
−(A0+1)z/α + (z/α)e−z/α] (3.63)

obtemos que as constantes são dadas por

A0 = αλw = (1− i)/Pe, (3.64)

A1 = A0A2/(1− β), (3.65)

A2 = D/[(1− i)Pe(2Sc)−1(A0 + 1) + i], (3.66)

A3 = (A0A5 − 1)/(1− β), (3.67)

A4 = B/A0 − iPe2/(2Sc), (3.68)

A5 = −iA2/A0 (3.69)

e

β =
1

2


1 +

√√√√√1

2


1 +

√

1 +

(
8Sc

Pe2

)2

− i

√√√√√1

2


−1 +

√

1 +

(
8Sc

Pe2

)2




 . (3.70)

Em O(ǫ2), a equação do transporte (3.38) e as condições de fronteira são dadas

por

∂C0

∂T
+
∂C2

∂t
+
∂uw2

C0

∂x
+
∂uw1

C1

∂x
+
∂vw1

C1

∂z

+
∂vw2

C0

∂z
− vf

∂C2

∂z
= E

∂2C0

∂x2
+ E

∂2C2

∂z2
, em − h < z <∞, (3.71)

vfC2 + E
∂C2

∂z
+ ξ

(
vf
∂C1

∂z
+ E

∂2C1

∂z2

)
, em z = −h, (3.72)
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C2 = 0 quando z → ∞. (3.73)

Tomando a média no tempo sobre o peŕıodo de onda, as equações (3.71), (3.72)

e (3.73) se tornam

∂C0

∂T
+
∂ūw2

C0

∂x
+
∂uw1

C1

∂x
+
∂vw1

C1

∂z
− vf

∂C̄2

∂z
= E

∂2C0

∂x2
+E

∂C̄2

∂z2
em − h < z <∞,

(3.74)

vf C̄2 + E
∂C̄2

∂z
+ vfξ

∂C1

∂z
+ Eξ

∂2C1

∂z2
= 0 em z = −h, (3.75)

C̄2 = 0 quando z → ∞. (3.76)

pois, supondo que C2 é periódica no tempo, temos que

∂C̄2

∂t
=

1

2π

∫ 2π

0

∂C2

∂t
dt = 0, (3.77)

e
∂vw2

C0

∂z
= 0 (3.78)

já que C0 não depende de t e vw2
também não, pois estamos supondo que só há

conveção e dispersão na direção horizontal.

Integrando com respeito à profundidade da camada limite e usando a condição

de fronteira (3.76), temos

〈F 〉∂Cb
∂T

+
∂

∂x
(〈uw2

F 〉Cb)+
∂

∂x
< uw1

C1 > −vw1
C1

∣∣∣∣
z=−h

−vf C̄2 = E〈F 〉∂
2Cb
∂x2

+E
∂C̄2

∂z
.

(3.79)

Pela condição de fronteira (3.75), a equação acima pode ser escrita como

〈F 〉∂Cb
∂T

+
∂

∂x
(〈uw2

F 〉Cb)+
∂

∂x
〈uw1

C1〉−vw1
C1

∣∣∣∣
z=−h

−vfξ
∂C1

∂z

∣∣∣∣
z=−h

−Eξ∂
2C1

∂z2

∣∣∣∣
z=−h

= E〈F 〉∂
2Cb
∂x2

,

(3.80)

onde 〈f〉 denota a integração com respeito a z de 0 a ∞.

A partir dos cálculos que estão descritos no apêndice B, obtemos que a equação

do transporte para a concentração de part́ıculas no fundo é dada por

∂Cb
∂T

+ U
∂Cb
∂x

= [E −DT ]
∂2Cb
∂x2

, (3.81)
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onde

U =
〈ũw2

F 〉
〈F 〉 +

Re[〈ũ∗wM〉 − bũ∗w|z=−h]

2〈F 〉 (3.82)

e

DT =
Re〈ũ∗wN〉
2〈F 〉 . (3.83)

3.2.1 Parâmetros adimensionais

Para analisar os coeficientes de dispersão e convecção [Ng and Wu, 2008] cal-

culou os coeficientes U e DT adimensionais, isto é,

Û = U/(kσ−1|ŨI |2) =
1

2
Re[D(2− iB∗)/(A0 + 1) +DA0/(A0 + 1)2 − 4D + A3/β + A4

+ A5/(A0 + 1) + A3D
∗/(A∗

0 + β) + A4D
∗/(A∗

0 + 1) + A5D
∗/(2Pe−1 + 1)

+ D∗/(A∗
0 + 1)2 − (B −D)(1 +D∗)/A0] +

1

4
|D|2/(2Pe−1 + 1)− 3

4
|D|2 (3.84)

e

D̂t = Dt/(σ
−1|Ũ2

I |) = −1

2
Re[A1/β + A2/(A0 + 1) + A1D/(A

∗
0 + β)− iD∗/(A∗

0 + 1)

+ A2D
∗/(2Pe−1 + 1)]. (3.85)

Ainda, a seguinte normalização foi definida

(ẑ, d̂, δ̂m) = (z, d, δm)/δw, (λ̂m, λ̂v, λ̂e) = δw(λm, λv, λe). (3.86)

A partir dessa normalização, podemos expressar na forma adimensional

λ̂m = (λ̂−2
v − λ̂−2

e )−1/2, (3.87)

onde

λ̂v = (1− i)/δ̂m e λ̂e = δw(ρmσ
2/Gm)

1/2 = (2ρmνmσ/Gm)
1/2, (3.88)

e

ζ = (1− i)/λ̂m. (3.89)
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Dessa forma, as constantes B, D e H podem ser expressas como

B = ζ[γ(λ̂md̂− senh(λ̂md̂)) +H(cosh(λ̂md̂)− 1)] +D., (3.90)

D =
−γζ − (1− γ)ζ cosh(λ̂md̂)

ζ cosh(λ̂md̂) + γsenh(λ̂md̂)
(3.91)

e

H =
γ(1− γ) + γ2 cosh(λ̂md̂) + γζsenh(λ̂md̂)

ζ cosh(λ̂md̂) + γsenh(λ̂md̂)
(3.92)

3.2.2 Resultados numéricos

Para obtermos os gráficos dos coeficientes (3.84) e (3.85) em função da espes-

sura da camada de lama fluida normalizada d̂, seis parâmetros foram especificados:

i) γ = 0.8, correspondente à razão de ρm/ρw = 1.25;

ii) δ̂m = 5 e 8, correspondentes a νm = O(10) Pa, se a viscosidade associ-

ada a vórtices da água é νw = O(1) cm2s−1;

iii) λ̂e = 0.3, 0.15 e 0.1, correspondentes a Gm ≃ O(10) Pa.

Segue que

iv) λ̂m = O(0.1).

Lembrando que λm = (−iσ/ν+m)1/2, temos que λ−1
m ≃ δm ≃ d. Portanto,

definimos o quinto parâmetro:

v) d̂ = O(10), correspondente a uma camada de lama fluida de profundi-

dade d = O(10) cm.

Ainda, consideramos que
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vi) Pe=Sc=1.

Reproduzimos aqui os resultados obtidos em [Ng and Wu, 2008]. As linhas

vermelha, verde e azul correspondem a λ̂m = 0.1, λ̂m = 0.15 e λ̂m = 0.3, respectiva-

mente.
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Figura 3.2: Ût como função de d̂ para δ̂m = 5 e λ̂e = 0.3, 0.15, 0.1
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Figura 3.3: D̂t como função de d̂ para δ̂m = 5 e λ̂e = 0.3, 0.15, 0.1.

Observamos que para λ̂e = 0, 1 e λ̂e = 0, 15, que representam casos de forte

elasticidade, há um aumento da altura dos picos nas figuras (3.2),(3.3), (3.4) e
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Figura 3.4: Ût como função de d̂ para δ̂m = 8 e λ̂e = 0.3, 0.15, 0.1

(3.5). Sendo assim, ambos coeficientes possuem pontos de máximo ou mı́nimo locais.

Podemos observar que esses pontos ocorrem próximos de d̂R = π/2λe.

Finalmente, observamos que em [Ng and Wu, 2008] a solução da equação (3.81)

não foi procurada. Na próxima seção, apresentaremos alguns resultados numéricos

da equação (3.80).

3.3 Solução da equação do transporte

Para encontrarmos a solução usamos a rotina desenvolvida em Fenics project

[Schläger and Fenics Team, 2013]. Na próxima subseção, a fim de explicarmos como

funciona dessa rotina, usaremos a equação de Poisson.

3.3.1 Formulação variacional

Consideremos o seguinte problema:

[E −DT ]
∂2Cb
∂x2

,= f(x, T ), x ∈ Ω, (3.93)

Cb(x, T ) = C0(x), x ∈ ∂Ω, (3.94)



78

 0

 0.02

 0.04

 0.06

 0.08

 0.1

 0.12

 0.14

 0.16

 0.18

 0.2

 0  5  10  15  20  25

d̂

D̂
T

Figura 3.5: D̂t como função de d̂ para δ̂m = 8 e λ̂e = 0.3, 0.15, 0.1.

onde

f(x, T ) =
∂Cb
∂T

+ U
∂Cb
∂x

. (3.95)

Aqui Cb(x, T ) é uma função desconhecida, f(x, T ) é uma função dada, Ω é um

domı́nio espacial unidimensional e ∂Ω é a fronteira de Ω. Usaremos o método de

Galerkin adotando o programa que está dispońıvel em [Schläger and Fenics Team, 2013].

A idéia é transformar essa equação diferencial parcial em um problema variacional.

Para isso, multiplicamos primeiramente a EDP por uma função teste v e integramos

a equação obtida em Ω, obtendo

∫

Ω

(
[E −DT ]

∂2Cb
∂x2

)
vdx =

∫

Ω

fvdx. (3.96)

Usando integração por partes a integral do lado esquerdo pode ser escrita como

∫

Ω

[E −DT ]
∂2Cb
∂x2

vdx = [E −DT ]

{∫

Ω

∂Cb
∂x

· ∂v
∂x
dx−

∫

∂Ω

∂Cb
∂n

vds

}
, (3.97)

onde
∂Cb
∂n

é a derivada de Cb na direção normal à fronteira.
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A função teste v é escolhida de modo a ser nula nos pontos onde a função Cb

é conhecida. O que significa que v = 0 para x ∈ ∂Ω. Segue que

∫

Ω

∂2Cb
∂x2

vdx =

∫

Ω

∂Cb
∂x

· ∂v
∂x
dx. (3.98)

Essa equação deve ser válida para toda função v pertencente a algum espaço

V̂ . Dizemos que a equação (3.98) é a forma fraca do problema (3.93-3.94). Dessa

forma, o problema variacional é dado por: encontrar Cb ∈ V , onde V é um espaço

que pode ser diferente de V̂ , tal que a função teste v é escolhida de modo a ser nula

nos pontos onde a função Cb é conhecida. Logo,

∫

Ω

∂Cb
∂x

· ∂v
∂x
dx =

∫

Ω

fvdx, ∀ v ∈ V̂ . (3.99)

Em [Schläger and Fenics Team, 2013], os espaços V e V̂ são definidos como

V = {v ∈ H1(Ω) : v = u0 ∈ ∂Ω} (3.100)

e

V̂ = {v ∈ H1(Ω) : v = 0 ∈ ∂Ω}, (3.101)

ondeH1(Ω) é o espaço de Sobolev contendo as funções v tal que v2 e

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∂v

∂x

∣∣∣∣
∣∣∣∣
2

possuem

integral finita sobre o espaço Ω.

Para resolvermos esse problema numericamente precisamos transformar o pro-

blema variacional cont́ınuo em um problema variacional discreto. Para tal, tomamos

espaços Vh ⊏ V e V̂h ⊏ V̂ . Desse modo, o problema variacional discreto se torna:

encontrar Cb,h ∈ Vh ⊏V que satisfaz

∫

Ω

∂Cb,h
∂x

· ∂vh
∂x

dx =

∫

Ω

fvhdx. ∀ vh ∈ V̂h ⊏ V̂ . (3.102)

A escolha de Vh e V̂h segue da escolha de elementos finitos que queremos aplicar

no nosso problema.
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3.3.2 Resultados Numéricos- Equação do transporte

Observe que a velocidade horizontal da onda é representada pela figura (3.6).

Podemos ver que a onda está se deslocando para a frente.

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

’t1.res’
’t3.res’
’t5.res’

Figura 3.6: velocidade da onda na água para T = 1, 3 e 5 .

Por isso, podemos esperar que a solução C ′ se comporte da mesma maneira

com o passar do tempo. Ao analisarmos os gráficos (3.7) e (3.8) podemos ver que

obtivemos o que era esperado. Na figura (3.7) consideramos uma concentração inicial

C ′(x′, 0) = 100 e na figura (3.8) C ′(x′, 0) = 1000.

A seguir consideramos que há erosão em uma faixa para x′/2π ∈ [0, 1] como

em [Mei et al., 1997]. Usando a mesma normalização, a equação que formula o

problema será dada por

∂C ′

∂T ′ + Û
∂C ′

∂x′
=
[
Ê − D̂T

] ∂2C ′

∂x′2
+ ER′(x′), (3.103)

onde Û e D̂T são definidos em (3.84) e (3.85) e

E ′(x′) =





1, 0 < x′ < L′ = kL

0, x′ < 0, x′ > L.
(3.104)
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Figura 3.7: Cb como função de x/2π para Cb(x, 0) = 100 e T = 1, 3, 5, 10, 20, e 30 .

Consideramos a concentração inicial nula. Adotamos a mesma normalização

usada em [Ng and Wu, 2008] e em [Mei et al., 1997].

A solução da equação do transporte uni-dimensional em um sistema sem a ca-

mada de lama fluida e com erosão foi encontrada analiticamente em [Mei et al., 1997].

Comparamos a solução numérica obtida por nós e a solução anaĺıtica obtida por

Mei e vimos que o erro é muito pequeno. A seguir resolvemos a equação para

d̂ = {0.25, 0.5, 1.0} com T = 5. O gráfico está na figura (3.9). Observemos que não

houve mudança para d̂ pequeno, já que as curvas estão sobrepostas.

O resultado para δ = 5, λ = 0.1 e d̂ = 7, 8, 9, 10, 11 e 12 são dados na figura

(3.10). Observamos que os picos não sofrem alterações consideráveis ao variar a

espessura na camada de lama fluida. Porém, conforme essa camada aumenta, o pico

da concentração ocorre para x′ menor.
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Figura 3.8: Cb como função de x/2π para Cb(x, 0) = 1000 e T = 1, 3, 5, 10, 20, e 30
.

Figura 3.9: Cb como função de x/2π para δ̂m = 5, λ̂m = 0.1 e d = 0.0, 0.25, 0.5 e 1.0
.
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Figura 3.10: Cb como função de x/2π para δ̂m = 5, λ̂m = 0.1 e d = 7, 8, 9, 10, 11 e 12
e T = 5.

Figura 3.11: Cb como função de x/2π para δ̂m = 8, λ̂m = 0.1 e d = 7, 8, 9, 10, 11 e 12
e T = 5.
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4 DISPERSÃO DE PART́ıCULAS DE

SEDIMENTOS NA CAMADA LIMITE DE

UM LEITO VISCOELÁSTICO- MODELO

GENERALIZADO

O objetivo desse caṕıtulo é apresentar o modelo viscoelástico generalizado

definido por [Mei et al., 2010] e deduzir uma nova equação do transporte de part́ıculas

no fundo como em (3.81) usando esse novo modelo.

Consideramos um sistema de duas camadas, sendo a camada superior formada

de água não viscosa e a inferior consistindo de lama fluida, modelada como um

material viscoelástico. Além disso, supomos que a água é inv́ıscida e que tanto a

amplitude da onda a0 quanto o deslocamento vertical da interface ar-água η são

pequenos comparados com a profundidade da água h e com o comprimento de onda

λ = 2π/K, onde k é o número de onda. Ou seja,

η = O(a0), kη = O(ka0) = O(ǫ) << 1. (4.1)

Consideramos ainda a profundidade da camada inferior pequena quando com-

parada com o comprimento de onda. Isto é, supomos que a profundidade da água

h é constante e comparável ao comprimento de onda de modo que kh = O(1).

Como no caṕıtulo anterior, assumimos que

d

h
= O(ǫ) << 1. (4.2)

No trabalho de [Liu and Mei, 1989] foi mostrado que o deslocamento vertical

da interface água-lama ξ é muito menor que o da superf́ıcie livre. Portanto,

ξ = O(ǫη). (4.3)

Isso nos permite usarmos novamente a análise perturbativa de múltiplas escalas

que explicaremos a seguir.
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4.1 Formulação

Consideramos que cristas longas de ondas de superf́ıcie se propagam na direção

positiva x′. Sejam x′, z′ coordenadas retangulares que descrevem um plano vertical

com origem sobre a superf́ıcie do mar, sendo z′ negativo para baixo.

Seja Φ′ o potencial de velocidade na camada de água inv́ıscida e η′ o desloca-

mento da superf́ıcie livre. Na camada de lama fluida, u′ e v′ denotam as componentes

da velocidade e ξ′ o deslocamento da interface.

As pressões estática e total são denotadas por p′s e P
′, respectivamente, com

P ′ = p′s + p′.

Sejam σ e a0 a frequência e a amplitude da onda de superf́ıcie, respectivamente.

Para a camada de água, usamos a seguinte normalização

(x′, z′, h) =
g

σ2
(x, z,H), t′ = σ−1t, k′ =

ω2

g
k, (4.4)

Φ′ =
a0g

σ
Φ, η′ = a0η, (P ′(w), p′(w)) = ρ(w)ga0(P

(w), p(w)), (4.5)

onde g é a gravidade, ρ(w) é a densidade da água, σ é a frequência e t é o tempo.

Para a camada de lama fluida, definimos uma nova coordenada vertical medida

a partir do fundo dessa camada

Z ′ = z′ + h+ d (4.6)

e usamos a seguinte normalização

x′ =
g

σ2
x, Z ′ = dZ, t′ = σ−1t, ξ′ = ǫa0ξ, (4.7)

u′ = a0σu, v
′ =

(
ǫa0σ

d

a0

)
v, (p′, P ) = (γρ(m)ga0)(p

(m), P (m)). (4.8)

Após definirmos a nova coordenada vertical e a normalização, o problema pode

ser representado pela figura (4.1).
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Figura 4.1: Desenho esquemático do problema com os dois sistemas de coordenadas.

4.2 Equações governantes e condições de contorno

4.2.1 Equações governantes na água

Para um fluido inv́ıscido irrotacional, nas variáveis adimensionais, o potencial

de velocidade é governado pela equação de Laplace, ou seja,

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂z2
= 0. (4.9)

Definimos um parâmetro pequeno ǫ por

ǫ =
σ2a0
g

<< 1, (4.10)

que caracteriza a inclinação da onda.

Na forma adimensional, a pressão total na água P (w) é relacionada com o

potencial Φ pela equação de Bernoulli,

∂Φ

∂t
+

1

2
|∇Φ|2 + gz = −P

(w)

ρ
, (4.11)

ou seja,

−P (w) = −p(w)s − p(w) =
z

ǫ
+
∂Φ

∂t
+
ǫ

2

[(
∂Φ

∂x

)2

+

(
∂Φ

∂z

)2
]
, (4.12)

onde p
(w)
s = z/ǫ e p(w) são a pressão estática e a pressão dinâmica, respectivamente.
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4.2.2 Equações governantes na camada de lama fluida

4.2.2.1 Dinâmica reológica da lama fluida

Como mencionamos anteriormente, a melhor maneira de modelar a lama fluida

é como um material viscoelástico, que combina ao mesmo tempo as propriedades do

fluido e do sólido.

De acordo com [Krotov, 2008], experimentos sugerem que os coeficientes Ḡ e

ν̄ dependem fortemente da frequência. Por isso, ele propôs um modelo viscoelástico

generalizado. Esse modelo relaciona as componentes de tensão (τ ′ij) e deformação

(γ′ij) pela equação diferencial
(
1 +

N∑

n=1

an(∂t′)
n

)
τ ′ij =

(
N−1∑

n=0

bn(∂t′)
n

)
γ′ij (4.13)

com o śımbolo (∂t′) denotando a derivada parcial em relação ao tempo t′ e com os

coeficientes an e bn dependendo da frequência. Logo,

τ ′ij =

(
N−1∑

n=0

bn(∂t′)
n

)
γ′ij

(
1 +

N∑

n=1

an(∂t′)
n

) . (4.14)

Nessa expressão, a0 foi tomado como 1. Podemos definir desse modo pois, caso

a0 fosse diferente de um e de zero, bastaria dividirmos a equação por a0. Observemos

ainda que o maior ı́ndice no numerador é N −1 enquanto no denominador é N . Isso

foi feito de modo que houvesse o mesmo número de incógnitas (N) no numerador e

no denominador.

Para o caso especial onde o movimento é puramente senoidal no tempo,

τ ′ = τ̃ ′e−iσt
′

, γ̇′ = ˜̇′γe−iσt
′

, (4.15)

temos por (4.13) que

τ̃ ′ = ν ˜̇′γ, (4.16)
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onde ν é complexo e

ν = |ν|eiθ = i

σ

b0 +
N−1∑

n=0

bn(−iσ)n

1 +
N∑

n=1

an(−iσ)n
. (4.17)

Para encontrar os coeficientes an e bn−1, n = 1, 2, 3, ..., N da expressão (4.17),

[Krotov, 2008] utilizou valores experimentais obtidos em [Huhe and Huang, 1994] e

de [Jiang and Mehta, 1995] da viscosidade complexa νd em termos das frequências

σ1, σ2, ..., σN , obtendo assim um sistema linear algébrico real de 2N equações e 2N

incógnitas.

4.2.2.2 Equação do movimento adimensional na camada de lama fluida

As equações governantes para a camada de lama fluida são as equações de

Navier-Stokes para um fluido incompresśıvel. Ou seja, as componentes da velocidade

u e v horizontal e vertical, respectivamente, satisfazem a equação de conservação de

massa,

ux + vZ = 0, (4.18)

a equação de conservação do momento- x,

∂u

∂t
+ ǫ

(
u
∂u

∂x
+ v

∂u

∂Z

)
= −γ ∂p

(m)

∂x
+

1

Re

a0
d

(
∂τxz
∂Z

+ ǫ
d

a0

∂τxx
∂x

)
(4.19)

e a equação de conservação do momento- Z

(
ǫ
d

a

)2

[vt + ǫ(uvx + vvZ)] = −γp(m)
Z +

ǫ

Re

(
τ zZ + ǫ

d

a
τxzx

)
. (4.20)



89

4.3 Condições de contorno

4.3.1 Interface entre água e lama fluida

A condição de fronteira cinemática na interface em termos das variáveis na

água é

Φz = ǫξt + ǫ2ξxΦx, z = −H + ǫ2ξ, (4.21)

e em termos das variáveis na lama fluida é

ξt = v − ǫξxu, Z = 1 + ǫ
d

a
ξ. (4.22)

A condição de contorno dinâmica na interface necessita da continuidade da

tensão através da interface

Λ · ~n = −(p(w)s + p(w))~n, (4.23)

com ~n = (n(x), n(z)) sendo o vetor unitário normal em direção à interface e apontando

para dentro da camada de água. Em componentes, temos que




Λxxn(x) + Λxzn(z) = −(p
(w)
s + p(w))n(x)

Λzxn(x) + Λzzn(z) = −(p
(w)
s + p(w))n(z)

(4.24)

em z = −H + ǫ2ξ (Z = 1 + ǫd
a
ξ), onde

Λij = −(p(m)
s + p(m))δij +

ǫ

γRe
τij (4.25)

com

p(m)
s =

H

ǫ
+ γ(1− Z), (4.26)

por [Mei et al., 2010].

4.3.2 Velocidade horizontal no fundo

A condição de contorno não deslizante no fundo da camada da lama fluida é

u = 0, em Z = 0 (4.27)
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v = 0, em Z = 0 (4.28)

e, em termos do deslocamento,

X = 0, em Z = 0 (4.29)

Z = 0, em Z = 0. (4.30)

4.3.3 Condições de contorno na água

Na superf́ıcie livre SF da água, impomos a condição cinemática,

∂η

∂t
=
∂Φ

∂z
− ǫ

∂η

∂x

∂Φ

∂x
, z = ǫη, (4.31)

ou seja, estamos supondo que o fluido é tangencial em SF .

Consideramos que a pressão é atmosférica. Assim, a condição de fronteira

dinâmica é dada por

−η =
∂Φ

∂t
+
ǫ

2

[(
∂Φ

∂x

)2

+

(
∂Φ

∂z

)2
]
, z = ǫη. (4.32)

Combinando as duas condições acima temos que

ΓΦ− ǫ
∂η

∂x

∂Φ

∂x
+
ǫ

2

∂

∂t

[(
∂Φ

∂x

)2

+

(
∂Φ

∂z

)2
]
= 0, z = ǫη. (4.33)

onde

Γ =
∂2

∂t2
+

∂

∂z

4.4 Aplicação do método de múltiplas escalas

Estamos supondo que a camada de lama fluida é fina comparada ao compri-

mento de onda e que a profundidade adimensional dσ2/g = O(ǫ). Assim, é esperado

que as equações de ordem zero não se alterem com a presença da camada de lama
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fluida. Essa camada vai inlfuenciar os termos de O(ǫ). Logo é natural introduzirmos

novas variáveis no espaço e no tempo como, respectivamente,

x, x1 = ǫx e t = ǫt1. (4.34)

Desse modo, devemos substituir as derivadas com respeito a x e t pelas derivadas

com respeito às variáveis na escala lenta x1 e t1 dadas por [Mei, 1989]

∂t → ∂t + ǫ∂t1 , (4.35)

∂x → ∂x + ǫ∂x1 , (4.36)

∂tt → ∂xx + 2ǫ∂tt1 + ǫ2∂t1t1 (4.37)

e

∂xx → ∂xx + 2ǫ∂xx1 + ǫ2∂x1x1 . (4.38)

Para fazermos a análise de múltipla escala, cada incógnita F , que representa

ξ, η, Φ, u, v, τ, e p, será expandida em uma série de potências em termos de ǫ, ou

seja,

F = F0 + ǫF1 + ǫ2F2 +O(ǫ3), (4.39)

onde (ηn, ξn) dependem de (x, x1; t, t1), Φn = Φn(x, x1; z; t, t1) na água e (un, vn) de

(x, x1;Z; t, t1) na lama fluida.

Cada série perturbada será substituida nas equações e nas condições de con-

torno, e assim obteremos equações perturbadas em cada ordem.

4.4.1 Ondas senoidais

Assumimos que as ondas sobre a superf́ıcie livre são portadoras. Ou seja,

consideramos que as ondas de superf́ıcie são quase simplesmente harmônicas com

amplitude variando lentamente. Um exemplo de uma onda portadora está represen-

tado na figura (4.2).
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Figura 4.2: Desenho esquemático de ondas portadoras.

η = ηo +O(ǫ) =
1

2
A(x1, t1)e

iψ + c.c. +O(ǫ), (4.40)

onde A(x1, t1) é a amplitude que varia lentamente, c.c. representa o complexo con-

jugado e

ψ = k0x− t

é a fase das ondas portadoras.

Essa hipótese feita por [Mei et al., 2010] se diferencia do trabalho de [Kranenburg, 2008]

onde foram consideradas apenas ondas harmônicas no tempo e no espaço nas escalas

rápidas.

Assim, teremos que

F0 = F00 + (F01e
iψ + c.c.), (4.41)

F1 = F10 + (F11e
iψ + c.c.) + (F21e

2iψ + c.c.), (4.42)

F2 = F20 + (F21e
iψ + c.c.) + (F22e

2iψ + c.c.) + (F32e
3iψ + c.c.) (4.43)

e assim sucessivamente, onde Fnm = Fnm(z, x1, t1) ∀ n,m ∈ N. Observemos que

assim temos que Fnm,x(z, x1, t1) = Fnm,t(z, x1, t1) = 0 ∀ n,m ∈ N. Usaremos essa

observação por diversas vezes nesse trabalho.

Supomos também que o deslocamento do meio dentro da camada de lama

fluida é de O(ǫ). Portanto, X00 = Z00 = 0.
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4.4.2 Expansão das condições de contorno

Em [Krotov, 2008], as ordens de magnitude das componentes do vetor ~n =

(n(x), n(z)) foram estimadas. Em termos das variáveis dimensionais, são dadas por

n(x) =
dζ ′√

(dx′)2 + (dζ ′)2
=

dζ′

dx̄√
1 +

(
dζ′

dx̄

)2 (4.44)

e

n(z) =
dx′√

(dx′)2 + (dζ ′)2
=

1√
1 +

(
dζ′

dx′

)2 . (4.45)

Assim, as componentes do vetor normal são dadas por

n(x) =
ǫ2 d
a
dζ
dx√

1 + ǫ4
(
dζ
dx

)2 = O(ǫ2) (4.46)

e

n(z) =
1√

1 + ǫ4
(
dζ
dx

)2 = 1 +O(ǫ4). (4.47)

Então, por (4.24), as componentes adimensionais da tensão tangencial são

(Λ · ~n) · ~e(x) = Λxxn(x) + Λxzn(z) = −(p(w)s + p(w))
ǫ2 d
a
dζ
dx√

1 + ǫ4
(
dζ
dx

)2 +
ǫ

γRe
τ zx +O(ǫ3),

(4.48)

pois τxx = τxx0 + ǫτxx1 +O(ǫ)2 = µ(γxx0 + ǫγxx1 ) = 0 por (4.61), e

(Λ · ~n) · ~e(z) = Λxzn(x) + Λzn(z) = −(p(w)s + p(w)) +
ǫ

γRe
τ zz +O(ǫ3). (4.49)

Pela equação que define a continuidade da tensão através da interface (4.23),

teremos que

−(p(w)s + p(w))
ǫ2 d
a
dζ
dx√

1 + ǫ4
(
dζ
dx

)2 = −(p(m)
s + p(m))

ǫ2 d
a
dζ
dx√

1 + ǫ4
(
dζ
dx

)2 +
ǫ

γRe
τ zx +O(ǫ3),

(4.50)
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isto é,

τxz +O(ǫ3) = 0 (4.51)

e

−(p(w)s + p(w)) = −(p(m)
s + p(m)) +

ǫ

γRe
τ zz +O(ǫ3) (4.52)

onde p
(m)
s =

H

ǫ
+ γ(1− Z).

Expandindo em série de Taylor a equação (4.51) ao redor da posição média da

interface, temos, respectivamente,

τxz|Z=1 + ǫ
a

d
ζτxzZ |Z=1 +O(ǫ2) = 0. (4.53)

Substituindo em (4.53) as séries perturbadas das incógnitas, obtemos que a

condição de continuidade da tensão na interface é dada por

τxz0 |Z=1 + ǫτxz1 |Z=1 + ǫ2τxz2 |Z=1 + ǫ
a

d
ζ0τ

xz
0,Z |Z′=1 +

a

d
ζ1τ

xz
0,Z |Z=1 = O(ǫ2) (4.54)

Logo, a condição da tensão tangencial de O(1) na interface é dada por

τxz0 |Z=1 = 0 (4.55)

4.4.3 Relação adimensional entre tensão e deformação

Adotamos o modelo viscoelástico generalizado de [Mei et al., 2010]. Pela

equação (4.13), diferentemente do caso de um fluido puramente viscoso, o tensor

de tensão normalizado está relacionado com o tensor deformação normalizado pela

seguinte equação diferencial

(
1 +

N∑

n=1

an(∂t)
n

)
τ =

(
N−1∑

n=0

bn(∂t)
n

)
γ, (4.56)

onde os coeficientes adimensionais an e bn são dados por

an = ānω
n e bn =

b̄n
µ0

ωn−1. (4.57)
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O tensor deformação é definido pela matriz

γ =


γ

xx γxz

γzx γzz


 =




2ǫ
d

a
Xx XZ +

(
ǫ
d

a

)2

Zx

XZ +

(
ǫ
d

a

)2

Zx 2ǫ
d

a
ZZ


 . (4.58)

Expandindo o deslocamento (X ,Z) em séries perturbadas, temos que

γ =




2ǫ
d

a
X0,x + 2ǫ2

d

a
(X1,x + X0,x1) X0,Z + ǫX1,Z + ǫ2X2,Z +

(
ǫ
d

a

)2

Z0,x

X0,Z + ǫX1,Z + ǫ2X2,Z +

(
ǫ
d

a

)2

Z0,x 2ǫ
d

a
Z0,Z + 2ǫ2

d

a
Z1,Z


+O(ǫ3).

(4.59)

Agrupando os termos de O(1), obtemos que,

O(1) :





γxx0 = 0,

γxz0 = X0,Z ,

γzz0 = 0,

(4.60)

onde γxzi = γzxi ∀i ∈ 0, 1, 2. Desse modo, podemos encontrar o tensor deformação

para cada harmônico. Para O(1), temos que





γxx00 = 0,

γxz00 = X00,Z = 0,

γzz00 = 0





γxx01 = 0,

γxz01 = X01,Z ,

γzz01 = 0

(4.61)

visto que X00 = 0 e Z00 = 0.

Introduzindo as escalas de tempo lentas nos operadores diferenciais em (4.56),

obtemos que

1 +
N∑

n=1

an(∂t + ǫ∂t1)
n → 1 +

N∑

n=1

an(∂t)
n + ǫ

N∑

n=1

nan(∂t1)(∂t)
n−1 +O(ǫ2)

e
N−1∑

n=0

bn(∂t + ǫ∂t1)
n →

N−1∑

n=0

bn(∂t)
n + ǫ

N−1∑

n=0

nbn(∂t1)(∂t)
n−1 +O(ǫ2).
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Introduzindo as expansões das séries perturbadas em (4.56), obtemos que

1 +
N∑

n=1

an(∂t)
n + ǫ

N∑

n=1

nan(∂t1)(∂t)
n−1

=
N−1∑

n=0

bn(∂t)
n + ǫ

N−1∑

n=0

nbn(∂t1)(∂t)
n−1 +O(ǫ2), (4.62)

Portanto,

(
1 +

N∑

n=1

an(∂t)
n

)
τ0 + ǫ

[(
1 +

N∑

n=1

an(∂t)
n

)
τ1 +

N∑

n=1

nan(∂t1)(∂t)
n−1τ0

]

=
N−1∑

n=0

bn(∂t)
nγ0 + ǫ

(
N−1∑

n=0

bn(∂t)
nγ1 +

N−1∑

n=0

nbn(∂t1)(∂t)
n−1γ0

)
+O(ǫ2). (4.63)

Tomando os termos de O(1),

(
1 +

N∑

n=1

an(∂t)
n

)
τ0 =

N−1∑

n=0

bn(∂t)
nγ0. (4.64)

Logo, substituindo os harmônicos,

(
1 +

N∑

n=1

an(∂t)
n

)
(τ00 + τ01e

iψ + c.c.) =
N−1∑

n=0

bn(∂t)
n(γ00 + γ01e

iψ + c.c.). (4.65)

Assim, separando por harmônicos a equação de O(1), obtemos que

(
1 +

N∑

n=1

an(∂t)
n

)
τ00 =

N−1∑

n=0

bn(∂t)
nγ00, (4.66)

(
1 +

N∑

n=1

an(−i)n
)
(τ01 + c.c.) =

N−1∑

n=0

bn(−i)n(γ01 + c.c.). (4.67)

Logo, obtemos para o primeiro harmônico que

(
1 +

N∑

n=1

an(−i)n
)
τxx01 =

N−1∑

n=0

bn(−i)nγxx01 = 0, (4.68)
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(
1 +

N∑

n=1

an(−i)n
)
τxz01 =

N−1∑

n=0

bn(−i)nγxz01 =
N−1∑

n=0

bn(−i)nX01,Z (4.69)

e (
1 +

N∑

n=1

an(−i)n
)
τ zz01 =

N−1∑

n=0

bn(−i)nγzz01 = 0, (4.70)

onde usamos que γ01 = 0 por (4.60). Definindo

µ = i

N−1∑

n=0

bn(−i)n

1 +
N∑

n=1

an(−i)n
, (4.71)

concluimos que

τxx01 = 0, τxz01 = µu01,Z e τ zz01 = 0. (4.72)

4.5 Problema perturbativo na lama fluida

No apêndice C, mostramos que a solução da equação diferencial (C.9) com as

condições de contorno (C.10) e (C.12) é dada por

u01 =
k0γA

2 cosh q
(1− cosh(λZ) + tanhλsenh(λZ)). (4.73)

Integrando a equação da continuidade e usando a condição não deslizante no

fundo (4.28) obtemos o perfil da velocidade vertical

v01 = −i γk0A

2λsenhq
[λZ − senh(λZ) + tanhλ[cosh(λZ)− 1]]. (4.74)

Pela condição cinemática na fronteira (4.22), obtemos a amplitude do deslo-

camento da interface

ξ01 = i
d

a0
(v01)|Z=1 = γ

d

a0

k0A

2senhq
G(σ), (4.75)

onde

G(σ) = 1− tanh σ

σ
. (4.76)
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4.6 Problema perturbativo na água

Substituindo a expansão de Φ definida em (4.39) na equação de Laplace (4.9),

obtemos que
∂

∂x
(Φ0 + ǫΦ1) +

∂

∂z
(Φ0 + ǫΦ1) = O(ǫ2) (4.77)

Usando (4.77) e (4.41) a equação de ordem O(1) é dada por

−k20Φ01 +
∂Φ01

∂z
= 0 em −H < z < 0. (4.78)

Tomando os termos de O(1) em (4.33), obtemos que a condição de contorno

de ordem 0 para Φ é dada por

∂Φ01

∂z
− Φ01 = 0 em z = 0. (4.79)

Pela condição de contorno dinâmica (4.32),

−iΦ01 =
−A
2

em z = 0. (4.80)

Ainda, pela condição na interface (4.21)

∂Φ01

∂z
= 0 em z = −H. (4.81)

Usando as condições de fronteira (4.79) e (4.80), mostramos no apêndice C que

Φ01 = − iA
2

coshQ

cosh q
, onde Q = k0(z +H), q = k0H, (4.82)

onde k0 é o número de onda. Mostramos também no apêndice C que k0 satisfaz a

relação de dispersão

k0 tanh(k0H) = 1. (4.83)

Observemos que essa é a relação de dispersão usual. Para isso, basta transfor-

marmos as variáveis adimensionais de (4.83) em dimensionais. Temos que

k0 = k̄0
g

σ2
e H = h

σ2

g
.
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Portanto, (4.83) pode ser escrito como

σ2 = gk̄0 tanh(k̄oh) (4.84)

Para encontrarmos a equação do transporte que queremos, precisamos calcular

as coordenadas horizontal e vertical da água. Estamos considerando que a água é

um fluido potencial. Logo, a velocidade da água adimensional é dada por

u′
w
= (u′w, v

′
w) =

a0g

σ

(
∂Φ

∂x

σ2

g
,
∂Φ

∂z

σ2

g

)
= a0σ

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂z

)
,

isto é,

u′
w
= a0σuw. (4.85)

Obtemos que

uw01
=

∂

∂x
(Φ01e

iψ) = ik0Φ01a0σ =
k0A

2

coshQ

cosh q
(4.86)

e

vw01
= − iAk0

2

senhQ

cosh q
. (4.87)

A solução Φ00 também foi obtida em [Mei et al., 2010]. Porém ela não será

necessária no nosso trabalho, como veremos a seguir.

Seguindo o mesmo procedimento, obtemos que o problema de valor de contorno

do primeiro harmônico de O(ǫ) é dado por

∂2Φ11

∂z2
− k20Φ11 = −k0

coshQ

cosh q

∂A

∂x1
, (4.88)

sujeito às condições de contorno

∂Φ11

∂z
− k0Φ11 =

∂A

∂t1
, z = 0 (4.89)

e
∂Φ11

∂z
= −iξ01, z = −H, (4.90)

onde ξ01 está dado em (4.75).
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[Mei et al., 2010] mostrou que a solução desse problema de valor de contorno

é dada por

Φ11 = ik1CgAsenhqsenhQ− QsenhQ

2k0 cosh q

∂A

∂x1
, (4.91)

onde

k1 = −γ d
a0

(
2k20

2q + senh(2q)

)
(4.92)

e Cg é a velocidade de grupo dada por

Cg =
1

2k0

(
1 +

2q

senh(2q)

)
. (4.93)

Ele afirma também que a solução do problema do segundo-harmônico é dada

por

Φ12 =
3i

16

A2

senh4q
cosh(2Q). (4.94)

Para calcularmos as coordenadas da velocidade de água de O(ǫ), novamente

iremos usar o fato de estarmos supondo que a água é irrotacional. Logo,

uw1
=

[
∂Φ0

∂x1
+
∂Φ1

∂x

]

=

[
∂Φ00

∂x1
+
∂Φ01

∂x1
eiψ + ik0Φ11e

iΨ + 2ik0Φ12e
2iΨ

]
+ c.c. (4.95)

e

vw1
=

[
∂Φ1

∂z
=
∂Φ11

∂z
eiΨ +

∂Φ12

∂z
e2iΨ

]
+ c.c. (4.96)

Separando por harmônicos

uw10
=
∂Φ00

∂x1
, (4.97)

uw11
=

[−i
2

∂A

∂x1

coshQ

cosh q
+ ik0

(
ik1CgAsenhqsenhQ− QsenhQ

2k0 cosh q

∂A

∂x1

)]
, (4.98)

uw12
= ik0

3i

8

A2

senh4q
cosh(2Q), (4.99)

vw10
= 0, (4.100)

vw10
=

[
ik1k0CgAsenhq coshQ− k0

senhQ+Q coshQ

2k0 cosh q

∂A

∂x1

]
(4.101)
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e

vw12
=

3ik0
8

A2

senh4q
senh(2Q). (4.102)

4.7 Equação do transporte

O principal objetivo desse caṕıtulo é obter uma equação do transporte para

a concentração de sedimentos suspensos no fundo usando o modelo viscoelástico

generalizado. Os resultados obtidos aqui são originais.

Consideramos o transporte de part́ıculas suspensas na onda da camada limite

sobre uma interface água-lama fluida.

Expandimos a concentração, a velocidade do fluido e a derivada no tempo da

seguinte forma

(u′w, v
′
w) = (u′w0

, v′w0
) + ǫ(u′w1

, v′w1
) + ..., (4.103)

C ′ → C ′
0 + ǫC ′

1 + ǫ2C ′
2 + ... (4.104)

∂

∂t′
→ ∂

∂t′
+ ǫ

∂

∂t′1
+ ǫ2

∂

∂T ′ +O(ǫ3) (4.105)

onde esperamos que o termo de ordem zero C ′
0 = C ′

0(x
′, z, T ′) represente a concen-

tração principal no tempo e portanto não depende do tempo rápido t′, enquanto que

os termos de ordem mais alta C ′
n = C ′

n(x
′, z′, t′, T ′), para n = 1, 2, ... são funções de

ambos os tempos. Observamos que estamos escrevendo as equações com variáveis

dimensionais.

Continuaremos a usar a análise de múltipla escala. Assim, expandiremos no-

vamente as derivadas no espaço como em (4.36) e (4.38).

Da mesma forma que no caṕıtulo anterior, a condição de fronteira do fundo

(3.39) pode ser expandida em série de Taylor sobre o primeiro ńıvel na interface.

Assim obtemos

v′fC
′ + E ′∂C

′

∂z′
+ ǫξ

(
v′fC

′ + E ′∂C
′

∂z′

)
= 0 em z′ = ǫξ′. (4.106)
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As equações perturbadas são obtidas tomando os termos de potências de ǫ

iguais depois de substituirmos as expansões (4.103), (4.104), juntamente com as

expansões das derivadas, em (3.38) e (4.106). Isto é,

∂

∂t′
(C ′

0 + ǫC ′
1 + ǫ2C ′

2) + ǫ
∂

∂t′1
(C ′

0 + ǫC ′
1) + ǫ2

∂C ′
0

∂T ′ + ǫ(u′w0
+ ǫu′w1

)

{
∂

∂x′
[(C ′

0 + ǫC ′
1)]

+ ǫ
∂

∂x′1
(u′w0

C ′
0)

}
+ (ǫ(v′w0

+ ǫv′w1
)− v′f )

∂

∂z′
[(C ′

0 + ǫC ′
1)]

= ǫ2E ′∂
2C ′

0

∂x′2
+ E ′ ∂

2

∂z′2
(C ′

0 + ǫC ′
1 + ǫ2C ′

2). (4.107)

Dessa forma, as equações de ordem zero são dadas por

v′f
∂C ′

0

∂z′
+ E ′∂

2C ′
0

∂z′2
em 0 < z′ <∞, (4.108)

v′fC
′
0 + E ′∂C

′
0

∂z′
= 0 em z′ = 0, (4.109)

C ′
0 = 0 quando z′ → ∞. (4.110)

Consideramos a seguinte normalização

C = C ′/Ci v′f = a0σvf E ′ =
a0g

σ
E, (4.111)

onde Ci é a concentração inicial. Usando também a normalização definida em (4.5),

obtemos que o problema de O(1) pode ser escrito como

vf
∂C0

∂z
+ E

∂2C0

∂z2
= 0 em 0 < z <∞, (4.112)

vfC0 + E
∂C0

∂z
= 0 em z = 0, (4.113)

C0 = 0 quando z′ → ∞. (4.114)

Pelo caṕıtulo 3, sabemos que a solução dessa equação sujeita a essas condições

de contorno é dada por (3.47).
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4.8 Equação de O(ǫ)

Por (4.107), a equação de O(ǫ) é dada por

E ′∂
2C ′

1

∂z′2
+ v′f

∂C ′
1

∂z′
− ∂C ′

1

∂t′
=

∂

∂x′
(u′w0

C ′
0) +

∂

∂z′
(v′w0

C ′
0) (4.115)

v′fC
′
1 + E ′∂C

′
1

∂z′
= 0 em z′ = 0, (4.116)

C ′
1 = 0 quando z′ → ∞. (4.117)

Substituindo a normalização, obtemos que o problema de O(ǫ) pode ser escrito

como

a0g

σ
E
∂2C1

∂z2
σ4

g2
+ a0σvf

∂C1

∂z

σ2

g
− ∂C1

∂t
σ =

σ2

g
a0σ

[
∂

∂x
(uw0

C0) +
∂

∂z
(vw0

C0)

]
(4.118)

vfC1 + E
∂C1

∂z
= 0 em z = 0, (4.119)

C1 = 0 quando z → ∞. (4.120)

Assim, podemos ver que a equação (4.118) se torna

∂2C1

∂z2
+

1

α

∂C1

∂z
− g

a0σ2E

∂C1

∂t
=

1

E

[
∂

∂x
(uw0

C0) +
∂

∂z
(vw0

C0)

]
, (4.121)

onde α está definido em (3.48).

Observemos que

uw00
= a0σ

∂Φ00

∂x
= 0 pois Φ00 = Φ00(x1, t1).

Lembrando que

uw0 = u00 + u01e
iψ + c.c.,

e usando a equações da continuidade e (3.47), obtemos que o lado direito da equação

(4.118) é dado por

∂

∂x
(uw0

C0) +
∂

∂z
(vw0

C0) = uw0

∂C0

∂x
+ vw0

∂C0

∂z

= Re[uw01
eiψ]F

∂Cb
∂x

+ Re[vw01
eiψ]F ′Cb. (4.122)
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Logo, podemos expressar C1 como

C1 = Re[N(z)eiψ]
∂Cb
∂x

+ Re[M(z)eiψ]Cb, (4.123)

onde as funções M e N são governadas pelos seguintes problemas de valor de con-

torno
d2N

dz2
+

1

α

dN

dz
+

ig

a0σ2E
N =

uw01
F

E
em 0 < z <∞, (4.124)

dN

dz
+

1

α
N = 0 em z = 0, (4.125)

N = 0 quando n→ ∞, (4.126)

e
d2M

dz2
+

1

α

dM

dz
+

ig

a0σ2E
M =

vw01
F ′

E
em 0 < z <∞, (4.127)

dM

dz
+

1

α
M = 0 em z = 0, (4.128)

M = 0 quando n→ ∞. (4.129)

A solução do problema de valor de contorno (4.124)-(4.126) é dada por

N(z) = A1e
−βz/α + [A2 cosh(k0z) + A3senh(k0z)]e

−z/α, (4.130)

ondeA1, A2, A3, e β são constantes a serem determinadas. No apêndice D mostramos

que essas constantes são dadas por

A1 =
k0α

β − 1
A3, (4.131)

A2 =

k0A

2E
− k0
α
A3

(
k20 +

ig

a0σ2E

) (4.132)

e

A3 =

k0A

2E

[
tanh q

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
+
k0
α

]

(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

− k20
α2

. (4.133)
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Analogamente, consideramos a solução do problema de valor de contorno

(4.127)-(4.129) dada por

M = B1e
−θz/α + (B2 cosh(σz) + B3senh(σz))e

−z/α, (4.134)

onde B1, B2, B3 e θ são constantes a serem determinadas. Também mostramos no

apêndice D que essas constantes são dadas por

B1 =
σα

β − 1
B3, (4.135)

B2 =

ik0A

2αE
tanh q − k0

α
B3

(
k20 +

ig

a0σ2E

) (4.136)

e

B3 =

ik0A

2αE

[(
k20 +

ig

a0σ2E

)
+
k0
α

]

(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

+
k20
α2

. (4.137)

4.9 Equação de O(ǫ2)

Tomando os termos de O(ǫ2) na equação (4.107) temos que

∂C ′
0

∂T ′ +
∂C ′

2

∂t′
+
∂C ′

1

∂t′1
+

∂

∂x′
(u′w1

C ′
0) +

∂

∂x′
(u′w0

C ′
1) +

∂

∂x′1
(u′w0

C ′
0) +

∂

∂z′
(v′w1

C ′
0)

+
∂

∂x′
(v′w0

C1)− v′f
∂C ′

2

∂z′
= E ′2

(
∂2C ′

0

∂x′2
+
∂2C ′

2

∂t′2

)
. (4.138)

v′fC
′
2 + E ′∂C

′
2

∂z′
= ξ′

(
v′fC

′
1 + E ′∂C

′
1

∂z′

)
em z′ = 0, (4.139)

C ′
2 = 0 quando z′ → ∞, (4.140)

onde u′w1
e v′w1

são definidas em (4.95) e (4.96), respectivamente.

Tomando a média sobre o peŕıodo de onda, temos pela equação (4.138) que

∂C ′
0

∂T ′ +
∂C ′

1

∂t′1
+

∂

∂x′
(u′w1

C ′
0) +

∂

∂x′
(u′w0

C ′
1) +

∂

∂x′1
(u′w0

C ′
0) +

∂

∂x′
(v′w0

C ′
1)

− v′f
∂C ′

2

∂z′
= E ′2

(
∂2C ′

0

∂x′2
+
∂2C ′

2

∂t′2

)
em 0 < z′ <∞. (4.141)
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pois
∂C ′

2

∂t′
=

∂

∂z′
(v′w1

C ′
0) = 0,

visto que v′w2
= 0 em z′ = 0. Podemos afirmar isso já que não há a componente

normal da corrente constante no fundo da camada de Stokes.

As condições de contorno de O(ǫ2) são dadas por

v′fC
′
2 + E ′∂C

′
2

∂z′
= ξ

(
v′fC

′
1 + E ′∂C

′
1

∂z′

)
em z′ = 0, (4.142)

e

C ′
2 = 0 quando z′ → ∞, (4.143)

Integrando (4.141) com respeito à profundidade através da camada limite,

〈F 〉∂C
′
b

∂t′
+

∂

∂t′1
〈C ′

1〉+
∂

∂x′
(〈u′w1

F 〉C ′
b) +

∂

∂x′
〈u′w0

C ′
1〉+

∂

∂x′1
(〈u′w0

F 〉C ′
b)

− v′w0
C ′

1

∣∣∣∣
z′=0

+v′fC
′
2

∣∣∣∣
z′=0

= E ′〈F 〉∂
2C ′

2

∂x′2
− E ′∂C

′
2

∂z′

∣∣∣∣
z′=0

, (4.144)

onde

〈G〉 =
∫ ∞

0

Gdz′.

Pela condição na interface (4.22), temos que

∂ξ′0
∂t′

= v′w0

∣∣∣∣
z′=0

. (4.145)

Além disso, notemos que

v′w0
C ′

1

∣∣∣∣
z′=0

+v′fC
′
2

∣∣∣∣
z′=0

+E ′∂C
′
2

∂z′

∣∣∣∣
z′=0

= −ξ′0
∂C ′

1

∂t′
+ ξ′0

(
v′fC

′
1 + E ′∂C

′
1

∂z′

)∣∣∣∣
z′=0

= ξ′0

(
−∂C

′
1

∂t′
+ v′fC

′
1 + E ′∂C

′
1

∂z′

)∣∣∣∣
z′=0

= ξ′0

(
∂

∂x′
(u′w0

C ′
0) +

∂

∂z′
(v′w0

C ′
0)

)∣∣∣∣
z′=0

,(4.146)



107

por (4.118). Logo,

v′w0
C ′

1

∣∣∣∣
z′=0

+v′fC
′
2

∣∣∣∣
z′=0

+E ′∂C
′
2

∂z′

∣∣∣∣
z′=0

=

[
ξ′0

(
∂

∂x′
(u′w0

C ′
0)

)
+

(
∂

∂z′
(v′w0

C ′
0)

)] ∣∣∣∣
z′=0

= ξ′0

(
∂

∂x′
(u′w0

C ′
0)

)∣∣∣∣
z′=0

= −1

2
Re(ξ′01u

′∗
01)z′=0

∂C ′
b

∂x′
. (4.147)

Substituindo (4.147) em (4.144),

〈F 〉∂C
′
b

∂T ′ +
∂

∂t′1
〈C ′

1〉+
∂

∂x′
(〈u′w1

F 〉C ′
b) +

∂

∂x′
〈u′w0

C ′
1〉+

∂

∂x′1
(〈u′w0

F 〉C ′
b)

− 1

2
Re(ξ′01u

′∗
01)z′=0

∂C ′
b

∂x′
= E ′〈F 〉∂

2C ′
2

∂x′2
, (4.148)

Dividindo a equação acima por 〈F 〉 e lembrando que C1 é harmônico no tempo,

∂C ′
b

∂T ′ +

∂

∂x′
(〈u′w1

F 〉C ′
b)

〈F 〉 +

∂

∂x′
〈u′w0

C ′
1〉

〈F 〉 +

∂

∂x′1
(〈u′w0

F 〉C ′
b)

〈F 〉

− 1

2

Re(ξ′01u
′∗
01)z′=0

〈F 〉
∂Cb
∂x′

= E ′∂
2C ′

2

∂x′2
, (4.149)

Substituindo a normalização que definimos anteriormente obtemos

∂Cb
∂T

σ + a0σ

∂

∂x
(〈uw1

F 〉Cb)
〈F 〉

σ2

g
+ a0σ

∂

∂x
〈uw0

C1〉
〈F 〉

σ2

g
+ a0σ

∂

∂x1
(〈uw0

F 〉Cb)

〈F 〉
σ2

g

− a20σ
1

2

Re(ξ01u
∗
01)z=0

〈F 〉
∂Cb
∂x

σ2

g
=
a0g

σ
E
∂2C2

∂x2
σ4

g2
, (4.150)

Dividindo por σ,

∂Cb
∂T

+

∂

∂x
(〈uw1

F 〉Cb)
〈F 〉

a0σ
2

g
+

∂

∂x
〈uw0

C1〉
〈F 〉

a0σ
2

g
+

∂

∂x1
(〈uw0

F 〉Cb)

〈F 〉
a0σ

2

g

− 1

2

Re(ξ01u
∗
01)z=0

〈F 〉
∂Cb
∂x

a0σ
2

g
=
a0σ

2

g
E
∂2C2

∂x2
, (4.151)
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logo,

∂Cb
∂T

+
a0σ

g

[
〈uw1

F 〉
〈F 〉 +

Re〈u∗w0
M〉

2〈F 〉 − 1

2

Re(ξ01u
∗
01)z=0

2〈F 〉

]
∂Cb
∂x

+
a0σ

2

g

∂

∂x1
〈uw0

F 〉

〈F 〉 Cb

=
a0σ

2

g

[
E − Re〈u∗w0

N〉
2〈F 〉

]
∂2Cb
∂x2

, (4.152)

Em [Ng and Wu, 2008], a média da velocidade de ordem ǫ no tempo foi calcu-

lada como

ūw1 = kσ−1|ÛI |2
{
Re

[
D

(
1 +

1

2
λw(z + λ∗w

−1B∗)

)
e−λwz − 2D

]
+

1

4
|D|2e−2z/δw − 3

4
|D|2 − 1

2

]
,

onde uL é o transporte de massa na camada limite sob a interface e é dado por

ul = kσ−1|ÛI |2
{
2Re[D(e−λwz − 1)] +

3

4
|D|2(e−2z/δw − 1)

}
.

Portanto
∂uw1
∂x

= 0.

Além disso, observemos que, como uw0 é harmônico no tempo, temos que

uw0 = 0.

Logo, obtemos que a equação adimensional para a concentração no fundo é

dada por
∂Cb
∂T

+ U
∂Cb
∂x

= [E −DT ]
∂2Cb
∂x2

, (4.153)

onde

U =
a0σ

2

g

[
〈uw1

F 〉
2〈F 〉 +

Re〈u∗w0
M〉

2〈F 〉 − 1

2

Re(ξ01u
∗
01)z=0

〈F 〉

]
(4.154)

e

DT = −a0σ
2

g

Re〈u∗w0
N〉

2〈F 〉 , (4.155)

A equação acima é o principal resultado original que obtivemos neste caṕıtulo.

Observemos que os coeficientes de dispersão e convecção DT e U , respectivamente,
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têm as mesmas caracteŕısticas dos coeficientes obtidos por [Ng and Wu, 2008], des-

critos em (3.82) e (3.83). O que torna a equação diferente são as coordenadas da

velocidade da água de O(1) e O(ǫ) e a onda da interface de O(1), que foram obtidas

com o modelo viscoelástico generalizado. A importância desse resultado se deve

ao fato de esse modelo ter sido obtido através de um modelo mais reaĺıstico, de

acordo com [Krotov, 2008], visto que ele leva em consideração a dependência dos

coeficientes da tensão e deformação da frequência.
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5 CÁLCULO DO TERMO DE DISSIPAÇÃO

DE ENERGIA DE ONDAS

Por [Kranenburg, 2008], em diversos lugares do mundo há lama em frente às

costas e nas foz dos rios. Essa lama pode ser transportada a esses lugares como um

fluido ou pode se tornar um fluido devido a certas condições das ondas. A lama

fluida pode ter um forte efeito no amortecimento das ondas de superf́ıcie.

Nesse caṕıtulo descreveremos o trabalho de [Kranenburg, 2008] onde um termo

de dissipação de energia por uma camada de lama fluida viscosa foi deduzido. A

seguir, encontraremos um novo termo de dissipação de energia baseado nos modelos

de camadas viscoelásticas mostrados em [Ng, 2000] e [Ng and Zhang, 2007]. Esse

modelo pode ser incorporado no modelo de previsão de ondas SWAN.

5.1 Modelo de Kranenburg

O modelo de [Kranenburg, 2008] é descrito do seguinte modo: a camada su-

perior de água é não viscosa e de qualquer espessura. Já a camada inferior de lama

fluida é viscosa e é fina, em comparação com o comprimento de onda, como na

figura 5.1. O modelo é bi-dimensional, e denotaremos como x e z as coordenadas

horizontal e vertical, respectivamente.

Com esse modelo, uma equação de dispersão foi elaborada, usando a esquema-

tização de [De Wit, 1995] que descrevemos brevemente no caṕıtulo 1.

O sistema foi descrito através das equações do momento e da continuidade em

ambas as camadas. Ou seja, a camada de água foi descrita através das seguintes

equações
∂

∂t
u1(x, z, t) +

1

ρ1

∂

∂x
p1(x, z, t) = 0, (5.1)
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Figura 5.1: Modelo de duas camadas - [Kranenburg, 2008].

∂

∂t
w1(x, z, t) +

1

ρ1

∂

∂x
p1(x, z, t) + g = 0, (5.2)

e
∂

∂x
u1(x, z, t) +

∂

∂z
w1(x, z, t) = 0 (5.3)

e a camada de lama fluida por

∂

∂t
u2(x, z, t) +

1

ρ2

∂

∂x
p2(x, z, t) = ν

∂

∂z2

2

u2(x, z, t), (5.4)

1

ρ1

∂

∂x
p2(x, z, t) + g = 0, (5.5)

e
∂

∂x
u2(x, z, t) +

∂

∂z
w2(x, z, t) = 0, (5.6)

onde as funções com ı́ndice 1 e 2 representam as funções definidas na água e na lama

fluida, respectivamente.

A seguir, as seguintes soluções para as coordenadas da velocidade horizontal e

vertical e a pressão em ambas as camadas foram supostas como

u1(x, z, t) = U1(z)e
i(kx−σt), (5.7)
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u2(x, z, t) = U2(z)e
i(kx−σt), (5.8)

w1(x, z, t) = W1(z)e
i(kx−σt), (5.9)

w2(x, z, t) = W2(z)e
i(kx−σt), (5.10)

p1(x, z, t) = P1(z)e
i(kx−σt) + ρ1g(Htot0− z) (5.11)

e

p2(x, z, t) = P2(z)e
i(kx−σt) + ρ1g(Htot0−Hm0) + ρ2g(Hm0− z), (5.12)

onde Htot0 = Hw0 + Hm0 sendo que Hw0 e Hm0 são a profundidade da água e da

lama fluida, respectivamente. Além disso φ é a diferença de fase entre as ondas da

superf́ıcie livre e da interface.

Além disso, o deslocamento da superf́ıcie livre e da interface foram descritos

como, respectivamente,

η = aei(kx−σt) (5.13)

e

ξ = ξ0e
i(kx−σt) = beiφei(kx−σt), (5.14)

onde ξ0 é complexo para que a diferença de fase entre as duas ondas seja considerada.

Substituindo essas soluções nas equações escritas acima e depois substituindo

em condições de contorno apropriadas, uma matriz foi obtida com 8 equações e 8

incógnitas dada por




cosh(kHtot0) senh(kHtot0) 0 0 σ 0

senh(kHtot0) cosh(kHtot0) 0 0 −gk
σ

0

cosh(kHtot0 senh(kHtot0) 0 0 0 −σ
0 0 −k(cosh(mHm0)−1)

m
k(−senh(mHm0)+mHm0)

m
0 σ

0 0 cosh(mHm0) senh(mHm0) 0 0

σsenh(kHm0)
k

σ cosh(kHm0)
k

−2iνρ2ksenh(mHm0)
ρ1

−ρ2(−σ+2iνk2 cosh(mHm0)−2iνk2)
kρ1

0 g(ρ2−ρ1)
ρ1




(5.15)
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Ao igualar essa matriz a zero, a equação de dispersão foi obtida, chamada

equação de dispersão de Delft. Essa equação foi escrita em [Kranenburg, 2008] u-

sando o software MAPLE e está definida na figura 5.2 onde ω = σ é a frequência.

Figura 5.2: Equação de dispersão de Delft - [Kranenburg, 2008].

Um método iterativo foi adotado para resolver essa equação de modo a cal-

cular o número de onda k. Esse método se baseia na rotina que está descrita em

FORTRAN IMSL library [Visual Numerics Inc., 1997]. Após calculado o número

de onda, pode- se encontrar os coeficientes das soluções que foram supostas anteri-

ormente.

5.1.1 Dissipação de energia

[Gade, 1958] expressou o trabalho por unidade de área dW no tempo dt na

camada inferior como

dW = −pdn
dt
dt (5.16)
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onde dn é o deslocamento infinitesimal normal à interface e p é a pressão na água.

A inclinação da interface é assumida pequena devido a hipótese de que a amplitude

da onda na superf́ıcie livre é pequena comparada à profundidade da camada de água

e ao comprimento de onda e pelo fato da amplitude da oscilação na interface ser

menor do que a amplitude na superf́ıcie. Por isso, podemos reescrever o trabalho

como

dW = −pdξ
dt
dt (5.17)

Ao multiplicarmos a parte imaginária da pressão pela parte imaginária da

onda na interface obtemos um termo real. Porém, [Kranenburg, 2008] afirma que

essa parte não representa a f́ısica envolvida no problema. Por isso, a parte imaginária

da pressão foi desprezada.

Integrando sob o peŕıodo de onda T obtemos o trabalho total. A divisão por

T resulta na média da energia transmitida através da interface por unidade de área

e tempo. Isto é,

W =
−1

T

∫ T

0

p
dξ

dt
dt (5.18)

[Kranenburg, 2008] afirmou que a perda de energia pode ser relacionada com

a energia total e que a média da energia total sob um peŕıodo de onda por unidade

de área é dada por

EM =
1

2
ρ1ga

2(e−ikx)2 (5.19)

Assim, a dissipação relativa foi obtida através da divisão entre a média do

trabalho e a média da energia, resultando na equação de dispersão de Delft:

D =
−σRe(P1)bsen(φ)

ρ1ga2
, (5.20)

onde

Re(P1) = ρ1ag cosh(kz)−
ρ1aσ

2senh(kz)

k
para z ∈ Htot0 − z (5.21)

e φ é a diferença de fase entre as ondas da superf́ıcie da água e da interface.
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5.2 Novo modelo de dissipação de energia

Vimos na seção anterior que [Kranenburg, 2008] deduziu um termo que calcula

a dissipação de energia para uma camada de lama fluida viscosa. Nosso objetivo na

seção presente é deduzir uma nova forma para o termo que descreve a dissipação de

energia para uma lama fluida viscoelástica, já que, como mencionamos no caṕıtulo

1, existem estudos que mostram que a abordagem viscoelástica é a melhor maneira

de descrever as propriedades reológicas da lama fluida.

Novamente consideramos um sistema de duas camadas, sendo a superior de

água não viscosa e a inferior de lama fluida viscoelástica. O modelo que adotaremos

para descrever a camada inferior é o modelo de Voight. Seguiremos os passos de

[Ng and Zhang, 2007].

Descreveremos esse problema em coordenadas Lagrangianas. Denotaremos as

posições horizontal e vertical da part́ıcula material, respectivamente, como (α, β).

O eixo α se direciona ao longo da propagação das ondas de superf́ıcie e o eixo β

verticalmente acima do ńıvel de equiĺıbrio da superf́ıcie livre, como na figura 5.3.

A posição instantânea da part́ıcula, denotada por (xf , zf ) com f = w,m re-

presentando água e lama fluida, respectivamente, é função de α, β e t.

Introduzimos também duas coordenadas locais sobre as camadas limites

nm = β + h+ d e nw = β + h = nm − d,

que apontam para cima da camada de lama fluida e de água, respectivamente.

Em [Ng and Zhang, 2007], o deslocamento da interface foi expandido em série

de potências de ǫ = ka como

ξ = ǫξ1 + ǫ2ξ2 +O(ǫ3) (5.22)

e a pressão na água e na lama fluida como

pf = ρwgh− ǫfρfg(nm − d) + ǫpf1 + ǫ2pf2 +O(ǫ3), (5.23)
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Figura 5.3: Desenho esquemático - [Ng and Zhang, 2007].

onde ǫw = kδw e ǫm = kδm. [Ng and Zhang, 2007] observou que a relação entre os

três parâmetros pequenos é

ǫw << ǫm ≃ ǫ << 1. (5.24)

Seguindo a mesma descrição do sistema que usamos no caṕıtulo 3, as equações

de continuidade e do momento em O(ǫ) são dadas por

∂Xf1

∂α
+
∂Zf1

∂nf
= 0, (5.25)

∂2Xf1

∂t2
= − 1

ρf

∂pf1
∂α

+
1

ρf

∂τfxz1
∂nf

, (5.26)

0 = − 1

ρf

∂pf1
∂nf

, (5.27)

onde τfxz1 é dado por

τfxz1 = µf
∂2Xf1

∂nf∂t
+Gf

∂Xf1

∂nf
(5.28)

e Gf é o módulo da rigidez do meio.
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Por (3.12), temos que o deslocamento da part́ıcula e a pressão são assintotica-

mente iguais próximos do fundo, ou seja,

(Xw1, pw1) → (XI , PI), quando nw >> δw, β → −h, (5.29)

onde XI e PI satisfazem a equação

∂2XI

∂t2
= − 1

ρw

∂PI
∂α

, quando β → −h. (5.30)

Como fizemos no caṕıtulo 3, vamos expressar as quantidades na mesma forma

harmônica que a onda da superf́ıcie livre

(Xf1,Zf1, pf1, XI , ξ1) = (x̃f , z̃f , p̃f , X̃I , b)e
i(kα−σt), (5.31)

onde x̃f = x̃f (nf ), z̃f = z̃f (nf ) e p̃f = p̃f (nf ) são funções complexas de nf .

Pela equação (5.27) e pela condição de contorno (5.29), observamos que

pf1 = PI = −ρw
∫
∂2XI

∂t2
dα, (5.32)

onde na última igualdade do lado direito usamos a equação (5.30). [Ng and Zhang, 2007]

mostrou que X̃I é dado por

X̃I =
ia

senh(kh) + B cosh(kh)
+O(ǫw), (5.33)

onde ǫw = kδw e

B = kλ−1
m [γ(λmd− senh(λmd)) +H(cosh(λmd)− 1] + kλ−1

w D, (5.34)

com D e H dados por (3.23) e (3.24), respectivamente.

Logo, pf1 é dado por

pf1 =
−ρwσ2

k

a

senh(kh) +B cosh(kh)
ei(kα−σt) +O(ǫw). (5.35)

Ainda, usando (3.36), obtemos que a amplitude da onda na interface pode ser

reescrita como

b = −i(B − kλ−1
w D)X̃I (5.36)
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Usando (5.18), obtemos que a média do trabalho pode ser expandida como

W = − 1

T

{∫ T

0

pw0
dξ0
dt
dt+ ǫ

∫ T

0

[
pw0

dξ1
dt

+ pw1
dξ0
dt

]
dt

+ ǫ2
∫ T

0

[
pw0

dξ2
dt

+ pw1
dξ1
dt

+ pw2
dξ0
dt

]
dt

}
(5.37)

Notemos que o termo de primeira ordem é nulo, ξ0 = 0. Além disso, o termo

∫ T

0

pw0
dξ1
dt
dt = 0, (5.38)

visto que ξ1 é harmônico no tempo.

[Zhang and Ng, 2006b] confirmaram que o transporte de massa estável não

pode ser sustentado em um meio viscoelástico descrito como um corpo de Voight. A

média no tempo do movimento de segunda ordem tenderá a zero exponencialmente.

Ou seja, após um certo tempo, o movimento de segunda ordem se torna estacionário.

Por isso, consideramos que
∂ξ2
dt

= 0 (5.39)

Podemos expressar o número de onda como k = kr + iki e a amplitude do

deslocamento na interface como br + ibi. Assim, observamos que o deslocamento da

interface O(ǫ) pode ser escrito como

Re[ξ] = (br + ibi)e
i[(kr+iki)α−σt] = (br + ibi)e

i(krα−σt)e−kiα

= Re{[br cos(krα− σt)− bisen(krα− σt) + i(brsen(krα− σt) + bi cos(krα− σt))]e−kiα}

= [br cos(krα− σt)− bisen(krα− σt)]e−kiα. (5.40)

Analogamente a pressão de O(ǫ) é dada por

pf = [pr cos(krα− σt)− pisen(krα− σt)]e−kiα. (5.41)
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Assim, a média do trabalho no tempo por unidade de área é dada por

W =
−ǫ2σ
2π

∫ 2π/σ

0

[pr cos(krα− σt)− iprsen(krα− σt)]

× ∂

∂t
[br cos(krα− σt)− bisen(krα− σt)]e−2kiαdt

=
−ǫ2σ2

2π

∫ 2π/σ

0

[pr cos(krα− σt)− ipisen(krα− σt)]

× [brsen(krα− σt) + bi cos(krα− σt)]e−2kiαdt

=
−ǫ2σ
2

(prbr − pibi)e
−2kiα, (5.42)

onde

pr = Re

[−ρwσ2

k

a

senh(kh) +B cosh(kh)

]
, (5.43)

pi = Im

[−ρwσ2

k

a

senh(kh) + B cosh(kh)

]
, (5.44)

br = Re[−i(B − kλ−1
w D)X̃I ] (5.45)

e

bi = Im[−i(B − kλ−1
w D)X̃I ] (5.46)

Para calcularmos a média da energia usaremos (5.19). Logo,

EM =
1

2
ρwga

2(e−ikrα)2 (5.47)

Como foi feito em [Kranenburg, 2008], obtemos o novo termo de dissipação da

energia dividindo (5.42) por(5.47), ou seja,

D =
−ǫ2σ

2πρwga2
(prbr − pibi). (5.48)

De acordo com [Ng and Zhang, 2007], podemos expandir o número de onda k

como

k = k1 + k2 + ..., (5.49)

onde ki = O(ǫm)
i−1. Com essa opção, foi observado que k1 satisfaz a relação de

dispersão dada por

σ2 = gk1 tanh(k1h) (5.50)
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e k2 é complexo e satisfaz

k2 = − Bk1
senh(k1h) cosh(k1h) + k1h

. (5.51)

Se desprezarmos a parte imaginária da pressão, o termo de dissipação que

obtivemos tem a mesma estrutura que o termo obtido em [Kranenburg, 2008].

Além disso, observemos que ambos os termos de dissipação de energia (5.20)

e (5.48) tem a mesma dimensão, como deve ser. Ou seja

D ≃
[

s−1

kgm−3ms−2m

]
=

[
ms

kg

]
. (5.52)

Porém, o ponto mais importante do nosso modelo é o fato de ele ser baseado em

uma teoria mais reaĺıstica, pois consideramos a camada de lama fluida viscoelástica.
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6 CONCLUSÃO

Estudamos no caṕıtulo 2 a equação bidimensional para o transporte de sedi-

mentos no fundo de um meio aquático devido à ação de ondas de superf́ıcie. Cal-

culamos numericamente os coeficientes de dispersão e convecção deste modelo para

um lago circular.

O problema de propagação de ondas de água sobre uma camada de lama fluida

viscoelástica foi investigado e a equação que descreve a evolução da concentração de

sedimentos, obtida por [Ng and Wu, 2008], foi resolvida numericamente para fundos

erod́ıveis e não erod́ıveis. Comparamos estes resultados com aqueles onde o fundo

é ŕıgido [Mei et al., 1997], unidimensional e com erosão restrita a uma faixa do

fundo. Observamos que para camadas finas de lama fluida não há uma variação

grande na concentração de sedimentos. Porém, como mostrado nas figuras 3.10 e

3.11, foi constatado um deslocamento da curva que representa a concentração de

sendimentos, com o aumento da camada viscoelástica.

Usando um modelo viscoelástico generalizado para um sistema de duas ca-

madas, obtivemos uma nova equação para a descrição da concentração de sedimentos

(4.153).

Obtivemos uma expressão de ordem superior para descrever a dissipação de

energia de ondas (5.48). Esta descrição se baseia no modelo de um corpo de Voight

para um fluido viscoelástico. Esta expressão se diferencia do termo obtido por

[Kranenburg, 2008], que considera uma camada de lama fluida viscosa. Esta nova

descrição da dissipação de energia pode ser incorporada em modelos de previsão de

ondas, tais como SWAN, como um termo fonte na equação do balanço de ação de

ondas. Este é um trabalho futuro que segue naturalmente do presente estudo.
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Outra perspectiva que o presente trabalho abre é o estudo, através de simulação

numérica, do transporte bidimensional de sedimentos, utilizando o novo modelo

obtido para este fenômeno, dado pela equação (4.153).
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Apêndice A CÁLCULOS REFERENTES ÀS

COMPONENTES DA

VELOCIDADE DO FLUXO

EULERIANO

A.1 Derivadas de U0

∂U∗
0

∂r
= ig

[
k2mnJ

′′
m(kmnr)(Am cosmθ + Bmsenmθ) cos θ

− kmnmJ
′
m(kmnr)(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

senθ

r

+ mJm(kmnr)(−Amsenmθ + Bm cosmθ)
senθ

r2

]

= ig
[
k2mnJ

′′
m(kmnr) cos θ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
senθ(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]
(A.1)

e

∂U∗
0

∂θ
= ig [kmnJ

′
m(kmnr)m(−Amsenmθ + Bm cosmθ) cos θ

− kmnJ
′
m(kmnr)senθ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+ m2Jm(kmnr)(Am cosmθ + Bmsenmθ)
senθ

r

− mJm(kmnr)
cos θ

r
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)senθ

]

= ig

[(
m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)
senθ(Am cosmθ +Bmsenmθ)

+

(
kmnJ

′
m(kmnr)−

Jm(kmnr)

r

)
m cos θ(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]
.(A.2)
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∂U∗
0

∂x
= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr) cos θ(Am cosmθ +Bmsenmθ)

+

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
senθ(−Amsenmθ +Bm cosmθ)

]
cos θ

−
[(

m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)
sen2θ

r
(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

(
kmnJ

′
m(kmnr)−

Jm(kmnr)

r

)
senθ cos θ

r
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]}

= ig
{[
k2mnJ

′′
m(kmnr) cos

2 θ

− sen2θ

r

(
m2

r
Jm(lr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)]
(Am cosmθ +Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
senθ cos θ

+

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
senθ cos θ

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)}

= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr) cos

2 θ − sen2θ

r

(
m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)]

× (Am cosmθ +Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
sen2θ

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)} . (A.3)
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∂U∗
0

∂y
= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr) cos θ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
senθ(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]
senθ

+

[(
m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)
senθ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

(
kmnJ

′
m(kmnr)−

Jm(kmnr)

r

)
m cos θ(−Amsenmθ + BM cosmθ)

]
cos θ

r

}

= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr)senθ cos θ +

(
m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)
senθ cos θ

r

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
sen2θ −

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
cos2 θ

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)}

= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr)senθ cos θ +

(
m2

r
Jm(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr)

)
senθ cos θ

r

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
cos 2θ

m

r

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)}

= ig

{[(
k2mnJ

′′
m(kmnr) +

m2

r2
Jm(kmnr)−

k

r
J ′
m(kmnr)

)
senθ cos θ

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
cos 2θ

m

r

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)} (A.4)
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A.2 Derivadas de V0

∂V ∗
0

∂r
= ig

[
k2mnJ

′′
m(kmnr)senθ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[
mkmnJ

′
m(kmnr)

cos θ

r
−mJm(kmnr)

cos θ

r2

]
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]

= ig
[
k2mnJ

′′
m(kmnr)senθ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

− m

r
cos θ

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]
(A.5)

e

∂V ∗
0

∂θ
= ig [kmnJ

′
m(kmnr) cos θ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

− kmnmJ
′
m(kmnr)senθ(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

− mJm(kmnr)
senθ

r
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

+ m2Jm(kmnr)
cos θ

r
(Am cosmθ + Bmsenmθ)

]

= ig

{
[kmnJ

′
m(kmnr) cos θ +

m2

r
Jm(kmnr) cos θ](Am cosmθ + Bmsenmθ)

+
[(
kmnmJ

′
m(kmnr)senθ −

m

r
Jm(kmnr)

)
senθ

]
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

}

= ig

[(
kmnJ

′
m(kmnr) +

m2

r
Jm(kmnr)

)
cos θ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

(
kmnJ

′
m(kmnr)−

Jm(kmnr)

r

)
msenθ(−Amsenmθ +Bm cosmθ)

]
(A.6)
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∂V ∗
0

∂x
= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr)senθ cos θ(Am cosmθ + Bmsenmθ)

− m

r
cos2 θ

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]

+

[
−
(
kmnJ

′
m(kmnr) +

m2

r
Jm(kmnr)

)
senθ cos θ

r
(Am cosmθ + Bmsenmθ)

−
(
kmnJ

′
m(kmnr) +

Jm(kmnr)

r

)
m

r
sen2θ(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]}

= ig

{
senθ cos θ

[
k2mnJ

′′
m(kmnr)−

k

r
J ′
m(kmnr) +

m2

r2
Jm(kmnr)

]
(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+
m

r
cos 2θ

(
kmnJ

′
m(kmnr) +

Jm(kmnr)

r

)
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

}
(A.7)
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∂V ∗
0

∂y
= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr)sen

2θ(Am cosmθ +Bmsenmθ)

− m

r
senθ cos θ

(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

]

+

[(
kmnJ

′
m(kmnr)−

m2

r
Jm(kmnr)

)
cos2 θ

r
(Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

(
kmnJ

′
m(kmnr)−

Jm(kmnr)

r

)
m
senθ cos θ

r
(−Amsenmθ +Bm cosmθ)

]}

= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr)sen

2θ +

(
m2

r
Jm(kmnr) + kmnJ

′
m(kmnr)

)
cos2 θ

r

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[
−m
r
senθ cos θ

(
J ′
m(kmnr)

r
− kmnJm(kmnr)

)

+
m

r
senθ cos θ

(
kmnJ

′
m(kmnr)−

Jm(kmnr)

r

)]
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

}

= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr)sen

2θ +

(
−m

2

r
Jm(kmnr) + kmnJ

′
m(kmnr)

)
cos2 θ

r

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

−
[(

Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)− kmnJ

′
m(kmnr) +

Jm(kmnr)

r

)
m

r
senθ cos θ

]

× (−Amsenmθ + Bm cosmθ)}

= ig

{[
k2mnJ

′′
m(kmnr)sen

2θ +

(
−m

2

r
Jm(kmnr) + kmnJ

′
m(kmnr)

)
cos2 θ

r

]

× (Am cosmθ + Bmsenmθ)

+

[(
Jm(kmnr)

r
− kmnJ

′
m(kmnr)

)
m

r
sen2θ

]
(−Amsenmθ + Bm cosmθ)

}
(A.8)
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Apêndice B ALGUNS CÁLCULOS

REFERENTES À OBTENÇÃO

DA EQUAÇÃO DE

TRANSPORTE

Para deduzirmos a equação do transporte de sedimentos das part́ıculas no

fundo, é necessário calcularmos a derivada da função ξ(x, t), que define a interface

entre a água e a lama fluida, em relação ao tempo t.

Note que, por (3.16), temos

∂ξ

∂t
= −iσ(iσ−1ṽw)

∣∣∣∣
z=0

ei(kx−σt) = ṽw

∣∣∣∣
z=0

ei(kx−σt) = vw1

∣∣∣∣
z=0

. (B.1)

e, escrevendo b = br + ibi, N(z) = Nr + iNi, M(z) = Mr + iMi e K = i(kx − σt),

temos

∂(ξC1)

∂t
=

∂

∂t
{Re[(br + ibi)(cosK + isen(K)][Re[(Nr + iNi)(cos(K) + isen(K)]}F ∂Cb

∂x

+
∂

∂t
{Re[(br + ibi)(cosK + isen(K)]Re[(Mr + iMi)(cos(K) + isen(K)]}F ′Cb

=
∂

∂t
{[(br cosK − bisen(K)][(Nr cos(K)−Nisen(K)]}F ∂Cb

∂x

+
∂

∂t
{[(br cosK − bisen(K)]Re[(Mr cos(K)−Misen(K)]}F ′Cb

=
∂

∂t
{[(brNr cos2K − (biNr + brNi)sen(K) cos(K) + biNisen2(K)]}F ∂Cb

∂x

+
∂

∂t
{[(brMr cos2K − (biMr + brMi)sen(K) cos(K) + biMisen2(K)]}F ′Cb

= A ∂

∂t
(cos2K + 2i cosKsenK − sen2K)

= A{−2iσ cosKsenK + 2σ(cos2K − sen2K) + 2iσsenK cosK}

=
2σ

T

∫ T

0

(cos2Ksen2K)dt

= 0, (B.2)

onde

A = br(Nr +Mr)− bi(Ni +Mi) + i(br(Ni +Mi) + bi(Nr +Mr)),
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pois,

σ

2π

∫ 2π/σ

0

cos2(kx− σt)dt =
σ

2π

∫ 2π/σ

0

[
1 + cos(2(kx− σt))

2

]
dt

=
σ

2π

[
1

2
t+

sen(2(kx− σt))

4

] ∣∣∣∣
2π/σ

0

=
σ

2π

{
1

2

2π

σ
+

sen
(
2
(
kx− σ 2π

σ

))

4
− sen(2(kx))

4

}

=
1

2
+

σ

2π

[
sen(2(kx− 2π))

4
− sen(2(kx))

4

]

=
1

2
+

σ

2π

[
sen(2kx) cos(4π)− cos(2kx)sen(4π)

4
− sen(2(kx))

4

]

=
1

2
, (B.3)

σ

2π

∫ 2π/σ

0

sen2(kx− σt)dt =
σ

2π

∫ 2π/σ

0

[
1− cos(2(kx− σt))

2

]
dt

=
1

2
, (B.4)

σ

2π

∫ 2π/σ

0

sen(kx− σt) cos(kx− σt)dt =
σ

2π

∫ 2π/σ

0

sen(2(kx− σt))

2
dt

= −cos(2(kx− σt))

4

∣∣∣∣
2π/σ

0

= −
[
cos(2(kx− 2π))− cos(2kx)

4

]

= −
[
cos(kx) cos(2π)− sen(kx)sen(2π)− cos(kx)

4

]

= 0 (B.5)

Logo,

vw1
C1

∣∣∣∣
z=0

=
∂ξ

∂t
C1

∣∣∣∣
z=0

= −∂C1

∂t
ξ

∣∣∣∣
z=0

. (B.6)

Desse modo, os três termos de fronteira do lado esquerdo de (3.80) podem ser

escritos como

−vw1
C1|z=0 − vfξ

∂C1

∂z

∣∣∣∣
z=0

−Eξ∂
2C1

∂z2

∣∣∣∣
z=0

= ξ

(
∂C1

∂t
− vf

∂C1

∂z
− E

∂2C1

∂z2

)∣∣∣∣
z=0

= −ξ
(
uw1

∂C0

∂x
+ vw1

∂C0

∂z

)∣∣∣∣
z=0

, (B.7)
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por (3.49) e visto que, pela equação da continuidade,

C0
∂uw1

∂x
+ C0

∂vw1

∂z
= 0.

Note que, escrevendo

Re b = br, Im b = bi, Re ũw = ur, Im ũw = ur e (kx− σt) = K

temos

−ξuw1
|z=0 = −Re[bei(kx−σt)]Re[ũwei(kx−σt)]

= (br cos(K)− bisen(K))(ur cos(K)− uisen(K))

= brur cos2(K)− brui cos(K)sen(K)− biursen(K) cos(K) + biuisen2(K)

=
1

2
(brur + biui) =

1

2
Re[bũ∗w], (B.8)

já que

ξvw1
|z=0 =

1

2
Re[bṽ∗w|z=0] =

1

2
Re[iσ−1ṽw|z=0ṽ∗w|z=0] =

1

2
Re[iσ−1ṽwṽ∗w|z=0]

=
1

2
Re[iσ−1|ṽw|2|z=0] = 0.

Logo,

−vw1
C1

∣∣∣∣
z=0

−vfξ
∂C1

∂z

∣∣∣∣
z=0

−Eξ∂
2C1

∂z2

∣∣∣∣
z=0

= −ξuw1

∣∣∣∣
z=0

∂Cb
∂x

+ ξvw1

∣∣∣∣
z=0

Cb
α

= −1

2
Re(bũ∗w)

∣∣∣∣
z=0

∂Cb
∂x

, (B.9)

Assim, dividindo a equação (3.80) por 〈F 〉 e usando (B.9) temos

∂Cb
∂T

+
∂

∂x

(〈uw2
F 〉Cb)

〈F 〉 +
∂

∂x

〈uw1
C1〉

〈F 〉 − 1

2

Re(bũ∗w)|z=0

〈F 〉
∂Cb
∂x

= E
∂2Cb
∂x2

, (B.10)

De acordo com Ng(2008),

ũw2
= uL −

(∫
uw1

dt

)
∂uw1

∂x
−
(∫

vw1
dt

)
∂uw1

∂z

= kσ−1|ŨI |2
{
Re

[
D

(
1 +

1

2
λw(z + λ∗w

−1B∗)

)
e−λwz − 2D

]
+

1

4
|D|2e−2z/δw

− 3

4
|D|2 − 1

2

}
, (B.11)
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onde

uL = kσ−1|ŨI |2
{
2Re[D(e−λwz − 1) +

3

4
|D|2(e−2z/δw − 1)

}
.

Portanto, uw2
não depende de x. Logo,

∂Cb
∂T

+
〈uw2

F 〉
〈F 〉

∂Cb
∂x

+
∂

∂x

〈uw1
C1〉

〈F 〉 − 1

2

Re(bũ∗w)|z=0

〈F 〉
∂Cb
∂x

= E
∂2Cb
∂x2

, (B.12)

Portanto,

∂Cb
∂T

+



〈uw2

F 〉
〈F 〉 − 1

2

Re(bũ∗w)

∣∣∣∣
z=0

〈F 〉



∂Cb
∂x

+
∂

∂x

〈uw1
C1〉

〈F 〉 = E
∂2Cb
∂x2

, (B.13)

Agora note que

∂

∂x
〈uw1

C1〉 =
∂

∂x

〈
uw1

{Re[N(z)ei(kx−σt)]
∂Cb
∂x

+ Re[M(z)ei(kx−σt)Cb]}
〉

=

〈
uw1

{
Re[N(z)ikei(kx−σt)]

∂Cb
∂x

+ Re[N(z)ei(kx−σt)]
∂2Cb
∂x2

〉

+

〈
Re[M(z)ikei(kx−σt)Cb] + Re[M(z)ei(kx−σt)]

∂Cb
∂x

}〉

=

〈
uw1

{
Re[N(z)ei(kx−σt)]

∂2Cb
∂x2

+ Re[M(z)ei(kx−σt)]
∂Cb
∂x

}〉

=

〈
uw1

{
Re[N(z)ei(kx−σt)]

∂2Cb
∂x2

+ Re[M(z)ei(kx−σt)]
∂Cb
∂x

}〉

=

〈
uw1

{
Re

[
N(z)

σ

2π

∫ 2π/σ

0

ei(kx−σt)dt

]
∂2Cb
∂x2

+ Re

[
M(z)

σ

2π

∫ 2π/σ

0

ei(kx−σt)dt

]
∂Cb
∂x

}〉

=

〈
uw1

{
Re

[
N(z)

1

2

]
∂2Cb
∂x2

+ Re

[
M(z)

1

2

]
∂Cb
∂x

}〉

=
1

2

〈
uw1

{
Re [N(z)]

∂2Cb
∂x2

+ Re [M(z)]
∂Cb
∂x

}〉
(B.14)
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pois

Re[N(z)ikei(kx−σt)] =
σ

2π

∫ 2π/σ

0

Re[(Nr + iNi)i(cos(kx− σt) + isen(kx− σt))]dt

= − σ

2π

∫ 2π/σ

0

[Nrsen(kx− σt) +Ni cos(kx− σt)]dt

= − σ

2π
[Nr cos(kx− σt)−Nisen(kx− σt)]

∣∣∣∣
2π/σ

0

= − σ

2π
[Nr(cos(kx− 2π)− cos(kx))−Ni(sen(kx− 2π)− sen(kx))]

∣∣∣∣
2π/σ

0

= 0 (B.15)

e, analogamente,

Re[M(z)ikei(kx−σt)] = 0. (B.16)

Ainda, note que (B.14) pode ser escrito como

∂

∂x
< uw1

C1 > =

〈
Re[ũwei(kx−σt)]

{
Re[N(z)ei(kx−σt)]

∂2Cb
∂x2

+ Re[M(z)ei(kx−σt)]
∂Cb
∂x

}〉

=

〈
Re[ũwei(kx−σt)]

{
Re[N(z)ei(kx−σt)]

∂2Cb
∂x2

}〉

+

〈
Re[ũwei(kx−σt)]

{
Re[M(z)ei(kx−σt)]

∂Cb
∂x

}〉

=

〈
(ur cos(K)− uisen(K))(Nr cos(K)−Nisen(K))

∂2Cb
∂x2

〉

+

〈
(ur cos(K)− uisen(K))(Mr cos(K)−Misen(K))

∂Cb
∂x

〉

=

〈
1

2
Re[N(z)ũ∗w] +

1

2
Re[M(z)ũ∗w]

〉
. (B.17)

Substituindo (B.17) em (B.13), temos

∂Cb
∂T

+

[〈uw2
F 〉

〈F 〉 − 1

2

Re(bũ∗w)|z=0

〈F 〉

]
∂Cb
∂x

+
1

2

〈Re[N(z)ũ∗w]〉
F

∂2Cb
∂x2

+
1

2

〈Re[M(z)ũ∗w] >〉
〈F 〉

∂Cb
∂x

= E
∂2Cb
∂x2

, (B.18)
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Portanto,

∂Cb
∂T

+

[〈uw2
F >〉

〈F 〉 − 1

2

Re(bũ∗w)|z=0

〈F 〉 +
1

2

〈Re[M(z)ũ∗w]〉
〈F 〉

]
∂Cb
∂x

=

[
E +

1

2

< Re[N(z)ũ∗w] >

F

]
∂2Cb
∂x2

(B.19)

Logo,

∂Cb
∂T

+

[〈ũw2
F 〉

〈F 〉 +
Re[〈ũ∗wM〉 − bũ∗w|z=0]

2〈F 〉

]
∂Cb
∂x

=

[
E − Re〈ũ∗wN〉

2〈F 〉

]
∂2Cb
∂x2

. (B.20)

Então
∂Cb
∂T

+ U
∂Cb
∂x

= [E −DT ]
∂2Cb
∂x2

, (B.21)

onde

U =
〈ũw2

F 〉
〈F 〉 +

Re[〈ũ∗wM〉 − bũ∗w|z=0]

2〈F 〉 (B.22)

e

DT =
Re〈ũ∗wN〉
2〈F 〉 . (B.23)
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Apêndice C ALGUNS CÁLCULOS

REFERENTES AO MODELO

VISCOELÁSTICO

GENERALIZADO

C.1 Problema perturbativo na lama fluida

Queremos obter a equação para a velocidade horizontal de O(1). Para isso,

primeiramente substitúımos as séries perturbadas na equação, tomamos os termos

de cada ordem, introduzimos os harmônicos e, por último, separamos cada equação

por harmônicos.

Introduzindo as séries perturbadas na equação (4.19), temos que

u0,t + ǫu1,t + ǫ

[
(u0 + ǫu1)

(
∂u0
∂x

+ ǫ
∂u1
∂x

)
+ (v0 + ǫv1)

(
∂u0
∂Z

+ ǫ
∂u1
∂Z

)]

= γ
∂p(m)

∂x
+

1

Re

ao
d

[
∂

∂Z
(τxz0 + ǫτxz1 ) + ǫ

d

a0

∂

∂x
(τxz0 + ǫτxz1 )

]
(C.1)

u0,t+ǫ(u0,t1 + u1,t) + ǫ[u0u0,x + ǫ(u0u0,x1 + u0u1,x + u1u0,x) + v0u0,Z +

+ ǫ(v1u0,Z + v0u1,Z)] = −γ[p(m)
0,x + ǫ(p

(m)
0,x1

+ p
(m)
1,x )

+
1

Re

a

d

[
τxz0,Z + ǫτxz1,Z + ǫ

d

a
τxx0,x

]
+O(ǫ2) (C.2)

Reordenando,

u0,t+ǫ(u0,t1 + u1,t) + ǫ[u0u0,x + v0u0,Z + ǫ(u0u0,x1 + u0u1,x + u1u0,x + v1u0,Z + v0u1,Z)]

= −γ[p(m)
0,x + ǫ(p

(m)
0,x1

+ p
(m)
1,x ) +

1

Re

a

d

{
τxz0,Z + ǫ(τxz1,Z +

d

a
τxx0,x)

}
(C.3)

Tomando os termos de O(1),

u0,t = −γp(m)
0,x +

1

Re

a

d
τxz0,Z (C.4)



136

Por (C.4) vemos que a equação de conservação do momento em O(1) é

(−iu01eiψ + c.c.) = γ(−ik0p(m)
01 eiψ + c.c.) +

1

Re

a

d
[τ00,Z + τxz01,Ze

iψ + c.c.] (C.5)

Agrupando os termos da equação (C.5) harmônico por harmônico,

τ00,Z = 0 (C.6)

e

−iu01 = −ik0γp(m)
01 +

1

Re

a

d
τxz01,Z . (C.7)

Então, por (4.72),

−iu01 = −ik0γp(m)
01 +

1

Re

a

d
µu01,Z . (C.8)

Pela equação (C.8), temos que

∂2u01
∂Z

− λ2u01 = −λ2 k0γA

2 cosh q
, (C.9)

onde

λ2 = −iRe
µ

d

a0
.

De acordo com (4.27), temos a seguinte condição de contorno,

u01

∣∣∣∣
z=0

= 0. (C.10)

Além disso, por (4.55),

τxz01 |Z=1 = µu01,Z |Z=1 = 0. (C.11)

Logo,

u01,Z |Z=1 = 0. (C.12)

A solução do problema (C.9)-(C.12) é dada pela soma das soluções da corre-

spondente equação homogênea e da solução particular, dada por

u01p = k0γp
(m)
01 , (C.13)
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ou seja,

u01 = k0γp
(m)
01 (1 +G0 cosh(λZ) + F0senh(λZ))

=
k0γA

2 cosh q
(1 +G0 cosh(λZ + F0senh(λZ)). (C.14)

Aplicando a condição de contorno (C.10),

k0γA

2 cosh q
(1 + F0 cosh(0) + F0senh(0)) ⇒ G0 = −1, (C.15)

e pela condição (C.12),

µ
k0γAλ

2 cosh q
(−1senh(λ) + F0 cosh(λ)) = 0 ⇒ F0 = tanhλ. (C.16)

Portanto, a solução da equação diferencial (C.9) com as condições de contorno

(C.10) e (C.12) é dada por

u01 =
k0γA

2 cosh q
(1− cosh(λZ) + tanhλsenh(λZ)). (C.17)

C.2 Solução Φ01

Podemos observar que a solução de (4.78) é dada por

Φ01 = B1e
k0z + B2e

−k0z, (C.18)

onde B1 e B2 são constantes a determinar. Por (4.79), obtemos que

k0B1 − k0B2 −B1 − B2 = 0.

Logo,

B2 = B1
(k0 − 1)

k0 + 1
.

Portanto, a solução Φ01 é dada por

Φ01 = B1e
kz +

k0 − 1

k0 + 1
B1e

−kz. (C.19)
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Em z = −H, usando (4.81),

k0B1e
−k0H − k0B2e

k0H = 0.

Então,
k0 + 1

k0 − 1
= e2q. (C.20)

Substituindo (C.20) em (C.19), obtemos que

Φ01 = B1e
kz + e−(kz+2q). (C.21)

Ainda, usando (4.80), em z = 0,

−A
2
= −i

[
B1 + B1e

−2q
]
.

Portanto,

−iA
2
= B1

[
1 + e−2q

]
.

Multiplicando por eq em ambos os lados da equação acima obtemos que

B1 = −i Ae
q

cosh q
e B2 = −i Ae

−q

cosh q
.

Então, Φ01 é dado por

Φ01 =
−iA

2 cosh q
coshQ. (C.22)

C.3 Relação de dispersão

Para obtermos a relação de dispersão para o número de onda k0 basta usarmos

a equação (C.20). Multiplicando e−q em ambos os lados obtemos que

(k0 + 1)e−q − (k0 − 1)eq = 0,
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isto é

−k0senhq + cosh q = 0.

Dividindo a equação acima por cosh q encontramos que a relação de dispersão

é dada por

k0 tanh q = 1.
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Apêndice D CÁLCULOS

COMPLEMENTARES PARA

OBTENÇÃO DA

CONCENTRAÇÃO DE ORDEM ǫ

A solução do problema de valor de contorno (4.124)-(4.126) é dada por

N(z) = A1e
−βz/α + [A2 cosh(k0z) + A3senh(k0z)]e

−z/α, (D.1)

onde A1, A2, A3, e β são constantes a serem determinadas. Substituindo (4.130) em

(4.125), obtemos que

−β
α
A1 + k0A3 −

1

α
A2 +

1

α
[A1 + A2] = 0, em z = 0. (D.2)

Portanto,

A1 =
k0α

β − 1
A3. (D.3)

Ainda, substituindo (4.130) na equação (4.124),

β2

α2
A1e

−βz/α +
1

α2
[A2 cosh(k0z) + A3senh(k0z)]e

−1/α − 2k0
α

[A2senh(k0z) + A3 cosh(k0z)]

+ k20[A2 cosh(k0z) + A3senh(k0z)]e
−z/α +

1

α

{−β
α
A1e

−βz/α

− 1

α
[A2 cosh(k0z) + A3senh(k0z)]e

−z/α + k0[A2senh(k0z) + A3 cosh(k0z)]e
−z/α

}

+
ig

a0σ2E

{
A1e

−βz/α + [A2 cosh(k0z) + A3senh(k0z)]e
−z/α}

=
k0A

2E
[cosh(k0z) + tanh qsenh(k0z)]e

−z/α. (D.4)

Tomando os coeficientes de cosh(k0z)e
−z/α,

A2

α2
− 2k0

α
A3 + k20A2 −

1

α2
A2 +

k0
α
A3 +

ig

a0σ2E
A2 =

k0A

2E
, (D.5)

ou seja,

−k0
α
A3 +

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
A2 =

k0A

2E
. (D.6)
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Logo,

A2 =

k0A

2E
− k0
α
A3

(
k20 +

ig

a0σ2E

) . (D.7)

Tomando os coeficientes de senh(k0z)e
−z/α,

1

α2
A3 −

2k0
α
A2 + k20A3 −

1

α2
A3 +

k0
α
A2 +

ig

a0σ2E
A3 =

k0A

2E
tanh q, (D.8)

ou seja,

−k0
α
A2 +

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
A3 =

k0A

2E
tanh q. (D.9)

Substituindo (4.132) na equação acima,

−k0
α

k0A

2E
− k0
α
A3

(
k20 +

ig

a0σ2E

) +

(
k20 +

ig

Aσ2E

)
A3 =

k0A

2E
tanh q. (D.10)

Logo,

−k0
α

[
k0A

2E
− k0
α
A3

]
+

(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

A3 =
k0A

2E
tanh q

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
. (D.11)

Portanto,

A3

[(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

− k20
α2

]
=
k0A

2E

[
tanh q

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
+
k0
α

]
. (D.12)

Logo, A3 é dado por

A3 =

k0A

2E

[
tanh q

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
+
k0
α

]

(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

− k20
α2

. (D.13)

Analogamente, consideramos a solução do problema de valor de contorno

(4.127)-(4.129) dada por

M = B1e
−θz/α + (B2 cosh(σz) + B3senh(σz))e

−z/α, (D.14)
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onde B1, B2, B3 e θ são constantes a serem determinadas. Desse modo, obteremos

que

B1 =
σα

β − 1
B3. (D.15)

Substituindo (4.134) na equação (4.127),

θ2

α2
B1e

−θz/α +
1

α2
[B2 cosh(k0z) + B3senh(k0z)]e

−1/α − 2k0
α

[B2senh(k0z) + B3 cosh(k0z)]

+ k20[B2 cosh(k0z) + B3senh(k0z)]e
−z/α +

1

α

{−β
α
B1e

−θz/α

− 1

α
[B2 cosh(k0z) + B3senh(k0z)]e

−z/α + k0[B2senh(k0z) + B3 cosh(k0z)]e
−z/α

}

+
ig

a0σ2E

{
B1e

−βz/α + [B2 cosh(k0z) + B3senh(k0z)]e
−z/α}

=
ik0A

2αE
[tanh q cosh(k0z) + senh(k0z)]e

−z/α. (D.16)

Tomando os coeficientes de cosh(k0z)e
−z/α,

B2

α2
− 2k0

α
B3 + k20B2 −

1

α2
B2 +

k0
α
B3 +

ig

a0σ2E
B2 =

ik0A

2αE
tanh q, (D.17)

ou seja,

−k0
α
B3 +

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
B2 =

ik0A

2αE
tanh q. (D.18)

Logo,

B2 =

ik0A

2αE
tanh q − k0

α
B3

(
k20 +

ig

a0σ2E

) . (D.19)

Tomando os coeficientes de senh(k0z)e
−z/α,

1

α2
B3 −

2k0
α
B2 + k20B3 −

1

α2
B3 +

k0
α
B2 +

ig

a0σ2E
B3 =

ik0A

2αE
, (D.20)

ou seja,

−k0
α
B2 +

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
B3 =

ik0A

2αE
. (D.21)
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Substituindo (4.136) na equação acima, obtemos que

−k0
α

ik0A

2αE
tanh q − k0

α
B3

(
k20 +

ig

Aσ2E

) +

(
k20 +

ig

a0σ2E

)
B3 =

ik0a0
2αE

, (D.22)

ou seja,

−k0
α

[
ik0A

2αE
tanh q − k0

α
B3

]
+

(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

B3 =
ik0A

2αE

[(
k20 +

ig

a0σ2E

)]
,

(D.23)

Logo,

B3

[(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

+
k20
α2

]
=
ik0A

2αE

[(
k20 +

ig

a0σ2E

)
+
k0
α

]
. (D.24)

Portanto, B3 é dado por

B3 =

ik0A

2αE

[(
k20 +

ig

a0σ2E

)
+
k0
α

]

(
k20 +

ig

a0σ2E

)2

+
k20
α2

. (D.25)
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Apêndice E TEORIA LINEAR DE ONDAS

EM ÁGUA

E.1 Equações governantes do fluido

Para formularmos o problema de valor de contorno om o propósito de deduzir-

mos caracteŕısticas básicas sobre ondas aquáticas de superf́ıcie, não iremos consid-

erar a força do vento. A principal força restauradora é a gravidade e, em termos

práticos, podemos tomar a variação da densidade da água no tempo e no espaço

como sendo pequena. Assim, obtemos as equações de movimento para um fluido

incompresśıvel

∇ · u = 0 (E.1)

conhecida como equação da conservação da massa (ou equação da continuidade) e

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
u = −∇

(
P

ρ
+ gz

)
+ ν∆u (E.2)

conhecida como a equação da conservação de momento (ou equação de Navier-

Stokes), onde u(x, t) = (u, v, w) é o vetor velocidade, P (x, t) denota a pressão, ρ a

densidade da água. g a aceleração da gravidade, ν a viscosidade cinemática e x é

um ponto em coordenadas cartesianas(x, y, z) com o eixo z verticalmente para cima.

Na água, ν é da ordem 0.01 cm2/s e o termo do Laplaciano em (E.2) é muito

pequeno, exceto onde o gradiente da velocidade e vorticidade são muito grandes.

Portanto, assumindo que o fluido é não viscoso, a equação (E.2) se reduz a equação

de Euler: (
∂

∂t
+ u · ∇

)
u = −∇

(
P

ρ
+ gz

)
Equação de Euler. (E.3)

Para um fluido inv́ıscido irrotacional, ou seja,

∇× u = 0, (E.4)
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sabemos que existe um potencial de velocidade Φ de modo que a velocidade u pode

ser expressa como

u = ∇Φ. (E.5)

Assim, por (E.1), temos que o potencial de velocidade satisfaz a equação de

Laplace

∆Φ =
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0. (E.6)

Usando a seguinte identidade vetorial

u · ∇u = ∇u2

2
− u× (∇× u). (E.7)

e substituindo (E.5) em (E.3), temos, por (E.4) que

∇
(
∂Φ

∂t
+

1

2
|∇Φ|2

)
= −∇

(
P

ρ
+ gz

)
. (E.8)

Integrando (E.8) obtemos

∂Φ

∂t
+

1

2
|∇Φ|2 + gz = −P

ρ
+ A(t), (E.9)

onde A(t) é uma função arbitrária de t. Essa equação é chamada de equação de

Bernoulli.

E.2 Condições de Fronteira

Estamos interessados em duas fronteiras: a interface entre o ar e a água, que

iremos chamar de superf́ıcie livre, e a superf́ıcie molhada de um sólido impenetrável,

por exemplo a batimetria (relevo do fundo). Assumiremos que ao longo dessas duas

fronteiras o fluido se mova tangencialmente. Suponhamos que a equação da fronteira

seja

F (x, t) = z − η(x, y, t) = 0, (E.10)
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onde η é a maior medida a partir de z = 0. Definiremos a velocidade da part́ıcula x

ao se mover na superf́ıcie livre por q. Desse modo, após um curto espaço de tempo

dt, expandindo em série de Taylor, a superf́ıcie livre é descrita como

F (x+ qdt, t+ dt) = 0 = F (x, t) +

(
∂F

∂t
+ q · ∇F

)
dt+O(dt)2. (E.11)

Assim, pela equação (E.10),
(
∂F

∂t
+ q · ∇F

)
= 0 (E.12)

para dt suficientemente pequeno. Como supomos que a part́ıcula se move tangen-

cialmente na superf́ıcie livre, temos que ter u · ∇F = q · ∇F . Logo,
(
∂F

∂t
+ u · ∇F

)
= 0 em z = η, (E.13)

isto é,

−∂η
∂t

+

(
∂Φ

∂x
,
∂Φ

∂y
,
∂Φ

∂z

)
·
(−∂η
∂x

,
−∂η
∂y

,
−∂η
∂z

)
= 0. (E.14)

Logo,
∂η

∂t
+
∂Φ

∂x

∂η

∂x
+
∂Φ

∂y

∂η

∂y
=
∂Φ

∂z
, em z = η, (E.15)

As equações (E.13) ou (E.15) são chamadas de condição cinemática da fronteira.

No caso em que a fronteira é a superf́ıcie molhada de um sólido estacionário

SB, isto é, o sólido está sempre em contato com o fluido, temos que ∂η
∂t

= 0. Logo,

a condição de fronteira nesse sólido é dada por

∂Φ

∂n
= 0 em SB. (E.16)

Porém, para a interface entre ar e água, ainda precisamos de uma condição que

relacione as funções Φ e η. Como estamos tratando de um problema na superf́ıcie

livre, devemos ter a pressão igual à pressão atmosférica Pa. Então, pela equação

(E.9) e tomando A(t) = 0, temos a condição dinâmica da fronteira que é dada por

−Pa
ρ

= gη +
∂Φ

∂t
+

1

2
|∇Φ|2, em z = η. (E.17)
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Tomando a derivada total de (E.17), isto é, D
Dt

= ∂
∂t
+ u · ∇, obtemos

(
∂

∂t
+ u · ∇

)
Pa
ρ

+

(
∂

∂t
+ u · ∇

)(
∂Φ

∂t
+

u2

2
+ gη

)
= 0. (E.18)

Por (E.18),

D

Dt

Pa
ρ

+

[
∂2Φ

∂t2
+
∂

∂t

(
u2

2

)
+ g

∂η

∂t
+ u · ∇∂Φ

∂t

+ u · ∇u2

2
+ gu · ∇(η)

]
= 0. (E.19)

Usando a identidade

u · ∇∂Φ

∂t
=

∂

∂t

1

2
u2, (E.20)

temos
D

Dt

Pa
ρ

+

[
∂2Φ

∂t2
+
∂

∂t
(u)2 + g

∂η

∂t
+ u · ∇u2

2
+ g

∂Φ

∂z

]
= 0. (E.21)

Se supormos que a pressão atmosférica é constante, finalmente obtemos
[
∂2Φ

∂t2
+
∂

∂t
(u)2 + g

∂η

∂t
+ u · ∇u2

2
+ g

∂Φ

∂z

]
= 0. (E.22)

Essa é a chamada condição combinada da fronteira. Note que além de aparecerem

termos não lineares nessa condição, aparece também a posição da superf́ıcie livre

que é uma incógnita no nosso problema. Por isso, é muito dif́ıcil termos uma teoria

anaĺıtica exata para problemas de ondas de água. Isso nos motiva a fazermos uma

aproximação linear.

Ainda, para não nos preocuparmos com a troca de momento e de energia entre

o ar e a água, tomaremos regiões suficientementes localizadas de modo que não

sofram ação direta do vento.

E.3 Aproximação linear para ondas de pequena amplitude

Para simplificarmos o nosso problema, faremos uma aproximação linear, supondo

que as ondas são de pequena amplitude.
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Suponhamos que




λ/2π

σ−1

A

Aσλ/2π




caracteriza




x, y, z, h

t

η

Φ



, (E.23)

onde λ, σ e A são os valores t́ıpicos de comprimento de onda, frequência e amplitude

da superf́ıcie livre, respectivamente. Note que tomamos a escala de Φ como Aσλ/2π,

já que, por (E.5), supondo que vale a relação u ≃ A/t,

u ≃ ∇Φ ⇒ Φ ≃ λ

2π

A

η
.

Estamos supondo ainda que o eixo z é negativo para baixo e que a profundidade

é z = −h.

Introduziremos as variáveis adimensionais dadas por




Φ

x, y, z, h

t

η




=




AwλΦ′/2π

λ(x′, y′, z′, h′)/2π

t′/σ

Aη′



. (E.24)

Estamos tomando ǫ = 2πA/λ = 2π× amplitude/comprimento de onda = inclinação da onda.

Substituindo essas variáveis adimensionais nas equações (E.6),

∇′2Φ′ =

(
∂2

∂x′2
+

∂2

∂y′2
+

∂2

∂z′2

)
Φ′ = 0, (E.25)

e na equação (E.16),
∂Φ′

∂n′ = 0 em z′ = −h′. (E.26)

Ainda, substituindo as variáveis de (E.24) em (E.15),

Aσ
∂η′

∂t′
+
A2σλ

2π

(
2π

λ

)2(
∂Φ′

∂x′
∂η′

∂x′
+
∂Φ′

∂y′
∂η′

∂y′

)
=
Aσλ

2π

2π

λ

∂Φ′

∂z′
, −h′ < z′ < ǫη′,
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ou seja,
∂η′

∂t′
+ ǫ

(
∂Φ′

∂x′
∂η′

∂x′
+
∂Φ′

∂y′
∂z′

∂y′

)
=
∂Φ′

∂z′
. (E.27)

Do mesmo modo, pela equação (E.17),

λ2ǫσ

2π

∂Φ′

∂t′
+ g

λǫ

2π
η′ +

1

2

∣∣∣∣
λǫσ

2π

(
∂Φ′

∂x′
,
∂Φ′

∂y′
,
∂Φ′

∂z′

)∣∣∣∣
2

= −Pa
ρ
,

ou seja,

λǫσ2

2π

∂Φ′

∂t′
+ g

λǫ

2π
η′ +

1

2

(
λ2ǫ2σ2

2π

)(
∂2Φ′

∂x′2
+
∂2Φ′

∂y′2
+
∂2Φ′

∂z′2

)
= −Pa

ρ
. (E.28)

Multiplicando a equação acima por 2π
w2λ

, temos

∂Φ′

∂t′
+ gη′ +

ǫ

2

(
∂2Φ′

∂x′2
+
∂2Φ′

∂y′2
+
∂2Φ′

∂z′2

)
= − 2π

σ2λ

Pa
ρ
. (E.29)

Assim, as equações (E.25), (E.26), (E.27) e (E.29) formulam o problema com

variáveis adimensionais. Essas variáveis devem ser de ordem um, já que elas devem

refletir as propriedades f́ısicas. A importância de cada termo anterior é mensurada

pelos coeficientes que os multiplicam.

Consideraremos ondas de pequena amplitude no sentido que a inclinação das

ondas é pequena: ǫ << 1. Note que as condições da fronteira de superf́ıcie livre

podem ser simplificadas pois a diferença entre a superf́ıcie livre e o plano horizontal

z′ = 0 é de O(ǫ). Assim, podemos expandir Φ′ e suas derivadas em séries de Taylor.

Tomando o termo de ordem 0 nas equações (E.27) e (E.29), as condições da

superf́ıcie livre no plano z′ = 0 se tornam, aproximadamente,

∂η′

∂t′
=
∂Φ′

∂z′
(E.30)

e
∂Φ′

∂t′
+ gη′ = − 2π

w2λ

Pa
ρ
. (E.31)
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Note que nessas condições aparecem somente termos lineares. Desse modo,

junto com as equações (E.25) e (E.26), nosso problema completo está linearizado.

Retornando às variáveis f́ısicas, temos

∇2Φ = 0, −h < z < 0, (E.32)

∂Φ

∂n
= 0 em z = −h, (E.33)

∂η

∂t
=
∂Φ

∂z
, em z = 0, (E.34)

e
∂Φ

∂t
+ gη = −Pa

ρ
, em z = 0. (E.35)

Podemos ainda combinar as equações (E.34) e (E.35). Para isso, derivamos a

equação (E.35) em relação à variável t

∂2Φ

∂t2
+ g

∂η

∂t
= 0, em z = 0. (E.36)

A seguir, usamos (E.34) e assim obtemos

∂2Φ

∂t2
+ g

∂Φ

∂z
= 0, z = 0. (E.37)

Para relacionarmos a pressão dentro do fluido com Φ, linearizamos a equação

de Bernoulli (E.9) e obtemos

P = −ρgz + p, onde p = −ρ∂Φ
∂t

= pressão dinâmica. (E.38)

Porém muitas vezes para resolvermos um problema pode ser necessário ainda

condições iniciais e condições de fronteira no corpo e no infinito. Para obtermos

essas condições podemos nos basear na teoria do potencial.

Essa teoria nos permite ter um deslocamento finito na direção tangencial perto

de uma fronteira sólida, mas na realidade as componentes da velocidade tendem a

zero. Portanto, devemos ter uma fina camada limite para suavizar a transição de
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zero para um valor finito. Assim, tomando um sistemas de coordenadas local xN ,x
′
T

e x′′T , onde xN é normal à superf́ıcie sólida e x′T e x′′T são tangenciais à essa superf́ıcie,

temos que
∂

∂xN
≫ ∂

∂x′T
,
∂

∂x′′T
.

Portanto, podemos escrever que

∇2u ≃ ∂2u

∂x2N
.

Linearizando a equação do momento (E.2) e usando a aproximação acima,

obtemos que a velocidade tangencial uT satisfaz

∂uT

∂t
∼= ν

∂2uT

∂x2N
− 1

ρ
∇Tp.

dentro da camada limite. Com o peŕıodo de onda como escala de tempo, podemos

aproximar a equação acima como

σ

2π
∼ ν

δ2
,

ou seja, a espessura da camada limite δ deve ser da ordem

δ ∽

(
2ν

σ

)1/2

. (E.39)

E.4 Ondas progressivas em água de profundidade

constante

Supondo que a água tem profundidade constante no tempo e no espaço, o

problema linearizado é definido pelas equações (E.32), (E.33) e (E.36) (figura (E.1)).

Porém, ainda é muito dif́ıcil encontrarmos a solução dessa equação com essas

condições de contorno. Por causa dessa dificuldade, suponhamos que a propagação
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Figura E.1: Problema linearizado [Farina, 2006].

das ondas é periódica no tempo e no espaço, ou seja, consideraremos uma forma

especial de superf́ıcie livre dada por

η(x, y, t) = ReAei(k·x−σt), (E.40)

onde i é a unidade imaginária e

k = (k1, k2) e x = (x, y),

ou seja, estamos supondo que a onda é periódica no tempo e no espaço. Isto carac-

teriza a hipótese de movimento harmônico simples. Dizemos que k = (k21 + k22)
1/2 é

o número de onda.

Para o movimento harmônico simples com frequência σ, a linearidade do prob-

lema nos permite a seguinte separação

η(x, y, t) = ζ(x, y)

Φ(x, y, z, t) = φ(x, y, z)

u(x, y, z, t) = u(x, y, z)

P (x, y, z, t) + ρgz = p(x, y, z)





e−iσt. (E.41)
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Desse modo, as equações governantes linearizadas (E.32), (E.34), (E.33) e

(E.35) podem ser reduzidas a

∇2φ = 0, −h < z < 0 (E.42)

∂φ

∂z
+ iσζ = 0 em z = 0, (E.43)

gζ − iσφ = −Pa
ρ

em z = 0 (E.44)

e
∂φ

∂z
= 0 em SB. (E.45)

Suponhamos agora que uma solução deste problema é dada por

φ =
Ag

σ
Γ(z)Re{eik·x}, (E.46)

ou seja,

Φ = φe−iσt =
Ag

σ
Γ(z)Re{ei(k·x−σt)}. (E.47)

A expressão (E.47) modela uma onda de amplitude A = h
2
, onde σ = 2π

T
é a

frequência angular, k é o vetor de onda, T é o peŕıodo e λ é o comprimento de onda

e k = |k| é o número de onda. De fato, substituindo (E.46) em (E.42),

Ag

σ
Γ′′(z)Re{eik·x} − Ag

σ
Γ(z)k2Re{eik·x} = 0, (E.48)

obteremos uma equação diferencial ordinária dada por

Γ′′ − k2Γ = 0. (E.49)

A solução geral dessa EDO é dada por

Γ(z) = B1senh(kz) + B2 cosh(kz), (E.50)

onde B1 e B2 são constantes arbitrárias. Pela condição de fundo dada por (E.33),

temos que
∂φ

∂z
=
Ag

σ
Γ′(z)Re{e−ik·x} = 0, em z = −h, (E.51)
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isto é Γ′(z) = 0 em z = −h. Logo,

kB1 cosh(kh) + B2ksenh(kh) = 0 ⇒ B1 = −B2 tanh(kh). (E.52)

Assim, definindo B = B2,

Γ(z) = B2(tanh(kh)senh(kz) + cosh(kz)). (E.53)

Reescrevendo (E.53) como

Γ(z) = B

(
senh(kh)

cosh(kh)
senh(kz) + cosh(kz)

cosh(kh)

cosh(kh)

)
, (E.54)

ou seja, usando a identidade cosh(α + β) = senh(α)senh(β) + cosh(α) cosh(β),

Γ(z) = B
cosh(k(z + h))

cosh(kh)
. (E.55)

Assumindo que a amplitude das ondas é pequena comparada com o compri-

mento de onda, e com a profundidade da água, as condições da superf́ıcie livre podem

ser impostas em z = 0. Procuraremos uma solução bi-dimensional que representa

uma onda progressiva sem força atmosférica, isto é, Pa = 0. Assim, por (E.44),

temos que

ζ =
iσ

g

Ag

σ
BRe{eikx},

logo,

ζ = iABRe{eikx}.

Definindo B = −i, temos que

ζ = ARe{eikx}. (E.56)

Por (E.47) temos ainda que

φ = −iAg
σ

cosh(k(z + h))

cosh(kh)
Re{eikx} (E.57)
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Vejamos agora como se dá o deslocamento vertical e horizontal da água. Por

(E.1), temos que o campo de velocidades é dado por

u =
gkA

σ

cosh(k(z + h))

cosh(kh)
eikx, (E.58)

v = 0 (E.59)

e

w =
gkA

σ

senh(k(z + h))

cosh(kh)
eikx. (E.60)

E.5 Velocidade de fase, dispersão e refração

A velocidade de fase, a dispersão e a refração são importantes conceitos para

a teoria linear de ondas. Veremos a seguir a definição desses conceitos.

Substituindo (E.46) em (E.43), em z = 0, temos

−Ag
σ
k
senh(kh)

cosh(kh)
σRe{eik·x} = −iση. (E.61)

Por (E.44),

−Agk senh(kh)
cosh(kh)

Re{eik·x} =
σ2

g

Ag

σ
σRe{eik·x}. (E.62)

Logo,

k
senh(kh)

cosh(kh)
=
σ2

g
. (E.63)

ou seja,

σ2 = gk tanh(kh). (E.64)

A equação (E.64) é chamada relação de dispersão para ondas lineares em pro-

fundidade finita. Esta equação é muito importante na teoria linear de ondas em água.

Em particular, (E.64) expressa uma relação única entre σ, k e h. Desse modo, se

duas dessas variáveis são conhecidas, a terceira estará unicamente definida. Para

entendermos como a onda se propaga, temos que entender a seguinte definição:
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Figura E.2: Curvas de dispersão para ondas progressivas [Mei et al., 2005a].

Definição:

A velocidade de fase (ou velocidade de propagação) C de uma onda é dada por

C =
σ

k
=
(g
k
tanh(kh)

)1/2
. (E.65)

Na figura (E.2), podemos ver o gráfico de C na forma adimensional.

Se analisarmos esta expressão, veremos que, para valores de w e k dados, a

onda se propagará mais rápido em águas rasas (khλ1) do que em águas profundas

(kh ≫ 1). Este fato explica porque as ondas normalmente chegam com as suas

cristas paralelas à praia: uma onda em mar aberto com direção obĺıqua à praia

tenderá a dobrar-se, já que sua parte mais distante da praia, e portanto está sujeita

a profundidades maiores, será mais rápida, emparelhando com a parte da onda que

estará em águas mais rasas e portanto, mais lenta. Este processo de mudança de

direção de ondas se chama refração.

Na teoria de ondas aquáticas são feitas classificações em relação à profundi-

dade, as quais são muito importantes para a análise matemática de soluções e pro-
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priedades de ondas em águas rasas ou profundas. As funções hiperbólicas que apare-

cem nas soluções das seções anteriores fornecem a principal simplificação através de

seus valores assintóticos para kh muito grandes ou próximos de zero (Tabela E.1).

kh→ 0 kh→ ∞
senh(kh) kh ekh/2
cosh(kh) 1 ekh/2
tanh(kh) kh 1

Tabela E.1: Valores assintóticos das funções hiperbólicas da teoria de ondas lineares

Desse modo, para ondas longas e curtas, as relações do comportamento assintótico

da velocidade de fase C são, por (E.65), respectivamente,

C = (gh)1/2, khλ1, (E.66)

C = (g/k)1/2, kh≫ 1. (E.67)

Por último, pela relação de dispersão (E.64), temos os limites

σ2 = gk, em águas profundas, (kh≫ 1), (E.68)

σ = k
√
gh, em águas rasas, (khλ1). (E.69)

Conferiremos a hipótese de linearização comparando um termo não-linear com

um termo linear, ambos avaliados na superf́ıcie livre z = 0. Seja kh arbitrário. Pelas

equações (E.65) e (E.58),

(
u∂u
∂x
∂u
∂t

)

z=0

∽

(
uk

w

)

z=0

∽

( u
C

)
z=0

=
kA

tanh kh
∀ kh. (E.70)

Note que para khλ1 essa razão se torna A/h. Assim, em águas rasas a teoria

linear é de fato uma aproximação muito restrita, já que para essa aproximação ser

boa, teŕıamos que ter A ∼ h. Essa comparação será útil no próximo caṕıtulo.
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