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Resumo

O presente trabalho discute formalmente a Andlise de Regressao Linear em suas
formas simples, multipla e multivariada e a Anélise de Regressao Logistica Nominal
em suas formas bindria, multipla e multinomial. Sao apresentados estimadores aos
parametros envolvidos em cada modelo, suas propriedades estatisticas e também
critérios para se julgar a adequabilidade dos modelos. Exemplos de aplicagdo da

teoria desenvolvida sao comentados.

Abstract

The present study formally discusses the Linear Regression Analysis in its sim-
ple, multiple and multivariate forms, and the Nominal Logistic Regression Analysis
in its binary, multiple, and multinomial forms. Estimators concerning the parame-
ters involved in each model are presented as well as their statistical proprieties and
criteria to judge the suitability of the models. Examples of the theory application

are commented.
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Introducao

Ao se estudar um fenémeno, deve-se coletar informacoes e dados sobre ele.
A partir destes dados, analisi-los e obter conclusoes e propriedades. Entretanto,
em muitas situacoes, é impossivel efetuar a coleta de informacoes de toda uma

populagao porque se tornaria muito despendiosa ou muito tempo seria gasto.

Este é o contexto em que se insere a Andlise de Regressdo, uma ferramenta

extremamente poderosa.

Através dos recursos matematicos e estatisticos oferecidos pela Andlise de Re-
gressao pode-se encontrar alguma fungao que estime o comportamento do conjunto

de dados que nao se dispoe, a partir dos dados coletados.

O termo regressdo tem uma origem interessante. Apareceu pela primeira vez
na literatura em Galton (1885). Trabalho este realizado pelo antropologista Sir
Francis Galton que investigava a relagao entre a altura dos pais e a de seus filhos.
Concluiu, de forma nao surpreendente, que pais altos tendem a ter filhos altos e
pais baixos tendem a ter filhos baixos. Entretanto, Galton também percebeu que
muitos dos pais de grande estatura tem filhos menores e muitos pais de pequena
estatura tem filhos mais altos do que eles préprios. Galton chamou este fenémeno
de regression toward the mean, ou seja, de regressao para a média (aqui a palavra

regressao tem a conotagao de retorno).

O objetivo desta dissertacao é apresentar uma revisao bibliografica sobre as
idéias bdsicas dos modelos de regressao linear e logistica, tais como suposigoes

envolvidas, aspectos de inferéncia e exemplos de aplicacoes.

O presente trabalho é dividido em quatro capitulos, descritos resumidamente a

seguir.



O Capitulo 1 apresenta a discussao do modelo de regressao linear geral, que se
baseia no uso de uma funcao linear. Inicia com o caso simples onde figura apenas
uma variavel aleatéria e uma variavel independente, partindo-se, posteriormente,
para a regressao linear multipla e multivariada. Na seqiiéncia sao apresentadas
suas respectivas tabelas ANOVA (do inglés, Analysis of Variance) e a Anélise de
Residuos, com a finalidade de apresentar subsidios para a avaliacdo do modelo

proposto. No final desde capitulo é apresentado exemplo de aplicagao.

O Capitulo 2 é estruturado de forma andloga ao Capitulo 1 e descreve o modelo
de regressao logistica em sua forma binaria, multipla e multinomial. Também se

faz exemplo de aplicacao.

A anélise de dados reais, com o uso do software SPSS 10.0 for Windows (Sta-
tistical Package for the Social Sciences), é apresentada no Capitulo 3. Os dados
analisados sao oriundos do Institute of Public Health - Faculty of Health Sciencies,
na Dinamarca, através do trabalho de pesquisa do professor Morten Frydenberg
com pacientes portadores de cancer de prdstata e apresentam resultados de exa-
mes médicos basicos buscando diagnosticar a presenca ou nao de tumor na capsula

prostatica.

As conclusoes finais referentes a este trabalho académico sao apresentadas no

Capitulo 4.



Capitulo 1

Regressao Linear

Neste capitulo propoe-se a discutir o modelo de regressao linear em sua forma
mais simples (caso bivariado) e posteriormente os modelos de regressao multipla
e multivariada. Inicialmente, apresentam-se dois exemplos que ilustram como os
modelos de regressao linear aparecem em determinadas situacoes. Outros exemplos
podem ser encontrados em Bickel e Doksum (1976), Bisquerra, Sarriera e Martinez

(2004), Bussab e Morettin (2004) e Mood, Graybill e Boes (1986).

Exemplo 1.1. A distancia s em que uma particula se desloca no intervalo de
tempo x é dada pela expressao s = [y + iz, onde [y é a posicdo no instante
t =0 e [ é a velocidade média. Se [y e 1 nao sao conhecidos, entao o valor de s
pode ser observado para dois valores distintos de x e, desta forma, tem-se condicoes
para determinar valores para (3 e 1. Suponha-se, agora, que por alguma razao a
distancia nao possa ser medida de forma exata, mas que exista um erro de medida
que possui natureza aleatéria. Entao, o valor s nao pode ser observado. Suponha
que possa ser observado o valor y, dado por y = s 4 ¢, onde € é um erro aleatério
com média zero. Substituindo nesta iltima igualdade a expressao correspondente
a s, tem-se y = By + Bix + €, onde y é uma varidvel aleatéria observada, x é uma
varidvel nao-aleatdria observada, € é uma variavel aleatéria nao observada e Gy e
f1 sao constantes (ou parametros) nao conhecidas. Neste novo contexto, nao se
pode mais obter os valores para (g e 31 a partir de duas observagoes de y e x, como
apresentado anteriormente, pois aqui nao temos relacao ou expressao matemaética
que conecte tais varidaveis. Entao, utilizam-se métodos estatisticos e observacao de

varios dados de y e x para se obter estimadores de Gy, 81, pois s = Gy + S1.



Exemplo 1.2. Considere a relagao entre a altura y e o peso = de habitantes de uma
certa cidade. A principio ndo existe uma fungéao que descreva a relagao entre y e x.
No entanto, parece haver algum tipo de relagao. Considera-se, entao, para estudo,
a altura e o peso como varidveis aleatorias, respectivamente Y e X, e define-se que
o vetor aleatério (X,Y) tenha distribuigdo normal bivariada. Entao a esperanca
matematica de Y dado um valor z de X é dada por E(Y|X = x) = By + f1x, onde
0Bo e (1 sao fungoes dos parametros da funcao densidade de uma normal bivariada.
Embora nao haja uma funcao entre Y e X decorre, da suposicao de que possuem
distribuicdo conjunta normal, que existe uma relagdo linear entre os pesos e o
valor médio das alturas. Dessa forma, pode-se apresentar o seguinte: Y e X tem
distribui¢ao normal conjunta e, E(Y|X = x) = By + f1x ou que y = [y + frx + €,

onde € é uma variavel aleatéria, com distribuicao normal, denominada erro.

1.1 Regressao Linear Simples

Considera-se o caso de duas varidveis (andlise bivariada). O objetivo é desenvol-
ver um modelo estatistico que possa ser usado para prever valores de uma variavel
dependente Y em funcio de uma varidvel independente X. Ambas as varidveis
aleatorias (v.a.’s) estdo definidas sobre uma mesma populagao P, em um mesmo

espaco de probabilidade.

Supoe-se dispor de uma amostra de n unidades, e para cada observagao, tem-se

um par de valores das varidveis X e Y, denotada por (x;,y;), i € {1, -+ ,n}.

Seja u(-) uma fungdo afim definida em um dominio D, onde D pode ser o
conjunto dos numeros reais (R) ou mesmo um sub-intervalo de R. Define-se
u(x) = Po + Pz, onde x pertence ao dominio D. Para modelar as situagoes
apresentadas nos Exemplos 1.1 e 1.2, assume-se que existe uma familia de funcoes
de distribuicao acumulada (f.d.a.), uma para cada x do dominio, tal que a média
da f.d.a. correspondente a um dado x( pertencente ao dominio, é Gy + G1zg. Entao,
as médias das f.d.a., estao na reta definida por u(z) = By + S1x. Assim, procura-se
tomar uma amostra para alguma f.d.a. e com base na amostra fazer inferéncias

sobre os parametros 3y, #1 e p(z), com base num modelo linear, definido a seguir.

Definigao 1.1. Modelo Linear: Seja u(x) = o+ 1z, para todo x € D. Para cada
x pertencente a D, seja Fy, () uma funcao de distribuigao acumulada (f.d.a.), com

média u(z) e varidncia o2, Para cada z;, seja Y; uma amostra aleatéria de tamanho



um da f.d.a. Fy,(-), para i € {1,--- ,n}. Entdo, os pares (z;,Y;), i € {1,--- ,n},

formam um conjunto de n observacoes de forma que
E(Y;) = fo + fizi e Var(Y;) = oZ. (1.1)

E interessante notar que decorre da Definigao 1.1 que a equacao (1.1) pode ser

interpretada, para cada i € {1,---,n}, como
yi = Bo + biwi +&;, onde

E(gilz;) =0 e Var(gi|z;) = o2 (1.2)

A expressao (1.2) motiva as suposigoes para as v.a.’s envolvidas:

(i) A varidvel X é por hipétese controlada e nao estd sujeita a variagoes

aleatérias. Diz-se que X é uma variavel fixa ou deterministica.

(ii) Para dado valor 2 de X, os erros distribuem-se ao redor da média 3y + (31

com média zero, isto é, E(g;|x;) = 0, para todo i € {1, -+ ,n}.

(iii) Os erros devem ter variabilidade constante em torno de X, ou melhor,

Var(e;|lx;) = 0'82, para todo ¢ € {1,--- ,n}.

(iv) Os erros sao nao-correlacionados.

Em algumas situacoes se farao necessarias suposicoes, para quaisquer pares

(i,7) tais que 1 < i,j < n, tais como:
e Caso A: assume-se que a f.d.a. Fy,(-) é normal e que as v.a. Y; e Yj séo
independentes, para todo i,j € {1,--- ,n}, com i # j.
e Caso B: assume-se que as v.a. Y; e Y; sao nao-correlacionadas, para todo
ivj € {1’ 7n}7 com 1% #]
Os procedimentos de inferéncia para estas duas situagoes serao apresentados a
seguir. Primeiramente aborda-se o Caso A.

Caso A:

Considere que as v.a.’s Y1, Yo, - - - | Y}, s@o independentes e igualmente distribuidas

com distribui¢do normal satisfazendo a equacao (1.1).



Inicialmente definem-se os elementos a seguir

Y1 1 P
Y = , X = , B= ;]
1
2x1

Yn nx1 1 Tn nx2

€1

e &=
En

Dessa forma, o modelo linear apresentado na Definigao (1.1) pode ser escrito
matricialmente como

Y =XB+E€.

O teorema, a seguir, apresenta os estimadores de maxima verossimilhanca para

2
Beo:.

Teorema 1.1. Considere o modelo linear dado na Definigdo 1.1. Seja’Y = XB+E,

onde X possui posto n — 2. Entao o estimador de B € dado por
B = (X'X)"'X'Y e possui distribui¢io No(B,o2(X'X)™1)
e € distribuido independentemente dos residuos E=Y - XB. FE, ainda,
ne? = E'E e possui distribuicio o2x3_o,

onde 62 ¢ o estimador de mdzima verossimilhanca de o2.

Demonstragao: A fungao de verossimilhanga conjunta das varidveis aleatdrias
Y1,Ys,--- Y, é dada por

L(B,o%) = H \/%JE exp <—2i’2€>
1 [—(Y—XB)’(Y—XB)]

2
20

(1.3)

Para o2 fixo, a fungio de verossimilhanca é maximizada quando se minimiza
a expressao (Y — XB)' (Y — XB), ou seja, quando B = (X’X)~'X'Y, o qual ndo

depende do o2 adotado.



Agora, maximizando £(B,02) com respeito a o2 tem-se que

« 1 —-n
EB 52 - T n, a.n e 3
CANCEHET @ (3)

onde 62 =

Tem-se que B e £ podem ser representados como combinagoes lineares das
varidveis £, que por suposicao, apresentam distribuicdo normal. De forma mais

especifica, tem-se

>

(Xlx)flxl
- X(X'X)"!X/

s

Isto decorre do fato de que Y = XB+E€ e, dessa forma, B pode ser representado

por

&
I

(X'X)"IX'Y = (X'X) "X/ (XB + &)
= B+ (X'X)"'X¢,

A~

e, £, pode ser apresentado por

£ = [I-XXX)"'XNY = [I-X(X'X)"'X'|[XB + €]
= [I-XX'X)"'X'¢,

visto que [I — X(X'X) 1 X'|X =X - X = 0.

Com base nas propriedades de esperanca matematica e de variancia, segue-se

que
E(B) = B+ (X'X)"'X'E() =8
Var(B) = (X'X)"'X'Var(&)X(X'X)™! = o2(X'X) 1 X'X(X'X) !
e ainda,
E(§) = [I-X(X'X)'XEE) =0
Var(§) = [I-XX'X)'XVar(&)[I - X(X'X)"1X)

= oI - X(X'X)"'X/].



Agora, procura-se avaliar a E(é” E ), para tal é interessante lembrar que E'€ tem
dimensao 1 x 1. Com base na definicao de £, tem-se que
£¢ = &M-XXX)IXT)I-XX'X)"1XE
= &I-XX'X)"'X'|E
= tr{&I - X(X'X)"'X|€}
= tr{I- XX'X)" X'} (1.4)

Aplicando-se esperanga na igualdade obtida em (1.4), conclui-se que

EE'E) = tr{I-XX'X)'XEEE)}
= oltr[I - X(X'X)'X']
= o2tr(I) — o2tr[X(X'X) " 1X]
= oln—otr[(X'X)IX'X

= o2n — oltr [Iaxo]

= o2(n—2). (1.5)

Da espressao obtida em (1.5) segue o resultado para 2. O

Como X fica fixo, tem-se que Beé& apresentam distribuicdo normal conjunta e

sao independentes.

Agora, que o valor de COU(B, é ) = 0 é verificado da seguinte forma

Cov(B,€) = E[B-B)E)=X'X)"IX'EEENT - X(X'X)1X]
= o2(X'X)"IX'[I-X(X'X)"'X'] =0.

Agora, assume-se que (), e) sejam o par de autovalor e autovetor de matriz
I - X(X'X)"!X’, esta matriz é idempotente e assim
de = [[-X(X'X)"'X'|e
= [I-XX'X) X%
= NI -X(X'X)"'X']e = Me,

o que implica que A =0 ou A = 1.

Por propriedades de matrizes sabe-se que tr[I — X(X'X) " 'X'] =n —2 e, ainda,
tr[l — X(X'X)™!X] = Ay + -+ + Ay, onde Ay > --- > )\, sdo os autovalores de
- X(X'X)"1X/].



Por conseqiiéncia, existem exatamente n — 2 autovalores com valor um e os
demais sao nulos. Assim, com base no Teorema da Decomposi¢ao Espectral (ver

pagina 105 de Johnson e Wichern (1998)) tem-se que

I-X(X'X)"'X'| =eje| + - +e,2€, 5,

onde eq, -+ ,e,_o sao os autovetores normalizados associados respectivamente aos
autovalores A\ = --- = A9 = 1.
_ - S -
1%} e &

Vs eLe
Seja V uma matriz definida como V = . = i

/
L Vn_Q i (S} 728
Entao, V' possui distribuicao normal com média 0 e
2./

0, caso contrério.

=k
cov(vj,vw:{ o

Pode-se concluir que os V; sao independentes e possuem distribuicao N (0, o2)

e ainda que
ne? = E£'€=¢1-XX'X)'XE
= VP4 Vi+- 4+ V2,
possui distribuicio o2y _,. O

Corolario 1.2. Para os estimadores Bo e Bl tem-se

. . . 2y o
(o) = o B() = 1, Var(iy) = =Lt
=1 2

~ ~ — 27
S ¢ O = s
i=1\"1

A g

Var(61) =

(LN V]

(1.6)

Demonstragao: Uma outra forma de se analisar o resultado obtido Teorema 1.1
acima é considerar (f3p,J1) como uma v.a. com distribui¢do normal bivariada.

Dessa forma segue-se o resultado. O

Observacao 1.1. Em algumas situagoes a serem apresentadas mais adiante mais

adiante, serdo necesséarios os estimadores de Var(fp) e de Var(f;), denotados por

Var(By) e Var(B), respectivamente. Tais estimadores sido obtidos substituindo-se

o2 por seu estimador nos resultados do coroldrio acima.



Corolario 1.3. Para o estimador i(x) de p(x) = By + f1x tem-se

Eli(z)] = E[fy+piz] = p(=)
A . A 1 T —x)?
Varli(z)] = Var(fo+ fiz) = o2 n + 23271(:1(56123—5)2

Demonstragao: A primeira igualdade é obtida facilmente através das proprie-
dades da esperanca matematica e do resultado do Corolario 1.2. Para a segunda

igualdade tem-se

Varli(z)] = Var(Bo) + 2z Cov(Bo, f1) + *Var ()
_ oz Z?:lxzz_ 27 4 22
L ( w2 )
= —0’32 z—x)? ln z; —)?
- ST [( ) +n;(z )]

2[1 (z —x)? }

O]

Observacao 1.2. Em geral, estimadores de méxima verossimilhanca nao sao esti-
madores nao-viciados de uniforme minima variancia (UMVUE). A seguir, apresenta-
se um resultado que garante esta propriedade aos estimadores By, 41 e &2 dos

parametros (3, 31 e 02, respectivamente.

Teorema 1.4. Seja o modelo linear dado pela Defini¢io 1.1. Considere h(fy, 31, 02)
uma fungdo conhecida dos parametros 3y, 1 e o2. Entdo, existe um estimador de
h(Bo, B1,02) que é uma funcdo de Bo, B e 62, denotado por E(Bg,ﬁl,ﬁg). Este ¢
o UMVUE de h(f, B1,02).

Demonstragao: Os estimadores ndo viciados de By, 81 e o2 sio funcdes das
estatisticas suficientes e completas Y | Vi, S0 V2 e Y0, 2;Y;. Dessa forma,

este teorema é um caso particular do Teorema de Lehmann-Scheffé. 0
Do Teorema 1.4 decorrem os seguintes corolérios.

Corolario 1.5. O estimador UMVUE de cada um dos parametros By, 31 e o2 é

dado, respectivamente, por [y, f1 e 2.

Corolério 1.6. O estimador UMVUE de p(z) = o + fix, para todo x € D, é
dado por [i(x) = Bo + G
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Corolario 1.7. Para quaisquer cg,c1 € R, o estimador UMVUE de cofBy + c101 €
dado por C()Bo + 0131.

As proposigoes a seguir fornecem meios de se obter intervalos a 100(1 — )% de

confianca para os estimadores de Gy, 31 e 052.

Proposicao 1.8. O intervalo a 100(1 — )% de confianca para By € dado por

[Bo —ty 9.3\ Var(B), o — tnas Va?“(@o)} :
onde tn—2,2 é o quantil t-Student com n — 2 graus de liberdade dado por P(t,_o >
A G2y i v}

tn*l%) = % e Var(bo) = nzﬂ_l(xi _ 57)2'

Demonstragao: Decorrem do Teorema 1.1 e do Corolario 1.2 as seguintes afirmacoes.

Bo — Bo Bo — Bo

(i) Z = = ¢ uma v.a. com funcao distribuicao
A 2
VVar(d) \/ S
normal padrao.

n—2)62
(i) U = % é uma v.a. com distribuicao qui-quadrado com n—2 graus
o

de liberdade.

(iii) Z e U s@o v.a.’s independentes.

Z

_U_
n—2

n — 2 graus de liberdade e pode ser utilizada como pivo.

é uma v.a. com distribuicdao t-Student com

Desta forma a v.a. T =

Observe que

n—2
T = Z i
_ Bo — Bo
\/ 221 1$
Zz 1 JIZ—.T)
Bo — Bo

G2 i ]
ny xl—mQ

_ ﬁo—ﬁo\/ T —2)” wn
z 1$
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Segue-se da Observagao 1.1 e do resultado obtido na expressao (1.7) que

7= b
Var(fo)
Assim, tem-se o que segue
a = P [—tn_ % < T < tn_27%:|
= P|—t, 2.8 < Lﬁo Stn_z,%
Var(bo)

@ o)

= P [ﬁo —lp_og Var(Bo) < o < o+ tns, g Var(fo)

= G230 a2
onde Var(Gy) = nZilX:(Zaﬁ_l— PER O
i=1Ti

Proposicao 1.9. O intervalo a 100(1 — )% de confianca para 31 € dado por

—

[/Bl —lp-2,2 Var(p), 61 + tn—2,2 VCL?"(B})} ,

onde tn2,9 é o quantil t-Student com n — 2 graus de liberdade dado por P(t,—o >
— ~92

thoe)=%eVar(f) = =—F7——.

nag) T3 Vo) = s

Demonstracgao: Decorrem do Teorema 1.1 e do Corolario 1.2 as seguintes afirmacgoes.

(i) Z = —h ﬁl ¢ uma v.a. com distribui¢ao normal
\/VCLT /31) \/Zz 1 :El—l'

padrao.

oo (n=2)a2 : _ ‘

(ii) U = 5 ¢ uma v.a. qui-quadrado com n — 2 graus de liberdade.

0¢

(iii) Z e U sao v.a.’s independentes.

Desta forma a v.a. T = é uma v.a. com distribuicao t-Student com

n—2
n — 2 graus de liberdade e pode ser utilizada como pivo.
Seguindo-se raciocinio analogo ao realizado na demonstracao da Proposicao 1.8,

verifica-se que

51 b1

T = .
Var(ﬂl)
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Assim, tem-se o que segue

o« = Pltysg ST <ty s
= P —tn,2’a < /61;% <tn72,3‘
Var ()

— ~2

~ g

onde Var(f) = ST (=)
i=1\Ti

Proposigao 1.10. O intervalo a 100(1 — )% de confianca para o2 é dado por

[(n ~2)5% (n— 2)&3]

’ 2
Xn—2,a

2
Xn—2,1—a

onde X%J,a € o quantil qui-quadrado com n — 2 graus de liberdade dado por

[0

P(X2_5 > X2 04) = 5-

~ -2)62 R .
Demonstracao: Tem-se que U = (n 0_2)0 é v.a. com distribuicao qui-quadrado

€

com n —2 graus de liberdade. A varidvel aleatéria U entao é o pivo utilizado. Segue

que
= P[x? <U<x2 5]
o Xn—21-a > = Xn—2,a
_ pfm-2e o w-202]
anZ,lfa anQ,a

O

Proposicao 1.11. O intervalo a 100(1 — «)% de confianca para p(x) = By + frx
€ dado por

) =t g Varlia)) (o) + 12 Var (o).

2

onde tn2,9 é o quantil t-Student com n — 2 graus de liberdade dado por P(t,—o >

—

th22) =73 € Vma:)] = Var(Bo + fiz).

Demonstragao: Decorre da definigao de p(z) e do Corolério 1.3 os itens a seguir

tem distribuicao normal

0 7 ) =) filx) — pla)

\/W:\/Ug{

(z—2)?

TS wioae

1
n

padrao.
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(n —2)52 e ,
= 5 tem distribuicao qui-quadrado com n — 2 graus de liber-
UE

(i) U
dade.

(iii) U e Z s@o independentes.

(iv) T = tem distribuicao ¢-Student com n — 2 graus de liberdade.

n—2

A variavel aledtoéria T pode ser utilizada como pivo e é apresentada como

n—2
T = Z i
) M) — () [
\/ 2‘1—'_ (j_x)z 7 (n—2)&§
IR YR o2
_ fi(x) — p(z)
L[l @-x)? ] )
o |-+ =7 —5
\/ ERyNEEs:

Segue-se da Observagao 1.1 e do resultado obtido na expressao (1.8) que

o ME) —p@)
Var|fi(z)]
Assim, tem-se o que segue
a = ]}D[_tn a<T<+ %}:P _ —%Su(x);u\(:p)étn—zg
Var[i(z

Outro procedimento utilizado em um modelo linear do Caso A é o Teste de

Hipdtese. Primeiramente, definem-se duas situagoes de teste,

(i) HY:Bo=0bo vs HY: By # by, para by € R.
(ii) Hg:B1="0b1 vs Hi: [P # b1, paraby €R. (1.9)

Teorema 1.12. No modelo linear dado pela Defini¢cao 1.1, o teste da razdo de
verossimilhanga de tamanho o dado pela expressao (ii) de (1.9) consiste em rejeitar

Hé se e somente se o intervalo de confianca dado por

[Bl —th22 Va?“(ﬁAl),Bl +in-29 V;(\ﬁl)}

14



S ~2
ndo contém by, onde Var(py) = W.
i=1\Ti —

Demonstragao: Assume-se que se deseja testar 'Hcl) 1B = by vs Hi: B # b

Uma estatistica de teste que pode ser escolhida é

T B — B _ e ;
— &
Var(f) :

Segue da demonstracao da Proposigao 1.8 que, sob 'H(l), av.a. T tem distribuicao
t-Student com n—2 graus de liberdade. Um teste de tamanho « é dado por: rejeita-
se H(l) se e somente se |T'| > tn—2,9. Comparando-se esta tltima expressao com o
resultado obtido na Proposicao 1.8, tem-se que ao se tomar o conjunto delimitado
pelo intervalo de confianca de nivel o para o parametro (31, rejeita-se H(l] se e
somente se o intervalo de confianga nao contém by. Agora, tem-se que mostrar que
este é um teste de razao de verossimilhanca. Para tal, primeiramente, definem-se

os espacos de parametros ©, Oy e ©1, onde B = (3, 41, 02), dados por
© =0)U0By,
onde

6= {(60aﬁ170§) | ﬁ(%ﬁl € R7J? > 0} €
©0 = {(Bo,B1,02) | Bo € R, B1 = by, 02 > 0}.

Denota-se A como

supgeco, L(B; Y1, s Yn)

A= ,
supgeo L(B;y1, -+, Yn)

onde L(B;y1,- - ,yn) é dada pela equacdo (1.3) e os valores de By, 31 e o2 que
a tornam maxima para B € © siao os estimadores de maxima verossimilhanca
apresentados no Teorema 1.1. Assume-se, sem perda de generalidade, que 5, = 0,

dessa forma, tem-se que

|3

1
sup L(Byy1,-++ ,yn) = ( >

BE@O 271—6'?

exp [_M] R

52
20

onde 52 = % S Eeéi =y — Bo — Biz;. Substitui-se 3 = 0 na expressio (1.10),

obtendo-se
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L(ﬁo,af) = 21nexp [—2;2 Z(yz - 50)2] .
€ i=1

(2mo2)2

Os valores de 3y e 02 que maximizam a funcio de verossimilhanga sido os esti-

madores de maxima verossimilhanca dados por

By =4
1 n
ot = > -0 (1.11)
=1
Entao, tem-se
1 1 <
sup L(B;y1,-+ ,Yn) = ———— €xp | — yi — 6?1 . 1.12
R L

Segue-se da equagao (1.12) que

n
~9 5
A=
- 0*2 .
€

A partir da expressdo para A obtida acima, examina-se, com base na ex-

pressao (1.11), a quantidade A - 1, a qual é uma funcdo mondtona em A e é

dada por

*2 ~2

2 g — g

Nh ] = € €

G2
_ Z?:l(yl — g)Q - Z;n:l(yl — BO - Bl$i)2 ) (113)
Yic1 (i — Bo — Bri)?
A expressao (1.13) assume a seguinte forma
n L 5)2 N R . 7)]2

2 Xm0 - Y- 9) - A - D) (1.14)

S (yi — Bo — Prai)?

Desenvolvendo-se, na equagao (1.14), o quadrado que se encontra entre colche-

tes, resulta em

E g 2B (= )i — @) — B Y B — )
Yo (yi = Bo — Prxi)?

)
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e, assim segue-se

2o B Z?:ﬂfcz - @2 . (1.15)
i1 (yi = Bo — Pri)?

Multiplicando-se ambos os lados da igualdade (1.15) por n — 2, pode-se obter

B > (2 — 7)?

(n—2)[)\_% —1] = &2
5 n L =\2 2
By Zil&(;}azx) (05 _ 72 (1.16)

A equacao (1.16), sob a hipétese H(l) : 1 =0, é a razao entre os valores de duas
v.a.’s independentes com distribuicao qui-quadrado divididas, respectivamente, pe-
los seus graus de liberdade; 1 para o numerador e n — 2 para o denominador.
Portanto, a penultina igualdade da equagao (1.16) é uma v.a. com distribuigao

F-Snedecor com 1 e n — 2 graus de liberdade.

Seja A uma varidvel aleatéria que assume todos os possiveis valores de X. Desta
forma, a v.a. definida por (n — 2)[A_% — 1] possui, por defini¢ao, distribuigao
F-Snedecor com 1 e n — 2 graus de liberdade, sob Hé. O teste de razao de
verossimilhanga rejeita H(l) se e somente se A < Ag ou entao, se e somente se

(n— 2)[/\_% —1]>(n- 2)[>\0_% — 1] = Ao™; ou ainda, se e somente se,

[ﬂ? S (@i — @)?

52
5

] > )‘0*7

onde \g* é escolhido de forma a atender o tamanho esperado do Erro Tipo I. [

Teorema 1.13. No modelo linear dado pela Definicdo 1.1, o teste da razdo de
verossimilhanga de tamanho o dado pela expressao (i) de (1.9) consiste em rejeitar

HY se e somente se o intervalo de confianca dado por

o= tu-ag VVarG) o — tass\ Var(o)|

L —

0/\_2 n $2

ndo contém by, onde Var(fy) = S ek
1=1\"7

Demonstracao: A demonstracao segue raciocinio andlogo ao realizado no Teo-

rema 1.12, utilizando-se o intervalo de confianca obtido na Proposigao 1.8. O
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Caso B:

Na seqiiéncia, apresentam-se os procedimentos de inferéncia para o Caso B.
Assume-se que as v.a.s Y; e Y; sejam nao-correlacionadas para quaisquer pares
(i,7) tais que 1 < i,7 < n. Para esta situacao, supoe-se que Y7, Ys, - Y, sdo v.a.s
com média By + Bix; e varidncia o2, para 1 < i < n. Se a fungdo densidade de
probabilidade (f.d.p.) conjunta das v.a.sY; parai € {1,2,--- ,n} nao é especificada
entao os estimadores de méaxima verossimilhanca nao podem ser obtidos para os
parametros By , 31 e 02, como feito no Caso A. Em situacdes em que a f.d.p. ndo é

dada ou conhecida, o método de estimacao adequado é o dos Minimos Quadrados.

Defini¢ao 1.2. Sejam (y;,x;), com i € {1,2,--- ,n}, n pares de observagoes que
satisfazem o modelo linear apresentado na Definicdo 1.1. Os valores de By e (1
que minimizam a soma dos quadrados Y i (y; — Bo — $17;)? sdo definidos como os
estimadores dos minimos quadrados de By e B1. No contexto da notacao matricial,
tem-se que o Método dos Minimos Quadrados seleciona B que minimiza a soma
dos quadrados das diferencas (Y — XB)'(Y — XB).

O procedimento para encontrar tais estimadores é apresentado pelo teorema a

seguir.

Teorema 1.14. No Caso B e no contexto da Definicio 1.2 o estimador dos
minimos quadrados de B, denotado por B, ¢ dado por B= (X'X)"1X"Y.

Demonstracao: Para se obter o estimador de B, deve-se encontrar os valores que
minimizam a expressio (Y — XB)' (Y — XB).
Para tal, usa-se do fato que
Y-XB = Y-XB+XB-XB
= Y -XB+X(B-B).
Dessa forma,
(Y — XB)(Y — XB) (Y — XB) (Y — XB) + (B - B)X'X(B - B) +
2(Y — XB)X(B - B)
= (Y -XB)(Y -XB) + (B-B)X'X(B-B), (1.17)

A primeira parcela de (1.17) nao depende de B e a segunda é o quadrado de

X(B —B). Como se assume que X tenha posto completo, ocorre que X(B -B)#0
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caso B # B. Dessa forma, o minimo da soma dos quadrados existe e é unico para
B=(X'X)"'X'Y. O

Proposicao 1.15. Para o estimador dos minimos quadrados [;’, tem-se que suas

respectivas esperancga e variancia sio dadas pela expressio (1.6).

Demonstragao: Este resultado é conseqiiéncia dos resultados do Teorema 1.1.

Para o Caso A, os estimadores de maxima verossimilhanca encontrados, além de
serem nao viciados, apresentam a propriedade de uniforme minima variancia. Esta
caracteristica nao permanece valida para os estimadores do Caso B, obtidos pelo
método dos minimos quadrados. Tal fato ocorre porque no Caso A as hipdteses
referentes as v.a.’s sdo mais fortes que no Caso B, onde as v.a.’s Y;, para i €
{1,--+ ,n}, tem f.d.p. desconhecida. Para o contexto dos estimadores obtidos pelo
método dos minimos quadrados uma propriedade que representa uma espécie de

minima variancia serd definida a seguir.

Definigao 1.3. Sejam Y7,Ys,---,Y, v.a’s observadas tais que E(Y;) = h;(0),
onde h;(-) sao fungoes conhecidas definidas para o parametro desconhecido § =
(01,02, ,05). Para estimar qualquer §; com j € {1,--- , s}, considera-se apenas
a classe dos estimadores que sao fungoes lineares das v.a.’s Y;. Nesta classe, ape-
nas alguns estimadores sao nao viciados para ¢; e existe um estimador de 6; que
apresenta a menor variancia em comparacao com qualquer outro estimador de 0;

nesta mesma classe. Este estimador é definido como o melhor estimador linear nao
viciado (BLUE) para 6;.

,

Nesta definicao o termo melhor se refere a propriedade de minima variancia. E
interessante notar que existem dois fatos a serem observados antes da propriedade
de minima variancia. Primeiramente, as fungoes h;(-) devem ser lineares em 0, e,
posteriormente, selecionam-se apenas aquelas que fornecem estimadores nao vici-
ados. Finalmente, entao, investiga-se qual estimador apresenta a propriedade de

minima variancia.

Na seqtiéncia, apresenta-se o Teorema de Gauss-Markov que assegura que os es-
timadores obtidos pelo método dos minimos quadrados sao os melhores estimadores

lineares nao viciados.

Teorema 1.16. Considere o modelo linear apresentado na Definicio 1.1 e as

hipcteses referentes ao Caso B. Entdo, o estimador dos minimos quadrados B é

o melhor estimador linear nao-viciado para B.
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Demonstracao: Para qualquer ¢ € R? fixo, seja a’Y um estimador nio viciado
de ¢’B. Entao, E(2'Y) = ¢'B, para qualquer que seja B. Tem-se ainda, por
hipétese, que E(a’Y) = E(a’XB+a’E) = a’XB. Igualando-se estas duas expressoes
obtidas para esperanga, tem-se que (¢’ —a’X)B = 0 para qualquer B, inclusive para

B = (¢! —a'X)". O que acarreta que ¢’ = a’X.

Define-se a* = X(X'X) e, dessa forma, ¢’B = a*'Y é estimador nao viciado.

Entao para qualquer a satisfazendo ¢’ = a’X, tem-se que

Var(@d'Y) = Var(a’XB+4a'€)
= Var(a'€)

= ol(a—a*+a")(a—a" +a*)

— 2lla-a")(a—a")+a"a’.

Decorre da definicao de a* que a — a*’a* = 0. Como a* é fixo e o termo (a —
a*) (a—a*) é positivo para a # a*, segue que Var(a'Y) é minimizada pela escolha
a'’Y = dB. O

A seguir, inicia-se a uma discussao analoga & apresentada nesta secdo para o

contexto da regressao linear multipla.

1.2 Regressao Linear Miiltipla

O modelo de regressao linear simples apresenta suas limitagdes. Em algumas si-
tuagoes é necessario analisar a influéncia de varias variaveis independentes sobre
uma variavel dependente. Este é o modelo de regressao linear miltipla. Para se
fazer a extensao do modelo apresentado na Definicao 1.1 ao modelo de regressao

linear multipla, primeiramente apresenta-se um exemplo.

Exemplo 1.3. A porcentagem de uma substancia quimica absorvida por uma
planta depende, nao apenas da quantidade desta substancia que é administrada ao
solo, mas também da quantidade de agua que a planta recebe. Um pesquisador
pode selecionar uma variedade de combinacoes entre quantidade de determinada
substancia fornecida ao solo e quantidade de dgua que a planta recebe e observar as

concentracgoes apresentadas pela planta em cada caso. Assumem-se que as médias
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das concentragoes da substancia quimica na planta variam linearmente como funcao
da quantidade de dgua e da quantidade de substancia quimica disponiveis na planta.
Assim, para uma amostra de n plantas, tem-se observagdes y;, na forma, y; =
Bo + Brxi1 + Boxio + &5, com ¢ =1,--- ,n. Onde y; é a concentragao da substancia
quimica na planta i, x;; é a quantidade de substancia quimica oferecida e ;9 é
a quantidade de dgua administrada a planta 7. Os valores 3; sao os parametros
desconhecidos da relacao linear. Supode-se que as v.a.’s ¢; sejam independentes e

identicamente distribuidas com média zero.

O Exemplo 1.3 motiva o seguinte comentario. De forma mais especifica, o
modelo de regressao linear geral com 7 variaveis independentes e uma v.a. Y

dependente toma a seguinte forma

y =00+ bz + -+ Bray +e (1.18)

Assumindo n independentes observacoes de Y associadas aos valores de x;, para

je{l,---,r}, omodelo (1.18) apresenta-se como
v1. = Po+ iz + -+ Bz + 61
Y2 = Po+ Lrxar+ -+ Brror +e2
Yn = 60+ﬂ1xn1+"‘+6rxnr+5na (119)
onde os termos dos erros, ¢;, seguem as seguintes suposicoes, para i € {1,--- ,n}
(i) E(g)=0.
(15) Var(e;) =o:
(zit) Cov(ei,e)) =0, se i #L. (1.20)

Em notagao matricial, o sistema (1.19) apresenta-se como

Y1 1 11 zi2 -+ 1y Bo €1
Yo 1 xo1 m9 -+ T2 B €2
= +
_yn_ _1 Tnl Tp2 - xm"_ _ﬁ'r_ _5n_
ou ainda,
Y = XB+&, (1.21)
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onde, Y é uma matriz n x 1, X ¢ uma matriz n x (r+1), B é uma matriz (r+1) x 1
e £ ¢ uma matriz n x 1. Note que a primeira coluna da matriz X é composta por
um fator constante. Pode-se introduzir uma varidvel artificial (na realidade é uma
constante), x;o = 1, para qualquer i € {1,--- ,n}, de modo que

y = Boxo + b1z + - + Bray + €,

sendo que entao, cada coluna da matriz X é composta de n valores da varidvel
independente correspondente enquanto que a i-ésima linha de X corresponde aos

valores de todas as varidveis independentes na amostra .

As suposigoes apresentadas em (1.20), em sua forma matricial sao
(i) E(B)=0.
(1) Cov(B) = E(BB') = oL

Tais comentarios motivam a seguinte definicao.

Definicao 1.4. As v.a.’s Yi,---,Y, satisfazem um modelo linear geral se uma

amostra de tamanho um de cada Y; pode ser expressa como
yi = Bowio + f1wir + -+ + Brxir + 4, (1.22)

onde z;; sao constantes conhecidas, 3; sao pardmetros desconhecidos do modelo e

2

€; sao v.a.’s independentes, igualmente distribuidas com média zero e variancia oZ.

Observagao 1.3. E interessante comentar que da mesma forma que exposto na
secao anterior, é necessario se fazer, nesta secdo, distingao entre Caso A e Caso
B, no que se refere ao conhecimento ou nao da funcao de distribuicao das v.a.’s
Y1> R YTL

Vamos inicialmente abordar a situacao multipla andloga ao Caso B.

Caso B:

Como feito na segao precedente, procuram-se estimadores para os parametros
desconhecidos na equagdo matricial (1.21), representados por B através de uma

generalizagao da Definicao 1.2 que é apresentada a seguir.

Definigao 1.5. Os valores Bo, Bl, - ,BT que fornecem o valor minimo para a ex-
pressao, SQRes(B) = SQRes(Po, b1, - , Br) que é dada por

SQRes(B) = &} =Y (yi — Bowio — brxis — -+ — Brwir)?,
i=1

i=1

22



sao chamados de estimadores dos minimos quadrados dos parametros de regressao

5():/317"' 7/87"

Observagao 1.4. A Definigdo 1.5 poderia ser apresentada em termos matriciais,

ficando, de forma andloga, definido o estimador B para o parametro B. Ou melhor,
SQRes(B) = (Y — XB)' (Y — XB),
e dessa maneira, o vetor de residuos é representado por
E=Y - XB.
O procedimento para encontrar tais estimadores é descrito a seguir. Usa-se a

forma matricial por simplicidade de notacao.

Teorema 1.17. Seja X uma matriz de posto completo r+1 < n. O estimador dos

minimos quadrados de B é dado por
B=(X'X)"1X'Y. (1.23)

Seja Y = XB = HY representacao dos valores ajustados de Y, onde H =

X (X'X)~IX" ¢ dita matriz chapéu, entio os residuos
E=Y-Y=[I-XXX)"'X|Y=(I-HY

satisfazem X'B=0eYE=0. E ainda, a soma dos quadrados dos residuos é

dada por

n
E'E =Y (yi— Powio — Praa — -+ — Brwir)”
i=1
=Y'[I-XX'X)"' XY = Y'Y - Y'XB. (1.24)
Demonstracao: Seja B como definido acima. Entéo

E=Y-Y=Y-XB=[-XXX)"X|Y.

A matriz [I — X(X'X)71X’] é simétrica, idempotente e X'[I — X(X'X)"1X'] =
X' — X' = 0. Conseqiientemente, X’§ = X'(Y —Y) = 0, entdo Y’ = BX'E = 0.

Pela idempoténcia de [I — X(X'X)~1X'], segue-se a equacio (1.24).
Para se verificar a expressao (1.23), escreve-se

Y-XB=Y-XB+XB-XB=Y -XB+X(B-B),
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o que acarreta, pelos comentarios da Observagao 1.4,

SQRes(B) (Y — XB)'(Y — XB)
= (Y -XB)(Y-XB)+ (B-B)/X'X(B-B)+
2(Y — XB)'X(B - B)

= (Y -XB)(Y - XB) + (B-B)/X'X(B - B), (1.25)

desde que (Y — XB)'X = £'X = 0'. O primeiro termo da expressio (1.25) nao
depende de B, e o segundo termo é X(B — B) ao quadrado. Como, por hipétese,
X é de posto completo, entao X(B — B) # 0 caso B # B. Dessa forma o minimo

da soma dos quadrados é tinico e ocorre para B = (X'X)"1X"Y. O

Observacao 1.5. Note que a inversa (X’X)~! existe desde que a matriz X'X

tenha posto r+1 < n.

O estimador B e o residuo € tém algumas propriedades que sao apresentadas

na proposicao a seguir.

Proposicao 1.18. Seja o modelo linear dado pela Definicdo 1.4. O estimador dos

minimos quadrados de B, denotado por B e dado na equacao (1.23), apresenta
E(B) =B e Var(B) = o2(X'X)"L.

O residuo & apresenta

~

E() =0, Var(

) = a2[1 - X(X'X)"'X'] = 02(1 - H)
e E(E€)

(n—r—1)02

FE ainda, definindo-se,

tem-se que E(62) = o2.

Demonstragao: Sabe-se que Y = XB+E e, dessa forma, B pode ser representado

por

B = X'X)"'X'Y=XX)"X'(XB+¢&)
= B+ (X'X)"'X€,
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e, £, pode ser apresentado por

E = [IT-XX'X)'X]Y =[I - X(X'X)"'X|[XB + €]
= [I-XX'X)"'X'¢, (1.26)
visto que [I — X(X'X)"!X'|X =X - X = 0.
Com base nas propriedades de esperanca matemadtica e de variancia, segue-se
que
E(B) = B+ (X'X)"'X'E(E) =8
Var(B) = (X'X) ' X'Var()X(X'X)™! = o2(X'X) 1X'X(X'X) !

= 2(X'X)7H,
e ainda,
E() = [[-XXX)"XEE) =0
Var(§) = [I-XX'X)'XVar(&)[I - X(X'X)"1X)

= o[- X(X'X)"'X/].

Agora, procura-se avaliar a E(é” E ). Com base na defini¢ao de £, tem-se que

£¢ = &M-XX'X)IX][I - X(X'X)"1X])E
= &I-XX'X)"'X')E
= tr{&(I-X(X'X)"1X"E}
= tr{[I - X(X'X)"'X'££'}. (1.27)

Aplicando-se esperanga na igualdade obtida em (1.27), conclui-se que

EEE) = tr{[I-XX'X)'XEEE)}
= oltr[I - X(X'X)'X']
= o2tr(I) — o2tr[X(X'X)"1X]
= on—ctr[(X'X)IX'X
= oZn—oZtr [Ip 1) (i)
= oi(n—r—1). (1.28)

€

Da expressdo obtida em (1.28) segue o resultado para 2. O
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Assim, como visto na secao anterior, o estimador B possui a propriedade de
minima varidncia estabelecida por Gauss e Markov. Agora apresentamos seu

analogo para o contexto da regressao multipla.

Teorema 1.19. Seja Y = XB + &, onde E(§) = 0 e Var(€) = 21, X possui
posto completo r + 1. Para qualquer ¢ € R", B=coBo+ -+ CTBT € o estimador
de c'B que tem a menor varidncia possivel dentre todos os estimadores lineares na

forma a'Y = agyo + * -+ + anpyn que sao nao viciados para c'B.

Demonstragao: Para qualquer ¢ € R" fixo, seja @'Y um estimador nao viciado
de ¢’B. Entao, E(a'Y) = ¢'B, para qualquer que seja B. Tem-se ainda, por
hipétese, que E(a'Y) = E(a’XB+a’E) = a’XB. Igualando-se estas duas expressoes
obtidas para esperanca, tem-se que (¢’ —a’X)B = 0 para qualquer B, inclusive para

B = (¢’ —a'X)". O que acarreta que ¢’ = a’X.

Define-se a* = X(X'X) !¢, dessa forma, ¢/B = a*'Y é estimador nio viciado,
pelo resultado da Proposigao 1.18. Entao para qualquer a satisfazendo ¢’ = a’X,

tem-se que

Var(dY) = Var(adXB+4ad'€)
= Var(a'€)
= a'lo’a
= o(a—a*+a")(a—a*+a*)

= o?[(a—a*)(a—a*)+a"a"].

Decorre da definicao de a* que a — a*’a* = 0. Como a* é fixo e o termo (a —
a*) (a—a*) é positivo para a # a*, segue que Var(a'Y) é minimizada pela escolha
a'Y =cB. O

Observacgao 1.6. O resultado acima é muito poderoso, pois afirma que a substi-
tuicao de B por B na expressao ¢'B, para qualquer ¢ que se tenha interesse, fornece

o melhor estimador possivel que é chamado o melhor estimador linear nao-viciado

(BLUE).

Para se descrever procedimentos de inferéncia, baseados no modelo apresen-
tado na Definicao 1.4, é necessario adicionar a hipdtese de que a v.a. erro, &,
possui distribuicio normal n-variada com E(£) = 0 e Var(€) = 021, denotada por
N, (0,02T). Assim, é conseqiiéncia da equacdo (1.21) que E(Y|x) = Boxo + -+ +

Orx,. Nesta situacao, tem-se o andlogo ao Caso A, visto na se¢ao anterior.
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Teorema 1.20. Seja Y = XB+ &, onde X tem posto completor +1 e a v.a. £ €
distribuida como Ny (0, U?I). Entao, o estimador de mdzrima verossimilhanca de B
¢ 0 mesmo que o obtido pelo método dos minimos quadrados. E, B = (X'X)"IX'Y
tem distribui¢io Nyy1[B,02(X'X)~! e ¢ independente dos residuos £ =Y — XB.
2
e

E, ainda, né? = E'E possui distribuicdo qui-quadrado, 62x2_, 1, onde 62 € o

estimador de o2.

Demonstragao: Partindo-se da suposicao de que a variavel aleatéria Y e a
variavel aleatéria £ apresentam distribui¢do normal, a fungdo de verossimilhanca

para B e 02 é dada por

1 —&'E
L(B,o?) = H\/ﬂa exp( 202)

1 [—(Y—XS;’E(Y—XB)]

Para o2 fixo, a fungao de verossimilhanga ¢ maximizada quando se minimiza a
expressao (Y — XB)' (Y — XB). Ao efetuar esta minimizagao, obtém-se 0o mesmo
estimador obtido pelo método dos Minimos Quadrados, ou seja, B= (X'X)"1X"Y,

o qual nio depende do ¢ adotado.

Agora, maximizando £(B,o2) com respeito a o2 tem-se que

L(B,52) = (%)1(02) exp <_2”> ,

(Y — XB) (Y — XB)

onde 62 =

Segue-se da expressao (1.26) que B e £ podem ser representados como com-
binagGes lineares das varidveis £, que por suposicao, apresentam distribui¢ao nor-

mal. De forma mais especifica, tem-se

B B (X'X)~1X/
.| = + &
£ 0 I-X(X'X)" X’
Como X fica fixo, tem-se que Be& apresentam distribuicdo normal conjunta e
sao independentes, visto que se pode provar que COU(B, & ) = 0. Suas respectivas
varidncias e esperancas sao dadas no Teorema 1.20. Agora, assume-se que (A, e)

sejam o par de autovalor e autovetor de matriz I — X(X'X)~!X’, esta matriz é

idempotente e assim
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de = [I-XX'X)"'Xe
= [I-XX'X)"'X'e
= M- X(X'X)"'X'le = N,
o que implica que A =0 ou A = 1.

Por propriedades de matrizes sabe-se que tr[I — X(X'X)™1X'| =n —7r — 1 e,
ainda, tr[I — X(X'X)"!X'] = Ay + -+ + Ap, onde Ay > --- > ), s@o os autovalores
de [T — X(X'X)~1X.

Por conseqiiéncia, existem exatamente n —r — 1 autovalores com valor um e os
demais sao nulos. Assim, com base no Teorema da Decomposicao Espectral tem-se
que

I-XX'X)X'|=ee]+ - +e,r_1€,_, 1,

onde e, - ,e,_,_1 sao os autovetores normalizados associados respectivamente

aos autovalores Ay =--- = \,,_,_1 = 1.

Vi e\ &
Vo eLE

Seja V' uma matriz definida como V = ) =

L anrfl i e 15 ]

n—r—

Entao V é possui distribuicdo normal com média 0 e

2 / ;
e, =k
CO’U([]’, Lk) { O-Ee]ek J

0, caso contrario.

Pode-se concluir, entao, que os V; sao independentes e possuem distribuigao

N(0,02) e ainda que
ne? = &€=¢1-XXX)XE
= ViHVito 4V,
possui distribuicio o2x2_, ;. O]
Com base no estimador de maxima verossimilhanga obtido para B, pode-se

construir um elipséide de confianga para este parametro. Tal elipséide é expresso

em termos do estimador da matriz de varidncias-covariancias 62(X’X)~!, onde
A &

9 &'e

3

6:m.
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Proposicao 1.21. Seja Y = XB+E&, onde X tem posto completor+1 e a v.a. € é
distribuida como N,(0,021). Entdo uma regido de confianca nivel 100(1—a)% para
B € dada por (B — B)’X’X(B - B) < (r+1)02F 11n-r1(a), onde Fri1pnr1(c)
¢ o (100«x)-ésimo percentil de uma distribuicao F-Snedecor comr+1 en—r —1

e
n—(r+1)"

graus de liberdade e 6% =

Demonstragao: Considere a matriz (X' X)%, pode-se verificar que esta matriz é
simétrica. Define-se V = (X’X)%(B — B), de forma que E(V) =0,
Var(V) = (X'X)2Var(B)(X'X)?
— 2(X'X)3(X'X)H(X'X)?
= 0521

e V seja normalmente distribuida (visto que ela consiste em combinagoes lineares

de 3;’s).

Dessa forma,

que apresenta distribuicio o2y> ,1- Pelo resultado apresentado, anteriormente, no
Teorema 1.20, tem-se que (n —r — 1)o2 = £'E possui distribui¢do o2x2_,_;, inde-

pendentemente de B e, desta forma, independentemente de V.

Uma conseqiiéncia deste fato é que

X%+1 V'V
r+1 o lr+1
X721—'r—1 082
n—r—1

possui distribuigao F-Snedecor com r + 1 e n — r — 1 graus de liberdade e, com

base nesta estatistica, consegue-se o intervalo procurado para B. O

Observacao 1.7. O elipséide de confianca é centrado no estimador de méaxima
verossimilhanca B e sua orientacao e dimensao sao determinadas pelos autovalores
e autovetores de X’X. Se um autovalor é préximo de zero, o elipsdide de con-
fianca serda muito longo na direcao do autovetor correspondente. Virias outras
informagdes sobre intervalos de confianga n-dimensionais podem ser encontradas

na pagina 392 e no apéndice do Capitulo V de Johnson e Wichern (1998).
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Parte da anélise de regressao objetiva descrever os efeitos de uma variavel inde-
pendente em particular sobre a varidvel dependente. Uma hipdtese nula de interesse
afirma que alguns z;’s nao possuem influéncia sobre Y. Estas varidveis preditoras
serao renomeadas como Ty41, -+ ,Zr. A afirmagao de que x441,- - - , 2, ndo exercem

influéncia sobre Y transcrita em termos estatisticos fica
Ho: Bg41="++=0r =0 ou By =0, (1.29)

onde 82 = [ﬁq-ﬁ-h e 757“],‘

Definem-se as matrizes X; de tamanho n x (¢+ 1), X2 de tamanho n x (r —q),

B de tamanho (¢ + 1) x 1, B2 de tamanho (r — ¢) x 1 de maneira que

X = [X1|Xs] ¢ B= {gj.

Dessa forma, a equagao (1.21) pode ser expressa através do produto de matrizes
particionadas na forma

Y =X B) + XoBy + €.

Sobre a hipdptese nula Hy : Bo = 0, tem-se que Y = X181 + £. O teste de

razao de verossimilhanga para Hy é baseado na soma de quadrados definida por
S(X) = (Y — XB)'(Y — XB).

Proposicao 1.22. Seja Y = XB+ &, onde X tem posto completor+1 e a v.a. €

é distribuida como Ny/(0, 0621). O teste de razdo de verossimilhanca de Hg : Bo = 0
consiste em rejeitar Hy se

5(X1) = 5(X)

g 2 Fran(@),

onde Fr_q —r—1(0) € 0 (100cv)-ésimo percentil de uma distribuicdo F'-Snedecor com
2 g

r—qen—r—1 graus de liberdade e 62 = P )
Demonstragao: Assumindo-se que os dados apresentam distribuicao normal, a
funcdo de verossimilhanca associada aos parametros B e o2 é dada por

1 —(Y -XB)(Y - X 1 —
L(B,o?) = exp ( B B) < exp <2n> ,

(2m)3 o 202 < Gmior

(Y — XB) (Y — XB)

com o méximo ocorrendo em B = (X'X)X'Y e 62 =
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Sobre a restricao da hipétese nula, tem-se que Y = X181 + € e

max C(Bl,ag) = )1m exp <—2n> ,

Bi,02 (2m)zom

onde o méximo ocorre em By = (X)X 71Y. E, desta forma,

5 (Y = X1B)) (Y — X, B5))
£

n

Rejeitar Hg : By = 0 para pequenos valores da razao de verossimilhanca

2 2\ 3 22 | 22 2\ 3
maxp, ;2 L(B1,07) (ol 2 _ (624061 —02\?
maxg o2 L(B,o2) o2 o?
2 2\ 3
01 — O¢
08
(6. — o2)
é equivalente a rejeitar Hy para valores grandes de 15A2 , Ou seja, na sua
15
escala inversa,
2 2
n<ala — Ua)
r—q _S(Xl)—S(X)>F
P) - ~9 = rfq,nfrfl( )
noz G2(r—q
n—r—1

O

De forma mais geral, é possivel formular hipétese nula com base em r — ¢
combinagoes lineares de B, na forma Hy : CB = 0. Considere a matriz C, de
tamanho (r —q) x (r + 1), de posto completo. Sobre estas circunstancias, CB tem
distribuigao N,_,(CB,02C(X'X)~1C’). Rejeita-se Ho : CB = 0 com nivel o se 0

nao pertence ao elipséide de confianga para CB com 100(1 — «)% de confianga.

Vamos utilizar os resultados obtidos nos paragrafos anteriores para resolver o
problema de calcular a esperanca da v.a. Y dado um valor da varidvel independente
X = (zg,x1, - ,x,). Os valores X e B podem ser utilizados para estimar o valor

de Y dado X.

Seja Yy o valor obtido pela varidvel independente Xg. De acordo com o mo-
delo (1.22), o valor esperado de Y; dado X = X ¢é dado por

E(Yy|Xo) = Boxoo + Bizor + -+ - + Braor = XfJB.

31



s

Proposicao 1.23. Para o modelo linear dado pela expressao (1.21), X6[3’ € o
estimador obtido pelo método dos minimos quadrados para E(Yy|Xo) com minima
varidancia Var(XHB) = 02 X4 (X'X) "' X. Se o erro £ é normalmente distribuido,

entdo um intervalo com nivel 100(1 — )% de confianca para E(Yy|Xo) € obtido por

XB = 11,5/ X(X/X) 1 X672,

onde tpr-1,2 ¢ 0100(5)-ésimo percentil de uma distribuicdo t-Student com n—r—1
£é
n—(r+1)"

graus de liberdade e 62 =

Demonstracao: Para X fixo, tem-se que X{B é uma combinacao linear de [3;’s.
Dessa forma, o Teorema 1.19 pode ser aplicado. Pelo resultado da Proposigao 1.18,
segue-se que

Var(XhB) = X4Var(B)Xo = 02X (X'X) "1 X,.

Usando-se da hipotese de normalidade do erro, pelo Teorema 1.20, segue-se
~ ~2
que B possui distribui¢do Ny41(B,02(X/X)™!) e é independente de %5 que possui

2
Xn—r—1
n—r—1"

como N,41(X{B, 02X (X'X)"1Xy) e

distribuicao Conseqiientemente, a combinagao linear XBB ¢é distribuida

~

XyB - X,b
VX X'X) Xy XB-XyB
52 VAT, XX) X
o2
possui distribuicao t-Student com n — r — 1 graus de liberdade. ]

1.3 Regressao Linear Multivariada

Nesta se¢ao, considera-se o problema de modelar a relacao entre m varidveis depen-
dentes Yq,---,Y,, e um conjunto de varidveis independentes X1, -- ,X,. Cada
Yy, com k € {1,---,m}, é assumida seguindo seu préprio modelo de regressao.
Desta forma, se ao se assumir que as varidveis independentes tenham valores par-

ticulares x1,--- ,X,, 0 modelo apresenta-se como

Y, = Bon+pPuxi+---+6Gux+ &1
Yo = Boo+ Biexi+ -+ Broxy + &2

Y%z = ﬁ%m'+ﬁﬁmxl_%'”'*ﬁ%mxi%_gmy
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O vetor aleatério & = [e1,- - , &) apresenta E(£) = 0 e Var(€) = X. Dessa
forma, os erros associados a diferentes varidveis dependentes podem estar correla-

cionados. Para se estabelecer uma notacao para o modelo linear de regressao neste

caso, assume-se que [z, - ,Z;| denota os valores das varidveis independentes
para a i-ésima coleta de informagoes, com i € {1,--- ,n}, Y; = [Yi1, -, Yin] seja
o valor obtido na i-ésima coleta de informagoes, e ainda & = [g;1, -, €]’ seja o

vetor dos erros, os quais nao se sabe qual distribuicao possui, ou seja, tem-se um

analogo ao Caso B visto nas secoes precedentes.

Em notagao matricial, tem-se que

10 T11 - Tip
Tog Tl o+ Top
X = ’
Tno Inl e Tnr
onde x;0 = 1 para todo i € {1,--- ,n}.

As outras matrizes, referentes ao modelo, podem ser apresentadas como matri-

zes particionadas a seguir

[ Yi Yiz oo+ Yig |

v _ Y:21 Y:22 YQZm WYl (Y,
| Y Yoo Yom |
[ Bov Boz -+ fom |

5 ﬁ:n 5212 ﬁlzm — [Bi|Bs| -+ By
| B B2 o Brm |

e

[ €11 €12 - EIm ]

c_ 8?1 8?2 82:m _ [51‘52’ o \&n]
B
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A vantagem de se utilizar matrizes particionadas consiste em se resumir os
resultados encontrados na secao precedente como casos particulares dos contextos
em estudo nesta secao. Desta forma, as demonstragoes podem ser reduzidas e

simplificadas.
Os comentdrios anteriores motivam a defini¢do a seguir.

Definicao 1.6. O modelo de regressao linear multivariado é dado por
Y =XB+¢&

com

]E(Sk) =0 e C’ov(Ek,El) =ol, k1€ {1, e ,m}.

As m observacoes na i-ésima amostra possuem matriz de varidncias-covariancias
3, = (oy), mas observagoes de diferentes amostras sdo nao-correlacionadas, emq

que B e oy sdo parametros desconhecidos, e a i-ésima linha da matriz X é [zio, - - - , Ty ].

Observacao 1.8. Segundo a Definicao 1.6, a k-ésima varidvel de resposta, Y,
segue o modelo de regressao apresentado na Definicao 1.4, para k € {1,--- ,m},
com Var(&;) = oI, Entretanto, os erros de diferentes varidveis resposta em uma

mesma amostra podem estar correlacionados.

Teorema 1.24. Dada a matriz’ Y e a matriz X com posto completo, tem-se que o

estimador de B, pelo método dos minimos quadrados, € dado por
B=(X'X)"'X'Y. (1.30)
Seja Y=XBa representacdo dos valores ajustados de Y. Entdo, os residuos
E=Y-Y=[-XXX)"XY

satisfazem XE=0eYE=0 E ainda, a soma dos quadrados dos residuos é

dada por
£¢ = Y[I-XXX)"XNY

= Y'Y - BX'XB.

Demonstragao: Dada a matriz de valores de respostas Y e a matriz de valores da
variavel independente X, com base na Observacao 1.8, pode-se determinar os esti-

madores B; de cada observacao Y; na i-ésima resposta. De acordo com o resultado
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obtido pelo Teorema 1.17, tem-se que B; é dado pela expressao (1.23). Agrupando

os m estimadores obtidos em uma matriz particionada, segue da expressao (1.30)

que
B = [Bi|Bs|-|B)]
= (X'X)T'X'|Ye| - |V
= (X'X)"X'Y.
Para qualquer escolha dos pardmetros B = [by|ba|- - |by,], a matriz de erros é

Y — XB. Dessa forma, tem-se que (Y — XB)' (Y — XB)

(Y1 — Xb1) (Y1 —=Xby) -+ (Y1—Xb)(Ym—Xb,,)

(Y — Xbp) (Y1 —Xby) -+ (Yp —Xby) (Y, — Xb,,)

A selegdo by = By minimiza a i-ésima soma de quadrados dada por (Yj —
Xbyg)' (Y — Xby). Conseqiientemente, ocorre que tr[(Y — XB)'(Y — XB)] é mini-

mizado pela escolha B = B.

Usando o estimador dos minimos quadrados B, pode-se formar as seguintes

matrizes

Y = XB=XXX)"XY
E = Y-Y=[-XXX)"Xy.

As condicoes de ortogonalidade entre os residuos, valores preditos e as colunas
de X, que sao validas para o modelo de regressao linear multipla, também sao
validas para o modelo de regressao linear multivariada. Dessa forma, segue-se que
X'[I - X(X’'X)"1X'] = X’ — X’ = 0. Especificamente, tem-se

X'& =X - X(X'X)"IX'|Y =0,
assim os residuos &, sao perpendiculares as colunas de X.

E, ainda,
Y'E=BX[I-XX'X)'XY =0,

confirmando que os valores preditos Y sdo perpendiculares aos residuos &y.
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Devido ao fato de que Y = Y + é', pode-se obter

YY=(Y+E(Y+E=YY+EE.

Segue-se, entao, que a soma dos quadrados dos residuos pode ser escrita como
E'E=Y'Y-YY=YY-BXXBE.
O

De posse do estimador [;’, obtido pelo método dos minimos quadrados, para B,
pode-se agora apresentar algumas propriedades do estimador e algumas inferéncias

sobre o modelo proposto pela Definigao 1.6.

Proposiciao 1.25. Para o estimador dos minimos quadrados B = [By|---|Bp]
obtido no Teorema 1.24 determinado sob as condi¢oes da Defini¢io 1.6, com a

matriz X de posto completo r + 1 < n, tem-se que

E(By) =Bi, EB)=B ¢
Cov(Bk,l’;’l) = O'kl(X/X)_l, kE,le{l,---,m}.

Os residuos € = [E1] -+ |Em] =Y — XB satisfazem E(&;) = 0 e E(é,’cél) =(n—r—

1)ok. Entao,

Além disso, £ e B sao nao correlacionados.

Demonstracao: Segue-se do modelo de regressao linear miltipla que a k-ésima

varidvel resposta aparesenta

Yy =XBy, + &, E(&) =0, e E(&E,) = olpl

E ainda,

By — By = (X'X)"IX'Y}, — By = (X'X)71X&; e
& = Yr—-Y=[-XXX)" XY,
= [I-X(X'X)"'X')&,

o que implica E(B;) = By e E(§;) = 0.
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Na seqiiéncia, tem-se

COU(Bk, Bl) = EKBk - Bk)(Bl - Bl)l]
= (X'X)"'X'E(&E)X(X'X)!
= op(X'X)"L

Usando-se das propriedades do trago de uma matriz e dos resultados obtidos
na Proposi¢ao 1.18, para U um vetor aleatério qualquer e A uma matriz fixada,
tem-se que

E[U'AU] = Ejtr(AUU)] = tr[AE(UU)].

Conseqiientemente,

E(&é) = B{EM-X(X'X)'X']&}
= tr{[I - X(X'X)"'X|o, I}
= oytr[l - X(X'X)"1X]

= O’kl(n - 7r— 1).

Ao se dividir cada elemento & ,’gél de &' por n—r — 1 obtém-se o estimador nao

viciado para X.

Finalmente,

Cov(Bi, &) = E{(X'X)1X'&E1 - X(X'X)"1X']}
= (X'X)"'X'E(&ET - X(X'X)1X]
= (X'X)'Xo}, I[I - X(X'X) "' X']
= op[(X'X)7IX - (X'X)"IX] = 0,

de onde se conclui que cada elemento de B é nao correlacionado com cada elemento
de &. [

Estimadores pelo método de méxima verossimilhanca para os parametros do
modelo apresentado na Definicdo 1.6 podem ser obtidos quando os erros £ possuem
distribuicao normal. E, assim, tem-se um contexto analogo ao Caso A abordado

nas secoes precedentes.

Proposicao 1.26. Seja 0o modelo apresentado na Definicdo 1.6, com a matriz X de

posto completo r+1, de forma que n > r+1 =m, e os erros £ tenham distribuicdo
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normal. Entao,
B=(X'X)"'X'Y

€ o estimador de mdzrima verossimilhanca de B e, ainda, B tem distribuicdo nor-
mal com E(B) = B e Cov(Bi, B)) = o(X'X)~ . Também, B ¢ independente do
estimador de mdxima verossimilhanga da matriz positiva definida 3, que € dado

por

S_s;é_ (Y — XB)(Y — XB)
on n ’

onde n3 possui distribuicao de Wishart com r e n —r — 1 graus de liberdade,

denotada por W, p_r_1.

Demonstragao: De acordo com o modelo de regressao, a funcao de verossimi-
lhanga é determinada com base nos dados Y = [Y1|Y2| - - |Y,] que possuem linhas

independentes, onde Y; apresenta distribui¢ao N,,(B'X;,X), com i € {1,--- ,n}.

Primeiramente, note-se que Y —XB = [Y; —B'X Y2 —B'Xy|--- Y, - BX,),
dessa forma

(Y - XB)/(Y - XB) = Zn:(YZ - B/XZ)(YZ - B/XZ‘)/, e

=1

=
|
o
s
o
"
|
&
s
[

Zn: tr((Y; — B'X;)'S7H(Y; — B'X;)]
i=1

- En: tr[E7 (Y — B'Xi)(Y; — B'X,)]
=1

= tr[27YY - XB)(Y - XB)]. (1.31)

Outro célculo preliminar que pode ser desenvolvido, com base nos resultados

apresentados no Teorema 1.24, é

(Y -XB) (Y -XB) = [Y-XB+X(B-B)[Y—-XB+X(B-B)
= (Y -XB)(Y - XB) + (B-B)/X'X(B - B)
= &€+ (B-B)'X'X(B-B). (1.32)

Usando-se as expressoes obtidas em (1.31) e (1.32), obtém-se a funcao de ve-

rossimilhanga como segue
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L(B, 2) == % exXp |:—1(Yl - B’XZ-)’Z_l(YZ- - B/XZ):|
i1 (2m)m det ()3 2

_ ! — exp {—;tr[El(é'é +(B-B)X'X(B- B))}}

exp {—2tr(21é’é) - %tr[X(B - BB - B)/X’]} : (1.33)

Pode-se provar que a matriz X(B — B)X (B — B)'X’ é nao negativa definida.
Assim, seus autovalores sdo todos nao negativos e seu trago (que corresponde a
soma dos autovalores) assumird o valor minimo, zero, se B = B. Esta escolha é
unica pois X possui posto completo e, ainda, B;—B; # 0 implica que X(l?Z —-B;)#0
e, portanto, tr[X(B — B)E~1(B — B)X'] > a’~'a > 0, onde a’ é qualquer linha
de X(B - B).

Para se estabelecer os resultados com referéncia as distribuicoes de probabili-
dade utiliza-se a Proposicao 1.25 da qual se pode obter que os elemntos B; e & sio

combinagdes lineares dos elementos de £.

Pode-se provar que Bi,, By, &1,,En possuem distribuicao conjunta normal e
assim suas esperangas e covaridncias sao obtidas pela Proposicao 1.25. E, £ e B

sao independentes visto que possuem matriz de variancias-covariancias nula.

Usando-se de um procedimento analogo ao realizado no Teorema 1.20, tem-se

n—r—1
I-X(X'X)"'X' = Z ee), onde eje; =1,
=1

para | # k, tem-se que eje, = 0.

Define-se
Vi = e =[Ee|Eel |6
= ené1+ep+ -+ e,
devido ao fato de que Vj, com [ € {1,--- ,n —r — 1}, sdo combinagoes lineares dos

elementos de &, e apresentam distribui¢ao normal conjunta com E(V}) = E(B')e; =
0.
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Para | # k, Vj e V}, possuem matriz de variancias-covariancias dada por €je, X =
(0)X = 0. Conseqiientemente, os elementos V; apresentam distribuigao N,,(0,X) e

sao independentes.

Finalmente,

que, por defini¢ao, possui distribuicao Wishart com r e n — r — 1 graus de liber-
dade. A distribuicdo de Wishart é a generalizagao multivariada da distribui¢ao
qui-quadrado. Detalhes e propriedades sobre a distribuicao de Wishart podem
ser encontrados no Capitulo IV Johnson e Wichern (1998) ou no Capitulo VI de
Chatfield e Collins (1980). O

A Proposicao 1.27, a seguir, fornece informagcao extra sobre o uso dos esti-
madores pelo método dos minimos quadrados. Quando os erros sdo normalmente
distribuidos, B ¢ n~ £’ sdo os estimadores de méxima verossimilhanca para B
e X, respectivamente. Entretanto, para grandes amostras, eles tem aproximada-
mente a menor variancia possivel. Ou seja, tem-se aqui um andlogo a propriedade

apresentada na Proposicao 1.16.

O teste de hipdtese do caso multivariado, analogo a situagdo apresentada em

(1.29), apresenta a hipdtese de que as varidveis Yy, com k € {1,---,m}, néo
dependem de X441, Xy42, -+, X,, € é representado por
Ho : By = 0, (1.34)

onde By = [Bgy1,--- , 6/,

Definem-se as matrizes X; de tamanho n x (¢+ 1), X2 de tamanho n x (r —q),

B1 de tamanho (¢ + 1) x 1, By de tamanho (r — ¢) X 1 de maneira que

X = [X1|Xs] e B= {gj.

Dessa forma, decorre da Definigdo 1.6 que

E(Y) = XB = X, B; + X3Bs.
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Sob a hipétese (1.34), tem-se que Y = X181 + £ e o teste de razao de verossi-

milhanca de Hy é baseado em quantidades que envolvem a expressao

n(E -3 = (Y -X18) (Y - X1B1) — (Y = XB) (Y — XB),

onde B = (X X)X/ Y e 3y =n (Y — X181) (Y — X1 By).

Proposicao 1.27. Seja o modelo dado pela Defini¢cao 1.6. Assume-se que X possui
posto completo r+1 e que r+1+m < n. Seja £ v.a. com distribuicao normal
multivariada. Sob a hipdtese (1.34), tem-se que n3 possui distribuicao Wy p,_r_1 €
€ independente de n(ﬁ]l — 2), a qual possui distribuicao W.,_q. O teste de razdo
de verossimilhanca para Hy € equivalente a rejeitar a hipdtese nula para valores

altos de

b)) b))
—2InA=-nln |A| = —nln — |nA| —.
|321] In3 + n(X; — X))

Para n suficientemente grande, a estatistica

_{n—r—l—;(m—r+q+1)] 1n<||§1\|>

tem, aproximadamente, distribui¢ao qui-quadrado com m(r —q) graus de liberdade.

Demonstragao: A demonstragao desta afirmacio encontra-se no Apéndice A. [

Observagao 1.9. Tecnicamente, os valores n — 7 e n — m sao suficientemente
grandes para se obter uma boa aproximacao da distribuicao qui-quadrado com

m(r — q) graus de liberdade.

Observacao 1.10. Se X n&o apresenta posto completo, mas possui posto r1 + 1,
entdo B = (X’X)~X'Y, onde (X’X)~ é dita a inversa generalizada de X. A inversa
generalizada é definida como (X'X)™ = Z;S{l A;leje;-, onde Ay > -+ > A\ 41 >0
e Ary+2 = -+ = A\pg1 = 0. Desta forma a expressao X (X'X)~ X’ possui posto r; +1
e gera uma unica projecao de Y no espaco expandido pelas colunas independentes
de X. Este é verdadeiro para qualquer escolha da inversa generalizada. Para

maiores detalhes recomenda-se Rao (1973).
Supode-se que o modelo proposto na Definicao 1.6, admita £ com distribuigao

normal, ja esteja adequado. Assim, tal modelo pode ser utilizado com a finalidade

de se fazer predicoes.
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Um problema abordado é predizer o valor da média das varidveis dependentes
correspondente a um valor fixo Xy das varidveis independentes. Inferéncias sobre
a média das variaveis dependentes pode ser feita usando-se dos resultados obtidos

na Proposicao 1.26.

A partir deste resultado pode-se verificar que a v.a. B Xy possui distribuigao
normal multivariada N, (B'Xg, X5(X'X) ' Xy3) que é independente da v.a. n3

que apresenta distribuicao W, ,_r_1.

Proposigao 1.28. A regido a 100(1 — a)% de confianca para B'Xy é dada por

-1
(B'Xy — B'X,) <n_7;_12> (B'Xp — B'Xo) < X{(X'X) ' X x
<m<n—r—1>

n—r—m

Fm,wm(a)> . (1.35)

onde Fry p—r—m(c) € 0 (100a)-ésimo percentil de uma distribui¢do F-Snedecor com

m en—1r —m graus de liberdade.

Demonstragao: Com base nos resultados apresentados na Proposicao 1.26, sabe-
se que B'Xg possui distribuicio N,[B'Xo, Xo(X'X) 1X(X] e ¢ independente de

n3 que possui distribuicao W, ,_r_1.

Define-se a estatistica 72-Hotelling como segue

~ A~ -1 A
o BX-B%Xy \' ([ % B'X, - B'Xo
XX X)X, ) \n—r-1 XX X)X )

onde T2 é produto entre um vetor aleatério normal multivariado e o inverso de uma

matriz aleatéria com distribuicao de Wishart com suas entradas divididas pelo grau
de liberdade.

m(n—r—1)

Dessa forma, por definicao, T? possui distribuicao prp—

Fon—r—m e, assim,

a regidao a 100(1 — )% de confianga é dada por (1.35).

A estatistica T2-Hotelling é a generalizacido multivariada da distribuicao t-
Student e para maiores detalhes sobre suas propriedades recomenda-se o Capitulo
V de Johnson e Wichern (1998) e o Capitulo VI de Chatfield e Collins (1980). O
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1.4 Analise da Variancia e Analise de Residuos

Nesta secao apresentam-se ferramentas matemadticas e estatisticas capazes de
fornecer uma andlise dos estimadores e dos resultados obtidos em um modelo de

regressao linear com base nos dados amostrais utilizados.

Inicialmente apresenta-se uma discussao a respeito do modelo linear simples e a

posteriori sao apresentados comentérios andlogos aos casos miltiplo e multivariado.

Anilise da Variancia e de Residuos para o Modelo Linear Simples

Apbs estimar os pardmetros, tanto para o Caso A quanto para o Caso B, em
um modelo linear, deve-se avaliar, entao, a significincia das varidveis no modelo.
Uma forma de testar a significancia do coeficiente de uma varidvel independente
em um modelo é comparar os valores observados para a v.a. dependente com dois
modelos auxiliares, um em que conste a variavel independente em questao e outro

que nao a inclua.

A funcdo matemaética usada para comparar os valores preditos e observados
depende das particularidades do problema em analise. Se os valores observados
com o uso da variavel no modelo sao melhores ou, em algum sentido, mais acurados
do que quando a variavel nao estd no modelo, entao percebe-se que a varidvel em

questao é significante.

Na regressao linear, a avaliacdao do significado do coeficiente angular, 31, por
exemplo, é realizada através da tabela da andlise da variancia, chamada ANOVA
(abreviagao da expressdo Analysis of Variance, ou seja, Andlise da Variancia).
Esta tabela apresenta a soma total dos quadrados dos desvios em relagao a média
de forma parcelada. Uma parcela corresponde & soma dos quadrados dos desvios
com respeito a linha de regressdo, SQRes. A outra parcela, diz respeito a soma
dos quadrados dos valores preditos, baseados no modelo de regressao, usando-se da

média da v.a. dependente, SQ Reg.

No modelo de regressao linear, a comparagao entre os valores observados e
medidos é baseada no quadrado da distancia entre os dois. Se y; denota o valor
observado e ¢; denota o valor predito para a i-ésima observacao (ou seja, y; =

f(x;)), entao a estatistica utilizada para avaliar esta comparagao é

SQRes = (Y - Y) (Y -Y)=E¢, (1.36)
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que possui distribuicao qui-quadrado com n — 2 graus de liberdade.

No modelo que nao inclui a variavel independente em questao, o inico parametro
é By, e assim, Bo = ¢, que é a média da varidvel resposta. Neste caso, y; = § e
SQRes equivale a variancia total, SQTotal. Onde B = ([, 41)-

Onde SQTotal fica definido como

SQTotal = (Y - Y) (Y -Y),
que possui distribuicao qui-quadrado com n — 1 graus de liberdade.

Quando se inclui a varidvel independente no modelo, um pequeno decréscimo

no valor de SQRes é esperado, devido ao fato de que (1 # 0.

A mudanca no valor de SQ Res é denotada por SQReg, e, desta forma tem-se

a seguinte igualdade
SQReg= (Y -Y) (Y -Y) = (Y -Y) (Y -Y) = SQTotal — SQRes, (1.37)
que apresenta distribuicao qui-quadrado com n — 2 graus de liberdade.

Observacao 1.11. Quanto maior for o médulo de Bl, maior serd a reducao da
soma dos quadrados dos residuos. No modelo de regressao linear um grande valor
de SQ Reg sugere que a varidvel independente é importante enquanto que um valor

pequeno indica que tal varidvel nao é 1til na formulagao do modelo.

Pode-se resumir todas estas observagoes em uma tabela ANOVA, ilustrada,
a seguir, pela Tabela 1.1. Onde F.V. significa fonte de variacao; g.l., graus de
liberdade; SQ, soma de quadrados; QM, quadrados médios e F' é estatistica de

teste que segue distribuicdo F-Snedecor com 1 e n — 2 graus de liberdade.

Tabela 1.1: Tabela ANOVA para o modelo de regressao linear simples.

F.V. gl SQ QM F
Regressao 1 SQReg | SQReg 5%7?69
; SQR
Residuo | n—2 | SQRes e
Total n—11| SQTotal SQTotal

n—1

SQRes
n—2 °

Proposicao 1.29. Um estimador nao viciado para 03 é dado por

44



Demonstragao: Esta prova segue dos resultados apresentados no Teorema 1.1 e
da expressao (1.36) O

Na proposicao a seguir, apresenta-se um resultado relacionado com a estatistica
F apresentada na tabela ANOVA.

possui distribuicao F'-Snedecor com 1

Proposicao 1.30. A estatistica F = 298
O-E

en — 2 graus de liberdade.

Demonstracao: Sabe-se que (n—2)62 possui distribuicio qui-quadrado com (n —
2) graus de liberdade e, também, que SQ Reg possui distribui¢ao qui-quadrado com

1 grau de liberdade. Dessa forma, efetuando-se o quociente

S SQReg

(n—2)62 52 7
n—2 e
segue, por defini¢ao, que % possui distribuicao F-Snedecor com 1 e n—2 graus
de liberdade. O

Também pode-se medir o lucro relativo ao se introduzir a variavel independente

no modelo através da estatistica R?, que é definida como

9 SQReg

~ SQTotal’ (1.38)

Dessa forma, R? mede a proporciao da variacao total da média Y explicada
pela regressdo e, por isso, 0 < R? < 1. E frequentemente expressa como uma

porcentagem.
Sobre a estatistica R? é interessante notar que:
(i) Se todas as observacoes pertencem a linha de regressdo (situagao de re-
gressio perfeita) entdo SQRes = 0 e, desta forma, R? = 1.

(ii) Se a linha de regressao é horizontal (nao existe contribuicdo de X na
predicdo de Y) entdo SQRes = SQTotal e R? = 0.

(iii) A estatistica R? mede a relacdo linear entre X e Y.

Dois resultados interessantes a respeito da estatistica R? sdo apresentados a

seguir.

45



Proposicao 1.31. A estatistica R> = SSgTRoigl possui distribuicao B(%,%_Q), oU

seja, distribuicdo beta com parametros % e ”sz

Demonstragao: Para a verificacdo desta informacao sao necessarios dois fatos
importantes. Primeiro, sabe-se que uma v.a. com distribuicao qui-quadrado com
n graus de liberdade, X3, é equivalente a uma v.a. com distribuicio gama com
parametros § e 2, I'(§,n). Segundo, por propriedade de operagdes entre varidveis
aleatorias, tem-se que se A e B sao varidveis aleatodrias, respectivamente, com distri-
buigoes I'(a, ¢) e T'(b, ¢) entao a v.a. AJFLB possui distribuicao beta com parametros
aeb, B(a,b).

Ainda tem-se que SQTotal = SQRes + SQReg. Assim, ao se definir A =

SQRes que possui distribuicio x2_, e, conseqiientemente, distribuicio (%2,

2)
2 Y
e B = SQReg que possui distribuicdo x3 e, conseqiientemente, distribui¢ao F(%, 2),

O

segue o resultado.

Proposicao 1.32. A estatistica R?> € equivalente ao quadrado do coeficiente de

Pearson entre g; e y;, parai € {1,--- ,n}.

Demonstragao: O coeficiente de correlagao de Pearson entre U e V é definido

€omo
ouv
TUV = (1.39)
oyoy
onde
&UV — )
oy =
oy =

Fazendo-se U =Y e V = Y na expressao (1.39), apés algumas simplificagoes,
consegue-se
. i1 (9 — 9)(yi — 9)
YT G- 0 - 92
i1 (Ui — 0 + 9 — 9)(yi — 9)
Vi1 (G = 92 (i — §)?
> Wi = D)@ —9) + 320 G — 9) (@i — 9)

) Vi B = 9PV (v — ) ' (1.40)
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Pode-se verificar que a parcela ) ;" | (v;—9)(9;—¥) que aparece na expressao (1.40)

¢é nula, resultando

r _ 21 (@i — 9) (i — ) .
i VO i — 92 (v — )

_ VY (G — )9 — 9) (1.41)
ST wi—y)? .

elevando-se ambos os lados da equagao (1.41) ao quadrado tem-se o resultado. Este

fato é verdadeiro para qualquer regressao linear com qualquer nimero de variaveis

independentes envolvidas. O

Uma estatistica relacionada com R?, chamada de R?-ajustado, denotada por

R2 ¢ definida como

R2=1-(1-R? (Z:;) (1.42)

Observacao 1.12. O “ajuste” é feito para que haja correspondéncia entre os graus

de liberdade de SQTotal e SQRes. A estatistica R? possui valor relativamente

préximo ao de R?.

E possivel expressar as estatisticas R? e F' uma em funcio da outra, como se

apresenta na proposicao a seguir.

Proposicao 1.33. As estatisticas F e R?, podem ser expressas, respectivamente,

como seque
(n —2)R?
F

Demonstragao: Basta substituir as expressoes (1.37) e (1.38) na definicao de
F e apés algumas simplificacdes se obtém (1.43) e posteriormente se isola R? no

resultado obtido para se verificar (1.44). O

Historicamente, as tabelas de valores da distribuicdo F-Snedecor eram mais
difundidas do que as tabelas da distribuicao beta. Desta forma, testes de hipdteses

utilizando-se a estatistica R? raramente eram realizados.

Para se verificar a adequabilidade de um modelo é necessario investigar se as

suposicoes feitas para sua formulagao estao sendo satisfeitas. Para tal, estuda-se o
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Figura 1.1: Situagao ideal

comportamento do modelo com base no conjunto de dados observados, verificam-se
discrepancias entre os valores observados e os valores ajustados pelo modelo, ou

melhor, faz-se uma andlise de residuos.

O i-ésimo residuo é dado por &; = y; — §;, parai € {1,--- ,n}. O objetivo nesta
etapa é estudar o comportamento individual e o conjunto dos residuos, com base

nas suposigoes feitas sobre os verdadeiros erros &;.

Uma representagao grafica bastante 1til é obtida plotando-se os pares (z;, &;),
parai € {1, -+ ,n}. Em outras situagoes, é de maior utilidade fazer a representacao

grafica dos chamados residuos padronizados,

YU &
2= T = T,
O¢ Oc¢
plotando-se, entao, os pares (x;, 2;), para i € {1,--- ,n}. Estes dois graficos terao

formas semelhantes, havendo apenas mudancga de escala das suas ordenadas.

Outro residuo utilizado é o chamado residuo estudentizado, definido por

N

’ 1.45
5'5\/1—’[% ( )

r; =

52 ~
onde v; = % + Z.(IZ 2) 5. O denominador na expressao (1.45) corresponde ao

i1 (zi—7)
desvio-padrao de ¢;, para i € {1,--- ,n}.

De posse do gréafico dos residuos, precisa-se identificar possiveis inadequacoes.
As Figuras 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 e 1.5 a seguir ilustram alguns tipos de gréaficos de
residuos. A Figura 1.1 representa a situacao ideal para os residuos, ou seja, dis-

tribuidos aleatoriamente ao redor do zero, sem nenhuma observacao discrepante.

48



15 4 "I
14 ‘l.. g
05 4 # " '..
04 ; "t ",
] | |
05 {"m “
S Tyl .
Hoasdm i’
L ' |
m -2 T T T
0 100 200 300 400
Chservagio

Figura 1.2: Modelo inadequado
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Figura 1.3: Elemento discrepante

Na situagao apresentada pela Figura 1.2 existe inadequagao do modelo ajustado
e, ainda, a curva sugere que € necessario procurar outras fungoes matematicas que

representem melhor o fené6meno em analise.

A Figura 1.3 representa a situagdo em que existe um elemento discrepante,
e é interessante investigar a razao deste fato. Pode ser um erro de medida ou
ser efetivamente real. Em situagoes como essa, em que hé observacoes muito di-
ferentes das demais, métodos chamados robustos devem ser utilizados (para tal
indica-se o Capitulo VI de Draper e Smith (1981)). A Figura 1.4 indica que a
suposicao de mesma variancia, ou seja, homocedasticidade, nao estd sendo satis-
feita. Uma das hipdteses, em modelos de regressao, é a de homocedasticidade pois
as variancias sdo constantes em rela¢ao ao tempo ¢, ou seja, vale o item (iii) associ-
ado a expressao (1.2). No entanto, muitas vezes nao se pode garantir, a priori esta

suposicao. Pode-se, entdo, fazer uma inspecao visual ou um teste para se obter
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Figura 1.5: Nao-normalidade

uma resposta referente a validade ou nao desta hipétese. Um teste utilizado neste

contexto é o teste de Bartlett, para detalhes sugere-se Dixon e Massey (1957).

Na Figura 1.5, parece haver maior incidéncia de observagoes nos extremos, mos-
trando que a suposicido de normalidade nao esta sendo satisfeita. A verificacdo da
hipotese de normalidade pode ser realizada fazendo-se um histograma dos residuos
ou um grafico de quantis. Para detalhes a respeito da construcao de histogramas e

de graficos de quantis recomenda-se o Capitulo III de Bussab e Morettin (2004).

O teste de Bartlett, pode ser resumido em cinco etapas apresentadas a se-
guir, onde n; representa o ntimero de unidades observadas para o nivel [ e 62(I) a

variancia amostral do nivel [, paral € {1,--- I}, com n =n; +ng + -+ + ny.

(i) calcule a varidncia amostral comum 62;
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I
(i3) calcule M = (n — I)Iné? — Z(nl — 1) Iné2(l);
I=1
I
(i4) caleule M = (n —I)In62 = > (n; — 1) In&2(I);
I=1
|
— 1 n-—-1
(iv) construa a estatistica M/C, que segue uma distribuigdo aproximada

(797) calcule C' =1+

3(1—1)

qui-quadrado, com I — 1 graus de liberdade, para amostras grandes;
(v) compare o p valor da estatistica M/C com o valor tabelado de uma
distribuicao qui-quadrado com I — 1 graus de liberdade & a = 5%

de significancia. (1.46)

Anélise da Variancia e de Residuos para o Modelo Linear Multiplo

Uma tabela ANOVA, semelhante & apresentada na Tabela 1.1, pode ser apli-

cada sem dificuldades ao modelo de regressao multipla, que se encontra abaixo na
Tabela 1.2.

As estatisticas SQReg, SQRes e SQTotal sao definidas da mesma forma que

na secao precedente, ou seja, sao dadas pela expressoes (1.37) e (1.36).

Tabela 1.2: Tabela ANOVA para o modelo de regressao linear multipla.

F.V. gl SQ QM F
Regressao | r—1 | SQReg S,C;Qf”fg gggii%:g

Residuo | n—7r | SQRes SQRes

n—r

Total n—11| SQTotal SQTotal

n—1

E possivel apresentar um estimador nao viaciado para ag de forma semelhante

a apresentada na regressao linear simples.

SQRes

Proposicao 1.34. Um estimador ndo viciado para o2 é dado por -

Demonstragao: A prova desta afirmacgao segue raciocinio andlogo ao realizado na

Proposigao 1.29. O

o1



Também ¢ possivel utilizar a ANOVA para verificar se §; = 0 para algum
j €{0,---,r} da mesma forma feita anteriormente. Entretanto, quando hd muitas
varidveis preditoras no modelo é usual apresentar sua contribuicao pela média da
chamada soma de quadrados extra, SQFExtra. Uma SQFxtra mede a reducao
marginal na SQ) Res quando uma ou mais variaveis preditoras sao acrescentadas ao

modelo.

Define-se SQ Extra(x;|x;), por exemplo, como sendo a medida do aperfeicoamento

do modelo que ja possui a varidvel x; pela adigao da varidvel z;, com [ # j,

SQExtra(x|z;) = SQRes(z;) — SQRes(xy,xj)
= SQReg(x;,xj) — SQReg(x;).

A SQFExtra é especialmente utilizada em testes de performance dos coeficien-
tes de regressao para se detectar situagoes de multicolinearidade. Para maiores
detalhes recomenda-se o Capitulo VII de Marques de Sa (2003).

A seguir apresenta-se, respectivamente, um andlogo & Proposi¢ao 1.30 e a Pro-

posicao 1.31 para o contexto da regressao linear multipla.

SQReg/(r—1)

Proposicao 1.35. A estatistica F = SOQRes/(n=r)

possui distribuicao F'-Snedecor

comr—1en—r graus de liberdade.

Demonstragao: A prova desta afirmacao segue procedimento andlogo ao desen-

volvido na Proposicao 1.30. ]
Proposicao 1.36. A estatistica R? possui distribuicdo B(%, “51), ou seja, dis-
tribuicdo beta com parametros % e 5t

Demonstragao: A verificacao deste resultado com argumentos semelhantes aos

utilizados na verificacao da Proposicao 1.31. 0

Um anélogo da Proposicao 1.33 também ¢é valido e é apresentado na seqiiéncia.

Proposicao 1.37. As estatisticas F' e R? podem ser expressas como funcoes uma

da outra conforme seque

o (n—r—1)R?
B r(1— R?)
rF
R = -
rF+n—r—1

onde r representa o numero de varidveis independentes no modelo.

52



Demonstracao: A prova é semelhante a realizada na Proposicao 1.33.
(1.47)

A estatistica R2-ajustado é definida por
—1

RP=1-(1-R%(2—).

o1 (2

H4 outra estatistica relacionada com R?, chamada estatistica Cy,-Mallow, defi-

nida por 0
Res
Cp=—"5"—(n—2p),
0-8

onde SQRes), é a soma dos quadrados dos residuos contendo p parametros (sempre

incluindo fp).
Uma descrigao completa sobre a estatistica Cp-Mallow ¢ obtida no Capitulo VI
de Draper e Smith (1981).

Se o modelo é valido, cada residuo ; é um estimador do erro g;, para o qual
se assume ter distribui¢do normal com média zero e varidncia o2. Dessa forma, o

residuo £ possui valor esperado 0 e sua matriz de varidncias e covariancias é dada
(1.48)

como na Proposicao 1.18, ou seja,
Var(€) = o?[I - X(X'X)"'X'] = o2(I - H).

Pelo fato do vetor de residuos & apresentar matriz de varidncias-covaridncias

dada por (1.48), as variancias dos £; podem variar muito se os elementos da diagonal

de H, denotados por h;;, forem substancialmente diferentes.
De maneira andloga a apresentada na secao precedente, definem-se os residuos

padronizados como
A Yi — Yi &q
Z,L- = — = -
O¢ O¢
e os residuos estudentizados como
. &;
ry = — 5
(7'6 (1 — h”)

parai € {1,--- ,n}.
Os residuos podem ser apresentados através de graficos de diferentes maneiras

para se detectar anomalias, conforme ja discutido anteriormente.
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1.5 Aplicacao da Teoria

Nesta secao apresenta-se uma aplicagao do modelo de regressao linear através de
um exemplo. Os dados numéricos e informacGes que constituem o exemplo foram

extraidos da péagina 413 de Bussab e Morettin (2004).

Exemplo: Um psicélogo estd investigando a relagdo entre o tempo que um in-
dividuo leva para reagir a um estimulo visual e alguns fatores, como idade e acui-
dade visual. Definem-se as varidveis Y como sendo o tempo de resposta ao estimulo,
X1 como a idade e X3 como a acuidade visual (medida em porcentagem). Na Ta-
bela 1.3, tém-se os tempos de resposta ao estimulo visual com relagao a idade, sexo

e acuidade visual para vinte individuos.

Tabela 1.3: Tempos de reacao a um estimulo (Y') e acuidade visual (X2) de vinte

individuos, segundo a idade (X7).

Individuo | Y | X7 | X9 | Individuo | Y | X7 | Xo
1 96 | 20 | 90 11 109 | 30 | 90
2 92 | 20 | 100 12 100 | 30 | 80
3 106 | 20 | 80 13 112 | 35 | 90
4 100 | 20 | 90 14 105 | 35 | 80
5 98 | 25 | 100 15 118 | 35 | 70
6 104 | 25 | 90 16 108 | 35 | 90
7 110 | 25 | 80 17 113 | 40 | 90
8 101 | 25 | 90 18 112 | 40 | 90
9 116 | 30 | 70 19 127 | 40 | 60
10 106 | 30 | 90 20 117 | 40 | 80

Inicialmente, busca-se um modelo que relacione a v.a. dependente Y, tempo
de reacao, e a varidvel independente X, idade. Para tal, traca-se o grafico de
dispersao de idade e reagao ao estimulo, representado aqui pela Figura 1.6. Neste

grafico, aparece também a reta ajustada.

A Figura 1.6 mostra que os dados observados apresentam uma tendéncia cres-
cente que pode ser representada por uma reta, ou seja, o tempo médio de reacao

pode ser entendido como uma funcao linear da idade.
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45

Tdade

Figura 1.6: Grafico de dispersao de idade e reagao ao estimulo, com a reta ajustada.

Tanto X; (idade) como Y (tempo de resposta ao estimulo) sao v.a.’s continuas,
assim, com base no contexto da Definicao 1.1, um modelo razodvel para descrever

a E(Y|z1) é dado pela expressao (1.1).

O modelo pode ser escrito como
yi = o+ Bixin +ei, i€ {1,---,20}, (1.49)

onde
2
E(gi|lzin) =0 e Var(eilzi) = oz,
devendo-se encontrar os provaveis valores para Oy e (31, segundo critérios apresen-
tados na Secao 1.1 deste capitulo. Ou seja, buscam-se os estimadores 3y e (1, que

sdo os mesmos tanto para o Caso A quanto para o Caso B.

Em sua forma matricial, o modelo dado por (1.49), assume a seguinte confi-
guragao
Y =X B+E&, E(EX;)=0 e Var(£|Xy) =02, (1.50)

onde tem-se que X7 é uma matriz 20x2, B é uma matriz 2x1 e £ é uma matriz
20x1.

Para ajustar o modelo (1.50), com Y sendo o vetor de apresenta os tempos de
reacao dos 20 individuos, X7 sendo a matriz que fornece as idades dos individuo,
£ sendo o vetor erro das observacoes, precisa-se utilizar os resultados apresentados

no Teorema 1.1.
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Sendo que

1 an
X1

1 z192

Da Tabela 1.3 obtém-se a informacao

, 20 600
X1X1 - )
600 19000
que implica em
0,95 —0,03
(X1X;) = . (1.51)
—-0,03 0,001

Substituindo-se o resultado (1.51) no resultado fornecido pelo Teorema 1.1,
resulta
B = (X|X;)"'X|Y
[ 0,95 —0,03
= XY
| —0,03 0,001

[ 0,90
_ (1.52)
| 80,50

Com o resultado encontrado para B em (1.52), segue-se que o modelo dado

por (1.50) assume a seguinte configuragao

. 0,90
Y=X +E. (1.53)
80,50

E interessante ressaltar que o modelo (1.50) parece adequado, nao apresentando
nenhum ponto discrepante. Entretanto, apresenta-se, na seqiiéncia, a avaliacao

deste modelo através da sua respectiva tabela ANOVA.

Utilizam-se, novamente os dados correspondentes as colunas Y e X; da Ta-

bela 1.3 e o exemplo da tabela ANOVA, apresentado na Tabela 1.1, onde

SQRes = (Y-Y)(Y-Y)
SQTotal = (Y-Y)(Y-Y)

SQReg = SQtotal — SQRes (1.54)
F = SQfeg.
o)

£
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Assim, obtém-se a Tabela 1.4.

Tabela 1.4: Tabela ANOVA para o modelo dado por (1.50).

FV. |gl| SQ | Qu | F

Regressao | 1 810 810 | 25,89
Residuo 18 | 563 | 31,28

Total 19 | 1373 | 72,26

Com base nos dados da Tabela 1.4, pode-se obter a estatistica R? dada pela

810
expressao (1.38), ou seja, R? = 373 = 0,5899, ou ainda, R? = 58,99%.

Desta informacao pode-se concluir que o modelo proposto diminui a variancia
residual em mais da metade. Na coluna QM da Tabela 1.4, o valor de 72,26 em con-
traste com 31,28 explica aproximadamente 59% da variabilidade. A estatistica R2,
dada pela expressao (1.42), assume valor R? = 0,57, que é um valor relativamente

préximo do encontrado para R?.

Conclui-se assim, que é vantajoso adotar o modelo de regressao linear simples
para explicar o tempo médio de reacao ao estimulo em funcao da idade. Onde o
valor obtido para /5’1 = 0,90 indica que o acréscimo em uma unidade na idade do
individuo observado, provoca aumento no tempo de resposta ao estimulo em 0,90
unidade.

Da Tabela 1.4, com base na Proposicao 1.29, pode-se retirar a informacao
SQRes

n—2

= 62 = 31,28, implicando em &, = 5, 59.

De posse deste tltimo resultado é possivel apresentar intervalos a 100(1 — «)%
de confianca para os parametros Gy e (1. Utilizam-se a = 0,05 como coeficiente de
confianga e as Proposigoes 1.8 e 1.9. Denota-se t,_2 o 0 valor obtido em uma tabela
da distribuicao t-Student com coeficiente de confianca o e n—2 (20—2 = 18) graus
de liberdade. Assim, ¢18.0,05 = 2, 101.

O intervalo a 95% de confianca para 3y, denotado por IC((y,95%), é dado por

19000

I - +2.101 T
C(Bo, 95%) 80,50 2,101 x 5,59 / oo

— 80,50 % 11,45,
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ou seja,
I1C(6o, 95%) = [69,05;91, 95]. (1.55)

O intervalo a 95% de confianga para (31, denotado por IC((1,95%), é dado por

1
I = +2,101 \
C(B1,95%) 0,90 2,101 x 5,59/ 1o
= 0,90 40,30,

ou seja,
IC(Bo,95%) = [0, 60; 1, 20]. (1.56)

E interessante notar que o intervalo (1.56) néo contém o zero e esta é uma
evidéncia de que ;1 # 0. Os intervalos de confianga obtidos em (1.55) e (1.56)

podem ser utilizados para testar hipdteses.

Testa-se, separadamente, por exemplo, as hipdteses apresentadas em (1.9) para
by = by = 0. Em ambos os casos, rejeita-se que os parametros sejam iguais a
zero. Com base nos Teoremas 1.12 e 1.13 e na Proposicao 1.30, pode-se utilizar
a estatistica F' que aparece na tabela ANOVA para testar as hipéteses (1.9) para
b1 =by = 0.

No contexto do exemplo em estudo, pode-se estar interessado em saber qual o
tempo de reacdo para um individuo de 28 anos. Aqui é importante ficar claro qual
é o objetivo: estimar o tempo médio para o grupo etario de 28 anos ou o tempo de

reacao provavel para uma pessoa de 28 anos.

A estimativa pontual é a mesma nos dois casos, mas a estimativa por intervalo
de confianga é distinta. Para uma discussao sobre tais diferengas recomenda-se o
Capitulo XV de Bussab e Morettin (2004).

A estimativa pontual dada pelo modelo (1.49) para o tempo de rea¢ao de um

individuo de 28 anos é dada por

§(28) = 80,54 0,9 x 28 = 105, 7.

Com o resultado acima, pode-se, entao, calcular o intervalo de confianca para
a média através da Proposicao 1.11, do Corolario 1.3 e da Observacao 1.1. Para

tal, utilizam-se os seguintes valores
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9(28) = 105,7, tig005 = 2,101, &2 =5,59,

n = 20,

e obtém-se que

10(u(28), 5%)

ou ainda

n

T1 =30 e Z(SL‘M — :fl)Q = 1000

=1

= 105,7+2,7

105,7£ 2,101 x 5, 59\/

1 (28 —30)2

%-i-

IC(1(28),5%) = [103;108, 4].

1000

(1.57)

O intervalo de confianca apresentado em (1.57) pode ser interpretado como o

intervalo em que 95% das amostras coletadas pode-se encontrar o verdadeiro valor

do tempo de resposta ao estimulo visual para um individuo com 28 anos de idade.

Os residuos &;, com i € {1,---,20}, para o modelo (1.50) sdao apresentados

na Tabela 1.5, a seguir, bem como os residuos padronizados, Z;, e os residuos

estudentizados, 7;.

Tabela 1.5: Residuos para o modelo dado por (1.50).

Idade | & | 2 7 | Idade | & | % P
20 |-2,5|-045(-0,49| 30 | 1,5 | 027 | 0,28
20 | -65|-1,16 | -1,26 | 30 |-7,5|-1,34 | -1,37
20 | 75| 1,34 | 145| 35 |00 00 | 00
20 | 15| 027|029 | 35 |-7,0|-1,25]-1,30
25 |-501-0,80|-0,92| 35 |60 | 1,07 | 1,11
25 | 1,0 | 0,18 | 0,19 | 35 |-4,0 |-0,72|-0,75
25 | 70| 125 | 1,30 | 40 |-4,5|-0,80 | -0,36
25 |-2,0|-0,36| 0,37 | 40 |-55|-0,98 | -1,06
30 |85 | 1,52 | 1,56 | 40 |95 | 1,70 | 1,84
30 |-15]-027]-028| 40 |-05|-0,09 | -0,10

Os residuos e os residuos padronizados sao apresentados, respectivamente, nas

Figuras 1.7 e 1.8.
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oooo

Resituo

Idade

Figura 1.8: Gréfico de residuo padronizado versus idade para o modelo dado
por (1.50).

A andlise dos residuos permite concluir que as suposi¢bes de média zero e

variancia comum sao satisfeitas.

A Figura 1.10 apresenta o histograma dos residuos e a Figura 1.9 mostra um
grafico quantil-quantil. Em ambas percebe-se que os residuos néo sdo normalmente

distribuidos.

Para se verificar a validade da suposicao de mesma variancia aplica-se o Teste de
Bartlett. Para se efetuar este teste reorganizam-se as informagoes que se encontram
na Tabela 1.3 de forma que os dados sejam fornecidos por faixa etaria e de cada

faixa etaria se obtém sua respectiva varidncia, conforme sugere a Tabela 1.6.

Para efetuar o teste de Bartlett, seguem-se os passos (i) — (v) dados em (1.46),
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=20

Quantil do residuo

Figura 1.9: Gréfico quantilx quantil para o modelo dado por (1.50).

Fregiéncia

ES

Residuo

Figura 1.10: Histograma de residuo para o modelo dado por (1.50).
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Tabela 1.6: Tabela da variancia em fungao do grupo etério.

Grupo etario 20 25 30 35 40
Tamanho da amostra 4 4 4 4 4
Variancia 35,67 | 26,25 | 44,25 | 31,58 | 46,92

com base nos dados apresentados na Tabela 1.6. Dessa forma, obtém-se os seguintes

resultados

(i) &2 =36,93
(1) M = (20 — 5)1n(36,93) — [31n(35,67) + 31n(26,25) +

31n(44, 25) + 31n(31, 58) + 31In(46,92)] = 0, 3369
1 1 1 1 1 1 1

i) Ot |1l 1 1 L 1h e,
(i) T ERE R ’
M 0,3369
M _ 0, — 0, 2972
) & 1,1333 0,297
M
(v) & <9488 =300 (1.58)

Decorre, das etapas apresentadas em (1.58), que nao se rejeita a hip6tese de

igualdade das variancias.

Agora, busca-se um modelo que relacione a v.a. dependente Y, tempo de reacao,
e as variaveis independentes X1, idade, e X9, acuidade visual. Ou seja, assume-se

o contexto da regressao linear multipla.

Tanto a idade X7 quanto a acuidade visual X5 sao v.a.’s continuas. Assim, com
base no contexto da Definicao 1.4, um modelo razoavel para descrever a relacao

entre tais varidveis é
yi = Bo + Brzin + Bawiz + &5, 1 € {1, ,20}, (1.59)
onde

E(eilxi) =0, Var(eilx;) = 052 e x; = (1,41, Ti2).

Devem-se encontrar os provaveis valores para 3y, 31 e (2, ou entdo para B =

b )
(6o, B1, B2), segundo os critérios apresentados na segao 1.2 deste capitulo. Ou seja,
buscam-se os estimadores By, 31 e (2, que sdo os mesmos tanto para o Caso A

quanto para o Caso B.
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Para ajustar o modelo dado por (1.59), com y; sendo o tempo de reagao, x;1 a
idade e x;2 a acuidade visual do i-ésimo individuo, precisa-se utilizar os resultados

tedricos apresentados no Teorema 1.17.

Nesta etapa, entao, evidencia-se o uso de um pacote computacional (SPSS 10.0)

para a obtencao de informacgoes e estatisticas que auxiliem a andlise.

O modelo dado por (1.59) parece estar adequado. No entanto, apresenta-se sua

avaliagdo com base em sua respectiva tabela ANOVA.

Utilizam-se os dados correspondentes as colunas Y, X; e X5 da Tabela 1.3 e o
exemplo de tabela ANOVA para o caso da regressao linear multipla apresentado

na Tabela 1.2. A Tabela 1.7 apresenta a analise da variancia para este caso.

Tabela 1.7: Tabela ANOVA para o modelo dado por (1.59).

FV. |gl| SQ QM | F

Regressao | 2 | 1139,03 | 569,51 | 41,38
Residuo 17 | 233,97 | 13,76

Total 19 1373 72,26

Com base na Tabela 1.7 e pela Proposicio 1.37 pode-se obter a estatistica R?,

Como segue

rF
Py ——

2 x 41, 38
2x41,38420—-2—-1
= 0,8295,

ou ainda, R? = 82,95%.

Desta informagcao pode-se concluir que o modelo proposto diminui a variancia
residual em “quase” sua totalidade. Na coluna QM da Tabela 1.7, o valor 72,26 em
contraste com 13,76, explica aproximadamente 83% da variabilidade. A estatistica

R para este caso, tem valor 0,81, ou seja, possui valor muito préximo de R?.

Conclui-se, assim, a principio, que é vantajoso adotar o modelo de regressao

linear multiplo para explicar o tempo médio de reacao ao estimulo em funcao da
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idade e da acuidade visual.

Ao se fazer o contraste das tabelas ANOVA dadas pelas Tabelas 1.4 e 1.7,
percebe-se que o modelo linear multiplo é vantajoso também em relagao ao mo-
delo de regressao linear simples, pois como comentado no inicio deste exemplo o
modelo (1.49) explica apenas 59% da variabilidade. Entretanto, vale comentar que

nem sempre a insercao de novas varidveis contribui para a sua significativa melhora.

Os valores estimados para os parametros [y, 51 € B2 e seus respectivos intervalos

a 95% de confianga sdo apresentados na tabela abaixo.

Tabela 1.8: Intervalos a 95% de confianga para B para o modelo dado por (1.59).

Estimador | Valor Estimado | Intervalo de Confianca
Bo 126,564 [105,27;147,85]
B 0,650 [0,38;0,92]
s -0,454 [-0,65;-0,25]

Todos os intervalos apresentados na Tabela 1.8 nao contém o ntimero zero, esta

¢ uma evidéncia de que B # 0.

Os residuos &;, com i € {1,--- ,20}, para o modelo dado por (1.59) sdo apresen-
tados na Tabela 1.9, a seguir, bem como os residuos padronizados, Z;, e os residuos
estudentizados, 7;. Os residuos e os residuos padronizados sdo apresentados grafi-

camente nas Figuras 1.11 e 1.12, abaixo.

A anélise dos residuos permite concluir que as suposi¢oes de média zero e

variancia comum sao satisfeitas.

A Figura 1.13 representa o histograma dos residuos e a Figura 1.14 mostra
um grafico quantil-quantil. Em ambas as situacOes percebe-se que os residuos
nao sao normalmente distribuidos. Tal fato pode ser justificado devido ao pequeno
numero de dados observados, apenas vinte; e, pela possivel falta de outras variaveis
independentes que poderiam descrever melhor o problema, tais como, por exemplo,

sexo, pressao ocular e indice de alcool no organismo.

64



o
oooo

oo

Residuo

Idade

a
oooo

oo

Residuo padronizada

Idade

Figura 1.12: Gréfico de residuo padronizado versus idade para o modelo dado
por (1.59).
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Figura 1.13: Histograma de residuo para o modelo dado por (1.59).
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Tabela 1.9: Residuos para o modelo dado por (1.59).

Idade | & % 7 | Idade | & % P
20 |-2,72|-0,73|-0,79 | 30 | 3,76 | 1,01 | 1,05
20 |-2,18 | -0,58 | -0,66 | 30 |-9,76 | -2,63 | -2,72
20 | 273|073 |08 | 35 | 351|094 1,01
20 | 127 | 0,34 | 0,37 | 35 |-8,02-2,16 | -2,25
25 | 055 | 0,15 | 0,16 | 35 | 044 | 0,11 | 0,13
25 | 202|054 | 056 | 35 |-048|-0,13|-0,13
25 | 348 | 0,93 | 0,99 | 40 | 1,26 | 0,34 | 0,38
25 |-0,97 |-0,26 |-027 | 40 | 0,26 | 0,07 | 0,08
30 | 1,69 | 0,45 | 0,50 | 40 | 1,65 | 0,44 | 0,56
30 [ 0,76 | 0,20 | 0,21 | 40 | 0,72 | 0,19 | 0,21

Quantil da normal padran
Iy

Quantil do residuo

Figura 1.14: Grafico quantilx quantil para o modelo dado por (1.59).
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Capitulo 2
Regressao Logistica

Nos modelos de regressao linear simples ou multipla, a varidvel dependente Y
é uma variavel aleatoria de natureza continua. No entanto, em algumas situagoes,
a varidvel dependente é qualitativa e expressa por duas ou mais categorias, ou
seja, admite dois ou mais valores. Neste caso, o método dos minimos quadrados
nao oferece estimadores plausiveis. Uma boa aproximacao é obtida pela regressao
logistica que permite o uso de um modelo de regressao para se calcular ou prever

a probabilidade de um evento especifico.

As categorias (ou valores) que a varidavel dependente assume podem possuir
natureza nominal ou ordinal. Em caso de natureza ordinal, h4 uma ordem natural
entre as possiveis categorias e, entdao tem-se o contexto da Regressao Logistica
Ordinal. Quando esta ordem nao existe entre as categorias da variavel independente

assume-se o contexto da Regressao Logistica Nominal.

Neste trabalho aborda-se apenas o caso da Regressao Logistica Nominal. De-
talhes e informacoes sobre a Regressao Logistica Ordinal podem ser encontrados
em Kleinbaum e Klein (2002), Agresti (1984) e Agresti (1990).

Inicialmente apresenta-se exemplo que ilustra uma situacdo em que a varidvel
dependente possui natureza nominal. Outros exemplos podem ser obtidos em Hos-
mer e Lemeshow (2000), Draper e Smith (1981), Pampel (2000) e Menard (2002).

Exemplo 2.1. Suponha que se deseje estudar a toxicidade de uma certa droga.
Neste contexto, dosagens x1 < x2 < --- < x), sao fixadas. A dosagem z; geralmente

¢ medida como o logaritmo na base dez da concentracao da droga em uma solugao
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e ¢ administrada em uma quantidade ¢; de animais. Apods este procedimento,
ocorre um numero p; de mortes para cada i, com 1 < ¢ < n. Assume-se que
m(x) é a probabilidade que um animal escolhido aleatoriamente sucumba com a
dosagem x. Dessa forma, p;, 1 < 4, sdo v.a.’s independentes com distribuicao
binomial B(c¢;, w(z;)), com i € {1,--- ,n}. O objetivo aqui é encontrar um modelo
no qual, para cada valor da varidvel independente x;, é possivel predizer a varidvel

dependente p(z;), a qual é binomial com probabilidade de sucesso m(x;).

2.1 Regressao Logistica Binaria

Nesta secao apresenta-se o contexto em que a varidvel resposta possui apenas
duas categorias, ou seja, natureza binaria ou dicotOmica, e apenas uma variavel

independente envolvida.

Antes de se iniciar a discussao sobre a Regressao Logistica, é interessante fa-
zer um breve comentario sobre Modelos Lineares Generalizados. Maiores detalhes
podem ser obtidos em Agresti (1984) e Agresti (1990).

Um modelo linear generalizado (m.l.g.) é especificado por trés componentes:
uma componente aleatoria, a qual identifica & distribuicao de probabilidade da
varidvel dependente, uma componente sisteméatica, que especifica uma funcao linear
entre as variaveis independentes e uma funcao de ligacao que descreve a relagao
matematica entre a componente sistematica e o valor esperado da componente

aleatoria.

Em outras palavras, a componente aleatéria de um m.l.g. consiste nas ob-

servacoes da variavel aleatéria Y, ou seja com o vetor y = (y1,-- - , Yn)-

A componente sistemdtica do m.l.g. ¢é definida através de um vetor n =
(m, -+ ,nn) que estd associado ao conjunto das varidveis independentes através
de um modelo linear n = XB, onde X é uma matriz que consiste nas varidveis

independentes das n observagoes e B é um vetor de parametros do modelo.

A terceira componente do m.l.g. é a funcéo de ligacdo entre as componentes
aleatéria e sistemdtica. Seja p; = E(Y;|x;), com i € {1,--- ,n} entdo n; é definida

por 1n; = g(i;), onde g é uma fungdo monotonica e diferencidvel.

Dessa forma, a fungao de ligacao conecta os valores esperados das observagoes
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as varidveis explanatorias, para i € {1,--- ,n}, através da férmula

g(mi) = Bjwij. (2.1)
j=1

E interessante comentar que se a fun¢ao g, dada por (2.1), for a fungao identi-

dade tem-se entao o modelo de regressao linear.

H& duas classes importantes de modelos lineares generalizados. Uma delas é
constituida pelos modelos logit, nos quais a varidvel dependente pode ser associada
a uma varidvel aleatéria Bernoulli (aqui se enquadra a regressao logistica), e pelos
modelos loglinear no qual a varidvel dependente é associada a uma variavel aleatéria
Poisson. Para maiores detalhes sobre os modelos loglinear recomenda-se Ardersen
(1996), Agresti (1984) e Agresti (1990).

Na seqiiéncia apresenta-se o modelo de regressao logistica binaria, que é um caso
particular dos modelos lineares generalizados, mas especificamente dos modelos

logit.

Para se analisar 7(x), tomam-se as observagoes independentes z1, - - - , z,,. Neste
contexto, é razodvel assumir, como suposi¢ao inicial, que 7(x) é uma fungao mo-
notoénica com valores entre zero e um, quando = varia na reta real, ou seja w(z) é

uma funcao de distribuicao de probabilidade.

Como 7(-) varia entre zero e um, uma representacao linear simples para 7
sobre todos os valores possiveis de x é ndo é adequada (pois, caso contrario, tem-se
o modelo de regressao linear), entao considera-se a transformacao logistica de m(-)

sob a forma linear

In [%] = g(x), (2.2)

onde

g(z) = Bo + Pz (2.3)

ou equivalentemente,

) = exp(fo + f1x)

= Tt exp(Got frz)’ (2.4)

onde é necessario que 31 < 0 para que 7 seja crescente e que 31 > 0 para que 7 seja
decrescente. Quando x tende ao infinito, m(z) tende a zero quando 1 < 0 e tende
a um quando 31 > 0. Assim, dessa forma, define-se a funcao de ligacao necesséria

ao modelo. Caso 31 = 0, a varidvel de resposta Y é independente da varidvel X.
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Se na equagao (2.4), tem-se By = 0 e 1 = —1 entdo 7(z) é chamada de funcao
de distribuicdo logistica. Sua respectiva func¢do de distribui¢ao acumulada (f.d.a.)
é dada por
exp(—x)
F = . 2.5
(@) = Tt (2.5)
E, conseqiientemente, sua fun¢do de densidade de probabilidade (f.d.p.), obtida

por derivagao de (2.5), é dada por

exp(—2)
r)=—"".
f@) [1+4 exp(—x)]?
Proposigao 2.1. Caso haja reparametrizagao, em (2.5), dada por
PP
B B’

tem-se que 7(-) dada pela expressio (2.4) assume a forma

n(x)=F<x;“>.

Demonstracgao: Primeiramente analisa-se a reparamentrizacao

Bo
_ T+ 5
TR _1ﬁ1 = —0o — Bix.

g B

Dessa forma, pelas expressoes (2.3), (2.4) e (2.5), tem-se que

F(55) = Flgt)] = n(o)

o

O]

Observacao 2.1. Diz-se que p é o centro de simetria e que o é o parametro de

escala da reparametrizagao.

O exposto acima motiva a seguinte definigao.

Definicao 2.1. Modelo Logistico: Seja g(x) = [y + Pix, para qualquer z € R.
Seja F(-) a f.d.a. definida em (2.5) correspondente a fy = 0 e 1 = —1. Ao
reparametrizar-se u = —3o(31) "' e 0 = —(31)7!, para cada z;, parai € {1,--- ,n},

segue-se que

]E(Y”wz) = 7T(.1‘Z'), (2.6)

onde y; representa uma amostra aleatéria de tamanho um de F'(-).
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Na seqiiéncia, apresenta-se algumas diferengas entre o modelo de regressao

logistico e o modelo de regressao linear.

O que distingue um modelo de regressao logistico simples e binario de um
modelo de regressao linear simples é a varidvel aleatéria dependente. No modelo
logistico ela se apresenta na escala nominal. Esta diferenca se reflete na escolha do

modelo paramétrico e nas hipéteses envolvidas.

Em qualquer problema de regressao, a quantidade ou grandeza chave é a es-
peranca da v.a. dependente dado o valor da varidvel independente, ou melhor,
E(Y|z). Em virtude do exposto nos paragrafos anteriores, ao se trabalhar com
dados de natureza binaria, a esperanca condicional deve ser menor ou igual a um

e maior ou igual a zero, 0 < E(Y|z) < 1.

Uma transformacao de 7(z) que é central para o estudo da regressao logistica é

a transformacao logit. Esta transformagao ¢ definida em termos de m(x) em (2.2).

A funcao g(z), definida em (2.3), é denominada de fungao logit e tem muitas
das propriedades da fungao p(-) do modelo linear pois é linear em seus parametros

e continua.

Os parametros 3y e #1 tem significados similares aos seus andlogos na regressao

linear. Se x = 0 na expressao (2.4) segue-se que a expressao (2.2) assume valor .

Agora, efetuando-se o mesmo procedimento para x e x+1, para qualquer x € R,

é possivel obter, pela expressao (2.2),

1n(”(””+1)>—1n<”(‘””)> = Bo+pBi(xr+1)—(Bo+ Bix)
= 8. (2.7)

Entao, #; é o incremento no valor da expressao (2.2) (log odds) devido ao
aumento de uma unidade em x. E, By corresponde a (log odds) de “sucesso” contra

“fracasso” no caso em que x = 0.

Calculando a exponencial de (2.7), tem-se

w(x+1)
l1—7(z+1)
m(x) '
1—m(x)

exp(f1) = (2.8)
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A expressao do lado direito em (2.8) é conhecida como razdo de chances (odds
ratio) e compara a probabilidade de sucesso para x + 1 com a probabilidade de

sSucesso para x.

Na regressao logistica esta razao é uma funcao constante quando analisada em
relagao & varidvel x. De (2.8), finalmente, pode-se obter que

m(x +1)
1—m(z+1)

= exp(ﬁl)lf(:()x)v

ou seja, exp(f1) é a mudanca multiplicativa nas probabilidades de sucesso, corres-

pondente ao aumento de uma unidade em .

Outra diferenca importante entre o modelo de regressao linear e o modelo de
regressao logistico é o que diz respeito a distribuicdo condicional da v.a. Y. No
modelo linear assume-se que uma observagao possa ser expressa como y = E(Y |z)+
€. A hipdtese mais comum é a de que € possui distribui¢gdo normal com média zero
e variancia que é constante para todas as possibilidades da varidvel Y. Deste
fato, segue que a distribuicao condicional de Y dado z possui distribuicao normal
com média E(Y|z) e varidncia constante. Este nao é o caso quando a v.a. Y
possui natureza binaria. Neste contexto, pode-se expressar uma observagao como
y =7(x) +¢e. A v.a. £ pode assumir uma de duas possibilidades. Se y = 1 entao
e = 1—m(x) com probabilidade 7(z), e se y = 0 entdo € = —m(z) com probabilidade
1 —m(z).

Proposicao 2.2. A v.a. € tem distribuicdo Bernoulli com média zero e variancia
m(z)[1 = m(z)].
Demonstracao: Primeiramente avalia-se a esperanca de € dado que X =«
E(e|lz) = ZskP —m(x)(1 — () + (1 — 7(z))7w(z) = 0.
Agora, procura-se avaliar a variancia condicional de ¢,
2
Var(elz) = Zsk]P’ = [—7(2)]?(1 — n(x)) + [1 — 7(z)]*x(z)
k=
= 7T(LL’) —27%(z) + () + 7% (x) — 73 (2) = 7(x) — ().

Observacgao 2.2. Esta proposicao indica que independentemente dos erros serem

grandes ou pequenos, pode-se esperar que sua média seja nula.
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Decorre da Definigao 2.1 que as afirmagoes na expressao (2.6) podem ser inter-

pretadas, para cada i € {1,---,n}, como
explg(x;
__elo)]
1 + exp[g(z;)]
onde os erros, ¢;, seguem as seguintes suposigoes, para todo i,l € {1,--- ,n}

(2) E(Ezllbz) =0.
(ii) Var(elx;) = m(x)[1 — m(xy)].
(1i1) Cov(egi ;) =0, se i # 1. (2.9)

A expressao (2.9) motiva as seguintes suposi¢oes para a as v.a.’s envolvidas:

(i) A varidvel X é por hipétese controlada e nao estd sujeita a variagoes

aleatorias.

(ii) Para um dado valor x de X, os erros € tém distribui¢ao Bernoulli com

média zero e variancia 7(z)[1 — 7(z)].

SupoOe-se uma amostra de n independentes observagoes de pares (x;,y;), para
i € {1,---,n}, onde y; denota o valor da varidvel aleatéria bindria e z;, o valor
da variavel independente para a i-ésima observagao. Assume-se também que a v.a.
Y pode ser decodificada pelos valores 0 ou 1, representando, respectivamente, a
auséncia ou a presenca da caracteristica em estudo. Para se ajustar o modelo de
regressao logistica apresentado na Definicao 2.1 a um conjunto de dados deve-se

estimar os valores de 3y e 31, parametros nao conhecidos.

No capitulo anterior utilizou-se o método dos minimos quadrados para apresen-
tar estimadores aos parametros envolvidos no modelo. Tais estimadores apresentam
propriedades interessantes e importantes. Infelizmente, quando este método ¢é apli-
cado a um modelo cuja variavel dependente é de natureza nominal, os estimadores
obtidos nao conservam as mesmas propriedades. Entretanto para n suficientemente
grande pode-se utilizar o método dos minimos quadrados ponderados, para detalhes

recomenda-se o Capitulo XIII de Agresti (1990).

Outro método de estimacao utilizado conjuntamente ao modelo de regressao
linear é o de maxima verossimilhanca. Este método embasard a procura dos esti-

madores para o modelo de regressao logistica.
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Proposigao 2.3. Assume-se o contexto da Definigao 2.1. Seja B = (Bo, $1) o vetor
de parametros relacionado com a probabilidade condicional P(Y; = 1|z;) = m(x;).
Entao, o estimador, pelo método de mdxima verossimilhanca, de B, denotado por
B, € a solugao das equacdes de verossimilhanca

n

> [yi — w(@:)] =0 (2.10)

i=1

> aily — w(xi)] = 0. (2.11)
=1

Demonstragao: Seguem-se da Definicdo 2.1 as probabilidades P(y; = 1|x;) =
mw(x;) e P(y; = 0|z;) = 1 — w(x;). Entao, para os pares (z;,y;) tais que y; = 1, a
contribuicao para a fungao de verossimilhanga é 7(z;), e para os pares tais que y; =
0, a contribuigao para a fungao de verossimilhanga é 1 — 7(x;), onde a quantidade
7(x;) denota o valor de 7(z) avaliado em z;. Uma maneira conveniente de expressar

estas contribuicoes a funcao de verossimilhanga é
(@)1 — ()] 7Y
para valores y; = 0 ou y; = 1, para todo i € {1,--- ,n}.

Como assume-se que as observacoes sao independentes, a funcao de verossimi-
lhanga obtida é dada por

n

L(B) = [ [ w(z)¥ (1 — w(xs)] ¥, (2.12)

=1

O principio da méaxima verossimilhanca atesta que o estimador B é o va-
lor que maximiza a expressao (2.12). Para encontrar este valor, diferencia-se a
equagao (2.12) com respeito a 3y e 31 e igualam-se as expressoes resultantes a zero,

obtendo-se, respectivamente, os resultados (2.10) e (2.11). O

Aplicando-se logaritmo em ambos os lados da equacao (2.12), tem-se a expressao

n

LB) =) [yilnm(x) + (1 - y;) In(1 = w(xy))]. (2.13)

i=1
Observacao 2.3. No modelo de regressao linear as equagoes de verossimilhanca
sao facilmente resolvidas. Para o modelo de regressao logistica, tais equagoes sao
nao-lineares nos parametros e desta forma, requer-se o uso de um procedimento

iterativo conhecido como o método de Newton-Raphson. De forma resumida, este
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método pode ser descrito como segue. O primeiro passo requer o uso de uma solucao
inicial (candidato) para os valores que maximizam a fungao de verossimilhanca. A
funcao é aproximada, em uma vizinhanca da solugado inicial por um polinémio
de segundo grau. A segunda solucao obtida, no processo iterativo, é o ponto de
maximo valor do polinémio, e assim por diante. Dessa forma o método de Newton-
Raphson gera uma seqiiéncia de solugoes que convergem para o ponto de maximo

da funcao de verosimilhanca.

Observagao 2.4. Pode-se provar que a expressao (2.13) é uma fungao estritamente
convexa. Desta forma, as equagoes de verossimilhanca admitem solucdo e ainda,

esta solugao é tinica. Ou seja, tém-se os estimadores de maxima verossimilhanca.

Para maiores detalhes sobre as Observagoes 2.3 e 2.4 indica-se a leitura da secao
3 do Capitulo XII de Casella e Berger (2002).

Observagao 2.5. Uma conseqiiéncia que pode ser obtida da equagao (2.10) é que
Yoy = > iy #(x;), significando que a soma dos valores observados de y é igual

a soma dos valores preditos de y.

Um método geral para avaliar a significancia das varidveis foi ilustrado no mo-

delo linear, e vamos utiliza-lo para motivar a forma usada na regressao logistica.

Na regressao linear, a avaliagao do significado do coeficiente angular (1, por

exemplo, é realizada através da tabela da andlise da variancia.

No modelo de regressao logistica o principio é o mesmo. Entretanto, a com-
paracao entre os valores observados e os valores preditos é baseada no logaritmo

da funcao de maxima verossimilhanca.

Para entender melhor esta comparagao, é util, de forma conceitual, pensar o va-
lor observado da variavel dependente como sendo uma varidvel preditora resultante
de um modelo saturado (um modelo é dito saturado se contém tantos parametros

quantos dados observados).

Um exemplo simples de modelo saturado é ajustar um conjunto de dados com

apenas dois pontos amostrais ao modelo dado pela Definicao 2.1.

Proposicao 2.4. Para o modelo saturado associado ao modelo proposto pela ex-

pressao (2.6) tem-se que 7t(x;) = y;, com i € {1,2}.
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Demonstracao: Assume-se o conjunto de dados amostrais dados pelos pontos
(z1,11) e (z2,y2). Procura-se estimadores para 7(x;), com i € {1,2}. Com base

nas equagoes (2.10) e (2.11), tem-se o seguinte sistema

y1 — @(x1) +y2 — 7(z2) =0
r1Y1 — :L'17AT(£U1) + X2y — ."L‘Qﬁ'(:L'Q) =0. (2.14)

Da primeira equacao do sistema (2.14) obtém-se que
Yo — ﬁ($2) = -y + fr(ml) (2.15)

Ao se substituir a expressao (2.15) na segunda equagao do sistema (2.14), consegue-

se
[y1 - 7%(.2131)](.%1 — .2?2) = 0. (2.16)
Como tem-se que 1 e z2 sdo quaisquer, a equagao (2.16) serd identicamente nula

se y1 = 7(x1).

Um desenvolvimento semelhante pode ser realizado para se verificar que yo =

7(x2). Ficando, assim, demonstrada a proposigao. ]
Proposicao 2.5. A funcdo de verossimilhanca do modelo saturado vale um.

Demonstragao: Segue-se do resultado da Proposi¢ao 2.4 e de um raciocinio se-
melhante ao efetuado na Proposicao 2.3. Para os pares (z;,y;) tais que y; = 1, a
contribuigao para a fungao de verossimilhanga é 7(x;) = y; = 1 e para os pares tais
que y; = 0, a contribuicao para funcao de verossimilhanga é 1 — 7 (z;) = 1—1y; = 1.
O que implica que a fungao de verossimilhanga dada pela expressao (2.12) assume

valor um. 0

A comparacgao entre valores observados e preditos usando-se a fungao de veros-

similhanga é baseada na seguinte proposigao.

Proposicao 2.6. A estatistica D, definida por

D= —2In [ (2.17)

verossimilhanca do modelo ajustado
verossimilhanca do modelo saturado |’

pode ser representada por

D:—Qé[yiln <Z>+(1—yz’)ln<i_z>}, (2.18)

onde 7t; = 7(x;).
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Demonstracao: A func¢ao de verossimilhanga do modelo ajustado é obtida a partir

de (2.12) utilizando-se 7(x;) no lugar de 7(x;), e para o modelo saturado utiliza-se

Assim

— 9n H?:l 7(x;)¥i (1 — ’f(‘(gj‘i))l_yi
b= |: H?:l yfl(l — yi)l—yi } )

que, por propriedades dos logaritmos e do produtério, pode ser reescrita como

p - oy (Hd)” (L)
-y o (P90} g (LFE)] oy

Yi 1—y;

denotando-se, por simplicidade, 7 (x;) = 7;, segue o resultado. ]

Observacgao 2.6. A estatistica D é chamada de deviance e faz o mesmo papel que
a SQ) Res na regressao linear, ou seja, ¢ uma estatistica que auxilia na comparagao
entre os valores observados e preditos.

Da Proposicao 2.6 pode-se extrair o seguinte corolério.

Corolério 2.7. A expressio (2.18) pode ser representada pela forma

D = —2In(verossimilhanga do modelo ajustado).

Demonstracao: Decorre da Proposicao 2.5 que a funcao de verossimilhanca do
modelo saturado quando a varidvel Y é dicotomica, ou seja, y = 0 ou y = 1, é igual

a um. Por simples substituicao em (2.17), segue o resultado. O

Designa-se Dg para indicar a funcao de verossimilhanca sem a varidvel inde-

pendente.

Como Y é uma varidvel aleatéria dicotomica, se ny =Y - jyieng =y o (1 —

yi) e P(Y = 1) = "L, segue-se da expressao (2.19) que

Do = —2{n1 [P(Y = 1)] + no In[P(Y = 0)]}.

E interessante notar que ny, da forma com estd definido, representa a conta-
gem do nimero de vezes em que a v.a. Y assumiu valor um e, analogamente, ng

representa o numero de vezes em que a v.a. Y assumiu valor zero.
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Assim, com o proposito de verificar a significancia de uma varidvel indepen-
dente, compara-se o valor de D com e sem tal varidvel na equagao, representados
respectivamente por Djys e Dy. A alteracdo no valor de D esperada pela inclusdo

da variavel independente no modelo é obtida através de

G =Dy— Dy (2.20)

Devido a defini¢ao da fungao de verossimilhanga do modelo saturado (ela vale

um) é comum expressar-se a estatistica G por

verossimilhanca sem a varidvel

G——zm[ (2:21)

verossimilhanca com a varidvel | -

Para o especifico caso de haver uma tinica variavel independente, é facil verificar
que se a variavel nao estd no modelo, o estimador de maxima verossimilhanca de
8o € By = In (%), onde

n

ny = Zyi e ng= Z(l — i) (2.22)
i=1

i=1

e o valor predito é constante, ™. Neste caso, o valor da estatistica G em (2.21) é
dada por
o [
[Lo 7 (1= d)twe |
ou ainda,

G=2 {Z[yl In(7;) + (1 — y;) In(1 — 7;)] — [n1 In(ny) + no In(ng) — nln(n)]} :

=1

Sob a hipétese de que 31 ¢é igual a zero, a estatistica G apresenta distribuicao
assintotica qui-quadrado com 1 grau de liberdade, e este fato motiva o seguinte

teorema.

Teorema 2.8. No modelo dado pela Definicdo 2.1, o teste de razdo de verossimi-

lhanca de tamanho o dado pela expressao
Ho : P1=0b1 vs Hy: [1# b1, para by € R,

consiste em rejeitar Ho se P[x? > G] < a.
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Demonstracao: Indicagoes sobre a validade desta afirmacao podem ser obtidas
nas paginas 14 e 15 de Hosmer e Lemeshow (2000). A prova de que a estatistica G

apresenta distribuicao assintética y? serd apresentada na Secdo 2.4 deste capitulo.

O]

Existem outros testes, estatisticamente equivalentes ao apresentado no Teo-
rema 2.8, bastante usados na literatura: Teste de Wald e Teste de Score. As
hipoteses necessarias para estes dois testes sdo as mesmas utilizadas no teste da
razao de verossimilhanga. Apresentam-se, a seguir, alguns comentérios sobre estes

testes:

(i) O Teste de Wald é baseado na estatistica

wo i
SE(f)
ou seja, é obtido comparando-se o estimador de 31, do método da maxima
verossimilhanca, com o seu erro padrao (isto é, seu desvio padrao estimado),
denotado por @(ﬁl) Sabe-se que sob Hp : #1 = 0, a estatistica W possui
distribui¢ao normal padrao. Hauck e Donner (1977) examinaram o Teste de
Wald e observaram que ele tem um comportamento aberrante, ou melhor,
frequentemente falha na rejeicao da hipdtese nula quando o coeficiente de 3;
é significante. Jennings (1986) também verificou esta mesma propriedade.
Por estas razoes, estes autores recomendam o uso do teste da razao de veros-

similhanga.

(ii) O Teste de Score nao exige o calculo do estimador de maxima veros-
similhanga de ;. No caso univariado, este teste é baseado na distribuicao
condicional da derivada da equagao (2.11) dada a derivada da equagao (2.10).
Neste caso, pode-se apresentar uma expressao para o Teste de Score. Este
teste usa o valor da equagao (2.11) calculado para Gy = In <Z—é) e 1 =0,

ny

obtendo-se assim, T = § = Entao o lado esquerdo da equacdo (2.11)

torna-se » ., xi(y; — ). Pode-se mostrar que o estimador para a variancia

s’ —

6 (1 —g) >, (z; — z)%. Desta forma, a estatistica para o Teste de Score é

Soirwi(yi —7) _
VI =) Y (i — 7)?

Uma discussdo completa sobre estes testes pode ser obtida em Rao (1973).
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Um importante adicional a discussao feita anteriormente é obter e interpretar
intervalos de confianca para os parametros de interesse. Como no caso da regresssao

linear, pode-se obter os intervalos de confianca para (g, (1, g(z) e 7(x).

A base tedrica para a construcao dos intervalos de estimacgao é a mesma usada
para formular o teste de significancia do modelo. Os intervalos de confianga para
os estimadores de 3, e f; sao baseados em seus respectivos Teste de Wald, como

afirmam as proposigoes a seguir.

Proposicao 2.9. O intervalo a 100(1 — )% de confianca para By € dado por

~

6o — 22 SE(Bo), fo + 22 SE(Bo),

onde za é o quantil de uma normal padrao dado por P(z > z%) = 5 e SE(fo)
denota o estimador baseado mo desvio padrdo de Bo.
Proposicao 2.10. O intervalo a 100(1 — )% para 31 € dado por
1 — 22 SE(), b + 22 SE(By)],
onde za € o quantil de uma normal padrao dado por P(z > z2) = § e gE(Bl)

denota o estimador baseado no desvio padrdo de Bl-

Como o logit é a parte linear do modelo de regressao logistico, ele pode ser

estimado, semelhantemente ao feito no modelo de regressao linear, por §(z) =
Bo + Prx.

O estimador da variancia de g(z), representado por @’[Q(m)], requer a ob-
tencao da variancia da soma. Neste caso

Var[g(z)] = Var(Bo) + a*Var(1) + 2x Cov(fo, H1), (2.23)

pois Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X,Y), para quaisquer v.a.’'s X
e Y. Os valores de Cov(ﬁo,ﬁl) sao obtidos, no método de maxima verossimi-
lhanca, através da matriz de variancias-covariancias que corresponde ao inverso
da Informacao de Fisher. Para maiores detalhes recomenda-se o Capitulo VII de
Kleinbaum e Klein (2002) e Agresti (1990). Dessa forma, segue-se a seguinte pro-

posicao.

Proposicao 2.11. O intervalo a 100(1 — @)% de confian¢a para g(x) é dado por

[g@:) — 2o/ Varlg(@)], 4c) + 2a mgm]} ,

80



onde zg € o quantil de uma normal padrdo dado por P(z > za) = § e @[g(x)]

denota o estimador de Var|g(x)] dado pela expressio (2.23).
Demonstragao: Decorre das Proposicoes 2.9 e 2.10. O

Proposigao 2.12. O intervalo a 100(1 — «)% de confian¢a para w(x) é dado por

exp o) — 25 Varla@l| oo i) + 25 Var (o)

9

I

texp |afe) - 25/ Varlal| 1+ e [a6) + 25 Varita]

onde za € o quantil de uma normal padrao dado por P(z > za) = G e @[Q(z)]

denota o estimador de Var[g(x)] dado pela expressao (2.23).

Demonstracao: A partir do resultado da Proposi¢ao 2.11, pode-se obter as se-

guintes expressoes

exp [a(a) + 25 Var o] = exolo(o)] >

—

exp [g(x) — za Var[g(x)]] (2.24)

tesp |g(e) + 25/ Variaa)]| = 1+ exolo@)] >
1+ exp {g(x)—,z«; @[g(x)]]. (2.25)

Como a funcao f(x) = exp(x) é sempre positiva, para qualquer x € R, entao

ao se dividir a expressao (2.24) por (2.25), obtém-se

exp [é(fﬂ) + 29 @“[Q(fﬂ)@ explg(z)]

~ L+exp[—g(z)] ~

e [o00) + 25/ Varigo)]
exp [Q(x) —zga \/m}
Lt exp [3(0) - 25/ Varlo@)]

Usando-se das equagoes (2.3) e (2.4) na expressao (2.26), verifica-se o resultado.
O

(2.26)

81



2.2 Regressao Logistica Multipla

Nesta se¢ao generaliza-se o modelo logistico apresentado na Definicao 2.1 para o
caso em que se apresentam mais de uma variavel independente, ou seja, este é o caso
multiplo. Dessa forma, ainda se discute o contexto de uma v.a. Y dependente com
natureza dicotomica, o que acarreta semelhanca no modelo paramétrico adotado e

nas hipdteses envolvidas na secao precedente.

Antes de se iniciar a discussao tedrica apresenta-se um exemplo para ilustrar o

novo contexto.

Exemplo 2.2. Um estudo sobre o peso de nascimento de bebés é realizado. A
varidavel em andlise Y pode assumir valor “baixo peso” se o bebé ao nascer apresenta
peso inferior a 2500g ou entao assumir o valor “peso adequado” se ao nascer o bebé
apresenta peso igual ou superior a 2500g. Ou seja Y é uma v.a. de natureza nominal
e pode ser quantizada atribuindo-se o valor zero para a situagao de baixo peso e
valor um para a situagéo de peso adequado. Algumas varidveis independentes que
podem ajudar a modelar este problema sao a idade da mae, o peso da mae, nimero

de visitas pré-natal e condicao sécio economica.

Considera-se uma colecao de r varidveis independentes denotadas por X =
(X1,--+,X,), onde x = (21, ,x,) é um valor particular e uma v.a. dependente
Y de natureza bindria. A propor¢ao do nimero de individuos com a caracteristica

Y, denotada por E(Y |x), sendo uma proporgao, é tal que 0 < E(Y|x) < 1.

Seja g(+), a chamada funcao logit, uma representacao da combinagao linear das

r variaveis preditoras

9(x) = Bo + Brxy + - + B (2.27)

O principal objetivo nesta etapa é apresentar um modelo para predizer P(Y =

1|x) = m(x), onde

explg(x)]
m(x) = ——————. (2.28)
1 + explg(x)]
Assumindo-se n independentes observacoes de Y, denotadas por yi,--- ,Yn,
associadas aos valores de x; = (x;1,- -+ , %), para i € {1,--- ,n}, o logit, dado pela
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expressao (2.27), apresenta-se como

g = gi(x1) =Po+ Biwii+ -+ Brrrr +e1

g2 = go(x2) = Bo+ Brwar + - + Brao + €2

In = gn(Xn) = Po+ Bizn1 + - + Brns + En, (2.29)
onde os erros, g;, seguem as seguintes suposigoes, para todo i,l € {1,--- ,n}

(1)  E(gi|x;) =0.
(ii) Var(el|x;) = m(x;)[1 — 7(x5)].
(791) Cov(ei,er) =0, se i # 1. (2.30)

Os comentdrios acima motivam a seguinte definicao.

Definigao 2.2. As v.a.’s Y1,---,Y, satisfazem um modelo logistico miltiplo se
uma amostra de tamanho um de cada Y; pode ser expressa como

__exp(gi)
1+ exp(g;)

7
onde g; é obtida pela expressao (2.29), para a qual z;; é constante conhecida, (;

¢é parametro desconhecido do modelo e os erros ¢; possuem as suposicoes dadas
em (2.30).

Observacgao 2.7. No modelo apresentado pela Definicao 2.2 pode-se ter varias
variaveis discretas, do tipo escala nominal, cujos diversos nimeros usados para
representar os diversos niveis dessa escala sao meramente identificadores e nao
possuem significado numérico. Estas sao as variaveis dummies. A expressao apre-
sentada em (2.27) pode ser reescrita como

kji—1

9(x) = Bo+ By + - + Z Bjxj + -+ Bray,
=1

quando temos uma varidvel na escala nominal com k possiveis valores. Foram
introduzidas k — 1 varidveis dummies no modelo onde a j-ésima varidvel esta na
escala nominal com k; niveis; cada uma das k; — 1 varidveis dummies é denotada

por z;; e seu coeficiente por §;;, com [ € {1,--- ,k; — 1}.

Como nesta secao ainda tem-se o contexto de que Y é uma v.a. de natureza

dicotomica, pode-se expressar uma observacao como y = 7(x) + ¢, e assim, a v.a.
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e pode assumir uma de duas possibilidades. Se y = 1 entdo ¢ = 1 — 7(x) com

probabilidade 7(x), e se y = 0 entdo € = —7(x) com probabilidade 1 — m(x).
Assim, um analogo a Proposicao 2.2 pode ser apresentado.

Proposicao 2.13. Assume-se o contexto da Definicdo 2.2. A v.a. e tem distri-

buicdo de Bernoulli com média zero e variancia m(x)[1 — m(x)].
Demonstragao: A demonstracao é semelhante a realizada na Proposicao 2.2. [

De posse do modelo, precisa-se determinar seus coeficientes (g, ---,5.. Os
coeficientes sao parametros que devem ser estimados pelo método de maxima ve-

rossimilhanca.

Antes de iniciar-se esta discussdo, definem-se as seguintes matrizes,

Y = (ylv"'ayn)llxn
I = (7717"'77Tn),1><n
B = (507"'751“)1><(r+1)
Iz -+ 1y
1wy -+ xop
X =
_1 Tntwoe an-nx(r—I—l)
m (1 —m) 0
0 mo(l —m 0
s = | o) | . (231)
i 0 0 Wn(l—ﬂn)_nxn

onde Y, IT e BB sao matrizes n x 1, X é uma matriz n x (r + 1) e 3 é uma matriz

n X n.

A fungao de verossimilhanga, neste caso, é idéntica a expressao (2.12), com a
tnica alteracao de que agora 7 (-) é dada pela expressao (2.28), de forma que é defi-
nida como a funcao massa de probabilidade conjunta de n v.a.’s. Especificamente,

para uma amostra de tamanho n, tem-se que

L(B) =[] ¥ (1 — )", com y; €{0,1}. (2.32)

%
=1

Assim, pode-se apresentar uma proposicao analoga a Proposicao 2.3.
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Proposicao 2.14. Assume-se o contexto da Definicio 2.2. Seja B o wvetor de
pardametros relacionado com a probabilidade condicional P(Y; = 1|x;) = w(x;) para
i €{l,---,n}. Entao, o estimador de BB, pelo método da mdzima verrossimilhanga,
denotado por B, € a solucao das equacdes de verossimilhanca

n

D (yi—m)=0

=1

n
Zx”(yZ —m) =0, para j€{1,---,r}. (2.33)
i=1

Demonstragao: A prova desta afirmacao segue raciocinio andlogo ao desenvolvido
na Proposicao 2.3. Entretando, agora, tem-se r + 1 equagoes de verossimilhanca
que sao obtidas ao se diferenciar a funcao logaritmo de verossimilhanca dada por

n
LB) = [yilnm + (1 —y:) In(1 — m)], (2.34)

i=1
com respeito a cada um dos r + 1 coeficientes. A expressao (2.34) é obtida a
partir do logaritmo da fungao (2.32) e do uso das propriedades de somatério e de

logaritmos.

As expressoes das equagOes normais sdo apresentadas abaixo,

oL n n X
0750 = ;yi—;ﬂ'izo
oL

n n
. Zmijyi - injfu =0, para je{l,---,r}. (2.35)
J i=1 i=1

onde 7; indica o estimador pelo método da méxima verossimilhanca de ;.

Com base nas propriedades de somatério, a partir de (2.35) segue-se o resultado.
O

Aqui sao validos comentarios semelhantes aos apresentados nas Observagoes 2.3
e 2.4, ou seja, como o sistema apresentado em (2.33) ndo é linear, as equagoes
de verossimilhanca nao sao facilmente resolvidas e, entao, se faz necessario o uso
de algum método de aproximacao. O método utilizado é o método iterativo de
Newton-Raphson; e, ainda, pode-se provar que a expressao (2.34) é uma funcao
estritamente convexa, logo o sistema (2.33) admite um tnico ponto de méaximo, ou

seja, uma Unica solugao.
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De forma mais compacta pode-se representar todas as r + 1 equagoes de veros-
similhanca, em notagao matricial, através de

aL(B)

XY —II) = 0.
9B ( )=0

Um método para avaliar a significancia das varidveis foi apresentado na secao

precedente através do uso da estatistica G, definida em (2.21).

Para acessar a significancia de todos os r 41 coeficientes no modelo apresentado
na Definicao 2.2, o teste de razao de verossimilhanca é baseado na mesma estatistica
G, com a diferenca de que os valores ajustados 7;, sob o modelo, estdao baseados em
um vetor contendo r + 1 parametros, e desta forma a estatistica G, dada por (2.21)

apresenta distribuicao qui-quadrado com r graus de liberdade.

Teorema 2.15. Assume-se o contexto da Definicdo 2.2. O teste de razdo de ve-

rossimilhanca de tamanho o € dado por
Ho:B=B vs H: B#B, para B e R
e rejeita-se Ho se P(x2 > G) < a.

Demonstragao: A prova de que a estatistica G possui distribuicao qui-quadrado

com r graus de liberdade é conseqiiéncia da Proposicao 2.27. 0

Na secao precedente, foram discutidos dois testes equivalentes ao teste de razao
de verossimilhanca, o Teste de Wald e o Teste de Score. Faz-se, entao, uma breve

apresentacao de suas versoes na regressao logistica multipla:

(i) O andlogo multivariado do Teste de Wald é obtido pela expressao
W =B [Var(B)] '8 = B (X' =X)B, (2.36)

onde ¥ é dada por (2.31). Sabe-se que sob Hy : B = 0, a estatistica W, dada
por (2.36), possui distribuigdo qui-quadrado com r + 1 graus de liberdade.
Como este teste exige a execucao de operacOes entre matrizes e a obtengao
de [:3, entao nao hd vantagens computacionais sobre o teste de razao de ve-

rossimilhanca para se testar a significancia do modelo.

(i) O andlogo multivariado do Teste de Score para a avaliacao da significancia
do modelo é baseado na distribuicao das r derivadas de (2.34) com respeito
a B. As dificuldades computacionais para este teste sdo as mesmas do Teste
de Wald.
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Para o leitor com interesse em obter mais informacgoes sobre estes testes recomenda-

se Cox e Hinkley (1974) e Dobson (1990).

Os intervalos de confianca para os coeficientes 3;, com j € {0,---,r}, s@o
feitos de forma andloga ao desenvolvido no modelo de regressao logistica binaria,

conforme afirma a proposicao a seguir.

Proposicao 2.16. O intervalo a 100(1 — )% de confianca para [, com j €
{0,--- ,r} € dado por

3j — 23 SE(B;), B + 23 SE(B;)],
onde zg ¢ o quantil de uma normal padrao dado por P(z > Z%) = 5 e SE(B;)

denota o estimador do desvio padrao de Bj.

Para a obtencao do intervalo de confianca para o estimador do logit utiliza-se
a mesma idéia apresentada na Proposicao 2.11. Entretanto, aqui expressa-se o
logit em sua notacao vetorial §(x) = x B, onde o vetor B = (Bo, e ,Br) denota o
estimador dos r + 1 coeficientes e o vetor x’ representa a constante e o conjunto de

valores das r varidveis independentes do modelo, onde zy = 1.

O estimador da variancia de §(x), representado por @"[g(x)], requer a ob-

tencao da variancia da soma. Neste caso

Varlgx)] = Y a3Var(3)) +2 > > wjaxCov(Gj ). (2.37)

j=0 J=0 k=j+1

O resultado da expressao (2.37) pode ser apresentado de forma mais compacta

através de sua notagao matricial.

Define-se como matriz da informacdo a expressao

Var(B) = (X' BX)~1.

Dessa forma,
Var[j(x)] = x Var(B)x = x (X £X) " 'x,
onde X e ¥, sao dadas em (2.31).

No modelo de regressao logistica a matriz de informacgao observada coincide
com a matriz de informacao esperada porque as segundas derivadas na fungao log

de verossimilhanca nao dependem da variavel aleatéria dependente Y.
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Observagao 2.8. A matriz da informacao foi utilizada na expressao (2.36) para a

construcao da estatistica de Wald.

Proposicao 2.17. O intervalo a 100(1 — )% de confian¢a para g(x) € dado por

909~ 5\ Varlaol. o) + 25 Varla]

onde @“[g(x)] é dada pela expressao (2.57) e za € o quantil de uma normal padrao

dado por P(z > zs) = 5.
Demonstracao: Decorre da Proposicao 2.16. O

Proposicao 2.18. O intervalo a 100(1 — )% de confian¢a para w(x) € dado por

exp |a0) = 2\ Vara)| e [360) + 25/ Var(a(o)|

) )

1+ exp [0) = 23/ Var(ao0)] 1+ exp 60 + 25 Var(ato)|

onde @"[g(x)] € dada pela expressao (2.37) e za € o quantil de uma normal padrao

dado por P(z > zs) = 5.

Demonstracao: A prova desta afirmagao segue raciocinio analogo ao realizado na

Proposicao 2.12. O

2.3 Regressao Logistica Multinomial

O modelo apresentado na Defini¢ao 2.2 pode ser modificado de maneira que a
v.a. dependente, que possui natureza nominal, apresente mais de dois niveis de

codificacao. Esta situagao é ilustrada pelo exemplo abaixo.

Exemplo 2.3. Uma grande corporacao realiza um estudo para escolher um plano
de saude para os seus funciondrios a partir de trés opgoes oferecidas pela empresa
prestadora de servicos. Dessa forma, a varidvel em analise é o tipo do plano de
saude escolhido, que possui natureza nominal e seus trés niveis sao denotados por
A, B e C. As variaveis independentes utilizadas para a escolha do plano de satide
sao: a idade do funciondrio, o tamanho de sua familia e o rendimento mensal. O
objetivo deste estudo é modelar as escolhas de plano de saide como uma funcao
das varidveis envolvidas e apresentar os resultados em termos das proporgoes de

escolha dos diferentes planos.
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Nas se¢oes anteriores os modelos de regressao dados pelas Definigoes 2.1 e 2.2
utilizavam-se de uma v.a. bindria, ou seja, que poderia assumir, por exemplo,
apenas os valores zero e um. Assim o modelo era parametrizado em termos do logit
deY =1 versus Y = 0.

Considera-se uma colecao de r 4 1 varidveis independentes denotadas por X =
(X0, X1, ,X,), onde x = (xg, 21, -+ ,x,) com g = 1 e uma v.a. Y de natureza

nominal que pode assumir os niveis 0,1,--- ,q.

Uma abordagem andloga a realizada nas segbes anteriores é descrever o logit
comparando-se Y = k com Y = 0 para k € {1,---,q}. O valor zero entao é

denominado categoria de referéncia.

Denota-se as funcoes logit como sendo

o MY—M@]

—n|—— "%

gk(x) n |:IP>(Y _ O’X)

= BroTro + Briry + - + Ber Ty

= x By, para k € {0, ,q}, (2.38)

onde By, = (Bro, -+, Brr) € Tko = 1.

Assumindo-se n independentes observacoes de Y, denotadas por yi,--- ,Yn,
associadas aos valores de x; = (zj, -+ , i), para i € {1,---,n}, o logit, dado

em (2.38), apresenta-se como

g1 = gri(x1) = Brorio + Brarir + - + Bz +e1
gr2 = gra(x2) = Bror20 + Br1Tor + - + BrrTor + €2
Jkn = le(Xn) = 5k0$n0 + ﬁklxnl +---+ ﬂernr + €n,
onde z;p = 1, para i € {1,--- ,n} e os erros, ;, seguem as seguintes suposicoes,

para todo i,l € {1,--- ,n}

(1) E(gilx;) =0.
(i) Var(e|x;) = Var(Y;|x;).
(7i1) Cov(ei,er) =0, se i # 1. (2.39)

O exposto acima motiva a seguinte defini¢ao.
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Definigao 2.3. Asv.a.’s Y7, --- .Y, satisfazem um modelo logistico multinomial se
uma amostra de tamanho um de cada Y; pode ser expressa como

exp(gri)

— PGk 2.40
1+ exp(gri) (2:40)

Thi = Tki(X)

onde gi; € obtida pela expressao (2.38), para a qual z;; é constante conhecida e
Brj € parametro desconhecido, os erros €; possuem as suposicoes dadas em (2.68) e

ki (x) representa P(Y; = k|x), com i € {1,--- ,n}, j€{0,--- ,r} ek €{0,--- ,q}.

Observagao 2.9. Decorre da primeira igualdade apresentada na expressao (2.38)
que explgoi(x)] = 1, e desta forma [y; = 0, para qualquer j € {0,--- ,r}. E, ainda,
que para cada nivel que a v.a. Y pode assumir tem-se r + 1 coeficientes. Ou seja,

o modelo apresenta um total de ¢(r + 1) coeficientes.

Seguindo-se a convengao apresentada no modelo dado por (2.1), tem-se que
m(x) =P(Y = k|x), para k€ {0,---,q}. (2.41)

Proposicao 2.19. Uma expressao geral para as probabilidades condicionais em

um modelo com q + 1 categorias é dada por

) — explgr(x)]
P(Y = k|x) >ot_oexplgr(x)]’

onde g(x) € dado pela expressao (2.38), para k € {1,--- ,q} e go(x) = 0.

Demonstragao: Da expressao (2.38) pode-se obter, pelo uso das propriedades de

logaritmos,
explon ()] = gy iy para k€ 0.0 a)
ou ainda
P(Y = klx) = explgs(x)]P(Y = 0[x). (2.42)

Pela propriedade da probabilidade total tem-se que a soma das ¢ + 1 equagoes

apresentadas em (2.41) totalizam valor um, ou seja,

Zq:]P’(Y = klx) = 1. (2.43)
k=1

Substituindo a expressao (2.42) em (2.43), obtém-se

> " explgp(x)|P(Y = 0[x) = 1,
k=1
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0 que, por propriedade de somatdrio, acarreta

1
P(Y =0Jx) = ,
o1 €xXD[gr(x)]
e, substituindo-se este tltimo resultado em (2.42), segue a afirmagao. O

Como nesta segao tem-se que 1" é uma v.a. de natureza politomica, com g + 1
valores, pode-se expressar uma observa¢do como y = m(X) + ¢, e assim, a v.a. €
pode assumir g + 1 valores. Se y; = k entdo ¢; = k — m(x;) com probabilidade

P(Y = k|x;), para qualquer k € {0,--- ,q} ei € {1,--- ,n}.

Proposicao 2.20. A v.a. € tem distribuicao Multinomial com média zero e vari-

ancia igual a da v.a. Y.

Demonstracao: Primeiramente avalia-se a esperanca de € dado z;,

E(elx;) = ijskp(e = exlxi)
= ( )PE] = 0fx;) + -+ éq —7(xi))P(Y = qlx;)
- x;) Y P(Y =kx;) + Y _kP(Y = klx;)
= —n(xi) ’:-:E(Y|Xi) = _W(xf):i m(xi) = 0.

Agora, avalia-se a variancia condicional de ¢,

q q
Var(elx)) = > efP(e = exlxi) = Y (k — m(x:)’P(Y = klx;)
k=0

k=0

= Z(k2 — 2km(x;) + W(Xi)Z)P(Y = k|x;)
k=0

— Z EP(Y = k|x;) — 2m(x;) Zq: EP(Y = k[x;) +
k=0

k=0

m(X;) Z]P’ = k|x;)

= (Y2|Xz‘) — 27 (%) E(Y]x;) + 7(x;)*
= E(Y?|x;) — 7(x:)* = Var(Y|x;).

O

Observacao 2.10. Para se construir a funcao de verossimilhanca é necessario

introduzir ¢+ 1 varidveis auxiliares com o objetivo de simplicar a notagao utilizada,
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mas que nao sao empregadas em nenhuma andlise posterior. As varidaveis auxiliares
sao apresentadas da seguinte forma, se Y = 0 entao Yy =1,Y; =0,---,Y, =0, se
Y =1entao Y5 =0,Y1 =1,Y2 =0,---,Y, =0, e assim, de forma geral, se Y =k
entdo Yy =1eY; =0, paral # kel € {0,1,---,q}.

Com base na Observagao 77, pode-se definir uma matriz auxiliar () como segue

10
Q= : (2.44)
L0 0 b d e

onde os elementos ¢.; da linha r correspondem, respectivamente, aos valores as-
sumidos pelas varidveis auxiliares Yy, com r € {1,--- ,q} e k = r — 1, quando
Y = k.

E facil perceber que nao importa qual seja o valor assumido por Y, o somatorio

> 1_1 Y sempre totaliza um.

Proposicao 2.21. A func¢do de verossimilhan¢a L(B) para uma amostra de n

observacoes independentes ¢ dada por

n

L(B) = [ [[ro(xi) 01 (xi) "1 - g (i) o], (2.45)
i=1

onde m; = 7(x;), X; = (X0, ,Tir) €7 € {1,--+ ,n}.

Demonstracao: Seguindo-se raciocinio desenvolvido na Proposicao 2.3 para se
obter a funcao de verossimilhanca, se y; = k, a contribuicao para a funcdo de
verossimilhanga é 7, (x;) e usando-se a linha ¢ = r — 1 da matriz dada por (2.44),
entao tem-se

() " 0iy (3i) 1 g () o

Como sabemos as n observagoes sao independentes, segue o resultado. O

E comum se utilizar a funcao log de verossimilhanca, obtida apods aplicagao de

logaritmo natural em ambos os lados da expressao (2.45), assumindo a forma

[,(B) =1In {H [WO(Xi)Yol'ﬂ.l (Xi)Yu‘ . ﬂ-q(xi)Yqi] } ] (2.46)

=1

Com base no resultado apresentado pela Proposicao 2.21, pode-se apresentar

uma forma de se obter o estimador de B pelo método de maxima verossimilhanga.
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Teorema 2.22. Assume-se o contexto da Definicao 2.3. Seja B o vetor de pa-
rametros relacionados com a probabilidade P(Y; = k|x;), para i € {1,---,n} e
ke {0,---,q}. Entdo o estimador de B, pelo método de mdxima verossimilhanga,

denotado por B, € a solucdo das equacgaoes

OL(B) <
=D Tij(Uki — Thi), 2.47
. = 2k~ (2.47
para k € {1,--- ,q}, 7 €{0,--- ;r} e mp; = (%), com xo; = 1 para qualquer i.

Demonstragao: Ao se aplicar as propriedades de somatério e de logaritmo na
funcao apresentada em (2.46), pode-se conseguir
n q q
LB =% {Zykimxi) ~In [Z exp[gk<xi>]] } . (2.48)
=1 (k=1 k=1
As equagoes de verossimilhanga (2.47) sao obtidas através das primeiras derivadas

parciais de (2.48) com respeito a cada um dos ¢(r 4+ 1) parametros desconhecidos.

Para simplificar a notagao, define-se my; = mx(x;). Assim sendo, a forma geral

das equacoes apresentadas em (2.48) é

OL(B)
= Lij\Yki — Tki)s
para k € {1,---,q}, 7 € {1,--- ,r} e zo; = 1, para qualquer i € {1,--- ,n}. O

Observacgao 2.11. O estimador de méxima verossimilhanca, B, é obtido igualando-
se cada equagao a zero e resolvendo o sistema para 3. A solucao requer alguma
técnica de calculo iterativo da mesma forma que se fez necessario para o calculo do

estimador nos modelos com varidavel dependente binaria.

Um método para avaliar a significancia das varidveis foi apresentado na Secao

2.1 através do uso da estatistica G, definida em (2.21).

Para acessar a significancia dos ¢(r + 1) coeficientes no modelo apresentado
pela Definicao 2.3, o teste de razao de verossimilhanca é baseado nesta mesma es-
tatistica, GG, com a diferenca de que a mesma apresenta, neste contexto, distribuicao

qui-quadrado com ¢(r + 1) — r graus de liberdade.

Teorema 2.23. Assume-se o contexto da Definicio 2.8. O teste de razdao de ve-

rossimilhanca de tamanho o € dado por

Ho:B=B vs Hi:B#B, para B € My 1)x(r41), (2.49)
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e rejeita-se Hy se P(x? 2r41)—r > G) < a, onde M(g+1)x(r41) TEPTESENLA O conjunto

de todas as matrizes de dimensao (¢ + 1) x (r+1).

Demonstragao: A prova de que a estatistica G segue distribui¢ao qui-quadrado
com com q(r + 1) — r graus de liberdade é conseqiiéncia da demonstragao da Pro-

posicao 2.27 e da Observagao 2.15, que se encontram na Segao 2.4 deste capitulo.

A matriz das segundas derivadas parciais é necessédria para se obter a matriz
informacao, I(B), e o estimador da matriz de variancias-covariancias para B. A

expressao geral dos elementos na matriz das segundas derivadas parciais é

ZLL’[IL’ 7Tk 7Tk') (§]
35k;35kl e '

Til 45 T i Tm s 2.50
o Zl AL T (2:50)

para k,m € {1,--- ,q} e j,l € {0,1,--- ,r}.

A matrix I(B), de ordem 2(r + 1), possui elementos que sao simétricos aos

valores encontrados nas expressoes (2.50) quando avaliados em B.

O estimador da matriz de variancias-covariancias de B é a inversa da matriz da
informacao, ou seja,

Var(B) = 1(B)~". (2.51)

Com base no resultado (2.51), pode-se apresentar o andlogo multinomial ao

Teste de Wald. A estatistica deste teste é dada pela expressao

Al

W =B[I(B)B.

Sabe-se que sob Hy : B = 0, a estatistica W possui distribuicao qui-quadrado com
q(r 4+ 1) graus de liberdade. E, da mesma forma que seus andlogos, este teste nao

apresenta vantagens computacionais sobre o teste da razao de verossimilhanca.

Apresentam-se os intervalos de confianca para os coeficientes (i, com k €
{0,---,q} e 7 € {1,--- ,r}, de forma andloga ao caso bindrio, conforme afirma a

proposicao abaixo.

Proposicao 2.24. O intervalo a 100(1 — a)% de confianca para Bi; € dado por

Brj — 28 SE(Bj), By + Z%@(Bkj)} ,
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i

onde za é o quantil de uma normal padrao dado por P(z > z%) =5 e SE(Bk))

representa o estimador do desvio padrdao de [3;.

Observagao 2.12. O estimador de gE(Bkj) é a raiz quadrada do elemento da

k-ésima linha e j-ésima coluna da matriz I(B)~'.

Para o obtencao dos intervalos de confianca para os estimadores das fungoes
logits, gx(x), com k € {0,---,q}, utiliza-se a mesma idéia apresentada na Pro-

posigao 2.17. Entretanto, aqui expressa-se o logit em sua notagao dada por (2.38).
O estimador da variancia de gx(x), representado por @[gk(x)], requer a ob-
tencao da variancia da soma, como feito em (2.37), resultando em

Varlgr(x)] = x Var(Bp)x. (2.52)

O estimador @«[gk (x)] pode ser obtido atraés do método Delta. Este método
fornece valores dos desvios-padrao de estatisticas que podem ser representadas
como funcdo de outras estatisticas que possuem distribuicdo assintética conjunta
normal. A formalizacdo do método Delta pode ser obtida em Agresti (1984) e
Agresti (1990).

Proposigao 2.25. O intervalo a 100(1 — @)% de confianca para gi(x), com k €
{0,--- ,q} € dado por

100~ 25 Var 9]0 + 2\ Varlan(]

onde @’[gk(x)] ¢ dada pela expressao (2.52) e zg € o quantil de uma normal

o

padrao dado por P(z > z%) = g.

Demonstragao: Decorre da Proposigao 2.24, da expressao (2.23). O

Proposicao 2.26. O intervalo a 100(1 — a)% de confianc¢a para m(x) € dado por

exp [0) = 25\ [Tarlan(ol| oxp 060 + 24 Varlano
tenp |16e) — 25 Varlan(ol| 1+ exp a0 + \/vm«gk i)

onde @’[gk(x)] ¢ dada pela expressao (2.52) e ze € o quantil de uma normal

o

padrao dado por P(z > z%) = g.

Demonstragao: A prova desta afirmacéo segue raciocinio anélogo ao realizado
na Proposicao 2.18. Sua validade ¢ justificada através do Método Delta. Detalhes
sobre este método podem ser obtidos em Agresti (1984) e Agresti (1990). O
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2.4 Testes de Significancia, Medidas de Dimensao e In-

terpretacao do Logit.

Nesta secao apresentam-se ferramentas matematicas e estatisticas capazes de for-
necer uma andlise dos resultados obtidos no modelo de regressao logistica com base

nos dados amostrais utilizados.

Na regressdo linear a avaliacdo do modelo é baseada em soma de quadrados. A
partir da soma de quadrados definem-se as estatisticas F e R? para a avaliacio do

modelo.

Estatisticas semelhantes a R? e F' existem no modelo de regressao logistica. Da
mesma maneira que a soma dos quadrados é usada como critério para a selecao dos
parametros no modelo de regressao linear, a fungao logaritmo de verossimilhanga,
dada por (2.13), é o critério para se selecionar parametros na regressao logistica.
A diferenca definida em (2.20) representa este critério, e é denominada de modelo

qui-quadrado, representando o papel da estatistica F' do modelo linear.

Observacao 2.13. Na regressao logistica, a diferencga de duas fungoes de logaritmo
de verossimilhanca, quando multiplicada por —2, pode ser interpretada como uma
estatistica y? se as funcdes sdo originarias de dois diferentes modelos ou quando
as varidveis independentes do primeiro modelo sao um subconjunto préprio das
varidveis independentes do segundo modelo. Para uma discussao completa sobre

esta observacao, recomenda-se McCullagh e Nelder (1989).

Muitas estatisticas andlogas & estatistica R? da regressao linear sdo apresenta-
das no contexto da regressao logistica, e sao conhecidas como medidas de dimensao
de efeito (measures of effect size). Para detalhes veja Veall e Zimmerman (1996) e
Menard (2000).

Se for mantida a analogia entre a fungdo logaritmo de verossimilhanca na re-
gressao logistica e a soma de quadrados para a regressao linear, entao, uma escolha

analoga & estatistica R?, dada por (1.72), é definida por

R2 zgziG
£ Dy G—FDM’

onde Dy e D sao dadas por

96



Dy = —2{niIn[P(Y =1)] 4+ noIn[P(Y = 0)]

Dy = —22[%111( ) (1—y)l < ﬂ
i—1 Yi 1_%

paran; =y r yieng =y (1—y)ePY =1)=",

A relagao entre as varidveis G e Djs é apresentada por G = Dy — Dyy.

A estatistica R% ¢ uma medida da reducao proporcional, no valor absoluto,
da funcao logaritmo de verossimilhanca e indica o quanto a inclusao das variaveis
independentes no modelo reduz a variacao. Esta estatistica pode assumir valores
entre 0 e 1. O valor R% = 0 representa um modelo no qual G =0e Dy; = Dy e as
varidveis independentes nao sao importantes na predicao da varidavel dependente;
e, R% = 1 representa um modelo no qual G = Dy e Dy = 0 e as varidveis

independentes descrevem perfeitamente o modelo em anélise.

Uma alternativa ao calculo de R% pode ser a obtencao do coeficiente de con-
tingéncia de Alderich e Nelson ou também chamado de Pseudo-R?, denotado por

P%, e definido por
G

G+n’
onde n representa o nimero de dados observados. Esta estatistica pode ser utilizada

R% =

tanto em casos dicotomicos como em politdmicos e mais informagoes podem ser

encontradas em Hagle e Mitchell (1992).

Nos resultados de uma anélise através do software SPSS 10.0 figuram duas
estatisticas R?. Uma delas é a estatistica R? de Cox e Snell que é baseada na
funcao de verossimilhanga, mas seu valor maximo pode ser, e geralmente é, inferior
a um, ocasionando assim dificuldades na andlise. A outra estatistica é R? de
Nagelkerke, que nada mais é do que uma variacao da estatistica proposta por Cox
e Snell buscando assegurar sua variacao entre zero e um. Para saber mais sobre
tais estatisticas recomendam-se, respectivamente, Cox e Snell (1989) e Nagelkerke
(1991).

Antes de se apresentar a estatistica qui-quadrado de Pearson, faz-se a in-

troducao de duas varidveis auxiliares.

Se no modelo de regressao logistica bindria tem-se uma variavel independente X,

e denota-se por J o numero de diferentes valores observados para x. Se algumas

97



observagoes = assumem o mesmo valor, tem-se entao que n > J. Denota-se o
numero de observagdes em que x = x; por m;, para i € {1,---,J}. Segue-se que

25:1 mi =mn.

Seja ym, 0 numero de vezes em que a v.a. Y assumiu valor um dentre todas as
m; observagoes em que r = x;. Segue-se que 2;121 Ym; = M1, onde n; é definido
em (2.22).

Pode-se mostrar que o nimero esperado de respostas positivas, ou seja, em que
y=1,¢
_exp[g(z;)]
T explg(e)]

onde g(z;) representa o estimador do logit de x;.

Ym; = My =M

O residuo de Pearson é definido como

Ym; — MyT

(2.54)

i = — —
mﬂri(l —71'7;)

e, a estatistica baseada no residuo (2.54) é chamada de estatistica qui-quadrado de

Pearson e é representada por

onde, o sinal da expressao (2.55) é o mesmo sinal de (y,,, — m;7;).

E interessante comentar que na expressao (2.55), ym,, pode ser interpretado
como a quantidade de valores um que sao observados e m;y; como o nimero espe-
rado de valores um. O valor (m; — m;7;) corresponde a diferenga entre as quanti-
dades observadas e esperadas, assim como na estatistica classica x? de Person em

tabelas de contingéncia para testes de homogeneidade e de independéncia.

A estatistica baseada no residuo (2.55) é chamada de deviance e é dada por
J
D=>d. (2.56)
i=1

Em um conjunto de dados em que J = n a expressao dada por (2.56) é equiva-
lente & (2.18).
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A distribuicao das estatisticas x? e G sob a hipétese de que o modelo ajustado
estd correto é aproximadamente qui-quadrado com J — 2 graus de liberdade. A

proposicao e o teorema apresentados a seguir confirmam esta afirmacao.

Proposicao 2.27. A estatistica x2, para amostras grandes, é uma aproximacdo

da estatistica G.

Demonstragao: Suponha que o numero J ésta fixado e que m; > 0, para ¢ €

{1,---,J}. Para verificar a afirmagao, expressa-se G como
J .
G = 2) niln|—
2 (i)

J
bi — T
= 2 ] 1+—- 2.
anZn< + Py >, (2.57)
=1

J .

onde p; = =1 Ymi _ T
n n

Procura-se expressar G segundo a forma dada por (2.57) para se facilitar a
aplicagao da expansao em série de Taylor da fungao y = In(1 + z), que é dada por

2 23

n(lt+a)=a— > +2 ... 9.
n(l+z)==x 2—|—3 , (2.58)

onde |z| < 1.

— 7
- . i
entao tem-se, para n suficientemente grande, que

G = 2n§;[ﬁi+(pi—7?i)] [pi_f”’ _ <;) @—;)QJF}

Se aplicarmos a expressao (2.58), para x = bi , na equagao dada por (2.57)

s

) an:: -t (1) @22 =0, ]

J 2
R X
= ’rLz:iu)Z ) l) —I—Q’HO(pZ' —7TZ')3
i=1 i

= X} +2n0(p; — ),
Pi — T

~

(2

onde pode-se provar que converge, em probabilidade para zero.

Desta forma, tem-se que 2n O(p; — 7;)3 converge para zero em probabilidade
e, como conseqiiéncia, G possui distribui¢ao assintética qui-quadrado com J — 2

graus de liberdade. O
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Observagao 2.14. A notagao O(z,) representa uma v.a. que para todo € > 0,

existe uma constante K e um inteiro ng, de forma que P [@ < K } > 1—¢€ para

todo n > ny.

Teorema 2.28. (Aproximacgao geral da razao de verossimilhanga). Sob a
hipdtese de que o modelo ajustado € correto e n € suficientemente grande, entdo a
estatistica G tem aproximadamente distribuicdo qui-quadrado com J — 2 graus de
liberdade.

Demonstragao: Este teorema passa a ser um corolario do resultado apresentado

na Proposicao 2.27. O

Observacao 2.15. O resultado apresentado pela Proposicao 2.27 pode ser gene-
ralizado para o caso multinomial, sendo que sua demonstragao fica praticamente a
mesma, apenas havendo distingao nos valores p; e n;, que devem estar adequados

ao contexto.

Como G tem aproximadamente uma distribuicao qui-quadrado, é usada para
avaliar a significincia na regressao logistica de forma andloga ao uso da soma dos
quadrados dos erros na regressao linear. O teste de razao de verossimilhanga,
também conhecido como teste modelo qui-quadrado, foi apresentado nos contextos
binario e multiplo, onde a variavel de resposta é dicotomica, e multinomial, em
que a variavel de resposta é politomica, respectivamente pelos Teoremas 2.8, 2.15
e 2.23.

Neste mesmo contexto, ha o teste qui-quadrado, ou mais conhecido como, Hos-
mer and Lemeshow’s goodness of fit test (ndo confundir com o teste C-chdpeu que
possui a denominacao de Hosmer e Lemeshow’s goodness of fit index que esta ob-
soleto). Sobre tais informacoes recomenda-se o endereco eletronico http://www2.-
chass.ncsu.edu. Se a estatistica do teste for maior que o nivel de significincia «
adotado, rejeita-se a hipdtese de que nao hé diferenca entre os valores observados e

preditos implicando, assim, que o modelo descreve bem os dados no nivel adotado.

A estatistica W, definida no Teste de Wald, é uma alternativa comumente uti-
lizada para testar a significancia individualmente dos coeficientes de cada variavel
independente e é analogo ao teste de significAncia dos coeficientes na regressao

linear.

A funcao logit é analisada através dos estimadores de seus coeficientes e da
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razao de chances que foi definida em (2.8).

Tabelas de classificagdo sao tabelas de ordem dois, para o caso da regressao
logistica dicotomica, e de ordem 2 x (¢ + 1) para o caso da regressao logistica po-
litomica. Estas tabelas registram os estimadores corretos e incorretos. As colunas
apresentam os valores preditos da varidvel dependente e as linhas fornecem os va-
lores observados para a varidvel independente. Em um modelo perfeito, todos os
casos estariam na diagonal principal e a porcentagem de acertos seria de 100%. Na

seqliéncia apresentam-se dois exemplos que ilustram tais tabelas.

A Tabela 2.1 apresenta esta classificagdo para um determinado modelo em
analise. Esta tabela informa que 100% das previsdes em que a v.a. Y assume
valor zero estao corretas e que nenhuma das previsdes em que a v.a. Y assume
valor um esteve correta, e, ainda, que no geral, houve um acerto de 78,06%, valor
este que pode ser encarado como moderadamente bom. E obtido pela porcentagem

de acerto, ou seja, divide-se o niimero 370 pelo total de dados observados, 474.

Tabela 2.1: Exemplo de Tabela de Classificacao de ordem dois.

Obs\Pred | 0 |1 | Correta (%) | Geral (%)

0 370 1 0 100
1 104 | O 0 78,06

Tabela 2.2, que é uma tabela de classificagdo de ordem trés, é apresentada nas

eqiiéncia.

Tabela 2.2: Exemplo de Tabela de Classificagao de ordem trés.

Obs\Pred | 1 | 2 | 3 | Correta (%) | Geral (%)
0 0[0]|5 100
1 41110 80
2 11410 80 86,7

Na Tabela 2.2 tem-se que, nas previsoes de valor 1 para a v.a. Y, houve apenas
1 erro e 4 acertos, o mesmo ocorrendo para as previsoes quando Y assume valor
2. Totalizando em ambos os casos 80% de acerto. As previsdes para a v.a. Y

assumir valor 0 tiveram 100% de acerto, ocasionando, assim uma porcentagem de
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acerto geral 86,7%. O valor de 86,7% ¢é obtido somando-se o total de acertos, 13, e

dividindo-se pelo total de observacoes, 15.

Observagao 2.16. Se o modelo de regressao logistica admitisse homocedastici-
dade (observe que homocedasticidade nao é uma suposi¢ao do modelo logistico),
a porcentagem de acertos seria aproximadamente a mesma em todas as linhas das

tabelas de classificagao.

O histograma das probabilidades preditas, chamado de classplot é uma alterna-
tiva para o acesso as corretas e incorretas predigoes na regressao logistica. O eixo
das abcissas representa a probabilidade predita, com valores entre zero e um, para
a variavel dependente. O eixo das ordenadas representa a freqiiéncia, ou seja, o
numero de casos classificados. No corpo do grafico, as colunas sao constituidas de

simbolos 0 e 1 (ou equivalentemente, por exemplo, como N e Y).

Na Figura 2.1 apresenta-se um exemplo de classplot. Neste histograma, cada
simbolo N e Y representa os casos preditos e o eixo das ordenadas indica a freqiiéncia,
ou seja, o numero de casos classificados. No corpo de gréafico, as colunas represen-
tam os valores um e zero assumidos pela v.a. Y, denotados, respectivamente, por
Y e N. Examinando-se este grafico, pode-se dizer que o modelo tem dificuldade de
classificar casos em que a probabilidade estd proxima de 0,5 e, ainda, que muitos
casos que deveriam ser classificados com valor um tiveram valor de classificacao
zero. E ainda, que précima da probabilidade de 0,25 hd uma coluna com cinco
N’s e apenas um Y, isto indica que seis casos foram preditos com valor Y com

probabilidade préxima de 0,25 e foram classificados como N.

Na regressao linear, a andlise de residuos possui um papel fundamental para
a avaliacdo de um determinado modelo. Os residuos sao estatisticas que também
estao definidos para o modelo de regressao logistica. Para maiores informacoes
sobre este assunto recomenda-se o material disponibilizado no enderecgo eletronico
http://www.ime.usp.br/ giapaula/livro.pdf, de autoria do professor Gilberto Alva-

renga Paula.

Alguns autores, Leinbaum e Klein (2002) e Smith (2001), por exemplo, nao re-
comendam nem utilizam residuos em suas analises. A verificacao da validade de um
modelo de regressao logistica acaba sendo, muitas vezes, baseada na comparacao

com outros modelos mateméaticos.

102



zo0 4 1
¥
T
v
1504 T i
N
N
T W
1004 T W -
N M
N M
YN N
50 NN M e i
g NN N N
& N NN N ot
g NNNNM M u
[t | | |
| [ [
o 25 .5 L 75 1

-

T T T T T T T T T T T T T e Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y ¥y Y Yy Yy yyyYyyvyy

Figura 2.1: Exemplo de histograma de probabilidades preditas.

2.5 Aplicacao da Teoria

Nesta secao apresentam-se exemplos de aplicacao do modelo de regressao lo-
gistica. O primeiro exemplo aborda a regressao logistica binaria e trata da analise
da sobrevivéncia de insetos apds terem recebido dosagens diversificadas de uma
determinada substancia. O segundo exemplo apresenta um caso de aplicacao do
modelo de regressao logistica multinomial e mostra a relacao entre pacientes que
receberam medicamento e placebo para tratamento do sintoma de uma doenca e

tiveram diferentes niveis de reacao.

Os dados utilizados para o primeiro e segundo exemplo, foram gentilmente

cedidos, pela professora Hildete Prisco Pinheiro.

Os procedimentos utilizados para a andlise dos exemplos abaixo seguem in-
dicagbes apresentadas no Apéndice A de Kleinbaum e Klein (2002) e Smith (2001).

Exemplo 2.4. Um entomologista deseja fazer um estudo sobre a resisténcia de
uma espécie de besouros com relacao a uma determinada substancia nociva. Para
tal administra diferentes dosagens da substancia a alguns besouros desta espécie

e verifica se ha 6bito ou nao do inseto. A dosagem da substancia fornecida ao
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besouro é representada pela variavel X e a resisténcia a substancia é representada
pela variavel dicotomica Y que assume valor um em caso de morte do inseto e
valor zero em caso de sobrevivéncia do inseto. As 482 informacdes obtidas pelo

pesquisador sao apresentadas na Tabela 2.3.

Tabela 2.3: Dados referentes ao Exemplo 1.

Dosagem - x; | Sobrevivéncia - y; | Nimero de insetos
1,619 0 53
1,619 1 6
1,724 0 47
1,724 1 13
1,755 0 44
1,755 1 18
1,784 0 28
1,784 1 28
1,811 0 11
1,811 1 52
1,837 0 6
1,837 1 53
1,861 0 1
1,861 1 61
1,884 0
1,884 1 6

Analisa-se o modelo que relaciona a v.a. dependente Y e a variavel independente
X. Como Y é uma v.a. bindria e X é variavel numérica, um modelo razoavel para

descrever E(Y'|z) é fornecido pela equagao (2.6).

O modelo pode ser escrito como

_ exp(Bo + f1xi)
1+ exp(Bo + Brx;)

i + &5, (2.59)

parai € {1,---,482}, onde

E(gi|lzi) =0 e Var(g|x;) = m(x;) (1 — m(x5)),
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devendo-se encontrar os provaveis valores para Oy e (31, segundo critérios apresen-

tados na Secao 2.1 deste capitulo. Ou seja, buscam-se os estimadores Bo e Bl-

Aqui também utiliza-se a defini¢do da fungao logit como

9(z:) = Bo + B, (2.60)
parai € {1,---,482}.

Inicialmente, a Tabela 2.4, apresenta-se resumidamente um teste para o modelo
dado por (2.59). No Passo 0 verifica-se a validade da hipétese Hy : 81 = 0, ou seja,
se o coeficiente da varidvel X; é nulo. Esta hipdtese é rejeitada, com qualquer nivel
de significancia, porque o respectivo p-valor é nulo, ou seja, zero é o menor nivel

de significancia para o qual se aceita Hy com base na amostra observada.

Tabela 2.4: Varidveis na equagao para o modelo dado por (2.59).

A~

Passo 0 B @(B) W | gl | p-valor | exp(B)

e 044 | 009 | 2255 | 1 | 0,00 1,56
Passo 1 B EE(B) W | gl | p-valor | &p(B)
Go | -4983| 471 [111,88] 1 | 0,00 0,00

B 28,21 | 2,64 | 11398 | 1 0,00 | 1,79x10'?

Analisando-se os resultados apresentados no Passo 1, percebe-se que a varidvel
independente X é importante ao modelo, visto que seu p-valor é menor que 0,05, ou
seja, 0,00 < 0,05. Através de um mesmo argumento, tem-se que [y, nesta etapa,
desempenha um papel importante, pois seu p-valor também é menor do que o nivel

de significancia adotado.

Ainda com base na Tabela 2.4, no Passo 1, na coluna B, obtém-se que BO =
—49,83 e Bl = 28,21. Com uso das Proposigoes 2.9 e 2.10, com « = 0,05, e das
colunas B e @(l’;’) (@(B) indica o desvio padrao estimado) podem ser obtidos os

respectivos intervalos de confianca.

O intervalo a 95% de confianga para (3, denotado por IC(fy,95%) é dado por

IC(B,95%) = —49,83+1,96 x 4,71
= —49,83+9,23,
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ou seja,
IC(6o,95%) = [—59, 06; —40, 60]. (2.61)

O intervalo (2.61) pode ser interpretado como o intervalo em que se tem 95%
de confianca de se obter o verdadeiro valor para fy. E interessante notar que o
intervalo (2.61) nao contém o valor zero. Esta é uma evidéncia estatistica de que

a constante nao ¢ nula, sendo importante ao modelo dado por (2.59).

O intervalo a 95% de confianga para (31, denotado por IC(/31,95%) é dado por

IC(41,95%) = 28,214+1,96 x 2,64
= 28,21 +5,17.
ou seja,
IC(B1,95%) = [23,04; 33, 38]. (2.62)

Pode-se dizer, entao, que tem-se 95% de confianca de que a variagao na funcao
logit devido ao acréscimo de uma unidade na varidvel X estd compreendido no
intervalo (2.62), ou seja, a variagdo em uma unidade na dosagem da substancia

nociva acarreta, para a funcgao logit, variagao entre 23,04 e 33,38 unidades.

~

Na Tabela 2.4, a coluna exp(B) indica as razoes de chances nas varidveis inde-
pendente e dependente. Como ja foi comentado em secdo precedente, ela prediz
a alteragao por unidade de incremento na correspondente varidvel independente.
Assim, ao se observar novamente o Passo 1, percebe-se que o incremento de uma
unidade na variavel X, ou seja, o aumento de uma unidade na concentragao da
substancia oferecida ao besouro, acarreta acréscimo na respectiva funcao logit dada

por (2.60), visto que seu valor é muito superior a um.

As estatisticas R? de Cox e Snell, R? de Nagelkerke e deviance podem ser
obtidas na Tabela 2.5.

Tabela 2.5: Sumario do modelo dado por (2.59).

D R? (Cox e Snell) | R? (Nagelkerke)
390,52 0,41 0,55

As estatisticas R? apresentadas acima indicam que é pequena a relacdo linear

existente entre as varidveis X e Y visto que seus valores séo inferiores a 60%.
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A estatistica D pode ser utilizada de forma analoga ao SQRes na regressao

linear e seu valor serd importante em comparacao com outros modelos.

O teste qui-quadrado, também denominado Teste de Hosmer e Lemeshow, apre-
senta a estatistica de teste x> = 40, 37, com seis graus de liberdade e p-valor=0,00.
O valor de 0,00 (maior que 0,05) para o nivel de significancia indica que se aceita a
hipétese de que nao hé diferenca entre os valores preditos e os observados, ou seja,
aqui tem-se evidéncia estatistica de que o modelo dado por (2.59) se adecua aos

dados em analise.

Procedimentos para a obtencao dos intervalos de confianca para a fungao logit

e para w(z) s@o apresentados a seguir.

Inicialmente constrédi-se o intervalo a 95% de confianca para a fungao logit, dada
por (2.60), quando avaliada, por exemplo, para x = 1,8, ou seja, o intervalo de

confianca para §(3) = 0, 95.

Utiliza-se a Proposi¢ao 2.11 e a expressao (2.26), com o adicional de que
C/O\z)(ﬁo,ﬁl) = 0. Os valores de @“(ﬂ}-), com j € {0,1}, sdo obtidos através
da Tabela 2.4, por

- A e 2
Var(d)) = [SE(3)] .
Assim, Var(8) = 22,18, Var($) = 6,96 e

Var(3(3)) = Var(fo) + (1,8)*Var(f)
= 22,18 +3,24 x 6,96 = 44, 73.

Dessa forma, o intervalo a 95% de confianga é dado por
IC(9(3),95%) = 0,954 1,96 x /44,73
= 0,95+6,61,
ou seja,

1C(g(3),95%) = [—5,66; 7, 56]. (2.63)

Assim, tem-se, com confianga de 95%, que o valor do logit de uma dosagem

equivalente a 1,8 pertence ao intervalo dado por (2.63).

De posse dos valores para 17a\r(§(1, 8)) = 44,73 e g(3) = 0,95, pode-se apresen-
tar o intervalo a 95% de confianga para 7(1,8), ou seja, a probabilidade logistica

estimada de que a dosagem de 1,8 cause a morte do inseto.
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O valor para 7(1,8) é obtido através da expressao (2.59), ou seja,

exp[g(1, 8)]
1+ explg(1,8)]
_ exp(0,95) 2,59

1+exp(0,95) 3,59
= 0,72 (2.64)

(3)

Com base na Proposicao 2.12 e nos resultados anteriores, tem-se que

exp(0,95 + 1,96 x /44, 73)
1+ exp(0,95 + 1,96 x /44, 73)
0,003 2059, 05

_ = [0 1]. 2.65
1+0,003" 1 + 2059, 05 1031] (2.65)

1C(7(1,8),95%)

O valor encontrado em (2.64) é um estimador da média, ou melhor, da pro-
porc¢ao de besouros que receberam a dosagem 1,8 e morreram, na populagao amos-
trada. Este valor encontrado informa que existe uma proporgao de 72% de besouros

que viram a morte apds receberem a dosagem de 1,8.

Cada besouro que recebeu a dosagem de 1,8 poderd ou nao morrer , entretanto
o intervalo apresentado em (2.65) sugere que esta média poderd variar, com nivel

de confianca de 95%.

Na Figura 2.2, apresenta-se o histograma das probabilidades preditas, o clas-
splot. Neste histograma, cada simbolo 0 e 1 representa 5 casos preditos, o eixo
das coordenadas indica a freqiiéncia, ou seja, o nimero de casos classificados. No
corpo do grafico, as colunas apresentam os valores um e zero assumidos pela v.a.

Y, denotados, respectivamente, por 0 e 1.

Examinando-se este histograma, pode-se dizer que o modelo classifica relati-
vamente bem os casos de morte e sobrevivéncia, visto que todas as colunas sao

longas. Fato este que confere com as informagoes apresentadas pela Tabela 2.6.

Tabela 2.6: Tabela de classificagdo para o modelo dado por (2.59).

Obs\Pred | 0 1 | Correta (%) | Geral (%)

0 143 | 45 76,1
1 38 | 255 87 82,7
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Figura 2.2: Histograma de probabilidades preditas para o modelo dado por (2.59).

A Tabela 2.6 informa que das 188 situacgOes em que o inseto sobreviveu a do-
sagem fornecida pelo pesquisador apenas 45 delas tiveram sua previsao errada. E
que, do total de 293 casos em que houve a morte do besouro, apenas 38 casos ti-
veram sua previsao errada pelo modelo. Ocasionando dessa forma um acerto total
de 82,7%.

Agora, apresenta-se um exemplo no contexto da regressao logistica multinomial.

Exemplo 2.5. Um médico realiza uma pesquisa buscando avaliar a eficiéncia de
um medicamento. Para tal realizou um estudo com 83 voluntéarios dos quais se
constatou a idade, o sexo e se o paciente havia recebido o medicamento em questao
ou alguma espécie de placebo sem efeito farmacolégico. Apds o periodo de atuacao

da droga verificou-se o grau de melhora para cada paciente.

Os dados referentes ao Exemplo 2.5 encontram-se no Apéndice B.

Definem-se as seguintes varidveis para o exemplo. O grau de melhora do pa-
ciente é dado por Y, que é uma v.a. politbmica e assume os valores 0, 1 e 2,

respectivamente, para as situagoes de muita, alguma ou nenhuma melhora.

A varidvel numerica idade serd denotada por X; e as varidveis categorizadas

sexo e medicagao serao denotadas, respectivamente, por Xo e X3 de forma que

1, se feminino
9 =
0, se masculino,
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{ 1, se o paciente recebeu medicamento
xr3 =

0, se o paciente recebeu placebo.

Um modelo razoéavel para descrever P(Y = k|x), onde k£ € {0,1,2} e x =

(1,21, 2, x3), é fornecido pela expressao (2.40).

Como assume-se o contexto da regressao logistica multinomial, uma das cate-
gorias da varidvel resposta deve ser designada como categoria de referéncia e as
demais serdo comparadas com esta referéncia. A escolha é arbitraria e, portanto,

assume-se o valor zero como categoria de referéncia.

Primeiramente, definem-se as fungoes logit associadas aos valores k € {0, 1,2}
ei€{l,---,83},

Irki = 92(Xi) = Bro + Brawit + Bramiz + Brawis, (2.66)
lembrando que go; = go(x;) = 0, para qualquer i.

Dessa forma, pode-se apresentar o modelo

eXP(gki)

IR (2.67)
Zi:a exp(gri)

yr(xi) =
comi € {1,---,84}, k€{0,1,2} e
(7,) ]E(&Z“Xi) =0.

(1) Var(elx;) = Var(Y|x;).
(tit) Cov(ei,er) =0, se i # L. (2.68)

As estatisticas R? obtidas para o modelo dado por (2.67) sdo apresentadas na
tabela a seguir. Em ambas as estatisticas tem-se assegurado de que a relagao linear
entre a variavel dependente e as varidveis independentes é pequena, visto que os

valores destas estatistica é préximo de 30%.

Tabela 2.7: Sumério do modelo dado por (2.67).

R? (Cox e Snell) | R? (Nagelkerke)
0,27 0,31
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Algumas estatisticas relacionadas a testes de maxima verossimilhanca sao apre-

sentadas na Tabela 2.8.

Da Tabela 2.8, pode-se extrair que nao ha evidéncia estatistica de que os coefici-

entes que descrevem o modelo sao nulos, pois os niveis de significancia apresentados

Tabela 2.8: Testes de verossimilhanca.

B D x? | gl | p-valor
Go | 146,14 | 19,69 | 2 0,000
61| 132,44 | 599 | 2 0,050
By | 133,42 | 6,97 | 2 0,031
O3 | 140,41 | 13,96 | 2 0,001

nos testes sdo menores ou iguais ao nivel de significincia adotado de 5%.

Na Tabela 2.9 sao apresentados os estimadores dos parametros envolvidos no

modelo em andlise e algumas estatisticas relacionadas.

Tabela 2.9: Varidveis na equacao para o modelo dado por (2.67).

Grupo B @(Z’S’) W | gl | p-valor 6@)(3)
1 Bro | -0,68 | 2,00 | 0,12 | 1 | 0,730
Bi1 | 0,01 | 0,03 | 0,04 | 1 | 0830 | 1,01
B2 | 035 | 091 | 0,15 | 1 | 0,700 1,42
Bz | -1,00 | 0,70 | 2,09 | 1 | 0,150 | 0,36
2 Bao | 4,90 | 1,47 [11,06 | 1 | 0,001
Bo1 | -0,04 | 0,02 | 3,90 | 1 | 0,001 | 0,95
B2 | -1,35 | 0,65 | 4,26 | 1 | 0,039 | 0,26
Ba3 | -2,10 | 0,61 | 11,94 | 1 | 0,001 0,12

Na Tabela 2.9, verifica-se o fato tedrico da existéncia de ¢(r + 1) coeficientes,
visto que neste exemplo ¢ = 2, pois tem-se trés valores para a v.a. Y que fazem
analogia com as quantidades 0, 1 e 2. E ainda, as varidveis independentes sao em
numero de trés, logo r = 3. Totalizando desta forma 2(3 + 1) = 8 coeficientes a

serem estimados. E, seguindo a analogia com a teoria, os coeficientes na forma fy;,
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com j € {0,1,2}, sao nulos.

N

Os valores estimados para tais coeficientes sao apresentados na coluna B e
seus respectivos desvios-padrao estimados na coluna SE(B). Assim, com uso do
resultado apresentado na Proposicao 2.24, apresentam-se os intervalos de confiancga

aos parametros.

Tabela 2.10: Intervalos a 95% de confianca para os parametros do modelo dado
por (2.67).

B B Intervalo de Confianca
Bio | -0,68 [-4,61;3,25]
B | 0,01 [-0,05;0,07]
Bi2 | 0,35 [-1,43;2,13]
Bz | -1,01 [-2,38;0,36]
B2 | 4,90 [2,02;7,78]
B21 | -0,04 [-0,08;0,00]
B2 | -1,35 [-2,62;-0,08]
B3 | -2,10 [-3,29;-0,91]

Novamente os intervalos de confianga para as funcoes gg; e mx;, dadas respecti-
vamente por (2.66) e (2.67) sao apresentados a seguir. Para tal, supoe-se que um
paciente do sexo masculino com 65 anos de idade recebeu tratamento com placebo.

Assim, este individuo terd seu perfil representado por x¢ = (1, 65,0,0).

Com base nas expressoes dadas em (2.66) e nos estimadores dos coeficientes

apresentados na Tabela 2.9, tem-se g1(x¢) = —0,03 e g2(x0) = 2, 3.

Para se apresentar um intervalo de confianca para g1(xg) e g2(xXq), precisa-se,

inicialmente, avaliar a @*[gk(xo)}, para k € {1,2}, que é dada pela expressao

Var(gr(xo0)] = xoVar(B)xo. (2.69)

A expressao (2.69) depende da @“(B’k), que é obtida através da matriz de
informacao e da matriz de variancias e covariancias V = @«(B), dadas por (2.57).

Na expressao (2.70) apresenta-se a matriz de variancias e covariancias para o modelo
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dado por (2.67),

4,04 —0,05 —0,79 —0,31 1,36 —0,02 —0,22 —0,20
~0,05 0,00 0,00 0,00 —0,18 0,00 0,00 0,00
~0,79 0,00 0,83 0,09 —0,23 0,00 0,25 0,05
—0,31 0,00 0,09 0,49 —0,14 0,00 0,02 0,19

1,36 —0,02 —0,23 —0,14 2,17 —0,03 —0,42 —0,33
~0,18 0,00 0,00 0,00 —0,03 0,00 0,00 0,00
—0,22 0,00 0,25 0,02 —0,42 0,00 0,43 0,11

—0,20 0,00 0,50 0,19 -0,33 0,00 0,11 0,37
(2.70)

A matriz correspondente a ‘7677‘([;,1) ¢é obtida pela interse¢ao das quatro primei-
ras linhas com as quatro primeiras colunas e @“(5’2) é obtida pela intersecao das

quatro tltimas linhas com as quatro tltimas colunas da matriz (2.70).

Assim, com base no exposto acima e na expressao (2.69), tem-se que @(5’1) =
0,74 e Var(Bs) = 1, 73.

Dessa forma, tem-se o intervalo para ¢;(xo)

IC(g1(x0),95%) = —0,03+1,96 x /0,74
= —0,03+1,68,
ou seja,
IC(g1(x0),95%) = [-1,71;1,65], (2.71)

e para go(xq)

IC(ga(x0),95%) = 2,30+1,96 x /1,73
= 2,30+ 2,57,

ou seja,

1C(g1(x0), 95%) = [—0, 27; 4, 87). (2.72)

O intervalo de confianga apresentado em (2.71) indica que a funcao logit asso-
ciada a situacao de alguma melhora, para o paciente de sexo masculino, com 65
anos de idade e que foi submetido ao placebo apresenta valores entre -1,71 e 1,65,
com 95% de confianca. Um raciocinio semelhante pode ser feito para o intervalo

dado em (2.72), ou seja, a fungao logit associada & situagdo de nenhuma melhora,
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para o individuo com perfil dado por xg, possui valor entre -0,27 e 4,87, com 95%

de confianca.

Agora, tem-se condigoes de apresentar intervalos de confianca para as probabi-
lidades 71 (x0) e ma(x0). Utilizando-se a expressao (2.67) e os valores obtidos para

J10 € go0, tem-se que 71 (x0) = 0,20 e Ta(x0) = 0, 37.

Deste resultado pode-se concluir que um individuo que apresente 65 anos de
idade, do sexo masculino e que recebeu placebo tem probabilidade predita de 20%
de apresentar alguma melhora, e probabilidade predita de 37% de nao apresentar

melhora e 42% de chances de apresentar muita melhora.

Os intervalos de confianca para as probabilidades preditas sao obtidos através
da Proposicao 2.26, por procedimento semelhante ao realizado anteriormente e

correspondem a

IC(m1(x0),95%) = [0, 15; 0, 83]
IC(ma(x0),95%) = [0,43;0, 99). (2.73)

Ou seja, cada paciente de 65 anos, do sexo masculino e que recebeu placebo pode
apresentar diferentes niveis de melhora. Entretanto, a probabilidade de apresentar
alguma melhora varia entre 15% e 83% e a probabilidade de apresentar muita
melhora varia entre 43% e 99%. Assim, em 95% dos casos, os intervalos dados
por (2.73) contém, respectivamente, a probabilidade de apresentar alguma e muita

melhora.

Outra informagao importante é apresentada pela Tabela 2.11, que é uma tabela

de classificagao de ordem trés.

Tabela 2.11: Tabela de classificacao para o modelo dado por (2.67).

Obs\Pred | 0 | 1| 2 | Correta (%) | Geral (%)
0 16 | 0| 11 59,3
1 6 0] 8 0
2 0|33 78,6 59

Na Tabela 2.11, tem-se que, nas previsoes de alguma melhora, nao houve acer-

tos, ocorrendo para as previsoes mehuma melhora um total de 33 acertos que
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equivalem a um acerto parcial de 78,6%, e para as revisdes em que tem-se muita
melhora a porcentagem correta foi de 59,3%. Totalizando, em geral, um acerto de
59%.
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Capitulo 3

Analise de Dados Reais

Neste capitulo apresenta-se andlise de dados reais, obtidos no endereco ele-
tronico http://www.biostat.au.dk/teaching/postregCont.htm, através do arquivo,
em forma de planilha, prossub.sav, fruto dos estudos do pesquisador e professor
Morten Frydenberg na Faculty of Health Sciencies - Institute of Public Health, na
Dinamarca. Os dados sao referentes a exames bésicos em pacientes com cancer de

prostata em que se verifica ou nao a penetracao do tumor na capsula prostatica.

Os dados constituem um total de 380 observagoes e estao organizados como des-
crito na seqiiéncia. A varidvel aleatéria dependente que indica se o tumor penetrou
ou nao a capsula prostatica é representada por Y e é denotada por 0 para o caso
negativo e 1 para o caso positivo. As demais varidveis independentes verificadas no
exame foram X7, idade em anos, Xo, quantidade de nédulos presentes no exame
de toque, X3, deteccao da existéncia de envoltéria capsular prostética (r3 = 1,
caso negativo e x3 = 2, caso positivo) e Xy, a concentracao do antigeno especifico

prostatico, conhecido popularmente como psa, medido em mg/ml.

Inicialmente apresenta-se a tentativa de descrever o conjuntos de dados se-
guindo o modelo de regressao linear multipla. Como ja se sabe, de antemao, a
natureza dicotomica da varidvel dependente em estudo, esta etapa deveria ser su-
primida em uma situacao pratica. Entretanto, para fins didaticos faz-se a tentiva
de ajuste linear. Os resultados encontrados para esta abordagem sao descritos,

resumidamente, a seguir.

O modelo de regressao linear, no contexto em analise, pode ser descrito como
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Yi = Bo + Brxa + Baxio + B3xi3 + Pawia + €4, (3.1)

com i € {1,---,380} e x; = (1, %1, Ti2, T3, Ti4a), onde

E(eilx;) = 0 e Var(ei|x;) = o2

A varidvel X3 é uma varidvel categorizada e assume-se que
{ 1, se nao ha envoltéria capsular prostatica
xr3 =

0, em caso contrario.

As principais estatisticas utilizadas no modelo linear, para avaliar a adequabi-
lidade do modelo, sio a estatistica F, obtida na tabela ANOVA, e a estatistica R2.
E interessante lembrar que uma pode ser obtida em funcao da outra com o uso da

Proposigao 1.33.

A Tabela 3.1 apresenta a andlise da variancia para o modelo dado por (3.1).

Tabela 3.1: Tabela ANOVA para o modelo dado por (3.1).

FV. |gl| SQ |QM| F

Regressao | 4 | 17,25 | 4,31 | 21,81
Residuo | 375 | 74,15 | 0,20

Total | 379 | 91,40 | 4,51

Com base na Tabela 3.1 e na Proposicao 1.33, pode-se obter a estatistica R? =
0,19. Desta informagao conclui-se que o modelo proposto diminui a variancia
residual em quase 20%. Esta informacao é confirmada com o uso da equagao (1.45)

que fornece o valor da estatistica R2 = 0, 20.

Também apresenta-se, para a avaliacdo do modelo proposto por (3.1), recursos
graficos como o histograma de residuos, o grafico quantil-quantil e o grafico da
penetragao na capsula prostatica versus idade, respectivamente, nas Figuras 3.1,
3.2 e 3.3.

O histograma de residuos, apresentado na Figura 3.1, mostra que a distribuicao

deste é, aproximadamente, binomial e tal fato é confirmado pela aparéncia do
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Figura 3.1: Histograma de residuos para o modelo dado por (3.1).
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Figura 3.2: Grafico quantil-quantil para o modelo dado por (3.1).
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Figura 3.3: Grafico da penetracao na capsula prostatica versus idade.
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grafico quantil-quantil. A Figura 3.3 apresenta forte indicio de que a varidvel Y

possui natureza dicotomica.

Uma alternativa adequada é abordar o problema com o uso do modelo de re-
gressao logistica. Desta forma, utilizam-se as mesmas varidveis ja descritas, para o
seguinte modelo

_ exp(fo + Prxin + Poxio + Bizxiz + Bazia)
1+ exp(Bo + Bizin + Poxiz + Biswiz + Batia)

+ &4, (3.2)

i
para i € {1,---,380} e x; = (1, zi1, T2, T3, Tia), onde

E(eilxi) =0 e Var(ei|x;) = m(xi)(1 — 7(x;)).

Deseja-se encontrar os provéveis valores para 3;, com i € {0,1,2, 3,4}, segundo
critérios do Capitulo 2. A varidavel X3 é uma variavel categorizada e assume-se,

novamente, que se

1, se nao ha envoltéria capsular prostatica
T3 =
0, em caso contrario.

Define-se a funcao logit como

9(xi) = Bo + P11 + Poxiz + Bizxiz + fazia, (3.3)
com 1 € {1, v ,380} e X; = (1,.%11,1‘1'2,1‘2'3,.%4).

Uma primeira avaliagdo do modelo dado por (3.2) pode ser obtida através dos
estimadores para os parametros envolvidos e suas respectivas estatisticas estao

representados na Tabela 3.2.

No Passo 0, apresenta-se um teste inicial para o modelo dado por (3.2), no qual
verifica-se a hipdtese Hy : B = 0. Esta hipétese é rejeitada, com qualquer nivel de
significancia, porque o respectivo p-valor é nulo, ou seja, zero é o menor nivel de

significancia para o qual se aceita Hy, com base na amostra observada.

Agora, ao se analisar o Passo 1 da Tabela 3.2, pode-se afirmar que as varidveis
independentes Xo, X3 e X4 sao importantes ao modelo, pois seus respectivos p-
valores sao menores do que 0,05. Entretanto, a varidvel X; e a constante, repre-
sentadas, respectivamente, por 31 e (y, nao sao importantes ao modelo porque os
respectivos p-valores sdo maiores de que o nivel de significancia adotado (que é

de 0,05). Ou seja, a idade (em anos) nao estd sendo uma varidvel importante ao

119



Tabela 3.2: Varidveis na equagao para o modelo dado por (3.2) - Parte I.

N

Passo0 | B @(Z’S’) W | gl | p-valor | exp(B)
B 1-039] o010 |1422] 1 | 000 | 067

Passol | B | SE(B)| W |gl | pvalor | exp(B)

Bo |-095| 1,20 | 054 | 1 | 046 | 0,39
B |-001]| 002 | 022 | 1 | 064 | 0,99
Bo 059 | 0,13 |2239| 1 | 000 | 1,81
By |-099| 043 | 543 | 1 | 0,02 | 037
B4 0,04 | 001 |2148| 1 | 003 | 1,04

modelo, ao passo que as informagoes dadas pelos exames basicos de deteccao da
quantidade de nédulos e da existéncia de envoltéria capsular prostatica e a taxa de

psa estao sendo importantes ao modelo.

Como o p-valor da varidvel X; é superior ao p-valor da constante, retira-se a
varidavel X7 do modelo proposto em (3.2) e, na seqiiéncia, realiza-se novamente a

mesma andlise, que é apresentada na Tabela 3.3 abaixo.

Tabela 3.3: Varidveis na equagao para o modelo dado por (3.2) - Parte II.

PassoO0 | B | SEB)| W |gl | pvalor | exp(B)
Bo -0,40 | 0,11 14,23 | 1 0,00 0,67

~

Passol | B @(3) W | gl. | p-valor | exp(B)

Bo |-150| 055 | 742 | 1 | 0,01 | 0,22
Bo 0,60 | 0,13 |2256| 1 | 000 | 1,81
By |-099| 043 | 540 | 1 | 0,02 | 037
B4 0,04 | 001 |2144| 1 | 0,03 | 1,04

Na Tabela 3.3, novamente, no Passo 0, apresenta-se um teste inicial para o
modelo dado por (3.2). Entretanto, o teste é realizado sem a presenga da idade
do paciente, ou seja, sem a varidvel X;j. Verifica-se a hipétese de que todos os
coefientes sao nulos. Esta hipdtese é rejeitada, com qualquer nivel de significancia,

porque o respectivo p-valor é nulo, ou seja, zero é o menor nivel de significancia
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para o qual se aceita a possibilidade de todos os coeficientes serem zero, com base

na amostra observada.

Ao se analisar o Passo 1 da Tabela 3.3, pode-se concluir que as varidveis in-
dependentes Xo, X3 e X4 e a constante sao importantes ao modelo, pois seus
respectivos p-valores sao menores do que 0,05. Dessa forma, os exames de deteccao
do nimero de nédulos no exame de toque e da presenca de envoltéria capsular
prostatica e o exame de psa sao importantes ao modelo, ou melhor, o modelo dado

por (3.2) fica melhor descrito sem a presenca da varidvel idade.

Assim, os estimadores para os parametros envolvidos e suas respectivas es-

tatisticas ficam representados pela Tabela 3.3.

Ainda com base na Tabela 3.3, a coluna &T)(l’;’) indica as razoes de chance
nas variaveis independentes e dependente. O valor de é'(f)(l?) para Xo é 1,81 e
isto significa que a variagdo em uma unidade no valor da varidvel Xo provoca
aumento no valor da funcao logit dada por (3.3). Ou melhor, a detecgdo de um
nédulo a mais no exame de toque provoca um aumento multiplicativo de 1,81 nas
probabilidades de haver a penetracao do cancer na cépsula prostatica. O valor de
6@(5’) para X3 é de 0,37 e isto acarreta que a variacdo em uma unidade no valor da
varidavel X3 provoca decréscimo na fungao logit. Ou seja, a deteccao de envoltéria
capsular prostatica propicia uma diminuicao na probabilidade de haver penetracao
do cancer na capsula prostatica com fator multiplicativo de 0,37. E, finalmente, o
valor de e/x\p([;’) para X4 muito préximo da unidade informa que a variacao de uma
unidade na varidvel X4 nao traz mudancas significativas na funcao logit, ou ainda,
que a variacao de apenas uma unidade no resultado do exame de psa nao produz
mudancas significativas nas probabilidades de se ter ou nao a penetracao do tumor

na capsula prostatica.

Para se obter os intervalos a 95% de confianga para os parametros utiliza-se a
Proposicao 2.16 e as informacdes apresentadas nas colunas B e @(B) da Tabela 3.3.

Os resultados obtidos estao apresentados na Tabela 3.4.

A interpretacao dos intervalos de confianga, obtidos pela Tabela 3.4, é apresen-

tada na seqiiéncia.

Pode-se afirmar, por exemplo, com 95% de confianga de que o verdadeiro valor
para o parametro 3y (a constante do modelo) se encontra entre os valores -1,50

e 0,42. E, também com 95% de confianca que a variacao na funcao logit devido
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Tabela 3.4: Intervalos a 95% de confianca para os parametros do modelo dado

por (3.2).

B B | Intervalo de Confianca
Bo | -1,50 [-2,58;0,42]

B2 | 0,60 [0,35;0,85]

O3 | -0,99 [-1,83;-0,15]

B4 | 0,04 [0,02;0,06]

ao acréscimo de uma unidade na variavel X, estd compreendido no intervalo de
0,60 a 0,85 unidades, ou seja, o aumento em uma unidade no ntimero de nédulos
percebido no exame de toque propicia um aumento compreendido entre 0,60 e 0,85

unidades na funcao logit.

Seguindo este mesmo raciocinio, pode-se afirmar que a variagdo em uma unidade
no resultado do exame de psa nao afeta significativamente a funcao logit, pois o
coeficiente da varidvel X4, com 95% de confianca, tem valores compreendidos entre
0,02 e 0,06. E, ainda que a deteccao de envoltoria capsular prostatica provoca queda
no valor da funcao logit porque o coeficiente da variavel X3 estd conpreendido entre

os valores -1,83 e -0,15, com 95% de confianca.

As estatisticas R? sdo apresentadas na Tabela 3.5 e indicam que pouco é expli-
cado pelo modelo dado por (3.2) porque seus valores sao menores do que 0,30, ou

seja, 30%.

Tabela 3.5: Sumadrio do modelo dado por (3.2).

R? (Cox e Snell) | R? (Nagelkerke)
0,20 0,27

O teste de Hosmer e Lemeshow para o modelo em andlise apresenta a estatistica
x? = 16,04 com oito graus de liberdade e p-valor de 0,04. O valor de 0,04 para o
nivel de significancia indica que se rejeita a hipétese de que ha diferenca entre os

valores preditos e observados.

Na seqiiéncia apresenta-se exemplo de construgao de intervalo a 95% de con-

122



fianga para a fungao g(xg), dada por (3.3), e para m(x¢), dada por

2o _clo)

 1+expg(x)’ (3:4)

para a situacdo em que xg = (1,70,1,0,40). O valor de x( representa um paciente
com 70 anos de idade que no exame de toque apresentou presenca de um nddulo,

nao apresentou envoltdria capsular prostatica e sua taxa de psa é de 40mg/ml.

O valor g(x¢) = 0,70 é obtido através da expressao (3.3) com base nas in-
formacoes da Tabela 3.3. E interessante lembrar que a idade, ou melhor, a variavel

X1, nao esta integrando o modelo em anélise e nao fard parte dos calculos efetuados.

Para se obter o intervalo de confianga para §(xg) é necessirio avaliar sua
variancia @"[g(xo)]. Utiliza-se a expressao (2.42) e o fato de que Cov(f;, 5;) =0,
para j,l € {0,2,3,4}. Para se obter os valores de @“(ﬁj), para j € {0,2,3,4},
utiliza-se a Tabela 3.3 e a expressao

. .72
Var(B)) = [SE(3)] -
Assim, @“[g(mo)} =0,32.
Usando-se a Proposicao 2.17 e @[g(xo)] = 0,32, tem-se que

1C(§(x0),95%) = [—0,39;1,79].

Agora, tem-se condicoes de se apresentar o intervalo a 95% de confianca para
7(Xp), ou seja, a probabilidade logistica estimada para o paciente que apresenta o

perfil dado por xg.

O valor de 7(xg) = 0,67 é obtido através da expressao (3.2) usando-se dos
valores @’[g(xo)} =0,32 e g(xg) =0, 70.

Deste resultado pode-se concluir que a probabilidade estimada de um paciente,
com o perfil dado por xq, apresentar penetracao do tumor na cépsula prostatica é
de 67%.

Com base na Proposicao 2.18 e nos resultados acima, tem-se que

IC (7 (x0),95%) = [0,40;0,86].

Cada paciente com perfil dado por xg, ou seja, cada paciente com 70 anos de
idade e que no exame de toque apresentou presen¢a de um nédulo, nao apresen-

tou envoltéria capsular prostatica e sua taxa de psa é de 40mg/ml, poderd ou
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Figura 3.4: Histograma de probabilidades preditas para o modelo dado por (3.2).

nao apresentar penetragao do tumor na capsula prostatica, entretanto, o inter-
valo IC(m(x0),95%) sugere que o modelo dado por (3.2) prevé que as chances de
apresentar a penetragao do tumor na cédpsula prostdtica podem variar entre 40% e
86%.

Na Figura 3.3, apresenta-se o histograma das probabilidades preditas. Neste
histograma, cada simbolo n e p representam 2 casos preditos. Onde n representa
a situagao em que a v.a. Y assume valor zero e p representa a situacao em que a

v.a. Y assume valor um.

No classplot pode-se verificar que as probabilidades com valores inferiores a 0,5
estao sendo preditas de forma satifatoria e que as probabilidades com valores acima
de 0,5 nao estao sendo preditas corretamente. Ou seja, varios pacientes tiveram a
previsao de que o tumor penetrou na capsula prostatica quando de fato isto nao
ocorreu e 0s pacientes em que a previsao indicou a nao penetracao do tumor na

capsula prostatica tiveram sua previsao acertada.

Na seqiiéncia, apresenta-se a Tabela 3.6 que traz uma comparagao entre os
valores preditos e observados em relacdo ao modelo dado por (3.2), e pode ser

encarada como um resumo do modelo em estudo.

Da Tabela 3.6 pode-se concluir que das 227 observacoes de que nao haveria
penetracao do tumor na cdpsula prostatica houve um acerto de 100%. As 153 ob-
servacoes em que houve penetracao do tumor na capsula prostatica foram prevista

erradas. Esta tabela ratifica as conclustes apresentadas sobre o classplot.
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Tabela 3.6: Tabela de classificagao para o modelo dado por (3.2).

Obs\Pred | 0 |1 | Correta (%) | Geral (%)

0 227 10 100
1 153 | 0 0 99,7

De forma geral, o modelo dado por (3.2) apresentou algumas limita¢oes para
o tratamento dos dados analisados. Tais limitacoes poderiam ser melhoradas com
o aumento do numero de observacgoes coletadas e com a utilizagdo de variaveis
adicionais ao modelo, como por exemplo, nimero de casos da doenca na familia
na primeira geracao anterior ao paciente, peso corporal e propencao a infeccao
urindria. No entanto, apresentou vantagens em relacao ao modelo dado por (3.4)
pois incorpora a hipdtese de que os erros seguem distribuicao binomial e de que a
variavel aleatéria dependente possui natureza nominal. Portanto, vé-se claramente

a necessidade do uso da regressao logistica dicotomica.
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Capitulo 4

Conclusoes Finais

Historicamente as técnicas de regressao tem se firmado como forma de abor-
dagem para tratamento e andlise de informacoes coletadas em experimentos e pes-

quisas cientificas.

A mais conhecida e difundida modalidade é a regressao linear que possui vasto
campo de aplicagoes. Entretanto, situagoes em que a varidvel dependente possui

natureza nominal nao sao descritas de forma satisfatéria pelo modelo linear.

Uma abordagem alternativa neste contexto é o modelo de regressao logistica.
Neste trabalho apresentou-se os modelos de regressao logistica em sua forma mais
simples (caso bivariado em que figuram apenas uma varidvel dependente dicotomica
e uma varidvel independente) e nas formas multipla (onde tem-se uma varidvel
dependente dicotomica e mais de uma variavel independente) e multivariada (em

que ha mais de duas categorias na descri¢ao da varidavel dependente).

O modelo de regressao linear simples considera o caso em que se deseja de-
senvolver um modelo estatistico, baseado numa funcao afim, para prever valores
de uma variavel aleatoria dependente Y, de natureza continua, em funcdo de uma

varidvel independente X também continua.

Para tal se dispoe de n observagoes de pares de valores das varidveis X e Y
onde, por definicao, a esperanca de Y dado que X = z é dada pela funcdo afim
quando avaliada em x. Entretanto, os valores preditos pelo modelo nem sempre
equivalem aos valores observados na amostra de tamanho n. Esta diferenga entre

tais valores é a variavel aleatoria chamada erro.
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Devido a isto se faz necessario assumir algumas suposi¢cbes com respeito as

varidveis aleatorias envolvidas:

(i) A varidavel X é por hipdtese controlada e nao estd sujeita a variagdes

aleatérias. Diz-se que X é uma variavel fixa ou deterministica.

(ii) Para dado valor = de X, os erros, ¢ distribuem-se ao redor da média

Bo + iz com média zero, isto é, E(g;|x;) = 0, para todo i € {1,--- ,n}.

(iii) Os erros devem ter variabilidade constante em torno de X, ou melhor,

Var(g;|z;) = o2, para todo i € {1,--- ,n}.

(iv) Os erros sao nao-correlacionados.

Em algumas situagoes se faz necessério suposigdes, para quaisquer pares (i, )

tais que 1 < 4,5 < n, tais como:

e Caso A: assume-se que a funcao de distribuigdo da varidvel Y é normal e

que as v.a. Y; e Yj sdo independentes, para todo i,j € {1,--- ,n}, com i # j.

e Caso B: assume-se que as v.a. Y; e Y; sao nao-correlacionadas, para todo

ivje {17 ,TL}, COIIlZ#j

Para se obter um modelo de regressao linear é necessario apresentar os estima-

dores para os coeficientes da fungao afim (parametros).

Ao se assumir o Caso A, os estimadores sdo obtidos através do método da

Méxima Verossimilhanca, visto que se dispoe de uma fungao de distribuigao.

Os estimadores obtidos possuem propriedades estatisticas importantes. Sao nao
viciados e possuem uniforme minima variancia. Ou seja, de todos os estimadores
nao-viciados possiveis para os parametros do modelo, os estimadores encontrados
pelo método de Maxima Verossimilhanca apresentam a menor variancia possivel,

para o modelo de regressao linear.

No Caso B, a funcao de distribuicao nao é conhecida, dessa forma, nao hé como
se definir os estimadores de méaxima verossimilhanca. Em situagoes como esta, um

método adequado é o dos Minimos Quadrados.
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Este método consiste em minimizar a soma dos quadrados dos erros, ou seja,
minimizar a soma dos quadrados das diferencas entre os valores preditos e obser-

vados.

Coincidentemente, ao se assumir que os erros sao gaussianos, os estimadores ob-
tidos pelo método dos Minimos Quadrados sao iguais (numericamente) aos obtidos

pelo método de Méxima Verossimilhanca.

Os estimadores obtidos pelo método dos Minimos Quadrados sdo nao viciados
mas, nao mantém a propriedade de uniforme minima variancia (propriedade esta
que tem natureza global). O método dos Minimos Quadrados assegura aos esti-
madores do modelo de regressao linear a propriedade de melhor estimador linear
nao-viciado, ou seja, a propriedade de minima variancia s6 é assegurada dentre
todos os estimadores lineares. Este resultado é conhecido como Teorema de Gauss-
Markov.

O modelo de regressao linear miltipla possui a mesma estrutura tedrica que
o modelo de regressao linear simples, com a diferenca de que neste novo con-
texto existe mais de uma variavel independente mas, ainda se mantém apenas uma

variavel dependente.

Para o modelo de regressao linear multivariada, considera-se o problema de se
modelar a relagao entre m variaveis independentes com base em um conjunto de r
varidveis dependentes. A abordagem tedrica é assumir cada variavel dependente em
conjunto com as varidveis independentes, como um caso de regressao linear multipla
e, devido a este artificio, os resultados sao andlogos ao modelo de regressao linear

multipla.

De posse dos estimadores para o modelo linear, é, entao necessario julgar se o

modelo obtido é bom ou adequado.

Uma abordagem que pode ser utilizada é a Anélise da Variancia através da
Tabela ANOVA. Esta tabela fornece estatisticas e valores para se testar hipéteses
a respeito dos coeficientes do modelo e fornece subsidios para se avaliar os residuos

do modelo.

Os residuos também podem ser empregados em diferentes tipos de graficos com

o objetivo de detectar anomalias no modelo.

Entretanto, mesmo uma ferramenta tao poderosa como a regressao linear apre-
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senta suas limitagoes, nao sendo adequada, por exemplo, nas situagoes em que a
varidvel em estudo possui natureza nominal e, por este motivo, nao assume valores

no conjunto dos niimeros reais ou em intervalos da reta.

Adequada ao contexto em que a varidvel aleatéria dependente assume um
nimero finito de valores, a regressao logistica se constitui em uma ferramenta

bastante eficaz.

Devido a este fato, existem diferencas entre os dois modelos, que vao das su-

posicoes envolvidas as funcoes que os descrevem.

Neste trabalho foram abordados os modelos de regressao logistica bindria, mul-
tipla e multinomial, nos quais a varidvel dependente envolvida possui natureza

nominal.

No modelo de regressao logistica binaria, de forma andloga ao modelo linear
simples, busca-se apresentar um modelo estatistico baseado na funcao definida em
(2.3).

Esta funcao é exponencial para os coeficientes e a variavel independente. Dessa
forma, define-se uma funcao auxiliar chamada logit que possui propriedades seme-
lhantes a funcao afim do modelo de regressao linear. Ou seja, o logit é uma funcao
linear nos parametros e na varidvel independente, dessa forma, tem-se um caso

particular de modelo linear generalizado.

Para se estimar os coeficientes da funcao logit dispoe-se de uma amostra de n
observacoes de pares de varidveis X e Y. A varidvel Y, no caso bindrio, assume
apenas dois valores que podem ser representados por zero e um. Onde zero de-
nota a auséncia de uma determinada caracteristica e um denota a ocorréncia desta

caracteristica.

Assim como comentado para o caso da regressao linear, os erros correspondem,
na regressao logistica, a diferenga entre os valores preditos e observados, sendo

entao uma variavel aleatéria.

As suposicoes para as varidveis envolvidas no modelo de regressao logistica sao
de que X é por hipdtese controlada e nao sujeita a variagoes e que para um dado
valor x de X, os erros seguem distribui¢ao binomial com média zero e variancia

igual a Var(Y|x).
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Na regressao logistica os estimadores sao obtidos pelo método da Maxima Ve-
rossimilhanca e, com base na funcao de verossimilhancga, podem ser apresenta-
das diversas estatisticas que sao utilizadas na avaliacdo do modelo e em testes de

hipdteses.

O modelo de regressao logistica multipla possui analogias tedricas ao modelo
de regressao logistica binaria. Aqui o modelo emprega uma varidvel dependente de
natureza bindria e mais de uma variavel independente. Alguns dos resultados sao

obtidos através de algebra matricial.

Para o modelo de regressao logistica multinomial considera-se o problema de
se modelar uma variavel aleatéria dependente Y que pode assumir g + 1 valores
com base em sua relacdo com as r varidveis independentes. Neste caso os erros

apresentam disbribui¢do multinomial com média zero e variancia Var(Y|x).

A fungao logit é definida com base na comparagao entre duas probabilidades,

conforme indica a expressao (2.43).

De posse dos coeficientes, o modelo logistico pode ser avaliado através de testes

de méaxima verossimilhanca, testes qui-quadrado e das diferentes estatisticas R2.

Outros recursos que estao disponiveis sao as tabelas de classificacao e os histo-
gramas de probabilidades preditas. Tais meios constituem uma maneira eficaz de
se avaliar quando as probabilidades preditas estao corretamente determinadas ou

nao.

Os exemplos desenvolvidos nos capitulos 1 e 2, nas secoes de aplicagao da teoria,
serviram como base para se perceber como se processam os modelos de regressao e

foram estimulo para o manuseio do software SPSS 10.0.

Na analise de dados reais procurou-se repetir de forma resumida os procedimen-
tos realizados nos exemplos. Percebeu-se que os dados utilizados nao se adequavam
ao modelo de regressao linear, pelo fato da varidvel dependente ter natureza no-
minal. O modelo de regressao logistica utilizado pareceu ser mais adequado em
comparacao com o linear. Entretanto, o uso de outros procedimentos de regressao
associados ao modelo utilizado e a insercao de outras varidveis envolvidas, por

exemplo, podem ajudar a melhorar a andlise obtida.
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Apéndice A

O desenvolvimento deste apéndice estabelece o resultado apresentado na Pro-

posicao 1.27.

Sabe-se que n¥ = Y(I — X(X'X)'X)Y e que sobre Hg, n¥; = Y(I —
X1 (XX 1)1 X))Y com Y = X By + €.

Seja A = [T — X(X'X)~1X/.

Como se sabe que

0 = [I-XXX)'X)X
= [I-X(X'X)'X'][X|X5]
= [AX1]AXy],

entao, tem-se que as colunas de X sao perpendiculares a A.

Dessa forma, pode-se escrever que

3
™M
Il

(XB + EYA(XB + &) = £'AE
nd, = (XlBl + g)lAl (XlBl + 5) = glAlg,

onde A; =T —X;(X)X;)"1X].

Utiliza-se o processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt para se construir um
conjunto de vetores ortonormais, representados por G = [g1] - - |g4+1], com base
nas colunas de X;. Na seqiiéncia, obtém-se um conjunto ortonormal de vetores
baseado em [G|X3], e finalmente completa-se este conjunto obtido com n —r — 1

vetores ortonormais arbitrarios que sao ortogonais aos vetores previamente obtidos.

Ou seja, consegue-se g1, , 441 vetores ortonormais com base nas colunas de X;,
8q+2: " »8r+1 Vvetores ortonormais com base nas colunas de Xy e perpendiculares
as colunas de X e, gr42, - ,8n vetores ortonormais arbitrarios e ortogonais as

colunas de X.

Seja (A, e) um par de autovalor e autovetor correspondente & matriz idenpotente
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X1 (X4X1) 71X, Segue que

de = X(X[X;)1Xle
= [Xy(X)Xy)7'X)]%e
= AXi(X(Xp) ' Xjle

= Ne,

e, por este motivo, os autovalores de X1 (X;X;) !X/ assumem apenas valores zero

ou um.

Entretanto,

X (XiX0)7IXG] = (X X)X X
= lgrxery =0+ 1
= M +A+- A,

onde A\; > Ag > -+ > A\g41 > 0 sdo os autovalores de X1 (X)X;) 71X/, ou seja, esta

matriz possui ¢ + 1 autovalores iguais a 1.

Como [X;(X[X;) 1X/]X; = X; entdo qualquer combinagao linear de X;a; de

comprimento unitario é um autovetor correspondente a um autovalor 1.

Os vetores ortonormais g;, com | € {1,--- , ¢g+1}, sdo autovetores de X; (X} X;) 71X}
visto que sao formados por combinacoes lineares particulares de X;. Pelo Teorema

da Decomposicao Espectral, decorre que

q+1
X (X[ X)X = Zgzgl

Similarmente, representando X = [X(X'X)~1X']X, pode-se afirmar que a com-
binacdo linear Xa;—g;, por exemplo, é um autovetor de X (X’X) !X’ com autovalor

1 e, dessa forma, conclui-se que X (X'X)~!X’ = Z;+11 g8

Continuando, tem-se que AX = [I - X(X'X)"!1X'|X = X — X = 0, assim
g = Xay, com [ < r + 1, sao autovetores de A com autovalores nulos. E, por

construgao g, com [ > r + 1, implica X'g; = 0. O que resulta Ag; = g;.

Conseqiientemente, os vetores g; sdo autovetores da matriz A correspondentes

an—1r— 1 autovalores 1.
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Decorre do Teorema da Decomposigao Espectral que A =)' 12 g8 €

n

nE=EAE= > (Eg)(f'g) ZVZ
l=r+2 l=r+2
onde, devido ao fato de que Cov(V;, Vii) = E(g,€:€,.85) = 0ixg8; = 0, para | # j,
tem-se que £'g; = V) sdo independentemente e possuem distribuigdo N,,(0,X).
Indicando, por defini¢ao, que n3 possui distribuicao de Wishart comren—r —1

graus de liberdade.

Seguindo procedimento semelhante, se

g, Il>qg+1
Ag = ,
0, 1<q+1

entao A1 = Z?:(Hg gzgé-

A~

Pode-se escrever a expressao n(3; — 3) como

n(21 — 2) = 8/(A1 — A)g
r—+1

= > (Em)(E'm)
l=q+2
r—+1

= Z WVE/,

l=q+2

onde os elementos V; sdo independentes e com distribuigao N,,(0,%). O que acar-
reta, por definicao, que n(ﬁ]l — ﬁ]) possui distribuicao de Wishart com r e r — ¢
graus de liberdade independentemente de n3: (desde que n(ﬁ)l — 3 envolva um

conjunto deferente de V/'s independentes).

Para uma amostra suficientemente grande, a estatistica

1= S(m—r+ +1)}1 1>
—n—r—1—=-(m—r+gq n|-—=
2 1331

tem, aproximadamente, distribuigao qui-quadrado com m(r—gq) graus de liberdade.

Esta afirmagao pode ser encontrada em Box (1949). O
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Apéndice B

Tabela 4.1: Dados referentes ao Exemplo 2.5.

X3

Xo

46

o8
99
99
63
64
70

32

41

48

95

56
o7
o8
99
61

62

67
69
70

44
o1

53
99
62

Individuo | X3

43

44
45

46

47

48

49

50
o1

52
93
54
95
o6
57
o8
99
60
61

62

63
64
65
66
67

X3

Xo

X1

27
29
30
32

63

64
69
23

37
41

48

95

57
o7
59
60
62

66
68
69

37
50
52

59
62

Individuo

10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21

22
23
24
25
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Tabela 4.2: Dados referentes ao Exemplo 2.5. - Continuagao

X3

Xo

23
30
45

32

37
48

o1

o4
o4
o7
o8
99
63
65

66
68
68

Individuo | X3

68
69
72

70
71

73

74
75
75

76

77
78
79
80
81

82

83

X3

Xo

X1

63

30
44

31

33

46

49

53
54
55

o7
59
61

64
66

66

74

Individuo

26
27
30
28
29
31

32

33

34
35
36

37
38
39
40

41

42
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