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disponibilização dos recursos, sem dúvida imprescind́ıveis, e, também, aos profes-

sores do PPGMAp, pela colaboração em minha formação.



Sumário

LISTA DE FIGURAS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . viii
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deslocamento e giro da resposta permanente, respectivamente. . 147

Figura 5.9 Parte espacial correspondentes ao forçante e as respostas perma-
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Af Área da seção transversal do vol. deslocado m

B Matriz de contorno

B Forma bilinear de contorno

C, C,C Coeficiente de amortecimento

CA Coeficiente de massa adicionada −
CD Coeficiente de arrasto −
CM Coeficiente de inércia −
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I Matriz identidade

i Unidade complexa

k Número de onda m

k Constante da mola torcional N/m

KC Número de Keulegan-Carpenter −
K, K,K Coeficiente de rigidez

L Comprimento da viga m

L Lagrangeano N ·m
M Momento N ·m
M,M Matriz de Massa

Mp Massa pontual kg

mfl Massa de fluido deslocado por comprimento kg/m

p(t, x) Carga axial distribúıda N/m

P (s), p(λ) Polinômio caracteŕıstico

Q Cisalhamento m

Re Número de Reynolds −
ri Raio interno de um cilindro de parede dupla m

ro Raio externo de um cilindro de parede dupla m

t tempo s

u(t, x) Deslocamento axial m

Uc Velocidade da corrente m/s



Uv Velocidade do vento m/s

v(t, x) Deslocamento transversal m

wh(t, x) Resposta homogênea

whp(t, x) Resposta livre induzida pela particular

wp(t, x) Resposta particular

wx, wy Velocidades das ondas m/s

EI Rigidez flexural

KE Energia cinética kg ·m2/s2

PE Energia potencial kg ·m2/s2

γ Fator de forma

η Elevação da superf́ıcie m

∆ Determinante caracteŕıstico

κ Fator de forma −
λ Autovalor

µ Viscosidade dinâmica da viga N · /m2

ν Taxa de Poisson −
ρ Densidade da viga kg/m3

ρf Densidade da água kg/m3

Φ, Ψ Matrizes modais

ψ(t, x) Rotação rad

ωj j-ésima freqüência natural

Ω Matriz espectral



RESUMO

É desenvolvida a formulação newtoniana do modelo de Timoshenko

para vigas elásticas, através da resposta fundamental, ou função de Green de valor

inicial, e da análise modal. São feitas aplicações para o caso de plataformas off-

shore e nanotecnologia. A derivação das equações governantes do modelo de Timo-

shenko, considerando condições de contorno clássicas e não-clássicas, é feita segundo

o prinćıpio extendido de Hamilton. Realiza-se uma análise espectral no sistema de

equações diferenciais parciais evolutivas de segunda ordem que governam os mode-

los, utilizando, na determinação das freqüências naturais e autofunções, uma base

gerada por uma resposta espacial fundamental. Esta resposta satisfaz um sistema

não clássico de equações diferenciais ordinárias de segunda ordem, que inclui um

operador diferencial de primeira ordem e um coeficiente de rigidez que depende

não-linearmente da freqüência natural. A solução anaĺıtica do problema é obtida

utilizando-se uma fórmula que envolve a resolução de equações caracteŕısticas de três

tipos: algébrica, diferencial e em diferenças. O estudo de respostas dinâmicas e, em

particular, respostas forçadas no domı́nio da freqüência, é considerado para sistemas

evolutivos de segunda ordem, com aux́ılio da formulação do problema adjunto. A

função matricial de transferência é calculada de maneira espectral e não-espectral.

A caracterização de autovalores duplos acima de valores cŕıticos da freqüência para

vigas livre-livre é reformulada matricialmente, em termos da base dinâmica. Res-

postas devido a excitações harmônicas e variadas condições iniciais são simuladas

para vários tipos de vigas. Para o comportamento de estruturas flex́ıveis offshore

modeladas segundo as teorias de Euler-Bernoulli e de Rayleigh e a lei de Morison, é

proposta uma extensão à teoria de Timoshenko. Os modos de vibração do modelo

de Vlasov para nanotubos são determinados através de limite dos modos correspon-

dentes ao modelo de Timoshenko. Simulações são realizadas para nanotubos de

carbono.



ABSTRACT

It is developed a newtonian formulation of the elastic beam model of

Timoshenko, through a fundamental response , or initial value Green’s function,

and from modal analysis. Applications are considered in offshore structures and

nanotechnology. The motion equations of the Timoshenko model, under classical or

non classical boundary conditions, are obtained according to the extended Hamil-

ton principle. It is done a spectral analysis of the system of second order evolution

partial differential equations that governs the model, using a basis generated by a

fundamental spatial response for the determination of the frequencies and eigen-

functions. This response satisfies a non classical system of second order ordinary

differential equations that includes a first derivative operator and a stiffness co-

efficient which depends, in a non linear manner, on the natural frequencies. The

analytical solution of the problem is obtained by using a formulae which involves the

resolution of characteristic equations of three types: algebraic, differential and on

differences. The study of dynamical responses and, particularly, of forced responses

in the frequency domain, it is considered for second order evolution systems with

aid of the adjoint problem formulation. The transfer matrix function is determined

by spectral and non spectral means. The characterization of double eigenvalues

above critical frequency values for free-free beams is reformulated in matrix form,

in terms of the dynamical basis. Responses due to harmonic excitation and vari-

ous initial conditions are simulated for several types of beams. For the behaviour

of flexible offshore structures that are modelled according to Euler-Bernoulli and

Rayleigh beam models and subjected to Morison’s law, it is proposed a extension for

Timoshenko beam theory. The vibration modes of the Vlasov model for nanotubes

are obtained as a limit case of the modes corresponding to the Timoshenko model.

Simulations are performed for carbon nanotubes.
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1 INTRODUÇÃO

Os modelos para vibrações transversais de vigas a serem abordados

neste trabalho são baseados nas principais teorias de vigas existentes:

• Euler-Bernouli,

• Rayleigh,

• Shear ou Vlasov,

• Timoshenko.

Neste trabalho são utilizadas técnicas espectrais e não-espectrais com o uso da res-

posta impulso ou função de Green de valor inicial correspondente a formulação no

espaço f́ısico. O trabalho dá ênfase ao modelo de Timoshenko, que adiciona tanto o

efeito de cisalhamento quanto o efeito de rotação ao movimento vibratório de uma

viga elástica. Aplicações são consideradas para plataformas offshore e nanotubos de

carbono.

A viga é um dos modelos fundamentais das estruturas elásticas, e

é utilizada em uma variedade de aplicações como, por exemplo, em hélices de

helicópteros, satélites flex́ıveis, asas de aviões, braços robóticos, trilhos de trens

e subsistemas de estruturas mais complexas. O estudo das respostas estáticas e

dinâmicas de componentes estruturais, tais como as citadas anteriormente, sob

várias condições de carga é muito útil para a modelagem e análise do comporta-

mento de estruturas mais reais e complexas sujeitas a carregamentos similares.

Um relato histórico bastante detalhado e interessante sobre o problema

de flexão de vigas é dado por Timoshenko [80]. Partindo dos trabalhos de Galileo,

ele descreve os refinamentos sofridos pelas teorias de vigas por Bernoulli, Euler,

Coulomb, Saint-Venant, Poisson, Kirchhoff, Rayleigh, e pelo próprio Timoshenko,
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entre outros. Na atualidade, as teorias de vigas mais utilizadas ainda usam os

mesmos prinćıpios básicos desenvolvidos décadas, ou em certos casos, séculos atrás

[40].

Foi reconhecido pelos primeiros pesquisadores que o efeito da flexão é o

efeito mais importante em uma viga vibrando transversalmente. O modelo de Euler-

Bernoulli inclui a energia potencial devido a flexão e a energia cinética devido ao

deslocamento lateral. Esta teoria data do século XVIII. Jacob Bernoulli (1654-1705)

descobriu primeiramente que a curvatura de uma viga elástica em qualquer ponto

é proporcional ao momento flexural naquele ponto. Daniel-Bernoulli (1700-1782), o

sobrinho de Jacob, foi o primeiro a formular a equação diferencial de movimento da

vibração de uma viga. Posteriormente, a teoria de Jacob Bernoulli foi aceita por

Leonhard Euler (1707-1783) em suas investigações da forma das vigas elásticas sob

várias condições de carregamento. Muitos avanços sobre curvas elásticas foram obti-

dos por Euler, conforme discutido em Timoshenko [80]. A teoria de Euler-Bernoulli,

também conhecida por teoria clássica do estudo de vigas, é a mais comumente uti-

lizada, pois é bastante simples e fornece aproximações razoáveis para muitos prob-

lemas. Porém, esta teoria tende a superestimar levemente as freqüências naturais.

Este problema é exacerbado para as freqüências naturais dos maiores modos. Além

disso, a predição das freqüências também é melhor para vigas finas ou delgadas do

que para as vigas não delgadas.

A teoria de Rayleigh representa um avanço em termos de modelagem em

relação à teoria de Euler-Bernoulli por incluir o efeito de rotação da seção transversal

[40]. Como conseqüência, parcialmente corrige os efeitos da superestimação das

freqüências naturais do modelo de Euler-Bernoulli. No entanto, as freqüências na-

turais são ainda superestimadas.

O modelo de Shear ou Vlasov adiciona distorção de cisalhamento ao

modelo de Euler-Bernoulli e, dessa forma, a estimativa das freqüências naturais

melhora consideravelmente.
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Timoshenko [78, 79] propôs uma teoria de vigas que adiciona tanto o

efeito de cisalhamento quanto o efeito de rotação ao modelo de Euler-Bernoulli. O

modelo de Timoshenko foi (e ainda é) a maior melhoria para aproximação da resposta

de vigas não-delgadas e para altas freqüências, onde os efeitos do cisalhamento e

da rotação não podem ser desprezados. Seguindo Timoshenko, vários autores têm

obtido as equações para freqüências e modos para várias configurações de condições

de contorno.

A seguir, é feita uma breve revisão bibliográfica referente ao tema prin-

cipal deste trabalho, ou seja, análise dinâmica de estruturas segundo teorias clássicas

de vigas sob o enfoque da solução fundamental ou função de Green de valor inicial.

1.1 Revisão bibliográfica

O movimento de estruturas com parâmetros distribúıdos é descrito por

variáveis dependendo tanto no tempo quanto no espaço. Dessa forma, o movimento

é governado por equações diferenciais parciais (EDPs) e por condições de contorno

a serem satisfeitas. Muitos pesquisadores têm dedicado seus trabalhos à modelagem

e análise desse tipo de sistemas.

Ginsberg [37] e Meirovitch [59] discutem questões relativas a modelagem

e análise de sistemas cont́ınuos.

Traill-Nash e Collar [67] deram um tratamento teórico claro para condi-

ções clássicas, assim como obtiveram resultados experimentais para o caso da viga

uniforme. Na primeira parte do artigo, eles obtiveram as expressões para as equações

da freqüência e dos modos de vibração para seis condições de contorno clássicas:

fixa-livre, livre-livre, apoiada-livre, bi-apoiada, fixa-fixa e fixa-apoiada. Na se-

gunda parte, apresentaram os resultados experimentais, juntamente com os resul-

tados numéricos, obtidos usando os modelos de Euler-Bernoulli, Vlasov e Timo-
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shenko. Eles consideraram vigas não delgadas nas quais os efeitos do cisalhamneto

e da rotação foram importantes e relataram a diferença entre a primeira e segunda

freqüências naturais obtidas para cada um dos modelos teóricos, bem como valores

experimentais.

As equações para freqüência são dif́ıceis de resolver, exceto para o caso

de uma viga simplesmente apoiada, ou seja, apoiada em ambos extremos. Mesmo

quando as ráızes de tal equação são obtidas, é um desafio apresentá-las em uma

forma padronizada. Por exemplo, Dolph [30], Huang [44] e Traill-Nash e Collar [67],

entre outros, apresentaram-nas em diferentes formas.

Huang [44], Kruszewski [50] e Traill-Nash e Collar [67] obtiveram apenas

expressões para as freqüências naturais e modos de vibração. Eles não apresentaram

a resposta completa do comportamento da viga devido a condições iniciais e forças

externas. Para este propósito, é necessário conhecimento a respeito das condições

de ortogonalidade entre autofunções. As condições de ortogonalidade para a viga de

Timoshenko foram independentemente estudadas por Dolph e Herrmann [30].

Uma formulação matricial newtoniana em termos da resposta funda-

mental de valor inicial é dada em [8], [29] e [43].

A teoria de Euler-Bernoulli com e sem força axial, com dispositivos in-

termediários arbitrariamente localizados e com propriedades descont́ınuas, é tratada

amplamente na literatura segundo o método espectral clássico. Uma nova abor-

dagem, com a introdução da noção de base dinâmica para obtenção da resposta

livre foi introduzida em Claeyssen e Tsukazan [20, 21, 22, 23]. Uma formulação

matricial é apresentada em [17] e [18].

A formulação de Claeyssen tem sido amplamente utilizada para análise

de uma gama de diferentes aplicações, como por exemplo, na análise das respostas

de placas [11], na obtenção da resposta fundamental para vigas de Euler-Bernoulli

com rotor em um extremo [12], e na determinação de autovalores duplos para vigas
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de Timoshenko com e sem desacoplamento do sistema de equações governantes e

condições de contorno [13].

Ainda em relação à obtenção dos modos de vibração e das freqüências

naturais de vigas com condições de contorno clássicas e não-clássicas descritas pelo

modelo estrutural de Euler-Bernoulli, tem-se os trabalhos de Claeyssen et al. [19] e

Tsukazan [81].

No campo de análise de respostas forçadas, uma nova e importante

contribuição diz respeito à possibilidade de decomposição de tais respostas, por meio

do cálculo de uma resposta permanente e uma resposta homogênea induzida pelos

valores iniciais da resposta permanente. A decomposição para problemas de vigas

com condições clássicas tem sido trabalhada em [34] e [15]. As respostas forçadas

de problemas com condições de contorno não-clássicas e envolvendo as teorias de

Rayleigh, Vlasov e Timoshenko são analisados no presente trabalho.

Outros dois novos tópicos de interesse da pesquisa de Claeyssen et al.

incluem o estudo das respostas dinâmicas de plataformas do tipo offshore (platafor-

mas flutuantes ou semi-submerśıveis utilizadas para prospecção de petróleo), e temas

envolvendo nanotecnologia, mais especificamente, envolvendo nanotubos [26].

O comportamento de estruturas flex́ıveis offshore tem sido considerado

em diversos trabalhos. Entre estes, destacam-se os trabalhos de Benaroya et al.

[40, 41, 5]. Em sua pesquisa, Benaroya tem utilizado a teoria de Euler-Bernoulli e a

lei de Morison para a modelagem do sistema e resolução numérica para a obtenção

da resposta dinâmica.

Problemas que envolvem caracteŕısticas ondulatórias e freqüências resso-

nantes em nanotubos de carbono tem sido abordados segundo o modelo de Vlasov

para vigas livre-livre em [6, 52]. Wang & Varadan, em [83, 84], estudaram uma

aproximação do problema pelo modelo de Vlasov. Em [55] é feita uma aproximação

segundo teorias da mecânica estrutural para a análise da resposta livre para na-
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notubos de carbono. Algumas propriedades f́ısicas para este tipo de nanotubos são

obtidas em [45, 71, 85]. Esta área ainda é carente de muita pesquisa em todas

as áreas do conhecimento, sendo atualmente dominada por pesquisas nas áreas de

qúımica e f́ısica.

1.2 Contribuições desta tese

• Modelo de Timoshenko: É comum o uso da teoria de Euler-Bernoulli

para descrever respostas de vigas elásticas. Desconsidera-se o acopla-

mento entre o movimento transversal e o giro numa viga. Neste tra-

balho, é desenvolvida uma formulação matricial newtoniana em termos

da resposta fundamental de valor inicial segundo a teoria de Claeyssen.

• Análise Modal: Freqüências e modos de vibração em termos de uma

base gerada por uma resposta fundamental para determinar as ampli-

tudes de respostas harmônicas em vigas de Euler-Bernoulli tem sido

considerado por Claeyssen et al. [12, 19] e Tsukazan [81]. Neste tra-

balho é realizado um estudo matricial para o modelo de Timoshenko.

A caracterização de autovalores duplos acima de valores cŕıticos da

freqüência, obtida por Geist & McLaughin [36] para vigas livre-livre

tem sido reformulada matricialmente, em termos da base dinâmica.

• Respostas Forçadas: Neste trabalho, o estudo de respostas dinâmicas

é considerado para sistemas evolutivos de segunda ordem, incluindo o

problema adjunto. A validade da decomposição de respostas forçadas

em sistemas concentrados ou distribúıdos considerada por Claeyssen et

al. [22, 23, 15], tem sido ampliada para sistemas matriciais evolutivos

distribúıdos de segunda ordem, que inclui o modelo de Timoshenko.

A função matricial de transferência tem sido calculada seguindo Costa

[26, 27] e Mennicken [61].
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• Vibrações Offshore : O comportamento de estruturas flex́ıveis off-

shore tem sido considerado por Benaroya et al., em [40, 41], utilizando

a teoria de Euler-Bernoulli e a lei de Morison. Neste trabalho é pro-

posta uma extensão à teoria de Timoshenko. A análise espectral com o

uso da base dinâmica tem sido considerada para vibrações transversais,

longitudinais e rotacionais em uma viga com massa atarrachada e mola

torsional nos extremos. As respostas devido a excitações harmônicas e

condições iniciais têm sido simuladas para vários tipos de vigas.

• Modelo de Vlasov e Nanotubos de Carbono: Problemas que pos-

suem caracteŕısticas ondulatórias e freqüências ressonantes tem sido

abordados com modelos da mecânica do cont́ınuo aplicada a nanotubos

de carbono. Diante de modelos moleculares que envolvem simulações

computacionalmente custosas, é proposto o modelo de Timoshenko e

seu estudo espectral para vigas com diversas condições de contorno.

Neste trabalho, os modos do modelo de Vlasov tem sido obtidos como

caso limite dos modos do modelo de Timoskenko conforme certa pro-

priedade f́ısica do modelo tende a zero.

1.3 Estrutura do trabalho

Esta tese está estruturada da seguinte forma:

• Caṕıtulo 2: Os quatro principais modelos para análise dinâmica de

vigas uniformes (Euler-Bernoulli, Rayleigh, Vlasov e Timoshenko) são

apresentados nesse caṕıtulo. As equações de movimento e as expressões

para as condições de contorno para cada modelo são derivadas por meio

de prinćıpios variacionais. Apresenta-se uma discussão sobre sistema

acoplado de segunda ordem de Timoshenko versus equação de Timo-

shenko de quarta ordem. Por fim, são formulados brevemente alguns
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problemas de interesse a serem analisados em caṕıtulos posteriores e/ou

trabalhos futuros.

• Caṕıtulo 3: Neste caṕıtulo o modelo de Timoshenko é formulado tanto

como um sistema evolutivo de primeira ordem quanto de segunda or-

dem. Isto permite escrever o sistema na formulação de estado ou na

sua formulação original de segunda ordem. Dá-se ênfase ao uso da

formulação de equação evolutiva de segunda ordem, sem necessidade

do desacoplamento e mantendo as condições de contorno na sua forma

original.

• Caṕıtulo 4: Formula-se a resposta dinâmica do modelo amortecido de

Timoshenko com o uso da resposta fundamental ou função de Green de

valor inicial, através da análise adjunta. Assume-se que os operadores

de contorno podem ser genéricos, ou seja, podem envolver derivadas

espaciais e temporais. A bilinear de contorno que surge da aplicação

da identidade de Green-Lagrange é discutida para diferentes situações

de condições de contorno.

• Caṕıtulo 5: As respostas forçadas são definidas através da integral

de convolução da solução fundamental com o termo não homogêneo

que corresponde a excitação externa. Será considerada a extração de

soluções homogêneas a partir de resposta forçada em termos dos va-

lores iniciais de uma solução particular, atuando esta última como uma

retroalimentação no sistema. A forma dos modos de vibração em vari-

adas aplicações é determinada de maneira anaĺıtica com o uso da base

dinâmica gerada pela resposta impulso espacial. Discute-se a natureza

do espectro para diversas classes de sistemas, em particular para va-

lores de freqüência menores ou maiores do que o parâmetro denominado

”freqüência cŕıtica”. Discute-se também as condições necessárias e su-

ficientes sobre a base dinâmica gerada pela resposta impulso espacial



Introdução 9

para existência de autovalores duplos em vigas de Timoshenko (sis-

tema acoplado) do tipo livre-livre. Simulações são apresentadas para o

caso de uma viga apoiada-deslizante para os modelos de Timoshenko,

Vlasov, Rayleigh e Euler-Bernoulli para diferentes tipos de forçantes

externos.

• Caṕıtulo 6: Formula-se a força transversal distribúıda a qual está su-

jeita uma viga inserida em um ambiente oceânico. Tal forçante leva

em conta os efeitos do vento, das ondas de superf́ıcie e das correntes

oceânicas. Este forçante é denominado equação de Morison e é utilizado

para modelar as forças do fluido agindo num plano paralelo ao plano

da página. As ondas são assumidas aleatórias e são modeladas segundo

a teoria das ondas lineares de Airy e o espectro de Pierson-Moskowitz.

• Caṕıtulo 7: Considera-se aqui o exemplo de uma plataforma flutu-

ante, denominada na literatura como ”tension leg platform”, situada

no oceano, em águas profundas. Tal estrutura é modelada como uma

viga de Timoshenko compreendendo movimentos transversais (desloca-

mento e rotação) e axiais, com uma mola torcional linear elástica em sua

base e uma massa concentrada em seu extremo livre. O extremo livre

sofre também ação de uma carga pontual axial. O modelo não linear

é derivado a partir do prinćıpio de Hamilton e o sistema de equações

resultante é não-linear e acoplado. Um modelo linear é derivado como

um caso especial do modelo não-linear acoplado. Respostas são obtidas

simbólica e numericamente para diferentes situações. Comparações são

feitas entre as respostas obtidas ao empregar cada uma das diferentes

teorias de vigas.

• Caṕıtulo 8: Realiza-se análise modal para um nanotubo de carbono

modelado via teorias de vigas, com freqüências de vibração na escala de

terahertz. Primeiramente, discute-se as propriedades materiais usadas
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em modelos de vigas para a análise de nanotubos de carbono de parede

simples e dupla. A seguir, são apresentadas simulações comparando os

resultados para um nanotubo de parede simples modelado segundo as

teorias de Timoshenko e Vlasov.

• Caṕıtulo 9: Conclusões e considerações finais.

• Caṕıtulo 10: Referências Bibliográficas.
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2 MODELOS MATEMÁTICOS PARA

VIBRAÇÕES TRANSVERSAIS EM VIGAS

A demanda por sistemas com alta velocidade, baixo custo e baixo con-

sumo de energia tem motivado a introdução de partes flex́ıveis em muitos sistemas

mecânicos como, por exemplo, estruturas aéreas, manipuladores flex́ıveis, rotores

flex́ıveis, etc. Isto leva ao estudo de sistemas mecânicos compostos tanto por partes

ŕıgidas quanto por partes flex́ıveis que são usualmente descritas por uma combinação

de equações diferenciais de segunda ordem ordinárias e parciais. Muitos sistemas

mecânicos são modelados como vigas. Assim, uma compreensão completa do com-

portamento ou resposta de estruturas desse tipo é fundamental tanto para o projeto

quanto para prevenção e análise de falhas estruturais [41].

Sendo assim, o objetivo deste caṕıtulo consiste em realizar uma dis-

cussão dos quatro principais modelos para análise dinâmica de vigas uniformes. As

teorias em questão são as de Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ou Vlasov e Timo-

shenko. Primeiramente, as equações de movimento para cada modelo, e as expressões

para as condições de contorno são derivadas por meio do prinćıpio variacional de

Hamilton e, por fim, são formulados alguns problemas de interesse a serem analisa-

dos em caṕıtulos posteriores e/ou trabalhos futuros.

As hipóteses básicas que são feitas para todos os modelos anteriormente

citados são as seguintes [40, 41]:

1. A dimensão na direção axial é consideravelmente maior que nas outras

duas.

2. O material é linear e elástico. O efeito de Poisson é desprezado.

3. A área da seção transversal é simétrica, tal que os eixos neutro e central

coincidam.
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4. Planos perpendiculares ao eixo neutro permanecem perpendiculares

após a deformação.

5. O ângulo de rotação é pequeno tal que as hipóteses para pequenos

ângulos podem ser assumidas.

2.1 Modelo de Euler-Bernoulli

Derivações detalhadas do modelo de Euler-Bernoulli podem ser encon-

tradas nos livros-texto de Benaroya [41], Inman [47], Meirovitch [59, 60], entre ou-

tros. Aqui, a equação de movimento é obtida usando o prinćıpio extendido de

Hamilton.

A energia potencial de uma viga uniforme devido à flexão é dada por

V =
1

2

∫ L

0

EI

(
∂2v

∂x2

)2

dx, (2.1)

onde E representa o módulo de elasticidade, I o momento de inércia da seção

transversal sobre o eixo neutro, v = v(t, x) a deflexão transversal em relação à

posição axial x e ao tempo t, e L o comprimento da viga.

A energia cinética é dada por

K =
1

2

∫ L

0

ρA

(
∂v

∂t

)2

dx, (2.2)

onde ρ representa a densidade da viga e A a área da seção transversal.

O Lagrangeano, definido por L = K − V , é dado por

L =
1

2

∫ L

0

[
ρA

(
∂v

∂t

)2

− EI

(
∂2v

∂x2

)2
]

dx. (2.3)
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O trabalho devido a forças transversais não-conservativas por unidade de compri-

mento f(t, x) na direção do deslocamento transversal v(t, x) é dado por

W =

∫ L

0

f(t, x)v(t, x)dx. (2.4)

O prinćıpio de Hamilton extendido [41, 59, 60] estabelece que a integral

J =

∫ tb

ta

(K − V +W) dτ , (2.5)

assume um valor estacionário para a configuração real C do sistema descrita pela

função v = v(t, x), isto é, a derivada de Gateaux deve anular-se

δJ(v, ζ) =
∂J(v)

∂ζ
= lim

ε→0

J(v + εζ)− J(v)

ε
= 0, (2.6)

para perturbações ζ tais que ζ(ta, x) = ζ(tb, x) = 0.

Na literatura é comum encontrar o śımbolo δ para indicar variações

infinitesimais de variáveis envolvidas. Assim δJ refere-se à derivada de Gateaux do

funcional J e δv denota a variação ζ da variável v.

Substituindo as expressões (2.1), (2.2) e (2.4) em (2.5) obtém-se

lim
ε→0

J(v + εζ)− J(v)

ε
= lim

ε→0

{∫ tb

ta

∫ L

0

[
ρA

(
∂v

∂t

∂ζ

∂t

)
+

1

2
ρAε

(
∂ζ

∂t

)2
]

dxdτ

−
∫ tb

ta

∫ L

0

[
EI

(
∂2v

∂x2

∂2ζ

∂x2

)
− 1

2
EIε

(
∂2ζ

∂x2

)2
]

dxdτ

+

∫ tb

ta

∫ L

0

fζdxdτ

}
.

(2.7)
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Ao ε → 0, resulta

∫ tb

ta

∫ L

0

[
ρA

∂v

∂t

∂ζ

∂t
− EI

∂2v

∂x2

∂2ζ

∂x2
+ fζ

]
dxdτ = 0. (2.8)

Integrando por partes, e lembrando que ζ(ta, x) = ζ(tb, x) = 0, obtém-

se

−
∫ tb

ta

∫ L

0

(
ρA

∂2v

∂t2
+ EI

∂4v

∂x4
− f

)
ζdxdτ +

∫ tb

ta

EI
∂3v

∂x3
ζ

∣∣∣∣
L

0

dτ+

+

∫ tb

ta

−EI
∂2v

∂x2

∂ζ

∂x

∣∣∣∣
L

0

dτ = 0.

(2.9)

Como ζ é arbitrário, exceto onde as condições de contorno são dadas,

a expressão anterior leva à seguinte equação diferencial parcial de movimento

ρA
∂2v(t, x)

∂t2
+ EI

∂4v(t, x)

∂x4
= f(t, x) (2.10)

com as seguintes condições de contorno a serem satisfeitas

EI
∂3v

∂x3
ζ

∣∣∣∣
L

0

= 0, −EI
∂2v

∂x2

∂ζ

∂x

∣∣∣∣
L

0

= 0. (2.11)

Antes de prosseguir, uma pequena observação sobre o significado f́ısico

das condições de contorno obtidas. A variável v representa o deslocamento, a

primeira derivada ∂v
∂x

representa a inclinação, a segunda derivada ∂2v
∂x2 representa

o momento fletor, e a terceira derivada ∂3v
∂x3 representa o cisalhamento. Note que,

de forma geral, ζ = 0 significa que a variação do deslocamento é zero, ou seja, o

deslocamento é conhecido, podendo ou não ser nulo. Aqui não se está considerando

problemas com excitações e/ou forçantes nos extremos. Assim, neste caso, ζ = 0 ou

∂ζ
∂x

= 0 significará que o deslocamento ou a inclinação é zero.
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A expressão (2.11) implica em quatro combinações de condições de con-

torno posśıveis,

∂v

∂x
= 0, v = 0, para extremo fixo;

∂2v

∂x2
= 0, v = 0, para extremo apoiado;

∂v

∂x
= 0,

∂3v

∂x3
= 0, para extremo deslizante;

∂2v

∂x2
= 0,

∂3v

∂x3
= 0, para extremo livre.

(2.12)

Estas condições estão ilustradas na Figura 2.1, onde D, S, M , e Q

representam deslocamento, inclinação ou curvatura, momento fletor e cisalhamento,

respectivamente. Para uma viga apoiada, tem-se M(t, 0) = 0, D(t, 0) = 0; para uma

viga fixa, tem-se D(t, 0) = 0, S(t, 0) = 0; para uma viga livre, tem-se M(t, 0) = 0,

Q(t, 0) = 0, e para uma viga deslizante, S(t, 0) = 0, Q(t, 0) = 0.

Figura 2.1 Quatro tipos de condições de contorno clássicas: (a) apoiada, (b) fixa,

(c) livre, (d) deslizante.
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2.2 Modelo de Rayleigh

Conforme mencionado na introdução, o modelo de Rayleigh adiciona o

efeito de inércia rotatória ao modelo de Euler-Bernoulli. A energia cinética devido

a rotação da seção transversal é dada por

Kr =
1

2

∫ L

0

ρI

(
∂2v

∂t∂x

)2

dx. (2.13)

Combinando a equação (2.13) com as equações (2.1), (2.2) e (2.4) para formar o

Lagrangeano, e usando o prinćıpio de Hamilton, obtém-se a equação de movimento,

dada por

ρA
∂2v(t, x)

∂t2
+ EI

∂4v(t, x)

∂x4
− ρI

∂4v(t, x)

∂t2∂x2
= f(t, x) (2.14)

com as seguintes condições de contorno a serem satisfeitas

∂2v

∂x2

∂ζ

∂x

∣∣∣∣
L

0

= 0, EI
∂3v

∂x3
− ρI

∂3v

∂t2∂x
ζ

∣∣∣∣
L

0

= 0, (2.15)

onde v = v(t, x) representa o deslocamento, ∂v
∂x

a inclinação ou curvatura, ∂2v
∂x2 o

momento fletor e EI ∂3v
∂x3 − ρI ∂3v

∂t2∂x
o cisalhamento.

Quatro possibilidades de condições de fronteira são as seguintes

∂v

∂x
= 0, v = 0, para extremo fixo;

∂2v

∂x2
= 0, v = 0, para extremo apoiado;

∂v

∂x
= 0, EI

∂3v

∂x3
− ρI

∂3v

∂t2∂x
= 0, para extremo deslizante;

∂2v

∂x2
= 0, EI

∂3v

∂x3
− ρI

∂3v

∂t2∂x
= 0, para extremo livre.

(2.16)
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A expressão para o cisalhamento deveria parecer ı́mpar. Sua validade

pode ser verificada através da soma das forças e momentos sobre um elemento in-

cremental da viga, conforme mostrado na Figura 2.2.

Figura 2.2 Um elemento incremental de viga.

A soma das forças sobre um elemento de viga na direção transversal

resulta ∑
Fy = ρAdx

∂2v

∂t2

= − (Q + dQ) cos(θ + dθ) + Qcosθ + f(t, x)dx,

(2.17)

onde θ pode ser aproximado como ∂v
∂x

, e dQ e dθ representam
(

∂Q
∂x

)
dx e

(
∂θ
∂x

)
dx,

respectivamente. Expandindo cos(θ + dθ) em torno de θ usando uma expansão em

série de Taylor e utilizando a hipótese de pequenos ângulos, obtém-se

−∂Q

∂x
= ρA

∂2v

∂t2
− f. (2.18)
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Similarmente, tomando a soma dos momentos em torno do centro do elemento de

viga, obtém-se
∂M

∂x
−Q = ρI

∂3v

∂t2∂x
. (2.19)

Tomando a primeira derivada da equação (2.19) com respeito a x, e subtraindo a

equação (2.18) desta, obtém-se

∂2M

∂x2
= ρI

∂4v

∂t2∂x2
− ρA

∂2v

∂t2
+ f(t, x). (2.20)

Comparando a expressão resultante com a equação de movimento (2.14), o momento

fletor é dado por

M = EI
∂2v

∂x2
. (2.21)

Utilizando as equações (2.18) e (2.20), o cisalhamento é dado por

Q = EI
∂3v

∂x3
− ρI

∂3v

∂t2∂x
, (2.22)

o que verifica a interpretação.

2.3 Modelo de Vlasov

Este modelo adiciona o efeito da distorção de cisalhamento (mas não

inércia rotatória) ao modelo de Euler-Bernoulli. Introduz-se novas variáveis ψ, o

ângulo de rotação da seção transversal devido ao momento fletor, e β, o ângulo de

distorção devido ao cisalhamento. O ângulo total de rotação corresponde à soma de

ψ = ψ(t, x) e β = β(t, x) e é, aproximadamente, a derivada primeira do deslocamento

[41], ou seja,

ψ(t, x) + β(t, x) =
∂v(t, x)

∂x
. (2.23)
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Assim, a energia potencial devido a flexão, dada pela equação (2.1), é modificada

tal que

Vfl =
1

2

∫ L

0

EI

(
∂ψ

∂x

)2

dx. (2.24)

A energia potencial devido ao cisalhamento é dada por

Vcis =
1

2

∫ L

0

κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)2

dx, (2.25)

onde κ é um fator relacionado à forma da seção transversal da viga. Seguindo o

trabalho de Cowper [28], alguns dos valores desse parâmetro1 estão tabulados na

Figura 2.3.

Figura 2.3 Fator de cisalhamento para diferentes tipos de seção transversal.

Considerando a energia cinética devido ao deslocamento lateral, dada

pela equação (2.2), o Lagrangeano é dado por

L =
1

2

∫ L

0

[
ρA

(
∂v(t, x)

∂t

)2

− EI

(
∂ψ(t, x)

∂x

)2

− κGA

(
∂v(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)2
]

dx.

(2.26)

1Aqui ν representa a taxa de Poisson, [37], [40].
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O trabalho realizado por forças e momentos não-conservativos é dado

pela expressão

W =

∫ L

0

f(t, x)v(t, x)dx +

∫ L

0

g(t, x)ψ(t, x)dx. (2.27)

Diferentemente do modelo de Euler-Bernoulli, existem duas variáveis

dependentes no modelo de Vlasov: o deslocamento transversal e o ângulo de cisa-

lhamento. As equações de movimento, usando o prinćıpio de Hamilton extendido,

são dadas por

ρA
∂2v(t, x)

∂t2
− κGA

∂

∂x

(
∂v(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= f(t, x)

EI
∂2ψ(t, x)

∂x2
− κGA

(
∂v(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= g(t, x),

(2.28)

com as condições de contorno dadas por

EI
∂ψ

∂x
Ψ

∣∣∣∣
L

0

= 0, κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
ζ

∣∣∣∣
L

0

= 0, (2.29)

onde v é o deslocamento, ψ o ângulo de rotação devido ao momento fletor, EI ∂ψ
∂x

o

momento fletor, e κGA
(

∂v
∂x
− ψ

)
o cisalhamento. Aqui Ψ e ζ representam variações

infinitesimais das variáveis ψ e v, respectivamente.
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Quatro posśıveis condições de contorno são

ψ = 0, v = 0, para extremo fixo;

∂ψ

∂x
= 0, v = 0, para extremo apoiado;

ψ = 0,

(
∂v

∂x
− ψ

)
= 0, para extremo deslizante;

∂ψ

∂x
= 0,

(
∂v

∂x
− ψ

)
= 0, para extremo livre.

(2.30)

Note que a curvatura devido ao momento fletor, ψ, é zero (ao invés da

curvatura total ∂v
∂x

) nos extremos fixo e deslizante.

2.4 Modelo de Timoshenko

Timoshenko propôs uma teoria de vigas a qual adiciona os efeitos da

distorção de cisalhamento e inércia rotatória [78, 79] ao modelo de Euler-Bernoulli.

Assim, o Lagrangeano incluirá os efeitos do momento fletor, deslocamento lateral,

inércia rotatória e distorção de cisalhamento. Assume-se que não há energia cinética

rotacional associada com a distorção de cisalhamento, mas apenas com a rotação

devido à flexão. Sendo assim, o termo de energia cinética usado no modelo de

Rayleigh (2.13) é modificado a fim de incluir apenas o ângulo de rotação devido a

flexão, substituindo-se ∂v
∂x

por ψ.

Para uma viga com carga transversal distribúıda f(t, x) e momento

g(t, x), o trabalho não conservativo é dado por

Wncons =

∫ L

0

f(t, x)v(t, x)dx +

∫ L

0

g(t, x)ψ(t, x)dx. (2.31)
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Substituindo a equação modificada (2.13) e as equações (2.2), (2.24),

(2.25) e (2.27) na expressão para o prinćıpio de Hamilton, obtém-se

1

2

∫ tb

ta

∫ L

0

[
ρA

(
∂v

∂t

)2

+ ρI

(
∂ψ

∂t

)2

− EI

(
∂ψ

∂x

)2

− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)2
]

dx dτ+

+

∫ tb

ta

∫ L

0

[f(t, x)v(t, x) + g(t, x)ψ(t, x)] dx dτ = 0.

(2.32)

Integrando por partes, e lembrando que ζ(ta, x) = ζ(tb, x) = Ψ(ta, x) = Ψ(tb, x) = 0,

obtém-se

∫ tb

ta

∫ L

0

{
−ρA

∂2v

∂t2
− ∂

∂x

[
κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)]
+ f(t, x)

}
ζ dx dt +

+

∫ tb

ta

∫ L

0

[
−ρI

∂2ψ

∂t2
+

∂

∂x

[
EI

∂ψ

∂x

]
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
+ g(t, x)

]
Ψ dx dt+

∫ tb

ta

[
κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
ζ

]∣∣∣∣
L

0

dt−
∫ tb

ta

[(
EI

∂ψ

∂x

)
Ψ

]∣∣∣∣
L

0

dt = 0.

(2.33)

Como ζ e Ψ são arbitrários, exceto onde as condições de contorno são dadas, a

equação (2.33) leva às seguintes equações diferenciais parciais acopladas de movi-

mento

ρA
∂2v(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
κGA

(
∂v(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)]
= f(t, x)

ρI
∂2ψ(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
EI

∂ψ(t, x)

∂x

]
− κGA

(
∂v(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= g(t, x).

(2.34)



Quatro teorias para modelagem de vigas 23

As condições de contorno generalizadas obtidas da equação (2.33), dadas por

EI
∂ψ

∂x
Ψ

∣∣∣∣
L

0

= 0, κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
ζ

∣∣∣∣
L

0

= 0, (2.35)

resultam sendo do mesmo tipo daquelas obtidas para o modelo de Vlasov (condições

clássicas) em (2.30).

Observação: Alguns exemplos de condições de contorno não clássicas

são os seguintes [72]:

• Extremo apoiado sobre mola linear

EI
∂ψ

∂x
= 0, SoκGA

[
∂v

∂x
− ψ

]
= kov (2.36)

• Mola linear torcional atachada a um extremo livre

κGA

[
∂v

∂x
− ψ

]
= 0, −SoEI

∂ψ

∂x
= −βoψ (2.37)

• Mola linear torcional atachada a uma viga simplesmente apoiada

−SoEI
∂ψ

∂x
= −βoψ, v = 0 (2.38)

onde So = +1 no extremo direito e So = −1 no extremo esquerdo da viga; ko é a

constante da mola translacional e βo representa a constante da mola torcional [30],

[39].

2.4.1 A equação de Timoshenko de quarta ordem

Na literatura é comum referir-se ao modelo de Timoshenko como sendo

uma equação evolutiva de quarta ordem no tempo para o deslocamento v(t, x) ou
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para o giro ψ(t, x). Porém, isto não é muito útil uma vez que o giro aparece nas

condições de contorno [37].

A obtenção do modelo de quarta ordem é como segue.

Derivando com respeito a x as equações (2.34) obtém-se

ρA
∂2

∂t2

(
∂v

∂x

)
− κGA

(
∂3v

∂x3
− ∂2ψ

∂x2

)
=

∂f

∂x
, (2.39)

ρI
∂2

∂t2

(
∂ψ

∂x

)
− EI

∂3ψ

∂x3
− κGA

(
∂2v

∂x2
− ∂ψ

∂x

)
=

∂g

∂x
. (2.40)

Derivando novamente com respeito a x as equações (2.39) e (2.40) resulta

ρA
∂2

∂t2

(
∂2v

∂x2

)
− κGA

(
∂4v

∂x4
− ∂3ψ

∂x3

)
=

∂2f

∂x2
, (2.41)

ρI
∂2

∂t2

(
∂2ψ

∂x2

)
− EI

∂4ψ

∂x4
− κGA

(
∂3v

∂x3
− ∂2ψ

∂x2

)
=

∂2g

∂x2
. (2.42)

Para eliminar ∂3ψ/∂x3 em (2.41) são utilizadas as equações (2.34a) e

(2.40). Assim, obtém-se

ρ2

EκG

∂4v

∂t4
+

[ρA

EI
−

( ρ

κG
+

ρ

E

) ∂2

∂x2

]∂2v

∂t2
+

∂4v

∂x4
= f1, (2.43)

onde

f1 =
ρ

κGAE

∂2f

∂t2
+

1

EI
f − 1

κGA

∂2f

∂x2
− 1

EI

∂g

∂x
. (2.44)

De maneira análoga, para eliminar ∂3v/∂x3 em (2.42) são utilizadas as

equações (2.34b) e (2.39). Sendo assim,

ρ2

EκG

∂4ψ

∂t4
+

[ρA

EI
−

( ρ

κG
+

ρ

E

) ∂2

∂x2

]∂2ψ

∂t2
+

∂4ψ

∂x4
= f2, (2.45)
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onde

f2 =
1

EI

∂f

∂x
+

ρ

κGEI

∂2g

∂t2
− 1

EI

∂2g

∂x2
. (2.46)

O processo anterior, para a obtenção da equação de Timoshenko de

quarta ordem torna-se mais claro e geral, usando a identidade de Cramer em (2.34).

Isto é feito a seguir.

Seja det(L) o determinante de L, e adj(L) a matriz transposta da matriz

de cofatores de L, isto é, a matriz adjugada (ou adjunta) do operador L. Tem-se

que

adj(L)Lv = adj(L)F

ou seja,

det(L)v = adj(L)F. (2.47)

onde

adj(L) =




ρI
∂2

∂t2
+ κGA− EI

∂2

∂x2
−κGA

∂

∂x

κGA
∂

∂x
ρA

∂2

∂t2
− κGA

∂2

∂x2




, (2.48)

e

det(L) = κGAEI
∂4

∂x4
− ρA (EI + κGI)

∂2

∂t2

(
∂2

∂x2

)
+ ρA

(
κGA

∂2

∂t2
+ ρI

∂4

∂t4

)
.

(2.49)

Assim,

κGAEI
∂4v

∂x4
− ρA (EI + κGI)

∂2

∂t2

(
∂2v

∂x2

)
+ ρA

(
κGA

∂2v

∂t2
+ ρI

∂4v

∂t4

)
= F1,(2.50)

κGAEI
∂4ψ

∂x4
− ρA (EI + κGI)

∂2

∂t2

(
∂2ψ

∂x2

)
+ ρA

(
κGA

∂2ψ

∂t2
+ ρI

∂4ψ

∂t4

)
= F2,(2.51)
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onde

F1 = ρI
∂2f

∂t2
+ κGAf − EI

∂2f

∂x2
− κGA

∂2g

∂x2
, (2.52)

F2 = κGA
∂f

∂x
+ ρA

∂2g

∂t2
− κGA

∂2g

∂x2
. (2.53)

As equações anteriores podem ser reescritas como

ρ2

EκG

∂4v

∂t4
+

[
ρA

EI
−

( ρ

κG
+

ρ

E

) ∂2

∂x2

]
∂2v

∂t2
+

∂4v

∂x4
= f1

ρ2

EκG

∂4ψ

∂t4
+

[
ρA

EI
−

( ρ

κG
+

ρ

E

) ∂2

∂x2

]
∂2ψ

∂t2
+

∂4ψ

∂x4
= f2,

onde f1 e f2 foram definidos em (2.44) e (2.46).

Deve ser observado que na equação de Timoshenko para o deslocamento

e na equação para o giro aparecem os termos f1 e f2, respectivamente, que envolvem

derivação da força externa f e do momento aplicado g. Este não é o caso com o

modelo acoplado de Timoskenko. Ou seja, um desacoplamento das equações

do modelo forçado envolve uma modificação dos termos não-homogêneos.

Para o modelo não-forçado não é necessário fazer tal modificação.

Tomando g(t, x) = 0, a equação para o deslocamento pode ser escrita

numa forma conveniente para ilustar os variados efeitos

EI
∂4v

∂x4
−

(
f − ρA

∂2v

∂t2

)

︸ ︷︷ ︸
− ρI

∂4v

∂x2∂t2︸ ︷︷ ︸
+

EI

κGA

∂2

∂x2

(
f − ρA

∂2v

∂t2

)

︸ ︷︷ ︸
+

Teoria de Euler-Bernoulli Inércia rotacional Deformação de cisalhamento

principal principal
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− ρI

κGA

∂2

∂t2

(
f − ρA

∂2v

∂t2

)

︸ ︷︷ ︸
= 0.

Inércia rotacional e

deformação de cisalhamento

combinados

(2.54)

2.5 Formulação de Estado

A formulação de estado ou de Hamilton consiste em transformar o sis-

tema original de segunda ordem no tempo em um sistema de equações de primeira

ordem. Variados tipos de transformações são encontrados na literatura de teoria de

controle [1, 54, 69], entre outros.

Considere o sistema de segunda ordem que descreve o modelo de Timo-

shenko

ρA
∂2v

∂t2
= − ∂

∂x
Q(t, x) + f(t, x) (2.55)

ρI
∂2ψ

∂t2
=

∂

∂x
M(t, x)−Q(t, x) + g(t, x), (2.56)

onde o momento M(t, x) e o cisalhamento Q(t, x) são dados por

M(t, x) = EI(x)

[
∂ψ(t, x)

∂x

]
(2.57)

e

Q(t, x) = κAG

[
ψ(t, x)− ∂v(t, x)

∂x

]
. (2.58)

Diferenciando (2.57) e (2.58) com respeito a t e definindo Q =
∂v

∂t
=

velocidade linear e Ω =
∂ψ

∂t
= velocidade angular, obtém-se o novo sistema de equações

em relação ao sistema (2.55)-(2.58)



Quatro teorias para modelagem de vigas 28

∂M(t, x)

∂t
= EI

∂Ω(t, x)

∂x
(2.59)

∂Q(t, x)

∂t
= κGA

(
Ω(t, x)− ∂Q(t, x)

∂x

)
(2.60)

ρI
∂Ω(t, x)

∂t
=

∂M(t, x)

∂x
−Q(t, x) + g(t, x) (2.61)

ρA
∂Q(t, x)

∂t
= − ∂

∂x
Q(t, x) + f(t, x). (2.62)

Para outra derivação de estado, veja-se [7] ou [33]. Nestes trabalhos os

autores consideram a evolução no sistema com respeito à variável espacial ao invés

da usual variável temporal.

2.6 Extensões do Modelo de Timoshenko

Nesta seção serão apresentados modelos que extendem a teoria de Timo-

shenko para diversas situações ou que utilizam o sistema de equações de Timoshenko,

porém com condições de contorno não-clássicas.

2.6.1 Viga sobre fundação elástica

A resposta de uma viga sobre uma fundação elástica excitada por uma

carga é de grande interesse para a análise e projeto de estradas, ferrovias, pontes,

etc.

Considere uma viga infinita sobre uma fundação elástica inicialmente

não deformada e em repouso que é excitada por massas em movimento vibrando em
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fase e igualmente espaçadas, movendo-se a uma velocidade constante. As equações

governantes das vibrações transversais da viga, incluindo deformação de cisalhamento

e inércia rotatória sobre a fundação elástica são dadas por [58]

ρA
∂2v

∂t2
− κGA

(
∂2v

∂x2
− ∂θ

∂x

)
− P (t, x) + kv = 0,

ρI
∂2θ

∂t2
− EI

∂2θ

∂x2
− κGA

(
∂v

∂x
− θ

)
= 0,

(2.63)

com v = v(t, x) sendo o deslocamento transversal da viga, θ = θ(t, x) a rotação,

P (t, x) uma força aplicada por unidade de comprimento, E, I, A, ρ e κ como

definidos usulamente na literatura e k o módulo de reação do pavimento ou fundação

elástica, conforme [58].

2.6.2 Viga em I

Considere uma viga homogênea, isotrópica, com paredes finas com dois

planos de simetria. Assume-se que a viga está carregada no plano de maior rigidez

de flexão por momentos de mesma magnitude atuando nos extremos, conforme a

Figura 2.4 [70].

Figura 2.4 Geometria da viga de paredes finas em forma de I sujeita a momentos

nos extremos.



Quatro teorias para modelagem de vigas 30

As equações diferenciais governantes considerando o acoplamento flex-

ural e torcional da viga podem ser escritas como [9]

ρA
∂2u(t, x)

∂t2
+ αu

∂u

∂t
+ EIx

∂4u

∂z4
+ F̄ (t)

∂2u

∂z2
+ M̄(t)

∂2θ

∂z2
= 0,

ρIp
∂2θ(t, x)

∂t2
+ αθ

∂θ

∂t
−

(
GJ − F̄ (t)

Ip

A

)
∂2θ

∂z2
+ M̄(t)

∂2u

∂z2
+ EIs

∂4θ

∂z4
= 0,

(2.64)

onde u é o deslocamento flexural na direção x, θ é o deslocamento torcional, Ix,

Ip, Is são os momentos de inércia axial, polar e setorial, respectivamente; J é a

constante torcional de Saint-Venant, αθ, αv são os coeficientes de amortecimento

viscoso, t é o tempo, z a coordenada axial e ρ, A, E, G conforme usualmente

definidos na literatura. As condições de contorno correspondem ao caso de uma

viga de Timoshenko simplesmente apoiada [70].

2.6.3 Viga de Timoshenko tipo parede-fina carregada
axialmente

Vigas do tipo parede-fina (thin-walled beam) com seção transversal

fechada são componentes estruturais básicos em uma variedade de aplicações im-

portantes, tais como asas de avião, hélices de helicópteros, hélices de turbinas, as-

sim como em muitos outras aplicações nas indústrias mecânica, aeronáutica e de

construção civil [4], [56], [70].

Considere uma viga elástica do tipo parede-fina, com propriedades

anisotrópicas e com seção transversal fechada, conforme ilustrado na Figura 2.5

[57].
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Figura 2.5 Geometria de uma viga elástica do tipo parede-fina.

Assume-se que as dimensões geométricas são tais que B ¿ L, h ¿ B,

onde B representa a dimensão t́ıpica da seção transversal, L é o comprimento da

viga e h representa a espessura da parede da seção transversal fechada. Para o caso

mais geral, uma viga de material composto com paredes finas apresenta acoplamento

completo entre os vários modos, i.e., deslocamento, giro, cisalhamento e empena-

mento. No entanto, uma seleção apropriada da orientação das fibras pode gerar

casos de interesse nos quais acoplamentos elásticos desejáveis entre certos modos

são obtidos. Nesta extensão, em particular, é de interesse o acoplamento entre os

modos do deslocamento e os torcionais, os quais prevalecem nas asas de avião ou

hélices de helicópteros. Tal acoplamento é referido na literatura especializada [73]

como Configuração de Rigidez Circunferencialmente Assimétrica ou CAS (Circum-

ferentially Asymmetric Stiffness Configuration).

Ambos sistemas de coordenadas, global e local, denotados por xyz e

xηζ, respectivamente, são mostrados na Figure 2.5. No sistema de coordenadas

globais, y e z denotam as coordenadas da seção transversal da viga enquanto assume-

se que o eixo x coincide com o eixo geométrico (central) da seção transversal ao longo

do comprimento da viga. Em qualquer ponto da seção transversal, os deslocamentos
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podem ser expressos com respeito a qualquer dos sistemas de coordenadas, conforme

[73].

As equações de movimento acopladas para as vibrações forçadas da viga

fina de material composto carregada axialmente, excluindo os efeitos da deformação

de cisalhamento, inércia rotatória, e rigidez de empenamento podem ser escritas na

forma [73]

µ
∂2v(t, x)

∂t2
+ c1

∂v(t, x)

∂t
+ EI

∂4v(t, x)

∂x4
+ K

∂3ψ(t, x)

∂x3
+ P

∂2v(t, x)

∂x2
= f(t, x),

Is
∂2ψ(t, x)

∂t2
+ c2

∂ψ(t, x)

∂t
−K

∂3v(t, x)

∂x3
+

(
P

(
Is

µ

)
−GJ

)
∂2ψ(t, x)

∂x2
= g(t, x),

(2.65)

com as correspondentes condições de contorno

[
EI

∂3v(t, x)

∂x3
+ P

∂v(t, x)

∂x
+ K

∂2ψ(t, x)

∂x2

]
V = 0

[(
P

(
Is

µ

)
−GJ

)
∂ψ(t, x)

∂x
−K

∂2v(t, x)

∂x2

]
Ψ = 0

[
−EI

∂2v(t, x)

∂x2
−K

∂ψ(t, x)

∂x

]
Ψ′ = 0.

(2.66)

2.6.4 Viga fixa-livre com massa afixada no extremo livre

Considere um sistema consistindo de uma viga de Timoshenko fixa-livre

com seção transversal uniforme, molas translacionais e rotacionais, e uma massa

pontual, de dimensões consideráveis, no extremo livre da viga [39].

O sistema mencionado está ilustrado na Figura 2.6, no estado não de-

formado.
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Figura 2.6 Esquema do sistema de coordenadas e notação utilizada.

O elemento básico do sistema é a viga de comprimento L que tem seção

uniforme, monossimétrica e aberta. No estado não deformado, o eixo x representa o

eixo central de cisalhamento. Uma massa ŕıgida M de dimensões finitas está afixada

no extremo direito da viga, e está ligada ao solo via uma mola linear de rigidez kL no

ponto Y . Além disso, o extremo direito da viga é apoiado por uma mola torcional

de rigidez kT . As equações de movimento do sistema podem ser escritas na forma

m

(
∂2w(t, x)

∂t2
+ c

∂2ψ(t, x)

∂t2

)
+ EIz

∂4w(t, x)

∂x4
= 0

mc

(
∂2w(t, x)

∂t2
+ c

∂2ψ(t, x)

∂t2

)
+ Ic

∂2ψ(t, x)

∂t2
+ EΓ

∂4ψ(t, x)

∂x4
= 0,

(2.67)

juntamente as seguintes condições de contorno em x = 0

w = 0,
∂w

∂x
= 0, ψ = 0,

∂ψ

∂x
= 0; (2.68)
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e em x = L

EIz
∂3w

∂x3
−M

(
∂2w

∂t2
+ p

∂3w

∂x∂t2
+ s

∂2ψ

∂t2

)
− kL

(
x̄
∂w

∂x
+ z̄ψ + w

)
= 0,

EΓ
∂3ψ

∂x3
−GJ

∂ψ

∂x
− Îx̄x̄

∂2ψ

∂t2
−Ms

∂2w

∂t2
− Îx̄z̄

∂3w

∂t2∂x
− kL

(
z̄x̄

∂w

∂x
+ z̄2ψ + z̄w

)
− kBψ = 0,

EIz
∂2w

∂x2
+ Îz̄z̄

∂3w

∂t2∂x
+ pM

∂2w

∂t2
+ Îx̄z̄

∂2ψ

∂t2
+ kL

(
x̄2∂w

∂x
+ x̄z̄ψ + x̄w

)
= 0,

EΓ
∂2ψ

∂x2
= 0 ou

∂ψ

∂x
= 0.

(2.69)

2.6.5 Viga de Timoshenko carregada axialmente com seção
transversal tipo aerofólio

Neste caso são consideradas as equações de movimento acopladas

ρI
∂2θ

∂t2
− EI

∂2θ

∂x2
− κGA(

∂v

∂x
− θ) = 0

Is
∂2ψ

∂t2
− µyc

∂2v

∂t2
−GJ

∂2ψ

∂x2
+ P

(
Is

µ

∂2ψ

∂x2
− yc

∂2v

∂x2

)
= 0

µ

(
∂v

∂t
− yc

∂2ψ

∂t2

)
− κGA

(
∂2v

∂x2
− ∂θ

∂x

)
+ P

(
∂2v

∂x2
− yc

∂2ψ

∂x2

)
= 0,

(2.70)

que, juntamente a condições de contorno apropriadas, definem completamente as vi-

brações livres de uma viga de Timoshenko uniforme carregada axialmente, conforme

[4].
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2.6.6 Viga de Timoshenko em U monossimétrica e
carregada axialmente

Considere uma viga com seção transversal monossimétrica e compri-

mento L. Assuma que o centro de cisalhamento e o centróide da viga são denotados

por s e c, respectivamente, e estão separados por uma distância yc. Os termos

associados ao empenamento secundário e inércia de empenamento são descartados

[56].

As equações governantes amortecidas para as vibrações forçadas da viga

de Timoshenko em U considerando o acoplamento flexão-torção e incluindo rigidez

de empenamento são dadas por [56]

µv̈ + c1

(
v̇ − ycψ̇

)
− µycψ̈ − κGA (v′′ − θ′) + P (v′′ − ycψ

′′) = f(t, x)

Isψ̈ − µycv̈ + c2ψ̇ − c1ycv̇ −GJψ′′ + P

(
Is

µ
ψ′′ − ycv

′′
)

+ EΓψ′′′′ = m(t, x)

ρIθ̈ + c3θ̇ − EIθ′′ − κGA(v′ − θ) = 0

(2.71)

Figura 2.7 Viga de Timoshenko em U carregada axialmente.
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com v(t, x), ψ(t, x) e θ(t, x) representando a translação flexural na direção z, a

rotação torcional sobre o eixo x do centro de cisalhamento e a rotação do eixo

elástico devido à flexão, respectivamente. P é uma força axial constante através

do centróide da seção transversal da viga; f(t, x) é uma força por unidade de com-

primento, paralela ao eixo sz e aplicada no centro de cisalhamento juntamente a

um torque m(t, x) por unidade de comprimento aplicado sobre o eixo sx; EI, κGA,

GJ , EΓ são a rigidez flexural, rigidez de cisalhamento, rigidez torcional e rigidez de

empenamento, respectivamente [56].

Para o caso de uma viga do tipo Euler-Bernoulli e assumindo f(t, x) =

m(t, x) = 0, tem-se que o sistema (2.71) se reduz a um sistema da forma [57]

Isψ̈ − µycv̈ + P

(
Is

µ
ψ′′ − ycv

′′
)
−GJψ′′ + EΓψ′′′′ = 0

µv̈ − µycψ̈ + P (v′′ − ycψ
′′) + EIv′′′′ = 0.

(2.72)

2.6.7 Viga Segmentada

Considere uma viga bi-segmentada cujas equações de movimento são

expressas [31] na forma

ρiIi
∂2ψi

∂t2
− EiIi

∂2ψi

∂x2
i

− κGiAi

(
∂wi

∂xi

− ψi

)
= 0

ρiAi
∂2wi

∂t2
− κGiAi

(
∂2wi

∂x2
i

− ∂ψi

∂xi

)
= 0,

(2.73)

onde x ∈ [0, RiL], i = 1, 2.
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Figura 2.8 Geometria da Viga bi-segmentada.

As condições de contorno e continuidade na forma adimensional são

dadas por

• No ponto o1, ξ1 = 0

W1(0) = 0, LΨ1(0) = 0
(2.74)

• No ponto o2, ξ2 = 0

L
∂Ψ2

∂x2

(0) = 0, L
∂W2

∂x2

−Ψ2(0) = 0.
(2.75)

A concentração de tensão [31] na junção das duas partes da viga é

desconsiderada. Assim, no ponto o3, ξ1 = 1 e ξ2 = 1, para que sejam satisfeitas

as condições de continuidade da deflexão, da curvatura, do momento e da força de
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cisalhamento, tem-se

• W1(R1) = W2(R2),

• LΨ1(R1) = −LΨ2(R2),

• E1I1L
∂Ψ1

∂x1

(R1) = E2I2L
∂Ψ2

∂x2

(R2),

• G1A1

(
∂W1

∂x1

(R1)− LΨ1(R1)

)
= −G2A2

(
∂W2

∂x2

(R2)− LΨ2(R2)

)
.

(2.76)

2.6.8 Viga não homogênea sobre suspensão viscoelástica

Considere uma viga que possui uma região suspensa sobre uma camada

viscoelástica (Figura 2.9). Esta região pode também ter propriedades materiais

variáveis longitudinalmente sendo, portanto, denominada como uma região de não-

homogeneidade [7].

Figura 2.9 Viga não homogênea sobre suspensão viscoelástica.

Figura 2.10 Definições dos eixos.
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A suspensão é modelada por molas continuamente distribúıdas, sujeitas

a amortecimento viscoelástico [7]. O comprimento da região de não-homogeneidade

é representado por d. A viga é considerada homogênea. O movimento flexural

da viga, incluindo ambos inércia rotatória e cisalhamento, é descrito pelo seguinte

sistema de equações diferenciais parciais hiperbólicas

ρA
∂2u

∂t2
−

(
∂

∂z

)
(f1γ) + k1u + K1 ∗ u = 0

ρI
∂2ψ

∂t2
− ∂

∂z

(
f2

∂ψ

∂z

)
− f1γ + k2ψ + K2 ∗ ψ = 0

(2.77)

onde u(t, z), ψ(t, z) e γ(t, z) representam a deflexão transversal, a rotação e o ângulo

de cisalhamento da seção transversal, respectivamente. A contribuição principal da

parte elástica das forças externas é modelada pelas constantes das molas k1 e k2. A

parte viscosa é modelada pela convolução com os núcleos viscoelásticos (ou funções

de memória) K1(t) e K2(t) com u(t, z) e ψ(t, z), operação que é representada por ∗.
As funções de memória também contribuem para a parte elástica da resposta. I e A

são o momento de inércia e a área da seção transversal, respectivamente, enquanto ρ

é a densidade da viga. Além disso, f1 define a rigidez de cisalhamento e f2 a rigidez

flexural, isto é,

f1 = κGA, f2 = EI; (2.78)

E é o módulo de elasticidade e G o módulo de cisalhamento. Os parâmetros de

rigidez variam espacialmente em uma seção não-homogênea da viga. Finalmente, κ

é o coeficiente de cisalhamento, o qual depende das dimensões da seção transversal

e da taxa de Poisson correspondente a

ν =
E − 2G

2G
, 0 ≤ ν <

1

2
. (2.79)
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Seguindo [7], assume-se que o material da viga é incompresśıvel com uma taxa de

Poisson não negativa.

2.6.9 Viga com restrições intermediárias

O problema das vibrações livres e forçadas de vigas com restrições in-

termediárias de acordo com a teoria de Timoshenko tem sido considerado por vários

autores através da aplicação de técnicas numéricas para o sistema desacoplado. O

modelo de Timoshenko para o deslocamento e rotação para uma viga com restrições

intermediárias e condições de contorno não clássicas é derivado através do prinćıpio

variacional de Hamilton, na forma não conservativa. Isto permite que sejam obtidas

as condições de compatibilidade nas posições intermediárias assim como as condições

de contorno naturais do problema.

Considere um sistema dinâmico consistindo de uma viga de Timoshenko

uniforme, molas rotacional e translacional localizadas em x = 0, mola translacional

posicionada em x = x1, 0 < x1 < L e com o extremo x = L apoiado conforme a

Figura (2.11).

Figura 2.11 Modelo do sistema dinâmico combinado.
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Segue que a deflexão v e o ângulo de rotação ψ devem satisfazer as seguintes equações

diferenciais acopladas

ρ(x)A(x)
∂2v(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
κGA(x)

(
∂v(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)]
= f(t, x),

ρ(x)I(x)
∂2ψ(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
EI(x)

∂ψ(t, x)

∂x

]
− κGA(x)

(
∂v(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= 0,

(2.80)

para todo t, e x ∈ (0, x1)∪(x1, L). Supondo que a viga é uniforme, ou seja, A(x) = A,

segue que a deflexão e a rotação devem satisfazer, também, as seguintes condições

de contorno e de compatibilidade

−k1v(t, 0) + κGA(v′ − ψ)(t, 0) = 0 (2.81)

EIψ′(t, 0)− cRψ(t, 0) = 0 (2.82)

−k2v(t, x1) + κGA
[−(v′ − ψ)(t, x−1 ) + (v′ − ψ)(t, x+

1 )
]

= 0 (2.83)

EI
[−ψ′(t, x−1 ) + ψ′(t, x+

1 )
]

= 0 (2.84)

v′(t, L) = 0 (2.85)

ψ′(t, L) = 0. (2.86)

Como a viga é uniforme, a área da seção transversal A(x) é constante, podendo ser

escrita simplesmente como A.

Juntamente as condições anteriores, são impostas as condições de con-

tinuidade para o deslocamento e a rotação

v(t, x−1 ) = v(t, x+
1 ) (2.87)

ψ(t, x−1 ) = ψ(t, x+
1 ). (2.88)

Observa-se que, onde existe uma força concentrada aplicada transver-

salmente à viga, o momento fletor deve ser cont́ınuo enquanto um salto na força de
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cisalhamento interna balança a força aplicada, neste caso, uma mola translacional.

Esta é a interpretação de (2.83) e (2.84), respectivamente. Note também que o cisa-

lhamento envolve apenas derivadas espaciais de primeira ordem. No caso em que v

é isolado em (2.80), as condições de contorno para a equação diferencial de quarta

ordem a serem satisfeitas para o deslocamento v poderiam envolver derivadas de até

terceira ordem.

Por outro lado, na ausência do apoio intermediário, tem-se continuidade

em todos os pontos da viga, e as condições de contorno são

−k1v(t, 0) + κGA(v′ − ψ)(t, 0) = 0 (2.89)

EIψ′(t, 0)− cRψ(t, 0) = 0 (2.90)

v′(t, L) = 0 (2.91)

ψ′(t, L) = 0. (2.92)

2.6.10 Viga de Ginsberg

As equações de movimento para uma viga de Timoshenko fixa no ex-

tremo esquerdo (significando que neste extremo não há deslocamento e nem rotação

da seção transversal) e com um cubo de massa m e lados b afixado do no outro

extremo o qual está preso a uma mola translacional de rigidez k, conforme ilustrado

na Figura 2.12 podem ser obtidas similarmente ao problema anterior [37].

Figura 2.12 Viga de Ginsberg.
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As equações governantes correspondem ao sistema de equações de Timoshenko (2.34)

e estão sujeitas a condições de contorno nas quais são consideradas ambas inércia

translacional e rotacional do cubo, ou seja,

• em x = 0

v(t, 0) = 0,

ψ(t, 0) = 0;
(2.93)

• em x = L;

[
κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
+ k

(
v +

b

2
ψ

)
+ m

(
∂2v

∂t2
+

b

2

∂2ψ

∂t2

)]
(t, L) = 0,

[
EI

∂ψ

∂x
− κGA

b

2

(
∂v

∂x
− ψ

)
+

1

6
mb2∂2ψ

∂t2

]
(t, L) = 0.

(2.94)
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3 FORMULAÇÃO MATRICIAL

Neste caṕıtulo o modelo de Timoshenko será formulado tanto como um

sistema evolutivo de primeira ordem quanto de segunda ordem. Isto permitirá es-

crever o sistema na formulação de estado ou na sua formulação original de segunda

ordem. A formulação de estado é muito utilizada na literatura e faz uso da teoria

de semigrupos de operadores que, na prática, corresponde ao uso da transformada

de Laplace ou, no domı́nio da freqüência, com o uso da transformada de Fourier.

No entanto, a formulação original preserva as caracteŕısticas do sistema, ao associar

diretamente os operadores de massa e de rigidez espacial. Esta formulação tem sido

pouco desenvolvida pela carência de ferramental matemático, particularmente, na

presença de problemas com atrito ou com coeficientes que não satisfazem condições

para o uso da teoria de modos normais. Na literatura, a formulação de segunda or-

dem tem sido utilizada na forma desacoplada com equações de quarta ordem ([36],

[44], entre outros) ou com modelos de segunda ordem na forma desacoplada [12],

[86], porém com acoplamento através das condições de contorno. Neste trabalho,

é enfatizado o uso da formulação de equação evolutiva de segunda ordem, sem ne-

cessidade do desacoplamento e mantendo as condições de contorno na sua forma

original.

3.1 Formulação de estado

Definindo o vetor de estado como sendo

U =


 w̄

ū,


 (3.1)
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onde

w̄ =


 M

Q


 =




0 EI
∂

∂x

−κGA
∂

∂x
κGA





 v

ψ


 = RV̄ (3.2)

e

ū =
∂V̄

∂t
. (3.3)

Do modelo de Timoshenko com força externa f(t, x) e momento aplicado g(t, x) por

unidade de comprimento (2.34), segue que

∂w̄

∂t
= R

∂V̄

∂t
= Rū. (3.4)

Assim,

∂ū

∂t
=

∂2V̄

∂t2
=




1

ρA

∂

∂x

(
κGA

(
∂v

∂x
− ψ

))
+ f

1

ρI
κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
+ EI

∂

∂x

(
∂ψ

∂x

)
+ g




(3.5)


 ρA 0

0 ρI


 ∂ū

∂t
=




0 − ∂

∂x
∂

∂x
−1





 M

Q


 +


 f

g




=




0 − ∂

∂x
∂

∂x
−1


 w̄ +


 f

g


 .

(3.6)

Decorre

A
∂U

∂t
+ B

∂U

∂x
+ DU = F, (3.7)
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onde

A =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ρA 0

0 0 0 ρI




, B =




0 0 0 −EI

0 0 κGA 0

0 1 0 0

−1 0 0 0




, D =




0 0 0 0

0 0 0 −κGA

0 0 0 0

0 1 0 0




,

F =




0

0

f(t, x)

g(t, x)




, U =




M(t, x)

Q(t, x)

Q(t, x)

Ω(t, x)




,

onde Q(t, x), Ω(t, x) correspondem a derivada do deslocamento e giro, respectiva-

mente. Multiplicando a equação (3.7) por A−1, obtém-se

∂U

∂t
+ C

∂U

∂x
+ EU = F (3.8)

com

C =




0 0 0 −EI

0 0 κGA 0

0
1

ρA
0 0

−1

ρI
0 0 0




, E =




0 0 0 0

0 0 0 −κGA

0 0 0 0

0
1

ρI
0 0




(3.9)

e

F =




0

0

f(t, x)

ρA
g(t, x)

ρI




.
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Escrevendo U = Pv, substituindo em (3.8), resulta

∂v

∂t
+ Λ

∂v

∂x
+ Υv = P−1F, (3.10)

onde

Λ = P−1CP e Υ = P−1EP.

Como a matriz C é diagonalizável, Λ resulta ser uma matriz diagonal quando a

transformação P corresponde a matriz modal de C, isto é, formada pelos autovetores

da matriz C. Mais do que isso, pode-se determinar P precisamente,

P =




0 0 − 1

I
√

Eρ
− 1

I
√

Eρ

1

A
√

κGρ
− 1

A
√

κGρ
0 0

1 1 0 0

0 0 1 1




.

Como conseqüência, segue

Λ =




√
κG

ρ
0 0 0

0 −
√

κG

ρ
0 0

0 0

√
E

ρ
0

0 0 0 −
√

E

ρ




, Υ =




0 0
−κG A

2

−κG A

2

0 0
−κG A

2

−κG A

2

1

2 ρ I

1

2 ρ I
0 0

1

2 ρ I

1

2 ρ I
0 0




,

(3.11)
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e

P−1F =




f

2ρA
f

2ρA
g

2ρI
g

2ρI




.

Em termos de componentes, tem-se

∂v1

∂t
+ λ1

∂v1

∂x
− 1

2
κG Av3 − 1

2
κG Av4 =

f

2ρA

∂v2

∂t
+ λ2

∂v2

∂x
− 1

2
κG Av3 − 1

2
κG Av4 =

f

2ρA

∂v3

∂t
+ λ3

∂v3

∂x
+

1

2 ρ I
v1 +

1

2 ρ I
v2 =

g

2ρI

∂v2

∂t
+ λ4

∂v4

∂x
+

1

2 ρ I
v1 +

1

2 ρ I
v2 =

g

2ρI
.

(3.12)

Além disso, pode-se identificar as curvas caracteŕısticas 1 reais

I+ :
dx

dt
= λ1 ⇒ x = λ1t + k1

I− :
dx

dt
= λ2 ⇒ x = λ2t + k2

II+ :
dx

dt
= λ3 ⇒ x = λ3t + k3

II− :
dx

dt
= λ4 ⇒ x = λ4t + k4

(3.13)

1Detalhes sobre curvas caracteŕısticas podem ser encontrados em [38], entre outros.
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para

λ1 =

√
κG

ρ
λ2 = −

√
κG

ρ
λ3 =

√
E

ρ
λ4 = −

√
E

ρ
. (3.14)

As curvas caracteŕısticas passando por um ponto P estão ilustradas na Figura 3.1.

Figura 3.1 Caracteŕısticas da equação de Timoshenko passando por um ponto P.

Pelas propriedades das caracteŕısticas, os valores do momento M , cisa-

lhamento Q, velocidade angular Ω e velocidade linear Q no ponto P dependem

apenas dos seus valores iniciais sobre o eixo x, entre os valores X+
1 e X−

1 para as

caracteŕısticas I+ e I−, e entre X+
2 e X−

2 para as caracteŕısticas II+ e II−. Além

disso, estes valores em P têm influência sobre os pontos dentro da região acima de

P, entre as caracteŕısticas I+ e I−. Logo, nenhum sinal pode propagar-se ao longo

da viga com velocidade maior que

√
E

ρ
conforme [76, 77].

Observação

Uma discução sobre as caracteŕısticas da equação de Timoshenko de quarta ordem

pode ser encontrada em Taylor e Yau [76].

O modelo diferencial de Timoshenko, descrito pelo sistema de segunda

ordem (2.34) ou pela equação escalar de quarta ordem (2.43), além de ser bem posto2,

por satisfazer a condição de Petrovskii-Hadamard [35], [49], também possui caráter

2O problema de valor inicial possui solução única, que depende continuamente dos dados iniciais.
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hiperbólico e, conseqüentemente, distúrbios movem-se com velocidade de propagação

finita, entre outras propriedades. A seguir, é considerado o modelo escalar de quarta

ordem.

3.1.1 Desacoplamento por Cramer

Outra maneira de desacoplar o sistema de equações (3.7), consiste em

utilizar a identidade de Cramer.

Seja

L = A
∂

∂t
+ C (3.15)

onde

C = B
∂

∂x
+ D (3.16)

Então

adj(L)L = det(L)I, (3.17)

onde I é a matriz identidade 4× 4, det(L) denota o determinante de L, constitúıdo

pelo operador escalar de quarta ordem no tempo

det(L) = ρ2AI
∂4

∂t4
+

(
κGA2ρ− ρAI (κG + E)

∂2

∂x2

)
∂2

∂t2
+ κGAEI

∂4

∂x4
, (3.18)

e adj(L) a matriz transposta da matriz de cofatores de L, isto é a matriz adjugada

(ou adjunta) dada por

adj(L) = A ∂3

∂t3
+ B ∂2

∂t2
+D ∂

∂t
+ E (3.19)
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onde

A =




ρ2IA 0 0 0

0 ρ2IA 0 0

0 0 ρA 0

0 0 0 ρI




, (3.20)

B =




0 0 EIAρ
∂

∂x
0

0 0 κGA2ρ −κGAρI
∂

∂x

ρA
∂

∂x
ρA 0 0

0 0 0 0




, (3.21)

D =




κGAρ

(
A− I

∂

∂x2

)
−EIρA

∂

∂x
0 0

κGA2ρ
∂

∂x
−EIρA

∂2

∂x2
0 0

0 0 −κGA
∂2

∂x2
κGA

∂

∂x

0 ρA
∂

∂x
−κGA

∂

∂x
κGA− EI

∂2

∂x2




, (3.22)

E =




0 0 −κG
∂

∂x3
EIκGA

∂2

∂x2

0 0 0 EIκGA
∂2

∂x2

−κG

EI

∂3

∂x3
0 0 0

−κGA
∂2

∂x2
0 0 0




. (3.23)

Para o problema não-homogêneo

A
∂U

∂t
+ B

∂U

∂x
+ DU = F(t, x) (3.24)

decorre o desacoplamento

ρ2AI
∂4Uk

∂t4
+

(
κGA2ρ− ρAI (κG + E)

∂2

∂x2

)
∂2Uk

∂t2
+ κGAEI

∂4Uk

∂x4
= Fk(t, x)

(3.25)
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onde Fk denota a k-ésima componente do vetor

F = adj(L)F =




F1

F2

F3

F4




(3.26)

sendo

F =




EI
ρ

(
ρ ∂

∂x
∂2

∂t2
− κG ∂3

∂x3

)
f + EκGA

ρ
∂2g
∂x2

κGAf + κGA
ρ

(
−ρ ∂

∂x
∂2

∂t2
+ E ∂3

∂x3

)
g




. (3.27)

As equações anteriores podem ser reescritas como

ρ2

κGE

∂4u(t, x)

∂t4
−

( ρ

κG
+

ρ

E

) ∂4u(t, x)

∂t2∂x2
+

ρA

EI

∂2u(t, x)

∂t2
+

∂4u(t, x)

∂x4
= f. (3.28)

Introduzindo as constantes

α2 =
ρ

κG
, β2 =

ρA

EI
, ζ2 =

ρ

E
, (3.29)

pode-se escrever a equação anterior na forma

α2ζ2∂4u(t, x)

∂t4
+ β2∂2u(t, x)

∂t2
− (α2 + ζ2)

∂4u(t, x)

∂x2∂t2
+

∂4u(t, x)

∂x4
= f. (3.30)

Soluções do tipo

u = est eiωx, ω ∈ R

existem para a equação homogênea, se e somente se, s é ráız do polinômio

P (s, ω) = α2ζ2s4 + β2s2 + (α2 + ζ2)s2ω2 + ω4.
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A condição de Petrovskii-Hadamanrd [76] diz que se todas as ráızes s(ω) da parte

principal [49] do polinômio P (s, ω) são limitadas superiormente e de maneira uni-

forme para qualquer ω ∈ R, isto é,

Re(s) ≤ C

então, o problema de valor inicial descrito pela equação (3.30), juntamente com

condições iniciais da forma

u(0, x) = u0(x),
∂u(0, x)

∂t
= u1(x),

∂2u(0, x)

∂t2
= u2(x),

∂3u(0, x)

∂t3
= u3(x),

é bem posto.

As quatro ráızes distintas da parte principal Pp(s, ω) = α2ζ2s4 + (α2 +

ζ2)s2ω2 + ω4 de P (s, ω) são 



s = ∓i
ω

ζ

s = ∓i
ω

α

(3.31)

onde α e ζ são valores positivos dependentes das propriedades da viga, definidos por

(3.29).

3.2 Formulação Newtoniana

Cada um dos quatro principais modelos básicos de vigas (Euler-Bernoulli,

Rayleigh, Vlasov e Timoshenko) podem ser descritos por uma equação diferencial

de segunda ordem

Mv̈ + Kv = F, (3.32)

onde, para os modelos de Euler-Bernoulli e Rayleigh, v representa o deslocamento

transversal da viga, F uma força aplicada por unidade de comprimento e M, K são
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dados por

M = ρA, K = EI
∂4

∂x4

para o modelo de Euler-Bernoulli, e

M = ρA− ρI
∂2

∂x2
, K = EI

∂4

∂x4

para o modelo de Rayleigh.

Para os modelos de Vlasov e Timoshenko, v é o vetor dado por

v(t, x) =


 v(t, x)

ψ(t, x)


 , (3.33)

F é o vetor que representa a força e momento aplicados por unidade de comprimento,

F(t, x) =


 f(t, x)

g(t, x)


 , (3.34)

e

MV lasov =


 ρA 0

0 0


 , MTimo =


 ρA 0

0 ρI


 , (3.35)

K =




−κGA ∂2

∂x2 κGA ∂
∂x

−κGA ∂
∂x

κGA− EI ∂2

∂x2


 . (3.36)

Observa-se que a matriz de massa do modelo de Vlasov é singular, também sendo

caso particular da matriz de massa do modelo de Timoshenko quando a inércia

rotatória ρI é desprezada.

Os modelos descritos na seção 2.6, no caṕıtulo anterior, também po-

dem ser formulados como equação matricial evolutiva de segunda ordem. Deve-se

salientar que em vários modelos a equação resultante é do tipo não-conservativo
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ou não-clássico, uma vez que inclui um termo com derivada temporal de primeira

ordem.

3.3 Formulação Matricial Evolutiva de

Extensões do Modelo de Timoshenko

3.3.1 Viga em I

Este modelo é descrito por uma equação evolutiva matricial amortecida

de segunda ordem, dada por

Mv̈ + Cv̇ + Kv = F, (3.37)

onde F é o vetor nulo 2× 1, dado por (3.34),

M =


 ρA 0

0 ρIp


 , C =


 αv 0

0 αθ


 (3.38)

e

K =




EIx
∂4

∂z4 + F̄ (t) ∂2

∂z2 M̄(t) ∂2

∂z2

M̄(t) ∂2

∂z2 EIs
∂4

∂z4 −
(
GJ − F̄ (t) Ip

A

)
∂2

∂z2


 . (3.39)

3.3.2 Viga de Timoshenko tipo parede-fina carregada
axialmente

Este modelo é descrito por uma equação evolutiva matricial amortecida

de segunda ordem, dada por

Mv̈ + Cv̇ + Kv = F, (3.40)
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onde F é idêntico ao vetor 2× 1 com os termos forçantes expresso no caso anterior,

M =


 µ 0

0 Is


 , C =


 c1 0

0 c2


 (3.41)

e

K =




EI ∂4

∂x4 + P ∂2

∂x2 K ∂3

∂x3

−K ∂3

∂x3 −
(
GJ − P Is

µ

)
∂2

∂x2


 . (3.42)

3.3.3 Viga fixa-livre com massa afixada no extremo livre

Este modelo é descrito pela equação evolutiva matricial de segunda

ordem

Mv̈ + Kv = F, (3.43)

onde F é o vetor nulo 2× 1,

M =


 m c

mc mc2 + Ic


 , K =


 EIz

∂4

∂x4 0

0 EΓ ∂4

∂x4


 . (3.44)

3.3.4 Viga de Timoshenko carregada axialmente com seção
transversal tipo aerofólio

Este modelo é descrito por uma equação evolutiva matricial amortecida

de segunda ordem, dada por

Mv̈ + Cv̇ + Kv = F, (3.45)
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onde F é o vetor nulo 3× 1, v é o vetor dado por

v(t, x) =




v(t, x)

ψ(t, x)

θ(t, x)


 , (3.46)

e

M =




0 −µyc 0

−µyc Is 0

0 0 ρI


 , C =




µ 0 0

0 0 0

0 0 0


 , (3.47)

K =




(−κGA + P ) ∂2

∂x2 −Pyc
∂2

∂x2 κGA ∂
∂x

−Pyc
∂2

∂x2

(
−GJ + P Is

µ

)
∂2

∂x2 0

−κGA ∂
∂x

0 κGA− EI ∂2

∂x2




. (3.48)

3.3.5 Viga Segmentada

Este modelo pode ser escrito na seguinte forma

Mÿ1 + Ky1 = 0,

Mÿ2 + Ky2 = 0,
(3.49)

onde

y1 =


 v1(t, x)

ψ1(t, x)


 , y2 =


 v2(t, x)

ψ2(t, x)


 , M =


 ρA 0

0 ρI


 , (3.50)

K =


 −κGA ∂2

∂x2 κGA ∂
∂x

−κGA ∂
∂x

κGA− EI ∂2

∂x2


 . (3.51)
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Aqui vi(t, x) representa o deslocamento transversal da viga, e ψi(t, x) a rotação da

seção transversal devido à flexão para cada segmento da viga.

Introduzindo como variáveis os vetores

wi(t, x) =


 vi(t, xi)

ψi(t, xi)


 , (3.52)

para i = 1, 2, o sistema homogêneo de equações diferenciais de segunda ordem no

tempo acopladas, dado pelas equações (3.49), pode ser escrito como uma equação

diferencial de segunda ordem

Miẅi + Kiwi = 0, (3.53)

onde

Mi =


 ρiAi 0

0 ρiIi


 , Ki =




−κGiAi
∂2

∂x2
i

κGiAi
∂

∂xi

−κGiAi
∂

∂xi

κGiAi − EiIi
∂2

∂x2
i




. (3.54)

3.3.6 Viga uniforme com condições de contorno
não-clássicas e restrições intermediárias

O sistema de equações pode ser escrito na forma matricial como

Mẅ + Kw = F, (3.55)

onde

w =


 v

ψ


 , F =


 f

0


 (3.56)



Formulação matricial 59

M =


 ρA 0

0 ρI


 , K =

∂

∂x

(
A ∂

∂x

)
+

∂

∂x
(B) + C (3.57)

e

A =


 −κGA 0

0 −EI


 , B =


 0 κGA

−κGA 0


 , C =


 0 0

0 κGA


 , (3.58)

Tem-se as condições de contorno

A11w(t, 0) + B11w
′(t, 0) = 0

A21w(t, L) + B21w
′(t, L) = 0

(3.59)

onde

A11 =


 −k1 −κGA

0 −cR


 , B11 =


 κGA 0

0 EI


 ,

A21 =


 1 0

0 0


 , B21 =


 0 0

0 1


 .

(3.60)

As condições de continuidade e compatibilidade nas molas intermediárias são dadas

por

w(t, x−) = w(t, x+) (3.61)

E11w(t, x−1 ) + F11w
′(t, x−1 ) + E12w(t, x+

1 ) + F12w
′(t, x+

1 ) = 0 (3.62)

onde

E11 =


 −k2 κGA

0 0


 , E12 =


 0 κGA

0 0


 ,

F11 =


 −κGA 0

0 −EI


 , F12 =


 κGA 0

0 EI


 .

(3.63)
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3.3.7 Viga de Ginsberg

As equações de movimento correspondem ao sistema original de Timo-

shenko (2.34), ou, equivalentemente, na forma matricial, por (3.55), (3.57) e (3.58).

As condições de contorno são da forma

A11w(t, 0) + B11w
′(t, 0) + C11ẇ(t, 0) + D11ẅ(t, 0) = 0

A21w(t, L) + B21w
′(t, L) + C21ẇ(t, L) + D11ẅ(t, L) = 0,

(3.64)

com

A21 =




k −κGA +
bk

2

0 κGA +
b

2


 , B21 =


 κGA 0

−κGA +
b

2
EI


 ,

C21 =


 0 0

0 0


, D21 =




m
mb

2

0
mb2

6


 .

(3.65)

e A11 é uma matriz identidade, B11, C11, D11 são matrizes nulas sendo todas de

segunda ordem.

3.3.8 Viga infinita sobre fundação viscoelástica

As equações de movimento na forma matricial para o problema descrito

na seção 2.6 são dadas por

M0
∂2u

∂t2
+ E3

∂u

∂t
− E0

∂2u

∂x2
− (

ET
1 − E1

) ∂u

∂x
+ E2u = 0, (3.66)
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onde

u =


 v

θ


 , E0 =


 µGA 0

0 EJ


 , E1 =


 0 0

−µGA 0


 ,

E2 =


 k 0

0 µGA + k1


 , E3 =


 d 0

0 d1


 , M0 =


 ρA 0

0 ρJ


 .

(3.67)

Juntamente ao modelo (3.66), são também consideradas condições de

contorno genéricas na forma

A11u(t, 0) + u11u
′(t, 0) + C11u̇(t, 0) + D11ü(t, 0) = 0

A21u(t, L) + B21u
′(t, L) + C21u̇(t, L) + D21ü(t, L) = 0

(3.68)

onde os coeficientes Aij, Bij, Cij e Dij são matrizes constantes 2× 2.
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4 RESPOSTA DINÂMICA

O modelo de Timoshenko com atrito pode ser escrito na forma matricial

evolutiva

Mẅ + Cẇ + Kw = F, (4.1)

onde

w =


 v(t, x)

ψ(t, x)


 e F =


 f(t, x)

g(t, x)


 (4.2)

denotam os vetores com deslocamento e giro e da força e momento externos, res-

pectivamente. Aqui M denota a matriz de massa e K a matriz de rigidez, dadas

por

M =


 ρA(x) 0

0 ρI(x)


 , K =

∂

∂x

(
A ∂

∂x

)
+

∂

∂x
(B) + E (4.3)

e

A =

[
−κGA(x) 0

0 −EI(x)

]
, B =


 0 κGA(x)

−κGA(x) 0


, (4.4)

E =


 0 0

(κGA(x))′ κGA(x)


. (4.5)

A matriz C, que corresponde ao atrito, será definida conforme o modelo considerado.

Juntamente a estas equações de movimento acopladas, são também consideradas

condições de contorno genéricas na forma separada

A11w(t, 0) + B11w
′(t, 0) + C11w

′′(t, 0) + D11ẇ(t, 0) + E11ẅ(t, 0) = 0

A21w(t, L) + B21w
′(t, L) + C21w

′′(t, L) + D21ẇ(t, L) + E21ẅ(t, L) = 0
(4.6)

onde os coeficientes Aij, Bij, Cij, Dij e Eij são matrizes constantes 2× 2, e tem-se

utilizado a notação para as derivadas temporais e espaciais

ẇ =
∂w

∂t
, w′ =

∂w

∂x
, (4.7)
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respectivamente.

4.1 O Operador Adjunto

Para formular a resposta dinâmica do modelo amortecido de Timo-

shenko com o uso da resposta fundamental ou função de Green de valor inicial, é

conveniente introduzir o conceito de condições de contorno adjuntas através do uso

da identidade de Green-Lagrange para operadores diferenciais lineares.

4.2 A Identidade de Lagrange-Green

Considere-se a expressão diferencial

Lu =
m∑

k=0

lm−k(s)D
ku (4.8)

sendo D
.
=

d

ds
; a variável funcional u = u(s) definida diferenciável num intervalo

finito I é um vetor n × 1 e os coeficientes lk(s) são matrizes n × n. Aqui s poderá

denotar o tempo t ou o espaço x.

Define-se o produto interno

〈v, u〉 =

∫

∂Ω

v∗ u dx, u, v vetores n× 1, (4.9)

onde v∗ = v̄T denota a transposta conjugada, de ordem 1 × n. Por sucessivas inte-

grações por partes, a expressão

∫ s

so

v(ξ)∗lm−k(ξ)D
ku(ξ)dξ (4.10)
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pode ser transformada em uma nova expressão em que a diferenciação é transferida

para v(ξ)∗lm−k(ξ). Decorre que

∫ s

so

v(ξ)∗Lu(ξ)dξ =
m∑

k=0

(−1)k

∫ s

so

Dk(v(ξ)∗lm−k(ξ))u(ξ)dξ

+
m∑

k=1

k−1∑
j=0

(−1)jDj(v(ξ)∗lm−k(ξ))D
k−j−1u(ξ)

∣∣∣
s

so

. (4.11)

A relação (4.11), pode ser escrita na forma compacta

〈v, Lu〉 = 〈L∗v, u〉+ B(u, v)
∣∣∣
s

so

(4.12)

onde

L∗v(ξ) =
m∑

k=0

(−1)kDk(lm−k(ξ)
∗v(ξ)) (4.13)

e

B(u, v) =
m∑

k=1

k−1∑
r=0

(−1)rDr (v(ξ)∗lm−k(ξ)) Dk−r−1u(ξ). (4.14)

A relação (4.11) ou, equivalentemente, (4.12) é referida como sendo a identidade de

Lagrange-Green [62]. Aqui L∗ é referido como sendo a forma adjunta de L.

O termo B(u, v) vem a ser uma forma bilinear associada. Ela pode ser

escrita de maneira análoga ao caso escalar [25, 27, 66]. Assim,

B(u, v) =
m∑

i=1

m∑
j=1

Di−1v∗pijD
j−1u. (4.15)
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Introduzindo os vetores bloco de ordem m× 1 com componentes n× 1,

u =




u

Du
...

D(m−1)u




, v =




v

Dv
...

D(m−1)v




,

B(u, v) pode ser escrito como

B(u, v) = v∗P (s)u, (4.16)

onde v∗ denota a matrix transposta conjugada em bloco, isto é,

v∗ =
[

v∗ Dv∗ · · · D(m−1)v∗
]

e P (s) é a matriz bloco de ordem m×m com componentes n× n

P (s) =




p11 p12 · · · p1,m−2 p1,m−1 p1,m

p2,1 p2,2 · · · p2,m−2 p2,m−1 0

p3,1 p2,2 · · · p2,m−2 0 0

· · · · · ·
pm−1,1 pm−1,2 · · · 0 0 0

pm,1 0 · · · 0 0 0




(4.17)

cujas componentes na diagonal ou acima dela são dadas por

pij =

m−j∑
r=i−1

(−1)rDr−i+1lm−r−j(s). (4.18)

Em particular, quando os coeficientes independem de s

pij = (−1)i−1lm−i−j+1 (4.19)
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e a forma bilinear (4.16), é escrita como

B(u, v) =
m∑

k=1

k−1∑
r=0

(−1)rDr(v(ξ)∗)lm−k(ξ)D
k−r−1u(ξ) (4.20)

ou

B(u, v) =
m∑

i=1

m∑
j=1

(−1)i−1Di−1v∗lm−i−j+1D
j−1u. (4.21)

Lema 4.1. Suponha-se que L é um operador de segunda ordem, isto é,

Lu = lo(s)D
2u + l1(s)Du + l2(s)u (4.22)

e que os coeficientes são diferenciáveis. Então, a matriz P(s) definida em (4.17) é

dada por

P (s) =


 l1(s)− l′o(s) lo(s)

−lo(s) 0


 . (4.23)

Em particular, se L está na forma divergente 1 , ou seja

Lu =
∂

∂x

(
A∂u

∂x

)
+

∂

∂x
(Bu) + Eu

Então,

P (s) =


 B A
−A 0


 . (4.24)

Demonstração. Segue da integração por partes ou de (4.17).

1Esta forma inclui o caso de coeficientes constantes.
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4.2.1 Formulação Escalar

A identidade de Lagrange pode ser apresentada, também, em termos

de uma descrição matricial por componentes de

Lu =
m∑

k=0

lm−k(s)D
ku. (4.25)

Denote-se

lk(s) = [lijk (s)],

então,

Lu =




L11 L12 . . . L1n

...
...

...
...

Ln1 Ln2 . . . Lnn







u1

u2

...

un




,

onde

Lij =
m∑

k=0

lijm−k(s)D
k.

Tem-se, então, que

∫ s

so

v∗Ludξ =

∫

∂Ω

(
v̄1 . . . v̄n

)



L11 L12 . . . L1n

...
...

...
...

Ln1 Ln2 . . . Lnn







u1

u2

...

un




dξ

=
n∑

i=1

n∑
j=1

∫ s

so

v̄jLjiuidξ. (4.26)
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Utilizando (4.11) com m = 1, que corresponde ao caso escalar, tem-se

∫ s

so

v̄jLjiuidξ =

∫ s

so

L∗jivjuidξ + Bji

∣∣∣
s

so

(4.27)

Bji =
m∑

k=1

k−1∑
r=0

(−1)rDr(vj(ξ)l
ji
m−k(ξ))D

k−r−1ui(ξ). (4.28)

Assim,

∫ s

so

v∗Ludx =
n∑

i=1

n∑
j=1

∫ s

so

L∗jivjuidξ +
n∑

i=1

n∑
j=1

Bji

∣∣∣
s

so

=

∫ s

so

n∑
j=1

(
n∑

i=1

L∗jivj

)
uidξ +

n∑
i=1

n∑
j=1

Bji

∣∣∣
s

so

.

Definindo

L∗v = L∗v =




L∗11 L∗21 . . . L∗n1

...
...

...
...

L∗1n L∗2n . . . L∗nn







v1

v2

...

vn




, (4.29)

onde

Lji
∗v =

m∑

k=0

(−1)kDk(vljim−k(ξ)) (4.30)

e

B(u, v) =
n∑

i=1

n∑
j=1

Bji

∣∣∣
s

so

(4.31)

com Bji definido segundo (4.27), segue que

∫

∂Ω

v∗Ludx =

∫ s

so

(L∗v)∗udξ + B(u, v)
∣∣∣
s

so

. (4.32)

Assim, dado

L = [Lij]
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o seu adjunto formal é definido como sendo

L∗ =
[
L∗ji

]
. (4.33)

e

B(u, v) =
m∑

k=1

k−1∑
r=0

n∑
i=1

n∑
j=1

(−1)rDr
(
vj(ξ)l

ji
m−k(ξ)

)
Dk−r−1ui(ξ). (4.34)

4.3 Condições de Contorno Adjuntas

Na prática, a forma diferencial L definida em (4.8) atua sobre funções

u = u(s) que satisfazem condições de contorno do tipo

Biu =
m∑

j=1

AijD
j−1u(so) +

m∑
j=1

BijD
j−1u(s) = γi, i = 1 : m, (4.35)

onde Aij e Bij são matrizes constantes n× n e γi um vetor n× 1. As condições são

ditas homogêneas quando γi = 0 para i = 1 : m. Neste caso, L é dito um operador

diferencial linear no intervalo [so, s]. Para enfatizar que L é um operador diferencial

e não simplesmente uma forma diferencial, será utilizada a notação

Lu = Lu

quando é subentendido que a função diferenciável u = u(s) satisfaz as condições de

contorno (4.35) com γi = 0, i = 1 : m.

Assim, a resolução do problema

Lu = f (4.36)

Biu = 0, i = 1 : m. (4.37)
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onde f = f(s) é uma função dada, consiste em inverter o operador diferencial

L. Para isto é necessário especificar o domı́nio do operador e o espaço em que

assumirá seus valores, por exemplo, o espaço das funções cont́ınuas num determinado

intervalo.

O operador diferencial adjunto L∗ é introduzido como sendo a forma

adjunta L∗ atuando sob funções v tais que a forma bilinear associada B(u, v) anula-

se quando u satisfaz as condições de contorno (4.14) [51], [66], isto é

〈v, Lu〉 = 〈L∗v, u〉.

Para caracterizar as condições que devem satisfazer as funções v, é conveniente

introduzir os vetores bloco

u =




u0

u′0
...

u
(m−1)
0

uL

u′L
...

u
(m−1)
L




, v =




v0

v′0
...

v
(m−1)
0

vL

v′L
...

v
(m−1)
L




, (4.38)

com u
(k)
o = u(k)(so), u

(k)
L = u(k)(s) e v

(k)
o = v(k)(so), v

(k)
L = v(k)(s). Com a inclusão

destes vetores com os valores de u, v no contorno, a expressão bilinear

B(u, v)
∣∣s
so

pode ser escrita na forma matricial bilinear

B(u, v) = vTPu, (4.39)
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onde P é uma matriz bloco de ordem 2m× 2m com blocos n× n que é da forma

P =


 −P (a) 0

0 P (b)


 , (4.40)

com P (s) definida em (4.17).

Seja A uma matriz bloco de ordem 2m×2m com blocos de ordem n×n e

na qual os primeiros m blocos correspondem as mn primeiras linhas nos coeficientes

das condições de contorno Bku = 0, k = 1 : m, isto é,

A =




A01 A11 A21 · · · Am−1,1 B01 B11 B21 . . . Bm−1,1

A02 A12 A22 · · · Am−1,2 B02 B12 B22 . . . Bm−1,2

· · · · · · · ·
A0m A1m A2m · · · Am−1,m B01 B1m B2m . . . Bm−1,m

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·




, (4.41)

de modo que

Au =
[

B1u B2u . . . Bmu Bm+1u . . . B2mu
]T

. (4.42)

Assume-se que as condições de contorno são independentes, isto é, que as primeiras

mn linhas da matriz A são linearmente independentes e que as mn linhas restantes

foram escolhidas de modo que a matriz A seja não-singular. Defina-se a matriz bloco

de ordem 2m× 2m com blocos de ordem n× n

A∗ = (PA−1)T (4.43)
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a qual, na forma de componentes, é dada por

A∗ =




α∗01 α∗11 α∗21 · · · α∗m−1,1 β∗01 β∗11 β∗21 . . . β∗m−1,1

α∗02 α∗12 α∗22 · · · α∗m−1,2 β02 β∗12 β∗22 . . . β∗m−1,2

· · · · · · · ·
α∗0m α∗1m α∗2m · · · α∗m−1,m β∗01 β∗1m β∗2m . . . β∗m−1,m

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·




.

Assim,

B(u, v) = vTPA−1Au = (A∗v)T (Au), (4.44)

onde

A∗v =




A∗
1v

A∗
2v

...

A∗
mv

A∗
m+1v

...

A∗
2mv




, (4.45)

com

A∗kv =
[

α∗01 α∗11 · · · α∗m−1,1 β∗01 β∗11 . . . β∗m−1,1

]




v0

v′0
...

v
(m−1)
0

vL

v′L
...

v
(m−1)
L




(4.46)
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para k = 1 : 2m. Assim, considerando (4.42) e (4.46), tem-se que (4.44) pode ser

escrita na forma

B(u, v) =
[

A∗
1v A∗

1v · · · A∗
2mv

]




B1u

B2u
...

Bm(v)

Bm+1(u)
...

B2mu




=
2m∑

k=1

A∗
kvBku. (4.47)

Para condições de contorno homogêneas

B1u = 0, B2u = 0, , · · · , Bmu = 0, (4.48)

segue

B(u, v) =
[

A∗
1v A∗

2v · · · A∗
2mv

]




0

0
...

0

Bm+1u
...

B2mu




. (4.49)

Como as condições de contorno Bm+ku, k = 1 : m, são fict́ıcias, isto é, não foram

dadas, decorre que a forma bilinear B anula-se ao escolher as seguintes condições de
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contorno adjuntas

B∗
1v = A∗

m+1v = 0

B∗
2v = A∗

m+2v = 0
...

B∗
1v = A∗

2mv = 0.

(4.50)

Segue que estas condições correspondem simplesmente as últimas m linhas da ma-

triz A∗ de ordem 2m× 2m.

Dois tipos de condições (4.35) são usualmente encontradas.

• As condições de contorno são prescritas somente num ponto, diga-se,

s = so.

• As condições de contorno são separadas, isto é, algumas envolvem va-

lores somente em so e outras somente em s.

No primeiro caso,

A =




A01 A11 A21 · · · Am−1,1 0 0 0 . . . 0

A02 A12 A22 · · · Am−1,2 0 0 0 . . . 0

· · · · · · · ·
A0m A1m A2m · · · Am−1,m 0 0 0 . . . 0

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·




, (4.51)
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e no segundo caso, com m = p + q,

A =




A01 A11 A21 · · · Am−1,1 0 0 0 . . . 0

A02 A12 A22 · · · Am−1,2 0 0 0 . . . 0

· · · · · · · ·
A0p A1p A2p · · · Am−1,p 0 0 0 . . . 0

0 0 0 · · · 0 B01 B11 B21 . . . Bm−1,1

0 0 0 · · · 0 B02 B12 B22 . . . Bm−1,2

· · · · · · · ·
0 0 0 · · · 0 B0q B1q B2q . . . Bm−1,q

· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·
· · · · · · · · ·




. (4.52)

Observação

Na discussão anterior considerou-se o caso determinado, isto é, o número de condi-

ções prescritas é igual a derivada de maior ordem na forma diferencial do operador.

A mesma discussão é feita no caso de ter n condições de contorno prescritas com

n<m ou n<2m. Nesta situação, haverá 2m-n condições de contorno adjuntas.

Lema 4.2. Suponha-se que L é um operador de segunda ordem num intervalo I =

[a, b], isto é,

Lu = lo(s)D
2u + l1(s)Du + l2(s)u (4.53)

e que os coeficientes são diferenciáveis. Então, a matriz P definida em (4.40) é dada

por

P =




−l1(a) + l′o(a) −lo(a) 0 0

lo(a) 0 0 0

0 0 l1(b)− l′o(b) lo(b)

0 0 −lo(b) 0




. (4.54)
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Em particular, se L está na forma divergente 2, ou seja,

Lu =
∂

∂x

(
A∂u

∂x

)
+

∂

∂x
(Bu) + Eu

então,

P =




−B(a) −A(a) 0 0

A(a) 0 0 0

0 0 B(b) A(b)

0 0 −A(b) 0




. (4.55)

Resumindo:

Dado o operador

Lu =
m∑

k=0

lm−k(s)D
ku, D =

d

ds

com u no espaço

U = {u ∈ C(m)([so, s],En) : B1u = 0, B2u = 0, · · · , Bmu = 0},

define-se seu operador adjunto como sendo o operador

L∗v(ξ) =
m∑

k=0

(−1)kDk(lm−k(ξ)∗v(ξ))

com v no espaço

V = {v ∈ C(m)([so, s],En) : B∗
1z = 0, B∗

2z = 0, · · · , B∗
mz = 0},

2Esta forma inclui o caso de coeficientes constantes.
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onde as condições de contorno B∗
kz foram definidas segundo o processo que leva a

(4.50). Decorre que para L e seu adjunto L∗:

〈v,Lu〉 = 〈L∗v, u〉. (4.56)

O operador L é dito auto-adjunto quando coincide com seu adjunto:

L = L∗, (4.57)

isto é,
m∑

k=0

lm−kD
ku =

m∑

k=0

(−1)kDk(ūlm−k) (4.58)

B1u = B∗
1u = 0, B2u = B∗

2u = 0, · · · , Bmu = B∗
mu = 0. (4.59)

4.3.1 Condições do Tipo de Valor Inicial

Considere-se

Lu =
m∑

k=0

lm−k(t)D
ku, D =

d

dt

com u possuindo somente condições iniciais nulas em t = to, isto é,

Biu = u(i)(to) = 0, i = 1 : m. (4.60)

Decorre que a matriz A pode ser escolhida como sendo a matriz identidade bloco

de ordem 2m× 2m. Assim, as condições adjuntas serão as últimas m colunas bloco

n× 1 do vetor (A∗v)T = (PT v).

Por outro lado, na integração por partes em (4.10), e ainda considerando

o caso em que os lk são matrizes, poderemos utilizar o fato que teremos u(i)(to) = 0
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para i = 1 : m. Como os valores u(i)(t) = 0 não são prescritos, resultará

∫ t

to

v(ξ)∗lm−k(ξ)D
ku(ξ)dξ =

∫ t

to

Dk(v(ξ)∗lm−k(ξ))u(ξ)dξ

quando assumirmos

vi−1(t) = 0, i = 1 : k − 1.

Assim, resultam que as condições de contorno adjuntas para o caso de valor inicial

serão

B∗i v = v(i−1)(t) = 0, i = 1 : m. (4.61)

De (4.60) e (4.61), observa-se que as condições de contorno são sempre diferentes e

portanto um operador diferencial linear de valor inicial nunca pode ser auto-adjunto,

ainda que a forma adjunta coincida com a forma diferencial original.

A seguir, encontram-se como exemplos os casos de operadores diferenci-

ais de valor inicial até quarta ordem que são encontrados em conexão com o modelo

ou equação de Timoshenko.

L L∗

lo(t)u′ + l1(t)u −(l∗o(τ)v)′ + l∗1(τ)v

u(to) = 0 v(t) = 0

lo(t)u′′ + l1(t)u′ + l2(t)u (l∗o(τ)v)′′ − (l∗1(τ)v)′ + l∗2(τ)v

u(to) = 0, u′(to) = 0 v(t) = 0, v′(t) = 0

lo(t)u′′′ + l1(t)u′′ + l2(t)u′ + l3(t)u −(l∗o(τ)v)′′′ + (l∗1(τ)v)′′ − (l∗2(τ)v)′ + l∗3(τ)v

u(to) = 0, u′(to) = 0, u′′(to) = 0 v(t) = 0, v′(t) = 0, v′′(t) = 0

lo(t)u(iv) + l1(t)u′′′ + l2(t)u′′ + l3(t)u′ + l4(t)u (lo(τ)v)(iv) − (l1(τ)v)′′′ + (l2(τ)v)′′ − (l3(τ)v)′ + l4(τ)v

u(to) = 0, u′(to) = 0, u′′(to) = 0 v(t) = 0, v′(t) = 0, v′′(t) = 0, v′′′(t) = 0
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No caso de sistemas com coeficientes constantes

Lu =
m∑

k=0

lm−kD
ku (4.62)

tem-se que

L∗v =
m∑

k=0

(−1)kl∗m−kD
kv, (4.63)

onde

l∗m−k = lTm−k = [ljim−k]. (4.64)

Assim,

L L∗

lou
′ + l1u −l∗ov′ + l∗1v

u(to) = 0 v(t) = 0

lou
′′ + l1u

′ + l2u l∗ov′′ − l∗1v
′ + l∗2v

u(to) = 0, u′(to) = 0 v(t) = 0, v′(t) = 0

lou
′′′ + l1u

′′ + l2u
′ + l3u −l∗ov′′′ + l∗1v

′′ − l2v
′ + l∗3v

u(to) = 0, u′(to) = 0, u′′(to) = 0 v(t) = 0, v′(t) = 0, v′′(t) = 0

lo(t)u(iv) + l1(t)u′′′ + l2(t)u′′ + l3(t)u′ + l4(t)u (l∗o(τ)v)(iv) − (l∗1(τ)v)′′′ + (l∗2(τ)v)′′ − (l∗3(τ)v)′ + vl4(τ)v

u(to) = 0, u′(to) = 0, u′′(to) = 0 v(t) = 0, v′(t) = 0, v′′(t) = 0, v′′′(t) = 0

4.3.2 O Caso de Condições Mistas

No modelo de Timoshenko,

Loẅ + L1ẇ + L2w = F, (4.65)
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onde

w =


 v(t, x)

ψ(t, x)


 , F =


 f(t, x)

g(t, x)


 (4.66)

com

Lo = M, L1 = C, L2 = K, (4.67)

definidos em (4.3), (4.4) e (4.5), são consideradas as condições

B1w = w(0, x)

B2w = w′(0, x)

B3w = A11w(t, 0) + B11w
′(t, 0) + C11w

′′(t, 0) + D11ẇ(t, 0) + E11ẅ(t, 0) = 0

B4w = A21w(t, L) + B21w
′(t, L) + C21w

′′(t, L) + D21ẇ(t, L) + E21ẅ(t, L) = 0.

(4.68)

As duas primeiras são condições do tipo de valor inicial e as duas últimas

são condições de contorno em dois pontos.

Suponha-se que, no que segue, cada coeficiente Lr é uma expressão

diferencial espacial, isto é

Lrv =
mr∑

k=0

lmr−k,r(s)D
kv, D =

∂

∂x
, j = 0 : 2, (4.69)

com coeficientes diferenciáveis e expressão adjunta

Lr
∗v(ξ) =

mr∑

k=0

(−1)kDk(lmr−k,r(ξ)
∗v(ξ)). (4.70)

No caso do modelo de Timoshenko, tem-se

L∗ov = M∗v = MT v

L∗1v = C∗v =
mc∑

k=0

(−1)kDk(lmc−k(ξ)
∗v(ξ))

L∗2v = K∗v = A∗ ∂
2v

∂x2
− (A′ + B)∗

∂v

∂x
+ (B′ + E)∗v.
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Aplicando a identidade de Lagrange-Green, primeiro no espaço e, após

no tempo, tem-se

∫ t

to

∫ b

a
v(τ, ξ)∗(Loẅ(τ, ξ)+L1ẇ(τ, ξ)+L2w(τ, ξ))dξdτ =

=
∫ t

to

∫ b

a
[(L∗ov(τ, ξ))∗ẅ(τ, ξ) + (L∗1v(τ, ξ))∗ẇ(τ, ξ) + (L∗2v(τ, ξ))∗w(τ, ξ))] dξdτ+

+
2∑

r=0

∫ t

to

[ mr∑

k=1

k−1∑

j=0

(−1)jDj(v(τ, ξ)∗lmr−k,r(ξ))Dk−j−1w(τ, ξ)
∣∣∣
b

a

]
dτ.

Fazendo trocas na ordem da integração, e utilizando a identidade de Lagrange-Green

no tempo, obtém-se que

∫ t

to

∫ b

a

v(τ, ξ)∗(Loẅ(τ, ξ) + L1ẇ(τ, ξ) + L2w(τ, ξ))dξdτ =

=

∫ t

to

∫ b

a

[L∗ov̈(τ, ξ)− L∗1v̇(τ, ξ) + L∗2v(τ, ξ)]∗w(τ, ξ))dξdτ +

∫ t

to

∫ b

a

(∂B1

∂τ
+

∂B2

∂ξ

)
dξdτ

onde

B1(v, w) = (L∗ov(τ, ξ))∗ ẇ(τ, ξ)− (L∗ov̇(τ, ξ))∗w(τ, ξ) + (L∗1v(τ, ξ))∗w(τ, ξ)

B2(v, w) = B20(v, w) + B12(v, w) + B22(v, w)

com

B2r(v, w) =
mr∑

k=1

k−1∑
j=0

(−1)jDj(v(τ, ξ)∗lmr−k,r(ξ))D
k−j−1w(τ, ξ), r = 0 : 2.

Considerando o caso de (4.67), do lema 4.1, uma vez que,

Po = PM(s) = 0,

P1 = PC(s) =


 l1(s)− l′o(s) lo(s)

−lo(s) 0


 , Cu = lo(s)D

2u + l1(s)Du + l2(s)u
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e

P2 = PK(s) =


 B A
−A 0


 , K =

∂

∂x

(
A ∂

∂x

)
+

∂

∂x
(B) + E

v =


 v(τ, ξ)

Dv(τ, ξ)


 ,w =


 w(τ, ξ)

Dw(τ, ξ)


 , (4.71)

segue,

B2(v, w) = v∗PCw + v∗PKw = v∗Pw

com

P =


 l1(s)− l′o(s) + B lo(s) +A
−lo(s)−A 0


 . (4.72)

Introduzindo os vetores bloco 12× 1 com blocos 2× 1,

u =




w(t, 0)

w′(t, 0)

w′′(t, 0)

w(t, 0)

ẇ(t, 0)

ẅ(t, 0)

w(t, L)

w′(t, L)

w′′(t, L)

w(t, L)

ẇ(t, L)

ẅ(t, L)




, v =




v(t, 0)

v′(t, 0)

v′′(t, 0)

v(t, 0)

v̇(t, 0)

v̈(t, 0)

v(t, L)

v′(t, L)

v′′(t, L)

v(t, L)

v̇(t, L)

v̈(t, L)




, (4.73)
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tem-se que

∫ t

to

∫ b

a

(∂B2

∂ξ

)
dξdτ =

∫ t

to

B(v, w)dτ (4.74)

onde

B(v, w) = vTPw (4.75)

com P uma matriz bloco de ordem 6× 6 com blocos 4× 4 que é da forma

P =




−P̃1(a) −P̃2(a) 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 P̃1(b) P̃2(b) 0

0 0 0 0 0 0




. (4.76)

Aqui

P̃1 =




l1(s)−l′o(s)+B
2

lo(s) +A
−lo(s)−A

2
0




P̃2 =


 0 l1(s)−l′o(s)+B

2

0 −lo(s)−A
2


 (4.77)

De maneira análoga ao desenvolvido na seção 4.3, as condições de contorno adjuntas

B∗
1v = 0, B∗

2v = 0 (4.78)

são introduzidas de maneira a zerar o integrando em (4.74).

O modelo adjunto de Timoshenko é descrito por

M∗ü−C∗u̇ + K∗u = R, (4.79)



Resposta Dinâmica 84

onde

u =


 u1(t, x)

u2(t, x)


 , R =


 r1(t, x)

r2(t, x)


 , (4.80)

M∗ = M =


 ρA(x) 0

0 ρI(x)


 ,

K∗ = A∗ ∂2

∂x2
− (A′ + B)

∂

∂x
+ (B′ + E).

(4.81)

Para A, B e E definidos em (4.4) e (4.5), tem-se

A∗ = A =

[
−κGA(x) 0

0 −EI(x)

]
, B∗ =


 0 −κGA(x)

κGA(x) 0


, (4.82)

E∗ =


 0 (κGA(x))′

0 κGA(x)


. (4.83)

Assim,

K∗ =


 −κGA(x) 0

0 −EI(x)


 ∂2

∂x2
+


 (κGA(x))′ κGA(x)

−κGA(x) (EI(x))′


 ∂

∂x
+


 0 0

(κGA(x))′ κGA(x)


.

(4.84)

Aqui o adjunto do coeficiente de atrito é obtido segundo a definição do coeficiente

C .
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4.4 Função de Green de Valor Inicial e

Respostas Dinâmicas

A solução fundamental ou função de Green de valor inicial do modelo

de Timoshenko, é definida como sendo

h =





h(t, x, ξ), t ≥ 0, 0 ≤ x, ξ ≤ L

0 t < 0, 0 ≤ x, ξ ≤ L
(4.85)

onde h(t, x, ξ) é solução matricial de ordem 2× 2 do problema de valor inicial

M
∂2h

∂t2
(t, x, ξ) + C

∂h

∂t
(t, x, ξ) + Kh(t, x, ξ) = 0, t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L

h(0+, x, ξ) = 0, (4.86)

M
∂h

∂t
(0+, x, ξ) = I. (4.87)

que satisfaz condições de contorno homogêneas da forma

B1h = 0, B2h = 0 (4.88)

onde

B1h = A11h(t, 0, ξ) + B11hx(t, 0, ξ) + C11hxx(t, 0, ξ) + D11ht(t, 0, ξ) + E11htt(t, 0, ξ)

B2h = A21h(t, L, ξ) + B21hx(t, L, ξ) + C21hxx(t, 0, ξ) + D21ht(t, L, ξ) + E21htt(t, L, ξ)
(4.89)

A segunda condição em (4.87) deve ser interpretada no sentido que I é o operador

identidade quando atua-se sobre funções através de integração, isto é,

∫ L

0

M
∂h

∂t
(0, x, ξ)φ(ξ)dξ = φ(x).

ou, simplesmente, de maneira prática

M
∂h

∂t
(0, x, ξ) = δ(x− ξ)I,
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onde δ(x) é a função delta de Dirac.

A introdução da função de Green de valor inicial permite obter uma

representação integral da resposta dinâmica de (4.86). Para isto, será utilizado o

resultado a seguir.

Teorema 4.1. Suponha-se que w(t, x) é solução do problema de valor inicial

Mẅ(t, x) + Cẇ(t, x) + Kw(t, x) = F(t, x),

com valores iniciais w(0, x), ẇ(0, x) dados e sujeita as condições de contorno

B1w = A11w(t, 0) + B11w
′(t, 0) + C11w

′′(t, 0) + D11ẇ(t, 0) + E11ẅ(t, 0) = 0

B2w = A21w(t, L) + B21w
′(t, L) + C21w

′′(t, L) + D21ẇ(t, L) + E21ẅ(t, L) = 0,

e que v(τ, ξ) é solução do problema adjunto

M∗v̈(τ, ξ)−C∗v̇(τ, ξ) + K∗v(τ, ξ) = 0, (4.90)

sujeita as condições de contorno adjuntas

B∗
1v = 0, B∗

2v = 0.

Então

∫ L

0

[
(M∗v(τ, ξ))∗ ẇ(τ, ξ) + (−M∗v̇(τ, ξ) + C∗v(τ, ξ))∗w(τ, ξ)

] ∣∣∣
t

0
dξ =

∫ t

0

∫ L

0

v(τ, ξ)∗F (τ, ξ)dξdτ

Demonstração. Multiplicando ambos membros da equação dada pela solução v da

equação adjunta e integrando, resulta

∫ t

0

∫ L

0

v(τ, ξ)∗F (τ, ξ)dξdτ =

∫ t

0

∫ L

0

v(τ, ξ)∗ [Mẅ(τ, ξ) + Cẇ(τ, ξ) + Kw(τ, ξ)] dξdτ.

Por outro lado,
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∫ t

0

∫ L

0

v(τ, ξ)∗ [Mẅ(τ, ξ) + Cẇ(τ, ξ) + Kw(τ, ξ)] dξdτ

=

∫ t

0

∫ L

0

[
M∗∂

2v(τ, ξ)

∂τ 2
−C∗∂v(τ, ξ)

∂τ
+ K∗v(τ, ξ)

]∗
w(τ, ξ)dξdτ

+

∫ L

0

[
(M∗v(τ, ξ))∗ ẇ(τ, ξ) +

(
−M∗∂v(τ, ξ)

∂τ
+ C∗v(τ, ξ)

)∗
w(τ, ξ)

] ∣∣∣
t

0
dξ

+

∫ t

0

B(h∗, w)dτ,

onde B(v, w) é dado em (4.75), isto é,

∫ t

0

B(v, w)dτ =

∫ t

0

2∑

k=1

B∗
k(v)∗Bk(w)dτ. (4.91)

Esta última integral anula-se uma vez que w e v satisfazem condições de contorno

adjuntas. Por outro lado, sendo v solução da equação adjunta (4.90), obtém-se o

resultado.

Agora, introduzindo a função de Green de valor inicial adjunta

h∗ =




−h(t− τ, x, ξ), t ≥ τ, 0 ≤ x, ξ ≤ L

0 t < τ, 0 ≤ x, ξ ≤ L
(4.92)

tem-se que

h∗(τ, t, ξ, x) = −h(t− τ, x, ξ), t ≥ τ, 0 ≤ x, ξ ≤ L (4.93)

satisfaz o problema de valor inicial adjunto [62]

M∗∂
2h∗

∂τ 2
(τ, t, ξ, x)−C∗∂h∗

∂τ
(τ, t, ξ, x) + K∗h∗(t, ξ, x) = 0, t ≥ τ, 0 ≤ x ≤ L

h∗(t, t, ξ, x) = 0, (4.94)

M∗∂h∗

∂τ
(t, t, ξ, x) = I, (4.95)
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com condições de contorno adjuntas

B∗
1h

∗ = 0, B∗
2h

∗ = 0. (4.96)

Assim, utilizando o teorema anterior, ou simplesmente multiplicando ambos mem-

bros por h(t− τ, x, ξ) e integrando, resulta

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)F (τ, ξ)dξdτ =

∫ t

0

∫ L

0

(−h∗)∗ [Mẅ(τ, ξ) + Cẇ(τ, ξ) + Kw(τ, ξ)] dξdτ

=

∫ t

0

∫ L

0

[
M∗∂

2h∗
∂τ 2

−C∗∂h∗
∂τ

+ K∗h∗

]∗
w(τ, ξ)dξdτ

+

∫ L

0

[
(M∗(−h∗))

∗ ẇ(τ, ξ) +

(
−M∗∂(−h∗)

∂τ
+ C∗(−h∗)

)∗
w(τ, ξ)

] ∣∣∣
t

0
dξ

+

∫ t

0

B(h∗, w)dτ

= w(t, x)−
∫ L

0

h(τ, x, ξ)Mẇ(0, ξ)dξ −
∫ L

0

(ht(t, x, ξ)M + h(t, x, ξ)C)w(0, ξ)dξ

Desta maneira a resposta dinâmica do modelo de Timoshenko com condições de

contorno genéricas pode ser escrita em termos da solução fundamental ou função de

Green de valor inicial h. Mais precisamente,

Teorema 4.2. A resposta dinâmica do modelo de Timoshenko

Mẅ(t, x) + Cẇ(t, x) + Kw(t, x) = F(t, x), t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ L

w(0, x) = wo(x), 0 ≤ x ≤ L

ẇ(0, x) = w1(x), 0 ≤ x ≤ L

B1w = A11w(t, 0) + B11w
′(t, 0) + C11w

′′(t, 0) + D11ẇ(t, 0) + E11ẅ(t, 0) = 0

B2w = A21w(t, L) + B21w
′(t, L) + C21w

′′(t, L) + D21ẇ(t, L) + E21ẅ(t, L) = 0,

(4.97)
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onde os coeficientes Aij, Bij, Cij e Dij são matrizes constantes 2×2, e utilizando-se

a notação para as derivadas temporais e espaciais na forma

ẇ =
∂w

∂t
, w′ =

∂w

∂x
,

respectivamente, é descrita pela fórmula de variação de parâmetros

w(t, x) =
∫ L

0

ho(τ, x, ξ)w(0, ξ)dξ +
∫ L

0

h1(τ, x, ξ)ẇ(0, ξ)dξ +
∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)F (τ, ξ)dξdτ

onde

ho = ht(t, x, ξ)M + h(t, x, ξ)C (4.98)

h1 = h(τ, x, ξ)M. (4.99)

Corolário 4.1. No caso clássico, C = 0, tem-se a resposta dinâmica

w(t, x) =
∫ L

0

ht(t, x, ξ)Mw(0, ξ)dξ +
∫ L

0

h(τ, x, ξ)Mẇ(0, ξ)dξ +
∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)F (τ, ξ)dξdτ.
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5 DECOMPOSIÇÃO DE RESPOSTAS

FORÇADAS

Neste caṕıtulo, considera-se a obtenção de respostas diante forças ex-

ternas estacionárias ou que variam exponencialmente no tempo. Este último tipo

de forçantes permite considerar o caso oscilatório, necessário para a obtenção de

respostas em freqüência.

As respostas forçadas são definidas através da integral de convolução

da solução fundamental com o termo não homogêneo que corresponde a excitação

externa. Será considerada a extração de soluções homogêneas a partir da resposta

forçada em termos dos valores iniciais de uma solução particular, atuando esta última

como uma retroalimentação no sistema. Esta decomposição na resposta forçada

resulta de interesse quando as forças externas são tais que uma solução particular é

simples de obter.

A seguir, serão considerados o modelo de Timoshenko, descrito por um

sistema evolutivo de segunda ordem, e a equação de Timoshenko, descrita por uma

equação evolutiva de quarta ordem. Deve ser observado que na extração da equação

de Timoshenko a partir de um sistema de segunda ordem as componentes do termo

externo modificam-se, conforme discutido na subseção 2.4.1. Dáı que não é de

se esperar uma simples concordância entre as respostas do sistema acoplado e da

equação de Timoshenko.

Um estudo espectral do modelo de Timoshenko tem sido apresentado

por Benaroya [40] para sistemas com condições de contorno clássicas, porém, sem

identificar a parte transiente e a parte permanente da resposta forçada. Neste tra-

balho, segue-se a formulação espectral apresentada em [64] para o caso de sistemas

com N graus de liberdade.
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5.1 Respostas Forçadas no Sistema de

Timoshenko

Para tanto, deve-se estudar o problema de valor inicial descrito pela

equação diferencial matricial de segunda ordem

Mv̈ + Kv = f , (5.1)

com condições iniciais nulas

v(0, x) = 0, vt(0, x) = 0, (5.2)

e sujeita a condições de contorno do tipo discutido no caṕıtulo anterior, ou seja,

A11v(t, 0) + B11v
′(t, 0) + C11v

′′(t, 0) + D11v̇(t, 0) + E11v̈(t, 0) = 0

A21v(t, L) + B21v
′(t, L) + C21v

′′(t, L) + D21v̇(t, L) + E21v̈(t, L) = 0,
(5.3)

onde os coeficientes Aij, Bij, Cij, Dij e Eij são matrizes constantes 2× 2.

Com a discussão apresentada no caṕıtulo anterior, sabe-se que para as

condições iniciais nulas (5.2), a solução da equação (5.1) é dada por

v(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ dτ , (5.4)

ou, em forma compacta,

v(t, x) =

∫ t

0

h(t− τ)f(τ)dτ , (5.5)

onde

h(t)Φ =

∫ L

0

h(t, x, ξ)Φ(ξ) dξ, (5.6)
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e f(t) = f(t, x) é uma função em x para cada tempo arbitrário porém fixo. Pelo

prinćıpio da superposição linear, a solução pode também ser escrita como

v = vh + vp, (5.7)

onde vh = h(t)C0 + ḣ(t)C1 é uma solução homogênea a ser determinada e vp uma

solução particular qualquer. Substituindo os valores iniciais em (5.7), obtém-se

C0 = −vp(0, x) (5.8)

e

C1 = −∂vp

∂t
(0, x). (5.9)

Assim,

vh(t, x) = −
∫ L

0

[
h0(t, x, ξ)vp(0, ξ) + h1(t, x, ξ)

∂vp

∂t
(0, ξ)

]
dξ (5.10)

vem a ser uma solução homogênea ou resposta livre induzida pela resposta particular

vp através de seus valores iniciais.

Segue que o cálculo da resposta forçada

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ dτ = vp(t, x)−
∫ L

0

[
h0(t, x, ξ)vp(0, ξ) + h1(t, x, ξ)

∂vp

∂t
(0, ξ)

]
dξ

(5.11)

poderá ser facilitado quando for relativamente simples obter a solução particular

vp(t, x). Isto será considerado a seguir para várias situações de interesse prático

[15].
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5.1.1 Respostas forçadas estacionárias e oscilatórias

Para termos não-homogêneos do tipo

f(t, x) = eλtF(x) (5.12)

procura-se uma solução particular da mesma forma, isto é,

vp = eλtX(x). (5.13)

Substituindo na equação (5.1) decorre

(
λ2M + K

)
X(x) = F(x), (5.14)

onde

M =


 ρA 0

0 ρI


 , K =




−κGA ∂2

∂x2 κGA ∂
∂x

−κGA ∂
∂x

κGA− EI ∂2

∂x2


 . (5.15)

Equivalentemente, a equação (5.14) pode ser reescrita na forma

MX′′(x) + CX′(x) +K(λ)X(x) = F(x), (5.16)

com

M =




−κGA 0

0 −EI


 , C =




0 κGA

−κGA 0


 , K(λ) =




λ2ρA 0

0 λ2ρI + κGA


 .

Juntamente a esta equação são consideradas condições de contorno espaciais que

decorrem da substituição de (5.13) nas condições de contorno homogêneas originais
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do problema, isto é,

(A11 + λD11 + λ2E11)X(0) + B11X
′(0) + C11X

′′(0) = 0

(A21 + λD21 + λ2E21)X(L) + B21X
′(L) + C21X

′′(L) = 0.
(5.17)

Se λ não é autovalor, tem-se [25, 66]

X(x) =

∫ L

0

H(λ, x, ξ)F(ξ)dξ, (5.18)

onde H(λ, x, ξ) vem a ser a função de Green espacial associada ao problema de

contorno (5.16) e (5.17).

A obtenção de funções de Green para problemas de contorno com sis-

temas de segunda ordem de maneira direta ainda não tem sido considerado na

literatura. Usualmente deve ser considerado através de uma redução para o caso de

sistemas de primeira ordem. Este último tipo de sistema tem sido discutido para

condições de contorno clássicas [24, 25, 32] e mais recentemente para as não-clássicas

[61].

Na seção a seguir é considerado o método espectral para sistemas de

segunda ordem em que os modos formam um conjunto ortonormal completo. Isto

permitirá obter uma expansão bilinear tanto para a função de Green de valor inicial

h(t, x, ξ) quanto para a função de transferência H(s, x, ξ).

5.2 Modos Normais

A procura de soluções exponenciais não-nulas

v(t, x) = eλxw(x), w(x) =


 u(x)

φ(x)


 (5.19)
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do modelo de Timoshenko

Mv̈ + Kv = 0, (5.20)

onde

M =




ρA 0

0 ρI


 e K =




− ∂

∂x
(κGA

∂

∂x
)

∂

∂x
(κGA)

− ∂

∂x
(κGA) − ∂

∂x
(EI

∂

∂x
) + kGA




,

equivale a determinar uma solução não nula w(x) do sistema

(K + λ2M)w(x) = 0 (5.21)

sujeito a condições de contorno, as quais serão assumidas como sendo do tipo sepa-

rado, ou seja,

Aw(0) + Bw′(0) = 0, (5.22)

Cw(L) +Dw′(L) = 0,

onde A, B, C, D denotam matrizes 2 × 2. Diz-se que w(x) é uma autofunção ou

modo que corresponde ao autovalor λ sempre que esta for uma solução não trivial

de (5.21) que satisfaz as condições de contorno (5.22). Quando λ = iω é um número

puramente imaginário, ω é chamado freqüência natural da viga.

A obtenção dos modos, no caso de coeficientes constantes, equivale

a determinar soluções não-triviais da equação diferencial de segunda-ordem com

coeficientes matriciais,

Mw′′(x) + Cw′(x) +K(λ)w(x) = 0, (5.23)
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que satisfazem as condições de contorno (5.22). Aqui

M =


 −κGA 0

0 −EI


 ,C =


 0 κGA

−κGA 0


 ,

e

K(λ) = λ2M + R =




λ2ρA 0

0 λ2ρI + κGA


 ,

onde

M =


 ρA 0

0 ρI


 , R =


 0 0

0 κGA


 .

Introduzindo o produto interno

〈Ψ, Φ〉 =

∫ L

0

Ψ∗(x)Φ(x)dx, Ψ∗(x) = Ψ
T
(x) (5.24)

segue de (5.23),

〈w,Mw′′〉+ 〈w,Cw′〉+ 〈w,Rw〉+ λ2〈w,Mw〉 = 0.

Integrando por partes, decorre

λ2〈w,Mw〉 = B[w,w] +

∫ L

0

(w∗′(x)M)w′(x) + w∗′(x)Cw(x) + w∗(x)(−R)w(x))dx,

onde

B[w,w] = −w∗(x)Mw′(x)−w∗(x)Cw(x)
∣∣∣
L

0

= κGAu (ux − φ) + κGAuφ + EIφφx

∣∣∣
L

0
.
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Substituindo valores, resulta

λ2 =
B[w,w]− ∫ L

0

[
κGA

(|ux|2 + |φ|2 − uxφ + uφx

)
+ EI|φx|2

]
dx∫ L

0
(ρA|u|2 + ρIφ|2)dx

=

B[w,w]− ∫ L

0

[
κGA|ux − φ|2 + EI|φx|2 + κGA

d(uφ)

dx

]
dx

∫ L

0
(ρA|u|2 + ρIφ|2)dx

= −
κGA(ux − φ)u + EIφφx

∣∣∣
L

0
− ∫ L

0
[κGA|ux − φ|2 + EI|φx|2] dx

∫ L

0
(ρA|u|2 + ρIφ|2)dx

.

Aqui |z| denota valor absoluto do escalar z, que satisfaz z2 = zz.

Para o modelo de Timoshenko com a condições de contorno clássicas:

• apoiada, u = 0, φx = 0

• fixa, u = 0, φ = 0

• livre, φx = 0, ux − φ = 0

• deslizante, φ = 0, ux − φ = 0

tem-se que

κGA(ux − φ)u + EIφφx

∣∣∣
L

0
= 0.

Nesta situação, decorre que λ é o negativo do quociente de duas grandezas não-

negativas e portanto deve ser um número puramente imaginário. Assim a equação

(5.21) converte-se em

(K− ω2M)w(x) = 0 (5.25)

e as autofunções serão reais uma vez que K, M são matrizes reais.
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Suponha-se que w, Ψ são autofunções correspondentes aos autovalores

λ = iω e λ = iγ, respectivamente, ou seja

(
K− ω2M

)
w(x) = 0, (K− γ2M) Ψ(x) = 0.

Para as condições de contorno acima, sendo as autofunções e os coeficientes reais,

verifica-se em [59] que

〈Ψ,Kw〉 = 〈w,KΨ〉,
〈Ψ,Mw〉 = 〈w,MΨ〉,

e decorre que

(ω2 − γ2)〈Ψ,Mw〉 = 0.

Conseqüentemente, as autofunções correspondentes a autovalores distintos são or-

togonais com respeito a M. Utilizando [60], o mesmo é válido para K.

5.3 Equação Modal

Para determinar os autovalores e autofunções, considere-se a solução de

(5.23) na forma

w(x) = Φ1(x)c1 + Φ2(x)c2 (5.26)

onde Φ1(x), Φ2(x) são matrizes 2 × 2 que denotam uma base matricial para as

soluções de (5.23), isto é, além de satisfazer a equação diferencial (5.23), a matriz

wronskiana de ordem 4× 4
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
 Φ1(0) Φ2(0)

Φ′
1(0) Φ′

2(0)


 (5.27)

possui posto 4 ou, equivalentemente, determinante não nulo. Aqui c1 and c2 de-

notam vetores 2 × 1. Substituindo nas condições de contorno (5.22) reescritas a

seguir,

Aw(0) + Bw′(0) = 0

Cw(L) +Dw′(L) = 0,

segue

A [Φ1(0)c1 + Φ2(0)c2] + B[
Φ′

1(0)c1 + Φ′
2(0)c2

]
= 0, (5.28)

C [Φ1(L)c1 + Φ2(L)c2] +D[
Φ′

1(L)c1 + Φ′
2(L)c2

]
= 0. (5.29)

Matricialmente,

Uc = 0, (5.30)

onde U é uma matriz 4× 4 com blocos de ordem 2× 2 e c o vetor 4× 1 com linhas

bloco de ordem 2× 1

U =




AΦ1(0) + BΦ′
1(0) AΦ2(0) + BΦ′

2(0)

CΦ1(L) +DΦ′
1(L) CΦ2(L) +DΦ′

2(L)


 , (5.31)

c =




c1

c2


 . (5.32)
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De maneira compacta

U = BΦ (5.33)

B =


 A B 0 0

0 0 C B


 , Φ =




Φ1(0) Φ2(0)

Φ′
1(0) Φ′

2(0)

Φ1(L) Φ2(L)

Φ′
1(L) Φ′

2(L)




. (5.34)

Para obter soluções não-nulas da equação (5.30) é necessário e suficiente que o

determinante da matriz

∆ = det(U) (5.35)

seja nulo. A equação que resulta é chamada de equação caracteŕıstica.

5.3.1 Base Dinâmica

Como base matricial, podem ser escolhidas

Φ1(x) = h(x), Φ2(x) = h′(x) (5.36)

onde h(x) é a matriz 2× 2 que satisfaz a equação homogênea

Mh′′(x) + Ch′(x) +K(λ)h(x) = 0, (5.37)

h(0) = 0, Mh′(0) = I. (5.38)

Aqui 0 denota a matriz nula 2× 2 e I a matriz identidade 2× 2. Outra base pode

ser

Φ1(x) = h0(x), Φ2(x) = h1(x) (5.39)
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onde

h0(x) = h′(x)M+ h(x)C
h1(x) = h(x)M (5.40)

satisfazem as condições iniciais normalizadas

h0(0) = I, h′0(0) = 0 (5.41)

h1(0) = 0, h′1(0) = I. (5.42)

Com o uso da base normalizada, a matriz Φ definida em (5.34) simplifica-

se e decorre que

U =




A B

Dh′0(L) + Ch0(L) Dh′1(L) + Ch1(L)


 , (5.43)

c =




w(0)

w′(0)


 . (5.44)

Por outro lado, supondo que A é uma matriz não-singular, a equação

caracteŕıstica pode ser simplificada, pois usando (5.39), (5.41) e (5.42) em (5.28),

segue que w′(0) pode ser escrito em função de w(0), ou seja,

w(0) = −A−1Bw′(0). (5.45)

Utilizando (5.39), (5.41), (5.42) e (5.43) em (5.29), tem-se que

[C(h1(L)− h0(L)A−1B)
+D(

h′1(L)− h′0(L)A−1B)]
Φ̇(0) = 0. (5.46)
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Portanto, a equação caracteŕıstica é dada por

∆(L) = det(D) = 0, (5.47)

onde D é a matriz 2× 2 definida por

D =
[C(h1(L)− h0(L)A−1B)

+D(
h′1(L)− h′0(L)A−1B)]

. (5.48)

Por um racioćınio análogo, discute-se o caso em que a matriz B seja não-singular.

Neste caso, escreve-se

Φ̇(0) = −B−1AΦ(0). (5.49)

Uma fórmula fechada para a matriz h(x) tem sido estabelecida por Claeyssen et al.

em [10]. Para tanto, considere-se o polinômio caracteŕıstico

P (s) = det[s2M+ sC+K(λ)] =
4∑

k=0

bks
4−k,

onde

b0 = ab, b1 = 0, b2 = −(ae + cb)λ2, b3 = 0, b4 = (eλ2 + a)cλ2.

Aqui

a = κGA, b = EI, c = ρA, e = ρI.

Então, determina-se a solução h(x) do problema de valor inicial

4∑

k=0

bkh
(4−k)(x) = boh

(iv)(x) + b2h
′′(x) + b4h(x) = 0

h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, b0h
′′′(0) = 1,

(5.50)
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e calculam-se as matrizes hk a partir do problema de valor inicial matricial em

diferenças

Mhk+2 + Chk+1 +Khk = 0

h0 = 0, Mh1 = I.
(5.51)

A fórmula fechada é dada por

h(x) =
4∑

j=1

j−1∑
i=0

bih
(j−1−i)(x)h4−j (5.52)

Os cálculos seguem a seguir. Considere-se, em primeiro lugar, a equação diferencial

caracteŕıstica

abh(iv)(x)− (ae + cb)λ2h′′(x) + (eλ2 + a)cλ2h(x) = 0

h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, abh′′′(0) = 1.
(5.53)

O polinômio caracteŕıstico associado a esta equação diferencial é da forma

P(s) = ab(s4 + g2s2 − r4),

onde

g2(λ) = −(e/b + c/a))λ2, r4 = −cλ2(eλ2 + a)/ab.

As ráızes do polinômio caracteŕıstico P (s) são s = ε, −ε, iδ, −iδ, onde

ε = 1/2

√
−2g2 + 2

√
(g4 + 4r4), δ =

√
(g2 + ε2);

Assim

g2 = δ2 − ε2, r4 = δ2ε2. (5.54)

Utilizando a base de Euler ou a transformada de Laplace, segue que a solução do

problema de valor inicial (5.51) é dada por
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h(x) =
δ sinh(ε x)− ε sin(δ x)

a b (ε2 + δ2) ε δ
(5.55)

Por simples iteração, os seguintes valores matriciais de (5.51) são obtidos

h0 =


 0 0

0 0


 , h1 =




1

a
0

0
1

b


 ,

h2 =




0
1

b

−1

b
0


 , h3 =



−a2 − cλ2 b

a2 b
0

0
e λ2

b2


 .

Assim,

h(x) =




bh′′(x)− ( e λ2 + a)h(x) ah′(x)

−ah′(x) a h′′(x)− h(x) c λ2


 . (5.56)

5.4 Valor Cŕıtico da Freqüência

Para freqüências naturais λ = iω, a natureza das ráızes

λ1,2 = ±ε e λ3,4 = ±δi,

do polinômio

p(s) = ab(s4 + g2(λ)s2 − r4(λ)),
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depende do valor de ω. As ráızes λ1,2 podem ser reais ou imaginárias conforme

o valor de ε. Observe que ε é real se e somente se r4 ≥ 0, isto é, se e somente se

a−eω2 ≤ 0. Para r4 < 0 ou, equivalentemente, a−eω2 > 0 tem-se que ε é puramente

imaginário, isto é, ε = iε com ε real não-negativo. Em ambos os casos, a expressão

g4 + 4r4 resulta real não-negativa para qualquer ω real. Dáı que as ráızes λ3,4 são

sempre imaginárias puras para ω real. O caso ε real ou puramente imaginário pode

ser caracterizado com a introdução da freqüência cŕıtica

ωc =

√
a

e
=

√
κGA

ρI
. (5.57)

Tem-se que ε é real para ω ≤ ωc e puramente imaginário para ω > ωc.

Assim, a solução (5.55) reescrita abaixo

h(x) =
δ sinh(ε x)− ε sin(δ x)

a b (ε2 + δ2) ε δ

é real para ω < ωc, ou seja, ε real. Quando ω > ωc, que corresponde ao caso de

ε = iε ser puramente imaginário, das relações trigonométricas cosh(ix) = cos(x),

sinh(ix) = i sin(x), decorre que

h(x) =
ε sin(δx)− δ sin(εx)

ab
(
ε2 − δ2

)
εδ

. (5.58)

O caso ω = ωc ou ε = 0, pode ser tratado através de limite em (5.58). Neste caso,

decorre que

h(x) =
δx− sin(δx)

abδ3
. (5.59)

A figura abaixo apresenta o comportamento da função h(x) para valores da freqüência

ω abaixo, acima e igual à freqüência cŕıtica ωc. Para a simulação foi considerada

uma viga de Timoshenko livre-livre.
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Figura 5.1 Função h(x) para os casos de ω < ωc, ω = ωc e ω > ωc, respectivamente.

(a) ω =130 rad/s, (b) ω =170.5 rad/s, (c) ω =280 rad/s

5.5 Autovalores Duplos

Foi considerado na subseção 4.1.3.1 que se A é uma matriz não-singular,

então a equação caracteŕıstica é dada por (5.47), reescrita a seguir,

∆(L) = det(D) = 0,

onde D é a matriz 2× 2 definida por (5.48), ou seja,

D =
[C(h1(L)− h0(L)A−1B)

+D(
h′1(L)− h′0(L)A−1B)]

.

Para um autovalor, o espaço nulo da matriz D de ordem 2× 2 deverá ter dimensão

igual a 1 (um) ou, no máximo, igual a dois. Ou seja, podem existir um ou dois vetores

solução Φ̇(0) que são linearmente independentes. No segundo caso, a nulidade deve

ser igual a dois e, pelo teorema do posto, a matriz D deve anular-se. Diz-se que um

autovalor é duplo quando a nulidade da matriz D é igual a dois, isto é, o autovalor

corresponde a uma raiz dupla da equação caracteŕıstica (5.47).
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A seguir, o estudo de autovalores duplos será considerado para o caso

de uma viga de Timoshenko livre-livre. Foi também estudada a existência de au-

tovalores duplos para o caso de uma viga de Timoshenko fixa-fixa, porém este caso

será investigado mais profundamente em um trabalho futuro.

5.5.1 Viga Livre-Livre

A existência de autovalores duplos para uma viga livre-livre foi discutido

em [36] para o caso ω > ωc com uso da base espectral em cada uma das duas equações

que decorrem do desacoplamento do modelo de Timoshenko. Com a metodologia da

base fundamental, será mostrado que não existe necessidade de tal desacoplamento.

O sistema de autovalor resultante é 2× 2 ao invés de 4× 4. Além disso, a existência

de autovalores duplos está relacionada aos zeros da função escalar h(x).

Para uma viga com extremos livres, tem-se as condições de contorno

−κGA
(∂V

∂x
− ψ

)
= 0,

∂ψ

∂x
= 0 (5.60)

em x = 0 e x = L.

Matricialmente,

AΦ(0) + BΦ′(0) = 0

(5.61)

AΦ(L) + BΦ′(L) = 0,

onde A e B denotam as matrizes

A =


 0 −1

0 0


 e B =


 1 0

0 1


 .
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Para facilitar o estudo do modelo de Timoshenko não forçado, considere

a adimensionalização sugerida por Huang em [44],

ξ =
x

L
, b2 =

ρA

EI
L4w2,

s2 =
EI

κGAL2
, r2 =

I

AL2
,

(5.62)

onde b é um número proporcional às frequências de vibração, s2 é inversamente

proporcional à rigidez de cisalhamento, e r2 é proporcional à inércia rotacional.

Utilizando (5.62), a equação matricial na forma adimensional é dada

por

MΦ′′(ξ) + CΦ′(ξ) +KΦ(ξ) = 0, (5.63)

onde

M =


 1 0

0 Ls2


 , C =


 0 −L

1 0


 , K =


 b2s2 0

0 −L(1− b2r2s2)


 . (5.64)

Teorema 5.1. A solução do problema de valor inicial matricial

Mh′′(ξ) + Ch′(ξ) +K(b)h(ξ) = 0

h(0) = 0, Mh′(0) = I

onde M, C e K são conforme definidos em (5.64), é dada por

h(ξ) =




Ls2 h′′(ξ)− L(1− b2r2s2)h(ξ) Lh′(ξ)

−h′(ξ) h′′(ξ) + b2s2h(ξ)


 , (5.65)

onde h(ξ) é a solução do problema de valor inicial

Ls2hiv(ξ) + Lb2s2(r2 + s2)h′′(ξ)− Lb2s2(1− b2r2s2)h(ξ) = 0, (5.66)
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h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, Ls2h′′′(0) = 1.

Demonstração. Seguindo o processo da seção anterior, tem-se

P (s) = det
[
s2M+ sC +K]

= Ls2λ4 + Ls2b2
(
r2 + s2

)
λ2 − Ls2b2

(
1− b2r2s2

)
, (5.67)

h(ξ) é a solução do problema de valor inicial escalar constrúıdo a partir do polinômio

P (s), ou seja,

Ls2hiv(ξ) + Lb2s2(r2 + s2)h′′(ξ)− Lb2s2(1− b2r2s2)h(ξ) = 0,

h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, Ls2h′′′(0) = 1,

e a matriz hj = h(j)(0) satisfaz o problema de valor inicial discreto

Mhj+2 + Chj+1 +K(b)hj = 0, (5.68)

Mh1 = I, h0 = 0.

Por recursão de (5.69), tem-se h0 = 0, h1 = M−1, h2 = −M−1CM−1 e h3 =

M−1
[
(CM−1)2 − KM−1

]
. O resultado segue pela substituição destes últimos em

(5.65).

Corolário 5.1. Tem-se

h0(ξ) = h′(ξ)M+h(ξ)C =




Ls2(h′′′(ξ) + b2r2h′(ξ)) L2(1− b2 r2 s2) h(ξ)

b2 s2 h(ξ) Ls2 h′′′(ξ) + L(b2s4 + 1)h′(ξ)




(5.69)
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h′0(ξ) = h′′(ξ)M+ h′(ξ)C = −h(ξ)K (5.70)

h′1(ξ) = h′(ξ)M. (5.71)

e

h1(ξ) = h(ξ)M =




Ls2 h′′(ξ)− L(1− b2 r2 s2)h(ξ) L2s2h′(ξ)

−h′(ξ) Ls2 (h′′(ξ) + s2h(ξ))


 .

(5.72)

Demonstração. Segue por simples substituição. Para a segunda relação, usa-se o

fato que h(ξ) é solução à direita e à esquerda [23] de

Mh′′(ξ) + Ch′(ξ) +Kh(ξ) = h′′(ξ)M+ h′(ξ)C + h(ξ)K = 0.

Para uma viga com extremos livres, as autofunções são soluções não

triviais da equação diferencial matricial de segunda ordem completa (5.63), a qual

satisfaz as condições de contorno nos extremos ξ = 0 e ξ = 1

AΨ(0) + BΨ′(0) = 0 (5.73)

AΨ(1) + BΨ′(1) = 0. (5.74)

Aqui (’) denota diferenciação com respeito a ξ, Ψ(ξ) = Φ(Lξ) = Φ(x), e M, C e K
foram introduzidas em (5.64).
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Na forma adimensional, as condições de contorno (5.60) são reescritas

seguindo [13] como

A =


 0 −L

0 0


 e B =


 1 0

0 1


 . (5.75)

Assuma que as autofunções Ψ(ξ) são da forma

Φ(x) = h0(x)Φ(0) + h1(x)Φ̇(0).

Substituindo-se a expressão anterior em (5.73), segue que

Φ̇(0) = −AΦ(0). (5.76)

Assim, Φ(ξ) = (h0(ξ, b)) − h1(ξ, b)A)Φ(0), onde tem-se enfatizado a dependência

sobre o parâmetro associado com a freqüência natural. Como Φ(ξ) deve satisfazer a

outra condição de contorno (5.74), segue que deve-se encontrar um valor b tal que

Φ(0) seja um vetor solução não-nulo do sistema algébrico

D(b)Φ(0) = 0, (5.77)

onde

D(b) = Ah0(1)− Ah1(1)A + h′0(1)− h′1(1)A. (5.78)

Tem-se uma solução não-nula de (5.77) se e apenas se b é uma raiz da equação

caracteŕıstica

∆(b) = det(D(b)) = 0.
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Substituindo-se valores em D(b) e utilizando (5.66), obtém-se que

D(b) =



−Lb2s4(h′′(1) + b2r2h(1)) −L2b2s4h′(1)

b2s2h′(1) Lb2s2((1− b2r2s2)h(1)− r2h′′(1))


 .(5.79)

Segue que

∆(b) = −L2r2b6s6(1− b2s2r2)h(1)2 − L2b4s6(1− b2s2r2 − b2r4)h′′(1)h(1)

+ b4s6L2r2h′′(1)2 + b4s6L2h′(1)2. (5.80)

Tem-se que λ = iω, onde

ω2 = (EIL4/ρA)b2,

é um autovalor de (5.20) se e apenas se b é uma raiz de (5.80). Equivalentemente,

tem-se que b corresponde a um autovalor se e somente se Posto(D(b)) < 2. É claro

que λ será um autovalor simples quando Posto(D(b)) = 1. Para isto, é necessário

que h′(1) 6= 0. Um autovalor duplo existe apenas quando Posto(D(b)) = 0. Este

último permite requerer que a derivada de (5.80) anule-se em b. Ao invés de se

estudar a equação caracteŕıstica altamente não linear ∆(b) = 0, tem-se uma carac-

terização de autovalores duplos em termos de funções escalares h(ξ, b).

Teorema 5.2. Seja h(ξ, b) uma solução do problema de valor inicial

h(iv)(ξ) + g2h′′(ξ)−R4h(ξ) = 0 (5.81)

h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, Ls2h′′′(0) = 1 (5.82)

onde

g2 = b2(r2 + s2), (5.83)

R4 = b2(1− b2r2s2). (5.84)
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e b, r e s como em (5.62). Então uma viga uniforme do tipo Timoshenko com

extremos livres terá um autovalor duplo se e somente se b é tal que h(ξ, b) = 0 tem

uma raiz de ao menos terceira ordem em ξ = 1 a menos que b satisfaça 1−b2s2r2 +

b2r4 = 0.

Demonstração. Um autovalor duplo ocorre se e somente se todas as componentes

da matriz D(b) são simultaneamente nulas. Se b é tal que h(1) = 0, h′(0) = 0,

h′′(1) = 0, então Posto(D) = 0 e existirá um autovalor duplo. É evidente que b = 0

sempre corresponderá a um autovalor duplo. Portanto, assuma-se que b é diferente

de zero e que corresponde a um autovalor duplo. Isto significa que deve-se ter

h′(1) = 0, h′′(1) = −r2h(1) e r2h′′(1) = (1−b2r2s2)h(1). Das duas últimas equações,

obtém-se que h(1) = 0, h′′(1) = 0 a menos que b satisfaça 1−b2r2s2 +b2r4 = 0.

Corolário 5.2. [36] Um autovalor λ = iω de (5.20) com ω > ωc será duplo se e

apenas se existirem inteiros k1 e k2 tais que δ = k1π, ε = 2k2π + δ. Neste caso, as

freqüências naturais serão dadas por ω2 = EIb2/ρAL4, onde

b2 = π4
[
χ
(
(k1 + k2)

2 + k2
2

)2 − (
(k1 + k2)

2 − k2
2

)2
]
. (5.85)

Aqui µ = E
κG

= s2

r2 e χ = 4µ
(1+µ)2

. Equivalentemente,

r2 =

2
(1+µ)π2

(
(k1 + k2)2 + k2

2

)
(

χ−
(
(k1+k2)2−k2

2

)2

(
(k1+k2)2+k2

2

)2

) ; (5.86)

Demonstração. A primeira parte segue do Teorema 5.1 sendo que para ω > ωc, a

solução h(ξ) é dada por

h(ξ) =
ε sinh(δξ)− δ sinh(εξ)

Ls2
(
ε2 + δ2

)
εδ

=
ε sin(δξ)− δ sin(εξ)

Ls2
(
ε2 − δ2

)
εδ

. (5.87)
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Aqui

ε =
1

2

√
−2g2 + 2

√
g4 + 4R4, δ =

√
g2 + ε2 (5.88)

são as ráızes do polinômio caracteŕıstico P (z) = Ls2 (z4 + g2z2 −R4) de (5.66) [19]

e, para o caso considerado, ε = iε com ε real. O valor de b2 segue de

ε2 + δ2 = b2
(
r2 + s2

)
, ε2δ2 = b2 (b2r2s2 − 1) (5.89)

b2 = µ
(δ2 + ε2)

2

(1 + µ)2 − ε2δ2, r2 = δ2+ε2

(1+µ)2b2 . (5.90)

5.6 A Resposta Forçada pelo Método Espectral:

sistema acoplado de Timoshenko

Considere-se o modelo de Timoshenko

Mv̈ + Kv = F,

e suponha-se que

v(t, x) =
∞∑

n=1

vn(t)wn(x), F(t, x) =
∞∑

n=1

Fn(t)Mwn(x), (5.91)

onde

vn(t) =

∫ L

0

wT
n (ξ)v(t, ξ)dξ, (5.92)

Fn(t) =

∫ 1

0

wT
n (ξ)F(t, ξ)dξ. (5.93)



Decomposição de Respostas Forçadas 115

No que segue, será assumido que é válida a propriedade dos modos normais,

〈wn,Mwn〉 = δnm (5.94)

〈wn,Kwn〉 = δnmω2
n (5.95)

onde (−ω2
nM + K)wn = 0.

Substituindo em Mv′′ + Kv = F e aplicando a propriedade acima, decorre

∞∑
n=1

[
v̈n(t) + ω2

nvn(t)
]
wn(x) =

∞∑
n=1

Fn(t)wn(x). (5.96)

Assim, para cada n deve-se ter

v̈n(t) + ω2
nvn(t) = Fn(t). (5.97)

Tem-se que

vn(t) = ḣn(t)vn(0) + hn(t)v̇n(0) (5.98)

onde

hn(t) =
sen(ωnt)

ωn

. (5.99)

Assim,

v(t, x) =
∞∑

m=1

(
vn(0)cos(ωnt) + v̇n(0)

sen(ωnt)

ωn

)
wn(x) (5.100)

Por outro lado, supondo v(0, x) = 0, tem-se a resposta forçada

v(t, x) =

∫ L

0

h(t, x, ξ)Mv̇0(ξ)dξ =
∞∑

m=1

sen(ωnt)

ωn

v̇n(0)wn(x) (5.101)
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sendo

v̇n(0) =

∫ 1

0

wT
nMv̇(0, ξ)dξ (5.102)

e

Fm(t) =

∫ 1

0

wT
mF (t, x)dx. (5.103)

Decorre que

h(t, x, ξ) =
∞∑

n=1

sen(ωnt)

ωn

wn(x)wT
n (x). (5.104)

Como a função de transferência vem a ser a transformada de Laplace de h(t, x, ξ),

tem-se que

H(s, x, ξ) =
∞∑

n=1

1

s2 + ω2
n

wn(x)wT
n (ξ). (5.105)

5.7 A Resposta Forçada na equação de

Timoshenko

A equação de Timoshenko (2.45), reescrita a seguir

ρ2

EκG

∂4u

∂t4
+

[ρA

EI
−

( ρ

κG
+

ρ

EI

) ∂2

∂x2

]∂2u

∂t2
+

∂4u

∂x4
= f,

pode ser escrita de maneira compacta

4∑
j=0

Aj
∂4−ju

∂t4−j
(t, x) = f(t, x), (5.106)
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onde

A0 = α2ζ2, A1 = 0, A2 = β2 − (
α2 + τ 2

) ∂2

∂x2
, A3 = 0, A4 =

∂4

∂x4
,

com

α2 =
ρ

κG
, ζ2 =

ρ

E
, β2 =

ρA

EI
.

Para as condições iniciais nulas

u(0, x) =
∂u

∂t
(0, x) =

∂2u

∂t2
(0, x) =

∂3u

∂t3
(0, x) = 0, (5.107)

tem-se a resposta forçada

u(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξ dτ , (5.108)

onde h(t, x, ξ) é a função de Green de valor inicial associada à equação de Timo-

shenko.

De forma compacta,

u(t) =

∫ t

0

h(t− τ)f(τ)dτ , (5.109)

onde

h(t)Φ(x) =

∫ L

0

h(t, x, ξ)Φ(ξ) dξ, (5.110)

e f(t) = f(t, x), uma função em x para cada tempo arbitrário porém fixo.

Suponha-se que {h(t), h
′
(t), h

′′
(t), h

′′′
(t)}, onde

h(j)(t)φ(x) =

∫ L

0

∂jh

∂tj
(t, x, ξ)φ(ξ)dξ, j = 1 : 3, (5.111)
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forma uma base de soluções da equação homogênea. Pelo prinćıpio da superposição

linear, a solução pode ser também escrita como u = uh + up onde uh é uma solução

homogênea e up é uma solução particular ou permanente. Assim,

∫ t

0

h(t− τ)f(τ)dτ =
3∑

j=0

h(j)(t)aj + up(t), (5.112)

sendo aj funções de variável espacial a serem determinadas a partir das condições

iniciais nulas de u(t) em t = 0. Tem-se, então, o sistema





0 =
3∑

j=0

h(j)(0)aj + up(0)

0 =
3∑

j=0

h(j+1)(0)aj + u
′
p(0)

0 =
3∑

j=0

h(j+2)(0)aj + u
′′
p(0)

0 =
3∑

j=0

h(j+3)(0)aj + u
′′′
p (0).

(5.113)

Decorre,





a3 = −A4up(0)

a2 = −A3up(0)− A4u
′
p(0)

a1 = −A2up(0)− A3u
′
p(0)− A4u

′′
p(0)

a0 = −A1up(0)− A2u
′
p(0)− A3u

′′
p(0)− A4u

′′′
p (0)

(5.114)

ou de maneira compacta

aj = −
4−j∑

k=1

Ak+ju
(k−1)
p (0, x), para j = 0 : 3. (5.115)
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A solução homogênea é dada, então, na forma evolutiva

uh(t) = −
3∑

j=0

h(j)(t)

4−j∑

k=1

Ak+ju
(k−1)
p (0) = −

3∑
j=0

4−j∑

k=1

h(k−1)(t)Ak+ju
(j)
p (0). (5.116)

Tem-se, portanto,

uh(t) = − h(t)[A2u
′
p(0, x) + A4u

′′′
p (0, x)] +

− h(t)
′
[A2up(0, x) + A4u

′′
p(0, x)] +

− h
′′
(t)A4u

′
p(0, x) +

− h
′′′
(t)A4up(0, x) (5.117)

ou

uh(t) = − h(t)

[(
β2 − (

α2 + ζ2
) ∂2

∂x2

)
u
′
p(0, x) +

∂4

∂x4
u
′′′
p (0, x)

]
+

− h(t)
′
[(

β2 − (
α2 + ζ2

) ∂2

∂x2

)
up(0, x) +

∂4

∂x4
u
′′
p(0, x)

]
+

− h
′′
(t)

∂4

∂x4
u
′
p(0, x) +

− h
′′′
(t)

∂4

∂x4
up(0, x). (5.118)
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5.7.1 Respostas Permanentes e Função de Transferência

Para termos não homogêneos do tipo

f(t, x) = eλtq(x), (5.119)

que podem ser ampliados para incluir, através da propriedade de superposição linear,

termos da forma

1. f(t, x) =
m∑

j=1

Aje
λjtδ(x − aj) correspondendo a entradas com dinâmica

geral, e

2. f(t, x) =
n∑

j=1

(Ajcos(ωjt) + Bjsen(ωjt)) fj(x),

podem ser procuradas soluções particulares não homogêneas do mesmo tipo. Subs-

tituindo

u = eλtX(x)

na equação de Timoshenko abaixo

α2ζ2∂4u

∂t4
+

(
β2 − (

α2 + τ 2
) ∂2

∂x2

)
∂2u

∂t2
+

∂4u

∂x4
= eλtq(x), (5.120)

decorre a equação

d4X(x)

dx4
+ g(λ)2d2X(x)

dx2
− r(λ)4X(x) = q(x) (5.121)

onde

g(λ)2 = −(α2 + τ 2)λ2, (5.122)

r(λ)4 = −α2τ 2λ4 − β2λ2. (5.123)
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Supondo condições de contorno, escritas de maneira genérica, como combinações

lineares de valores de X e suas derivadas nos pontos extremos do intervalo Ω = [0, L],

isto é,

BkX(x) = α0kX(0) + α1kX
′(0) + α2kX

′′(0) + α3kX
′′′(0)+

+β0kX(L) + β1kX
′(L) + β2kX

′′(L) + β3kX
′′′(L), k = 1 : 4

(5.124)

a solução é dada por

X(x) =

∫

Ω

H(λ, x, ξ)v(ξ)dξ, (5.125)

onde Ω = [0, L] e H(λ, x, ξ) denota a função de Green espacial ou função de trans-

ferência associada ao problema de contorno acima.

Tem-se que

H(λ)v(x) =

∫

Ω

H(λ, x, ξ)v(ξ)dξ,

define o chamado operador de transferência.

Uma discussão sobre a existência e cálculo da função de Green espacial

pode ser encontrada em [62], [66] e, sob o enfoque da base dinâmica, em [27]. A

função de Green espacial existirá sempre que λ não for um autovalor do sistema,

isto é, a única solução do problema homogêneo com q(x) = 0 em (5.121) e (5.124)

que satisfaz as condições de contorno é a solução identicamente nula. Além disso

pode ser dada de maneira expĺıcita em termos da solução fundamental associada a

(5.121), ou seja, h = h(x, λ) tal que

h(iv) + g(λ)2h′′ − r(λ)4h = 0 (5.126)

h(0) = 0, h′(0) = 0, h′′(0) = 0, h′′′(0) = 1. (5.127)
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Seja

φ0(x) = φ0(x, λ), φ1(x) = φ1(x, λ), φ2(x) = φ2(x, λ), φ3(x) = φ3(x, λ) (5.128)

uma base de soluções da equação homogênea

d4X(x)

dx4
+ g(λ)2d2X(x)

dx2
− r(λ)4X(x) = 0. (5.129)

Então, a função de transferência H(λ, x, ξ) é calculada através da expressão (pág.91

em [62])

H(x, ξ, λ) =
H(x, ξ, λ)

D(x, ξ, λ)
, (5.130)

onde

H(x, ξ, λ) = det




g(x, ξ) φ0(x) φ1(x) φ2(x) φ3(x)

B1(g) B1(φ0) B1(φ1) B1(φ2) B1(φ3)

B2(g) B2(φ0) B2(φ1) B2(φ2) B2(φ3)

B3(g) B3(φ0) B3(φ1) B3(φ2) B3(φ3)

B4(g) B4(φ0) B4(φ1) B4(φ2) B4(φ3)




, (5.131)

e

D(x, ξ) = det




B1(φ0) B1(φ1) B1(φ2) B1(φ3)

B2(φ0) B2(φ1) B2(φ2) B2(φ3)

B3(φ0) B3(φ1) B3(φ2) B3(φ3)

B4(φ0) B4(φ1) B4(φ2) B4(φ3)




. (5.132)

Aqui

g(x, ξ) = g(x, ξ, λ) =





1
2
h(x− ξ, λ), ξ < x

−1
2
h(x− ξ, λ), x < ξ

(5.133)
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Quando escolhem-se como base as funções

ho(x) = g2h′(x)− r4h′′′(x)

h1(x) = g2h(x)− r4h′′(x)

h2(x) = −r4h′(x)

h3(x) = −r4h(x),

(5.134)

mostra-se em [66] que

g(x, ξ) =
−Q(x, ξ)

2W (s, ξ)
, (5.135)

onde

Q(x, ξ) = det




h0(x) h1(x) h2(x) h3(x)

ḧ0(ξ) ḧ1(ξ) ḧ2(ξ) ḧ3(ξ)

ḣ0(ξ) ḣ1(ξ) ḣ2(ξ) ḣ3(ξ)

h0(ξ) h1(ξ) h2(ξ) h3(ξ)




, (5.136)

e

W (s, ξ) = det




h
(3)
0 (ξ) h

(3)
1 (ξ) h

(3)
2 (ξ) h

(3)
3 (ξ)

ḧ0(ξ) ḧ1(ξ) ḧ2(ξ) ḧ3(ξ)

ḣ0(ξ) ḣ1(ξ) ḣ2(ξ) ḣ3(ξ)

h0(ξ) h1(ξ) h2(ξ) h3(ξ)




. (5.137)

Uma expressão para g(x, ξ) pode ser obtida quando a base dinâmica é

escrita em termos da base espectral. Suponha-se que

h(x) =
δsenh(εx)− εsen(δx)

εδ (ε2 + δ2)
, (5.138)

onde

ε2 = ε2(λ) =

√
r4 +

g4

4
− g2

2
(5.139)

δ2 = δ2(λ) =

√
r4 +

g4

4
+

g2

2
= g2 + ε2. (5.140)
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Aqui esses valores são tais que

s1 = ε, s2 = −ε, s3 = iδ, s4 = −iδ (5.141)

vem a ser as ráızes da equação caracteŕıstica de (5.129)

s4 + g(λ)2s2 − r(λ)4 = 0. (5.142)

Decorre que

g(x, ξ) =





1

2

δ senh(ε(ξ − x))− ε sen(δ(ξ − x))

δ ε (δ2 + ε2)
, ξ < x

−1

2

δ senh(ε(x− ξ)− ε sen(δ(x− ξ))

δ ε (δ2 + ε2)
, x < ξ.

(5.143)

5.7.2 Função de Green espacial

Neste caso tem-se as seguintes condições de contorno

X(0) = 0, X ′′(0) = 0; X ′(L) = 0, X ′′′(L) = 0.

Utilizando a base normalizada (5.134), obtém-se que

H(x, ξ, λ) = det




1
2
h(−ξ) g2h′(x) + h′′′(x) g2h(x) + h′′(x) h′(x) h(x)

1
2
h(−ξ) 1 0 0 0

1
2
h′′(−ξ) 0 1 0 0

1
2
h′(L− ξ) r4h(L) g2h′(L) + h′′′(L) h′′(L) h′(L)

1
2
h′′′(L− ξ) r4h′′(L) r4h′(L) −g2h′′(L) + r4h(L) h′′′(L)




(5.144)
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= h(ξ) [χ0h(x) + χ1h
′(x) + χ2h

′′(x) + χ3h
′′′(x)] +

+h′′(ξ) [χ2h(x) + χ3h
′(x) + χ4h

′′(x)] +

+h(x)χ5 + h′′(x)χ6 + h(ξ − x)χ7.

(5.145)

Aqui,

χ0 =
1

2
r4

[
h(L)h′′′(L)g2 + h′′(L)h′′′(L)− r2h(L)h′(L)

]

χ1 = −1

2
g2

[
g2h′′′(L)h′(L)− (h′′′(L))2 + r4(h′(L))2

]

χ2 =
1

2
r4 [h(L)h′′′(L)− h′′(L)h′(L)]

χ3 = −1

2

[
h′′′(L)g2h′(L)− (h′′′(L))2 + r4(h′(L))2

]

χ4 =
1

2

[
h′′(L)h′′′(L) + h′(L)g2h′′(L)− h′(L)r4h(L)

]

χ5 =
1

2

[
h′′′(L)h′′′(ξ − L)− r4h′(L)h′(ξ − L) + g2h′(ξ − L)h′′′(L)

]

χ6 = −1

2
[h′(L)h′′′(ξ − L) + h′(ξ − L)h′′′(L)]

χ7 = −1

2

[
h′′′(L)g2h′(L)− (h′′′(L))2 + r4(h′(L))2

]
.

(5.146)

Entretanto, para calcular o determinante D(x, ξ, λ) observa-se que este corresponde

ao bloco formado pela segunda à quinta linhas e colunas da matriz H(x, ξ, λ).

Decorre

D = −g2h′(L)h′′′(L)− (h′′′(L))
2
+ r4 (h′(L))

2
. (5.147)
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Assim, calculando-se a função de transferência a partir da expressão

(5.130), e substituindo os valores de h(·) e suas derivadas segundo (5.138), obtém-se

H(x, ξ, λ) =





−1

2

−senh(ε(ξ − L− x)) + senh(ε(ξ − L + x))

ε (δ2 + ε2) cosh(ε)
+

+
1

2

sen(δ(ξ − L− x))− sen(δ(ξ − L + x))

δ (δ2 + ε2) cos(δ)
, x < ξ

1

2

−senh(ε(ξ + L− x))− senh(ε(ξ − L + x))

ε (δ2 + ε2) cosh(ε)

+
1

2

sen(δ(ξ + L− x)) + sen(δ(ξ − L + x))

δ (δ2 + ε2) cos(δ)
, ξ < x

(5.148)

Utilizando a relação trigonométrica

senh(A + B)− senh(A−B) = 2senh(B)cosh(A),

com A = εξ e B = ε(L− ξ), resulta

H(x, ξ, λ) =





−cosh(ε (ξ − L)) senh(ε x)

ε (δ2 + ε2) cosh(ε L)
+

cos(δ (L− ξ))sen(δ x)

δ (δ2 + ε2) cos(δ L)
x < ξ

−senh(εξ)cosh(ε(L− x))

ε (δ2 + ε2) cosh(εL)
+

sen(δξ)cos(δ(L− x))

δ (δ2 + ε2) cos(δ L)
ξ < x.

(5.149)

5.7.3 Autovalores e Autofunções

A procura de soluções exponenciais

u(t, x) = eλtX(x), (5.150)
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da equação de Timoshenko

ρ2

EκG

∂4u

∂t4
+

[ρA

EI
−

( ρ

κG
+

ρ

EI

) ∂2

∂x2

]∂2u

∂t2
+

∂4ψ

∂x4
u = 0,

ou,

α2ζ2∂4u

∂t4
+

(
β2 − (

α2 + τ 2
) ∂2

∂x2

)
∂2u

∂t2
+

∂4u

∂x4
= 0, (5.151)

equivale a resolver o problema de contorno

d4X(x)

dx4
+ g(λ)2d2X(x)

dx2
− r(λ)4X(x) = 0 (5.152)

BkX(x) = α0kX(0) + α1kX
′(0) + α2kX

′′(0) + α3kX
′′′(0)+

+β0kX(L) + β1kX
′(L) + β2kX

′′(L) + β3kX
′′′(L), k = 1 : 4

(5.153)

onde

g(λ)2 = −(α2 + τ 2)λ2,

r(λ)4 = −α2τ 2λ4 − β2λ2.

Os autovalores λ e autofunções X(x) podem ser determinados com respeito a uma

base qualquer de soluções de {φ1, φ2, φ3, φ4} da equação (5.152). Introduzindo a

matriz com valores da base de soluções

Φ =




φ1(0) φ2(0) φ3(0) φ4(0)

d
dx

φ1(0) d
dx

φ2(0) d
dx

φ3(0) d
dx

φ4(0)

d2

dx2 φ1(0) d2

dx2 φ2(0) d2

dx2 φ3(0) d2

dx2 φ4(0)

d3

dx3 φ1(0) d3

dx3 φ2(0) d3

dx3 φ3(0) d3

dx3 φ4(0)

φ1(L) φ2(L) φ3(L) φ4(L)

∂
∂x

φ1(L) ∂
∂x

φ2(L) ∂
∂x

φ3(L) ∂
∂x

φ4(L)

∂2

∂x2 φ1(L) ∂2

∂x2 φ2(L) ∂2

∂x2 φ3(L) ∂2

∂x2 φ4(L)

∂3

∂x3 φ1(L) ∂3

∂x3 φ2(L) ∂3

∂x3 φ3(L) ∂3

∂x3 φ4(L)



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e a matriz com os coeficientes das condições de contorno tem-se que as condições de

contorno podem ser representadas matricialmente na forma

B =




α01 α11 α21 α31 β01 β11 β21 β31

α02 α12 α22 α32 β01 β11 β21 β31

α03 α13 α23 α33 β01 β11 β21 β31

α04 α14 α24 α34 β01 β11 β21 β31




. (5.154)

Deve-se determinar soluções c de ordem 8× 1 não-nulas da equação

U(λ)c = 0, U = BΦ, (5.155)

isto é, para cada λ que é ráız da equação caracteŕıstica

∆(λ) = det(U(λ)) = 0. (5.156)

A dependência da matriz U sobre o parâmetro λ é sempre através da

matriz Φ e/ou condições de contorno não-clássicas.

5.7.4 Base Dinâmica

A determinação de autovalores e das autofunções pode ser feita com o

uso da base dinâmica

φ1(x) = h(x), φ2(x) = h′(x), φ3(x) = h′′(x), φ4(x) = h′′′(x) (5.157)

ou da base dinâmica normalizada

φ1(x) = ho(x), φ2(x) = h1(x), φ3(x) = h2(x), φ3(x) = h3(x) (5.158)
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onde h(x) é solução do problema de valor inicial

h(iv)(x) + g(λ)2h′′(x)− r(λ)4h(x) = 0 (5.159)

h(0) = 0, h′(0) = 0, h′′(0) = 0, h′′′(0) = 1. (5.160)

Da seção anterior, tem-se

h(x) =
δsenh(εx)− εsen(δx)

εδ (ε2 + δ2)
, (5.161)

onde

ε2 = ε2(λ) =

√
r4 +

g4

4
− g2

2
(5.162)

δ2 = δ2(λ) =

√
r4 +

g4

4
+

g2

2
= g2 + ε2. (5.163)

Aqui esses valores são tais que

s1 = ε, s2 = −ε, s3 = iδ, s4 = −iδ (5.164)

vêm a ser as ráızes da equação caracteŕıstica de (5.152)

s4 + g(λ)2s2 − r(λ)4 = 0. (5.165)

Substituindo a forma espectral de Euler para h(x) na equação carac-

teŕıstica (5.156) e levando em conta (5.162), resulta uma equação caracteŕıstica que

depende de δ ou ε. Quando as ráızes desta nova equação são determinadas em ter-

mos desses parâmetros, os autovalores λ podem ser obtidos ao substitúı-los numa

das relações em (5.162). Em particular, segue que

α2 τ 2 λ4 + (δ2 α2 + δ2 τ 2 + β2) λ2 + δ4 = 0. (5.166)
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Assim, para cada valor de δ, tem-se quatro autovalores associados. Eles podem ser

todos reais, dois pares de complexos conjugados ou, dois reais e um par de complexos

conjugados. Ainda pode-se ter autovalores que são reais ou complexos repetidos.

O espectro duplo mencionado em Collar-Nash-Trail [?], acontece quando

existem dois pares de autovalores puramente imaginários que possuem a mesma

forma de autofunção. Já autovalor duplo conforme estudado por MacLaughlin [36],

refere-se a um autovalor repetido, podendo ou não existir duas autofunções associ-

adas com o autovalor que sejam linearmente independentes.

5.7.5 A Resposta Forçada pelo Método Espectral

Obtém-se aqui uma expressão para a resposta impulso com o uso do

método espectral, conforme [82]. A seguir, suponha-se que os autovalores são

freqüências naturais (λ = iω) e que as autofunções correspondentes a freqüências

diferentes são ortogonais.

Considere-se a equação de Timoshenko dada em (5.151), ou seja,

α2τ 2∂4u(t, x)

∂t4
+ β2∂2u(t, x)

∂t2
− (α2 + τ 2)

∂4u(t, x)

∂x2∂t2
+

∂4u(t, x)

∂x4
= f(t, x),

sujeita às condições iniciais

u(0, x) = v0(x), ut(0, x) = v1(x), (5.167)

utt(0, x) = v2(x) e uttt(0, x) = v3(x) (5.168)

e condições de contorno clássicas.

Para a carga f(t, x) expandida espectralmente, tem-se

f(t, x) =
∞∑

n=1

fn(t)Xn(x) (5.169)
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com

fn(t) =

∫ L

0
f(t, x)Xndx∫ L

0
X2

ndx
, n = 1, 2, 3, ..., (5.170)

onde Xn(x) denota o n-ésimo modo relativo às condições de contorno dadas e fixas

do problema. Escreve-se a solução da equação (5.151) da mesma forma, isto é,

u(t, x) =
∞∑

n=1

un(t)Xn(x) (5.171)

que não é outra coisa senão uma forma de variação de parâmetros.

Substituindo (5.171) e (5.169) em (5.151) obtém-se

∞∑
n=1

[
α2τ2u(iv)

n (t)Xn(x) +
(
β2Xn(x)− (α2 + τ2)X

′′
n (x)

)
u
′′
n(t) + un(t)X(iv)

n (x)
]

=
∞∑

n=1

fn(x)Xn(x).

(5.172)

Utilizando-se Xn(x) como base de autofunções, considera-se para X
′′
n(x)

a seguinte expansão

X
′′
n(x) =

∞∑
r=1

arnXr(x),

com

arn =

∫ L

0
X

′′
nXrdx∫ L

0
X2

r dx
, n = 1, 2, 3, ... (5.173)

Da equação modal (5.152) tem-se

X(iv)
n (x) = −g2

nX
′′
n(x) + K4

nXn(x), (5.174)

onde

g2
n = (α2 + τ 2)ω2

n,

r4
n = (β2ω2

n − α2τ 2ω4
n)

para cada freqüência ωn da equação caracteŕıstica (5.156).
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Aplicando a ortogonalidade dos modos, conforme [68], e substituindo

(5.173) e (5.174) em (5.172) resulta

α2τ2u(iv)
n (t) +

[
β2 − (α2 + τ2)ann

]
u
′′
n(t) +

[−g2
nann + K4

n

]
un(t) = fn(t), (5.175)

cuja solução é, por [16], equivalente a

un(t) = hn,0(t)un(0) + hn,1(t)u
′
n(0) + hn,2(t)u

′′
n(0) + hn,3(t)u

′′′
n (0)+

+

∫ t

0

hn,3(t− s)fn(s)ds,
(5.176)

onde

[hn,0(t) hn,1(t) hn,2(t) hn,3(t)] = [hn(t) ḣn(t) ḧn(t) h
′′′
n (t)]




0 γ2
n 0 1

γ2
n 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0




. (5.177)

Com hn(t) = hn,3(t), a resposta impulso da equação (5.174) é dada por

hn(t) =
snsenh(qnt)− qnsen(snt)

snqn(s2
n + q2

n)
, (5.178)

sendo

sn =
√

γ2
n + q2

n, (5.179)

qn =




(
g2

n

∞∑
r=1

arn − r4
n +

γ4
n

4

) 1
2

− γ2
n

2




1
2

, (5.180)

γ2
n =

β2 − (α2 + τ 2)arn

α2τ 2
. (5.181)

Com as condições iniciais do problema dadas por (5.167) e (5.168), tem-se

∂ju(x, 0)

∂tj
vj(x) =

∞∑
n=1

u(j)
n (0)Xn(x), j = 0, ..., 3 (5.182)
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e, pela ortogonalidade dos modos,

u(j)
n (0) =

∫ L

0
vj(ξ)Xn(ξ)dξ

‖Xn‖2
. (5.183)

Substituindo (5.176) na expressão (5.171) e trocando-se a ordem dos

somatórios resulta

u(t, x) =
3∑

j=0

∫ L

0

hj(t, x, ξ)vj(ξ)dξ +

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ , (5.184)

onde

hj(t, x, ξ) =
∞∑

n=1

Xn(x)Xn(ξ)

‖Xn‖2
hnj(t) (5.185)

com

hn3(t) = hn(t), (5.186)

hn2(t) = h
′
n(t), (5.187)

hn1(t) = γ2
nhn(t) + h

′′
n(t), (5.188)

hn0(t) = γ2
nh

′
n(t) + h

′′′
n (t). (5.189)

Assim, na forma evolutiva

u(t)(x) = h0(t)v0(x) + h1(t)v1(x) + h2(t)v2(x) + h3(t)v3(x) +
∫ t

0
h3(t− τ)f(τ)dτ (5.190)

com

hj(t)φ(x) =

∫ L

0

hj(t, x, ξ)φ(ξ)dξ j = 0, 1, 2, 3 (5.191)

sendo que hj(t, x, ξ) é dado por (5.185).

A resposta forçada, que corresponde a condições iniciais nulas, vem a

ser dada por

u(t, x) =

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ (5.192)
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onde

h(t, x, ξ) = h3(t, x, ξ) =
∞∑

n=1

Xn(x)Xn(ξ)

‖Xn‖2
hn(t). (5.193)

No domı́nio freqüência, tem-se

U(s, x) = L[(t, x)] =

∫ L

0

H(s, x, ξ)F (s, ξ)dξ (5.194)

com

H(s, x, ξ) = L[h(t, x, ξ)] =
∞∑

n=1

Xn(x)Xn(ξ)

‖Xn‖2
L(hn(t)). (5.195)

Decorre que

H(s, x, ξ) =
∞∑

n=1

Xn(x)Xn(ξ)

‖Xn‖2
σn(s) (5.196)

sendo

σn(s) =
1

(s2 − q2
n)(s2 + s2

n)
(5.197)

com sn e qn dados por (5.179) e (5.180), respectivamente.

5.8 Viga Apoiada-Deslizante

Considere-se o movimento de uma viga apoiada-deslizante de compri-

mento L descrita pelo modelo de Timoshenko acoplado

ρA
∂2u(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
κGA

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)]
= f(t, x)

ρI
∂2ψ(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
EI

∂ψ(t, x)

∂x

]
− κGA

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= g(t, x)
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e sujeito as condições de contorno

u(t, 0) = 0, ψx(t, 0) = 0 (5.198)

ψ(t, L) = 0, ux(t, L)− ψ(t, L) = 0 (5.199)

Matricialmente, tem-se a matriz formada pelos coeficientes das condições

de contorno

B =


 A B 0 0

0 0 C B


 (5.200)

onde

A =


 1 0

0 0


 , B =


 0 0

0 1


 (5.201)

C =


 0 1

0 −1


 , D =


 0 0

1 0


 . (5.202)

5.8.1 A resposta fundamental na caracterização de
autovalores e autofunções

Devido ao tipo de condições de contorno, os autovalores são puramente

imaginários e as autofunções correspondentes são funções reais. Assim, os modos de

vibração são da forma

v(t, x) = eiωtw(x), w(x) =


 v(x)

φ(x)


 ,

com w = w. Para obter as freqüências naturais ω, utiliza-se a base dinâmica

normalizada, de modo que
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w(x) = ho(x)c1 + h1(x)c2,

onde os vetores 2× 1

c1 =


 c11

c12


 , c2 =


 c21

c22


 (5.203)

não ambos identicamente nulos, devem ser determinados a partir das condições de

contorno. Formula-se, então, a equação modal Uc = 0 onde U = BΦ com B sendo a

matriz formada pelos coeficientes das condições de contorno, e Φ a matriz formada

pelos valores da base dinâmica normalizada em x = 0 e x = L. Tem-se

B =


 A B 0 0

0 0 C D


 =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 −1 1 0




(5.204)

Φ =




I 0

0 I

ho(L) h1(L)

ho(L) h1(L)




=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

ho,11(L) ho,12(L) h1,11(L) h1,12(L)

ho,21(L) ho,22(L) h1,21(L) h1,22(L)

h′o,11(L) h′o,12(L) h′1,11(L) h′1,12(L)

h′o,21(L) h′o,22(L) h′1,21(L) h′1,22(L)




.

Assim,
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U =




1 0 0 0

0 0 0 1

−ho,21 ho,22 h1,21 h1,22

h′o,11 − ho,21 h′o,12 − ho,22 h′1,11 − h1,21 h′1,12 − h1,22




, (5.205)

onde as componentes de U são calculadas em x = L. Da equação modal Uc = 0,

conclui-se que as componentes c11 e c22 são nulas. Portanto,

c1 =


 0

c12


 , c2 =


 c21

0


 . (5.206)

Utilizando a base de Euler para h(x), isto é

h(x) =
δ sinh(ε x)− ε sin(δ x)

a b (ε2 + δ2) ε δ
(5.207)

e substituindo valores na equação caracteŕıstica det(U) = 0, obtém-se

∆ = det(U) = 0 = (δ2 + ε2)cos(δL)cosh(εL) = 0. (5.208)

Aqui

δ =

√
g2

2
+

√
r4 +

g4

4
, ε =

√
−g2

2
+

√
r4 +

g4

4

onde, para λ = iω, tem-se

g2 = (e/b + c/a)ω2, r4 = cω2(−eω2 + a)/ab. (5.209)

Decorre que

δ =
(2n− 1)π

2L
, n ∈ Z. (5.210)
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Da definição de δ, segue

δ4 − δ2g2 − r4 = 0. (5.211)

Substituindo os valores g2 e r4 em termos de ω, as freqüências naturais vem a ser

as ráızes da equação

Aω4 + Bω2 + C = 0, (5.212)

onde os coeficientes

A = ec, B = −(ae + cb)δ2 − ac, C = abδ4 (5.213)

são calculados para cada δ em (5.211). Assim, deve-se obter quatro valores reais

para ω, sendo dois deles os negativos dos outros dois. Os valores

ε2 = δ2 − g2 (5.214)

são calculados após determinadas as freqüências.

Determinadas as freqüências, segue de (5.205)

h′o,22(L)c12 + h1,21(L)c21 = 0

(h′o,12(L)− ho,22(L))c12 + (h′1,11(L)− h1,21(L))c21 = 0.

Fazendo, c12 = 1, o valor c21 corresponde ao fator de forma

σ = −h′o,22(L, ω)

h1,21(L, ω)
(5.215)
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para cada freqüência natural correspondente ao autovalor λ = iω. Assim, as auto-

funções são do tipo

w(x) = ho(x)


 0

1


 + h1(x)


 σ

0


 , (5.216)

isto é,

w(x) =




ho,12(x, ω) + σ(ω)h′1,11(x, ω)

ho,22(x, ω) + σ(ω)h′1,21(x, ω)


 .

Aqui

ho =


 −b ad3h(x)

dx3 − ae ω2 dh(x)
dx

−(a2 − aeω2)h(x)

acω2h(x) −ad3h(x)
dx3 − cbω2 dh(x)

dx
+ a2 h(x)




e

h1 =


 −b ad2h(x)

dx2 − h(x) + h(x) (a2 − ae ω2) −a bdh(x)
dx

a2 dh(x)
dx

−a bd2h(x)
dx2 + b c ω2 h(x)


 .

A Tabela 5.1 apresenta os valores numéricos para os parâmetros uti-

lizados nas simulações.

L = 1m E = 2.11× 1010N/Kg

I = 8.33× 10−6Kgm2 ρ = 2.768× 104Kg/m3

A = 0.01m2 G = 8.44× 109N/m2

Tabela 5.1 Valores dos parâmetros f́ısicos utilizados nas simulações do modelo da

viga.
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Os valores obtidos para as freqüências ω, para o fator de forma σ em

(5.215), e para os parâmetros g e r, dados pelas expressões em (5.209), considerando

o sistema acoplado de Timoshenko, são apresentados na Tabela 5.2.

Note que na Tabela 5.2, as freqüências de vibração estão abaixo da

”freqüência cŕıtica” ωc =
√

κGA
ρI

= 4673.7Hz. Denominar-se-há a estas freqüências

de vibração abaixo da freqüência cŕıtica de ”Primeiras freqüências positivas”.

m (ωn)m σm gm rm

1 18.511 1.0063 0.02458 0.62514

2 160.60 1.0090 0.21327 1.8414

3 418.29 1.0227 0.55548 2.9715

4 756.34 1.0485 1.0044 3.9952

5 1145.3 1.0784 1.5209 4.9153

6 1564.7 1.1087 2.0778 5.7432

7 2001.7 1.1396 2.6582 6.4931

8 2448.3 1.17158 3.2512 7.1768

9 2900.0 1.2049 3.8509 7.8053

10 3353.4 1.2395 4.4532 8.3864

Tabela 5.2 Valores calculados para os parâmetros ωn, σ, g e r para as primeiras

freqüências positivas.

Na Tabela 5.3, são apresentadas as freqüências de vibração acima da

”freqüência cŕıtica”. Estas freqüências serão denominadas no que segue de ”Se-

gundo conjunto de freqüências positivas” ou simplesmente ”Segundas freqüências

positivas”.
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m (ωn)m σm gm rm

1 4696.3 1.3468 6.2366 9.8929

2 4872.1 1.3614 6.4700 10.071

3 5196.1 1.3884 6.9003 10.391

4 5632.2 1.4255 7.4793 10.803

5 6148.5 1.4703 8.1650 11.266

6 6723.0 1.5213 8.9280 11.754

7 7340.2 1.5775 9.7476 12.249

8 7989.3 1.6383 10.609 12.740

9 8663.8 1.7033 11.505 13.220

10 9358.6 1.7724 12.428 13.685

Tabela 5.3 Valores calculados para os parâmetros ωn, σ, g e r para as segundas

freqüências positivas.

Nas Figuras 5.2 e 5.3 foram plotados os nove primeiros modos de vi-

bração do sistema, a partir da expressão (5.216), para o deslocamento e giro, res-

pectivamente.

A observação das Figuras 5.2 e 5.3 revela um comportamento oscilatório

tanto para a deflexão quanto para o giro. As amplitudes de vibração apresentam

bastante variação entre os dois tipos de movimento, sendo que a deflexão apresenta

as menores amplitudes.
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Figura 5.2 Modos para o deslocamento v(t, x) de uma viga de Timoshenko apoiada-

deslizante para as primeiras freqüências positivas.

Figura 5.3 Modos para a rotação ψ(t, x) para as primeiras freqüências positivas.

Note que, na literatura ao se fazer o usual desacoplamento, assume-se

que o deslocamento e o giro possuirão exatamente o mesmo comportamento. Este
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não é o caso quando mantém-se tanto o sistema de equações quanto as condições de

contorno acopladas, conforme pode-se verificar na Figura 5.4.

Figura 5.4 Modos para deslocamento (linha cont́ınua) e rotação (linha tracejada)

para as primeiras freqüências positivas.

Figura 5.5 Deflexão para as primeiras e segundas freqüências positivas.



Decomposição de Respostas Forçadas 144

Figura 5.6 Rotação v(t, x) para as primeiras e segundas freqüências positivas.

5.8.1.1 Segundo espectro

A discussão acima foi em termos de δ uma vez que é imediato obter as

ráızes (5.211). Por outro lado, soluções para ε no plano complexo, existem quando

a freqüência natural ω está acima do valor cŕıtico ωc da freqüência. Nesta situação,

ε = iε, ε =
(2n− 1)π

2L
, n ∈ Z (5.217)

e

h(x) =
ε sin(δx)− δ sin(εx)

Ls2
(
ε2 − δ2

)
εδ

. (5.218)

Repetindo o processo anterior com respeito a δ, segue que

ε4 + ε2g2 − r4 = 0. (5.219)
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Substituindo os valores g2 e r4 em termos de ω, as freqüências naturais vem a ser

as ráızes da equação

Aω4 + Bω2 + C = 0, (5.220)

onde os coeficientes

A = ec, B = (ae + cb)ε2 − ac, C = abε2 (5.221)

são calculados para cada ε dado em (5.217). Assim, deve-se obter quatro valores

reais para ω, sendo dois deles os negativos dos outros dois. Os valores

δ2 = ε2 + g2 (5.222)

são calculados após determinadas as freqüências.

Para ω > ωc, tem-se que os modos também são do tipo

w(x) =




ho,12(x, ω) + σ(ω)h′1,11(x, ω)

ho,22(x, ω) + σ(ω)h′1,21(x, ω)




porém, com h(x) dado pela expressão (5.218).

Como a equação (5.220) não possui ráızes duplas, é claro que os modos

dependem de maneira única da freqüência, isto é, freqüências diferentes correspon-

dem a autofunções diferentes. A denominação de segundo espectro, refere-se ao fato

de que com a equação de Timoshenko de quarta ordem isso não é o caso [?]. A

mesma conclusão obtida aqui foi obtida por Benaroya et al. em [40] para o caso de

viga biapoiada considerando o modelo de Timoshenko de segunda ordem.
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5.8.2 Decomposição da Resposta Forçada

• Entrada - Oscilatória no Espaço

Considere-se a entrada do sistema oscilatória no espaço expressa por

F(x) =


 sin(x)

0


 , (5.223)

A função de Green espacial, calculada segundo (5.130), é apresentada

na Fig. 5.7.

Figura 5.7 Função de Green espacial para cada componente.
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Apresenta-se na Fig. 5.8 a parte espacial da entrada f(x) e as corres-

pondentes respostas permanentes do sistema.

(a) Forçante - parte espacial (b) Entrada e Primeira Compo-

nente da Resposta Permanente

(c) Resposta Permanente -

primeira componente

(d) Resposta Permanente - se-

gunda componente

Figura 5.8 Parte espacial correspondentes ao forçante e aos componentes do deslo-

camento e giro da resposta permanente, respectivamente.
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A resposta impulso temporal h(t, x, ξ) é apresentada nas Tabs. 5.5 e 5.6;

sendo que na primeira encontram-se os gráficos que representam o comportamento de

cada uma de suas componentes para diferentes tempos fixos e na segunda encontram-

se os gráficos que correspondem ao seu comportamento em determinados pontos da

viga.

h[1, 1] h[1, 2]

h[2, 1] h[2, 2]

Tabela 5.4 Resposta impulso temporal para as diferentes componentes em t = 5s
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Matrizh[i, j]

Tabela 5.5 Matriz da resposta impulso temporal em t = 5s

h[1, 1] h[1, 2]

h[2, 1] h[2, 2]

Tabela 5.6 Resposta impulso temporal para as componentes h[i, j] em x = L, para

os tempos t = 5s (azul), t = 10s (verde), t = 15s (vermelho) e t = 20s

(preto).
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h[1, 1]

h[1, 2]

h[2, 1]

h[2, 2]

Tabela 5.7 Resposta impulso temporal para as diferentes componentes em x = 1
4
m,

x = 1
2
m x = 1m.
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A decomposição da resposta forçada do sistema é apresentada nas Tabs.

5.8 e 5.9 para cada componente.

Forçante Resposta Forçada

Resposta Homogênea Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.8 Decomposição da resposta forçada do sistema e a correspondente en-

trada para o deslocamento.
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Forçante Resposta Forçada

Resposta Homogênea Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.9 Decomposição da resposta forçada do sistema e a correspondente en-

trada para o giro.

Na Tab. 5.8.2 são apresentados a resposta homogênea induzida, re-

sposta permanente e a resposta forçada plotadas juntas para o tempo t = 1s, para

o deslocamento e giro, respectivamente.
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Deslocamento Giro

Tabela 5.10 Resposta forçada (azul), homogênea induzida (vermelha) e permanente

(verde) para t = 1s.

• Entrada - Triangular no Espaço

Considere-se a entrada do sistema triangular no espaço expressa por

F =


 F (x)

0


 , (5.224)

onde

F (x) =





20000x, 0 < x < 1/2

20000(1− x), 1/2 < x < 1

. (5.225)

Apresenta-se na Fig. 5.9 a parte espacial da entrada (f(x)) e as corre-

spondentes respostas permanentes (φj(x)) do sistema.
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(a) Forçante - parte espacial (b) Entrada e Primeira Compo-

nente da Resposta Permanente

(c) Resposta Permanente - de-

flexão

(d) Resposta Permanente -

rotação

Figura 5.9 Parte espacial correspondentes ao forçante e as respostas permanentes

para a deflexão e giro.

A decomposição da resposta forçada do sistema é apresentada nas Tabs.

5.11 e 5.12 para cada componente.
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Forçante Resposta Forçada

Resposta Homogênea Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.11 Decomposição da resposta forçada do sistema e a correspondente en-

trada para o deslocamento.
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Forçante Resposta Forçada

Resposta Homogênea Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.12 Decomposição da resposta forçada do sistema e a correspondente en-

trada para a rotação.

Na Tab. 5.13 são apresentados a resposta homogênea induzida, resposta

permanente e a resposta forçada plotadas juntas para o tempo t = 1s, para as duas

componentes.
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Deslocamento Rotação

Tabela 5.13 Resposta forçada (azul), homogênea induzida (vermelha) e permanente

(verde) para t = 1s.

5.9 O Modelo de Vlasov

Na teoria da elasticidade [2], quando a deformação num corpo elástico

isotrópico é suficientemente pequena, as equações do movimento 3D são da forma

ρ
∂2w

∂t2
= G∆w + (λ + G)∇(∇ ·w) + F, (5.226)

onde F representa a força externa por unidade de volume e w o deslocamento 3D.

Aqui G = E/2(1+ν), onde ν < 1 é a taxa de Poisson, representa o módulo de elasti-

cidade de cisalhamento e λ a constante de Lamé. No estudo de vibrações de pequena

amplitude em corpos sólidos, considera-se dois tipos principais de ondas: longitudi-

nais (compressão/dilatação) e transversais (rotacionais ou de cisalhamento). Como

os primeiros dois tipos de ondas ocorrem no interior do corpo, são denominadas on-

das de corpo. Em ausência de forças externas, numa viga uniforme unidimensional
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w = (u(t, x), ψ(t, x), 0), as equações acima são desacopladas, convertendo-se em

equações de onda com as velocidades de propagação longitudinal (u) e transversal

(ψ)

c2
1 =

E

ρ
, c2

2 =
κG

ρ
, (5.227)

respectivamente.

Numa viga uniforme, o modelo de Vlasov é obtido do modelo de Timoshenko

ρA
∂2u(t, x)

∂t2
− κGA

∂

∂x

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= f(t, x)

ε
∂2ψ(t, x)

∂t2
− EI

∂2ψ(t, x)

∂x2
− κGA

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= g(t, x),

onde o parâmetro

ε = ρI (5.228)

relativo a inércia rotatória é desprezado. Assim, tem-se

ρA
∂2u(t, x)

∂t2
− κGA

∂

∂x

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= f(t, x)

−EI
∂2ψ(t, x)

∂x2
− κGA

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= g(t, x).

(5.229)

Introduzindo

w =


 v(t, x)

ψ(t, x)


 , F =


 f(t, x)

p(t, x)




o modelo de Vlasov pode ser escrito na forma matricial evolutiva

M(0)ẅ + Kw = F, (5.230)
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onde

M(ε) =


 ρA 0

0 ε


 (5.231)

corresponde a matriz de massa do modelo de Timoskenko e

K = A ∂2

∂x2
+ B ∂

∂x
+ C

com

A =

[
−κGA 0

0 −EI

]
, B =


 0 κGA

−κGA 0


, (5.232)

C =


 0 0

0 κGA


, (5.233)

corresponde a matriz de rigidez do modelo de Timoskenko.

5.9.1 A Equação de Vlasov para a Deflexão

Quando o modelo de Timoshenko é desacoplado para a deflexão, decorre

a equação

EI

c2
1c

2
2

∂4u

∂t4
+

[
ρA− EI

(
1

c2
1

+
1

c2
2

)
∂2

∂x2

]∂2u

∂t2
+ EI

∂4u

∂x4
= F, (5.234)

onde

F = f(t, x) +
I

A

c2
1

c2
2

[
1

c2
1

∂2f

∂t2
− ∂2f

∂x2

]
(5.235)

Similarmente, com o modelo de Vlasov, obtém-se a equação escalar para a deflexão

(
ρA− EI

c2
2

∂2

∂x2

)
∂2u

∂t2
+ EI

∂4u

∂x4
= f(t, x)− I

A

c2
1

c2
2

∂2f

∂x2
. (5.236)
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As expressões desacopladas para deflexão não são adequadas para cálculos sub-

seqüentes devido ao fato de que as condições de contorno são dif́ıceis de serem

estabelecidas e o termo não-homogêneo é muito complexo. Estas servem, porém,

para ilustrar o efeito de propagação de ondas longitudinais e transversais através

da viga. Em particular, no caso de velocidade de propagação infinita com as ondas

longitudinais através da viga (c1 → ∞) a equação de Timoshenko (5.234) se reduz

à equação de Vlasov (5.236).

5.9.1.1 As Equações de Rayleigh e Euler-Bernoulli como Casos Limites

Se somente o efeito de inércia rotatória é considerado e o efeito do

cisalhamento desprezado, resulta o modelo de Rayleigh. Com este tipo de viga,

tem-se que o momento fletor é dado por EIvxx = EIψx e a relação

ψ =
∂u

∂x
,

segue do fato de que a força de cisalhamento anula-se. Tem-se que a equação de

Rayleigh

(
ρA− EI

c2
1

∂2

∂x2

)
∂2u

∂t2
+ EI

∂4

∂x4
= f(t, x) (5.237)

corresponde ao caso em que as ondas transversais propagam-se através da viga com

velocidade infinita (c2 → ∞). Finalmente, se tanto o efeito de inércia rotatória

quanto o efeito de cisalhamento são desprezados, então decorre o modelo de Euler-

Bernoulli

ρA
∂2u

∂t2
+ EI

∂4

∂x4
= f(t, x) (5.238)

que corresponde ao caso em que ondas longitudinais e transversais propagam-se

através da viga ambas com velocidade infinita (c1 →∞, c2 →∞).
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5.9.2 Autovalores e Autovetores

Para termos não-homogêneos do tipo

f(t, x) = eλtF(x), (5.239)

o modelo de Vlasov (5.230) produz respostas particulares

vp = eλtX(x),

onde a distribuição espacial X(x) satisfaz a equação

(
λ2M + K

)
X(x) = F(x). (5.240)

Aqui

M =


 ρA 0

0 0


 , K =




−κGA ∂2

∂x2 κGA ∂
∂x

−κGA ∂
∂x

κGA− EI ∂2

∂x2


 . (5.241)

Equivalentemente, a equação (5.240) pode ser reescrita na forma

MX′′(x) + CX′(x) +K(λ)X(x) = F(x), (5.242)

com

M =




−κGA 0

0 −EI


 , C =




0 κGA

−κGA 0


 , K(λ) =




λ2ρA 0

0 κGA


 .

Observa-se que com relação ao modelo de Timoshenko, o modelo de

Vlasov é singular no tempo (ausência da segunda derivada temporal da rotação),
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porém, ele não é singular no cálculo de autofunções, pois o parâmetro ε não aparece

no coeficiente da derivada espacial de maior ordem em (5.242). Dáı que os modos

do modelo de Vlasov serão valores limites dos modos do modelo de Timoshenko.

Considerando a equação diferencial modal do modelo de Timoshenko, correspon-

dente a (5.242), e devido à dependência cont́ınua das soluções da EDO com respeito

ao parâmetro λ, a solução fundamental de (5.240) pode ser obtida como caso li-

mite. Dáı que o cálculo da solução h(x) = h(x, 0) pela fórmula deverá fornecer

como resultado o valor limite da solução h(x, ε) associada com a equação diferencial

modal.

Para o modelo de Vlasov, tem-se que

h(x) =
4∑

j=1

j−1∑
i=0

bih
(j−1−i)(x)h4−j, (5.243)

onde

P (s) = det[s2M+ sC+K(λ)] =
4∑

k=0

bks
4−k,

com

b0 = ab, b1 = 0, b2 = −cbλ2, b3 = 0, b4 = acλ2.

Aqui a, b e c representam parâmetros f́ısicos do problema, h(x) é solução do problema

de valor inicial

4∑

k=0

bkh
(4−k)(x) = boh

(iv)(x) + b2h
′′(x) + b4h(x) = 0

h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, b0h
′′′(0) = 1,

(5.244)

e as matrizes hk são obtidas por recursão a partir do problema de valor inicial da

equação matricial em diferenças
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Mhk+2 + Chk+1 +Khk = 0

h0 = 0,Mh1 = I.
(5.245)

Os cálculos são dados a seguir. A equação diferencial caracteŕıstica

abh(iv)(x)− cbλ2h′′(x) + acλ2h(x) = 0

h(0) = h′(0) = h′′(0) = 0, abh′′′(0) = 1
(5.246)

possui o polinômio caracteŕıstico

P(s) = ab(s4 + g2s2 − r4),

onde

g2(λ) = −c/aλ2, r4 = −cλ2/b.

As ráızes do polinômio caracteŕıstico P (s) são s = ε,−ε, iδ,−iδ, onde

ε = 1/2

√
−2g2 + 2

√
(g4 + 4r4), δ =

√
(g2 + ε2);

Assim

g2 = δ2 − ε2, r4 = δ2ε2. (5.247)

Utilizando a base de Euler ou a transformada de Laplace, segue que a solução do

problema de valor inicial (5.244) é dada por

h(x) =
δ sinh(ε x)− ε sin(δ x)

a b (ε2 + δ2) ε δ
. (5.248)

Por simples iteração, os seguintes valores matriciais de (5.245) são obtidos
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h0 =


 0 0

0 0


 , h1 =




1

a
0

0
1

b


 ,

h2 =




0
1

b

−1

b
0


 , h3 =



−a2 − cλ2 b

a2 b
0

0 0


 .

Assim,

h(x) =




bh′′(x)− ah(x) ah′(x)

−ah′(x) a h′′(x)− h(x) c λ2


 . (5.249)

Da definição de δ, segue que

δ4 − δ2g2 − r4 = 0. (5.250)

Substituindo os valores g2 e r4 em termos de λ, tem-se

−Bλ2 + C = 0, (5.251)

onde os coeficientes

B = −cbδ2 − ac e C = abδ4 (5.252)

são calculados para cada δ. Assim, deve-se obter dois valores puramente imaginários

conjugados para λ. Os valores

ε2 = δ2 − g2 (5.253)
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são calculados após determinadas as freqüências.

É claro que no limite a ramificação do espectro real o do segundo espec-

tro associada com o modelo de Timoshenko, desaparece com o modelo de Vlasov.

Somente existirão modos oscilatórios que não decaem com o tempo.

5.9.2.1 Viga Apoiada-Deslizante

No caso de uma viga apoiada-deslizante descrita pelo modelo de Vlasov,

tem-se a equação caracteŕıstica det(U) = 0,

∆ = det(U) = 0 = (δ2 + ε2)cos(δL)cosh(εL) = 0. (5.254)

Aqui

δ =

√
g2

2
+

√
r4 +

g4

4
e ε =

√
−g2

2
+

√
r4 +

g4

4
,

onde, para λ = iω, tem-se

g2 = −cλ2/a, r4 = −cλ2/b.

Decorre que δ = (2n−1)π
2L

, com n ∈ Z.

Determinadas as freqüências, segue de (5.205)

h′o,22(L)c12 + h1,21(L)c21 = 0

(h′o,12(L)− ho,22(L))c12 + (h′1,11(L)− h1,21(L))c21 = 0.

Na Tabela 5.14 são apresentados os valores de alguns parâmetros calculados para
uma viga apoiada-deslizante modelada segundo a teoria de Vlasov. As freqüências

ωm são dadas em Hertz.
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m ωm σm gm rm

1 18.530 1.0063 0.021864 0.62546

2 161.892 1.0090 0.19102 1.8487

3 425.819 1.0233 0.50245 2.9983

4 776.532 1.0504 0.91626 4.0490

5 1182.20 1.0819 1.3949 4.9958

6 1619.083 1.1140 1.9104 5.8467

7 2071.719 1.1470 2.4445 6.6134

8 2531.20 1.1815 2.9866 7.3102

9 2992.27 1.2176 3.5307 7.9477

10 3452.70 1.2548 4.0740 8.5379

Tabela 5.14 Valores calculados para os parâmetros ωn, σ, g e r.

Figura 5.10 Modos para o deslocamento v(t, x) de uma viga de Vlasov apoiada-

deslizante.
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Figura 5.11 Modos para a rotação ψ(t, x).

Figura 5.12 Modos para deslocamento v(t, x) (linha cont́ınua) e rotação ψ(t, x)

(linha tracejada).
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m Timoshenko Vlasov

1 18.511 18.530

2 160.60 161.892

3 418.29 425.819

4 756.34 776.532

5 1145.3 1182.20

6 1564.7 1619.083

7 2001.7 2071.719

8 2448.3 2531.20

9 2900.0 2992.27

10 3353.4 3452.70

Tabela 5.15 Valores de (ωn)m, para os modelos de Vlasov e Timoshenko.

Figura 5.13 Comparação entre os modos para a deflexão v(t, x) para os modelos de

Timoshenko (linha cont́ınua) e Vlasov (linha tracejada).
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Figura 5.14 Comparação entre os modos para o giro ψ(t, x) para os modelos de

Timoshenko (linha cont́ınua) e Vlasov (linha tracejada).

5.10 Viga Apoiada-deslizante segundo o modelo

de Rayleigh

Nesta seção considera-se condições de contorno do tipo apoiada-deslizante

para uma viga modelada segundo a teoria de Rayleigh.

As condições de contorno são dadas por





v(0) = 0, v′′(0) = 0,

v′(L) = 0, v′′′(L) = 0.
(5.255)

A equação modal algébrica é dada por Uc = 0, ou seja,
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


h(0) ḣ(0) ḧ(0)
...
h (0)

ḣ(0) ḧ(0)
...
h (0) h(iv)(0)

h(L) ḣ(L) ḧ(L)
...
h (L)

ḧ(L)
...
h (L) hiv(L) h(v)(L)







c1

c2

c3

c4




=




0

0

0

0




.

Repetindo o procedimento da seção anterior, obtém-se a expressão para

os modos, que em termos da base dinâmica normalizada, é dada por

X(x) = h3(x) + σh1(x), (5.256)

com

σ = −h2(L)

h0(L)
, (5.257)

ou fazendo-se simplesmente a substituição pelos valores de hj(·) tem-se que

σ = − cosh(εL)− cos(δL)

(ε2 + g2) cosh(εL) + (δ2 + g2) cos(δL)
, (5.258)

onde

ε =

√√
r4 +

g4

4
− g2

2
, δ =

√√
r4 +

g4

4
+

g2

2
(5.259)

e

g2 =
ρ I(ω2)

E I
, r4 =

m

b
ω2. (5.260)

A seguir são tabelados os valores obtidos para uma viga de Rayleigh do

tipo apoiada-deslizante.
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m ωm σm gm rm

1 18.583 −0.49702 0.011323 0.62636

2 165.89 −0.34108 0.10108 1.8714

3 453.53 −0.12472 0.27634 3.0943

4 868.80 −0.05533 0.52935 4.2827

5 1395.1 −0.03313 0.85002 5.4270

6 2014.3 −0.02296 1.2273 6.5209

7 2708.3 −0.01707 1.6502 7.5618

8 3461.0 −0.01328 2.1088 8.5480

9 4258.0 −0.10719 2.5944 9.4812

10 5087.9 −0.0089 3.1001 10.364

Tabela 5.16 Valores calculados para os parâmetros ω, σ, g e r.

Figura 5.15 Modos para o deslocamento v(t, x) de uma viga de Rayleigh apoiada-

deslizante.
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m Timoshenko Vlasov Rayleigh

1 18.511 18.530 18.583

2 160.60 161.892 165.89

3 418.29 425.819 453.53

4 756.34 776.532 868.80

5 1145.3 1182.20 1395.1

6 1564.7 1619.083 2014.3

7 2001.7 2071.719 2708.3

8 2448.3 2531.20 3461.0

9 2900.0 2992.27 4258.0

10 3353.4 3452.70 5087.9

Tabela 5.17 Valores de (ω1)m, para os modelos de Timoshenko, Vlasov e Rayleigh.

Figura 5.16 Comparação entre os modos para a deflexão v(t, x): Timoshenko (linha

cont́ınua), Vlasov (tracejado estreito), Rayleigh (tracejado largo).
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5.10.1 Decomposição da resposta forçada para uma viga
apoiada-deslizante segundo o modelo de Rayleigh

• Entrada - Oscilatória no Espaço

Considere-se a entrada do sistema oscilatória no espaço expressa por

F(t, x) = sin(x). (5.261)

A função de Green espacial é apresentada na Fig. 5.17.

Figura 5.17 Função de Green espacial.

Apresenta-se na Fig. 5.18 a parte espacial da entrada f(x) e a corres-

pondente resposta permanente do sistema.
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(a) Forçante - parte espacial (b) Entrada e Resposta Perma-

nente

(c) Resposta Permanente

Figura 5.18 Parte espacial correspondentes ao forçante e a resposta permanente

para a deflexão.

A resposta impulso temporal h(t, x, ξ) é apresentada nas Figs. 5.19,

5.20 e na Tab. 5.18; sendo que na primeira encontra-se o gráfico que representa o
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comportamento de h(5, x, ξ); na segunda, é apresentado o gráfico de h(t, L, ξ) para

diferentes tempos fixos e na terceira encontram-se os gráficos que correspondem ao

seu comportamento em determinados pontos da viga.

Figura 5.19 Resposta impulso temporal em t = 5s.

Figura 5.20 Resposta impulso temporal em x = L, para os tempos t = 5s (azul),

t = 10s (verde), t = 15s (vermelho) e t = 20s (preto).



Decomposição de Respostas Forçadas 176

Tabela 5.18 Resposta impulso temporal para L = 1/4m, L = 1/2m L = 1m.

A decomposição da resposta forçada do sistema é apresentada na Tab.

5.19.

Forçante Resposta Forçada

Resposta Homog. Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.19 Decomposição da resposta forçada e correspondente entrada.
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Na Tab. 5.20 é apresentado o gráfico com a resposta homogênea in-

duzida, resposta permanente e a resposta forçada plotadas conjuntamente para o

tempo t = 1s.

Tabela 5.20 Resposta forçada (linha grossa), homogênea induzida (-) e permanente

(¦) para t = 1s.

• Entrada - Triangular no Espaço

Considere-se a entrada do sistema triangular no espaço expressa por

F = eλtF (x), (5.262)

onde

F (x) =





20000x, 0 < x < 1/2,

20000(1− x), 1/2 < x < 1.

(5.263)

Apresenta-se na Fig. 5.21 a parte espacial da entrada e a correspondente

resposta permanente.
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(a) Forçante - parte espacial (b) Entrada e Resposta Perma-

nente

(c) Resposta Permanente - de-

flexão

Figura 5.21 Parte espacial correspondente ao forçante e as respostas permanentes

para a deflexão.

A decomposição da resposta forçada do sistema é apresentada na Tab.

5.21.
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Forçante Resposta Forçada

Resposta Homogênea Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.21 Decomposição da resposta forçada do sistema e a correspondente en-

trada para a deflexão.

Na Tab. 5.22 são apresentadas a resposta homogênea induzida, resposta

permanente e a resposta forçada plotadas juntas para o tempo t = 1s.
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Tabela 5.22 Resposta forçada (linha grossa), homogênea induzida (-) e permanente

(¦) para t = 1s.

• Entrada - Oscilatória por partes no Espaço

F = eαtF (x), (5.264)

onde

F (x) =





20000 sen(2πx), 0 < x < 1/2

0, 1/2 < x < 1

. (5.265)
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Entrada wp whp w

Tabela 5.23 Entrada Oscilatória e respostas permanente, homogênea induzida e

forçada para t = 1s. Na primeira linha α = 2; Na segunda, α = 5;

Na Tab. 5.24 são apresentadas a resposta homogênea induzida, resposta

permanente e a resposta forçada plotadas juntas para o tempo t = 1s, para α = 2.

Tabela 5.24 Resposta forçada (linha grossa), homogênea induzida (-) e permanente

(¦) para t = 1s.
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6 FORÇAS AMBIENTAIS: ONDAS,

CORRENTES E VENTOS

Neste caṕıtulo, faz-se a formulação da força transversal distribúıda a

qual está sujeita uma viga inserida em um ambiente oceânico. Uma estrutura in-

serida em um ambiente oceânico está sujeita a forças devido ao vento, ondas de

superf́ıcie e correntes oceânicas. A equação de Morison [5] é utilizada para modelar

as forças do fluido agindo no plano da página. As ondas são assumidas randômicas e

são modeladas segundo a teoria das ondas lineares de Airy e o espectro de Pierson-

Moskowitz [40]. A força de fluido agindo perpendicularment ao plano da página é

modelada como uma simples senóide de acordo com [41].

Se o diâmetro de uma estrutura ciĺındrica é pequeno comparado ao

comprimento de onda das ondas incidentes, então pode-se usar a equação de Morison

para modelar as forças do fluido [42]. A equação de Morison foi originalmente

derivada para um cilindro estacionário sob a hipótese de que a força do fluido é

composta por forças de arrasto e inércia, com a força de arrasto sendo predominante.

Esta força é proporcional ao quadrado da velocidade relativa do fluido. A força de

inércia é a força exercida pelo fluido enquanto ele acelera e desacelera conforme

passa pela estrutura.

A equação de Morison é modificada para um cilindro em movimento

através da inclusão de um termo de massa adicionada. Quando uma estrutura

acelera-se em um meio fluidico, que estaria normalmente em repouso na ausência

da estrutura, ela também acelera o fluido nas suas proximidades. Assim, a força

necessária para acelerar a estrutura é

F = (mestrutura + CAmfluido deslocado) v̈, (6.1)

onde v̈ é a aceleração da estrutura e CA é o coeficiente de massa adicionada, o qual
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é determinado experimentalmente.

Se a estrutura não é pequena1 comparada ao comprimento de onda da

onda incidente, esta é refletida pela superf́ıcie da estrutura. Como essas ondas re-

fletidas são da ordem da onda incidente, então a teoria da difração deve ser utilizada

ao invés da equação de Morison. Neste caso, a força de inércia será predominante

[5].

Se a força de inércia ainda predomina e a força de arrasto é pequena,

porém a estrutura ainda é pequena comparada ao comprimento de onda da onda

incidente, a teoria de Froude-Krylov deve ser aplicada [40].

Neste trabalho, será assumido que o diâmetro da estrutura é pequeno

comparado ao comprimento de onda da onda incidente tal que a equação de Morison

pode ser aplicada. A força de Morison é expressa em termos da aceleração relativa

e o quadrado da velocidade relativa entre a estrutura e o fluido. As velocidades das

correntes são consideradas constantes com o tempo e variando com a profundidade.

Por outro lado, as velocidades e acelerações das ondas de superf́ıcie são oscilatórias.

Considera-se, também, que as ondas são randômicas, portanto cada onda apresenta

uma ampla banda de freqüências.

Para modelar velocidades de ondas randômicas, primeiro obtém-se uma

expressão para a altura aleatória das ondas através do espectro de potências de

Pierson-Moskowitz. Após, as velocidades horizontal e vertical das ondas são obtidas

por meio da teoria das ondas lineares de Airy.

6.1 A Equação de Morison

A expressão semi-emṕırica para a força do fluido foi derivada por Mori-

son [65].

1A estrutura é considerada relativamente grande quando D/λ > 0.2, onde D é o diâmetro do
cilindro e λ é o comprimento de onda da onda incidente.
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Ao longo deste caṕıtulo os śımbolos em negrito denotarão quantidades

vetoriais, e o subscrito n denotará o componente normal.

A forma geral da força normal sobre um elemento de viga ciĺındrica

oscilando em ondas e correntes é dada por

fn = CMmflẇ
n + CDρfro |V n

rel|V n
rel − CAmflR̈

n, (6.2)

onde fn é a força por unidade de comprimento normal a estrutura, CM é o coeficiente

de inércia, CD é o coeficiente de arrasto, CA é o coeficiente de massa adicionada, o

qual está relacionado a CM por

CA = CM − 1, (6.3)

ro é o raio externo do cilindro, V n
rel é o componente da velocidade relativa que é

normal ao elemento de viga, e é dado por

V n
rel = wn + Un

c − Ṙn, (6.4)

w é a velocidade da onda, Uc é a velocidade da corrente, R é o vetor posição a partir

da base da viga até certa posição na viga, e mfl é a massa deslocada do fluido por

unidade de comprimento, a qual pode ser escrito como

mf = ρfπr2
o. (6.5)

Os vetores aceleração normal e velocidade normal podem ser escritos na forma

ẇn = |t× ẇ × t|
wn = |t×w × t|
Un

c = |t×Uc × t|
R̈n = |t× R̈× t|

(6.6)
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onde t é o vetor tangente a viga, que é dado por

t = cosθi + senθj, (6.7)

sendo i e j os vetores unitários da estrutura fixa. As velocidades das ondas e correntes

e o vetor posição podem ser escritos em termos de seus componentes na forma

w = wxi + wyj

Uc = Ucj

R = ui + vj,

(6.8)

onde assume-se que a corrente U ocorre apenas na direção y. Note que como a

velocidade do fluido não possui componente z, a velocidade e aceleração normais

podem ser obtidas por meio de um vetor normal. O vetor normal, neste caso, é

dado por

n = −senθi + cosθj, (6.9)

onde

tgθ =
∂v

∂x
, (6.10)

e v(t, x) é o deslocamento na direção y. Quando a hipótese de pequenos ângulos é

utilizada, pode-se escrever

senθ ≈ θ

tgθ ≈ θ

cosθ ≈ 1,

(6.11)

e θ pode ser aproximado por
∂v

∂x
. Assim, o vetor normal pode ser escrito como

n = −v′i + j. (6.12)

Portanto, as velocidades e acelerações normais são dadas por
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ẇn = ẇ · n = −ẇxv
′ + ẇy

wn = w · n = −wxv
′ + ẇy

Un
c = Uc·n = −Ucxv

′ + Ucy

R̈n = R̈ · n = −uv′ + v.

(6.13)

Assim, usando as equações (6.4) e (6.13), a velocidade normal relativa

Vrel é dada por

V n
rel = wn + Un

c − Ṙn

= −
(
wx + Ucx − Ṙx

)
v′ +

(
wy + Ucy − Ṙy

) (6.14)

tal que a equação (6.1) pode ser reescrita como

fn(t, x) = CDρfro (−wxv
′ + u̇v′ + wy + Uc − v̇)

× |−wxv
′ + u̇v′ + wy + Uc − v̇|+

−CAρfπr2
o (−üv′ + v̈) + CMρfπr2

o (ẇy − ẇxv
′) .

(6.15)

Os coeficientes de inércia, massa adicionada e arrasto são obtidos de

forma experimental. Para um cilindro longo, porém, CM aproxima-se de seu valor

limite teórico (fluxo uniformemente acelerado) de 2 (dois), e CA aproxima-se da

unidade [65], [75]. Os coeficientes de inércia e arrasto são funções de, no mı́nimo,

três parâmetros [75],

CM = CM(Re, Kc, rugosidade do cilindro),

CD = CD(Re,Kc, rugosidade do cilindro),
(6.16)

onde Re é o número de Reynolds e Kc é o número de Keulegan-Carpenter, dados

por

Re =
ρfUD

µ
e Kc = 2π

H

2D
. (6.17)

Aqui ρf é a densidade do fluido, U é a velocidade da corrente livre, D é o diâmetro
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da estrutura, µ é a viscosidade dinâmica ou absoluta e H/2 é a amplitude da onda.

Para água, a viscosidade dinâmica vale 1.12× 10−3N · s/m2 [41].

Para encontrar a expressão completa para a força do fluido, necessita-se

ainda de relações para as velocidades das ondas e correntes.

6.2 Velocidade das Ondas

6.2.1 Teoria de Ondas Lineares

A teoria das ondas lineares, também conhecida como teoria das ondas

de Airy, define o padrão de ondas (wave profile) η como

η(t, y) = Acos(ky − ωt), (6.18)

e os componentes da velocidade da onda são dados por

wx(t, x, y) = Aω
senh(kx)

senh(kd)
sen(ky − ωt)

wy(t, x, y) = Aω
cosh(kx)

senh(kd)
cos(ky − ωt),

(6.19)

onde k, ω e A representam o número de onda, freqüência angular e amplitude da onda

de superf́ıcie, respectivamente. As velocidades variam com o tempo, coordenada

horizontal y e profundidade x, utilizando-se a mesma notação de Han em [40]. A

freqüência está relacionada ao número de onda através da relação de dispersão, dada

por

ω2 = g k tanh(kd), (6.20)

sendo d a profundidade da água. Para águas profundas, tanh(kd) aproxima o valor

da unidade e a freqüência é dada por
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lim
d→∞

ω2 = gk. (6.21)

6.2.2 Ondas Randômicas

A consideração da caracteŕıstica aleatória do mar no projeto de estru-

turas offshore fornece uma estimativa mais precisa da resposta da estrutura, devido

ao conteúdo de freqüências analisadas e a descrição mais realista das elevações da

superf́ıcie do mar, que no domı́nio do tempo é representada através do somatório

de um grande número de ondas harmônicas de pequenas amplitudes. Para repre-

sentar um comportamento aleatório da elevação da superf́ıcie do mar, considera-se

que o valor desta variável randômica no tempo t e na coordenada x é o resultado

do somatório de N ondas lineares oriundas da teoria linear de Airy.

Associada a cada onda, considera-se uma fase randômica cuja dis-

tribuição uniforme de probabilidades se encontra no intervalo de [0,2π]. A função

de elevação define um processo aleatório Gaussiano de média zero, estacionário e

ergódico quando N tende ao infinito.

Para modelar as velocidades das ondas randômicas, obtém-se primeira-

mente, uma expressão para a altura das ondas randômicas através de um espectro

de potências. Neste trabalho, escolheu-se o espectro de Pierson-Moskowitz por ser

um espectro clássico. O espectro de Pierson-Moskowitz para elevação de superf́ıcie

ou padrão de ondas η é dado por

Sηη(ω) =
Ao

ω5
e−B/ω4

[m2s], (6.22)

onde Ao e B são dados por

Ao = 0.0081g2 = 0.7796 [m2s]

B = 0.74
(

g
Uω,19.5

)4

[s−4]
(6.23)
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aqui g é a aceleração gravitacional e Uω,19.5 é a velocidade do vento calculada a

19.5m acima do ńıvel da água [75]. Note que as unidades estão especificadas entre

colchetes.

Figura 6.1 Representação das ondas randômicas no mar.

O único dado ainda necessário para calcular o espectro de potências

é a velocidade do vento à altura h = 19.5m. Algumas vezes, porém, o espectro

é expresso em termos da altura de onda significativa Hs. A altura de onda signi-

ficativa é a média das alturas da terça parte mais alta entre todas as ondas [74].

Matematicamente

Hs = 4σ [m], (6.24)

onde σ é o desvio padrão do padrão de ondas (wave profile). Para o caso de média

zero, a variância é a área sob a curva da densidade espectral, dada por

σ2 =
∫∞

0
Sηη(ω)dω = Ao

4B
e−B/ω4

∣∣∣
∞

0

=
Ao

4B
[m2].

(6.25)
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Em termos da altura de onda significativa, B é dado por

B =
4Ao

H2
s

. (6.26)

Assim, o espectro de Pierson-Moskowitz pode ser escrito como

Sηη(ω) =
Ao

ω5
e
− 4Ao

H2
s

ω−4

[m2s]. (6.27)

Utilizando as equações (6.25) e (6.26), a altura de onda significativa em termos da

velocidade do vento é dada por

Hs = 2

√
Ao

B
. (6.28)

A freqüência de pico (freqüência na qual Sηη é máxima) é dada por2

ωpico =

(
4

5
B

)1/4

. (6.29)

O espectro, quando a altura de onda significativa é de 9, 12 e 15m, está

plotado na Figura 6.2.2 para Uω,19.5m = 25m/s.

2Esta expressão é obtida tomando-se a derivada de Sηη em relação a ω igual a zero.
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O próximo passo consiste em encontrar a altura de onda significativa

ou padrão de ondas η. Para tanto é necessário converter o espectro de elevação de

onda em uma espectro temporal equivalente.

A elevação de superf́ıcie como uma função de ambos coordenada espa-

cial y e tempo, é representada por

η(t, y) =

∫ ∞

0

cos(ky − ωt)
√

2Sηη(ω)dω , (6.30)

onde o espectro é dado pela equação (6.27). Esta integral pode ser representada em

termos de somas finitas como

η(t, y) =
N∑

n=1

cos(k̄ny − ω̄nt− ϕn)
√

2Sηη(ω̄n)∆ω̄n , (6.31)

onde ϕn é um número randômico uniforme entre 0 e 2π e

ω̄n =
ωn + ωn−1

2

∆ωn = ωn − ωn−1

k̄n = k(ω̄n) para n = 1, . . . , N.

(6.32)

A freqüência ω0 é zero e ωN é escolhido tal que a maior parte da área

esteja contida entre ω0 e ωN . As freqüências ω1 e ωN−1 são escolhidas tal que a área

sob a curva do espectro é igual para cada intervalo. A área entre o intervalo ω0 = 0

a ωn é n
N

da área total sob a curva entre o intervalo ω0 = 0 até ωN . Assim, ωn é

dado por ∫ ωn

0

Sηη(ω)dω =
n

N

∫ ωn

0

Sηη(ω)dω, (6.33)

ou seja,

ωn =

(
B

ln(N/n) + B/ω4
n

)1/4

para n = 1, . . . , N − 1. (6.34)
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Note que o último termo na equação (6.31) é a raiz quadrada da área

incremental entre ωn e ωn−1. Uma área particionada, por exemplo a2, é aproximada-

mente a área total dividida pelo número de intervalos N . Da equação (6.27),

a2 =
1

N

∫ ∞

0

Sηη(ω)dω =
Ao

4BN
=

H2
s

16N
, (6.35)

e η é escrito na forma

η(t, y) =
Hs

4

√
2

N

N∑
n=1

cos
(
k̄ny − ω̄nt

)
. (6.36)

Portanto, as velocidades das ondas são dadas por

wx(t, x, y) =
Hs

4

√
2

N

N∑
n=1

ω̄n
senh(k̄nx)

senh(k̄nd)
sen(k̄ny − ω̄nt)

wy(t, x, y) =
Hs

4

√
2

N

N∑
n=1

ω̄n
cosh(k̄nx)

senh(k̄nd)
cos(k̄ny − ω̄nt).

(6.37)

6.3 Velocidade da Corrente Uc no Oceano

Segundo Isaacson [48], a velocidade da corrente consiste de três com-

ponentes:

1. Componente Utide;

2. um componente de baixa freqüência relacionado a circulação, Ucirc;

3. e corrente induzida pelo vento, Udrift.

Todos são medidos na superf́ıcie da água. Assume-se que a velocidade

da corrente3 possui apenas um componente horizontal. Assim, a velocidade da

3Em laboratório, a velocidade da corrente é assumida constante com a profundidade.
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corrente é dada segundo a equação emṕırica

Uc(x) = (Utide(d) + Ucirc(d))
(x

d

)1/7

+ Udrift(0)

(
x− d + do

do

)
, (6.38)

onde d representa a profundidade da água e do é assumido como 50m. O valor de

Utide é obtido através de tabelas, e Udrift é cerca de 3% da média da velocidade do

vento em 10 minutos a 10m acima do ńıvel do mar [53], [75].

6.4 Velocidade do Vento Uv

Wilson [75] dá uma expressão para a velocidade média do vento, como

segue

Uv(h) =

(
h

href

)1/n

Uv(href ), (6.39)

onde h representa a altura a partir da superf́ıcie da água. A altura de referência,

href , é tomada frequentemente como 10m. O valor de n é escolhido sendo 7 ou 8

para um mar aberto.
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7 VIBRAÇÕES ESTOCÁSTICAS DE UMA

ESTRUTURA OFFSHORE

A Petrobras é ĺıder mundial em exploração de petróleo em águas pro-

fundas. Em 1992, a Companhia venceu o prêmio da Offshore Technology Conference

(OTC), reconhecimento internacional à tecnologia na produção até os dois mil me-

tros de profundidade. Dois anos depois, bateu o recorde mundial com produção em

lâmina d’água de 1.027 metros. Hoje, a Petrobras mantém a liderança na produção

de petróleo em águas profundas produzindo a 1.853 metros, no campo de Roncador.

Desde 1986, quando foi criado o Programa de Capacitação Tecnológica (Procap),

a Companhia vem realizando estudos para viabilizar a produção de petróleo em

profundidades cada vez maiores. Na faixa de lâmina d’água entre os 1.000 e 2.000

metros estão 23% das reservas brasileiras, e a previsão é de que 50% das reservas a

serem descobertas se situarão em águas ultraprofundas1.

Estruturas Offshore são usadas na indústria do petróleo tanto para

exploração quanto para produção e armazenagem de petróleo. Em geral, exis-

tem dois tipos de estruturas offshore: as estruturas fixas e as submersśıveis (ou

semi-submersśıveis). Estruturas fixas são projetadas para resistir a forças ambien-

tais sem deslocamentos substanciais. Neste caso, uma análise dinâmica linear pode

ser suficiente. Já as estruturas não-fixas são projetadas para permitir deformações

e deflexões pequenas mas não negligenciáveis. Para tais estruturas, as respostas

dinâmicas podem ter caracteŕısticas não lineares as quais precisam ser exploradas

mais profundamente. Estruturas fixas tornam-se impraticáveis para regiões com

águas profundas devido aos custos alt́ıssimos de construção e manutenção em relação

às plataformas submersśıveis ou semi-submersśıveis. Assim, um grande interesse e

igualmente grandes esforços têm sido feitos no intuito de viabilizar a exploração de

petróleo por meio de estruturas flutuantes.

1Fonte:Petróleo Brasileiro S. A. Petrobrás: http://www2.petrobras.com.br/portal/Petrobras.htm
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Exemplos dos vários tipos de plataformas para exploração de petróleo

são ilustrados na Figura 7.1

Figura 7.1 Ilustração dos variados tipos de estruturas utilizadas para exploração de

petróleo.

Da esquerda para a direita na Fig. 7.1: plataforma terrestre; plataforma

maŕıtima fixa; plataforma tipo jaqueta; semi-submersśıvel; navio de exploração/sucção;

plataforma flutuante.

A Fig. 7.2 ilustra o quão complexa pode ser a rede de cabos flex́ıveis

ou risers utilizados na fixação da estrutura e/ou exploração de petróleo em águas

profundas.



Vibrações e estocásticas de uma estrutura Offshore 196

Figura 7.2 Exemplos de redes de cabos para fixação/exploração de petróleo.
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7.1 Modelo não-linear acoplado

Considera-se aqui o exemplo de uma torre articulada ou uma ”tension

leg platform” situada no oceano, em águas profundas. Tal estrutura pode ser mo-

delada como uma viga compreendendo movimentos transversais e axiais, com uma

mola torcional linear elástica em sua base e uma massa concentrada em seu extremo

livre como mostra a Figura 7.3.

Figura 7.3 Modelo simplificado da estrutura.

As equações de movimento são não-lineares e acopladas e sua derivação,

considerando uma viga do tipo Rayleigh, pode ser encontrada em [40] e [5]. Uma

derivação detalhada considerando uma viga do tipo Timoshenko é obtida e apresen-

tada, pela primeira vez, neste trabalho.

Este modelo apresenta as propriedades f́ısicas essenciais de uma torre

flutuante. O movimento é confinado a um plano; movimentos na terceira direção,

para fora da página, não são permitidos. As equações de movimento e as condições

de contorno são derivadas usanso as hipóteses de Kirchhoff [37], [59]. Assim, além

das hipóteses básicas sobre a viga, assume-se um campo de deslocamentos dado por
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u1(t, x, y) = u(t, x)− yψ(t, x),

u2(t, x) = v(t, x),

u3(t, x) = 0,

(7.1)

onde x e y são coordenadas Lagrangeanas, u1, u2 e u3 são os deslocamentos nas

direções x, y e z, respectivamente; u representa o deslocamento axial (na direção

y), e v e ψ representam o deslocamento transversal (na direção x) e o giro da viga,

respectivamente.

Tais variáveis dependem apenas de x e t. Assume-se que a seção

transversal é simétrica e a deformação é pequena, mas a rotação pode ser mo-

derada. Matematicamente, tem-se

∂u1

∂x
∼

(
∂u2

∂x

)2

¿ 1. (7.2)

Em termos das deflexões, tem-se

(
∂u

∂x
− y

∂ψ

∂x

)
∼

(
∂v

∂x

)2

¿ 1. (7.3)

A forma geral dos tensores de Green é dada por

ε11 =
∂u1

∂x
+

1

2

[(
∂u1

∂x

)2

+

(
∂u2

∂x

)2

+

(
∂u3

∂x

)2
]

ε22 =
∂u2

∂y
+

1

2

[(
∂u1

∂y

)2

+

(
∂u2

∂y

)2

+

(
∂u3

∂y

)2
]

ε33 =
∂u3

∂z
+

1

2

[(
∂u1

∂z

)2

+

(
∂u2

∂z

)2

+

(
∂u3

∂z

)2
]

(7.4)
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ε12 =
1

2

[
∂u2

∂x
+

∂u1

∂y
+

∂u1

∂x

∂u1

∂y
+

∂u2

∂x

∂u2

∂y
+

∂u3

∂x

∂u3

∂y

]

ε23 =
1

2

[
∂u3

∂y
+

∂u2

∂z
+

∂u1

∂y

∂u1

∂z
+

∂u2

∂y

∂u2

∂z
+

∂u3

∂y

∂u3

∂z

]

ε13 =
1

2

[
∂u3

∂x
+

∂u1

∂z
+

∂u1

∂x

∂u1

∂z
+

∂u2

∂x

∂u2

∂z
+

∂u3

∂x

∂u3

∂z

]
.

(7.5)

Usando as hipóteses (7.2) e (7.3), obtém-se que

εxx =
∂u1

∂x
+

1

2

(
∂u2

∂x

)2

, εyz = 0,

εyy =
∂u2

∂y
, εxz = 0,

εxy =
1

2

[
∂u2

∂x
+

∂u1

∂y

]
, εzz = 0.

(7.6)

Com o campo de deslocamentos (7.1), os tensores de Green são dados

por

εxx =
∂u

∂x
− y

∂ψ

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2

εyy = 0

εxy =
1

2

(
∂v

∂x
− ψ

)
.

(7.7)

A energia potencial V do sistema é dada por

V =
1

2

∫

Vo

σ̃ijεijdVo

=
1

2

∫ L

0

{∫

A

Eε2
xxdA +

∫

A

σxyεxydA

}
dx.

(7.8)
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Pelas definições da taxa de Poisson γxy e segundo a tensão de Piola-Kirchhoff [60]

σ̃xx, dados por

γxy = 2εxy, σ̃xx = Eεxx, (7.9)

onde E é o módulo de Young, tem-se

∫

A

σxydA = κ′GAγxy (7.10)

Vstrain =
1

2

∫ L

0





∫

A

E

(
∂u

∂x
− y

∂ψ

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)2

dA



 dx+

+
1

2

∫ L

0

κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)2

dx.

(7.11)

Através de manipulações algébricas e reescrevendo a hipótese (7.2) como

∂u

∂x
∼

(
∂v

∂x

)2

+ y
∂ψ

∂x
(7.12)

a energia potencial resulta como

Vstrain =
E

2

∫ L

0

{∫

A

(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂x

∂v

∂x

)2

+ y2

(
∂ψ

∂x

)2

+

+
1

4

(
∂v

∂x

)4

− 3

(
∂v

∂x

)2
∂ψ

∂x
y − 2

(
∂ψ

∂x

)2

y2

}
dA dx+

+
1

2

∫ L

0

κ′GA

(
∂v

∂x
− ψ

)2

dx.

(7.13)

Integrando sobre a área da seção transversal, o quinto termo desaparece

devido a hipótese de simetria da seção transversal. Por outro lado, considerando a

definição de momento de inércia I, dada por

∫

A

y2dA = I (7.14)
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então a energia potencial resulta na forma

Vstrain =
1

2

∫ L

0


EA

[(
∂u

∂x

)2

+
1

2

(
∂v

∂x

)2
]2

+ EI

(
∂ψ

∂x

)2

+

+
1

2

∫ L

0

κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)2
)

dx.

(7.15)

A energia potencial armazenada na mola torcional é dada por

Vspring =
1

2
kθ2, (7.16)

onde θ representa o ângulo de rotação da mola torcional. Este pode ser aproximado

por ψ(t, 0). Assim, a energia potencial total é escrita como

Vtotal =
1

2

∫ L

0


EA

[(
∂u

∂x

)2

+
1

2

(
∂v

∂x

)2
]2

+ EI

(
∂ψ

∂x

)2

+

+
1

2

∫ L

0

κ′GA

(
∂v

∂x
− ψ

)2
)

dx +
1

2
kψ2(t, 0).

(7.17)

A energia cinética é dada por

Tbeam =
1

2

∫ L

0

∫

A

ρ

[(
∂u1

∂t

)2

+

(
∂u2

∂t

)2
]

dAdx

=
1

2

∫ L

0

∫

A

ρ

[(
∂u

∂t
− y

∂ψ

∂t

)2

+

(
∂v

∂t

)2
]

dAdx

=
1

2

∫ L

0

∫

A

ρ

[(
∂u

∂t

)2

− 2y
∂u

∂t

∂ψ

∂t
+ y2

(
∂ψ

∂t

)2

+

(
∂v

∂t

)2
]

dAdx

(7.18)



Vibrações e estocásticas de uma estrutura Offshore 202

ou seja,

Tbeam =
1

2

∫ L

0



ρA

[(
∂u

∂t

)2

+
∂v

∂t

]2

+ ρI

(
∂ψ

∂t

)2



 dx. (7.19)

A energia cinética da massa pontual em x = L é dada por

Tmass =
1

2
Mp

[(
∂u

∂t

)2

+

(
∂v

∂t

)2
]

(t, L). (7.20)

Portanto, a energia cinética total do sistema é dada por

Ttotal =
1

2

∫ L

0



ρA

[(
∂u

∂t

)2

+
∂v

∂t

]2

+ ρI

(
∂ψ

∂t

)2



 dx+

+
1

2
Mp

[(
∂u

∂t

)2

+

(
∂v

∂t

)2
]

(t, L).

(7.21)

Assim, ∫ tf

ti

Ldt =

∫ tf

ti

(Ttotal − Vtotal) dt. (7.22)

O trabalho virtual realizado pelas cargas transversal f(t, x) e axial

p(t, x) é dado por

δW =

∫ L

0

(f(t, x)δv + p(t, x)δu) dx. (7.23)

Para uma carga axial pontual No agindo em x = L, o trabalho virtual

realizado por No é dado por

δW = Noδu(t, L). (7.24)

A variação das equações (7.22) é dada por
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δ

∫ tf

ti

Ldt = =

∫ tf

ti

{∫ L

0

[
ρA

(
∂u

∂t
U̇ +

∂v

∂t
V̇

)
+ ρI

∂ψ

∂t
Ψ̇ +

−EA

(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)(

U ′ +
∂v

∂x
V ′

)
− EI

∂ψ

∂x
Ψ′+

−κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
(V ′ −Ψ)

]
dx+

+Mp

[
∂v

∂t
V̇ +

∂u

∂t
U̇

]
(t, L)− k (ψΨ) (t, 0)

}
dt.

(7.25)

Integrando por partes e agrupando termos com a mesma variação,

obtém-se

δ

∫ tf

ti

Ldt =
∫ tf

ti

∫ L

0

[
−ρA

∂2u

∂t2
+ EA

∂

∂x

(
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
)]

(t, x) U(t, x) dx dt+

+
∫ tf

ti

∫ L

0

[
−ρA

∂2v

∂t2
+ EA

∂

∂x

[(
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
)

∂v

∂x

]]
(t, x) V (t, x) dx dt+

+
∫ tf

ti

∫ L

0

[
κGA

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ψ

)]
(t, x)V (t, x) dx dt+

+
∫ tf

ti

∫ L

0

[
−ρI

∂2ψ

∂t2
+ EI

∂2ψ

∂x2
+ κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)]
(t, x) Ψ(t, x) dx dt+

+
∫ tf

ti

[
ρA

∂u

∂t
− EA

(
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
)]

U

∣∣∣∣∣
L

0

dt+

+
∫ tf

ti

[
ρA

∂v

∂t
−EA

[
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
]

∂v

∂x
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)]
V

∣∣∣∣∣
L

0

dt+

+
∫ tf

ti

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x

]
Ψ

∣∣∣∣
L

0

dt+
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+
∫ tf

ti

−Mp

[
∂2v

∂t2
V +

∂2u

∂t2
U

]
(t, L)dt+

+
∫ tf

ti

(kψ Ψ) (t, 0)dt.

(7.26)

Segundo o prinćıpio de Hamilton, tem-se

δ

∫ tf

ti

(L+W) dt = 0. (7.27)

Assim, as equações não-lineares e acopladas de movimento resultam em





ρA
∂2u

∂t2
− EA

∂

∂x

(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)

= p(t, x)

ρA
∂2v

∂t2
− EA

∂

∂x

[(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)

∂v

∂x

]
− κGA

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ψ

)
= f(t, x)

ρI
∂2ψ

∂t2
− EI

∂2ψ

∂x2
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
= 0,

(7.28)

com as correspondentes condições de contorno
[
ρA

∂u

∂t
− EA

(
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
)
−Mp

∂2u

∂t2
+ No

]
(t, L) U(t, L) = 0

[
ρA

∂u

∂t
− EA

(
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
)]

(t, 0) U(t, 0) = 0
[
ρA

∂v

∂t
− EA

(
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
)

∂v

∂x
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
−Mp

∂2v

∂t2

]
(t, L) V (t, L) = 0

[
ρA

∂v

∂t
− EA

(
∂u

∂x
+

1
2

(
∂v

∂x

)2
)

∂v

∂x
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)]
(t, 0) V (t, 0) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x

]
(t, L) Ψ(t, L) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x
+ kψ

]
(t, 0) Ψ(t, 0) = 0.

(7.29)
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Para o caso considerado neste trabalho, as condições de contorno são

assumidas da forma

u(t, 0) = 0

[
ρA

∂u

∂t
− EA

(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)
−Mp

∂2u

∂t2
+ No

]
(t, L) = 0

v(t, 0) = 0

[
ρA

∂v

∂t
− EA

(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)

∂v

∂x
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
−Mp

∂2v

∂t2

]
(t, L) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x
+ kψ

]
(t, 0) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x

]
(t, L) = 0.

(7.30)

Se gravidade e empuxo são inclúıdos nas equações, pode-se escrever

p(t, x) = (ρfAf − ρA) g (7.31)

e

No = (ρfVsubmerged −Mp) g, (7.32)

onde ρf é a densidade do fluido, Af é a área da seção transversal do volume deslocado

da viga, Af = πr2
o; e Vsub é o volume submerso da estrutura. Note que u(t, x) e

v(t, x) são os deslocamentos de um elemento de viga a partir de sua posição original

x uma vez que utiliza-se aqui a formulação Lagrangeana. As equações de movimento

são não-lineares e acopladas.
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Em termos matriciais o sistema não linear (7.29) pode ser escrito como

Mz̈ +Kz + N(z) = F (7.33)

com

z(t, x) =




u(t, x)

v(t, x)

ψ(t, x)


 , F(t, x) =




p(t, x)

f(t, x)

0


 , (7.34)

e

M =




ρA 0 0

0 ρA 0

0 0 ρI


 K =




−EA ∂2

∂x2 0 0

0 −κGA ∂2

∂x2 κGA ∂
∂x

0 −κGA ∂
∂x

κGA− EI ∂2

∂x2


 .

(7.35)

O operador não-linear N(z), é definido por

N(z) = −EA ~n
∂z

∂x
A(z)

∂2z

∂x2
, (7.36)

sendo ~n = (0 1 0), e o operador A(·) dado por

A
.
=




0 1 0

1 ∂
∂x

0

0 0 0


 . (7.37)

7.2 Respostas Livre e Livre-amortecida

Nas seções anteriores foram formuladas as equações de movimento do

modelo não-linear acoplado, satisfazendo as hipóteses de uma viga de Timoshenko.

As respostas para as vibrações não-lineares e acopladas são obtidas numericamente
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para uma viga com as propriedades materiais2 apresentadas na Tab. 7.1. Quando

a resposta livre-amortecida é considerada, as propriedades do fluido utilizadas nas

simulações são aquelas da Tab. 7.2.

Módulo de Young E 73 GPa

Densidade ρ 2770 kg/m3

Massa pontual Mp 0.236 kg

Raio externo ro 0.0127 m

Raio interno ri 0.011 m

Comprimento L 1.27 m

Cte. da mola torcional k 38.8 N/m

Fator de forma κ 2/3

Módulo de cisalhamento G 8× 109 N/m2

Tabela 7.1 Propriedades da viga.

Densidade da água ρf 999kg/m3

Profundidade da água d 1.05m

Coef.de massa adicionada CA 1

Coef.de arrasto modificado CD 1

Número de Reynolds Re 2718.7

Tabela 7.2 Propriedades do fluido.

Considera-se, primeiramente, uma viga uniforme vibrando livremente

no vácuo em um ambiente livre de gravidade. Esta análise irá fornecer as carac-

teŕısticas estruturais não-lineares, tais como freqüências e modos de vibração. A

2São considerados aqui valores em escala para fins de comparação com [40].
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seguir, considera-se uma viga vibrando na água sob ação de forças de gravidade e

empuxo. A equação de Morison com amortecimento e termos de massa adicionada

é utilizada a fim de simular essa condição.

Assume-se que a velocidade inicial é zero e que o deslocamento inicial

corresponde ao conjunto3 listado na Tabela 7.3. A obtenção das respostas não-

lineares é obtida por meio de uma proximação em diferenças finitas. Utiliza-se o

método de Runge-Kutta de quarta ordem. Todos os gráficos apresentados mostram

o comportamento na extrutura em x = L.

IC1: u(0, x) = −1
2

(
P0

EI

)2
(

x5

20
− Lx4

4
+

(
L2 − EIL

k

)
x3

3
+ EIL2x2

k
+

(
EIL

k

)2
x
)

v(t, x) = − P0

EI

(
x3

6
− Lx2

2
EILx

k

)

ψ(t, x) = 0

IC2: u(0, x) = −0.00125x

v(t, x) = 0.05x

ψ(t, x) = 0

Tabela 7.3 Conjunto de deslocamentos iniciais.

7.2.1 Movimento Longitudinal

Na Fig. 7.4 são apresentadas as simulações para as vibrações na direção

axial considerando-se condições iniciais do tipo IC1. Note que o gráfico do espaço

de fase mostra a existência de componentes de alta freqüência para o deslocamento.

A Fig. 7.5 mostra o espectograma, mais conhecido como PSD, do movimento

axial quando as condições iniciais IC1 da Tab.7.3 são utilizadas. No espectograma

observa-se algumas das baixas freqüências para o movimento axial.

3Este conjunto de condições de contorno foi derivado e vem sendo utilizado por Benaroya et al.
em seus trabalhos.
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Figura 7.4 a) Vibração axial livre da Massa Mp com c.i. IC1; b) Espaço de fases

para c.i. IC1.

Figura 7.5 PSD para o movimento axial utilizando IC1.

Na Fig. 7.6 as simulações são também para as condições iniciais do tipo

IC1, porém considerando que a viga está sujeita a uma carga axial distribúıda do

tipo

p(t, x) =





(ρfAf − ρA) g, 0 < x < d

−ρAg, d < x < L,
(7.38)

onde ρf , Af e d foram devidamente definidos no caṕıtulo anterior.
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Aqui, o PSD do movimento axial forçado, quando IC1 é utilizado,

apresenta aproximadamente as mesmas freqüências de pico que o movimento livre.

Figura 7.6 Deslocamento axial forçado e PSD considrando IC1.

Figura 7.7 Resposta livre para os deslocamentos axial u(t, L), usando IC1 para um

intervalo de tempo de aproximadamente 2s.

Observa-se, pelas Figuras 7.6a ou 7.7, que as vibrações longitudinais

da viga apresentam um comportamento senoidal com baixa amplitude de vibração,

conforme deveria ocorrer de fato.



Vibrações e estocásticas de uma estrutura Offshore 211

7.2.2 Movimento Transversal

Na Figura 7.8 são apresentados os resultados para as vibrações livres

de uma viga de Timoshenko com condições iniciais do tipo IC1. Nota-se que os

transversal e rotacional comportam-se também de maneira senoidal. A amplitude

de vibração do deslocamento transversal sendo inferior àquela da rotação.

Figura 7.8 Resposta livre para o deslocamento transversal v(t, L) e rotação ψ(t, L)

usando IC1.

7.2.3 Resposta livre-amortecida

Neste caso, considera-se uma viga sujeita à ação de gravidade e empuxo.

Assumindo que o fluido não exerce força tangente à estrutura, a carga axial relaciona-
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se apenas à gravidade, ou seja,

p(t, x) =





(ρfAf − ρA) g, 0 < x < d

−ρAg, d < x < L,
(7.39)

onde d representa a profundidade da água. A força transversal é dada pela equação

(6.15), desconsiderando os efeitos de ondas e correntes. Assim a expressão (6.15) é

reescrita na forma

f(t, x) = CDρfro (u̇v′ − v̇) |u̇v′ − v̇| − CAρfπr2
o (−üv′ + v̈) . (7.40)

Quando a carga transversal distribúıda corresponde à equação de Mori-

son modificada (7.40), o movimento é denominado livre-amortecido. Se o forçante

corresponder à equação de Morison completa, ou seja, sujeita as ações de ondas e

correntes, só então o movimento será denominado forçado.

São consideradas duas situações. A primeira situação consiste em as-

sumir a carga axial nula, ou seja, p(t, x) = 0, com a força transversal f(t, x)

satisfazendo a equação de Morison modificada (7.40) e utilizando as condições ini-

ciais IC1. Os resultados referentes a essa situação são apresentados na Tab. 7.4.

Mais precisamente, na Tab. 7.4 são apresentados os gráficos referentes ao movi-

mento livre-amortecido da estrutura tando na direção axial como na transversal,

lembrando que a direção transversal engloba o deslocamento transversal e o giro (ou

rotação) da estrutura, conforme definido previamente.
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Tabela 7.4 Resposta livre-amortecida em x = L utilizando IC1. (a) Deslocamento

axial, (b) Fase axial (c) Deslocamento transversal, (d) Fase transversal

(e) Giro, (f) Fase para o giro.

Outra situação de interesse, consiste em considerar a carga transversal

f(t, x) variando harmonicamente no tempo, ou seja, f(t, x) = ρfAfcos(ωf t). Para

esse caso são apresentados os deslocamentos transversais no extremo x = L para

condições iniciais nulas e variadas freqüências de entrada ωf em rad/s, escolhidas

tais que sejam aproximadamente o dobro das primeiras freqüências naturais. Os

resultados são apresentados na Tab. 7.5.
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Os gráficos da Tab.7.5 representam subharmônicos, ou seja, são res-

postas periódicas a um forçante harmônico com freqüência de entrada ωf a qual

é aproximadamente um múltiplo de uma freqüência natural de vibração. Os sub-

harmônicos podem ser observados tanto em sistemas lineares quanto não lineares e

uma discussão mais detalhada para o caso linear é apresentada em seções posteri-

ores. Foram escolhidas freqüências de entrada sendo aproximadamente o dobro das

naturais porque as equações de movimento não-lineares (7.28) apresentam termos

não lineares de segunda ordem e isso indicou que a resposta poderia exibir, e de fato

exibiu, subharmônicos [63].

ωf = 2 ωf = 4 ωf = 6

ωf = 8 ωf = 12 ωf = 14

Tabela 7.5 Deslocamento transversal em x = L para condições iniciais nulas.

Aqui, escolheram-se valores de ωf variando de 2 a 14 rad/s. Nota-se que

a resposta cresce conforme ωf aproxima a freqüência natural de aproximadamente

7.521 rad/s, mas o estado subharmônico ainda não ocorre. O subharmônico ocorre
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para ωf ≈ 15.04rad/s, aproximadamente. Tal resultado pode ser observado na

Fig.7.9.

Figura 7.9 Resposta livre para o deslocamento tranversal e fase (modelo de Euler-

Bernoulli) usando IC1.

Figura 7.10 Deslocamento transversal em x = L para condições iniciais IC1 e ωf =

2 rad/s até ωf = 8 rad/s.
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Figura 7.11 Deslocamento transversal em x = L para condições iniciais IC1 para o

modelo de Rayleigh.

Figura 7.12 Deslocamento transversal em x = L para condições iniciais IC1 para o

modelo de Euler-Bernoulli.
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Para o comportamento linear, o movimento transversal (para o deslo-

camento e giro) e longitudinal são desacoplados e podem ser descritos efetivamente

por modelos lineares.

7.3 Modelos Lineares

7.3.1 Linearização

Soluções estacionárias, para o modelo de Timoshenko não-linear são

obtidas a partir do sistema

−EA
∂

∂x

(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)

= p(t, x),

−EA
∂

∂x

[(
∂u

∂x
+

1

2

(
∂v

∂x

)2
)

∂v

∂x

]
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
= f(t, x),

−EI
∂2ψ

∂x2
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
= 0.

(7.41)

Uma forma de linearizar o sistema anterior consiste em assumir soluções

constantes na direção axial, isto é, soluções constantes em u. Dessa forma a equação

(7.41a) resulta em

∂

∂x

(
EA

1

2

(
∂v

∂x

)2
)

. (7.42)

Integrando-a e utilizando a relação (7.31) para p(t, x) e as condições de contorno

(7.30b), obtém-se

EA
1

2

(
∂v

∂x

)2

= (ρA− ρfAf ) g(x− L) + No. (7.43)
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Substituindo a expressão anterior em (7.41b), obtém-se a equação esta-

cionária para o movimento transversal

ρA
∂2v

∂t2
− ∂

∂x

[
((ρA− ρfAf ) g(x− L) + No)

∂v

∂x

]
− κGA

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ψ

)
= f(t, x).

(7.44)

A equação estacionária para o giro é obtida diretamente, sem qualquer

manipulação algébrica, de (7.41c).

Outra forma de derivar as equações de movimento para o modelo li-

near consiste em considerá-lo como um caso especial do modelo acoplado não-linear

quando a vibração axial pode ser negligenciada. Tomando u(t, x) = 0, a parte axial

da equação de movimento (7.28a) é reduzida a

∂

∂x

(
EA

1

2

(
∂v

∂x

)2
)

= (ρA− ρfAf ) g. (7.45)

Integrando e usando as condições de contorno (7.30b), obtém-se

EA
1

2

(
∂v

∂x

)2

= (ρA− ρfAf ) g(x− L) + No. (7.46)

As partes transversal e rotacional nas Eqs. (??b,c) podem ser escritas como





ρA
∂2v

∂t2
− ∂

∂x

[
((ρA− ρfAf ) g(x− L) + No)

∂v

∂x

]
− κGA

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ψ

)
= f(t, x)

ρI
∂2ψ

∂t2
− EI

∂2ψ

∂x2
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
= 0,

(7.47)

e as condições de contorno são resuzidas a



Vibrações e estocásticas de uma estrutura Offshore 219

v(t, 0) = 0

[
ρA

∂v

∂t
− [(ρA− ρfAf ) g(x− L) + No]

∂v

∂x
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
−Mp

∂2v

∂t2

]
(t, L) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x
+ kψ

]
(t, 0) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x

]
(t, L) = 0.

(7.48)

Desconsiderando-se as forças gravitacional e de empuxo, o sistema li-

nearizado de equações de movimento resulta como





ρA
∂2v

∂t2
−No

∂2v

∂x2
− κGA

∂

∂x

(
∂v

∂x
− ψ

)
= f(t, x)

ρI
∂2ψ

∂t2
− EI

∂2ψ

∂x2
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
= 0,

(7.49)

com as seguintes condições de contorno

v(t, 0) = 0

[
No

∂v

∂x
− κGA

(
∂v

∂x
− ψ

)
−Mp

∂2v

∂t2

]
(t, L) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x
+ kψ

]
(t, 0) = 0

[
ρI

∂ψ

∂t
− EI

∂ψ

∂x

]
(t, L) = 0.

(7.50)
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Se o deslocamento transversal e rotacional são negligenciados na resposta total,

v(t, x) = 0 e ψ(t, x) = 0, obtém-se a equação de movimentoe condições de contorno

para o modelo axial linear

ρA
∂2u

∂t2
− EA

∂2u

∂x2
= p(t, x) (7.51)

e

u(t, 0) = 0

[
ρA

∂u

∂t
− EA

∂u

∂x
−Mp

∂2u

∂t2
+ No

]
(t, L) = 0.

(7.52)

Matricialmente, tem-se

Mwtt(t, x) + Kw(t, x) = F(t, x), (7.53)

onde

w =


 u

α


 , F =


 f

0


 , (7.54)

M é um operador constante definido como

Mw =


 ρA 0

0 ρI





 u

α


 =


 ρAu

ρIα


 , (7.55)

e K é um operador diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes definido

por

Kw =
∂

∂x

(
A∂w

∂x

)
+

∂

∂x
(Bw) + Cw = A∂2w

∂x2
+ B∂w

∂x
+ Cw. (7.56)

Aqui

A =


 −κGA 0

0 −EI


 , B =


 0 κGA

−κGA 0


 , C =


 0 0

0 κGA




(7.57)



Vibrações e estocásticas de uma estrutura Offshore 221

juntamente às condições de contorno





Iw(t, 0) = 0,

B1w(t, L) + B2w
′(t, L) + B3ẇ(t, L) + B4ẅ(t, L) = 0,

(7.58)

onde I é a matriz Identidade de ordem 2× 2, 0 é um vetor nulo 2× 1 e

B1 =


 0 κGA

0 0


 , B2 =


 −κGA 0

0 −EI


 ,

B3 =


 ρA 0

0 ρI


 , B4 =


 −Mp 0

0 0


 .

(7.59)

7.3.2 Vibrações Modais

A fim de determinar os modos de vibração, substitui-se w = eiωtΦ(x)

na equação (7.53) na forma homogênea, onde

Φ(x) =


 v(x)

ψ(x)


 . (7.60)

Isto resulta na equação diferencial modal

−Mω2Φ(x) + KΦ(x) = 0, (7.61)

a qual pode ser convenientemente escrita como a equação diferencial matricial e

espacial de segunda ordem, isto é,

MΦ′′(x) + CΦ′(x) +KΦ(x) = 0, (7.62)
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com

M =


 −κGA 0

0 −EI


 , C =


 0 κGA

−κGA 0


 , (7.63)

K(ω) =


 −ω2ρA 0

0 κGA− ω2ρI


 (7.63)

ondeM, C e K são as matrizes de inércia, amortecimento e rigidez, respectivamente.

Observa-se que a freqüência ω está presente na equação (7.62) tal que a amplitude

Φ dependerá sobre ω. O valor de ω será então caracterizado uma vez que sejam

satisfeitas as condições de contorno em x = 0 e x = L. Assim,

AΦ(0) + BΦ′(0) = 0, (7.64)

CΦ(L) +DΦ′(L) = 0, (7.65)

onde A,B, C e D são matrizes 2× 2 dadas por

A =


 1 0

0 k − iωρI


 , B =


 0 0

0 −EI




C =


 iω (ρA− iωMp) κGA

0 iωρI


 , D =


 −(No + κGA) 0

0 −EI


 .

Agora, segue-se a determinação dos modos Φ(x, ω) para cada feqüência

ω. Os modos podem ser convenientemente escritos na forma

Φ(x, ω) = Φ1(x, ω)C1 + Φ2(x, ω)C2, 0 ≤ x ≤ L, (7.66)
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onde Φ1 e Φ2 são matrizes 2× 2 que constituem uma base matricial para (7.62) em

[0, L], e os vetores C1, C2, são 2× 1 e obtidos substituindo-se Φ(x, ω) nas condições

de contorno. Entre várias possibilidades de escolha para uma base matricial, será

utilizada

Φ(x, ω) = h(x, ω)C1 + h′(x, ω)C2, 0 ≤ x ≤ L. (7.67)

ou, no caso de utilizar-se valores iniciais, a seguinte forma resulta mais conveniente

Φ(x, ω) = h0(x, ω)Φ(0) + h1(x, ω)Φ̇(0), 0 ≤ x ≤ L, (7.68)

onde

h0(x) = h′(x)M+ h(x)C, (7.69)

h1(x) = h(x)M (7.70)

são soluções matriciais de (7.62) com os valores iniciais

h0(0) = I, h′0(0) = 0 (7.71)

h1(0) = 0, h′1(0) = I. (7.72)

Considerando-se a solução (??), é necessário que

A[
h0(0)Φ(0) + h1(0)Φ̇(0)

]
+ B[

h′0(0)Φ(0) + h′1(0)Φ̇(0)
]

= 0, (7.73)

C[h0(L)Φ(0) + h1(L)Φ̇(0)
]
+D[

h′0(L)Φ(0) + h′1(L)Φ̇(0)
]

= 0. (7.74)

A partir dos valores iniciais (7.71) e (7.72), resulta

AΦ(0) + BΦ̇(0) = 0, (7.75)

[Dh′0(L) + Ch0(L)
]
Φ(0) +

[Dh′1(L) + Ch1(L)
]
Φ̇(0) = 0. (7.76)
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Na forma matricial

Uc = 0, (7.77)

onde U é uma matriz bloco 2 × 2 com cada bloco sendo 2 × 2; aqui c é um vetor

2× 1 com blocos-linha 2× 1

U =


 A B
Dh′0(L) + Ch0(L) Dh′1(L) + Ch1(L)


 e c =


 Φ(0)

Φ̇(0)


 . (7.78)

Para obter-se soluções não-nulas de (7.77) é necessário e suficiente que o determi-

nante da matriz U seja nula, ou seja,

∆ = det(U) = 0. (7.79)

Como A é uma matriz não-singular então a equação caracteŕıstica pode

ser simplificada. Substituindo (7.71) e (7.72) em (7.75), segue que

Φ(0) = −A−1BΦ̇(0). (7.80)

Agora substituindo (7.71), (7.72) e (7.80) em (7.76), obtém-se

[C(h1(L)− h0(L)A−1B)
+D(

h′1(L)− h′0(L)A−1B)]
Φ̇(0) = 0. (7.81)

Portanto, a equação caracteŕıstica resulta em

∆(L) = det(D) = 0, (7.82)

onde D é uma matriz 2× 2 dada por

D =
[C(h1(L)− h0(L)A−1B)

+D(
h′1(L)− h′0(L)A−1B)]

. (7.83)
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Por outro lado, note que os coeficientes matriciais das condições de

contorno C e D podem ser escritos como

C = CRe + i CIm, D = DRe + i DIm (7.84)

tal que a matriz D resulta composta por uma parte real e uma parte imaginária,

isto é,

D = DRe + i DIm (7.85)

onde

DRe =


 aD0(L) Mpω

2D1(L) + aD2(L)− (a + No)D
′
1(L)− cb

e
D3(L)

−abh′21(L) −bD′
2(L) + D4(L)


 ,

DIm =




acωh11(L) cωD1(L)− b(a + No)

eω
D′

3(L) +
b

eω
D3(L) + aD4(L)

aeωh21(L) eωD2(L)− b2

eω
D′

4(L)




(7.86)

com

D0(x) = Mpω
2h11(x) + ah21(x)− (a + No)h

′
11(x)

D1(x) = bh12(x) +
b

k
(bh′12(x)− ah11(x)) ,D3(x) = bh′12(x)− ah11(x),

D2(x) = bh22(x) +
b

k
(bh′22(x)− ah21(x)(x)) ,

D4(x) = bh′22(x)− ah21(x).

(7.87)
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e

h11(x) = (eω2 − a)h(x) + bh′′(x),

h12(x) = −h21(x) = ah′(x),

h22(x) = cω2h(x) + ah′′(x).

(7.88)

Segue que para cada raiz da equação caracteŕıstica (7.82), tem-se o

modo

Φ(x, ω) =
[
h(x, ω)

(−CA−1B + M
)− h′(x, ω)MA−1B

]
Φ̇(0) (7.89)

para Φ(0) um vetor não nulo arbitrário. Aqui emfatizou-se a dependência tanto da

equação caracteŕıstica quanto dos modos sobre a freqüência.

Tem-se, assim, o modo para o deslocamento

v(t, x) = α
(−bh′′(x, ω) +

(
a− eω2

)
h(x, ω)

)− β
h′(x, ω)

b
(7.90)

e o modo para a rotação

ψ(t, x) = α
h′(x, ω)

b
+ β

(
h′′(x, ω)− cω2h(x, ω)

ab

)
(7.91)

para constantes escalares arbitrárias α e β.

7.3.3 Vibrações Longitudinais

Neste caso, utiliza-se a configuração f́ısica correspondente a uma viga

fixa no extremo x = 0 e que possui uma massa atarrachada no extremo x = L,

conforme lustrado na Figura 7.3.
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Para o movimento longitudinal ou axial, as vibrações são descritas pela

equação

ρAoü(t, x)− EAou
′′(t, x) = 0, (7.92)

e pelas condições de contorno

u(t, 0) = 0,

[EAou
′ + Mpü] (t, L) = N0.

(7.93)

Separando variáveis e aplicando as condições de contorno, a solução espacial é dada

por

X(x) = c1h(x) + c2h
′(x)

c1 = 1, c2 = 0,
(7.94)

com

h(x) =
1

2

sen(βj x)

βj

, (7.95)

onde β =
√

E
ρ

ω satisfaz a equação transcendental

tg(βL) =
ρA

Mpβ
(7.96)

e as freqüências naturais são dadas por

ωn = βn

√
E

ρ
, n = 1, 2, . . . (7.97)

7.3.4 Outros modelos lineares transversais

O movimento transversal pode ser descrito por qualquer um dos quatro

modelos clássicos de vigas (Euler-Bernoulli, Rayleigh, Vlasov ou Timoshenko) satis-
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fazendo condições de contorno adequadas.4 O modelo de Timoshenko foi discutido

nas seções anteriores.

Se a vida for do tipo Euler-Bernoulli, as vibrações transversais serão

descritas pelo modelo

ρAv̈(t, x) + EIv(iv)(t, x) = f(t, x) (7.98)

com as condições de contorno

v(t, 0) = 0,

[kv′ − EIv′′] (t, 0) = 0,

[EIv′′′ −Mpv̈] (t, L) = 0,

EIv′′(t, L) = 0.

(7.99)

Para as vibrações transversais lineares governadas segundo esta teoria,

a fórmula de variação de parâmetros, ou seja, a solução do problema, é dada por

v(t, x) =

∫ L

0

[
ḣ(t, x, ξ)v(0, ξ) + h(t, x, ξ)v̇(0, ξ)

]
dξ+

+

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ+

+
Mp

ρA

(
ḣ(t, x, L)v(0, L) + h(t, x, L)v̇(0, L)

)

(7.100)

onde

h(t, x, ξ) =
∞∑

j=1

Xj(x)Xj(ξ)

||Xj||2 hj(t) (7.101)

4A configuração f́ısica para o modelo linear transversal consiste de uma viga apoiada por uma
mola torcional no extremo x = 0 e que possui uma massa atarrachada no extremo x = L.
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com5

X(x) = c1heb(x) + c2h
′
eb(x) + c3h

′′
eb(x) + c4heb(x) (7.102)

solução do problema de contorno

∂4X(x)

∂x4
− ρAω2

EI
X(x) = 0

X(0) = 0

kX ′(0)− EIX ′′(0) = 0

EIX ′′′(L)−Mpω
2X(L) = 0

EIX ′′(L) = 0,

(7.103)

onde a função

heb(x) =
1

2

senh(αjx)− sen(αjx)

α3
j

(7.104)

satisfaz o problema de contorno

∂4heb(x)

∂x4
− ρAω2

EI
heb(x) = 0

heb(0) = h′eb(0) = h′′eb(0) = 0

h′′′eb(0) = 1

(7.105)

e

hj(t) =
sen(ωjt)

ωj

(7.106)

satisfaz o problema com condições iniciais impulsivas

∂2h(t)

∂t2
+ ω2h(t) = 0

h(0) = 0

ρAḣ(0) = 1.

(7.107)

5Os valores das constantes c1, c2, c3 e c4 serão definidos a seguir.
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Aqui

c4 = 0, c3 =
EI (σ2 + σ′′1)

σ4 (kσ1 − EIσ′1 + σ3)
, c2 =

k

EI
c3, c1 =

(kσ1 − EIσ′1)
EI

c3,

(7.108)

com

σ1 = Mpλ
2h′(L) + ρAh(L), σ2 = −ρAh′(L),

σ3 = −EI (kh′′′(L)− ρAh(L)) , σ4 = EIh′′′(L)−Mpλ
2h(L)

(7.109)

para h(L), h′(L), h′′(L) e h′′′(L) não simultaneamente nulos.

Para uma viga do tipo Rayleigh as vibrações transversais devem sat-

isfazer

ρAov̈(t, x)−N0v
′′(t, x)− ρIov̈

′′(t, x) + EIv(iv)(t, x) = f(t, x) (7.110)

juntamente as condições

v(t, 0) = 0

[kv′ − EIv′′] (t, 0) = 0

[EIv′′′ − ρIv̈′ −N0v
′ −Mpv̈] (t, L) = 0

EIv′′(t, L) = 0.

(7.111)

Neste caso, a fórmula de variação de parâmetros é dada por



Vibrações e estocásticas de uma estrutura Offshore 231

v(t, x) =

∫ L

0

ρAo

[
ḣ(t, x, ξ)v(0, ξ) + h(t, x, ξ)v̇(0, ξ)

]
dξ+

−
∫ L

0

ρIo

[
ḣ(t, x, ξ)v′′(0, ξ) + h(t, x, ξ)v̇′′(0, ξ)

]
dξ+

+

∫ t

0

∫ L

0

h(t− τ, x, ξ)f(τ, ξ)dξdτ+

+Mp

(
ḣ(t, x, L)v(0, L) + h(t, x, L)v̇(0, L)

)
+

+ρI
(
ḣ(t, x, L)v′(0, L) + h(t, x, L)v̇′(0, L)

)
+

+ρI

∫ L

0

[
ḧ′(t− τ, x, L)v(τ, L)− h(t− τ, x, L)v̈′(τ, L)+

+ h′(t− τ, x, L)v(τ, L)− h(t− τ, x, L)v′(τ, L)
]
dτ

(7.112)

onde h(t, x, ξ) e Xj(x) são dadas pelas expressões (7.6) e (7.6), respectivamente.

Aqui

hr(x) =
δsenh(εx)− εsen(δx)

δε (ε2 + δ2)
(7.113)

com

ε =

√(
a4 +

g4

4

)1/2

− g2

2
, δ =

√(
a4 +

g4

4

)1/2

+
g2

2
(7.114)

e

g2 =
ρIω2 −N0

EI
, a4 =

ρAω2

EI
(7.115)

com X(x) satisfazendo o problema
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∂4X(x)

∂x4
+ g2∂2X(x)

∂x2
− a4X(x) = 0

X(0) = 0

kX ′(0)− EIX ′′(0) = 0

EIX ′′′(L) +
(
ρIω2 −N0

)
X ′(L) + Mpω

2X(L) = 0

EIX ′′(L) = 0,

(7.116)

onde a função hr(x) satisfaz o problema de contorno

∂4hr(x)

∂x4
+ g2∂2hr(x)

∂x2
− a4hr(x) = 0, hr(0) = h′r(0) = h′′r(0) = 0, h′′′r (0) = 1

(7.117)

e

hj(t) =
sen(ωjt)

ωj

(7.118)

satisfaz o problema com condições iniciais impulsivas

∂2h(t)

∂t2
+ ω2h(t) = 0

h(0) = 0, ḣ(0) = 1.
(7.119)

A seguir são consideras simulações comparando estes dois modelos. To-

dos os gráficos apresentados em duas dimensões correspondem a resposta em x = L,

ou seja, na massa atarrachada.
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Figura 7.13 Resposta livre para o deslocamento tranversal e fase (modelo de Euler-

Bernoulli) usando IC1.

Figura 7.14 PSD para o modelo de Euler-Bernoulli para IC1.



Vibrações e estocásticas de uma estrutura Offshore 234

Figura 7.15 Resposta livre para o deslocamento tranversal e fase (modelo de

Rayleigh) usando IC1.

Figura 7.16 PSD para o modelo de Rayleigh para IC1

Na Fig.7.17 são comparadas as respostas entre os modelos de Euler-

Bernoulli e Rayleigh utilizando as condições iniciais do tipo IC1.
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Figura 7.17 Comparação entre os deslocamentos transversais para os modelos de

Rayleigh e Euler-Bernoulli

Nas Figs.7.19 e 7.20 são apresentadas as respostas para uma carga

transversal f(t, x) variando harmonicamente no tempo, ou seja,

f(t, x) =





ρfAfcos(ωft), 0 < x < d

0, d < x < L
(7.120)
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Figura 7.18 Entrada cossenoidal f(t, x).

Para esse caso são apresentados deslocamentos transversais no extremo

x = L para ωf variando de 2 à 12 rad/s. Nas Figs.7.19 e 7.20 tem-se os resultados

considerando-se o modelo de Rayleigh; na Fig.7.21 para o modelo de Euler-Bernoulli.

Note que em sistemas lineares a resposta é composta por uma solução

homogênea e uma solução particular. A solução homogênea oscila segundo as

freqüências naturais e a solução particular oscila segundo a freqüência de entrada

ωf . A magnitude da solução particular depende das condições iniciais, freqüência

de entrada ωf e da amplitude do forçante. O estado subharmônico ocorre quando

a freqüência forçante equivale a duas vezes a freqüência natural, e a magnitude da

solução homogênea é grande comparada à da solução particular 6.

6Uma abordagem detalhada de subharmônicos e superharmônicos é encontrada em [63]
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Figura 7.19 Resposta forçada harmônica para o modelo de Rayleigh.

Observa-se na Fig.7.19 que o sistema responde de acordo com a os-

cilações devidas a freqüência natural conforme é forçado com freqüências próximas

ao dobro das freqüências naturais de aproximadamente 2.371Hz. O mesmo ocorre

na Fig.7.20 para a freqüência natural de aproximadamente 15,04Hz. O mesmo não

se verifica nos resultados para o modelo de Euler-Bernoulli na Fig7.21.
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Figura 7.20 Resposta forçada harmônica para o modelo de Rayleigh para freüências

próximas a freqüência natural de 15.04Hz.

Figura 7.21 Resposta forçada harmônica para o modelo de Euler-Bernoulli.
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A seguir são comparados os resultados para os dois modelos simultane-

amente para as freqüências de entrada variando de 2 a 12 Hz.

Tabela 7.6

A seguir é feita a decomposição da resposta forçada para a entrada

cossenoidal (7.120), ou seja,

f(t, x) =





ρfAfcos(ωft), 0 < x < d

0, d < x < L.
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vp vhp vf

Tabela 7.7 Respostas permanente, homogênea induzida e forçada para as

freqüências ωf =2Hz, 4Hz, 6Hz e 8Hz.
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wp whp w

Tabela 7.8 Respostas permanente, homogênea induzida e forçada em x = L para

as freqüências ωf =2Hz, 4Hz, 6Hz e 8Hz.
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8 MODOS PARA NANOTUBOS DE

CARBONO

Pesquisas extensivas sobre nanotubos de carbono (CNTs) tem sido rea-

lizadas [3], [6] desde que os CNTs foram descobertos por Iijima em 1991 [46]. Várias

aplicações dos CNTs têm sido discutidas recentemente, tais como forças atômicas mi-

croscópicas, emissores de campo, preenchimento de nanotubos para materiais com-

postos e dispositivos eletrônicos em nanoescala. Nanotubos com múltiplas paredes

(MWNTs) têm o potencial para o desenvolvimento de nanoatuadores sem atrito,

nano-motores, nano-rolamentos, e nano-molas [52]. Assim, as pesquisas sobre na-

notubos de carbono podem levar a novas aplicações envolvendo outros materiais e

estruturas inteligentes. Uma vez que simulações moleculares [55], [45]; [85] impli-

cam em alt́ıssimo custo, especialmente para problemas em grande escala, modelos do

cont́ınuo para CNTs tornaram-se uma ferramenta importante no estudo de nanotu-

bos de carbono. A maioria dos trabalhos nesta categoria está focada na aplicação de

modelos de placas e vigas elásticas. No caso de vigas, o modelo de Euler−Bernoulli

é o mais amplamente utilizado na literatura na análise de nanotubos de carbono. A

aplicabilidade desse modelo, no entanto, não tem sido investigada extensivamente

[83] e [84].

8.1 Modelagem através de Vigas Elásticas

As equações governantes para o nanotubo de parede simples (SCNT),

seguindo a teoria de Timoshenko, são dadas por [83]

ρA
∂2v

∂t2
− κGA

(
∂2v

∂x2
− ∂φ

∂x

)
= 0

ρI
∂2φ

∂t2
− EI

∂2φ

∂x2
− κGA

(
∂v

∂x
− φ

)
= 0,

(8.1)
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onde v representa o deslocamento lateral, φ é introduzido para medir a curvatura da

seção transversal devido a flexão, κ é o coeficiente de ajuste, o qual foi sugerido como

sendo 10/9 para uma seção transversal circular. Como em modelos de nanotubos

a espessura do tubo é muito pequena, o termo referente a inércia rotatória, ρI ∂2φ
∂t2

,

pode ser desconsiderado nos cálculos [83], resultando, dessa forma, no modelo de

Vlasov.

Figura 8.1 Nanotubos de paredes duplas e múltiplas.

Na análise de um nanotubo de parede dupla (double walled nanotube ou

DWNT), o modelo de viga assume que os dois tubos permanecem coaxiais durante

a deformação.

As equações governantes para o tubo interno e externo podem ser es-

critas via modelo de Timoshenko
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ρA
∂2v1

∂t2
− κ (GA)1

(
∂2v1

∂x2
− ∂φ1

∂x

)
= c (v2 − v1)

(ρI)1

∂2φ1

∂t2
− (EI)1

∂2φ1

∂x2
− κ (GA)1

(
∂v1

∂x
− φ1

)
= 0

ρA
∂2v2

∂t2
− κ (GA)2

(
∂2v2

∂x2
− ∂φ2

∂x

)
= −c (v2 − v1)

(ρI)2

∂2φ2

∂t2
− (EI)2

∂2φ2

∂x2
− κ (GA)2

(
∂v2

∂x
− φ2

)
= 0,

(8.2)

onde os sub́ındices 1 e 2 referem-se às variáveis nos tubos interno e externo, res-

pectivamente. O cálculo da constante c foi sugerido por Yoon et al. [87] como

c ≈ 320(2r̄)erg/cm2

0.16a2 e r̄ = 1
4
(d1 + d2), a = 1.42 × 10−8cm. Do ponto de vista da

mecânica estrutural, o efeito da força de van der Waals é representado por molas

distribúıdas com rigidez c, atachadas na interface do tubo interno e externo do

DWNT.

A seguir, apresenta-se a derivação das propriedades materiais dos na-

notubos usados em modelos de vigas.

8.2 Propriedades materiais

Um interesse chave em aplicar a teoria do cont́ınuo por meio de mo-

delos de vigas em análise estática e dinâmica de CNTs está na determinação das

propriedades materiais dos CNTs, como por exemplo a rigidez fletora. O objetivo

aqui consiste em estabelecer um primeiro contato com a teoria de nanotubos de

carbono através do estudo de um nanotubo de parede simples modelado segundo a

teoria de Vlasov. O comprimento de tal nanotubo é L, e o diâmetro é d. A expressão
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clássica para a rigidez da viga é dada por

EI =
Eπ

64

(
d2

o − d2
i

)
, (8.3)

onde do e di representam os diâmetros externo e interno da superf́ıcie da viga; h =

(do − di)/2 é a espessura do nanotubo (h = t = 0.34nm para um SWNT; h = Nt

para um N -facetado MWNT); t (0.34nm) é o espaço de equiĺıbrio entre nanotubos

adjacentes; E é o módulo de Young do nanotubo; ν = 0.145 é a taxa de Poisson.

Ru [71] propôs que a rigidez fletora efetiva do um nanotubo de carbono de parede

simples deveria ser considerada como um parâmetro independente do material e não

relacionada a espessura de equiĺıbrio. Dos resultados obtidos por Yakobson et al.

[85], a espessura representativa de um nanotubo é de 0.066nm o que é muito menor

que o diâmetro da maioria dos nanotubos. Substituindo as igualdades do − di = 2h

e assumindo do ≈ di ≈ d se a espessura representativa do nanotubo é bem pequena,

a rigidez da viga pode ser expressa como

EI =
Eπ

64

(
d4

o − d4
i

)
=

Eπh

8
d3πC

8
d3, (8.4)

onde a rigidez é Et = C = 360J/m2 (Yakobson et al., 1996) [85]. Note que embora

a expressão acima seja proposta sob a hipótese d À h, o erro na derivação ainda

permanecerá menor que 4.5% se um nanotubo de parede simples com diâmetro

d = 1nm é investigado para a espessura representativa tomada como 0.066nm,

conforme [71]. A densidade de massa por unidade de comprimento de um nanotubo

de parede simples, ρA, foi proposta por Yoon et al. em [87]; ρ = 2.3g/cm3 foi

proposto como a densidade do nanotubo; A = πdt é a área da seção transversal.

Quando se considera o modelo de Timoshenko, outros dois parâmetros utilizados

são GI e GA, onde G = E
2(1+ν)

é o módulo de cisalhamento para o nanotubo. Os

outros dois parâmetros foram propostos como

GI =
EI

2(1 + ν)
=

πC

16(1 + ν)
d3, GA =

Eπtd

2(1 + ν)
=

πCd

2(1 + ν)
. (8.5)
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Para o caso de dois tubos coaxiais com mesmo momento de inércia de

área, os parâmetros discutidos anteriormente para o caso de nanotubo de parede

simples, são dados por

ρA = πρt(d1 + d2),

GI =
πC

16(1 + ν)
(d3

1 + d3
2),

GA =
Eπtd

2(1 + ν)
=

πC(d1 + d2)

2(1 + ν)
,

(8.6)

onde d1 é o diâmetro intermediário do tubo interno, e d2 = d1 + 2 × 0.34nm é o

diâmetro intermediário do tubo externo.

8.3 Modos de Timoshenko e Aproximação de

Vlasov

Considere-se o movimento de uma viga de comprimento L descrita pelo

modelo de Vlasov

ρA
∂2u(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
κGA

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)]
= f(t, x)

ρI
∂2ψ(t, x)

∂t2
− ∂

∂x

[
EI

∂ψ(t, x)

∂x

]
− κGA

(
∂u(t, x)

∂x
− ψ(t, x)

)
= g(t, x)

(8.7)

8.3.1 Viga fixa-apoiada

Considere-se as condições de contorno

u(t, 0) = 0, ψ(t, 0) = 0, (8.8)

u(t, L) = 0, ψx(t, L) = 0. (8.9)
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Matricialmente, tem-se a matriz formada pelos coeficientes das condições de con-

torno

B =


 A B 0 0

0 0 C B


 , (8.10)

onde

A =


 1 0

0 1


 , B =


 0 0

0 0


 , (8.11)

C =


 1 0

0 0


 , D =


 0 0

0 1


 . (8.12)

Para obter as freqüências naturais ω, utiliza-se a base dinâmica nor-

malizada, de modo que

w(x) = ho(x)c1 + h1(x)c2, (8.13)

onde os vetores 2× 1

c1 =


 c11

c12


 , c2 =


 c21

c22


 (8.14)

não ambos identicamente nulos, são determinados a partir das condições de contorno

e w é o vetor de váriáveis da forma

w =


 u(t, x)

ψ(t, x)


 . (8.15)

Formulando-se a equação modal, Uc = 0, onde U = BΦ com B sendo a

matriz formada com os coeficientes das condições de contorno e Φ é a matriz formada



Nanotubos de Carbono 248

com valores da base dinâmica normalizada em x = 0 e x = L, tem-se

B =


 A B 0 0

0 0 C D


 =




1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1




(8.16)

Φ =




I 0

0 I

ho(L) h1(L)

h′o(L) h′1(L)




=




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

ho,11(L) ho,12(L) h1,11(L) h1,12(L)

ho,21(L) ho,22(L) h1,21(L) h1,22(L)

h′o,11(L) h′o,12(L) h′1,11(L) h′1,12(L)

h′o,21(L) h′o,22(L) h′1,21(L) h′1,22(L)




.

Assim,

U =




1 0 0 0

0 1 0 0

ho,11 ho,12 h1,11 h1,12

h′o,21 h′o,22 h′1,21 h′1,22




. (8.17)

onde as componentes de U são calculadas em x = L.

Utilizando a base de Euler para h(x), isto é

h(x) =
δ sinh(ε x)− ε sin(δ x)

a b (ε2 + δ2) ε δ
(8.18)

e substituindo valores na equação caracteŕıstica det(U) = 0, resulta

∆ = det(U) = 0 = δtanh(εL)− εtan(δL) = 0, (8.19)
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ou, equivalentemente,

∆ = det(U) = 0 =
√

ε2 + g2tanh(εL)− εtan(
√

ε2 + g2L) = 0. (8.20)

Para o cálculo das freqüências naturais ωn, resolve-se (8.20) para ε e, a partir destes

valores, calculam-se os parâmetros r e δ, ou seja,

r =

√√√√
√(

ε2 +
g2

2

)2

− g4

4
e δ2 = ε2 + g2 (8.21)

onde tem-se que

g2 = (e/b + c/a))ω2, r4 = cω2(−eω2 + a)/ab. (8.22)

Da equação modal Uc = 0, conclui-se que as componentes c11 e c12 são

nulas. Portanto,

c1 =


 0

0


 , c2 =


 c21

c22


 , (8.23)

e então, de Uc = 0, tem-se as expressões

h1,11(L)c21 + h1,12(L)c22 = 0,

h′1,21(L)c21 + h′1,22(L)c22 = 0.

Fazendo, c21 = 1, o valor c22 corresponde ao fator de forma

σ = −h1,11(L, ω) + h′1,21(L, ω)

h1,12(L, ω) + h′1,22(L, ω)
, (8.24)
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para cada raiz da equação caracteŕıstica que satisfaça as condições

h1,12(L, ω) + h′1,22(L, ω) 6= 0, (8.25)

(h1,12(L, ω))2 +
(
h′1,22(L, ω)

)2 6= 0. (8.26)

Assim, as autofunções serão do tipo

w(x) = h1(x)


 1

σ(L, ω)


 ,

isto é,

w(x) =




h1,11(x, ω) + σ(L, ω)h1,12(x, ω)

h1,21(x, ω) + σ(L, ω)h1,22(x, ω)




para cada ω raiz de (8.19) ou (8.20), satisfazendo as condições (8.25) e (8.26). Aqui

ho =


 −b ad3h(x)

dx3 − ae ω2 dh(x)
dx

−(a2 − aeω2)h(x)

acω2h(x) −ad3h(x)
dx3 − cbω2 dh(x)

dx
+ a2 h(x)


 (8.27)

e

h1 =


 −b ad2h(x)

dx2 − h(x) + h(x) (a2 − ae ω2) −a bdh(x)
dx

a2 dh(x)
dx

−a bd2h(x)
dx2 + b c ω2 h(x)


 . (8.28)

Para a equação governante satisfazendo (8.1), toma-se o limite para o

parâmetro e tendendo a zero em (8.22) e em (8.27) e (8.28). Assim, as matrizes ho

e h1 modificadas resultam em

ho =


 −ab d3h(x)

dx3 −a2h(x)

acω2h(x) −ad3h(x)
dx3 − cbω2 dh(x)

dx
+ a2 h(x)



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e

h1 =


 −ab d2h(x)

dx2 + (a−1) h(x) −a bdh(x)
dx

a2 dh(x)
dx

−a bd2h(x)
dx2 + b c ω2 h(x)


 .

8.3.2 Viga fixa-livre

Neste caso tem-se condições de contorno da forma

u(t, 0) = 0, ψ(t, 0) = 0, (8.29)

ux(t, L)− ψ(t, L) = 0, ψx(t, L) = 0. (8.30)

Matricialmente,

B =


 A B 0 0

0 0 C B


 , (8.31)

onde

A =


 1 0

0 1


 , B =


 0 0

0 0


 , (8.32)

C =


 0 −1

0 0


 , D =


 1 0

0 1


 . (8.33)

Seguindo o mesmo procedimento anterior, obtém-se

U =




1 0 0 0

0 1 0 0

−ho,21 + h′o,11 −ho,22 + h′o,12 −h1,21 + h′1,11 −h1,22 + h′1,12

h′o,21 h′o,22 h′1,21 h′1,22




.(8.34)
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onde as componentes de U são calculadas em x = L. Da equação modal Uc = 0,

conclui-se que as componentes c11 e c12 são nulas. Portanto,

c1 =


 0

0


 , c2 =


 c21

c22


 . (8.35)

Utilizando a base de Euler para h(x), e substituindo valores na equação caracteŕıstica

det(U) = 0, resulta

∆ = det(U) = 0 =
(
g2 + 2ε2

)2
+ g2ε

√
g2 + ε2tan(

√
g2 + ε2L)tanh(εL) = 0. (8.36)

Determinadas as freqüências, segue de (8.34)

(−h1,21(L) + h′1,11(L)
)
c21 +

(−h1,22(L) + h′1,12(L)
)
c22 = 0 (8.37)

(8.38)

h′1,21(L)c21 + h′1,22(L)c22 = 0. (8.39)

Fazendo, c21 = 1, o valor c21 corresponde ao fator de forma

σ =
h1,21(L, ω)− h′1,11(L, ω)− h′1,21(L, ω)

h′1,12(L, ω)− h1,22(L, ω) + h′1,22(L, ω)
, (8.40)

para cada raiz ω da equação caracteŕısitca que satisfaça as restrições

h′1,22(L, ω) + h′1,12(L, ω)− h1,22(L, ω) 6= 0, (8.41)

(−h1,21(L, ω) + h′1,11(L, ω)
)2

+
(−h1,22(L, ω) + h′1,12(L, ω)

)2 6= 0 (8.42)

(
h′1,21(L, ω)

)2
+

(
h′1,22(L, ω)

)2 6= 0. (8.43)
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8.3.3 Viga apoiada-deslizante

Neste caso a viga está sujeita as condições de contorno

u(t, 0) = 0, ψx(t, 0) = 0, (8.44)

ψ(t, L) = 0, ux(t, L)− ψ(t, L) = 0 (8.45)

ou, matricialmente, tem-se os coeficientes das condições de contorno

B =


 A B 0 0

0 0 C B


 (8.46)

onde

A =


 1 0

0 0


 , B =


 0 0

0 1


 , (8.47)

C =


 0 1

0 −1


 , D =


 0 0

1 0


 . (8.48)

A equação modal Uc = 0 resulta

U =




1 0 0 0

0 0 0 1

ho,21 ho,22 h1,21 h1,22

h′o,11 − ho,21 h′o,12 − ho,22 h′1,11 − h1,21 h′1,12 − h1,22




, (8.49)

onde as componentes de U são calculadas em x = L. Da equação modal Uc = 0,

conclui-se que as componentes c11 e c22 são nulas. Portanto,

c1 =


 0

c12


 , c2 =


 c21

0


 . (8.50)
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Novamente, utilizando a base de Euler para h(x) e substituindo valores

na equação caracteŕıstica det(U) = 0, tem-se que

∆ = det(U) = 0 = (δ2 + ε2)cos(δL)cosh(εL) = 0 (8.51)

com δ e ε relacionados pela equação (5.54).

Decorre que

δ =
(2n− 1)π

2L
, n inteiro. (8.52)

Da definição de δ, segue

δ4 − δ2g2 − r4 = 0. (8.53)

Os valores

ε2 = δ2 − g2 (8.54)

são calculados após determinadas as freqüências.

Segue de Uc = 0 que

ho,22(L, ω)c12 + h1,21(L, ω)c21 = 0

(h′o,12(L, ω)− ho,22(L, ω))c12 + (h′1,11(L, ω)− h1,21(L, ω))c21 = 0.

Fazendo, c12 = 1, o valor c21 corresponde ao fator de forma

σ = −ho,22(L, ω)

h1,21(L, ω)
(8.55)
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para cada raiz de (8.51) que satisfaça as restrições

(ho,22(L, ω))2 + (h1,21(L, ω))2 6= 0 (8.56)

(
h′o,12(L, ω)− ho,22(L, ω)

)2
+

(
h′1,1(L, ω)− h1,21(L, ω)

)2 6= 0. (8.57)

A seguir, são apresentados os resultados obtidos para o caso de um

nanotubo de carbono apoiado-deslizante.

Propriedade Valor

h 0.066nm

d 1nm

L 9nm

ν 0.145

κ 10
9

C 360× 10−18J/nm2

ρ 2.3× 10−24kg/nm3

EI π
8
× 10−18Jnm

GI πC
16(1+ν)

d3

GA πC
2(1+ν)

d

Tabela 8.1 Valores dos parâmetros usados nas simulações .

Nas simulações foram calculados os quinze primeiros modos de vibração

do sistema. Os valores obtidos para os parâmetros εm e δm, e para as quinze

primeiras freqüências de vibração ωm (em Hertz) são apresentados nas Tabs. 8.2

e 8.3, considerando os modelos de Vlasov e Timoshenko, respectivamente. Note que

as freqüências de vibração para o nanotubo modelado segundo a teoria de Vlasov
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é superestimada em relação àquelas obtidas segundo a teria de Timoshenko. Note

também que o parâmetro ε é puramente imaginário (modelo de Timoshenko) a par-

tir da décima primeira freqüência positiva de vibração. Isso ocorre porque os valores

de ω ultrapassaram o valor do parâmetro da freqüência cŕıtica, conforme discutido

ao longo do quinto caṕıtulo.

m ωm εm δm

1 230.17 0.1738 0.1745

2 2009.92 0.5060 0.5235

3 5281.98 0.7978 0.8726

4 9622.79 1.0383 1.2217

5 14635.10 1.2282 1.5707

6 20025.04 1.3749 1.9198

7 25604.42 1.4876 2.2689

8 31263.31 1.5742 2.6179

9 36941.57 1.6412 2.9670

10 42608.30 1.6937 3.3161

11 48248.96 1.7353 3.6651

12 53857.86 1.7686 4.0142

13 59433.93 1.7956 4.3633

14 64978.38 1.8177 4.7123

15 70493.50 1.8359 5.0614

Tabela 8.2 Valores calculados para os parâmetros ωm, εm, e δm para as 15 primeiras

freqüências positivas para o modelo de Vlasov.
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m ωm εm δm

1 229.75 0.17352 0.1745

2 1980.5 0.49806 0.5236

3 5112.7 0.76660 0.8726

4 9171.9 0.96605 1.2217

5 13809 1.0953 1.5708

6 18797 1.1561 1.9199

7 24002 1.1479 2.2689

8 29337 1.0636 2.6180

9 34753 0.87920 2.9671

10 40216 0.49321 3.3163

11 45705 0.67530 i 3.6653

12 51208 1.1495 i 4.0143

13 56711 1.5320 i 4.3634

14 62215 1.8793 i 4.7124

15 67712 2.2067 i 5.0614

Tabela 8.3 Valores calculados para os parâmetros ωm, εm, e δm para as 15 primeiras

freqüências positivas para o modelo de Timoshenko.

Os modos normalizados considerando o modelo de Vlasov, são apresen-

tados na Fig. 8.4. A linha cont́ınua representa modo relativo ao deslocamento e

a linha pontilhada o modo relativo ao giro. Os modos normalizados considerando

o modelo de Timoshenko, são apresentados na Fig. 8.5. Novamente, linha pontil-

hada refere-se ao giro e linha cont́ınua ao deslocamento. Observe que não há uma
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diferença quantitativa representativa entre os modos, tanto para o deslocamento

quanto para o giro, entre os dois modelos.

Modo 1 Modo 2 Modo 3

Modo 4 Modo 5 Modo 6

Modo 7 Modo 8 Modo 9

Modo 10 Modo 11 Modo 12

Tabela 8.4 Modos de vibração para o modelo de Vlasov.
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Modo 1 Modo 2 Modo 3

Modo 4 Modo 5 Modo 6

Modo 7 Modo 8 Modo 9

Modo 10 Modo 11 Modo 12

Tabela 8.5 Modos de vibração para o modelo de Timoshenko.
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A seguir comparam-se as variações nos modos para o deslocamento e

giro, conforme o modelo (Timoshenko ou Vlasov) escolhido.

Modo 1 Modo 2 Modo 3

Modo 4 Modo 5 Modo 6

Modo 7 Modo 8 Modo 9

Modo 10 Modo 11 Modo 12

Tabela 8.6 Modos para o deslocamento: (-) Timoshenko; (¦) Vlasov.
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Modo 1 Modo 2 Modo 3

Modo 4 Modo 5 Modo 6

Modo 7 Modo 8 Modo 9

Modo 10 Modo 11 Modo 12

Tabela 8.7 Modos para o giro: (-) Timoshenko; (¦) Vlasov.
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9 CONCLUSÕES

Este trabalho apresentou um estudo de problemas modelados segundo

as quatro principais teorias existentes para análise dinâmica de vigas: Euler-Bernoulli,

Rayleigh, Vlasov e Timoshenko.

A abordagem de sistemas acoplados foi realizado de maneira direta,

eliminando a utilização de técnicas usuais encontradas na literatura para trans-

formação de sistemas de ordem superior em um sistema matricial de primeira ordem

no tempo. Também, na análise espectral, evitou-se a técnica frequente de desacoplar

os deslocamentos transversais e o giro nas equações de Timoshenko e Vlasov em

equações espaciais de quarta ordem e manter o acoplamento através das condiçoes

de contorno. Com isso, mantém-se a dependência da resposta fundamental sobre os

termos forçantes originais, diferentemente do que acontece com o desacoplamento,

onde os termos forçantes resultam completamente modificados.

A obtenção das autofunções ou modos para determinar as amplitudes

de respostas harmônicas em vigas de Timoshenko e Vlasov foi facilitado com o uso

da base gerada pela resposta fundamental matricial devido aos valores iniciais desta

resposta. A decorrente formulação matricial facilitou o estudo sobre a existência

de autovalores duplos em uma viga de Timoshenko livre-livre, obtendo-se que a

análise pode ser referida ao comportamento de uma resposta escalar caracteŕıstica

que inclui impĺıcitamente os parâmetros do problema. Além disso, como não é feito

o desacoplamento, trabalha-se sempre no espaço f́ısico do problema, diferente do que

acontece quando o sistema é desacoplado em equações de primeira ordem no tempo,

segundo a formulação de estado ou a teoria de semigrupos. A transformação de um

sistema de segunda ordem em um sistema de primeira ordem muitas vezes acarreta

perdas importantes, como a perda da simetria e/ou da positividade dos coeficientes

do sistema. A formulação utilizada para obtenção da resposta, calculada de maneira

exata, permitiu uma análise passo-a-passo do problema. Essa resposta anaĺıtica
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resultou fácil de ser obtida pela utilização da fórmula que envolve a resolução de

equações caracteŕısticas de três tipos: algébrica, diferencial e em diferenças.

Para a obtenção da resposta fundamental, foram introduzidos proble-

mas adjuntos de natureza evolutiva e de natureza espacial. Na literatura, o conceito

de adjunto é restrito aos coeficientes espaciais do modelo e não é muito discutido o

conceito de modelo evolutivo adjunto. A discussão sobre condições de contorno ad-

juntas, condições do tipo valor inicial adjuntas e o caso de condições mistas adjuntas

apresentada neste texto vem a clarear ou preencher uma lacuna existente na liter-

atura no que diz respeito à bilinear de contorno da identidade de Green-Lagrange.

A introdução da função de Green de valor inicial permitiu obter uma representação

integral da resposta dinâmica para o modelo de Timoshenko com condições de con-

torno genéricas. A solução para os casos envolvendo os modelos de Vlasov, Rayleigh

e Euler-Bernoulli podem ser obtidos como casos limite do modelo de Timoshenko.

As respostas forçadas foram definidas através da integral de convolução

da resposta fundamental com o termo não homogêneo que corresponde a excitação

externa. A decomposição da resposta forçada mostrou-se muito útil, já que o cálculo

da integral de convolução é bastante complexo e implica alto custo computacional.

A decomposição, como foi formulada, permitiu a identificação da componente dom-

inante da solução (homogênea induzida ou permanente), isto é, aquela que mais

contribuiu para a resposta do problema como um todo, mesmo para problemas

com maior complexidade nas condições de contorno, como os apresentados ao longo

do trabalho e, por exemplo, em [14]. Além disso, a decomposição de respostas

forçadas em sistemas distribúıdos foi ampliada para sistemas matriciais evolutivos

distribúıdos de segunda ordem, que inclui o modelo de Timoshenko.

Foi proposto um modelo não-linear para o estudo de plataformas off-

shore e realizadas simulações diante excitações harmônicas. Tal estrutura foi mode-

lada como uma viga de Timoshenko em ambiente oceânico e sujeita a deslocamentos

axiais, transversais e de rotação. As equações governantes e as condições de contorno
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foram obtidas através do prinćıpio variacional de Hamilton extendido e resultaram

sendo não-lineares e acopladas. Essas EDPs não-lineares e acopladas juntamente

as respectivas condições de contorno foram resolvidas numericamente usando uma

aproximação em diferenças finitas e o método de Runge-kutta de quarta ordem.

O modelo simplificado foi composto por uma viga apoiada em uma mola torcional

linear elástica e com uma massa afixada no extremo livre da viga. As forças do

fluido foram modeladas usando a equação de Morison e a teoria das ondas lineares

de Airy. A partir de uma linearização do modelo, obteve-se o sistema de equações

governantes lineares juntamente as condições de contono. Simulações foram feitas

para este modelo linear e comparadas às respostas obtidas para um problema do

mesmo tipo, porém governado pelas equações de Rayleigh e de Euler-Bernoulli e

suas respectivas condições de contorno.

Para o modelo não-linear acoplado, foram obtidas as respostas livre,

livre-amortecida e forçada, respectivamente. Observou-se a presença de subharmônicos

quando a freqüência forçante aproximou suficientemente a freqüência natural de

aproximadamente 15rad/s para a viga modelada segundo a teoria de Rayleigh onde

o sistema respondeu como metade da freqüência forçante. Este resultado está de

acordo com a literatura e foi importante para a validação do código computacional;

Para a viga modelada conforme a teoria de Timoshenko, não foi observada a pre-

sença de subharmônicos, conforme o esperado. A introdução de deslocamentos inici-

ais não-nulos ao sistema causou um aumento na amplitude da resposta, mas que não

representou grande mudança no aspecto qualitativo da solução. Qualitativamente,

os resultados para o deslocamento tansversal do modelo não-linear acoplado de Tim-

oshenko, mostrou-se semelhante àqueles da literatura para o modelo de Rayleigh. A

diferença ficou restrita à amplitude de vibração. Observou-se também que a força

exercida pelo fluido afeta diretamente o deslocamento transversal e a rotação. A am-

plitude do movimento de rotação da seção transversal apresentou maior magnitude

em relação à do deslocamento transversal.
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Nanotubos de carbono foram modelados segundo a teoria de Timo-

shenko, validando a aproximação de Vlasov frequentemente utilizada nas aplicações.

Foram obtidas freqüências naturais na escala Terahertz correspondentes aos modos

de vibração coaxiais para um nanotubo de parede simples. Os resultados mostraram

que para este caso as diferenças nas freqüências naturais e modos de vibração entre

os modelos de Timoshenko e Vlasov são insignificantes de um ponto de vista f́ısico,

o que não necessáriamente deve ser o caso com nanotubos de paredes múltiplas.

Como um trabalho futuro em relação ao estudo de nanotubos, seria de

interesse investigar o comportamento das respostas livres e forçadas de nanotubos

de carbono de paredes múltiplas. Tais nanotubos poderiam ser modelados, por ex-

emplo, como uma série de vigas de Timoshenko conectadas por dispositivos elásticos

representando as forças interatômicas Van der Waals.
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[62] Miller, K. S. Linear Differential Equations in the Real Domain. Rout-

ledge, London, 1963.

[63] Minorsky, N. Nonlinear Oscillations. Robert E. Krieger Publishing

Company, Inc., London, 1962.

[64] Moraes, I. F. Uma Metodologia Unificada no Domı́nio Tempo

para Sistemas Concentrados, Discretos e Distribúıdos. PhD thesis,
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