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RESUMO

E desenvolvida a formulagao newtoniana do modelo de Timoshenko
para vigas elasticas, através da resposta fundamental, ou funcao de Green de valor
inicial, e da andlise modal. Sao feitas aplicacoes para o caso de plataformas off-
shore e nanotecnologia. A derivacao das equacoes governantes do modelo de Timo-
shenko, considerando condigoes de contorno classicas e nao-classicas, é feita segundo
o principio extendido de Hamilton. Realiza-se uma andlise espectral no sistema de
equagoes diferenciais parciais evolutivas de segunda ordem que governam os mode-
los, utilizando, na determinagao das freqiiéncias naturais e autofunc¢oes, uma base
gerada por uma resposta espacial fundamental. Esta resposta satisfaz um sistema
nao classico de equacgoes diferenciais ordinarias de segunda ordem, que inclui um
operador diferencial de primeira ordem e um coeficiente de rigidez que depende
nao-linearmente da freqiiéncia natural. A solucao analitica do problema é obtida
utilizando-se uma férmula que envolve a resolucao de equagoes caracteristicas de trés
tipos: algébrica, diferencial e em diferencas. O estudo de respostas dinamicas e, em
particular, respostas forcadas no dominio da freqiiéncia, é considerado para sistemas
evolutivos de segunda ordem, com auxilio da formulacao do problema adjunto. A
funcao matricial de transferéncia é calculada de maneira espectral e nao-espectral.
A caracterizacao de autovalores duplos acima de valores criticos da freqiiéncia para
vigas livre-livre é reformulada matricialmente, em termos da base dinamica. Res-
postas devido a excitacoes harmonicas e variadas condicoes iniciais sao simuladas
para varios tipos de vigas. Para o comportamento de estruturas flexiveis offshore
modeladas segundo as teorias de Euler-Bernoulli e de Rayleigh e a lei de Morison, é
proposta uma extensao a teoria de Timoshenko. Os modos de vibracao do modelo
de Vlasov para nanotubos sao determinados através de limite dos modos correspon-
dentes ao modelo de Timoshenko. Simulages sao realizadas para nanotubos de

carbono.



ABSTRACT

It is developed a newtonian formulation of the elastic beam model of
Timoshenko, through a fundamental response , or initial value Green’s function,
and from modal analysis. Applications are considered in offshore structures and
nanotechnology. The motion equations of the Timoshenko model, under classical or
non classical boundary conditions, are obtained according to the extended Hamil-
ton principle. It is done a spectral analysis of the system of second order evolution
partial differential equations that governs the model, using a basis generated by a
fundamental spatial response for the determination of the frequencies and eigen-
functions. This response satisfies a non classical system of second order ordinary
differential equations that includes a first derivative operator and a stiffness co-
efficient which depends, in a non linear manner, on the natural frequencies. The
analytical solution of the problem is obtained by using a formulae which involves the
resolution of characteristic equations of three types: algebraic, differential and on
differences. The study of dynamical responses and, particularly, of forced responses
in the frequency domain, it is considered for second order evolution systems with
aid of the adjoint problem formulation. The transfer matrix function is determined
by spectral and non spectral means. The characterization of double eigenvalues
above critical frequency values for free-free beams is reformulated in matrix form,
in terms of the dynamical basis. Responses due to harmonic excitation and vari-
ous initial conditions are simulated for several types of beams. For the behaviour
of flexible offshore structures that are modelled according to Euler-Bernoulli and
Rayleigh beam models and subjected to Morison’s law, it is proposed a extension for
Timoshenko beam theory. The vibration modes of the Vlasov model for nanotubes
are obtained as a limit case of the modes corresponding to the Timoshenko model.

Simulations are performed for carbon nanotubes.



1 INTRODUCAO

Os modelos para vibragoes transversais de vigas a serem abordados

neste trabalho sao baseados nas principais teorias de vigas existentes:

e Euler-Bernouli,

Rayleigh,

Shear ou Vlasov,

Timoshenko.

Neste trabalho sao utilizadas técnicas espectrais e nao-espectrais com o uso da res-
posta impulso ou fungao de Green de valor inicial correspondente a formulacao no
espaco fisico. O trabalho d& énfase ao modelo de Timoshenko, que adiciona tanto o
efeito de cisalhamento quanto o efeito de rotacao ao movimento vibratério de uma
viga elastica. Aplicac¢oes sao consideradas para plataformas offshore e nanotubos de

carbono.

A viga é um dos modelos fundamentais das estruturas elasticas, e
¢ utilizada em uma variedade de aplicacoes como, por exemplo, em hélices de
helicépteros, satélites flexiveis, asas de avides, bragos robdticos, trilhos de trens
e subsistemas de estruturas mais complexas. O estudo das respostas estaticas e
dinamicas de componentes estruturais, tais como as citadas anteriormente, sob
varias condigoes de carga é muito 1til para a modelagem e andlise do comporta-

mento de estruturas mais reais e complexas sujeitas a carregamentos similares.

Um relato histérico bastante detalhado e interessante sobre o problema
de flexao de vigas é dado por Timoshenko [80]. Partindo dos trabalhos de Galileo,
ele descreve os refinamentos sofridos pelas teorias de vigas por Bernoulli, Euler,

Coulomb, Saint-Venant, Poisson, Kirchhoff, Rayleigh, e pelo préprio Timoshenko,
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entre outros. Na atualidade, as teorias de vigas mais utilizadas ainda usam os
mesmos principios basicos desenvolvidos décadas, ou em certos casos, séculos atras

[40].

Foi reconhecido pelos primeiros pesquisadores que o efeito da flexao é o
efeito mais importante em uma viga vibrando transversalmente. O modelo de Euler-
Bernoulli inclui a energia potencial devido a flexao e a energia cinética devido ao
deslocamento lateral. Esta teoria data do século XVIII. Jacob Bernoulli (1654-1705)
descobriu primeiramente que a curvatura de uma viga eldstica em qualquer ponto
é proporcional ao momento flexural naquele ponto. Daniel-Bernoulli (1700-1782), o
sobrinho de Jacob, foi o primeiro a formular a equacao diferencial de movimento da
vibragao de uma viga. Posteriormente, a teoria de Jacob Bernoulli foi aceita por
Leonhard Euler (1707-1783) em suas investigacoes da forma das vigas eldsticas sob
varias condicoes de carregamento. Muitos avancgos sobre curvas elasticas foram obti-
dos por Euler, conforme discutido em Timoshenko [80]. A teoria de Euler-Bernoulli,
também conhecida por teoria classica do estudo de vigas, é a mais comumente uti-
lizada, pois é bastante simples e fornece aproximacoes razoaveis para muitos prob-
lemas. Porém, esta teoria tende a superestimar levemente as freqiiéncias naturais.
Este problema é exacerbado para as freqiiéncias naturais dos maiores modos. Além
disso, a predicao das freqiiéncias também é melhor para vigas finas ou delgadas do

que para as vigas nao delgadas.

A teoria de Rayleigh representa um avanco em termos de modelagem em
relacao a teoria de Euler-Bernoulli por incluir o efeito de rotacao da secao transversal
[40]. Como conseqliéncia, parcialmente corrige os efeitos da superestimacao das
freqiiéncias naturais do modelo de Euler-Bernoulli. No entanto, as freqiiéncias na-

turais sao ainda superestimadas.

O modelo de Shear ou Vlasov adiciona distorcao de cisalhamento ao
modelo de Euler-Bernoulli e, dessa forma, a estimativa das freqiiéncias naturais

melhora consideravelmente.
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Timoshenko [78, 79] propds uma teoria de vigas que adiciona tanto o
efeito de cisalhamento quanto o efeito de rotacao ao modelo de Euler-Bernoulli. O
modelo de Timoshenko foi (e ainda é) a maior melhoria para aproximacao da resposta
de vigas nao-delgadas e para altas freqiiéncias, onde os efeitos do cisalhamento e
da rotacao nao podem ser desprezados. Seguindo Timoshenko, varios autores tém
obtido as equacgoes para freqiiéncias e modos para vérias configuragoes de condigoes

de contorno.

A seguir, ¢ feita uma breve revisao bibliografica referente ao tema prin-
cipal deste trabalho, ou seja, andlise dinamica de estruturas segundo teorias classicas

de vigas sob o enfoque da solucao fundamental ou funcao de Green de valor inicial.

1.1 Revisao bibliografica

O movimento de estruturas com parametros distribuidos é descrito por
variaveis dependendo tanto no tempo quanto no espaco. Dessa forma, o movimento
¢é governado por equagoes diferenciais parciais (EDPs) e por condigdes de contorno
a serem satisfeitas. Muitos pesquisadores tém dedicado seus trabalhos & modelagem

e analise desse tipo de sistemas.

Ginsberg [37] e Meirovitch [59] discutem questoes relativas a modelagem

e andlise de sistemas continuos.

Traill-Nash e Collar [67] deram um tratamento tedrico claro para condi-
¢oes classicas, assim como obtiveram resultados experimentais para o caso da viga
uniforme. Na primeira parte do artigo, eles obtiveram as expressoes para as equagoes
da freqiiéncia e dos modos de vibracao para seis condigoes de contorno cléssicas:
fixa-livre, livre-livre, apoiada-livre, bi-apoiada, fixa-fixa e fixa-apoiada. Na se-
gunda parte, apresentaram os resultados experimentais, juntamente com os resul-

tados numéricos, obtidos usando os modelos de Euler-Bernoulli, Vlasov e Timo-
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shenko. Eles consideraram vigas nao delgadas nas quais os efeitos do cisalhamneto
e da rotacao foram importantes e relataram a diferenca entre a primeira e segunda
freqiiéncias naturais obtidas para cada um dos modelos tedricos, bem como valores

experimentais.

As equagoes para freqiiéncia sao dificeis de resolver, exceto para o caso
de uma viga simplesmente apoiada, ou seja, apoiada em ambos extremos. Mesmo
quando as raizes de tal equacao sao obtidas, é um desafio apresenta-las em uma
forma padronizada. Por exemplo, Dolph [30], Huang [44] e Traill-Nash e Collar [67],

entre outros, apresentaram-nas em diferentes formas.

Huang [44], Kruszewski [50] e Traill-Nash e Collar [67] obtiveram apenas
expressoes para as freqiiéncias naturais e modos de vibracao. Eles nao apresentaram
a resposta completa do comportamento da viga devido a condigoes iniciais e forcas
externas. Para este propodsito, é necessario conhecimento a respeito das condigoes
de ortogonalidade entre autofungoes. As condigoes de ortogonalidade para a viga de

Timoshenko foram independentemente estudadas por Dolph e Herrmann [30].

Uma formulagao matricial newtoniana em termos da resposta funda-

mental de valor inicial é dada em [§8], [29] e [43].

A teoria de Euler-Bernoulli com e sem forga axial, com dispositivos in-
termediarios arbitrariamente localizados e com propriedades descontinuas, é tratada
amplamente na literatura segundo o método espectral classico. Uma nova abor-
dagem, com a introducao da nocao de base dinamica para obtencao da resposta
livre foi introduzida em Claeyssen e Tsukazan [20, 21, 22, 23]. Uma formulacdo

matricial é apresentada em [17] e [18].

A formulagao de Claeyssen tem sido amplamente utilizada para andlise
de uma gama de diferentes aplicagoes, como por exemplo, na anélise das respostas
de placas [11], na obtengao da resposta fundamental para vigas de Euler-Bernoulli

com rotor em um extremo [12], e na determinacao de autovalores duplos para vigas
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de Timoshenko com e sem desacoplamento do sistema de equacoes governantes e

condigoes de contorno [13].

Ainda em relacao a obtencao dos modos de vibracao e das freqiiéncias
naturais de vigas com condic¢oes de contorno classicas e nao-classicas descritas pelo
modelo estrutural de Euler-Bernoulli, tem-se os trabalhos de Claeyssen et al. [19] e

Tsukazan [81].

No campo de andlise de respostas forcadas, uma nova e importante
contribuicao diz respeito a possibilidade de decomposicao de tais respostas, por meio
do célculo de uma resposta permanente e uma resposta homogeénea induzida pelos
valores iniciais da resposta permanente. A decomposicao para problemas de vigas
com condigdes cldssicas tem sido trabalhada em [34] e [15]. As respostas forgadas
de problemas com condi¢oes de contorno nao-classicas e envolvendo as teorias de

Rayleigh, Vlasov e Timoshenko sao analisados no presente trabalho.

Outros dois novos tépicos de interesse da pesquisa de Claeyssen et al.
incluem o estudo das respostas dinamicas de plataformas do tipo offshore (platafor-
mas flutuantes ou semi-submersiveis utilizadas para prospecgao de petréleo), e temas

envolvendo nanotecnologia, mais especificamente, envolvendo nanotubos [26].

O comportamento de estruturas flexiveis offshore tem sido considerado
em diversos trabalhos. Entre estes, destacam-se os trabalhos de Benaroya et al.
[40, 41, 5]. Em sua pesquisa, Benaroya tem utilizado a teoria de Euler-Bernoulli e a
lei de Morison para a modelagem do sistema e resolu¢ao numérica para a obtengao

da resposta dinamica.

Problemas que envolvem caracteristicas ondulatorias e freqiiéncias resso-
nantes em nanotubos de carbono tem sido abordados segundo o modelo de Vlasov
para vigas livre-livre em [6, 52]. Wang & Varadan, em [83, 84], estudaram uma
aproximacao do problema pelo modelo de Vlasov. Em [55] é feita uma aproximacao

segundo teorias da mecanica estrutural para a analise da resposta livre para na-
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notubos de carbono. Algumas propriedades fisicas para este tipo de nanotubos sao
obtidas em [45, 71, 85]. Esta drea ainda é carente de muita pesquisa em todas
as areas do conhecimento, sendo atualmente dominada por pesquisas nas dreas de

quimica e fisica.

1.2 Contribuicoes desta tese

e Modelo de Timoshenko: E comum o uso da teoria de Euler-Bernoulli
para descrever respostas de vigas elasticas. Desconsidera-se o acopla-
mento entre o movimento transversal e o giro numa viga. Neste tra-
balho, é desenvolvida uma formulacao matricial newtoniana em termos

da resposta fundamental de valor inicial segundo a teoria de Claeyssen.

e Analise Modal: Freqiiéncias e modos de vibracao em termos de uma
base gerada por uma resposta fundamental para determinar as ampli-
tudes de respostas harmonicas em vigas de Euler-Bernoulli tem sido
considerado por Claeyssen et al. [12, 19] e Tsukazan [81]. Neste tra-
balho é realizado um estudo matricial para o modelo de Timoshenko.
A caracterizacao de autovalores duplos acima de valores criticos da
freqiéncia, obtida por Geist & McLaughin [36] para vigas livre-livre

tem sido reformulada matricialmente, em termos da base dinamica.

e Respostas Forcadas: Neste trabalho, o estudo de respostas dinamicas
¢é considerado para sistemas evolutivos de segunda ordem, incluindo o
problema adjunto. A validade da decomposicao de respostas forcadas
em sistemas concentrados ou distribuidos considerada por Claeyssen et
al. [22, 23, 15], tem sido ampliada para sistemas matriciais evolutivos
distribuidos de segunda ordem, que inclui o modelo de Timoshenko.
A fungao matricial de transferéncia tem sido calculada seguindo Costa

[26, 27] e Mennicken [61].
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e Vibragoes Offshore: O comportamento de estruturas flexiveis off-

shore tem sido considerado por Benaroya et al., em [40, 41], utilizando
a teoria de Fuler-Bernoulli e a lei de Morison. Neste trabalho é pro-
posta uma extensao a teoria de Timoshenko. A anélise espectral com o
uso da base dinamica tem sido considerada para vibragoes transversais,
longitudinais e rotacionais em uma viga com massa atarrachada e mola
torsional nos extremos. As respostas devido a excitacoes harmonicas e

condicoes iniciais tém sido simuladas para varios tipos de vigas.

Modelo de Vlasov e Nanotubos de Carbono: Problemas que pos-
suem caracteristicas ondulatorias e freqiiéncias ressonantes tem sido
abordados com modelos da mecanica do continuo aplicada a nanotubos
de carbono. Diante de modelos moleculares que envolvem simulacoes
computacionalmente custosas, é proposto o modelo de Timoshenko e
seu estudo espectral para vigas com diversas condi¢oes de contorno.
Neste trabalho, os modos do modelo de Vlasov tem sido obtidos como
caso limite dos modos do modelo de Timoskenko conforme certa pro-

priedade fisica do modelo tende a zero.

1.3 Estrutura do trabalho

Esta tese esta estruturada da seguinte forma:

e Capitulo 2: Os quatro principais modelos para analise dinamica de

vigas uniformes (Euler-Bernoulli, Rayleigh, Vlasov e Timoshenko) sao
apresentados nesse capitulo. As equacoes de movimento e as expressoes
para as condicoes de contorno para cada modelo sao derivadas por meio
de principios variacionais. Apresenta-se uma discussao sobre sistema
acoplado de segunda ordem de Timoshenko versus equacao de Timo-

shenko de quarta ordem. Por fim, sao formulados brevemente alguns
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problemas de interesse a serem analisados em capitulos posteriores e/ou

trabalhos futuros.

Capitulo 3: Neste capitulo o modelo de Timoshenko é formulado tanto
como um sistema evolutivo de primeira ordem quanto de segunda or-
dem. Isto permite escrever o sistema na formulacao de estado ou na
sua formulagao original de segunda ordem. Da&-se énfase ao uso da
formulacao de equacao evolutiva de segunda ordem, sem necessidade
do desacoplamento e mantendo as condigoes de contorno na sua forma

original.

Capitulo 4: Formula-se a resposta dinamica do modelo amortecido de
Timoshenko com o uso da resposta fundamental ou funcao de Green de
valor inicial, através da andalise adjunta. Assume-se que os operadores
de contorno podem ser genéricos, ou seja, podem envolver derivadas
espaciais e temporais. A bilinear de contorno que surge da aplicacao
da identidade de Green-Lagrange é discutida para diferentes situagoes

de condigoes de contorno.

Capitulo 5: As respostas forgadas sao definidas através da integral
de convolucao da solucao fundamental com o termo nao homogéneo
que corresponde a excitacao externa. Serd considerada a extracao de
solucoes homogeéneas a partir de resposta forgada em termos dos va-
lores iniciais de uma solugao particular, atuando esta tltima como uma
retroalimentacao no sistema. A forma dos modos de vibragao em vari-
adas aplicacoes é determinada de maneira analitica com o uso da base
dinamica gerada pela resposta impulso espacial. Discute-se a natureza
do espectro para diversas classes de sistemas, em particular para va-
lores de freqiiéncia menores ou maiores do que o parametro denominado
"freqliéncia critica”. Discute-se também as condigoes necessarias e su-

ficientes sobre a base dinamica gerada pela resposta impulso espacial
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para existéncia de autovalores duplos em vigas de Timoshenko (sis-
tema acoplado) do tipo livre-livre. Simulagoes sao apresentadas para o
caso de uma viga apoiada-deslizante para os modelos de Timoshenko,
Vlasov, Rayleigh e Euler-Bernoulli para diferentes tipos de forcantes

externos.

Capitulo 6: Formula-se a forca transversal distribuida a qual esté su-
jeita uma viga inserida em um ambiente oceanico. Tal forcante leva
em conta os efeitos do vento, das ondas de superficie e das correntes
oceanicas. Este forcante é denominado equagao de Morison e é utilizado
para modelar as forcas do fluido agindo num plano paralelo ao plano
da pagina. As ondas sao assumidas aleatdrias e sao modeladas segundo

a teoria das ondas lineares de Airy e o espectro de Pierson-Moskowitz.

Capitulo 7: Considera-se aqui o exemplo de uma plataforma flutu-
ante, denominada na literatura como ”tension leg platform”, situada
no oceano, em aguas profundas. Tal estrutura é modelada como uma
viga de Timoshenko compreendendo movimentos transversais (desloca-
mento e rotagao) e axiais, com uma mola torcional linear elastica em sua
base e uma massa concentrada em seu extremo livre. O extremo livre
sofre também agao de uma carga pontual axial. O modelo nao linear
é derivado a partir do principio de Hamilton e o sistema de equacoes
resultante é nao-linear e acoplado. Um modelo linear é derivado como
um caso especial do modelo nao-linear acoplado. Respostas sao obtidas
simbolica e numericamente para diferentes situacoes. Comparagoes sao
feitas entre as respostas obtidas ao empregar cada uma das diferentes

teorias de vigas.

Capitulo 8: Realiza-se analise modal para um nanotubo de carbono
modelado via teorias de vigas, com freqiiéncias de vibracao na escala de

terahertz. Primeiramente, discute-se as propriedades materiais usadas
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em modelos de vigas para a andlise de nanotubos de carbono de parede
simples e dupla. A seguir, s@o apresentadas simulagdes comparando os
resultados para um nanotubo de parede simples modelado segundo as

teorias de Timoshenko e Vlasov.
e Capitulo 9: Conclusoes e consideragoes finais.

e Capitulo 10: Referéncias Bibliograficas.
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2  MODELOS MATEMATICOS PARA
VIBRACOES TRANSVERSAIS EM VIGAS

A demanda por sistemas com alta velocidade, baixo custo e baixo con-
sumo de energia tem motivado a introducao de partes flexiveis em muitos sistemas
mecanicos como, por exemplo, estruturas aéreas, manipuladores flexiveis, rotores
flexiveis, etc. Isto leva ao estudo de sistemas mecanicos compostos tanto por partes
rigidas quanto por partes flexiveis que sao usualmente descritas por uma combinagao
de equagoes diferenciais de segunda ordem ordinarias e parciais. Muitos sistemas
mecanicos sao modelados como vigas. Assim, uma compreensao completa do com-
portamento ou resposta de estruturas desse tipo é fundamental tanto para o projeto

quanto para prevengao e anélise de falhas estruturais [41].

Sendo assim, o objetivo deste capitulo consiste em realizar uma dis-
cussao dos quatro principais modelos para analise dindamica de vigas uniformes. As
teorias em questao sao as de Euler-Bernoulli, Rayleigh, Shear ou Vlasov e Timo-
shenko. Primeiramente, as equacoes de movimento para cada modelo, e as expressoes
para as condicoes de contorno sao derivadas por meio do principio variacional de
Hamilton e, por fim, sao formulados alguns problemas de interesse a serem analisa-

dos em capitulos posteriores e/ou trabalhos futuros.
As hipdteses basicas que sao feitas para todos os modelos anteriormente
citados sdo as seguintes [40, 41]:
1. A dimensao na diregao axial é consideravelmente maior que nas outras
duas.

2. O material é linear e elastico. O efeito de Poisson é desprezado.

3. A érea da secao transversal é simétrica, tal que os eixos neutro e central

coincidam.
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4. Planos perpendiculares ao eixo neutro permanecem perpendiculares

apos a deformacao.

5. O angulo de rotacao é pequeno tal que as hipdteses para pequenos

angulos podem ser assumidas.

2.1 Modelo de Euler-Bernoulli

Derivagoes detalhadas do modelo de Euler-Bernoulli podem ser encon-
tradas nos livros-texto de Benaroya [41], Inman [47], Meirovitch [59, 60], entre ou-
tros. Aqui, a equacao de movimento é obtida usando o principio extendido de

Hamilton.

A energia potencial de uma viga uniforme devido a flexao é dada por

1 [ 9?v\>
= - EFI|—) d 2.1
4 2 /0 (8:62> “ (21)
onde F representa o moédulo de elasticidade, I o momento de inércia da secao

transversal sobre o eixo neutro, v = wv(t,z) a deflexdo transversal em relagao a

posicao axial x e ao tempo ¢, e L o comprimento da viga.

A energia cinética é dada por

1 [E v\ 2
= — Al — 2.2
KQ/Op(at)dx, (2.2)

onde p representa a densidade da viga e A a area da secao transversal.

O Lagrangeano, definido por £ = IC — V, é dado por

1 [f o\ > 9?v\”
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O trabalho devido a forcas transversais nao-conservativas por unidade de compri-

mento f(¢,z) na diregdo do deslocamento transversal v(t, z) é dado por

W:/O flt, x)v(t, x)dx. (2.4)

O principio de Hamilton extendido [41, 59, 60] estabelece que a integral
tp

J:/ (K=V+W)dr, (2.5)
ta

assume um valor estacionério para a configuracao real C do sistema descrita pela

funcao v = v(t, z), isto é, a derivada de Gateaux deve anular-se

_0J(w) . J(w+e)— J(v)
o _lg% €

dJ(v, () =0, (2.6)

para perturbagoes ( tais que ((tq, ) = ((tp,x) = 0.

Na literatura é comum encontrar o simbolo ¢ para indicar variacoes
infinitesimais de variaveis envolvidas. Assim §.J refere-se a derivada de Gateaux do

funcional J e dv denota a variagao ¢ da variavel v.

Substituindo as expressoes (2.1), (2.2) e (2.4) em (2.5) obtém-se

 Jw+eQ)—-Jw) /tb/L Jv O¢ 1 ac\>
ling € = i v Jo pA ot Ot +2pA€ ot divdr
ok 0% 0%\ 1 9%¢\*
ty L
—l—/ / dexdT}.
ta J0
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Ao € — 0, resulta

b dv ¢ 0*v 9%C
/ta /0 {pAEE B Ejaxz 2 + fC] dxdr = 0. (2.8)

Integrando por partes, e lembrando que ((t,,z) = ((tp,x) = 0, obtém-

641) b 9P

tp 821) 8C
—E[——— = 0.
+/ta 92 0z, dr =0

se
L

d7'+

(2.9)

Como ( ¢ arbitrario, exceto onde as condigoes de contorno sao dadas,

a expressao anterior leva a seguinte equacao diferencial parcial de movimento

0?v(t, x) oM(t, )
A———F—+ + EI—— = f(t 2.10
pAZ 0D 1 prZ 0T (2.10)
com as seguintes condi¢oes de contorno a serem satisfeitas
pr? o _p @l (2.11)
ox3>|, dx? 0z |, ' '

Antes de prosseguir, uma pequena observagao sobre o significado fisico
das condicoes de contorno obtidas. A variavel v representa o deslocamento, a
primeira derivada 8—:: representa a inclinacao, a segunda derivada B—xg representa
o momento fletor, e a terceira derivada % representa o cisalhamento. Note que,
de forma geral, ( = 0 significa que a variagao do deslocamento é zero, ou seja, o
deslocamento é conhecido, podendo ou nao ser nulo. Aqui nao se esta considerando
problemas com excitagoes e/ou forgantes nos extremos. Assim, neste caso, ( = 0 ou

% = ( significard que o deslocamento ou a inclinagao é zero.
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A expressao (2.11) implica em quatro combinagoes de condigoes de con-

torno possiveis,

%:0, v =0,
%—O, v =0,
%:0, %:0,

para extremo fixo;
para extremo apoiado;
(2.12)

para extremo deslizante;

para extremo livre.

Estas condicoes estao ilustradas na Figura 2.1, onde D, S, M, e @

representam deslocamento, inclinacao ou curvatura, momento fletor e cisalhamento,

respectivamente. Para uma viga apoiada, tem-se M (¢,0) = 0, D(¢,0) = 0; para uma

viga fixa, tem-se D(¢,0) = 0, S(¢,0) = 0; para uma viga livre, tem-se M (¢,0) = 0,
Q(t,0) =0, e para uma viga deslizante, S(¢,0) = 0, Q(¢,0) = 0.

Figura 2.1 Quatro tipos de condigoes de contorno cldssicas: (a) apoiada, (b) fixa,

(¢) livre, (d) deslizante.
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2.2 Modelo de Rayleigh

Conforme mencionado na introdugao, o modelo de Rayleigh adiciona o
efeito de inércia rotatéria ao modelo de Euler-Bernoulli. A energia cinética devido

a rotacao da secao transversal é dada por

1 [f 0%\
== | pI , 2.1
K 2/0 P (87583:) da (2.13)

Combinando a equacao (2.13) com as equagoes (2.1), (2.2) e (2.4) para formar o

Lagrangeano, e usando o principio de Hamilton, obtém-se a equagao de movimento,

dada por
0*v(t, ) oM(t, ) oM(t, )
A : EI - — = f(t 2.14
pA— oot~ Pl apar = f(t2) (2.14)
com as seguintes condicoes de contorno a serem satisfeitas
0%v ¢ | v PBv |*
— 2 =0. FI — ol =0 2.15
Ox? 0z |, ’ oz P 8t28xc 0 ’ (2.15)

. . ~ 2
onde v = v(t,x) representa o deslocamento, % a inclinagao ou curvatura, % 0

v
ot20zx

momento fletor e £T % —pl o cisalhamento.

Quatro possibilidades de condigoes de fronteira sao as seguintes

0
v _ 0, v=0, para extremo fixo;
ox
0%v .
— =0, v=0, para extremo apoiado;
02
(2.16)
0 o3 0?
8—; =0, EIa—;; — pI@tQ—gx =0, para extremo deslizante;
82 83 63
8_:1:; =0, Efa—;; — plﬁg}x =0, para extremo livre.
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A expressao para o cisalhamento deveria parecer impar. Sua validade
pode ser verificada através da soma das forcas e momentos sobre um elemento in-

cremental da viga, conforme mostrado na Figura 2.2.

y
% f(x t)dx

- (x —=

M +dM

/ \KM

Figura 2.2 Um elemento incremental de viga.

A soma das forcas sobre um elemento de viga na direcao transversal

resulta 92
)
(2.17)

—(Q + dQ) cos(8 + db) + Qcosb + f(t, x)dx
onde 0 pode ser aproximado como %, e d() e df representam (g—g) dx e (%) dx,
respectivamente. Expandindo cos(f + df) em torno de 6 usando uma expansao em
série de Taylor e utilizando a hipotese de pequenos angulos, obtém-se

aQ Aa%

oy =PASs 1. (2.18)
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Similarmente, tomando a soma dos momentos em torno do centro do elemento de
viga, obtém-se

OM d3v

Tomando a primeira derivada da equagao (2.19) com respeito a x, e subtraindo a

equagao (2.18) desta, obtém-se

Mo 0%
o022~ P oror T Mo

+ f(t,z). (2.20)

Comparando a expressao resultante com a equacao de movimento (2.14), o momento

fletor é dado por

0*v
M=FEl—. 2.21
ox? ( )
Utilizando as equagdes (2.18) e (2.20), o cisalhamento é dado por
v Pv
=FI —pl 2.22
O=Elom = omor (2.22)

o que verifica a interpretacgao.

2.3 Modelo de Vlasov

Este modelo adiciona o efeito da distorgdo de cisalhamento (mas nao
inércia rotatéria) ao modelo de Euler-Bernoulli. Introduz-se novas varidveis 1, o
angulo de rotacao da secao transversal devido ao momento fletor, e 3, o angulo de
distor¢ao devido ao cisalhamento. O angulo total de rotacao corresponde a soma de
v =1Y(t,x) e = [(t, x) eé, aproximadamente, a derivada primeira do deslocamento

[41], ou seja,
ov(t, x)
or

Uit x) + Bt x) = (2.23)
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Assim, a energia potencial devido a flexao, dada pela equagao (2.1), é modificada

tal que )
1 [t o
== ElI(—) dx. 2.24
Vit 2 /0 ((%) v (2:24)
A energia potencial devido ao cisalhamento é dada por
1 [F ov 2
s = = Al — - d 2.2
V= [ kG (Gh-v) (2.25)

onde k é um fator relacionado a forma da secao transversal da viga. Seguindo o

trabalho de Cowper [28], alguns dos valores desse parametro! estao tabulados na

Figura 2.3.
Secao Transversal K
Circulo 6(1 +v)

7 + 6v

6(1 + v)(1 + m?)?
(7 + 6v)(1 + m?)? + (20 + 12v)m?

Anel circular com m = ¥ wems/ F srtema

3 10(1 + v)
Retangulo .
- " . i 2(1 + ‘.)

Tubo redondo tipo "parede fina o
’) ’
Tubo quadrado tipo "parede fina" 20(1 + v)
48 + 39v

Figura 2.3 Fator de cisalhamento para diferentes tipos de secao transversal.

Considerando a energia cinética devido ao deslocamento lateral, dada

pela equacado (2.2), o Lagrangeano é dado por

£ [ o (B (P80 (22 )

(2.26)

L Aqui v representa a taxa de Poisson, [37], [40].
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O trabalho realizado por forgas e momentos nao-conservativos é dado

pela expressao

W:/O f(t,x)v(t,x)dm—i—/o g(t,x)Y(t, x)dx. (2.27)

Diferentemente do modelo de Euler-Bernoulli, existem duas variaveis
dependentes no modelo de Vlasov: o deslocamento transversal e o angulo de cisa-
lhamento. As equagoes de movimento, usando o principio de Hamilton extendido,

sao dadas por

0?v(t, z) d (0ov(t,x) B
pA— o —sGA- <T —Y(t, 37)) = f(t,2)
(2.28)
O*Y(t, x) ov(t, ) B
EIW — kGA ( o w(tﬂf)) = g(t, ),
com as condicoes de contorno dadas por
L L
Elai@ =0, rGA (@ — 2/}) (| =0, (2.29)
or |, Ox 0

onde v é o deslocamento, 1 o angulo de rotacao devido ao momento fletor, £ g—i’ 0

momento fletor, e kGA (% — w) o cisalhamento. Aqui ¥ e ( representam variacoes

infinitesimais das variaveis v e v, respectivamente.
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Quatro possiveis condi¢oes de contorno sao

v=0, v=0, para extremo fixo;
0
a—w =0, v=0, para extremo apoiado;
x
5 (2.30)
v =0, (@—U — ) =0, para extremo deslizante;
x

gib =0, (@ — ) =0, para extremo livre.
x

Note que a curvatura devido ao momento fletor, 1, é zero (ao invés da

curvatura total %) nos extremos fixo e deslizante.

2.4 Modelo de Timoshenko

Timoshenko propos uma teoria de vigas a qual adiciona os efeitos da
distor¢ao de cisalhamento e inércia rotatéria [78, 79] ao modelo de Euler-Bernoulli.
Assim, o Lagrangeano incluira os efeitos do momento fletor, deslocamento lateral,
inércia rotatéria e distorcao de cisalhamento. Assume-se que nao hé energia cinética
rotacional associada com a distor¢ao de cisalhamento, mas apenas com a rotagao
devido a flexao. Sendo assim, o termo de energia cinética usado no modelo de
Rayleigh (2.13) é modificado a fim de incluir apenas o angulo de rotacao devido a

flexao, substituindo-se % por .

Para uma viga com carga transversal distribuida f(¢,2) e momento

g(t, ), o trabalho ndo conservativo é dado por

anm:/o f(t,x)v(t,a:)dx+/0 g(t,z)Y(t, r)dx. (2.31)
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Substituindo a equacao modificada (2.13) e as equagoes (2.2), (2.24),

(2.25) e (2.27) na expressao para o principio de Hamilton, obtém-se
1 [t ov\ > O o v 2
= Al — I — FEI —RGA | — — dx d
L (5) o () - (5r) e (5o faras

+AlA £t 2)olt,2) + g(t,a)b(t )] do dr =0,

(2.32)
Integrando por partes, e lembrando que ((t,, ) = ((tp, x) = V(t,, z) = Y(tp,x) =0,

obtém-se

//{ at2_a%[“GA(%—¢)]+f(t7x)}<dxdt+
//{_ %JF_[E[%]_“GA(%—w)Jrg(t,x)}\I/d:cdtJr

[ TG}l £ [(52)01

Como ( e ¥ sao arbitrarios, exceto onde as condigoes de contorno sao dadas, a

dt = 0.

0

(2.33)

equagao (2.33) leva as seguintes equacoes diferenciais parciais acopladas de movi-

mento

paZ2r) gl[GA(ngﬁ—wmwQ}sz@

(2.34)

ot? ox

e 9 [Elawéi ‘C)} kGA (a”éi;x) - w(t,x)) — gt 7).
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As condigbes de contorno generalizadas obtidas da equacao (2.33), dadas por

L L
=0, (2.35)

0

%
Bl

ov
=0, rGA (%—d})c

0

resultam sendo do mesmo tipo daquelas obtidas para o modelo de Vlasov (condigdes

classicas) em (2.30).

OBSERVACAO: Alguns exemplos de condigoes de contorno nao classicas

sdo os seguintes [72]:

e Extremo apoiado sobre mola linear

oY ov B
E]% = O, SORGA |:£ - ¢:| = ]{/’OU (236)

e Mola linear torcional atachada a um extremo livre

KGA [g—“ - w} ) CA ! (2.37)

T ox

e Mola linear torcional atachada a uma viga simplesmente apoiada

o
=S, EI— = —(3,, =0 2.38
A T (2.38)
onde S, = +1 no extremo direito e S, = —1 no extremo esquerdo da viga; k, é a

constante da mola translacional e (3, representa a constante da mola torcional [30],

[39).

2.4.1 A equacgao de Timoshenko de quarta ordem

Na literatura ¢ comum referir-se ao modelo de Timoshenko como sendo

uma equagao evolutiva de quarta ordem no tempo para o deslocamento v(t, ) ou
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para o giro 1 (t,z). Porém, isto nao é muito 1til uma vez que o giro aparece nas

condigoes de contorno [37].
A obtencao do modelo de quarta ordem é como segue.

Derivando com respeito a = as equagoes (2.34) obtém-se

8% [ dv Bv 8% af
P50 (a_> —rGA (% - a_> = o (2:39)
9% [0 9% v o\ dg

Derivando novamente com respeito a x as equagoes (2.39) e (2.40) resulta

A@QCM>—MM(ﬁ3—§£>: of (2.41)

P25 \ 922 ort  Ox3 Ox?’
82 (%) 9 v 9% 8%

Para eliminar 9%1/0x3 em (2.41) sao utilizadas as equagoes (2.34a) e

(2.40). Assim, obtém-se

2 o 5 o .
POt pA rp py P10 9
ExkG ot [EI (RG E) 8x2} ot? T ot L (2.43)
onde
p f 1 1 8f 1 8g

'=cagoe VB T ncdoe  Eioe (2.44)

De maneira andloga, para eliminar 9%v/0x® em (2.42) sao utilizadas as

equagoes (2.34b) e (2.39). Sendo assim,

2 o4 5 o .
pPPOoM [pA _(p  p\ 0% W
ExkG ot* * [E] (IiG E) 8302} ot2? T ort fa, (2.45)
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onde
1 of p 0% 1 9%
= Fl0r  nGEIOE  EI0x? (2.46)

f

O processo anterior, para a obtencao da equacao de Timoshenko de
quarta ordem torna-se mais claro e geral, usando a identidade de Cramer em (2.34).

Isto é feito a seguir.

Seja det(L) o determinante de L, e adj(L) a matriz transposta da matriz

de cofatores de L, isto é, a matriz adjugada (ou adjunta) do operador L. Tem-se

que
adj(L)Lv = adj(L)F
ou seja,
det(L)v = adj(L)F. (2.47)
onde o o 5
[— A—-FEl— —kGA—
Plgm +rG 022 e
adj(L) = , (2.48)
0 0? 0?
e

4 2 2 2 4
det(L) = /iGAEIa— — pA(EI + kGI) s (8_) + pA (/{GAG— + p[a—) :

Jxt o2 \ 0z2 ot2 ot
(2.49)
Assim,
KJGAEI% — pA(EI + kGI) g—; (%) + pA (mm% + pI%) = F1(2.50)
RGAEI% — pA(EI + kGI) g—; (%) +pA (FLGAa;—;f + p[%) = F5(2.51)
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onde
0? 0% f 9%g
B o= weal s pa%9 a9
2T R TP T P g

As equagdes anteriores podem ser reescritas como

2 4 2 2 4
p> 0™ pA p p\ O0° | v 0%
LASRR = =7
EnG 0t [E[ e+ o) a;ﬁ} o "ot
2 4 2 2 4
p° O | pA p . p\ 0" |0 O
- _ (£ L2 = f
EnG 0t + {EI e+ %) o) a2 * o — 1

onde f; e fy foram definidos em (2.44) e (2.46).

26

(2.52)

(2.53)

Deve ser observado que na equacao de Timoshenko para o deslocamento

e na equacao para o giro aparecem os termos f; e fy, respectivamente, que envolvem

derivacao da forca externa f e do momento aplicado ¢g. Este nao é o caso com o

modelo acoplado de Timoskenko. Ou seja, um desacoplamento das equacoes

do modelo forgado envolve uma modificagao dos termos nao-homogéneos.

Para o modelo nao-forcado nao é necessario fazer tal modificagao.

Tomando ¢(t,z) = 0, a equagdo para o deslocamento pode ser escrita

numa forma conveniente para ilustar os variados efeitos

— pA=——
f PASS

ot 0%v ot EI 92
Bl —(f-pAZs ) —  pl——" & —
ox4 ot? 0x20t? kG A Oz?
. ~- S \*/ ~-
Teoria de Euler-Bernoulli Inércia rotacional Deformacao de cisalhamento

principal principal

) +

J
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ol & VAN
KGA O (f PAGE ) =

'

Inércia rotacional e (2'54)
deformacao de cisalhamento

combinados

2.5 Formulacao de Estado

A formulacao de estado ou de Hamilton consiste em transformar o sis-
tema original de segunda ordem no tempo em um sistema de equagoes de primeira
ordem. Variados tipos de transformagoes sao encontrados na literatura de teoria de

controle [1, 54, 69], entre outros.

Considere o sistema de segunda ordem que descreve o modelo de Timo-

shenko
0*v 9,
PA@ = —%Q(tw) + f(t, ) (2.55)
02 0
pTo = M (t,2) ~ Q(t,2) + gl 7). (256)

onde o momento M(t,z) e o cisalhamento Q(¢, x) sdo dados por

t
M(t,z) = El(z) [82/1( ’x)} (2.57)
Ox
e
du(t
Q(t,z) = KAG {w(t, z) — ”é:;“’)] . (2.58)
. . . . ov
Diferenciando (2.57) e (2.58) com respeito a ¢ e definindo Q = 5=
velocidade linear e 2 = 8_1# = velocidade angular, obtém-se o novo sistema de equacoes

ot

em relagao ao sistema (2.55)-(2.58)
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o0(t, )

= Bl (2.59)

% — KGA (Q(t,m)—%) (2.60)
p[%tt’x) - %—Q(t,x)—l—g(t,x) (2.61)
M% - —%Q(t,x)+ f(t, ). (2.62)

Para outra derivacao de estado, veja-se [7] ou [33]. Nestes trabalhos os
autores consideram a evolucao no sistema com respeito a variavel espacial ao invés

da usual varidvel temporal.

2.6 Extensoes do Modelo de Timoshenko

Nesta segao serao apresentados modelos que extendem a teoria de Timo-
shenko para diversas situagoes ou que utilizam o sistema de equacoes de Timoshenko,

porém com condigoes de contorno nao-classicas.

2.6.1 Viga sobre fundacao elastica

A resposta de uma viga sobre uma fundagao elastica excitada por uma
carga é de grande interesse para a andlise e projeto de estradas, ferrovias, pontes,

etc.

Considere uma viga infinita sobre uma fundacao elastica inicialmente

nao deformada e em repouso que é excitada por massas em movimento vibrando em



Quatro teorias para modelagem de vigas 29

fase e igualmente espagadas, movendo-se a uma velocidade constante. As equagoes
3 Y 3
governantes das vibragoes transversais da viga, incluindo deformacao de cisalhamento

e inércia rotatéria sobre a fundagao eléstica sao dadas por [58]

0%v *v 00
P9 0% Bv (2.63)

com v = v(t,z) sendo o deslocamento transversal da viga, § = 0(t,z) a rotagao,
P(t,z) uma for¢a aplicada por unidade de comprimento, E, I, A, p e kK como
definidos usulamente na literatura e k o médulo de reagao do pavimento ou fundagao

elastica, conforme [58].

2.6.2 VigaemI

Considere uma viga homogénea, isotrépica, com paredes finas com dois
planos de simetria. Assume-se que a viga esta carregada no plano de maior rigidez
de flexao por momentos de mesma magnitude atuando nos extremos, conforme a

Figura 2.4 [70].

Figura 2.4 Geometria da viga de paredes finas em forma de I sujeita a momentos

nos extremos.
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As equagoes diferenciais governantes considerando o acoplamento flex-

ural e torcional da viga podem ser escritas como [9]

0?u(t, x) Ju OMu - 0Pu 0%
*0(t, x) oL _ L\ 90 _ 9% 949 (2.64)
pIpT + Yaor (G‘] - F(t)z) 9.2 + M(ﬂ@ + EIS@ =0,

onde u é o deslocamento flexural na direcao x, # é o deslocamento torcional, I,
I,, I, sao os momentos de inércia axial, polar e setorial, respectivamente; J ¢ a
constante torcional de Saint-Venant, ay, o, sao os coeficientes de amortecimento
viscoso, t é o tempo, z a coordenada axial e p, A, E, G conforme usualmente
definidos na literatura. As condicoes de contorno correspondem ao caso de uma

viga de Timoshenko simplesmente apoiada [70].

2.6.3 Viga de Timoshenko tipo parede-fina carregada
axialmente

Vigas do tipo parede-fina (thin-walled beam) com segao transversal
fechada sao componentes estruturais basicos em uma variedade de aplicagoes im-
portantes, tais como asas de aviao, hélices de helicopteros, hélices de turbinas, as-
sim como em muitos outras aplicacoes nas industrias mecanica, aeronautica e de

construgao civil [4], [56], [70].

Considere uma viga elastica do tipo parede-fina, com propriedades
anisotropicas e com secao transversal fechada, conforme ilustrado na Figura 2.5

[57).
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Figura 2.5 Geometria de uma viga elastica do tipo parede-fina.

Assume-se que as dimensoes geométricas sao tais que B < L, h < B,
onde B representa a dimensao tipica da secao transversal, L é o comprimento da
viga e h representa a espessura da parede da se¢ao transversal fechada. Para o caso
mais geral, uma viga de material composto com paredes finas apresenta acoplamento
completo entre os vérios modos, i.e., deslocamento, giro, cisalhamento e empena-
mento. No entanto, uma selecao apropriada da orientacao das fibras pode gerar
casos de interesse nos quais acoplamentos eldsticos desejaveis entre certos modos
sao obtidos. Nesta extensao, em particular, é de interesse o acoplamento entre os
modos do deslocamento e os torcionais, os quais prevalecem nas asas de aviao ou
hélices de helicépteros. Tal acoplamento é referido na literatura especializada [73]
como Configuracao de Rigidez Circunferencialmente Assimétrica ou CAS (Circum-

ferentially Asymmetric Stiffness Configuration).

Ambos sistemas de coordenadas, global e local, denotados por zyz e
xn(, respectivamente, sao mostrados na Figure 2.5. No sistema de coordenadas
globais, y e z denotam as coordenadas da secao transversal da viga enquanto assume-
se que o eixo z coincide com o eixo geométrico (central) da se¢ao transversal ao longo

do comprimento da viga. Em qualquer ponto da se¢ao transversal, os deslocamentos
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podem ser expressos com respeito a qualquer dos sistemas de coordenadas, conforme

73],

As equagoes de movimento acopladas para as vibracoes forcadas da viga
fina de material composto carregada axialmente, excluindo os efeitos da deformagao
de cisalhamento, inércia rotatoria, e rigidez de empenamento podem ser escritas na

forma [73]

O*v(t, x) ov(t, ) 1_341](15, ) D(t, ) 0?v(t, z)

ot? ta ot B ox* K ox3 P o2 f(t,2),
PY(tx) | () Pt ) I *h(t, x)
]5 12 + co ot - K O3 + (P <;) - GJ) W = g(t,l’),
(2.65)
com as correspondentes condi¢oes de contorno
Ov(t, ) ov(t, ) 0?Y(t, )
EI P K =
{ Ox3 - oz * Ox? } V=0
2

{(P (é) —GJ) oY(t, x) _K8 v(t;x)] T =0

It Ox Ox (2.66)

{—Ela%(t’ z) K@zp(t, x)

Oz? oz 1\11 =0

2.6.4 Viga fixa-livre com massa afixada no extremo livre

Considere um sistema consistindo de uma viga de Timoshenko fixa-livre
com secao transversal uniforme, molas translacionais e rotacionais, e uma massa

pontual, de dimensées consideraveis, no extremo livre da viga [39].

O sistema mencionado esta ilustrado na Figura 2.6, no estado nao de-

formado.
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Eixo central de cisalhamento

Eixo centroidal

Figura 2.6 Esquema do sistema de coordenadas e notacao utilizada.

O elemento bésico do sistema ¢é a viga de comprimento L que tem secao
uniforme, monossimétrica e aberta. No estado nao deformado, o eixo x representa o
eixo central de cisalhamento. Uma massa rigida M de dimensoes finitas esta afixada
no extremo direito da viga, e esta ligada ao solo via uma mola linear de rigidez k7, no
ponto Y. Além disso, o extremo direito da viga é apoiado por uma mola torcional

de rigidez kr. As equagoes de movimento do sistema podem ser escritas na forma

. (82w(t,x) N 8%&(@3:)) +EIZ84w(t,x) 0

orr T o Dt
2.67)
Pult,z)  Pote)\ | Potr) (L) (
Y ) ] Y EF ) —
mc( o o >+ o T H T =0
juntamente as seguintes condigoes de contorno em x =0
0

w=0, 2 _q =0 %_y (2.68)

ox ox
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eemx =L

Pw Pw Pw 0% ow
Blgs _M<8t2 TP oon +S@t2> —h (xa_x “d’”’) =0

93P oy . 0% Pw . Qw ow

ET— — GJ— — I3 - M — L — ZT— + 22 Zw | — =
o5~ O gp T lmgp ~Msga T g, R (’” e TEYT Z“’) ke =0,
Pw . Pw Pw . 0% Ow

EI I M— + Izs—— TP—— + TZ Tw | =
Y oY

Erw =0 ou % =0.

(2.69)

2.6.5 Viga de Timoshenko carregada axialmente com secao
transversal tipo aerofdlio

Neste caso sao consideradas as equagoes de movimento acopladas

0%0 0%0 ov

2 2 2 2 2
0*Y 0*v 0% (1'381/1 8@):0 (2.70)

A CACCY A Y (L
oz~ e T\ 0 T Ve

0x?
ov 0% v 00 0*v 0%
— —Yo— | —kGA| =— — — P|— —vy.— | =0,
# <8t Y 8t2> " <8x2 8:)3) * (@x2 Y 8:v2)
que, juntamente a condi¢oes de contorno apropriadas, definem completamente as vi-

bragoes livres de uma viga de Timoshenko uniforme carregada axialmente, conforme

[4].
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2.6.6 Viga de Timoshenko em U monossimétrica e
carregada axialmente

Considere uma viga com sec¢ao transversal monossimétrica e compri-
mento L. Assuma que o centro de cisalhamento e o centrdide da viga sao denotados
por s e c, respectivamente, e estao separados por uma distancia y.. Os termos

associados ao empenamento secundario e inércia de empenamento sao descartados

[56).

As equagoes governantes amortecidas para as vibragoes forcadas da viga
de Timoshenko em U considerando o acoplamento flexao-torcao e incluindo rigidez

de empenamento sao dadas por [56]

v + ¢ <1') — yc¢> — ,uycll} —kGAW" =0+ P (" —yy") = f(t,x)
. . I
I — pyed + cotp — iy 0 — GJY" + P (iw” — ycv"> + ETY" = m(t, z)

pI0 + 360 — EI10" — kGA(W' — ) =0
(2.71)

Figura 2.7 Viga de Timoshenko em U carregada axialmente.
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com v(t,x), ¥(t,x) e O(t,x) representando a translagdo flexural na direcao z, a
rotacao torcional sobre o eixo x do centro de cisalhamento e a rotacao do eixo
elastico devido a flexao, respectivamente. P é uma forca axial constante através
do centréide da segao transversal da viga; f(¢,z) é uma forga por unidade de com-
primento, paralela ao eixo sz e aplicada no centro de cisalhamento juntamente a
um torque m(t, z) por unidade de comprimento aplicado sobre o eixo sz; FI, kGA,
GJ, ET sao a rigidez flexural, rigidez de cisalhamento, rigidez torcional e rigidez de

empenamento, respectivamente [56].

Para o caso de uma viga do tipo Euler-Bernoulli e assumindo f(t,z) =

m(t,x) = 0, tem-se que o sistema (2.71) se reduz a um sistema da forma [57]

I — pyev + P <—Sw” - ycv”) — GJY" + ETY" =0
ol
(2.72)

p — pyeh + P (" = ye)”) + EIV"™ = 0.

2.6.7 Viga Segmentada

Considere uma viga bi-segmentada cujas equagoes de movimento sao

expressas [31] na forma

2./,
Pifawl

2,/). )

g Oz

(2.73)
0*w; O*w; Yy
PiAiW — kG A; (8_xf - a_x) =0,

onde x € [0, R;L], i =1,2.
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< R,L >t R,L

Figura 2.8 Geometria da Viga bi-segmentada.

As condicoes de contorno e continuidade na forma adimensional sao

dadas por

e No ponto o1, & =0

Wi(0) =0, LW, (0)=0

(2.74)
e No ponto 0y, & =0
8\1’2 aWQ
L—=(0)=0, L —Uy(0) = 0.
3!102( ) Oy 2(0) (2.75)

A concentragao de tensdo [31] na juncao das duas partes da viga é
desconsiderada. Assim, no ponto o3, £&§ = 1 e & = 1, para que sejam satisfeitas

as condicoes de continuidade da deflexdao, da curvatura, do momento e da forca de
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cisalhamento, tem-se

Wi(Ry) = Wa(Ry),

LY, (Ry) = —LUy(Ry),

- 0w (2.76)
ElllLaTII(Rl) - EQIQL%;(RQ),

oW,

OW.
G A, ( 5 2

(Ry) — L\I/1(R1)) = —G A, (8

(Ry) — L\IIQ(R2)) :

X1 )

2.6.8 Viga nao homogénea sobre suspensao viscoelastica

Considere uma viga que possui uma regiao suspensa sobre uma camada
viscoelastica (Figura 2.9). Esta regiao pode também ter propriedades materiais
variaveis longitudinalmente sendo, portanto, denominada como uma regiao de nao-

homogeneidade [7].

&
3

Eixo de deslocamento =3
4 vertical
1
T
1
1
1
1
1
1

Eixo Eixo de
N SEE T > neutro rotacdo
z %]

Figura 2.10 Defini¢oes dos eixos.
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A suspensao é modelada por molas continuamente distribuidas, sujeitas
a amortecimento viscoeldstico [7]. O comprimento da regiao de nao-homogeneidade
é representado por d. A viga é considerada homogénea. O movimento flexural
da viga, incluindo ambos inércia rotatoria e cisalhamento, é descrito pelo seguinte
sistema de equacoes diferenciais parciais hiperbdlicas

0? 0
'OAG_;;_ <$> (fiv)+kiu+ Ky xu=0

(2.77)

02y 9 [, o
pfﬁ—a(f%

>—f17+k2¢+K2*¢:0

onde u(t, z), ¥(t, z) e y(t, z) representam a deflexao transversal, a rotacao e o angulo
de cisalhamento da segao transversal, respectivamente. A contribuicao principal da
parte elastica das forcas externas é modelada pelas constantes das molas k; e ko. A
parte viscosa é modelada pela convolugao com os nucleos viscoelasticos (ou fungoes
de memoria) K (t) e Ko(t) com u(t, z) e 9(t, z), operacao que é representada por .
As fungoes de memoria também contribuem para a parte elastica da resposta. [ e A
sao o momento de inércia e a area da secao transversal, respectivamente, enquanto p
¢ a densidade da viga. Além disso, f; define a rigidez de cisalhamento e f5 a rigidez
flexural, isto é,

fi=rGA, fy=FEI; (2.78)

E é o médulo de elasticidade e G o mdédulo de cisalhamento. Os parametros de
rigidez variam espacialmente em uma secao nao-homogénea da viga. Finalmente, x
é o coeficiente de cisalhamento, o qual depende das dimensoes da secao transversal

e da taxa de Poisson correspondente a

1
v=——, 0§l/<§. (2.79)
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Seguindo [7], assume-se que o material da viga é incompressivel com uma taxa de

Poisson nao negativa.

2.6.9 Viga com restrigoes intermediarias

O problema das vibragoes livres e forcadas de vigas com restri¢oes in-
termediarias de acordo com a teoria de Timoshenko tem sido considerado por varios
autores através da aplicagao de técnicas numéricas para o sistema desacoplado. O
modelo de Timoshenko para o deslocamento e rotacao para uma viga com restri¢oes
intermediarias e condigoes de contorno nao classicas é derivado através do principio
variacional de Hamilton, na forma nao conservativa. Isto permite que sejam obtidas
as condigoes de compatibilidade nas posigoes intermedidrias assim como as condi¢oes

de contorno naturais do problema.

Considere um sistema dinamico consistindo de uma viga de Timoshenko
uniforme, molas rotacional e translacional localizadas em x = 0, mola translacional
posicionada em x = x1, 0 < 1 < L e com o extremo x = L apoiado conforme a

Figura (2.11).

[
) 4

Figura 2.11 Modelo do sistema dinamico combinado.
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Segue que a deflexao v e o angulo de rotagao v devem satisfazer as seguintes equagoes

diferenciais acopladas

a2 2 ngat) (25— v, | = st

102050 - 2512500 o) (25— vy ) o,

ox ox
(2.80)

paratodot,ex € (0,z1)U(z1, L). Supondo que a viga é uniforme, ou seja, A(z) = A,
segue que a deflexao e a rotacao devem satisfazer, também, as seguintes condig¢oes

de contorno e de compatibilidade

—kyv(t, 0) + KGA(W — ¥)(t,0) = (2.81)
EIY'(t,0) — cgip(t,0) = (2.82)

—kov(t,21) + KGA [ (V' = ¥)(t,27) + (V' = ¥)(t,2])] = (2.83)
EI[- w(txl)—l—wtzl)]: (2.84)

V'(t, L) = (2.85)

Y (t,L) = 0. (2.86)

Como a viga é uniforme, a drea da se¢ao transversal A(x) é constante, podendo ser

escrita simplesmente como A.

Juntamente as condicoes anteriores, sao impostas as condigoes de con-

tinuidade para o deslocamento e a rotagao

v(t,zy) = v(t,z]) (2.87)
Qﬂ(t,.ﬂjf) = ?ﬂ(t»l’f) (288>

Observa-se que, onde existe uma forca concentrada aplicada transver-

salmente a viga, o momento fletor deve ser continuo enquanto um salto na forga de
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cisalhamento interna balancga a forca aplicada, neste caso, uma mola translacional.
Esta ¢é a interpretacao de (2.83) e (2.84), respectivamente. Note também que o cisa-
lhamento envolve apenas derivadas espaciais de primeira ordem. No caso em que v
é isolado em (2.80), as condigoes de contorno para a equagao diferencial de quarta
ordem a serem satisfeitas para o deslocamento v poderiam envolver derivadas de até

terceira ordem.

Por outro lado, na auséncia do apoio intermediario, tem-se continuidade

em todos os pontos da viga, e as condi¢oes de contorno sao

—k10(t,0) + KGAMW — ) (t,0) =0 (2.89)
EIY'(t,0) — cgip(t,0) = 0 (2.90)

v'(t,L) =0 (2.91)

Y'(t, L) = 0. (2.92)

2.6.10 Viga de Ginsberg

As equacgoes de movimento para uma viga de Timoshenko fixa no ex-
tremo esquerdo (significando que neste extremo nao hé deslocamento e nem rotagao
da secao transversal) e com um cubo de massa m e lados b afixado do no outro
extremo o qual esta preso a uma mola translacional de rigidez k, conforme ilustrado

na Figura 2.12 podem ser obtidas similarmente ao problema anterior [37].

- —bh—

-1 m

Figura 2.12 Viga de Ginsberg.
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As equagdes governantes correspondem ao sistema de equagoes de Timoshenko (2.34)

e estao sujeitas a condigoes de contorno nas quais sao consideradas ambas inércia

translacional e rotacional do cubo, ou seja,

ecmax=0

(2.93)
?/J(f7 0) =0;
e cmx = L;
B b % b oM
_RGA (a—z— ) (U—i_gl/})—i_m(ﬁ—i_éﬁ)} (t,L)ZO,
o b 1 200
EI% ~ KGAZ <— - ¢> 81&2} (t,L) = 0.

(2.94)
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3 FORMULACAO MATRICIAL

Neste capitulo o modelo de Timoshenko sera formulado tanto como um
sistema evolutivo de primeira ordem quanto de segunda ordem. Isto permitira es-
crever o sistema na formulagao de estado ou na sua formulacao original de segunda
ordem. A formulacao de estado é muito utilizada na literatura e faz uso da teoria
de semigrupos de operadores que, na pratica, corresponde ao uso da transformada
de Laplace ou, no dominio da freqiiéncia, com o uso da transformada de Fourier.
No entanto, a formulacao original preserva as caracteristicas do sistema, ao associar
diretamente os operadores de massa e de rigidez espacial. Esta formulacao tem sido
pouco desenvolvida pela caréncia de ferramental matematico, particularmente, na
presenga de problemas com atrito ou com coeficientes que nao satisfazem condigoes
para o uso da teoria de modos normais. Na literatura, a formulagao de segunda or-
dem tem sido utilizada na forma desacoplada com equagoes de quarta ordem ([36],
[44], entre outros) ou com modelos de segunda ordem na forma desacoplada [12],
[86], porém com acoplamento através das condigoes de contorno. Neste trabalho,
é enfatizado o uso da formulacao de equagao evolutiva de segunda ordem, sem ne-
cessidade do desacoplamento e mantendo as condi¢oes de contorno na sua forma

original.

3.1 Formulacao de estado

Definindo o vetor de estado como sendo

\.;‘
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onde

M 0 EIQ v
W = = P Oz (3.2)
Q —kGA— kGA
ox
e p—
ov
ot

u=

(3.3)

Do modelo de Timoshenko com forga externa f(¢,z) e momento aplicado g(t, x) por
unidade de comprimento (2.34), segue que

ow

oV
_— = _— _. 4
ot R ot Ru (34)
Assim,
s len( )
9a 92V pA Ox Ox
1 ov o (0
_ 0o -9
pA 0 a_u — 5 ox M + f
0 pI ) Ot 2 Q g
Ox
(3.6)
0
0 ——
9 -1 g
Decorre

JU _au
A% B%Y  pU-F
o " Par T !
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onde
10 0 O 0 0 0 —-FEI 0 00 0
01 0 0 0 0 kGA 0 0 00 —kGA
A= , B= , D=
0 0 pA 0 0 1 0 0 0 00 0
00 0 pI -1 0 0 0 010 0
0 M(t, z)
0 t,
o | ewn |
f(t,x) Q(t, x)
g9(t, @) Qt, )

onde Q(t,x), Q(t,x) correspondem a derivada do deslocamento e giro, respectiva-

mente. Multiplicando a equagao (3.7) por A~!, obtém-se

ou ou
— +C—+EU=F 3.8
o "o T (38)
com
0 0 0 —FEI 0O 0 0 0
0 0 kGA 0 0 0 0 —kGA
C= 1 , E= 3.9
0 A 0 0 0 0 O 0 (3:9)
-1 P 1
_- 0 — O 0
o, 0 0 0 ol
e
0
0
F=1 f(t,z)
pA
g(t, )
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Escrevendo U = Pv, substituindo em (3.8), resulta

onde

ov ov

— 4+ A—+7Tv=P'F,

ot ox

A=P7ICP ¢ Y =P 'EP.

47

(3.10)

Como a matriz C é diagonalizdvel, A resulta ser uma matriz diagonal quando a

transformacao P corresponde a matriz modal de C, isto é, formada pelos autovetores

da matriz C. Mais do que isso, pode-se determinar P precisamente,

0 0
1 1
P=1 A/kGp AV Gp
1 1
0 0
Como conseqiiéncia, segue
G
o 0 0
p
G
0 /= 0 0
A= P
E
0 0 — 0
P
E
0 0 0 —4/—
P

1 1
IVEp IVEp
0 0
0 0
1 1
—-kGA —kGA
0 0
2 2
0 0 —KQGA —/<;2GA
T =
1 1 0 0
2pl 2pl1
1 1
— — 0 0
2pl 2pl
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Ple — 2pA

Em termos de componentes, tem-se

81)1 81)1 1 1 f
— — — —kGAvs — =k G Avy = —
BN + A\ o 2/£G U3 2/-iG Uy 39
(9’[)2 (91)2 1 1 f
— 4+ X— —=-kGAv3 — -k G Avy = —
gt Mgy ~nCGAm TG Au =g
(3.12)
(91)3 81)3 1 1 g
ot 36:c+2plvl+2 12_2’7
(%2 8U4 1 1 g
— + M= =
ot T Mor T i T o r T 20
Além disso, pode-se identificar as curvas caracteristicas ! reais
dx
[+I az)\l = l':>\1t+k1
dx
I—: — =X = x=Mt+k
7 2 x 2l + Ko
(3.13)
dx
IT": —:)\3 = $:)\3t+k3
dt
d
71— d_f:)% = z=Mt+ks

Detalhes sobre curvas caracteristicas podem ser encontrados em [38], entre outros.
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para

N JEE =G 2B =B (3.14)
\ » \\ » \/ » \/ o

As curvas caracteristicas passando por um ponto P estao ilustradas na Figura 3.1.

Figura 3.1 Caracteristicas da equacao de Timoshenko passando por um ponto P.

Pelas propriedades das caracteristicas, os valores do momento M, cisa-
lhamento @), velocidade angular € e velocidade linear @ no ponto P dependem
apenas dos seus valores iniciais sobre o eixo x, entre os valores X;” e X[ para as
caracteristicas I e I~, e entre X, e X, para as caracteristicas [1T e [1~. Além
disso, estes valores em P tém influéncia sobre os pontos dentro da regiao acima de

P, entre as caracteristicas I e I~. Logo, nenhum sinal pode propagar-se ao longo

da viga com velocidade maior que 4/ — conforme [76, 77].

OBSERVACAO
Uma discugao sobre as caracteristicas da equacgao de Timoshenko de quarta ordem

pode ser encontrada em Taylor e Yau [76].

O modelo diferencial de Timoshenko, descrito pelo sistema de segunda
ordem (2.34) ou pela equagao escalar de quarta ordem (2.43), além de ser bem posto?,

por satisfazer a condigao de Petrovskii-Hadamard [35], [49], também possui carater

20 problema de valor inicial possui solucdo tnica, que depende continuamente dos dados iniciais.
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hiperbdlico e, conseqiientemente, distirbios movem-se com velocidade de propagagao
finita, entre outras propriedades. A seguir, é considerado o modelo escalar de quarta

ordem.

3.1.1 Desacoplamento por Cramer

Outra maneira de desacoplar o sistema de equagoes (3.7), consiste em

utilizar a identidade de Cramer.

Seja
0
pr— A— .1
L T +C (3.15)
onde
C = B2 +D (3.16)
- oz '
Entao
adj(L)L = det(L)1, (3.17)

onde I é a matriz identidade 4 x 4, det(L) denota o determinante de £, constituido

pelo operador escalar de quarta ordem no tempo

ot 0%\ 0? ot
det(L) = p*Al=— + </£GA2,0 — pAl (kG + E) ) — + kGAEI—, (3.18)

ott dx? ) o Oz’
e adj(£) a matriz transposta da matriz de cofatores de L, isto é a matriz adjugada

(ou adjunta) dada por

3 2

. 0 0 0



Formulacao matricial

51

onde ~ )
pPIA 0 0 0
0 p*fA 0 0
A= , (3.20)
0 0 pA O
0 0 0 pl
0 0 E]Ap2 0
ox 9
0 0 rkGA%p —kGApI—
B= 9 ox | | (3.21)
pA% pA 0 0
0 0 0 0 |
_ 5 5 ;
2
;{GA%Q —EIpAa—Z 0 0
D= 0 O o 5 , (3.22)
0 A2 —,‘iGA2 kGA — Ela—2
L P o ox 0x?
[ 0 0?7
kG A—
] kG 57 0 0 0 |
Para o problema nao-homogéneo
ou oU
A—+B—+DU=F .24
5 + o +DU (t,z) (3.24)
decorre o desacoplamento
Uy 0%\ 9*U, O*Uy
2AI A?p — pAl E)— AEI =F
prAL— T+ (/@G p — pAl (kG + )81'2) 5z T RG g1 = bi(t,7)

(3.25)
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onde F}, denota a k-ésima componente do vetor

F = adj(L)F =

sendo

[ EI(, 00 03 ExGA 9%g
7<Pam—'f@w>f+ . o2t

RGAS + =G4 (—pg%g—; + Eaa—;) g

As equagobes anteriores podem ser reescritas como

p> Du(t,x) ( 0 ﬁ) HMu(t,x) = pAu(t,x)  Ju(t,x)

kGE Ot kG ' E) 02022 ' EI 0 Ozt

Introduzindo as constantes

2 P 2_PA 5 P
B_Ela C_

pode-se escrever a equacao anterior na forma

Ou(t, )
ot4

2u(t, z)
ot?

Mu(t,z)  ult,z)
0x20t? Ozt

o*¢? L pTbD) 2y e -

Solucoes do tipo

u=e"e“" welk

existem para a equagao homogénea, se e somente se, s ¢ raiz do polinomio

P(s,w) = a?C*s* + 32s* + (o? + (?)sw? + Wt

= f.

52

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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A condigao de Petrovskii-Hadamanrd [76] diz que se todas as raizes s(w) da parte
principal [49] do polinémio P(s,w) sao limitadas superiormente e de maneira uni-

forme para qualquer w € R, isto é,
Re(s) < C

entdo, o problema de valor inicial descrito pela equacao (3.30), juntamente com

condicoes iniciais da forma

u(0,x) = up(x), M =

é bem posto.

As quatro raizes distintas da parte principal P,(s,w) = a?¢?s* + (a® +

(?)s?w? + w* de P(s,w) sdo

(3.31)
W
5= Fi—
!
onde « e ( sao valores positivos dependentes das propriedades da viga, definidos por

(3.29).

3.2 Formulacao Newtoniana

Cada um dos quatro principais modelos basicos de vigas (Euler-Bernoulli,
Rayleigh, Vlasov e Timoshenko) podem ser descritos por uma equacao diferencial

de segunda ordem

MV + Kv =F, (3.32)

onde, para os modelos de Euler-Bernoulli e Rayleigh, v representa o deslocamento

transversal da viga, F uma forca aplicada por unidade de comprimento e M, K sao
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dados por
94
M=pA, K=FI—
p ) 8,:1'}4
para o modelo de Euler-Bernoulli, e
0? o
M=pA—pl—, K=FI—
P Pror2 Ox?

para o modelo de Rayleigh.

Para os modelos de Vlasov e Timoshenko, v é o vetor dado por

vit,z) = | (3.33)

t, T
F(t,x) = ft,2) : (3.34)
g9(t, x)
(§]
A 0 A 0
MVlasov - P 5 MTimo - 4 ) (335)
0 0 0 pl
9?2 Jé)
—IQGAW IQGA%
K = . (3.36)

d 9?
Observa-se que a matriz de massa do modelo de Vlasov é singular, também sendo

caso particular da matriz de massa do modelo de Timoshenko quando a inércia

rotatoria pl é desprezada.

Os modelos descritos na secao 2.6, no capitulo anterior, também po-
dem ser formulados como equagao matricial evolutiva de segunda ordem. Deve-se

salientar que em varios modelos a equacao resultante é do tipo nao-conservativo
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ou nao-classico, uma vez que inclui um termo com derivada temporal de primeira

ordem.

3.3 Formulacao Matricial Evolutiva de
Extensoes do Modelo de Timoshenko

3.3.1 Vigaem I

Este modelo é descrito por uma equagao evolutiva matricial amortecida

de segunda ordem, dada por
Mv +Cv+Kv =F, (3.37)

onde F é o vetor nulo 2 x 1, dado por (3.34),

pA 0 o, 0
M = , C= (3.38)
0 pl, 0 oy
(§
ELZ: + F(t) 2 M(t) 3
K = . (3.39)
My BLE - (GI-F%) &

3.3.2 Viga de Timoshenko tipo parede-fina carregada
axialmente

Este modelo é descrito por uma equacao evolutiva matricial amortecida

de segunda ordem, dada por

M¥ + CV + Kv = F, (3.40)
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onde F é idéntico ao vetor 2 X 1 com os termos forcantes expresso no caso anterior,

0 ¢t O
M= | F Cc= | (3.41)
0 I 0 ¢
(§]
EIZ + PY, K2
K = . (3.42)
93 I, \ 62
~K2 —<GJ—P;>%7

3.3.3 Viga fixa-livre com massa afixada no extremo livre

Este modelo é descrito pela equagao evolutiva matricial de segunda

ordem
MV + Kv =F, (3.43)
onde F é o vetor nulo 2 x 1,
m c ELZ: 0
M = , K= N , (3.44)
me mc? + 1, 0 ET%

3.3.4 Viga de Timoshenko carregada axialmente com secao
transversal tipo aerofédlio

Este modelo é descrito por uma equacao evolutiva matricial amortecida

de segunda ordem, dada por

MV + Cv + Kv =F, (3.45)



Formulacao matricial 57

onde F é o vetor nulo 3 X 1, v é o vetor dado por

v(t, x)
v(t,z) = | ¥(t,x) |, (3.46)
0(t,x)
(§]
0 —py. O w 00
M = — WY I, 0 , C= 0 00 ) (347>
0 0 pl 000
(—kGA+P) 2% —Py.Z KGAZ
K = — Py (—GJ+P%>§; 0. (3.48)
B 0?
| —KJGA% 0 KGA — E‘[W |

3.3.5 Viga Segmentada

Este modelo pode ser escrito na seguinte forma

My, + Ky, =0,

(3.49)
My, + Ky, =0,
onde

U1 (ta l‘) U2(t7 l’) IOA 0
Y1 = y Y2 = ) M = ) (350)

¢1 (t7 :L‘) ¢2(t’ :L') 0 p[

—KGAZ, KGALZ

K= v o (3.51)

el 9?2



Formulacao matricial 58

Aqui v;(t, z) representa o deslocamento transversal da viga, e 1;(¢, x) a rotacao da

secao transversal devido a flexao para cada segmento da viga.

Introduzindo como varidveis os vetores

V; t,flfi
Wz(twr) - ( ) )

(3.52)

para ¢ = 1,2, o sistema homogéneo de equacoes diferenciais de segunda ordem no
tempo acopladas, dado pelas equagoes (3.49), pode ser escrito como uma equagao

diferencial de segunda ordem

onde
— 9 -
pid; 0 ’
0 pil; ) 92
I '%Gz 28551‘ HG@ ) ) Z@.CE?

3.3.6 Viga uniforme com condigoes de contorno
nao-classicas e restricoes intermediarias

O sistema de equacoes pode ser escrito na forma matricial como
Mw + Kw =F, (3.55)

onde

(3.56)
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A 0 0 0 0
M= | , K:—(A—)+—(B)+C (3.57)
0 pI ox ox ox
e
—kGA 0 0 kGA 0 0
A= , B= , C= . (3.58)
0 —FEI —-kGA 0 0 rGA
Tem-se as condicoes de contorno
A t,0) + By;yw/(¢,0) =0
uw(,0) + Buw'(t, 0) (3.59)
A21W(t, L) + Bglwl(t, L) =0
onde ~ _
-k —rkGA kGA 0
Ay = , b= )
0 —CR 0 FEI
(3.60)
10 0 0
Ay = ; By =
0 0 0 1

As condigoes de continuidade e compatibilidade nas molas intermediarias sao dadas

por
w(t,z7) = w(t,z™) (3.61)
Enw(t,zy) + Fuw/(t,27) + Epw(t, zf) + Fow/(t,2]) =0 (3.62)
onde _ _
—ky kKGA 0 kGA
E; = ) 12 = )
0 0 0 0
(3.63)
—-kGA 0 kGA 0
Fi = , Fip=
0 —FEI 0 EI
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3.3.7 Viga de Ginsberg

As equagoes de movimento correspondem ao sistema original de Timo-

shenko (2.34), ou, equivalentemente, na forma matricial, por (3.55), (3.57) e (3.58).
As condigoes de contorno sao da forma

AHW(t, 0) + BHW/(t, 0) + CHW(t, O) + DHW(t, 0) =0 (3 64)
A21W(t, L) + Bglwl(t, L) + 021W(t, L) + DHW(t, L) = 0,

com

ko o—wGA+ R [ kGA 0
Ay = 52 , Bo1 = b )
0 kGA -+ 5 —kGA + 5 EI
(3.65)
- i mb
C 0 0 D m )
21 = ) 21 = 2

e Aj; é uma matriz identidade, Bii, Ci1, D11 sdao matrizes nulas sendo todas de

segunda ordem.

3.3.8 Viga infinita sobre fundacao viscoelastica

As equacgoes de movimento na forma matricial para o problema descrito

na segao 2.6 sao dadas por

8_u
ox

0*u ou 0*u
My— +E;— —Ey— — (El — E E,u=0 3.66
o T Bgy ~Eoge — (Bl — B 5o+ Bru=0, (3.66)
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onde
v uGA 0 0 0
u = ) 0 — 5 El =
9 0 EJ —uGA 0
(3.67)
k 0 d 0 pA 0
E2 = ) E3 = ) MO =

Juntamente ao modelo (3.66), sdo também consideradas condigoes de

contorno genéricas na forma

Allu(t, 0) + unu/(t, 0) + Cllﬁ(t, O) + Dllﬁ(t, 0) =0
A21U(t, L) -+ B21u'(t, L) + Cglu(t, L) + Dglﬁ(t, L) =0

(3.68)

onde os coeficientes A;;, B;;, Ci; e D;; sao matrizes constantes 2 x 2.
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4 RESPOSTA DINAMICA

O modelo de Timoshenko com atrito pode ser escrito na forma matricial

evolutiva
Mw + Cw + Kw =F, (4.1)
onde
£, £,
w = vt 7) e F= ft,2) (4.2)
Y(t,r) g(t, )

denotam os vetores com deslocamento e giro e da forca e momento externos, res-

pectivamente. Aqui M denota a matriz de massa e K a matriz de rigidez, dadas

por
A 0
M= | A , KZQ(A3)+3(B)+5 (4.3)
0 pl(z) ox ox ox
(&
—K x A
e [ GA(z) 0 ] 5 0 KGA(x) | )
0 —EI(x) —kGA(z) 0
0 0
€= . (4.5)

(kGA(z)) kGA(x)
A matriz C, que corresponde ao atrito, sera definida conforme o modelo considerado.

Juntamente a estas equacoes de movimento acopladas, sao também consideradas

condigoes de contorno genéricas na forma separada

A11W(t, 0) -+ B11W/<t, 0) -+ C11W”<t, 0) + D11W(t, O) + E11W(t, O) =0
A21W<t, L) -+ B21W/(t, L) —+ Cglwﬁ(t, L) + D21W<t, L) -+ EQl\x’(t, L) =0

(4.6)

onde os coeficientes A;;, B;;, C;;, D;; e E;; sao matrizes constantes 2 x 2, e tem-se

utilizado a notacao para as derivadas temporais e espaciais

ow ,  Ow

AT (4.7)

W =
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respectivamente.

4.1 O Operador Adjunto

Para formular a resposta dinamica do modelo amortecido de Timo-
shenko com o uso da resposta fundamental ou funcao de Green de valor inicial, é
conveniente introduzir o conceito de condig¢oes de contorno adjuntas através do uso

da identidade de Green-Lagrange para operadores diferenciais lineares.

4.2 A Identidade de Lagrange-Green
Considere-se a expressao diferencial

Lu = i Ly—i(s)D"u (4.8)

sendo D = I A variavel funcional u = u(s) definida diferencidvel num intervalo
s
finito I é um vetor n x 1 e os coeficientes Ii(s) sdo matrizes n X n. Aqui s poderd

denotar o tempo ¢ ou o espaco x.

Define-se o produto interno
(v,uy = / v* udr, wu, vvetoresn x 1, (4.9)
o0

onde v* = ¥’ denota a transposta conjugada, de ordem 1 x n. Por sucessivas inte-

gragoes por partes, a expressao

/ (E) ln (6) DM ulE)de (4.10)
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pode ser transformada em uma nova expressao em que a diferenciacao é transferida

para v(§)*l,,—x(§). Decorre que

m

/ Tl = Y1 / D (0(€) L (€)u(€)de
* Z 1) D7 (0(&) L1 (£)) D"~ u(€) (4.11)

A relagao (4.11), pode ser escrita na forma compacta

S

(v,Lu) = (L*v,u) + B(u,v) . (4.12)

onde .
= S (Dl a()0(E)) (113)
Bluyo) = 32 S (1) D (0() o 4(€)) DV () (414)

A relagao (4.11) ou, equivalentemente, (4.12) é referida como sendo a identidade de

Lagrange-Green [62]. Aqui L* é referido como sendo a forma adjunta de L.

O termo B(u,v) vem a ser uma forma bilinear associada. Ela pode ser

escrita de maneira andloga ao caso escalar [25, 27, 66]. Assim,

B(u,v) = ZZD’ YWy D' (4.15)

i=1 j=1
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Introduzindo os vetores bloco de ordem m X 1 com componentes n x 1,

U v
Du Dv

U= , V= 5
D=1y, D=1y

B(u,v) pode ser escrito como
B(u,v) = v*P(s)u,
onde v* denota a matrix transposta conjugada em bloco, isto é,
vi=|v" Dv* ... Dy ]

e P(s) é a matriz bloco de ordem m X m com componentes n X n

P11 D12 o Pim—2 Pim—-1 Pim
D21 D22 “tr Pam—2 Pom—1 O
P(s) = D3,1 D2,2 o0 pam—2 O 0
Pm-11 Pm-1.2 0 0 0
pm,l 0 t O O 0

cujas componentes na diagonal ou acima dela sao dadas por
m—j A
pij = Z (—]_>TDT_Z+1lm_T_j(S).

r=i—1

Em particular, quando os coeficientes independem de s

Dij = (—1)ifllm—i—j+1

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
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e a forma bilinear (4.16), é escrita como

Blu,v) = 3 S (—1) D7 (0(€) Yms(€) DV u(€) (4.20)

ou

B(u,v) = > ) (=)' D" 0 iy D (4.21)

=1 j=1

Lema 4.1. Suponha-se que L é um operador de sequnda ordem, isto €,
Lu = 1,(s)D*u + l;(s) Du + lo(s)u (4.22)

e que os coeficientes sao diferencidveis. Entao, a matriz P(s) definida em (4.17) é

dada por
P(s) = ) (4.23)

Em particular, se L estd na forma divergente  , ou seja

Lu = 82 (A6u> + 9 (Bu) 4+ Eu

Ox Ox
Entao,
B A
P(s) = : (4.24)
-A 0
Demonstrag¢ao. Segue da integracao por partes ou de (4.17). O]

L Esta forma inclui o caso de coeficientes constantes.
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4.2.1 Formulacao Escalar

A identidade de Lagrange pode ser apresentada, também, em termos

de uma descrigao matricial por componentes de

Lu = Z lin—i(8) DFu. (4.25)
k=0
Denote-se
lk(s) = [ ()],
entao,
Uy
Ly Ly Ly
Ug
LU/: )
Lnl Ln2 Lnn
Un,
onde
Ly = Z lfi_k(s)Dk
k=0
Tem-se, entao, que
Uy
S U
/v*Ludg _ / (171...%) S d¢
So o0
L,i Ly ... L,
Unp,
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Utilizando (4.11) com m = 1, que corresponde ao caso escalar, tem-se

/@]Lﬂuldﬁ = /szvjuzdé-l—Bﬂs

So

By = Z (—=1)" D" (v, (), (€)D" (€).

k=1 r=0
Assim,
[ viuds - 3 / Tioguide + 53 B[
So i=1 j=1 i=1 j=1 ¢
- [ (S eSS
So j= =1 i=1 j=1 So
Definindo
U1
Ly, Ly ... L
V2
L'v =L = : : : : . :
L Ly ... L%, '
Un
onde
Li*v =Y (=1)*D*(wld_(€))
k=0
e

n n

> B
i=1

S
=1 j=1 °

com Bj; definido segundo (4.27), segue que

/ v*Ludz :/ (L*v)*udé + B(u,v) )
o0 So

So

Assim, dado

L = [Ly]

68

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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o seu adjunto formal é definido como sendo

e = [L3]. (4.33)
m k=1 n n -
Blu,v) = D (1D (w1 (€)) DFT M ui(€). (4.34)
k=1 r=0 i=1 j=1

4.3 Condicoes de Contorno Adjuntas

Na pratica, a forma diferencial L definida em (4.8) atua sobre fungoes

u = u(s) que satisfazem condigoes de contorno do tipo
Biu = ZAiijflu(so) + Z Biij’lu(s) =7, 1=1:m, (4.35)
j=1 j=1

onde A;; e B;; sao matrizes constantes n X n e 7; um vetor n x 1. As condicoes sao
ditas homogéneas quando v; = 0 para ¢ = 1 : m. Neste caso, L. é dito um operador
diferencial linear no intervalo [s,, s|. Para enfatizar que L é um operador diferencial

e nao simplesmente uma forma diferencial, serd utilizada a notacao
Lu = Lu

quando é subentendido que a fungao diferencidavel u = u(s) satisfaz as condigoes de
contorno (4.35) com v; =0,7=1:m.
Assim, a resolucao do problema

Lu = f (4.36)

Bu = 0,i=1:m. (4.37)
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onde f = f(s) é uma fungdo dada, consiste em inverter o operador diferencial
L. Para isto é necesséario especificar o dominio do operador e o espaco em que
assumira seus valores, por exemplo, o espago das funcoes continuas num determinado

intervalo.

O operador diferencial adjunto IL* é introduzido como sendo a forma
adjunta L* atuando sob fungoes v tais que a forma bilinear associada B(u,v) anula-

se quando u satisfaz as condigoes de contorno (4.14) [51], [66], isto é

(v,Luy = (L*v,u).

Para caracterizar as condicoes que devem satisfazer as funcoes v, é conveniente

introduzir os vetores bloco

Uop Vo
/ /
Ug Yo
-1 -1
u= , V= : (4.38)
ur (%
up, vy,
-1 -1

com ul) = u® (s,), u(Lk) =uf(s) e o) = v®)(s,), U(Lk) = v®)(s5). Com a inclusio

destes vetores com os valores de u, v no contorno, a expressao bilinear

B(u,v) i

So

pode ser escrita na forma matricial bilinear

B(u,v) = v Pu, (4.39)
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onde P é uma matriz bloco de ordem 2m x 2m com blocos n x n que é da forma

P = , (4.40)

com P(s) definida em (4.17).

Seja A uma matriz bloco de ordem 2m x 2m com blocos de ordem nxn e
na qual os primeiros m blocos correspondem as mn primeiras linhas nos coeficientes

das condigoes de contorno Byu = 0, k =1 : m, isto é,

AOl All A21 Amfl,l BOl Bll BQl Bmfl,l
A02 A12 A22 Am—1,2 BOQ B12 B22 Bm—1,2
A= AOm Alm A2m o Amfl,m BOl Blm B2m <o Bmfl,m ) (441)

de modo que

T
Au = [ Biuw Bou ... Bpu Bpiiuo ... Boju |- (4.42)

Assume-se que as condigoes de contorno sao independentes, isto é, que as primeiras
mn linhas da matriz A sao linearmente independentes e que as mn linhas restantes
foram escolhidas de modo que a matriz A seja nao-singular. Defina-se a matriz bloco

de ordem 2m x 2m com blocos de ordem n X n

A, = (PAHT (4.43)
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a qual, na forma de componentes, é dada por

* * *
Qo1 o3 Q1,1

* * *
27i) o09) Q1,2

* * * *
Ao Xy Oy am—l,m

Assim,

B
oz

B

Bi B
By o

B(u,v) = vIPA™'Au = (A,v)"(Au),

onde

*

1V

*

2U

Afv = A* v

m

*
Am-i—lv

*

2mv

com

koo
Apv = Bo1 Bii

*
[ o1

DY ﬁ;fr,/_171

72

A
P12
. ﬁjn—l,m
(4.44)
(4.45)
Vo
v
plm=1
0 (4.46)
vL
v
,Uém—l) |
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para k =1 : 2m. Assim, considerando (4.42) e (4.46), tem-se que (4.44) pode ser

escrita na forma

Blu
BQU
Blu,v) = | A A - Ay || Ba(v)
Bm—H (U’)
Bgmu
2m
= Y AwBu. (4.47)
k=1
Para condigoes de contorno homogéneas
Biu=0,Byu=0,,---,Bpu=0, (4.48)
segue
0
0
Buv) = A A - Ayo| | 0 | (4.49)
Bm-i—lu
Bgmu

Como as condigoes de contorno By, u, kK =1 : m, sao ficticias, isto é, nao foram

dadas, decorre que a forma bilinear B anula-se ao escolher as seguintes condi¢oes de
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contorno adjuntas

Biv=A;, jv=0

Biv= A} ,v=0

Biv = Aj v =0.

74

(4.50)

Segue que estas condigoes correspondem simplesmente as tultimas m linhas da ma-

triz A* de ordem 2m x 2m.

Dois tipos de condigoes (4.35) s@o usualmente encontradas.

e As condicoes de contorno sao prescritas somente num ponto, diga-se,

5= S,.

e As condigoes de contorno sao separadas, isto é, algumas envolvem va-

lores somente em s, e outras somente em s.

No primeiro caso,

An
AOZ

Az
A22

AQm

Ap_iy 0 0 0
Apo1a 0 0 0
Apeim 0 0 0

: (4.51)
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e no segundo caso, com m = p + q,

OBSERVACAO

A Axn

A A

Ay Agp
0 0
0 0
0 0

Amfl,l
Am—l,Q

0 0

0 0

0 0
By Bn
Byy  Bio
By, Big

0 ...0

0 .0

0 ...0
By ... Bn1a
By ... B2
Byy ...Bp_14

1)

(4.52)

Na discussao anterior considerou-se o caso determinado, isto €, o numero de condi-

coes prescritas € iqual a derwada de maior ordem na forma diferencial do operador.

A mesma discussao € feita no caso de ter n condigcoes de contorno prescritas com

n<m ou n<2m. Nesta situagao, haverda 2m-n condi¢oes de contorno adjuntas.

Lema 4.2. Suponha-se que L é um operador de sequnda ordem num intervalo I =

[a, b], isto €,

Lu = l,(s)D*u + 1, (s) Du + ly(s)u

(4.53)

e que os coeficientes sao diferencidveis. Entao, a matriz P definida em (4.40) € dada

por

(4.54)
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Em particular, se L estd na forma divergente %, ou seja,

Lu = 82 (A6u> + 9 (Bu) 4+ Eu

ox ox
entao,
[ _Ba) —A@ 0 0 |
p_ Ala) 0 0 0
0 0 B(b) A(b)
0 0 —A) 0
Resumindo:

Dado o operador

com u NO espago

{ue C™([s,,s],E") : Bju=0,Byu=0,--

define-se seu operador adjunto como sendo o operador
= (=1)FDF(ly—i()*0(€))

k=0

com v No espago

{vectm

2Esta forma inclui o caso de coeficientes constantes.

([50,8],E") : Bjz=0, B3z =0, -

, Bz =0},

76

(4.55)



Resposta Dinamica 77

onde as condigoes de contorno Bjz foram definidas segundo o processo que leva a

(4.50). Decorre que para L e seu adjunto L*:

(v, Lu) = (L*v,u). (4.56)

O operador L ¢ dito auto-adjunto quando coincide com seu adjunto:

L =1~ (4.57)
isto é,
D bk DFu = (=1)FD* (i) (4.58)
k=0 k=0
Biu=Bju=0, Bou=Bu=0,---,Bpu= B u=0. (4.59)

4.3.1 Condicoes do Tipo de Valor Inicial

Considere-se
Lu = Y lni(t)Du, D=—
k=0
com u possuindo somente condigoes iniciais nulas em t = t,, isto é,
Biu = u?(t,) =0, i=1:m. (4.60)

Decorre que a matriz A pode ser escolhida como sendo a matriz identidade bloco

de ordem 2m x 2m. Assim, as condi¢oes adjuntas serao as ultimas m colunas bloco

n x 1 do vetor (A.v)T = (PTv).

Por outro lado, na integracao por partes em (4.10), e ainda considerando

0 caso em que o0s [, sdo matrizes, poderemos utilizar o fato que teremos u®(t,) = 0
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para i = 1 : m. Como os valores u(¥(t) = 0 nfo sdo prescritos, resultara

[ o b D ) = [ D) (€

quando assumirmos
v ) =0,i=1:k—1.

Assim, resultam que as condicoes de contorno adjuntas para o caso de valor inicial

serao
Biv = 00 V(t)=0,i=1:m. (4.61)

De (4.60) e (4.61), observa-se que as condi¢oes de contorno sao sempre diferentes e
portanto um operador diferencial linear de valor inicial nunca pode ser auto-adjunto,

ainda que a forma adjunta coincida com a forma diferencial original.

A seguir, encontram-se como exemplos os casos de operadores diferenci-
ais de valor inicial até quarta ordem que sao encontrados em conexao com o modelo

ou equacao de Timoshenko.

L L*
lo()u' 4+ 11 (t)u —(E(m)w) + 5 (m)v
u(t,) =0 v(t) =0
(v + L) + l2(t)u (I5(r)v)" = (G (r)v) + B(r)v
u(to) = 0,4/ (tp) =0 v(t) =0,0'(t) =0
L(tu" + L (" + L) + 3(t)u —(l5(m)0)" + ([ (T)v)" = (5(1)v) + I5(T)v
u(to) = 0,4/ (to) = 0,u”"(t,) =0 v(t) =0,0'(t) =0,0"(t) =
L) u™) + 1 () u" + la(H)u” + I3(t)u + L) | (lo(T)v) ) — (11 (1)) + (la(7)v)" — (I3(7)v) + ly(T)v
u(ty) = 0,4/ (to) = 0,u"(t,) =0 v(t) =0,0'(t) = 0,0"(t) = 0,v"(t) =0
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No caso de sistemas com coeficientes constantes

Lu =Y Ly D*u (4.62)
k=0
tem-se que .
L'v =Y (=1)", D", (4.63)
k=0
onde
bk = lz;;-k = Ufé—k] (4.64)
Assim,
L L*
lou/ + liu —I5 + v
u(to) =0 v(t) =0
lou” + liu' + lou 20" — 15" + o
u(ty) = 0,u'(t,) =0 v(t) =0,v'(t) =0
Lou + liu” + lou’ + l3u =50+ 0" — v + o
u(to) = 0,4/ (tp) = 0,u”(t,) =0 v(t) =0,0'(t) = 0,0v"(t) =0
Lo(H)u®™) + 1 ()u"” + L(E)u” + l3(E)u + L(t)u | 1))@ — 1 (1)) + @3 (T))" — (5(T)v) + vla(r)v
u(to) = 0,4/ (tp) = 0,u”"(t,) =0 v(t) = 0,0'(t) =0,v"(t) = 0,0"(t) =0

4.3.2 O Caso de Condigoes Mistas

No modelo de Timoshenko,

L,W + LW + Lyw = F, (4.65)
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onde
t, t,
we | GO | ) (4.66)
Y(t, ) g9(t, )
com
L,=M, L, =C, L,=K, (4.67)

definidos em (4.3), (4.4) e (4.5), sdo consideradas as condigbes

Byw = w(0, )
Byw = w'(0, )
BgW = AHW(t, 0) -+ BHW,(t, 0) -+ CHWH<t, 0) + D11W(t, O) -+ Ell\x’(t, 0) =0

Byw = Agyw(t, L) + Boyw/(t, L) + Coyw" (t, L) + Doy w(t, L) + EgyW(t, L) = 0.
(4.68)

As duas primeiras sao condigoes do tipo de valor inicial e as duas ultimas

sao condicoes de contorno em dois pontos.

Suponha-se que, no que segue, cada coeficiente L, é uma expressao

diferencial espacial, isto é

my a
Lo = _ k =—,7=0: .
U > ln—kr(s)D*0, D oo i =0:2, (4.69)
k=0
com coeficientes diferenciaveis e expressao adjunta
L0(§) = Y _(=1)" D*(lm, . (§)v(€))- (4.70)
k=0
No caso do modelo de Timoshenko, tem-se
L'v = M =M
Liv = Cv=> (=1)*D*(lm, ()"0 (&)
k=0
L2U = K U:A @—(A/—FB) %—F(B/—i—é’) V.
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Aplicando a identidade de Lagrange-Green, primeiro no espaco e, apos

no tempo, tem-se

t rb
/t/U(Taf)*(LoW(ﬂ£)+L1W(T7E)+L2W(T,f))dde=

/t / (Lio(r, €)¥(r.€) + (Liv(r, ©))W(r, &) + (Ljv(r, &) w(r,£))] dédr+

my k—1

+2/ SO (1Y DI (0(7, )l (€)) DK (7, €)

°k1j0

]dT

Fazendo trocas na ordem da integracgao, e utilizando a identidade de Lagrange-Green

no tempo, obtém-se que

t b
/t / (7, &) (Low(7, &) + Liw(T, &) + Low (7, §))dédr =

t b
- [ [ 0 - Liotr g+ Lty winenaear + [ [ (57 G2 )dear

onde

Bi(v,w) = (Lgu(r,8))" w(r, &) — (Lgi(7,€))" w(T, &) + (Ljv(7, €))" w(T, §)

Bsy(v,w) = Bag(v,w) + Bia(v,w) + Bas(v,w)

com

3
S
e
—

Bo.(v,w) = (=) D7 (0(7, &) Ly, (€))DF 7w (7,€), 7 =0 2.

1

£
Il

<.
Il
o

Considerando o caso de (4.67), do lema 4.1, uma vez que,

P, = Py(s)=0,

P = Po(s) = |: ] ,Cu = 1,(s)D*u + 11 (s) Du + l(s)u
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(4.71)
(4.72)

~
el
I~
<t
N~—
~—~ ~— >
—_ = o —~ o~ —~ S I
o <@ .. o o o ~ -
< = & o e TN SOy
= T = > = ~—  ~—  ~—
S S > : S > RS S

~— ~— ~—r ~—~— T

(s)+ B Il,(s)+.A

[

!/

11(8) —1

~— ~— ~—r ~—~— T

>
I
O?..L.;OOO T
B I IRCRRCR £ =
3 3 3 : SRS

By(v,w) = Vv*Pow + v'Pxw = v'Pw
Introduzindo os vetores bloco 12 x 1 com blocos 2 x 1,

Resposta Dinamica

segue,
com
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tem-se que

[ [ (@2)aear = [ Bwar o

onde
B(v, w) = v Pw (4.75)

com P uma matriz bloco de ordem 6 x 6 com blocos 4 x 4 que é da forma

—Py(a) —Py(a) 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
P= 0 0 0 0 0 0 (4.76)
0 0 0 P(() Pb) 0
0 0 0 0 0 0
Aqui
~ ll(S)—le)(S)-‘rB lo<3)+./4
Po= —lo(s)—A
L. 2 0
[ 0 LE-l:)+B
D 2
Py = l (4.77)
0 —lo(s)—A
2

De maneira andloga ao desenvolvido na secao 4.3, as condicoes de contorno adjuntas

Biv=0, B;v=0 (4.78)

sao introduzidas de maneira a zerar o integrando em (4.74).

O modelo adjunto de Timoshenko é descrito por

M*ii — C*a + K*u = R, (4.79)
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onde
e uy(t, x) CR- r1(t, x) | (4.80)
u2(t7 l’) TZ(ta l’)
A
MM | PAE 0 |
0 pl(x)
(4.81)
P g 07 : 0 :
K'=A @—(A +B)%+(B +&).
Para A, B e £ definidos em (4.4) e (4.5), tem-se
kG A(x 0 —kGA
A= A= | TREAE 0 g RCA | sy
0 —EI(z) kG A(x) 0
0 (kGA(x))
& = (nGA()) (4.83)
0 kGA(x)
Assim,
K* — —kGA(x) 0 i? (kGA(x)) kKGA(z) Kl 0 0
0 —El(z) | 02 —kGA(z) (EI(x)) | 97 | (kGA(z)) KGA(z)
(4.84)

Aqui o adjunto do coeficiente de atrito é obtido segundo a definicao do coeficiente

C.
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4.4 Funcao de Green de Valor Inicial e
Respostas Dinamicas

A solugao fundamental ou funcao de Green de valor inicial do modelo

de Timoshenko, é definida como sendo

h(t,z,&), t>0, 0<z,§ <L
N IRUCEAY : (4.85)
0 t<0, 0<x,éLL

onde h(t,z,&) é solu¢ao matricial de ordem 2 x 2 do problema de valor inicial

0%h oh
M—(t,z,§) + C—(t,z,&) + Kh(t,z,&§) = 0,t>0, 0<z<L
ot? ot
hO0",z,&) = 0, (4.86)
oh, .

que satisfaz condi¢oes de contorno homogéneas da forma
Bih=0, Boh=0 (4.88)

onde

Bih = A1h(t,0,€) + B11hy(t,0,8) + Ci1hee(t,0,€) + D11he(t,0,€) + E11hy (8,0, €)

Boh = Ag h(t, L&) + Bo1hy(t, L, &) + Co1hes(t,0,8) + Darhy(t, L, ) + Eo1hu(t, L, €)
(4.89)

A segunda condigao em (4.87) deve ser interpretada no sentido que Z é o operador

identidade quando atua-se sobre fungoes através de integracao, isto é,

b Oh
| M5 00900 = olo)

ou, simplesmente, de maneira pratica

oh
Ma(& x,f) = 5(‘7: - 5)]17



Resposta Dinamica 86

onde 6(z) é a fungao delta de Dirac.

A introducao da fungao de Green de valor inicial permite obter uma
representacao integral da resposta dinamica de (4.86). Para isto, serd utilizado o

resultado a seguir.

Teorema 4.1. Suponha-se que w(t,x) € solugdo do problema de valor inicial
Mw(t,z) + Cw(t,z) + Kw(t,z) = F(t,z),
com valores iniciais w(0,z), w(0,z) dados e sujeita as condi¢des de contorno

31W = AHW(t, 0) + BHW/(t, 0) + CHW//(t, 0) + D11W(t, O) + EHW(t? 0) =0
BQW = A21W(t, L) + Bglwl(t, L) + Cglw”(t, L) + D21W<t, L) + Egl\.?v(t, L) = 0,

e que v(T,&) € solucao do problema adjunto
MV (1,§) — Cv(r,€&) + K'v(7,§) =0, (4.90)
sujeita as condicoes de contorno adjuntas
Biv =0,B5v=0.
Entao
L ‘ t L
/0 [(M*v(7,8))" W(r,&) + (=M*V(7,£) + C*v(7,£))" w(T,¢)] ‘Odg:/o /O v(r, &) F(r,£&)dédr

Demonstracao. Multiplicando ambos membros da equagao dada pela solugao v da

equacao adjunta e integrando, resulta

/Ot /OLV(T, €) F(r,€)dédr = /0 ' /OLv(r, £ M (r.€) 1 O (r. &) + Kww(r.6)] dedr

Por outro lado,
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/0 /o v(7,8)" [Mw(T, &) + Cw(T, &) + Kw(T,&)] dédr

t pL 9Py (r. ov(r, * .
:/0/0 {M*%_C vé:gqu(T,g)} w(r, £)dédr

o[ Jorvimor e - (R o) wing

¢
+/ B(hs, w)dr,
0

onde B(v,w) é dado em (4.75), isto é,

/ot]B(U’w)dT - /Ot i:BZ(U>*Bk(w)dT- (4.91)

Esta tultima integral anula-se uma vez que w e v satisfazem condigoes de contorno
adjuntas. Por outro lado, sendo v solu¢do da equagao adjunta (4.90), obtém-se o

resultado. O

Agora, introduzindo a funcao de Green de valor inicial adjunta

—h(t—7,2,8), t>7, 0<z,{<L
h* = (4.92)
0 t<7, 0<z,6<L

tem-se que
ho(r,t,§,x) = —h(t —71,2,§), t>7, 0<z,6<L (4.93)

satisfaz o problema de valor inicial adjunto [62]

M (1,t,&,x) — C*—(7,t,&,2) + K*h*(t,&,2) = 0,t>7, 0<z<L
or? or
h*(t,t, &, z) = 0, (4.94)
M en) = T, (1.95)

or
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com condigoes de contorno adjuntas
Bih* =0, Bj;h*=0. (4.96)

Assim, utilizando o teorema anterior, ou simplesmente multiplicando ambos mem-

bros por h(t — 7, x,&) e integrando, resulta

/Ot/ h(t —7,2,6)F dede—// )* M (7, &) + Cw(T, &) + Kw(r, &)] dédr

bl 9%h, ,Oh, 1
_/0/0 {M L 3 h*] w(r, €)dédr

w [ oreny s g+ (-2 s o) wee| |

dg

t
+/ B(hy, w)dr
0

= w(t,z) / (., €)M (0, €)dé — / (ha(t, 2. M + h(t, 7, €)C) w(0, €)de

Desta maneira a resposta dinamica do modelo de Timoshenko com condigoes de
contorno genéricas pode ser escrita em termos da solucao fundamental ou funcao de

Green de valor inicial h. Mais precisamente,

Teorema 4.2. A resposta dinamica do modelo de Timoshenko

Mw(t,z) + Cw(t,z) + Kw(t,z) =F(t,2),t >0, 0<z <L
w

2), 0<z<I (4.97)
) + B11W (t 0) + an”(t O) + D11W(t 0) + E11W(t 0) =0
) + Bglwl(t, L) —+ Cglwﬂ(t, L) + D21W(t, L) + Egl\.?{/'(t, L) = 0,

S

s

|

z
R
=z
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onde os coeficientes A;j, B;j, Cij e D;; sao matrizes constantes 2 x 2, e utilizando-se

a notacao para as derivadas temporais e espaciais na forma

ow W
o’ " T o

W pu—
respectivamente, ¢ descrita pela formula de variacao de parametros
L L t L
wit.o)= [ ho(ra w.0d+ [ o owo.9de+ [ [The-roFOdzar
0 0 0 JO
onde
he = hi(t,e, M+ h(t,,€)C (4.98)
hi = h(r,z,§)M. (4.99)

Corolario 4.1. No caso classico, C = 0, tem-se a resposta dinamica

L

L t L
w(t,z) = /0 o (t, 2, €)Miw (0, €)dé + /0 h(r, . €)Mve(0, €)dé + /0 /0 h(t — 7,2,€)F (7, €)dédr.
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5 DECOMPOSICAO DE RESPOSTAS
FORCADAS

Neste capitulo, considera-se a obtencao de respostas diante forcas ex-
ternas estaciondrias ou que variam exponencialmente no tempo. Este tltimo tipo
de forcantes permite considerar o caso oscilatério, necessario para a obtencao de

respostas em freqiiéncia.

As respostas forcadas sao definidas através da integral de convolucao
da solucao fundamental com o termo nao homogéneo que corresponde a excitagao
externa. Serd considerada a extracao de solugoes homogéneas a partir da resposta
forcada em termos dos valores iniciais de uma solucao particular, atuando esta ultima
como uma retroalimentacao no sistema. Esta decomposicao na resposta forcada
resulta de interesse quando as forcas externas sao tais que uma solugao particular é

simples de obter.

A seguir, serao considerados o modelo de Timoshenko, descrito por um
sistema evolutivo de segunda ordem, e a equacao de Timoshenko, descrita por uma
equagao evolutiva de quarta ordem. Deve ser observado que na extracao da equacao
de Timoshenko a partir de um sistema de segunda ordem as componentes do termo
externo modificam-se, conforme discutido na subsecao 2.4.1. Dai que nao é de
se esperar uma simples concordancia entre as respostas do sistema acoplado e da

equacao de Timoshenko.

Um estudo espectral do modelo de Timoshenko tem sido apresentado
por Benaroya [40] para sistemas com condigoes de contorno cldssicas, porém, sem
identificar a parte transiente e a parte permanente da resposta forcada. Neste tra-
balho, segue-se a formulagao espectral apresentada em [64] para o caso de sistemas

com N graus de liberdade.
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5.1 Respostas Forcadas no Sistema de
Timoshenko

Para tanto, deve-se estudar o problema de valor inicial descrito pela

equacao diferencial matricial de segunda ordem

Mv + Kv =f, (5.1)
com condigoes iniciais nulas
v(0,2) =0, wv(0,2)=0, (5.2)
e sujeita a condi¢oes de contorno do tipo discutido no capitulo anterior, ou seja,

AHV(t, O) + BHV/(t, O) + CHV”(t, O) -+ D11V(t, 0) + Ell\“/(t, O) =0
AQIV(t, L) + B21V/(t, L) + Cleﬂ(t, L) + D21V(t, L) + EQl{’(t, L) = O,

(5.3)

onde os coeficientes A;;, B;;, C;;, D;; e E;; sao matrizes constantes 2 x 2.

Com a discussao apresentada no capitulo anterior, sabe-se que para as

condigoes iniciais nulas (5.2), a solu¢ao da equagao (5.1) é dada por
t L
v(t,z) = / / h(t — 7,2, €)f(r, €)d¢ dr, (5.4)
0 Jo
ou, em forma compacta,
t
Wa@:i/h@—Tﬁumﬂ (5.5)
0

onde

h(t)® = /0 h(t,z,€)®(€) de, (5.6)
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e f(t) = f(t,x) é uma fungdo em x para cada tempo arbitrdrio porém fixo. Pelo

principio da superposicao linear, a solugao pode também ser escrita como
V=V, + Vv, (5.7)

onde v, = h(t)Cy 4 h(t)C; é uma solucio homogénea a ser determinada e v, uma

solugao particular qualquer. Substituindo os valores iniciais em (5.7), obtém-se

Co = —v,(0,2) (5.8)
e
ov.
Cr=-2(0.1). (5.9)
Assim,
L
wtr) == [ [t v, 0.0 + it 0. 90,0 G0

vem a ser uma solucao homogénea ou resposta livre induzida pela resposta particular

v, através de seus valores iniciais.

Segue que o calculo da resposta forcada

t L L v
[ b= 6t dr vyt~ [ [l v, 0.6+ .. 0.0 a
v ’ (5.11)

podera ser facilitado quando for relativamente simples obter a solugao particular
v,(t,x). Isto serd considerado a seguir para vdrias situagoes de interesse prético

15].
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5.1.1 Respostas forcadas estacionarias e oscilatorias

Para termos nao-homogéneos do tipo
f(t,z) = MF () (5.12)
procura-se uma solucao particular da mesma forma, isto é,
v, = M X(2). (5.13)
Substituindo na equagao (5.1) decorre
(MM +K) X(z) = F(z), (5.14)

onde

" —IiGAE?—; RGAB%
0
M= |7 K= . (5.15)

0 p[ 2
—kGAL  kGA-EIZ;

Equivalentemente, a equagao (5.14) pode ser reescrita na forma

MX"(z) + CX'(z) + K(A\)X(z) = F(z), (5.16)
com
—kGA 0 0 rGA A2pA 0
M = , C= , K\ =
0 —EI —kGA 0 0 Npl+rkGA

Juntamente a esta equacao sao consideradas condig¢oes de contorno espaciais que

decorrem da substituigao de (5.13) nas condigoes de contorno homogéneas originais
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do problema, isto é,

(All —+ )\Dll -+ )\QEH)X(O) + B11X,(O> -+ CHX”<O) - O

(5.17)
(Ag1 + ADgy + NE51)X(L) + By X/(L) + C1 X(L) = 0.
Se A nao é autovalor, tem-se [25, 66]
L
X() = [ HOOFEs (5.15)
0

onde H(\, z,£) vem a ser a funcdo de Green espacial associada ao problema de

contorno (5.16) e (5.17).

A obtencao de funcgoes de Green para problemas de contorno com sis-
temas de segunda ordem de maneira direta ainda nao tem sido considerado na
literatura. Usualmente deve ser considerado através de uma redugao para o caso de
sistemas de primeira ordem. Este tltimo tipo de sistema tem sido discutido para

condigbes de contorno cldssicas [24, 25, 32] e mais recentemente para as nao-classicas

61].

Na secao a seguir é considerado o método espectral para sistemas de
segunda ordem em que os modos formam um conjunto ortonormal completo. Isto
permitird obter uma expansao bilinear tanto para a funcao de Green de valor inicial

h(t, z, &) quanto para a fungao de transferéncia H(s, z, €).

5.2 Modos Normais

A procura de solucoes exponenciais nao-nulas

v(t,r) = eMw(x), w(z) = (5.19)
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do modelo de Timoshenko

MvV + Kv =0, (5.20)
onde
0 0 0
pA 0 —%(FLGA%) %(FLGA>
M == e K = ,

0 0 0

0 Ji _ _ = -
P ax(f@'GA) (93:(E18x) + EGA

equivale a determinar uma solugao nao nula w(x) do sistema
(K +XM)w(z) =0 (5.21)

sujeito a condigoes de contorno, as quais serao assumidas como sendo do tipo sepa-

rado, ou seja,

Aw(0) + Bw'(0) = 0, (5.22)

Cw(L) + Dw'(L) = 0,

onde A, B, C, D denotam matrizes 2 x 2. Diz-se que w(z) é uma autofungao ou
modo que corresponde ao autovalor A\ sempre que esta for uma solucao nao trivial
de (5.21) que satisfaz as condigoes de contorno (5.22). Quando A = iw é um niimero

puramente imaginario, w é chamado freqiiéncia natural da viga.

A obtencao dos modos, no caso de coeficientes constantes, equivale
a determinar solucoes nao-triviais da equacao diferencial de segunda-ordem com

coeficientes matriciais,

Mw"(z) + Cw'(z) + K(A)w(z) =0, (5.23)
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que satisfazem as condigbes de contorno (5.22). Aqui

—kGA 0 C 0 kGA
0 —EI| _kGA 0|
e
A2pA 0
K()\) =MM+R= ,
0 A2pl + kGA
onde

Introduzindo o produto interno
L —T
(0, @) = / U (2)D(2)dr, U(x) = T (2) (5.24)
0
segue de (5.23),
(w, Mw") + (w, Cw’) + (w, Rw) + \*(w, Mw) = 0.
Integrando por partes, decorre
L
M (w, Mw) = Blw,w] + / (w*(z)M)W'(z) + w*'(2)Cw(z) + w*(z)(—R)w(x))dz,
0
onde

L

Blw,w] = —w*(z)Mw'(z) — w*(z)Cw(x)

0
=  KkGAU (uy — @) + kGAup + Elpp,

L
0
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Substituindo valores, resulta

Blw,w]| — [\ [RGA (|ug|* + |6 — Wup + ud,) + EI|¢,|?] da

A2 =
JE(pAJul2 + pIg|?)dz
) [ (pAJul? + pl[?)da
o foL(PA\UP + pl¢|?)dx '

Aqui |z| denota valor absoluto do escalar z, que satisfaz 2% = zz.

Para o modelo de Timoshenko com a condicoes de contorno cldssicas:

e apoiada, u=20, ¢, =0
e fira, u=0, =0
e livre, ¢, =0, u, —p =0

o deslizante, ¢ =0, upy —p =20
tem-se que
_ L
kKGA(u, — ¢)u+ Elpgp,| = 0.
0

Nesta situacao, decorre que \ € o negativo do quociente de duas grandezas nao-
negativas e portanto deve ser um miumero puramente imagindrio. Assim a equa¢ao

(5.21) converte-se em

(K — w*M)w(z) =0 (5.25)

e as autofuncgoes serao reais uma vez que K, M sdo matrizes reais.
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Suponha-se que w, ¥ sao autofuncoes correspondentes aos autovalores

A = 1w e X =i, respectivamente, ou seja
(K—wM)w(z)=0, (K—+*M)¥(z)=0.

Para as condicoes de contorno acima, sendo as autofuncgoes e os coeficientes reais,

verifica-se em [59] que

(U, Kw) = (w,KV¥),
(U, Mw) = (w,MU),

e decorre que
(@ = 22) (W, Mw) = 0.

Conseqlientemente, as autofuncoes correspondentes a autovalores distintos sao or-

togonais com respeito a M. Utilizando [60], o mesmo é valido para K.

5.3 Equacao Modal

Para determinar os autovalores e autofuncoes, considere-se a solucao de

(5.23) na forma
W(CL’) = q)l([E)Cl + @2(1’)C2 (526)

onde (), Po(r) sdo matrizes 2 x 2 que denotam uma base matricial para as
solugoes de (5.23), isto é, além de satisfazer a equagao diferencial (5.23), a matriz

wronskiana de ordem 4 x 4
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(5.27)

possui posto 4 ou, equivalentemente, determinante nao nulo. Aqui ¢; and ¢, de-

notam vetores 2 x 1. Substituindo nas condigoes de contorno (5.22) reescritas a

seguir,
Aw(0) + Bw'(0) = 0
Cw(L) +Dw'(L) = 0,
segue
A[@1(0)ct + ®(0)cs] + B[®](0)cs + 5 (0)cs] =0, (5.28)
C[@1(L)ct + Pa(L)ca] + D[P} (L)cy + Py(L)cs] = 0. (5.29)
Matricialmente,
Uc =0, (5.30)

onde U é uma matriz 4 X 4 com blocos de ordem 2 x 2 e ¢ o vetor 4 x 1 com linhas

bloco de ordem 2 x 1

AD(0) + B, (0) AD,(0) + BP,(0)
U = , (5.31)
CO1(L) + DP| (L) CPy(L) + DP,(L)

C1
c= : (5.32)

Co
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De maneira compacta

U =B (5.33)
[ 2,(0) ®,(0) |
g [ABOO] |0 20 50
0 0C B O,(L) Do(L)
| ®L(L) (L)

Para obter solugoes nao-nulas da equagao (5.30) é necessario e suficiente que o

determinante da matriz

A = det(Uf) (5.35)

seja nulo. A equagao que resulta é chamada de equacao caracteristica.

5.3.1 Base Dinamica

Como base matricial, podem ser escolhidas

¢y (z) =h(z), Po(x)="Nh'(x) (5.36)

onde h(x) é a matriz 2 x 2 que satisfaz a equacao homogénea

Mh" (z) + Ch'(z) + K(A\)h(z) = 0, (5.37)
h(0) =0, Mh'(0)=1. (5.38)

Aqui 0 denota a matriz nula 2 x 2 e I a matriz identidade 2 x 2. Outra base pode

ser

O (2) = ho(z), ®s(z) = hy () (5.39)
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onde

h(z) = h(z)M (5.40)
satisfazem as condicoes iniciais normalizadas
ho(0) =1, hy(0) =0 (5.41)

h;(0) = 0, h}(0) = L. (5.42)

Com o uso da base normalizada, a matriz ® definida em (5.34) simplifica-

se e decorre que

A B
U= , (5.43)
Dh)y(L) + Cho(L) Dh/(L) + Chy(L)

c= . (5.44)

Por outro lado, supondo que A é uma matriz nao-singular, a equacao
caracteristica pode ser simplificada, pois usando (5.39), (5.41) e (5.42) em (5.28),

segue que w’(0) pode ser escrito em fun¢ao de w(0), ou seja,

w(0) = —A'BW(0). (5.45)

Utilizando (5.39), (5.41), (5.42) e (5.43) em (5.29), tem-se que

[C(hi(L) — ho(L)A'B) + D(h}(L) — hy(L)A'B)]®(0) = 0. (5.46)



Decomposicao de Respostas Forcadas 102

Portanto, a equacao caracteristica ¢ dada por
A(L) = det(D) =0, (5.47)
onde D é a matriz 2 x 2 definida por
D = [C(hi(L) — ho(L)A™'B) + D(hj(L) — hi(L)A'B)]. (5.48)

Por um raciocinio anélogo, discute-se o caso em que a matriz B seja nao-singular.

Neste caso, escreve-se
®(0) = —BLAD(0). (5.49)

Uma férmula fechada para a matriz h(z) tem sido estabelecida por Claeyssen et al.

em [10]. Para tanto, considere-se o polinomio caracteristico
4
P(s) = det[s*M + sC + K(\)] = Z bs™F,
k=0
onde

bo = ab, by =0, by = —(ae + cb)A\?, by = 0, by = (eX® 4+ a)c\?.

Aqui
a=rkGA, b=FEI, c=pA, e=pl.

Entao, determina-se a soluc¢ao h(x) do problema de valor inicial

4

beh ) () = b,h ™) (2) 4 Db (2) 4 byh(z) = 0
kZ:O : ! (5.50)

h(0) = 1'(0) = 1"(0) = 0, boh"(0) = 1,



Decomposicao de Respostas Forcadas 103

e calculam-se as matrizes h, a partir do problema de valor inicial matricial em

diferencas
Mhy o +Chyy +Khy =0
k42 k41 k (5.51)
hy =0, Mh,; =1L
A férmula fechada é dada por
4 j-1
h(z) =) > bhV " (x)hy (5.52)

Os célculos seguem a seguir. Considere-se, em primeiro lugar, a equagao diferencial

caracteristica

abh™)(z) — (ae + cb) \2h"(z) + (eA? + a)cA?h(x) = 0

(5.53)
h(0) = K'(0) = A"(0) = 0,abh™(0) = 1.
O polinomio caracteristico associado a esta equagao diferencial é da forma
P(s) = ab(s* + g*s* — ),
onde
g?(\) = —(e/b+c/a))\?, 1* = —cA\?(eX? +a)/ab.
As raizes do polinomio caracteristico P(s) sdo s =€, —¢, 10, —id, onde
NS EEN T v
Assim
@ =6, rt=4§ (5.54)

Utilizando a base de Euler ou a transformada de Laplace, segue que a solugao do

problema de valor inicial (5.51) é dada por
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h(z) = 5Sinahb(zg — 5€2§if§5 7) (5.55)

Por simples iteragao, os seguintes valores matriciais de (5.51) sao obtidos

- 0
0 0
ho = , hy = | “ :
0 0 0 -
1 a’? —cA\?b
0 7 a?b 0
h2 = 1 b ) h3 = 9
_Z 0 e
b 0 NEE
Assim,
bh"(x) — (e A* + a)h(z) ah’(z)
h(z) = (5.56)
—ah/(z) ah”(z) —h(z)c\?

5.4 Valor Critico da Freqiiéncia

Para freqiiéncias naturais A = iw, a natureza das raizes
)\172 = *te [§ )\374 = :|:5’L,

do polinomio

p(s) = ab(s* + g*(N)s* — (M),
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depende do valor de w. As raizes A\j» podem ser reais ou imaginarias conforme
o valor de e. Observe que € é real se e somente se 7 > 0, isto ¢, se e somente se
a—ew? < 0. Parar? < 0 ou, equivalentemente, a —ew? > 0 tem-se que € é puramente
imaginadrio, isto é, € = i€ com ¢ real nao-negativo. Em ambos os casos, a expressao
g* + 4r* resulta real ndo-negativa para qualquer w real. Dai que as raizes A3 4 sao
sempre imagindrias puras para w real. O caso € real ou puramente imaginario pode

ser caracterizado com a introducao da freqiiéncia critica

a kGA
wc_\ﬁ_,/ T (5.57)

Tem-se que € ¢é real para w < w, e puramente imaginario para w > w..

Assim, a solucao (5.55) reescrita abaixo

dsinh(ex) — esin(d x)
h =
(z) ab(e?+0%)ed

é real para w < w,, ou seja, € real. Quando w > w,, que corresponde ao caso de
€ = ie ser puramente imaginario, das relagoes trigonométricas cosh(iz) = cos(z),

sinh(iz) = isin(x), decorre que

_ esin(dx) — dsin(ex)
he) = ab(e? — 62)eb

(5.58)

O caso w = w, ou € = 0, pode ser tratado através de limite em (5.58). Neste caso,
decorre que

dx — sin(dx)

hw) = abd?

(5.59)
A figura abaixo apresenta o comportamento da fungao h(z) para valores da freqiiéncia
w abaixo, acima e igual a freqiiéncia critica w.. Para a simulacao foi considerada

uma viga de Timoshenko livre-livre.
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Figura 5.1 Funcao h(x) para os casos de w < w,, w = w, € W > w,, respectivamente.

(a) w =130 rad/s, (b) w =170.5 rad/s, (¢) w =280 rad/s

5.5 Autovalores Duplos

Foi considerado na subsecao 4.1.3.1 que se A é uma matriz nao-singular,

entao a equagao caracteristica é dada por (5.47), reescrita a seguir,
A(L) = det(D) =0,
onde D é a matriz 2 x 2 definida por (5.48), ou seja,
D = [C(hy(L) — ho(L)A™'B) + D} (L) — hy(L)A™'B)].

Para um autovalor, o espaco nulo da matriz D de ordem 2 x 2 devera ter dimensao
igual a 1 (um) ou, no maximo, igual a dois. Ou seja, podem existir um ou dois vetores
solucao CID(O) que sao linearmente independentes. No segundo caso, a nulidade deve
ser igual a dois e, pelo teorema do posto, a matriz D deve anular-se. Diz-se que um
autovalor é duplo quando a nulidade da matriz D ¢ igual a dois, isto ¢, o autovalor

corresponde a uma raiz dupla da equagao caracteristica (5.47).
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A seguir, o estudo de autovalores duplos sera considerado para o caso
de uma viga de Timoshenko livre-livre. Foi também estudada a existéncia de au-
tovalores duplos para o caso de uma viga de Timoshenko fixa-fixa, porém este caso

serd investigado mais profundamente em um trabalho futuro.

5.5.1 Viga Livre-Livre

A existéncia de autovalores duplos para uma viga livre-livre foi discutido
em [36] para o caso w > w, com uso da base espectral em cada uma das duas equagoes
que decorrem do desacoplamento do modelo de Timoshenko. Com a metodologia da
base fundamental, serd mostrado que nao existe necessidade de tal desacoplamento.
O sistema de autovalor resultante é 2 x 2 ao invés de 4 x 4. Além disso, a existéncia

de autovalores duplos esté relacionada aos zeros da fungao escalar h(z).

Para uma viga com extremos livres, tem-se as condigoes de contorno

ov B oY B
—KGA(% _ zp) =0, =0 (5.60)
emzrz=0ex=0L.
Matricialmente,
A®(0) + BP'(0) =
(5.61)
Ad®(L) + BY'(L) = 0,
onde A e B denotam as matrizes
0 -1 1 0
A= e B=
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Para facilitar o estudo do modelo de Timoshenko nao for¢cado, considere

a adimensionalizac¢ao sugerida por Huang em [44],

(5.62)

2

onde b é um numero proporcional as frequéncias de vibracao, s° é inversamente

proporcional a rigidez de cisalhamento, e 72 é proporcional & inércia rotacional.

Utilizando (5.62), a equagao matricial na forma adimensional é dada

por
M (&) + CP'(&) + KD(€) = 0, (5.63)
onde
1 0 0 —L b2 s> 0
M = ., C= . K= (5.64)
0 Ls* 1 0 0 —L(1—Db*?s?

Teorema 5.1. A solugao do problema de valor inicial matricial

Mh"(§) +Ch'(¢) + K(b)h(§) = 0
h(0)=0, Mh(0)=1I

onde M, C e K sdo conforme definidos em (5.64), é dada por

Ls*> 1" (€) = L(1 — b*r?s%)h(€) LK (€)
h(é) — , (5.65)
—K (&) R (€) + b2s%h(€)

onde h(§) € a solugao do problema de valor inicial

Ls*h™(€) + Lb*s*(r?* + s*)h” (&) — Lb*s*(1 — b*r?s?)h(¢) = 0, (5.66)
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h(0) = h'(0) = h"(0) =0, Ls*h"(0) = 1.
Demonstracao. Seguindo o processo da se¢ao anterior, tem-se

P(s) = det [s°M + sC+ K]

= Ls*A'+ Ls®D* (r* 4+ s*) A* — Ls°b* (1 — b*r?s?), (5.67)

h(§) é a solugao do problema de valor inicial escalar construido a partir do polinémio

P(s), ou seja,
LLH(E) + L2202 + s'(€) — L1 = brs2)h(e) = 0,

h(0) = h'(0) = h"(0) =0, Ls*h”(0) =1,

e a matriz h; = h)(0) satisfaz o problema de valor inicial discreto

Mhj5 +Chjy + K(b)h; =0, (5.68)
Mhl - I, ho = 0

Por recursao de (5.69), tem-se hy = 0, hy = M™! hy = —M"ICM™ e hy =
MTH(CM™)? — KM™H]. O resultado segue pela substitui¢do destes ltimos em
(5.65). O

Corolario 5.1. Tem-se

Ls(h"(€) + DA2H(E)  LA(L— b2 s?) h(€)
B (€) = /() M+h(E)C =

b2 82 h(f) L82 hw(f) + L(b284 + 1)}/(5)
(5.69)
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hy(§) = h"(EOM+h()C =-h(§K (5.70)
hi(§) = h (M. (5.71)
Ls2h"(€) — L(1 — b2 s2)h(€) 122K/ (€)
hl(f) = h(f)M =
—N(§) Ls?(h"(€) + s*h(€))
(5.72)

Demonstracao. Segue por simples substituicao. Para a segunda relagao, usa-se o

fato que h() é solugao a direita e a esquerda [23] de

Mh"(§) + Ch'(§) + Kh(§) = h"(§)M + h'(§)C + h(§)K = 0.

]

Para uma viga com extremos livres, as autofungoes sao solucoes nao
triviais da equacao diferencial matricial de segunda ordem completa (5.63), a qual

satisfaz as condi¢oes de contorno nos extremos £ =0e & =1

AT(0) +BY(0) =0 (5.73)
AU(1) + BU/(1) = 0. (5.74)

Aqui (’) denota diferenciagao com respeito a £, ¥(§) = ®(LE) = P(z), e M, Ce K

foram introduzidas em (5.64).
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Na forma adimensional, as condi¢oes de contorno (5.60) sao reescritas

seguindo [13] como

A= e B= . (5.75)

Assuma que as autofungoes V() sao da forma

O(x) = ho(z)P(0) 4+ hy(x)P(0).
Substituindo-se a expressdo anterior em (5.73), segue que
®(0) = —AD(0). (5.76)

Assim, ®(€) = (ho(&,b)) — hy(£,0)A)P(0), onde tem-se enfatizado a dependéncia
sobre o parametro associado com a freqiiéncia natural. Como ®(&) deve satisfazer a
outra condi¢ao de contorno (5.74), segue que deve-se encontrar um valor b tal que

®(0) seja um vetor solu¢ao nao-nulo do sistema algébrico
D(b)®(0) =0, (5.77)

onde

D(b) = Ahg(1) — Ahy(1)A + h)(1) — h}(1)A. (5.78)

Tem-se uma solugdo nao-nula de (5.77) se e apenas se b é uma raiz da equagao
caracteristica

A(b) = det(D(b)) = 0.
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Substituindo-se valores em D(b) e utilizando (5.66), obtém-se que

—Lb%s*(h"(1) + b?r2h(1)) —L?b%s*h/(1)
D(b) = (5.79)
b2s2h/(1) Lb2s%((1 — b%r2s?)h(1) — r2h"(1))

Segue que

A(b) = —L*r?b5s5(1 — b2s%r2)h(1)? — LPb1s8(1 — b?s%r? — b2rh)h"(1)h(1)

+ b1 L2r2h" (1)? + b5 L2h/ (1)% (5.80)

Tem-se que A = iw, onde

w? = (EIL*/pA)b?,

¢ um autovalor de (5.20) se e apenas se b é uma raiz de (5.80). Equivalentemente,
tem-se que b corresponde a um autovalor se e somente se Posto(D(b)) < 2. E claro
que A serd um autovalor simples quando Posto(D(b)) = 1. Para isto, é necessério
que h'(1) # 0. Um autovalor duplo existe apenas quando Posto(D(b)) = 0. Este
ultimo permite requerer que a derivada de (5.80) anule-se em b. Ao invés de se
estudar a equagao caracteristica altamente nao linear A(b) = 0, tem-se uma carac-

terizacao de autovalores duplos em termos de fungoes escalares h(§,b).

Teorema 5.2. Seja h(£,b) uma solugao do problema de valor inicial

h(€) + g*h"(€) — R*M(E) =0 (5.81)
h(0) = 1'(0) = h"(0) = 0, Ls*h"(0) =1 (5.82)

onde
7@ = b(r*+s%), (5.83)

R* = b*(1 —b*%s?). (5.84)
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eb, res como em (5.62). Entio uma viga uniforme do tipo Timoshenko com
extremos livres terd um autovalor duplo se e somente se b é tal que h(§,b) =0 tem
uma raiz de ao menos terceira ordem em & = 1 a menos que b satisfaca 1 —b%s%r? +

brt = 0.

Demonstracao. Um autovalor duplo ocorre se e somente se todas as componentes
da matriz D(b) sdo simultaneamente nulas. Se b é tal que h(1) = 0, A'(0) = 0,
W'(1) = 0, entdo Posto(D) = 0 e existird um autovalor duplo. E evidente que b = 0
sempre correspondera a um autovalor duplo. Portanto, assuma-se que b é diferente
de zero e que corresponde a um autovalor duplo. Isto significa que deve-se ter
R'(1) =0, h"(1) = —r?h(1) e r?1"(1) = (1—b?r?s?)h(1). Das duas dltimas equagoes,
obtém-se que h(1) = 0, A”(1) = 0 a menos que b satisfaca 1 —b?r?s?+b?*rt =0. O

Corolario 5.2. [36] Um autovalor A = iw de (5.20) com w > w, serd duplo se e
apenas se existirem inteiros ki e ko tais que 6 = kimw, € = 2kom + 9. Neste caso, as

freqiiéncias naturais serdo dadas por w* = EIb?/pAL*, onde

B2 = 7t [X((/ﬁ o)+ k2) = (R + k)2 — k§)2] . (5.85)
Aqui pp = % = % ex = &—Z)Q. Equivalentemente,
2
2

TQ = (+p) 5 ; (586)

((k1+k2)2*k§)

(k4 k)2 +K3) [ x — — 5
((k1+k2)2+k§)

Demonstracao. A primeira parte segue do Teorema 5.1 sendo que para w > w,, a

solugao h(&) é dada por

_esinh(6§) — dsinh(ef)  esin(d€) — dsin(e§)
he) = Ls?(€? + 62)ed ~ Ls? (62— 6%)ed (5.87)
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Aqui

€= %\/—2g2+2\/g4+4R4, d=1+/g>+¢€ (5.88)

sdo as rafzes do polinoémio caracteristico P(z) = Ls? (2% + ¢g?2%2 — R*) de (5.66) [19]

e, para o caso considerado, € = i com ¢ real. O valor de b? segue de

€ +6=b*(r*+s%), 6 =0 (b*r?s*-1) (5.89)
(02 + €2)? .

b2 = ILLW — 6252, 7"2 = % (590)

O

5.6 A Resposta Forcada pelo Método Espectral:
sistema acoplado de Timoshenko

Considere-se o modelo de Timoshenko

MV + Kv =F,
e suponha-se que
v(t,z) =Y vn(t)wa(z), F(t,z) = Fu(t)Mw,(2), (5.91)
onde
L
wlt) = [ whOvi o (592)
0

Fy(t) = / wl(€)F(t, €)dE. (5.93)
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No que segue, serd assumido que é vélida a propriedade dos modos normais,

<Wn7MWn> = 5nm

(Wp, Kw,) = Oppnw?

onde (—w?M + K)w,, = 0.

Substituindo em Mv” + Kv = F e aplicando a propriedade acima, decorre
(e.)

[ () + w2vn ()] W () = Y F,(t)wi(2).

n

Assim, para cada n deve-se ter

(1) + Wiva(t) = Fu(t).
Tem-se que
Un(t) = hn (t)0,(0) + hy (£)0,(0)
onde
het) = senu(}c:nt)
Assim,
v(t,z) = m: (Un(())cos(wnt) + @n(o)%) w,(2)

Por outro lado, supondo v(0,x) = 0, tem-se a resposta forcada

vita) = [t 90 = > s 0w, 0

115

(5.94)
(5.95)

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)

(5.100)

(5.101)
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sendo
1
0, (0) = / w2 M(0, £)dé (5.102)
0
€
1
Fo(t) = / w! F(t, )dz. (5.103)
0
Decorre que
h(t,z,€) = i Mwn(x)wf(x). (5.104)
n=1 n

Como a fungao de transferéncia vem a ser a transformada de Laplace de h(t, z,§),

tem-se que

H(s,2.6) = 3 o —walowl (6) (5.105)

5.7 A Resposta Forcada na equacao de
Timoshenko

A equagao de Timoshenko (2.45), reescrita a seguir

2

p? *u [pA p p\ 0*10%u O
N L =1
ErG Ot [El </<;G + E]) a:&] o2 gt -

pode ser escrita de maneira compacta

4 .
oIy

2; Ay (ta) = f(t,2), (5.106)

J:
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onde
2,2 9 o O o4
AO—OZC7 Al:O, 6 (Oé +T)@, ‘/43:07 A4:@7
com
2_ P 2_ P 2 pA
Q= K/G’ C - Ea ﬁ - EI
Para as condigoes iniciais nulas
u 0*u Ou
u(0,2) = 3(0@ mﬂoﬂ o (0,2) =0, (5.107)

tem-se a resposta forcada

u(t, x) / / —1,x,8)f(1,£)d¢ dr, (5.108)

onde h(t,z,£) é a fungao de Green de valor inicial associada a equacao de Timo-

shenko.

De forma compacta,

u(t) = /t h(t — 7)f(7)dr, (5.109)
onde 5
h(t)®(x) :/0 h(t,z,&)®(&) dg, (5.110)

e f(t) = f(t,z), uma fungdo em x para cada tempo arbitrario porém fixo.

Suponha-se que {h(t),h’(),h"(t),h" ()}, onde

aJ

W (Bofa) = |55

t,z, )p(E)de, j=1:3, (5.111)
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forma uma base de solugoes da equacao homogeénea. Pelo principio da superposi¢ao
linear, a solucao pode ser também escrita como u = uj + u, onde u; ¢ uma solugao

homogénea e u, ¢ uma solugao particular ou permanente. Assim,

3

/t h(t — 7)f(7)dr = Z h(t)a; + u,(t), (5.112)

j=0

sendo a; funcoes de varidvel espacial a serem determinadas a partir das condicoes

iniciais nulas de u(t) em ¢t = 0. Tem-se, entao, o sistema

( 3
0 = Y h@(0)a; + u,(0)
j=0
3
0 = ) h(0)a; + u,(0)
730 (5.113)
0 = Y h(0)a; + u(0)
j=0
3
0 = Y h0™(0)a; + u, (0).
\ J=0
Decorre,
az; = —Ayu,(0)
o = —Agup(0>—A4U;}(0) (5 114)
a; = —AQUP(O) - Agu;)(O) — A4U;(O)
| a0 = —Alup(O)—AQU;(O)—Ag’,U;(O) A4u;'(0)
ou de maneira compacta
4—j

a; ==Y ApyufV(0,2), para j=0:3. (5.115)
k=1
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A solucao homogénea é dada, entao, na forma evolutiva

3 4—j

up(t) = = > hO)> " A ulD(0) = — i h=D () Ay ;u$)(0).

j=0 k=1 §=0 k=1

Tem-se, portanto,

up(t) = — h(t)[Agu;(O,x) + A4u;/(0, x)] +
— h(t)/[AQU/p(O, l’) + A4U,;; (O, ZL‘)] +
— h"(t)Agu (0, 2) +

— h"(t) Ayuy(0, )

ou

4

up(t) = — h(t) K52 — (?+¢%) aa_;> u, (0, ) + %u;’m, x)}

— h(t) Kﬁ? —(a®+ &%) aa_;) u, (0, ) + aa—;u;(O,x)}
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(5.116)

(5.117)

+

_|_

(5.118)
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5.7.1 Respostas Permanentes e Funcao de Transferéncia

Para termos nao homogéneos do tipo

f(t,x) = eMg(x), (5.119)

que podem ser ampliados para incluir, através da propriedade de superposicao linear,
termos da forma
m
1. f(t,x) = ZAjeAjt(S(x — a;) correspondendo a entradas com dindmica

Jj=1
geral, e

n

2. f(t,x) =Y (Ajeos(wit) + Bjsen(wjt)) f;(x),

J=1

podem ser procuradas solucoes particulares nao homogéneas do mesmo tipo. Subs-

tituindo

u=eMX(x)
na equacao de Timoshenko abaixo

ot4

a’C

+<52—(a2—|—72) 82)82u ou

0x? ) Ot2 * ot € q(z), (5.120)

decorre a equagao

d*X () \ ,d*X ()

dx* 9(A) dz? —r(\)*'X(2) = q() (5.121)

onde

gN)? = —(a® + TN, (5.122)

r(N?t = =t = B2 (5.123)
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Supondo condigoes de contorno, escritas de maneira genérica, como combinagoes
lineares de valores de X e suas derivadas nos pontos extremos do intervalo 2 = [0, L],

isto é,

BkX(a:) = agkX(O) + alkX’(O) + OéQkX//(O) + Oégka(O)"f—
(5.124)

+Box X (L) + Bux X' (L) + Bor X" (L) + 3. X" (L), k=1:4

a solugao é dada por
X(e) = [ HO. o) (5.1%5)
Q
onde Q = [0, L] e H(A, z,£) denota a fun¢ao de Green espacial ou fungdo de trans-

feréncia associada ao problema de contorno acima.

Tem-se que

H(\)o(z) = / HA , )u(€)de,

define o chamado operador de transferéncia.

Uma discussao sobre a existéncia e célculo da funcao de Green espacial
pode ser encontrada em [62], [66] e, sob o enfoque da base dinamica, em [27]. A
funcao de Green espacial existira sempre que A nao for um autovalor do sistema,
isto ¢, a unica solu¢do do problema homogéneo com ¢(z) = 0 em (5.121) e (5.124)
que satisfaz as condigoes de contorno é a solucao identicamente nula. Além disso
pode ser dada de maneira explicita em termos da solucao fundamental associada a

(5.121), ou seja, h = h(x, \) tal que

R £ g(N2R" —r(A\)*h = 0 (5.126)

h(0) = 0,1'(0) = 0, h"(0) = 0,K"(0) = 1. (5.127)
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Seja
Po(x) = ¢o(w,A), d1(x) = d1(x, A), @2(x) = P2(, A), ¢3(x) = ds(x,A)  (5.128)

uma base de solucoes da equagao homogénea

d*X (z) ,d*X ()

i 9N 5= — () X(2) = 0. (5.129)

Entao, a fungao de transferéncia H(\, z,£) é calculada através da expressao (pdg.91

em [62])

_ H(x, € N)
Hir.60) = 5. (5.130)
onde
[ g(2.6) dola) Gi(r)  u(z)  dula)
B1(9) Bl(%) Bl(¢1) Bl(¢2) Bl(¢3)
H(z,§,\) =det | By(g) Ba(po) Ba(dr) Ba(pa) Balds) | (5.131)
Bs(g) Bs(¢o) Bs(é1) Bs(¢2) Bs(¢s)
| Ba(g)  Ba(do) Ba(¢1) Ba(d2) Ba(¢s)
[ Bi(go) Bi(é) Bi(és) Bi(gs) |
Dr.€) = det Ba(¢o) Ba(d1) DBa(dz) Baes) (5.132)
Bs(¢o) Bs(¢1) Bs(¢2) Bs(e¢s)
I By(¢o) Ba(¢1) Ba(¢2) Ba(es) |
Aqui

9(@,&) = g(z,§ ) = (5.133)
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Quando escolhem-se como base as fungoes

ho(x) 2h/( ) 7”4h/”<.1')
() = (@) ~ ) -
ho(z) = —r4h’()
hg(l’) ( )7
mostra-se em [66] que
m@)—ﬁxg, (5.135)
onde - .
ho(z) hi(z) he(x) hs(x)
Q. €) = det f‘Lo(f) }‘Ll(f) }‘12(5) 7‘13(5) 7 (5.136)
ho(§)  hi(§) ha(§)  ha(§)
EGCRGRGRIGE
1) W) e K
Wione) — et | T B a(e) s .
ho(§)  hi(§)  ha(§)  hs(€)
| ho(§)  m(§)  ha(§)  hs(€)

Uma expressao para g(z, &) pode ser obtida quando a base dinamica é

escrita em termos da base espectral. Suponha-se que

_ dsenh(ex) — esen(dx)
hw) = €d (€2 + 02) ’

(5.138)

onde

4 2
e = e =y r+i % (5.139)

52 = 2 =qr+f 4+ L 2 (5.140)
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Aqui esses valores sao tais que
S1 = €,89 = —€,83 = 10,84 = —10
vem a ser as raizes da equagao caracteristica de (5.129)
s+ g(\)?s* —r(\)* = 0.

Decorre que

(1 dsenh(e(é —x)) —esen(d(€ — x))
2 de (624 ¢€2) ;b
g(xv ):
1 dsenh(e(z — &) — esen(d(x — &))
| 2 52 (07 +2%) » Tl

5.7.2 Funcao de Green espacial

Neste caso tem-se as seguintes condicoes de contorno

X(0)=0, X"(0)=0; X'(L)=0, X"(L)=0.

Utilizando a base normalizada (5.134), obtém-se que

sh(=6)  ¢*W(@) +h"(x)  ¢*h(z) +h"(x) e

%h(_S) 1 0 0

H(w,g, )\) = det %h//(—f) 0 ) .
%h’(L*f) 7”4h(L) th/(L)+h’”(L) h”(L)

In"(L - ¢) r4h/'(L) rh! (L) —g?h"" (L) 4+ r*h(L)

0
W (L)
hll/ (L)

124

(5.141)

(5.142)

(5.143)



Decomposicao de Respostas Forcadas 125

= W) [xoh(z) + x1P' (2) + x2h"(2) + x3h™ ()] +
+h"(€) [x2h(x) + x3h' () + xah" ()] + (5.145)

+h(x)xs + h'(z)xe + h(§ — 2)x7.

Aqui,

Xo = g7 [ML)R(L)g? + H/(L)H(L) — P h(L)H (L))

X1 = —50” [P (LH(E) — (H(D))? + 7 (0 (D))

X2 = N (L) = K(L)W(L)

1

5 [W"(L)g*h (L) = (" (L))* + r*(R(L))?]

X3
(5.146)

Xa = 5 (D) + W) (1) ~ W(L)r (L)
X5 — % [h’”(L)hm(f . L) - 7’4h/(L)h/(§ . L) 4 thl(£ o L)h”/(Lﬂ
Xo = — W(L)A(€ ~ L) + (€ ~ L)K"(D)]

X = — [(D)PH(E) — (L) + (D)),

Entretanto, para calcular o determinante D(x, &, A) observa-se que este corresponde
ao bloco formado pela segunda a quinta linhas e colunas da matriz H(z, &, \).

Decorre

D = —g*h (L)W (L) — (h"(L))* + r* (W' (L))" (5.147)
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Assim, calculando-se a funcao de transferéncia a partir da expressao

(5.130), e substituindo os valores de h(-) e suas derivadas segundo (5.138), obtém-se

H(x, &, A) =

(

\

1 —senh(e(§ — L — x)) + senh(e(§ — L + x))

2 € (62 + €2) cosh(e)

1sen(6( — L —x)) — sen(d({ — L + ))
2 (02 + €2) cos(0) ’

r <&

(5.148)

1 —senh(e(§ + L — x)) — senh(e(§ — L + z))

2 € (62 + €2) cosh(e)

lsen(6({+ L —x)) +sen(0({ — L+w))
2 (02 + €2) cos(0) ’

E<ux

Utilizando a relagao trigonométrica

senh(A + B) — senh(A — B) = 2senh(B)cosh(A),

com A=¢€f e B=¢(L—¢),resulta

H(x, &) =

[ cosh(e(§ — L))senh(ex) = cos(d (L —¢))sen(d x) r<t
€ (02 + €%) cosh(e L) d (0% 4 €?)cos(d L)

_senh(ef)cosh(e(L —x))  sen(d§)cos(d(L —x))

&<z

\ € (0% 4 €2) cosh(el) d (0% + €?)cos(d L)
(5.149)

5.7.3 Autovalores e Autofuncoes

A procura de solugoes exponenciais

u(t,z) = eMX (x), (5.150)
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da equacao de Timoshenko

P> @ [pA <L L) 82}82u+841/) _0
ErGotr BT \kG T EI) o2l oz T ot T
ou,
*u 0%\ 0*u  O*u
2-2¢Y © 2 _ (A2 2 =
g T (5 (o +77) 0x2) o2 om0

equivale a resolver o problema de contorno

d*X (z) ,d*X ()
dx? 9(N) dx?

—r(N)*X(2) =0

BkX(ZE) = CYOkX(O) + OélkX/(O) + OéQkX”(O) + Oé3kXI”(0)+

+Bor X (L) + p1xX'(L) 4 Bor X" (L) 4 B3 X" (L), k

onde

gV = —(a®+77)N%
7“()\)4 — —O{27'2)\4—52>\2.
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(5.151)

(5.152)

=1:4
(5.153)

Os autovalores \ e autofungoes X (z) podem ser determinados com respeito a uma

base qualquer de solugoes de {¢1, 2, ¢3, 04} da equagao (5.152).

matriz com valores da base de solugoes

¢1(0) ¢2(0) ¢3(0) ¢4(0)

%@(0) i@( ) ik ¢s(0) %@( )
dxg 61(0) M 92(0) %%( ) dw? 94(0)
o — 25 61(0) ) £503(0) 5 4a(0)
¢1(L) ¢2(L) ¢s(L) ¢4(L)

Fo(l)  Foa(l) Zos(L) 2 ¢4(L)
L) M ¢2(L) 83:2 ¢3(L) 8:22 nes
L) 83:3 ¢2(L) 6:53 ¢3(L) 8353 ¢a(L

dz3 (

8322 ( )
1 ( )

8w3

Introduzindo a
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e a matriz com os coeficientes das condicoes de contorno tem-se que as condigoes de

contorno podem ser representadas matricialmente na forma

Qo1 Q11 Qo1 Q31 501 511 521 531

B Qo2 iz Qe sz Poi P Pa Ba . (5_154)

Qo3 (13 Qg3 (i33 ﬂm 511 Ba1 531

Qpg Qr1q Qipg Q34 501 511 521 531

Deve-se determinar solugoes ¢ de ordem 8 x 1 nao-nulas da equagao

UNc=0, U=DBd, (5.155)

isto é, para cada A que é raiz da equagao caracteristica

A(N) = detU(N)) = 0. (5.156)

A dependéncia da matriz U sobre o parametro A é sempre através da

matriz ¢ e/ou condi¢des de contorno nao-cldssicas.

5.7.4 Base Dinamica

A determinacao de autovalores e das autofungoes pode ser feita com o

uso da base dinamica

¢1(x) = h(z), da(x) = W'(x), ¢3(x) = h"(x), du(x) = 1" (x) (5.157)

ou da base dinamica normalizada

¢1(7) = ho(z), ¢2(x) = hi(z), ¢3(x) = ha(x), d3(x) = h3(2) (5.158)
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onde h(z) é solugao do problema de valor inicial

R () + g(M\)2R"(x) — r(A)*h(x) = 0

h(0) = 0,7/(0) = 0, "(0) = 0, 2" (0) = 1.

Da secao anterior, tem-se

_ dsenh(ex) — esen(dx)

W) =
(z) €d (€2 + 42) ’
onde
4 2
2 2 9 9
— N =/ T
€ e“(\) rt+ T3
4 2
2= ) =qr+L L op2p e
4 2
Aqui esses valores sao tais que
S1 =€, Sg = —€, S3 =10, S4 = —10

vém a ser as raizes da equagao caracteristica de (5.152)

s+ g(\)2s? —r(\)r =0.
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(5.159)

(5.160)

(5.161)

(5.162)

(5.163)

(5.164)

(5.165)

Substituindo a forma espectral de Euler para h(x) na equagao carac-

teristica (5.156) e levando em conta (5.162), resulta uma equagao caracteristica que

depende de 6 ou €. Quando as raizes desta nova equacao sao determinadas em ter-

mos desses parametros, os autovalores A podem ser obtidos ao substitui-los numa

das relagoes em (5.162). Em particular, segue que

AN+ (P + TP+ )N+ =0.

(5.166)
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Assim, para cada valor de §, tem-se quatro autovalores associados. Eles podem ser
todos reais, dois pares de complexos conjugados ou, dois reais e um par de complexos

conjugados. Ainda pode-se ter autovalores que sao reais ou complexos repetidos.

O espectro duplo mencionado em Collar-Nash-Trail [?], acontece quando
existem dois pares de autovalores puramente imaginarios que possuem a mesma
forma de autofungao. J& autovalor duplo conforme estudado por MacLaughlin [36],
refere-se a um autovalor repetido, podendo ou nao existir duas autofuncoes associ-

adas com o autovalor que sejam linearmente independentes.

5.7.5 A Resposta Forcada pelo Método Espectral

Obtém-se aqui uma expressao para a resposta impulso com o uso do
método espectral, conforme [82]. A seguir, suponha-se que os autovalores sao
freqiiéncias naturais (A = iw) e que as autofungoes correspondentes a freqiiéncias

diferentes sao ortogonais.

Considere-se a equacao de Timoshenko dada em (5.151), ou seja,

y OMu(t,z) 0%t ) Mu(t,z)  Mult,z)

2 | 2
T T g T T ) g T g ),
sujeita as condicoes iniciais
uw(0,2) = vo(x), u(0,2)=v1(x), (5.167)
u(0,2) = va(x) e uw(0,x) = v3(x) (5.168)

e condigoes de contorno cléssicas.

Para a carga f(t,z) expandida espectralmente, tem-se

flt,x) =" fult)Xo(z) (5.169)
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com

fo ta:Xd.r
f X2dx

fult) = n=123.., (5.170)

onde X, (z) denota o n-ésimo modo relativo as condigoes de contorno dadas e fixas

do problema. Escreve-se a solugao da equagao (5.151) da mesma forma, isto é,

= un(t) X, (x) (5.171)

que nao é outra coisa senao uma forma de variagao de parametros.

Substituindo (5.171) e (5.169) em (5.151) obtém-se

3 [or i 0 Xu) 4 (X)o7 47X 0)) )+ 0 (0K )] = i

n=1

(5.172)

Utilizando-se X,,(z) como base de autofungoes, considera-se para X, (z)

a seguinte expansao

x) = Z i X, (2)

com ;
X, X,d
Uy = M n=1,23,.. (5.173)
Jy X2dx
Da equacao modal (5.152) tem-se
X\ (@) = —ga X, (@) + K X, (), (5.174)
onde
g o= @l
Ti —_ (52&)2 a272w4)

para cada freqiiéncia w, da equacao caracteristica (5.156).
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Aplicando a ortogonalidade dos modos, conforme [68], e substituindo

(5.173) e (5.174) em (5.172) resulta

"

a* 7 (1) 4+ [62 — (02 4+ 72)ann] un () + [~g2ann + K] un(t) = fult), (5.175)

cuja solugao é, por [16], equivalente a

"

= o (£ (0) + T (£)uy, (0) + B2 ()1, (0) + By 3(t)u, (0)+
t (5.176)
+/ hng t—S fn )
0
onde
0 ~2 0 1
¥ 0 10
[Pnot) hni(t) hpo(t) hns()] =[ha(t) hn(t) ha(t) h, ()] . (5.177)
0 1 0 0
1 0 0 O

Com h,,(t) = h,3(t), a resposta impulso da equagao (5.174) é dada por

spsenh(q,t) — gnsen(spt)

h,(t) =
(®) 552 1 )

, (5.178)

sendo

1 2
& 4\ 2 2
2 4 Tn Tn
= St —rit ) ) 5.180
2 2 2
2 ﬁ —(Oé +T)arn
Vo = R : (5.181)

Com as condigoes iniciais do problema dadas por (5.167) e (5.168), tem-se

WW = > uP(0)X,(x), j=0,..3 (5.182)
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e, pela ortogonalidade dos modos,

o (X ()de
X

(5.183)

Substituindo (5.176) na expressao (5.171) e trocando-se a ordem dos

somatorios resulta

u(t, ) Z/ (t, x,&)v,( d§+/ / —1,x,&) f(1,§)dEdT, (5.184)

onde
bt ) = %hm(ﬂ (5.185)
has(t) = ha(2), (5.186)
hua(t) = h, (1), (5.187)
hoa(t) = Yohn(t) + by (1), (5.188)
hoo(t) = ~2h (t)+h, (t). (5.189)

Assim, na forma evolutiva
t
u(t)(z) = ho(t)vo(x) + hy(t)v1(z) + ha(t)ve(x) + hs(t)vs(z) + /0 hs(t — 7)f(7)dT (5.190)

com

L
(0o = [ e 7=0.1.23 (5.191)
sendo que hj(t,z,€) é dado por (5.185).

A resposta forcada, que corresponde a condigoes iniciais nulas, vem a

ser dada por

u(t, ) / / —1,x,&)f(r,8)d¢dT (5.192)
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onde .
bt €) = e, ) = 30 20 ),
n=1 n
No dominio freqiiéncia, tem-se
L
Ulsva) = £{(ta)) = [ His.€)F(s, g
0
com .
H(s,2,€) = Llh(t,,6)] = 3 %L(hn(m.
n=1 n
Decorre que
= X, (2) X,
His..6) = 30 289
n=1
sendo
B 1
) = )

com s, e g, dados por (5.179) e (5.180), respectivamente.

5.8 Viga Apoiada-Deslizante
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(5.193)

(5.194)

(5.195)

(5.196)

(5.197)

Considere-se o movimento de uma viga apoiada-deslizante de compri-

mento L descrita pelo modelo de Timoshenko acoplado

pA82u(t,x) 0 |:I<LGA (au(t,:c) —w(t,x)ﬂ ~ )

o2 ox Ox

prZUbs) 0 {E[M} —kGA (M_W,@) — g(t,2)

o2 or Ox o
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e sujeito as condigoes de contorno

u(t,0) = 0, Y,(t,0) =0 (5.198)
Y(t, L) =0, wuy(t,L)—(t,L)=0 (5.199)

Matricialmente, tem-se a matriz formada pelos coeficientes das condicoes

de contorno

A B 0 0
B = (5.200)
0 0 C B
onde
10 0 0
A= , B= (5.201)
00 0 1
0 1 00
C = , D= . (5.202)
0 -1 10

5.8.1 A resposta fundamental na caracterizacao de
autovalores e autofuncoes

Devido ao tipo de condigoes de contorno, os autovalores sao puramente
imaginarios e as autofuncoes correspondentes sao fungoes reais. Assim, os modos de

vibragao sao da forma

com W = w. Para obter as freqiiéncias naturais w, utiliza-se a base dinamica

normalizada, de modo que
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onde os vetores 2 x 1

136

(5.203)

nao ambos identicamente nulos, devem ser determinados a partir das condigoes de

contorno. Formula-se, entao, a equacao modal U/c = 0 onde U = BP com B sendo a

matriz formada pelos coeficientes das condicoes de contorno, e ® a matriz formada

pelos valores da base dinamica normalizada em x =0 e x = L. Tem-se

10000
L laBoo]  Jooouro
0 0CD 00000
00000
[ 0
0 1
7 o0 ] 0 0
A U 0 0
ho(L) hi(L) hott(L) Troa(L
| ho(L) ha(L) | Bo21(L)  hosa(L
P11 (L) W, qo(L
Poor1 (L) T ao(L

Assim,

- o O O

(5.204)
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1 0 0 0
0 0 0 1
u =
_ho,21 ho,22 hl,Ql h1,22
L h,o,n - ho,21 h,o,12 - ho,22 h,1711 - h1,21 h,1712 - h1,22

137

. (5.205)

onde as componentes de U sao calculadas em = = L. Da equacao modal Uc = 0,

conclui-se que as componentes ci; e co9 sao nulas. Portanto,

0 C21
= ) Cy =
C12 0

Utilizando a base de Euler para h(z), isto é

~ dsinh(ex) — esin(d x)
Mz) = ab(e?+0%)ed

e substituindo valores na equagao caracteristica det(U) = 0, obtém-se
A =det(U) = 0 = (6% + €*)cos(dL)cosh(eL) = 0.

Aqui

9 g* 9 g9
S=1]LZ +/ri+ L — =L L
\/2+ T+4’ ‘ \/ 2+ r+4

onde, para A = iw, tem-se
g? = (e/b+c/a)w?, 1*=cw?(—ew?+a)/ab.

Decorre que

(2n — 1)7r
= " 7 7.
) 5L , neE

(5.206)

(5.207)

(5.208)

(5.209)

(5.210)
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Da definicao de 9, segue
5t — 0% —rt =0. (5.211)

Substituindo os valores g? e r* em termos de w, as freqiiéncias naturais vem a ser

as raizes da equagcao
Aw* + Bw* +C =0, (5.212)

onde os coeficientes
A=ec, B=—(ac+cb)d*>—ac, C = abd* (5.213)

sdo calculados para cada 6 em (5.211). Assim, deve-se obter quatro valores reais

para w, sendo dois deles os negativos dos outros dois. Os valores
€ =0"—g° (5.214)

sao calculados apés determinadas as freqiiéncias.

Determinadas as freqiiéncias, segue de (5.205)

h;,22<L)012 + h121(L)car =0

(hy1a(L) = hopa(L))cia + (B 11 (L) = h21(L))car = 0.

Fazendo, c15 = 1, o valor ¢g; corresponde ao fator de forma

(5.215)
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para cada freqiiéncia natural correspondente ao autovalor A = iw. Assim, as auto-

funcoes sao do tipo

0 o
W(Qf) = ho(m) + hl(x) ’ (5216)
1 0
isto é,
hon2(7, w) + U(W)hﬁ,n(x» w)
w(z) =
oo (7, w) + U(W)hi,m(%w)
Aqui
. —b adZ’;g”f) — aew? o) —(a* — aew?)h(x)
acw?h(z) —a—dz};(f) — cwa—dZ(;) +a? h(x)
e
p | TPOTEE —h() (@) (@ - aew?) —ab@)
a® —d};;x) —a bdz};(f) +b cw?h(zx)

A Tabela 5.1 apresenta os valores numéricos para os parametros uti-

lizados nas simulacoes.

L=1m E=211x10""N/Kg
I =8.33 x 107 °K gm? p=2.768 x 10*K g/m?
A = 0.01m? G = 8.44 x 10°N/m?

Tabela 5.1 Valores dos parametros fisicos utilizados nas simulacoes do modelo da

viga.
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Os valores obtidos para as freqiiéncias w, para o fator de forma o em
(5.215), e para os parametros g e r, dados pelas expressoes em (5.209), considerando

o sistema acoplado de Timoshenko, sao apresentados na Tabela 5.2.

Note que na Tabela 5.2, as freqiiéncias de vibracao estao abaixo da

"freqiiéncia critica” w,. = “pGIA = 4673.7Hz. Denominar-se-ha a estas freqiiéncias

de vibracao abaixo da freqiiéncia critica de ”Primeiras frequéncias positivas”.

m (Wn)m Om 9m T'm
1 18.511 1.0063 0.02458 0.62514
2 160.60 1.0090 0.21327 1.8414
3 418.29 1.0227 0.55548 2.9715
4 756.34 1.0485 1.0044 3.9952
) 1145.3 1.0784 1.5209 4.9153
6 1564.7 1.1087 2.0778 5.7432
7 2001.7 1.1396 2.6582 6.4931
8 2448.3 1.17158 3.2512 7.1768
9 2900.0 1.2049 3.8509 7.8053
10 3353.4 1.2395 4.4532 8.3864

Tabela 5.2 Valores calculados para os parametros w,, ¢, g € r para as primeiras

frequéncias positivas.

Na Tabela 5.3, sao apresentadas as freqiiéncias de vibracao acima da
"freqiiéncia critica”. Estas freqiiéncias serao denominadas no que segue de ”Se-
gundo conjunto de freqiéncias positivas” ou simplesmente “Sequndas freqiiéncias

positivas”.



Decomposicao de Respostas Forcadas

141

m (Wn)m Om Im T'm
1 4696.3 1.3468 6.2366 9.8929
2 4872.1 1.3614 6.4700 10.071
3 5196.1 1.3884 6.9003 10.391
4 5632.2 1.4255 7.4793 10.803
5} 6148.5 1.4703 8.1650 11.266
6 6723.0 1.5213 8.9280 11.754
7 7340.2 1.5775 9.7476 12.249
8 7989.3 1.6383 10.609 12.740
9 8663.8 1.7033 11.505 13.220
10 9358.6 1.7724 12.428 13.685

Tabela 5.3 Valores calculados para os parametros w,, o, g e r para as segundas

frequéncias positivas.

Nas Figuras 5.2 e 5.3 foram plotados os nove primeiros modos de vi-

bragao do sistema, a partir da expressao (5.216), para o deslocamento e giro, res-

pectivamente.

A observagao das Figuras 5.2 e 5.3 revela um comportamento oscilatorio

tanto para a deflexao quanto para o giro. As amplitudes de vibragao apresentam

bastante variacao entre os dois tipos de movimento, sendo que a deflexdo apresenta

as menores amplitudes.
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Figura 5.2 Modos para o deslocamento v(t, z) de uma viga de Timoshenko apoiada-

deslizante para as primeiras freqiiéncias positivas.

1 1 2
0 0 ] /
A / - / -2
2 e} 4
0 05 1 0 05 1 0 05 1
z 10 5 5
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o
o U0 0 ]
T
h
[u]
=
T an 5 5
05 1 ] 05 1 ] 05 1
20 20 10
0 0 0
20 20 10
0 05 1 0 05 1 0 05 1
¥ (m)

Figura 5.3 Modos para a rotagao ¢ (t, r) para as primeiras freqiiéncias positivas.

Note que, na literatura ao se fazer o usual desacoplamento, assume-se

que o deslocamento e o giro possuirao exatamente o mesmo comportamento. Este
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nao ¢ o caso quando mantém-se tanto o sistema de equacoes quanto as condigoes de

contorno acopladas, conforme pode-se verificar na Figura 5.4.

1 1 2
= -2 -4
2 o 05 1 05 ] 05 1
= 5 5 —
o 5 20
] = y . S
=] g b v S
13 i 5 T
i DM 1] i] - A
= g
o -0 5 =
o 05 1 05 ] 05 1
11}
w20 20 10
D -
i ST o e, (R | TOETE ey es R0, B SR
20 -0 -0
] 05 1 05 05 1
% (m)

Figura 5.4 Modos para deslocamento (linha continua) e rotacao (linha tracejada)

para as primeiras freqiiéncias positivas.

Figura 5.5

03

03

03

Deflexdo (1a. e 2a. frequéncias positivas)

Deflexao para as primeiras e segundas freqiiéncias positivas.
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Siro (1as. & 2as. freqhéncias positivas)

1 05 1 0 05 1 0 05 1

Figura 5.6 Rotagao v(t,z) para as primeiras e segundas freqiiéncias positivas.

5.8.1.1 Segundo espectro

A discussao acima foi em termos de § uma vez que é imediato obter as
raizes (5.211). Por outro lado, solugdes para € no plano complexo, existem quando

a freqiiéncia natural w esta acima do valor critico w. da freqiiéncia. Nesta situacao,

, (2n— )7
= = "7 Z 5.217
€=ie, € 5 "€ ( )

_ esin(dx) — dsin(ex)
he) = Ls?(e2 — 62)ed

(5.218)
Repetindo o processo anterior com respeito a J, segue que

et gt —rt=0. (5.219)
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Substituindo os valores g? e r* em termos de w, as freqiiéncias naturais vem a ser

as raizes da equagcao
Aw* + Bw* +C =0, (5.220)

onde os coeficientes
A=ec, B=(ae+cb)e®—ac, C=abe (5.221)

sao calculados para cada € dado em (5.217). Assim, deve-se obter quatro valores

reais para w, sendo dois deles os negativos dos outros dois. Os valores
62 =+ ¢ (5.222)

sao calculados apés determinadas as freqiiéncias.

Para w > w,, tem-se que os modos também sao do tipo

h0712(l', (.U) + U(W)h/l,H(x? (.U)
w(z) =

h0722 (‘T7 w) + U(w)hll,21(x7 (,U)
porém, com h(z) dado pela expressao (5.218).

Como a equagao (5.220) ndo possui raizes duplas, é claro que os modos
dependem de maneira tunica da freqiiéncia, isto é, freqiiéncias diferentes correspon-
dem a autofuncoes diferentes. A denominacao de segundo espectro, refere-se ao fato
de que com a equacao de Timoshenko de quarta ordem isso néo é o caso [?]. A
mesma conclusao obtida aqui foi obtida por Benaroya et al. em [40] para o caso de

viga biapoiada considerando o modelo de Timoshenko de segunda ordem.
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5.8.2 Decomposicao da Resposta Forcada

e Entrada - Oscilatéria no Espacgo

Considere-se a entrada do sistema oscilatéria no espago expressa por

F(z) = [ sin() ] , (5.223)

A funcado de Green espacial, calculada segundo (5.130), é apresentada

na Fig. 5.7.

Figura 5.7 Funcao de Green espacial para cada componente.
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Apresenta-se na Fig. 5.8 a parte espacial da entrada f(z) e as corres-

pondentes respostas permanentes do sistema.

081 081
067 067
0.47 0.47
02 02
VA VA
(a) Forcante - parte espacial (b) Entrada e Primeira Compo-

nente da Resposta Permanente

0.7
00041
069
0.57 0.0034
047
00027
0.3
i ]
01
0 . . ‘ ‘ .
T s, 06 08 U
(¢c) Resposta Permanente - (d) Resposta Permanente - se-
primeira componente gunda componente

Figura 5.8 Parte espacial correspondentes ao forcante e aos componentes do deslo-

camento e giro da resposta permanente, respectivamente.
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A resposta impulso temporal h(t, x, §) é apresentada nas Tabs. 5.5 e 5.6;
sendo que na primeira encontram-se os graficos que representam o comportamento de
cada uma de suas componentes para diferentes tempos fixos e na segunda encontram-
se os graficos que correspondem ao seu comportamento em determinados pontos da

viga.

h[1,1] h[1,2]

.#
.:: e
#'0’0 N,
tgp

‘

Tabela 5.4 Resposta impulso temporal para as diferentes componentes em ¢ = 5s



Decomposicao de Respostas Forcadas 149

Matrizhli, j|

S

e

JIE TR
i J,.a:, i)

A1, 1] hl1,2]

Be D o
Bedd i

4200 2
8] o

Teld

He9

-2e-08
- e-08
Be-03
Be-09
-TeB
-1 2608
-1 4e0B

a9

e

-15e08

2608

Je09
2e09

Te09

Aels

2609

-39

Tabela 5.6 Resposta impulso temporal para as componentes h[i, j] em = = L, para

os tempos t = bs (azul), t = 10s (verde), t = 15s (vermelho) e t = 20s

(preto).
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Tabela 5.7 Resposta impulso temporal para as diferentes componentes em =z = }Lm,

x:%mlem.
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A decomposi¢ao da resposta forcada do sistema é apresentada nas Tabs.

5.8 e 5.9 para cada componente.

Forcante

Resposta Forgada

Resposta Permanente

Tabela 5.8 Decomposicao da resposta forcada do sistema e a correspondente en-

trada para o deslocamento.
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Forcante Resposta Forcada

Resposta Permanente

Tabela 5.9 Decomposicao da resposta forcada do sistema e a correspondente en-

trada para o giro.

Na Tab. 5.8.2 sao apresentados a resposta homogénea induzida, re-
sposta permanente e a resposta forcada plotadas juntas para o tempo t = 1s, para

o deslocamento e giro, respectivamente.
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Deslocamento Giro

Tabela 5.10 Resposta for¢ada (azul), homogénea induzida (vermelha) e permanente

(verde) para t = 1s.

e Entrada - Triangular no Espaco

Considere-se a entrada do sistema triangular no espago expressa por

F = : (5.224)

onde

20000z, 0 <z < 1/2
F(z) = . (5.225)

20000(1 — ), 1/2<z <1

Apresenta-se na Fig. 5.9 a parte espacial da entrada (f(z)) e as corre-

spondentes respostas permanentes (¢;(z)) do sistema.
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Entrada Triangular

100 12000

10000+
50004
80007

8000
60007

4000 ]

200 200

e : : ‘ : . 0 02 04 05 08 1
02 04 . 06 08 1

(a) Forcante - parte espacial (b) Entrada e Primeira Compo-

nente da Resposta Permanente

il

1804
50 1604
1404
10 1209
1004
an a0
B0
20
40
10 El
0 02 DU 06 08 ;
D T T T T 1 -20' }{ v
02 04 . 06 08 1
(¢) Resposta Permanente - de- (d) Resposta Permanente -
flexao rotagao

Figura 5.9 Parte espacial correspondentes ao forcante e as respostas permanentes

para a deflexao e giro.

A decomposicao da resposta forcada do sistema é apresentada nas Tabs.

5.11 e 5.12 para cada componente.
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Forgante

Resposta Forcada

Tabela 5.11 Decomposicao da resposta forcada do sistema e a correspondente en-

trada para o deslocamento.
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Forcante Resposta Forcada

Resposta Homogénea Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.12 Decomposicao da resposta forcada do sistema e a correspondente en-

trada para a rotagao.

Na Tab. 5.13 sao apresentados a resposta homogénea induzida, resposta
permanente e a resposta forcada plotadas juntas para o tempo ¢t = 1s, para as duas

componentes.
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Deslocamento Rotacao

20000
30004

2000 10000

10004

-10000

Tabela 5.13 Resposta forgada (azul), homogénea induzida (vermelha) e permanente

(verde) para t = 1s.

5.9 0O Modelo de Vlasov

Na teoria da elasticidade [2], quando a deformagao num corpo eléstico
isotropico ¢ suficientemente pequena, as equacoes do movimento 3D sao da forma

0*w

onde F' representa a forca externa por unidade de volume e w o deslocamento 3D.
Aqui G = F/2(1+v), onde v < 1 é a taxa de Poisson, representa o médulo de elasti-
cidade de cisalhamento e A a constante de Lamé. No estudo de vibragoes de pequena
amplitude em corpos solidos, considera-se dois tipos principais de ondas: longitudi-
nais (compressao/dilatacao) e transversais (rotacionais ou de cisalhamento). Como
os primeiros dois tipos de ondas ocorrem no interior do corpo, sao denominadas on-

das de corpo. Em auséncia de forgas externas, numa viga uniforme unidimensional
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w = (u(t,z),¥(t,x),0), as equagdes acima sao desacopladas, convertendo-se em

equagoes de onda com as velocidades de propagagao longitudinal (u) e transversal

(¥)
==, a== (5.227)

respectivamente.

Numa viga uniforme, o modelo de Vlasov é obtido do modelo de Timoshenko

O*ult, 0 (Oult,
pAG ) - wGag (5 it o)) = a0

0% (t, O*h(t, Ou(t,
e% — EI% — kGA ( uéxx) - ¢(t,x)) = g(t,x),

onde o parametro

e=pl (5.228)

relativo a inércia rotatéria é desprezado. Assim, tem-se

62 s 0 0 )
pA% — HGA% (% - ¢(t,x)> = f(t,x)
(5.229)
0*(t, oul(t,
—E[% — rkGA (% —(t, x)> =g(t,x).
Introduzindo
. v(t, x) CF- f(t, x)
e(t, ) p(t, )

o modelo de Vlasov pode ser escrito na forma matricial evolutiva

M(0)w + Kw = F, (5.230)
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onde

M(e) = (5.231)

corresponde a matriz de massa do modelo de Timoskenko e

0? 0
K= A@ + B% +C
com
_ 0 GA
A=| 40 B " (5.232)
0 —EI —kGA 0

0 0

C= , (5.233)
0 kKGA

corresponde a matriz de rigidez do modelo de Timoskenko.

5.9.1 A Equacao de Vlasov para a Deflexao

Quando o modelo de Timoshenko é desacoplado para a deflexao, decorre

a equacao
EI 0*u 1 1\ 0%10%u o*u
- A—FlI|-+—=)|—|—+F[— =F 5.234
cicd ot - [p (c% * c%) (99(;2] oz 7 o ’ ( )
onde
I3 [10* 0°f
Pt La 1oy oF 5.235
f(t,z) + Ac3 Lf ot? 81:2] ( )

Similarmente, com o modelo de Vlasov, obtém-se a equacao escalar para a deflexao

EI 9% 0%u o*u I1c320%f
y i I ) Sl -z 2
<p 3 (‘31:2) o T o f(t.z) A c 0a? (5.236)
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As expressoes desacopladas para deflexdo nao sao adequadas para calculos sub-
seqiientes devido ao fato de que as condicoes de contorno sao dificeis de serem
estabelecidas e o termo nao-homogéneo é muito complexo. Estas servem, porém,
para ilustrar o efeito de propagacao de ondas longitudinais e transversais através
da viga. Em particular, no caso de velocidade de propagacao infinita com as ondas
longitudinais através da viga (¢; — 00) a equagao de Timoshenko (5.234) se reduz

a equagao de Vlasov (5.236).

5.9.1.1 As FEquacgoes de Rayleigh e Fuler-Bernoulli como Casos Limites

Se somente o efeito de inércia rotatéria é considerado e o efeito do
cisalhamento desprezado, resulta o modelo de Rayleigh. Com este tipo de viga,

tem-se que o momento fletor é dado por Elv,, = El, e a relacao

ou

wza_xa

segue do fato de que a forca de cisalhamento anula-se. Tem-se que a equacao de

Rayleigh

EI 92\ 0*u ot
A— —— | —=—+El— = f(t,x 5.237

(p c 8x2> ot? oz* ft.) ( )
corresponde ao caso em que as ondas transversais propagam-se através da viga com
velocidade infinita (c; — o0). Finalmente, se tanto o efeito de inércia rotatéria
quanto o efeito de cisalhamento sao desprezados, entao decorre o modelo de Euler-
Bernoulli

0%u ot

PAgE T ElG S

= f(t,x) (5.238)

que corresponde ao caso em que ondas longitudinais e transversais propagam-se

através da viga ambas com velocidade infinita (¢; — 00, ¢ — 00).
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5.9.2 Autovalores e Autovetores

Para termos nao-homogéneos do tipo
f(t,z) = eMF(x), (5.239)
o modelo de Vlasov (5.230) produz respostas particulares
v, = eMX(z),
onde a distribuicao espacial X (x) satisfaz a equagao
(MM +K) X(z) = F(). (5.240)

Aqui

1o —kGAL, KGALZ
M= | K= . (5.241)
0 0
—/{GAa% /{GA—EIQB—;2

Equivalentemente, a equagao (5.240) pode ser reescrita na forma

MX"(z) + CX'(z) + K\ X (z) = F(x), (5.242)
com
—kGA 0 0 kGA ANpA 0
M = , C= , K\ =
0 —-EI —kGA 0 0 kGA

Observa-se que com relacao ao modelo de Timoshenko, o modelo de

Vlasov é singular no tempo (auséncia da segunda derivada temporal da rotagao),
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porém, ele nao é singular no célculo de autofuncoes, pois o parametro € nao aparece
no coeficiente da derivada espacial de maior ordem em (5.242). Dai que os modos

do modelo de Vlasov serao valores limites dos modos do modelo de Timoshenko.

Considerando a equagao diferencial modal do modelo de Timoshenko, correspon-
dente a (5.242), e devido a dependéncia continua das solugoes da EDO com respeito
ao parametro A, a solugao fundamental de (5.240) pode ser obtida como caso li-
mite. Dai que o calculo da solu¢ado h(z) = h(z,0) pela férmula devera fornecer
como resultado o valor limite da solugao h(z, €) associada com a equagcao diferencial

modal.

Para o modelo de Vlasov, tem-se que

4 j-1
h(z) =) > b:hV " (2)hy_j, (5.243)
j=1 i=0
onde
4
P(s) = det[s*M + sC + K(\)] = Z bs* ™,
k=0

com

b() = ab, bl = O, bg = —Cb)\Q, b3 = 07 b4 = ac/\Q.

Aqui a, b e c representam parametros fisicos do problema, h(z) é solu¢ao do problema

de valor inicial

4

bih 8 (2) = b,h ) () + bl (z) + byh(z) = 0
kzok (v) (w) + boh" () + bsh(x) (5.244)

h(0) = 1'(0) = 1"(0) = 0, bh"(0) = 1,

e as matrizes hy sao obtidas por recursao a partir do problema de valor inicial da

equacao matricial em diferencas
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Mhyi 9+ Chyyy + Khy =0

(5.245)
hy =0, Mh, =1.
Os calculos sao dados a seguir. A equacgao diferencial caracteristica
abh™) (x) — ebA2h"(x) + acA?h(x) =0 (5.246)
h(0) = K'(0) = R"(0) = 0,abh™(0) =1
possui o polinomio caracteristico
P(s) = ab(s* + ¢*s* — %),
onde
?(\) = —c/a)?, 1t = —c)?/b.
As raizes do polinomio caracteristico P(s) sdo s = €, —¢, id, —id, onde
e=1/2y/-202 + 2/ (g 4, 5= /T P
Assim
@ =0, rt=5e (5.247)

Utilizando a base de Euler ou a transformada de Laplace, segue que a solugao do

problema de valor inicial (5.244) é dada por

_ Osinh(ex) — esin(d )
Wz) = ab (e2+62)ed

(5.248)

Por simples iteragao, os seguintes valores matriciais de (5.245) s@o obtidos
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- 0
0 0
hO = ) hl = ¢ 9
0 0 0o 1
b
1 a® —c\?b
0 b @b 0
h2 = 1 ) h3 =
-3 0 0 0
Assim,
bh"(x) — ah(x) ah’(x)
h(z) = ) (5.249)

—ah/(z) ah’(x) —h(z) c\?

Da definicao de 6, segue que

5t — 02> —rt =0. (5.250)

Substituindo os valores g2 e r* em termos de A, tem-se

—BXN +C =0, (5.251)

onde os coeficientes

B = —cbé*> —ac e C = abs* (5.252)

sao calculados para cada §. Assim, deve-se obter dois valores puramente imaginérios

conjugados para A. Os valores

=0 —g° (5.253)
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sao calculados apds determinadas as freqiiéncias.

E claro que no limite a ramificagao do espectro real o do segundo espec-
tro associada com o modelo de Timoshenko, desaparece com o modelo de Vlasov.

Somente existirao modos oscilatorios que nao decaem com o tempo.

5.9.2.1 Viga Apoiada-Deslizante

No caso de uma viga apoiada-deslizante descrita pelo modelo de Vlasov,

tem-se a equagao caracteristica det(U) = 0,
A =det(U) = 0 = (6% + €*)cos(dL)cosh(eL) = 0. (5.254)

Aqui

2 4 2 4
S Y e A P

onde, para A = iw, tem-se

g? = —c\?/a, 1*=—cA\?/b.

_ @n—Dm

5L com n € Z.

Decorre que o
Determinadas as freqiiéncias, segue de (5.205)

iy 9o(L)c1a 4 hygi(L)car = 0

(ho12(L) = hosa(L))erz + (B 11 (L) — hiai(L))ear = 0.

Na Tabela 5.14 sao apresentados os valores de alguns parametros calculados para
uma viga apoiada-deslizante modelada segundo a teoria de Vlasov. As freqiiéncias

wy, sao dadas em Hertz.
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m W Om gm T'm
1 18.530 1.0063 0.021864 0.62546
2 161.892 1.0090 0.19102 1.8487
3 425.819 1.0233 0.50245 2.9983
4 776.532 1.0504 0.91626 4.0490
5) 1182.20 1.0819 1.3949 4.9958
6 1619.083 1.1140 1.9104 5.8467
7 2071.719 1.1470 2.4445 6.6134
8 2531.20 1.1815 2.9866 7.3102
9 2992.27 1.2176 3.5307 7.9477
10 3452.70 1.2548 4.0740 8.5379

Tabela 5.14 Valores calculados para os parametros w,, o, g e r.

05 05 05

[=]
o
th
=
o
=2
tn
-
=]
o
n
=

=
=]
h
=
=
=
n
-y
=
o
i
=

Deslocamento v(t,x)
= o
o e
i o -

o
o
th
=
=1
=2
tn
-
=]
o
n
=

Figura 5.10 Modos para o deslocamento v(t,z) de uma viga de Vlasov apoiada-

deslizante.
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Figura 5.12 Modos para deslocamento v(t,z) (linha continua) e rotacdo ¥(t,z)

(linha tracejada).
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m Timoshenko Vlasov
1 18.511 18.530

2 160.60 161.892
3 418.29 425.819
4 756.34 776.532
5 1145.3 1182.20
6 1564.7 1619.083
7 2001.7 2071.719
8 2448.3 2531.20
9 2900.0 2992.27
10 3353.4 3452.70

Tabela 5.15 Valores de (wy,)m, para os modelos de Vlasov e Timoshenko.
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Figura 5.13 Comparagao entre os modos para a deflexao v(¢, x) para os modelos de

Timoshenko (linha continua) e Vlasov (linha tracejada).
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Figura 5.14 Comparagao entre os modos para o giro ¥ (¢,x) para os modelos de

Timoshenko (linha continua) e Vlasov (linha tracejada).

5.10 Viga Apoiada-deslizante segundo o modelo
de Rayleigh

Nesta secao considera-se condigoes de contorno do tipo apoiada-deslizante

para uma viga modelada segundo a teoria de Rayleigh.

As condigoes de contorno sao dadas por

v(0) = 0, 0"(0) = 0,
V(L) = 0, v"(L) = 0.

(5.255)

A equacao modal algébrica é dada por Uc = 0, ou seja,
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h(0) h(0) R(0)  H(0) 2 0
h(0) h(0)  h(0)  REO) | [ e | |0
ML) h(L) WL (L) es | |0
(L) F(L) wewy a9 ||| o]

Repetindo o procedimento da secao anterior, obtém-se a expressao para

os modos, que em termos da base dinamica normalizada, é dada por

X(z) = hs(x) + ohy(z), (5.256)
ha(L)
=D (5.257)

ou fazendo-se simplesmente a substitui¢do pelos valores de h;(-) tem-se que

_ cosh(eL) — cos(dL)
o= (€2 + ¢?) cosh(eL) + (62 + g2) cos(4L)’ (5.258)

onde
/ gt g / gt g2 5959
_ iy 99 s a9 9 (5.259)
€ r+4 5 \/7’—1—4—1-2
e
o _pIWw?) 4 m o, 5.260
g~ = E[ , T = w. ( )

A seguir sao tabelados os valores obtidos para uma viga de Rayleigh do

tipo apoiada-deslizante.
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m W Om gm T'm
1 18.583 —0.49702 0.011323 0.62636
2 165.89 —0.34108 0.10108 1.8714
3 453.53 —0.12472 0.27634 3.0943
4 868.80 —0.05533 0.52935 4.2827
) 1395.1 —0.03313 0.85002 5.4270
6 2014.3 —0.02296 1.2273 6.5209
7 2708.3 —0.01707 1.6502 7.5618
8 3461.0 —0.01328 2.1088 8.5480
9 4258.0 —0.10719 2.5944 9.4812
10 5087.9 —0.0089 3.1001 10.364

Tabela 5.16 Valores calculados para os parametros w, o, g e r.
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Figura 5.15 Modos para o deslocamento v(t,x) de uma viga de Rayleigh apoiada-

deslizante.
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m Timoshenko Vlasov Rayleigh
1 18.511 18.530 18.583
2 160.60 161.892 165.89
3 418.29 425.819 453.53
4 756.34 776.532 868.80
5 1145.3 1182.20 1395.1
6 1564.7 1619.083 2014.3
7 2001.7 2071.719 2708.3
8 2448.3 2531.20 3461.0
9 2900.0 2992.27 4258.0
10 3353.4 3452.70 5087.9

Tabela 5.17 Valores de (wy)m, para os modelos de Timoshenko, Vlasov e Rayleigh.

Figura 5.16 Comparagao entre os modos para a deflexao v(t, z): Timoshenko (linha

continua), Vlasov (tracejado estreito), Rayleigh (tracejado largo).
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5.10.1 Decomposicao da resposta forcada para uma viga
apoiada-deslizante segundo o modelo de Rayleigh

Entrada - Oscilatéria no Espaco

Considere-se a entrada do sistema oscilatéria no espago expressa por

F(t,z) = sin(z). (5.261)

A funcao de Green espacial é apresentada na Fig. 5.17.

Figura 5.17 Funcao de Green espacial.

Apresenta-se na Fig. 5.18 a parte espacial da entrada f(z) e a corres-

pondente resposta permanente do sistema.
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(a) Forcante - parte espacial (b) Entrada e Resposta Perma-
nente
a7
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0.3
017

(c) Resposta Permanente

Figura 5.18 Parte espacial correspondentes ao forcante e a resposta permanente

para a deflexao.

A resposta impulso temporal h(t,x, &) é apresentada nas Figs. 5.19,

5.20 e na Tab. 5.18; sendo que na primeira encontra-se o grafico que representa o
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comportamento de h(5,z,§); na segunda, é apresentado o grafico de h(t, L, ) para
diferentes tempos fixos e na terceira encontram-se os graficos que correspondem ao

seu comportamento em determinados pontos da viga.

Figura 5.19 Resposta impulso temporal em t = 5s.
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Figura 5.20 Resposta impulso temporal em = = L, para os tempos t = 5s (azul),

t = 10s (verde), t = 15s (vermelho) e t = 20s (preto).
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Tabela 5.18 Resposta impulso temporal para L = 1/4m, L =1/2m L = 1m.

A decomposicao da resposta forcada do sistema é apresentada na Tab.

5.19.

Forcante Resposta Forgada

Resposta Permanente

Tabela 5.19 Decomposicao da resposta forcada e correspondente entrada.
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Na Tab. 5.20 é apresentado o grafico com a resposta homogénea in-
duzida, resposta permanente e a resposta forcada plotadas conjuntamente para o

tempo t = 1s.

0124
01
008
.05
004 |y ooot0000000d

0.021

0024
-0.04
0084
0084

Tabela 5.20 Resposta for¢ada (linha grossa), homogénea induzida (-) e permanente

(0) para t = 1s.

e Entrada - Triangular no Espaco

Considere-se a entrada do sistema triangular no espago expressa por
F = MF(z), (5.262)

onde

20000z, 0 <z <1/2,
F(z) = (5.263)

200001 — z), 1/2<xz < 1.

Apresenta-se na Fig. 5.21 a parte espacial da entrada e a correspondente

resposta permanente.
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Figura 5.21 Parte espacial correspondente ao forcante e as respostas permanentes

para a deflexao.

A decomposicao da resposta forcada do sistema é apresentada na Tab.

5.21.
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Forcante Resposta Forgada

Resposta Homogénea Induzida Resposta Permanente

Tabela 5.21 Decomposicao da resposta forcada do sistema e a correspondente en-

trada para a deflexao.

Na Tab. 5.22 sao apresentadas a resposta homogénea induzida, resposta

permanente e a resposta forcada plotadas juntas para o tempo t = 1s.
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10004

-10007

-20007

-3000
0

Tabela 5.22 Resposta for¢ada (linha grossa), homogénea induzida (-) e permanente

(¢) para t = 1s.

e Entrada - Oscilatéria por partes no Espaco

F = e F(x), (5.264)

onde

20000 sen(27x), 0 <z <1/2
F(z) = . (5.265)

0, 1/2<z<1
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Entrada

Tabela 5.23 Entrada Oscilatéria e respostas permanente, homogénea induzida e

forcada para t = 1s. Na primeira linha o = 2; Na segunda, a = 5;

Na Tab. 5.24 sao apresentadas a resposta homogénea induzida, resposta

permanente e a resposta forcada plotadas juntas para o tempo t = 1s, para a = 2.

1000
500+
5004

400 |

2004 :

-200
-4009

-6004

Tabela 5.24 Resposta for¢ada (linha grossa), homogeénea induzida (-) e permanente

(o) para t = 1s.
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6 FORCAS AMBIENTAIS: ONDAS,
CORRENTES E VENTOS

Neste capitulo, faz-se a formulagao da forga transversal distribuida a
qual esta sujeita uma viga inserida em um ambiente oceanico. Uma estrutura in-
serida em um ambiente oceanico estd sujeita a forcas devido ao vento, ondas de
superficie e correntes oceanicas. A equagao de Morison [5] é utilizada para modelar
as forcas do fluido agindo no plano da pagina. As ondas sao assumidas randomicas e
sao modeladas segundo a teoria das ondas lineares de Airy e o espectro de Pierson-
Moskowitz [40]. A forca de fluido agindo perpendicularment ao plano da pégina é

modelada como uma simples senéide de acordo com [41].

Se o diametro de uma estrutura cilindrica é pequeno comparado ao
comprimento de onda das ondas incidentes, entao pode-se usar a equacao de Morison
para modelar as forgas do fluido [42]. A equacdo de Morison foi originalmente
derivada para um cilindro estacionario sob a hipoétese de que a forca do fluido é
composta por forcas de arrasto e inércia, com a forca de arrasto sendo predominante.
Esta forga é proporcional ao quadrado da velocidade relativa do fluido. A forga de
inércia é a forca exercida pelo fluido enquanto ele acelera e desacelera conforme

passa pela estrutura.

A equacao de Morison é modificada para um cilindro em movimento
através da inclusao de um termo de massa adicionada. Quando uma estrutura
acelera-se em um meio fluidico, que estaria normalmente em repouso na auséncia
da estrutura, ela também acelera o fluido nas suas proximidades. Assim, a forca

necessaria para acelerar a estrutura é

F= (mestrutura + C1ATnfluido deslocado) 7.).7 (61)

onde v é a aceleracao da estrutura e C'4 é o coeficiente de massa adicionada, o qual
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é determinado experimentalmente.

Se a estrutura nao é pequena' comparada ao comprimento de onda da
onda incidente, esta é refletida pela superficie da estrutura. Como essas ondas re-
fletidas sao da ordem da onda incidente, entao a teoria da difracao deve ser utilizada

ao invés da equacao de Morison. Neste caso, a forca de inércia serd predominante

5].

Se a forca de inércia ainda predomina e a forca de arrasto é pequena,
porém a estrutura ainda é pequena comparada ao comprimento de onda da onda

incidente, a teoria de Froude-Krylov deve ser aplicada [40].

Neste trabalho, serd assumido que o diametro da estrutura é pequeno
comparado ao comprimento de onda da onda incidente tal que a equacao de Morison
pode ser aplicada. A forca de Morison é expressa em termos da aceleracao relativa
e o quadrado da velocidade relativa entre a estrutura e o fluido. As velocidades das
correntes sao consideradas constantes com o tempo e variando com a profundidade.
Por outro lado, as velocidades e aceleracoes das ondas de superficie sao oscilatorias.
Considera-se, também, que as ondas sao randomicas, portanto cada onda apresenta

uma ampla banda de freqiiéncias.

Para modelar velocidades de ondas randomicas, primeiro obtém-se uma
expressao para a altura aleatoria das ondas através do espectro de poténcias de
Pierson-Moskowitz. Apéds, as velocidades horizontal e vertical das ondas sao obtidas

por meio da teoria das ondas lineares de Airy.

6.1 A Equacao de Morison

A expressao semi-empirica para a forca do fluido foi derivada por Mori-

son [65].

LA estrutura é considerada relativamente grande quando D/\ > 0.2, onde D é o didmetro do
cilindro e A é o comprimento de onda da onda incidente.
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Ao longo deste capitulo os simbolos em negrito denotarao quantidades

vetoriais, e o subscrito n denotara o componente normal.

A forma geral da forca normal sobre um elemento de viga cilindrica

oscilando em ondas e correntes é dada por

f* = Cumpi + Cppyro [Vi| Vi — CampR", (6.2)

el

onde f™ é a forca por unidade de comprimento normal a estrutura, C; é o coeficiente
de inércia, Cp é o coeficiente de arrasto, C4 é o coeficiente de massa adicionada, o

qual esta relacionado a C'y; por
Chr=Cy—1, (6.3)

r, ¢ o raio externo do cilindro, V"

", ¢ o componente da velocidade relativa que é

normal ao elemento de viga, e é dado por

Ve =w"+ UM — R, (6.4)

r

w é a velocidade da onda, U, é a velocidade da corrente, R é o vetor posicao a partir
da base da viga até certa posi¢ao na viga, e my é a massa deslocada do fluido por

unidade de comprimento, a qual pode ser escrito como
my = pprre. (6.5)

Os vetores aceleracao normal e velocidade normal podem ser escritos na forma

W' = |t XWXt
wh = [t xw Xt (6.6)
Ur = [txU.xt| .

R" = [t xR xt|
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onde t é o vetor tangente a viga, que é dado por

t = cosbi + sendj, (6.7)

sendo i e j os vetores unitarios da estrutura fixa. As velocidades das ondas e correntes

e o vetor posi¢ao podem ser escritos em termos de seus componentes na forma

W= wil+wyj
U, = Uj (6.8)
R = wui+vj,

onde assume-se que a corrente U ocorre apenas na direcao y. Note que como a
velocidade do fluido nao possui componente z, a velocidade e aceleracao normais

podem ser obtidas por meio de um vetor normal. O vetor normal, neste caso, é

dado por
n = —senbi + cosbj, (6.9)
onde
ov
tgh = — 1
9= (6.10)

e v(t,x) é o deslocamento na diregao y. Quando a hipdtese de pequenos angulos é

utilizada, pode-se escrever

sen =~ 0
tgd =~ 0 (6.11)

cosf =~ 1,

) ov ) .
e 6 pode ser aproximado por —. Assim, o vetor normal pode ser escrito como

ox

n=—vi+j. (6.12)

Portanto, as velocidades e aceleracoes normais sao dadas por
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‘n TR
W' =W N = —W,V + Wy
n __ _ / ;
w'=W - -n = —w,v + wy
U = Uen = —Upt' + U,

R"=R-n=—w'+v.

(6.13)

Assim, usando as equagoes (6.4) e (6.13), a velocidade normal relativa

V,e € dada por

no_ wn+Ucrz_Rn

rel

, , (6.14)
= — <wx + Ue — Rx> v+ <wy + Uy — Ry>
tal que a equagao (6.1) pode ser reescrita como
fr(t,x) = Cppsro (—wv + W' + wy + U, — 0)
X |—w,v" + ' + wy, + U, — 0| + (6.15)

—Cappmr2 (=i + 0) + Cypyrr? (i, — wy0').

Os coeficientes de inércia, massa adicionada e arrasto sao obtidos de
forma experimental. Para um cilindro longo, porém, C'y; aproxima-se de seu valor
limite tedrico (fluxo uniformemente acelerado) de 2 (dois), e Cy aproxima-se da
unidade [65], [75]. Os coeficientes de inércia e arrasto sdo fungoes de, no minimo,

trés parametros [75],

Cy = Cuy(Re, K., rugosidade do cilindro),

(6.16)
Cp = Cp(Re, K., rugosidade do cilindro),

onde Re é o numero de Reynolds e K. é o nimero de Keulegan-Carpenter, dados
por

D H
Re= PV g _ont (6.17)

L 2D

Aqui py é a densidade do fluido, U ¢ a velocidade da corrente livre, D é o diametro
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da estrutura, u é a viscosidade dinamica ou absoluta e H/2 é a amplitude da onda.

Para dgua, a viscosidade dinamica vale 1.12 x 103N - s/m? [41].

Para encontrar a expressao completa para a forca do fluido, necessita-se

ainda de relacoes para as velocidades das ondas e correntes.

6.2 Velocidade das Ondas

6.2.1 Teoria de Ondas Lineares

A teoria das ondas lineares, também conhecida como teoria das ondas

de Airy, define o padrao de ondas (wave profile) n como

n(t,y) = Acos(ky — wt), (6.18)

e os componentes da velocidade da onda sao dados por

senh(kzx)
= AR _
wy(t, z,y) wsenh<kd)sen(ky wt)
(6.19)
cosh(kx)
wy(t,z,y) = Awmcos(ky — wt),

onde k, w e A representam o niumero de onda, freqiiéncia angular e amplitude da onda
de superficie, respectivamente. As velocidades variam com o tempo, coordenada
horizontal y e profundidade z, utilizando-se a mesma notagao de Han em [40]. A
freqiiéncia esta relacionada ao nimero de onda através da relacao de dispersao, dada
por

w? = g k tanh(kd), (6.20)

sendo d a profundidade da dgua. Para dguas profundas, tanh(kd) aproxima o valor

da unidade e a freqiiéncia é dada por
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lim w
d—oo

= gk. (6.21)

6.2.2 Ondas Randomicas

A consideragao da caracteristica aleatéria do mar no projeto de estru-
turas offshore fornece uma estimativa mais precisa da resposta da estrutura, devido
ao conteudo de freqiiéncias analisadas e a descricao mais realista das elevacoes da
superficie do mar, que no dominio do tempo é representada através do somatério
de um grande nimero de ondas harmonicas de pequenas amplitudes. Para repre-
sentar um comportamento aleatorio da elevacao da superficie do mar, considera-se
que o valor desta variavel randomica no tempo ¢ e na coordenada x é o resultado

do somatorio de N ondas lineares oriundas da teoria linear de Airy.

Associada a cada onda, considera-se uma fase randomica cuja dis-
tribuigdo uniforme de probabilidades se encontra no intervalo de [0,27]. A fungao
de elevacao define um processo aleatério Gaussiano de média zero, estacionario e

ergodico quando N tende ao infinito.

Para modelar as velocidades das ondas randomicas, obtém-se primeira-
mente, uma expressao para a altura das ondas randomicas através de um espectro
de poténcias. Neste trabalho, escolheu-se o espectro de Pierson-Moskowitz por ser
um espectro classico. O espectro de Pierson-Moskowitz para elevacao de superficie

ou padrao de ondas n é dado por
A,
Sin(w) = 0Bl Im?s), (6.22)
onde A, e B sao dados por

Ay = 0.0081g% = 0.7796 [m?s]
4
B =0.74 ( g ) 4]

Uw,19.5

(6.23)
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aqui g ¢ a aceleracao gravitacional e U, 195 ¢ a velocidade do vento calculada a
19.5m acima do nivel da dgua [75]. Note que as unidades estao especificadas entre

colchetes.

S l

Soma

Espectro de Tempo
onda no
dominio da

freqiiéncia

Componente de onda
regular com angulo de

fase aleatorio.

Figura 6.1 Representagao das ondas randomicas no mar.

O tnico dado ainda necesséario para calcular o espectro de poténcias
é a velocidade do vento a altura h = 19.5m. Algumas vezes, porém, o espectro
¢ expresso em termos da altura de onda significativa H,. A altura de onda signi-
ficativa é a média das alturas da terca parte mais alta entre todas as ondas [74].

Matematicamente

H, =40 [m], (6.24)

onde o é o desvio padrao do padrao de ondas (wave profile). Para o caso de média

zero, a variancia é a area sob a curva da densidade espectral, dada por

o0
o= [ Sy(w)dw = %6_3/“4
0

(6.25)

= [m?].
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Em termos da altura de onda significativa, B é dado por

4A,
B = e (6.26)
Assim, o espectro de Pierson-Moskowitz pode ser escrito como
AO —MJQ}74
Spn(w) = —e HE [m?s]. (6.27)

Utilizando as equagoes (6.25) e (6.26), a altura de onda significativa em termos da

A,
Hy=2\/%. (6.28)

A freqiiéncia de pico (freqiiéncia na qual S,, é mdxima) é dada por?

4\ VA
wpico = gB . (629)

velocidade do vento é dada por

O espectro, quando a altura de onda significativa é de 9, 12 e 15m, esta

plotado na Figura 6.2.2 para U, 195, = 25m/s.

?Esta expressao ¢ obtida tomando-se a derivada de S, em relagao a w igual a zero.
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O préximo passo consiste em encontrar a altura de onda significativa
ou padrao de ondas 1. Para tanto é necessario converter o espectro de elevagao de

onda em uma espectro temporal equivalente.

A elevagao de superficie como uma funcao de ambos coordenada espa-

cial y e tempo, ¢ representada por

n(t,y) = /000 cos(ky — wt)y/ 25, (w)dw , (6.30)

onde o espectro é dado pela equacao (6.27). Esta integral pode ser representada em

termos de somas finitas como

N
77(?57 y) = Z COS(%ny - @nt - Spn) QSnn(wn)A@n ) (631)

n=1

onde ¢,, ¢ um nimero randémico uniforme entre 0 e 27 e

_ W + Wn—1
Wy =
2
Aw, = wp — Wp_1 (6.32)
k,=  k(w,) para n=1,...,N

A freqiiéncia wy é zero e wy € escolhido tal que a maior parte da area
esteja contida entre wy e wy. As freqiiéncias wy e wy_1 sao escolhidas tal que a area
sob a curva do espectro é igual para cada intervalo. A area entre o intervalo wy = 0
a w, ¢ & da drea total sob a curva entre o intervalo wy = 0 até wy. Assim, w, é

dado por
/ Sy (w)dw = 2 / S, (), (6.33)
0 N 0

ou seja,

B 1/4
w":(ln(N/n)+B/w4) para n=1,...,N —1. (6.34)
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Note que o iltimo termo na equacao (6.31) é a raiz quadrada da &rea
. 1 U 7 o . d 1 2 7 . d
incremental entre w, e w,_;. Uma drea particionada, por exemplo a?, é aproximada-

mente a area total dividida pelo nimero de intervalos N. Da equagao (6.27),

e A, H
- N/O Sm(w)dw = TN = ToN (6.35)

e n € escrito na forma

H [2 <~ -
n(t,y) = ZS i Z cos (kpy — @yt) . (6.36)
n=1

Portanto, as velocidades das ondas sao dadas por

H, senh( k x) -
t k,y — ot
wiltiry) = §j oy ey = @)
(6.37)

N

H, /2 _ cosh(k,x - _

wy(t,z,y) = VN E w %COS(kny—wnt)-
n=1

6.3 Velocidade da Corrente U, no Oceano

Segundo Isaacson [48], a velocidade da corrente consiste de trés com-
ponentes:
1. Componente Uyge;
2. um componente de baixa freqiiéncia relacionado a circulacao, U..;

3. e corrente induzida pelo vento, Ugy; .

Todos sao medidos na superficie da agua. Assume-se que a velocidade

da corrente® possui apenas um componente horizontal. Assim, a velocidade da

3Em laboratério, a velocidade da corrente é assumida constante com a profundidade.
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corrente é dada segundo a equagao empirica

UC(J:> = (Utide(d) + Ucirt:(d)) (3) v + Udm;ft(o) (%{ﬂ) y (6.38)

onde d representa a profundidade da agua e d, é assumido como 50m. O valor de
Utide € obtido através de tabelas, e Ugyif: ¢ cerca de 3% da média da velocidade do

vento em 10 minutos a 10m acima do nivel do mar [53], [75].

6.4 Velocidade do Vento U,

Wilson [75] d4 uma expressao para a velocidade média do vento, como

segue
h

hre f

Uy(h) = ( )Un Uy(hreg), (6.39)

onde h representa a altura a partir da superficie da dgua. A altura de referéncia,
hyef, ¢ tomada frequentemente como 10m. O valor de n é escolhido sendo 7 ou 8

para um mar aberto.
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7  VIBRACOES ESTOCASTICAS DE UMA
ESTRUTURA OFFSHORE

A Petrobras é lider mundial em exploragao de petréleo em aguas pro-
fundas. Em 1992, a Companhia venceu o prémio da Offshore Technology Conference
(OTC), reconhecimento internacional a tecnologia na produgao até os dois mil me-
tros de profundidade. Dois anos depois, bateu o recorde mundial com producao em
lamina d’dgua de 1.027 metros. Hoje, a Petrobras mantém a lideranca na producao
de petroleo em aguas profundas produzindo a 1.853 metros, no campo de Roncador.
Desde 1986, quando foi criado o Programa de Capacitagdo Tecnolégica (Procap),
a Companhia vem realizando estudos para viabilizar a producao de petréleo em
profundidades cada vez maiores. Na faixa de lamina d’agua entre os 1.000 e 2.000
metros estao 23% das reservas brasileiras, e a previsao é de que 50% das reservas a

serem descobertas se situarao em aguas ultraprofundas!.

Estruturas Offshore sao usadas na industria do petréleo tanto para
exploracao quanto para producao e armazenagem de petréleo. Em geral, exis-
tem dois tipos de estruturas offshore: as estruturas fixas e as submerssiveis (ou
semi-submerssiveis). Estruturas fixas sao projetadas para resistir a forgas ambien-
tais sem deslocamentos substanciais. Neste caso, uma andlise dinamica linear pode
ser suficiente. Ja as estruturas nao-fixas sao projetadas para permitir deformacgoes
e deflexoes pequenas mas nao negligenciaveis. Para tais estruturas, as respostas
dinamicas podem ter caracteristicas nao lineares as quais precisam ser exploradas
mais profundamente. Estruturas fixas tornam-se impraticaveis para regides com
aguas profundas devido aos custos altissimos de construcao e manutencao em relacao
as plataformas submerssiveis ou semi-submerssiveis. Assim, um grande interesse e
igualmente grandes esforgos tém sido feitos no intuito de viabilizar a exploracao de

petréleo por meio de estruturas flutuantes.

Fonte:Petréleo Brasileiro S. A. Petrobras: http://www2.petrobras.com.br/portal /Petrobras.htm



Vibragoes e estocasticas de uma estrutura Offshore 195

Exemplos dos varios tipos de plataformas para exploracao de petroleo

sao ilustrados na Figura 7.1

Figura 7.1 Ilustracao dos variados tipos de estruturas utilizadas para exploragao de

petroleo.

Da esquerda para a direita na Fig. 7.1: plataforma terrestre; plataforma
maritima fixa; plataforma tipo jaqueta; semi-submerssivel; navio de exploracao/sucgao;

plataforma flutuante.

A Fig. 7.2 ilustra o quao complexa pode ser a rede de cabos flexiveis
ou risers utilizados na fixagdo da estrutura e/ou exploracao de petréleo em aguas

profundas.
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Figura 7.2 Exemplos de redes de cabos para fixagao/exploragao de petrdleo.
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7.1 Modelo nao-linear acoplado

Considera-se aqui o exemplo de uma torre articulada ou uma ” tension
leg platform” situada no oceano, em aguas profundas. Tal estrutura pode ser mo-
delada como uma viga compreendendo movimentos transversais e axiais, com uma
mola torcional linear elastica em sua base e uma massa concentrada em seu extremo

livre como mostra a Figura 7.3.

Figura 7.3 Modelo simplificado da estrutura.

As equagoes de movimento sao nao-lineares e acopladas e sua derivacao,
considerando uma viga do tipo Rayleigh, pode ser encontrada em [40] e [5]. Uma
derivagao detalhada considerando uma viga do tipo Timoshenko é obtida e apresen-

tada, pela primeira vez, neste trabalho.

Este modelo apresenta as propriedades fisicas essenciais de uma torre
flutuante. O movimento é confinado a um plano; movimentos na terceira diregao,
para fora da pagina, nao sao permitidos. As equagoes de movimento e as condigoes
de contorno sao derivadas usanso as hipéteses de Kirchhoff [37], [59]. Assim, além

das hipdteses basicas sobre a viga, assume-se um campo de deslocamentos dado por
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(t,x), (7.1)

onde z e y sao coordenadas Lagrangeanas, uy, us € usg sao os deslocamentos nas
diregoes z, y e z, respectivamente; u representa o deslocamento axial (na diregao
Y), e v e 1 representam o deslocamento transversal (na dire¢ao ) e o giro da viga,

respectivamente.

Tais varidveis dependem apenas de x e t. Assume-se que a secao
transversal é simétrica e a deformacao é pequena, mas a rotacao pode ser mo-

derada. Matematicamente, tem-se

0 Ous \ 2
a_w(a_> <1 (72)

Em termos das deflexoes, tem-se
ou ov\?

A forma geral dos tensores de Green é dada por

_ 0w LN (0wt (O (Ou
= or 2 ox ox ox

e Ju 1 (%)Z(%)Z(%)f
2T oy 2|\ oy 9y dy (7.4)

_ Qw1 0w\t (0wt (Ouy)T
£33 = 0z 2 0z 0z 0z
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- 1 _8u2 4 8u1 4 (9u1 (9u1 i (9u2 8U2 4 8U3 8u3_
D) | Oz oy oxr 0y oxr Oy Ox 0Oy |
. 1 -8U3 8uQ 8U1 8u1 6uQ 8U2 8U3 8’&3-
2= 2_0y+8z+8y 8z+0y 8z+8y 0z | (7.5)
o 1 _8u3 aul aul 6u1 6u2 8U2 8U3 8U3-
BT 9 | Oz i 0z * Oxr 0z i Oxr 0z * ox 0z |
Usando as hipoteses (7.2) e (7.3), obtém-se que
. 87,1,1 4 1 8’&2 2 -0
A AT fve =
8U2
72 — 7.6
€yy ay Ezz 07 ( )
. 1 8u2 6u1 .
gxy_2|:ax+ay:| Ezz_o

Com o campo de deslocamentos (7.1), os tensores de Green sao dados

_ Ou aw+1 o\’
T or y@w 2 \ Oz

Eyy =0 (7.7)

)

A energia potencial V' do sistema é dada por

por

™
8
8

1
% :—/ Orijgijd‘/o
2 Jy,

1 L
= —/ {/ Eeidi%—/axygxydA} dx.
2 Jo A A

(7.8)
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Pelas defini¢oes da taxa de Poisson 7,, e segundo a tensdo de Piola-Kirchhoff [60]

0z, dados por

Yoy = 261‘2]7 Oxe — Esz;

onde E é o médulo de Young, tem-se

/ OuydA = K'GAyy,
A
1 [F ou oy 1 2\ *
= E(& 22 2 () ) aala
Vitrain 2/0 /A <8$ Yor T3 (a ) ) e
1 [ av 2

Através de manipulagdes algébricas e reescrevendo a hipétese (7.2) como
ou_ (0)* | 0w
ox ox 8x
a energia potencial resulta como
2 2 2
B Ou Qv o (O
/ { / (ax) (G0 e (22
2 2
v oY o 9
L
b [ (2 oY a
2 Jo

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

Integrando sobre a area da secao transversal, o quinto termo desaparece

devido a hipotese de simetria da secao transversal. Por outro lado, considerando a

definicao de momento de inércia I, dada por

/deA: 1
A

(7.14)
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entao a energia potencial resulta na forma

2
1 [* ou 1 /ov)? o\
strain — & EA P Ell —
Vit 2/0 (8:6) + 2 (8:6) * (63:) *
(7.15)
1 L
+—/ kGA (@—w) )
2 Jo
A energia potencial armazenada na mola torcional é dada por
L,
Vspring = éke ) (716)

onde 6 representa o angulo de rotacao da mola torcional. Este pode ser aproximado

por ¥(t,0). Assim, a energia potencial total é escrita como

I ou\> 1 (o) o
Vtotal— 5/[; A[(%) +§(£) +E[(ax) +
(7.17)
I ov 1. 5
+—/ K'GA ——@/} dx + =k¢*(t,0).
2 J, 2
A energia cinética é dada por
1 L [ 8u1 2 31@ 2
Ty = - — = A
beam 2/0 AP <(’9t) +<8t) dAdx
—E/L/ (o AN dAd (7.18)
2, L2\ Yar at ’ '

dAdzx

1L [/ou\? . dudy W 2
-5, /”<E) “ WtV <at) *(at)
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ou seja,
2
1 (F ou\> v o\ >
Toeam = = All — — I|— dz. 1
b 2/0 P [(375) +8t] +e (81&) v (7.19)
A energia cinética da massa pontual em x = L é dada por
1 ou\ > ov\?
Tmass - §Mp [(E) + <E) ] (ta L) (720>
Portanto, a energia cinética total do sistema é dada por
1 [E ouN? vl 00\ 2
Tiotal = = All — — 1| — d
total 2/0 P (at) Tl T (at) o
(7.21)
1 ou\> ov\ >
+5 My [(E) + (E) ] (t,L).
Assim,
Ly 2]
/ Edt - / (,];otal - Vtotal) dt (722)
ti t;

O trabalho virtual realizado pelas cargas transversal f(¢,x) e axial

p(t, x) é dado por
(7.23)

oW = /0 (f(t,x)év + p(t, x)ou) dx.

Para uma carga axial pontual N, agindo em z = L, o trabalho virtual

realizado por N, é dado por
OW = N,ou(t, L). (7.24)

A variagao das equagoes (7.22) é dada por
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Lty tr ou ov o .
[en- - [{[ [A(atmmv)+ o
ou 1 (0v ov o

—kGA (@ - w) (V' xy)} do+

(7.25)

+M, Btf/+ %U] (t,L) — k (y0) (t, 0)}dt.

Integrando por partes e agrupando termos com a mesma variacao,

Y o0 (0u 1 [0v)?
’ Edt /t / 8t2 A% (ax + 9 (ax> >] (t,z) U(t,z) do dt+
tf L [ 82 a 8u 1 81) 2 av

+/t;f/0 -HGA(i:(m—¢>]( 2)V(t,x) de di+

ty r 0% 0% Ov
S o1+ B15 S A (5 - 0) | ) 0t.2) do et

obtém-se

L

tr [ 8u 8u 1 /0v\?

ou 1 /[/0v ov ov
aac+2<aa;>](9x_”GA<_w)

b0y o
+/t¢ plo, —EI5- ]xy

U

dt+

tr [ ov
A— — FA
+/t P ot

i

dt+
0
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ts 0% 0%u
] Mo [aﬁv+ atzU] (t,L)dt+
(7.26)
ty
+/ (kv W) (t,0)dt.
t;
Segundo o principio de Hamilton, tem-se
iy
5 / (L+W)dt = 0. (7.27)
t;

Assim, as equacOes nao-lineares e acopladas de movimento resultam em

0*u o (ou 1 [\

v d [[ou 1 [\ dv d (v
A— —FA— || — 4+ = | =— — | —kGA— | — — = f(t
T oz <8;L‘+2<8:v) )8:{: e (83: w) ft,)
Iaz—w—EIy—w—nGA @—w =0
S a2 Oz o
(7.28)
com as correspondentes condi¢oes de contorno
[ ou 1 [v\? 0%u
pAE_EA &x+2<8x> —MPW‘FNO (t7L) U(t7L):0
[ ou ou 1 [ov\?
[ v ou 1 [0v\?\ ov ov 0%
[ v ou 1 [0v\?\ ov ov
pAE—EA 81'+2<85U> %_K‘GA ((%—7#)] (t70) V(t,O)—O
O o _
_pla - EI(%] (t,L) U(t, L) =
0 _ % _
_pI 5~ Bl + lm/)] (t,0) U(t,0) = 0.

(7.29)
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Para o caso considerado neste trabalho, as condigoes de contorno sao

assumidas da forma

u(t,0) =0
o (e y (52) ) -t 0 o
v(t,0) =0
oady - (Ga 1 (50) ) S0 ia (30 ) - o
:pfga—‘f _ Elg—i} + /w} (1.0) =0
:p[aa—f — Elg—ﬂ (t,L) = 0.

(7.30)

Se gravidade e empuxo sao incluidos nas equagoes, pode-se escrever

p(t,x) = (prAr—pA)g (7.31)

N, = (pf‘/submerged - Mp) g, (732)

onde p; ¢ a densidade do fluido, Ay ¢ a drea da secao transversal do volume deslocado
da viga, Ay = 7r2; e Vyub é o volume submerso da estrutura. Note que u(t,z) e
v(t, z) sao os deslocamentos de um elemento de viga a partir de sua posigao original
x uma vez que utiliza-se aqui a formulagao Lagrangeana. As equagoes de movimento

sao nao-lineares e acopladas.
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Em termos matriciais o sistema nao linear (7.29) pode ser escrito como

Mz + Kz + N(z) = F (7.33)
com
u(t, x) p(t, x)
z(t,x) = | o(t,z) |, Flt,a)=| f(t,z) |, (7.34)
P(t,x) 0
(S
pA 0 0 ~FEAZ, 0 0
M=| 0 pA 0 | K= 0  —kGAZ, KGAL
0 0 pI 0 —KGAL  KGA—EIZ;
(7.35)

O operador nao-linear N(z), é definido por

_ 0z 0%z
sendo = (0 1 0), e o operador A(-) dado por
0 1 0
- 9
A=11 £ 0 (7.37)
0 0 O

7.2 Respostas Livre e Livre-amortecida

Nas secoes anteriores foram formuladas as equacoes de movimento do
modelo nao-linear acoplado, satisfazendo as hipéteses de uma viga de Timoshenko.

As respostas para as vibragoes nao-lineares e acopladas sao obtidas numericamente
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para uma viga com as propriedades materiais® apresentadas na Tab. 7.1. Quando
a resposta livre-amortecida é considerada, as propriedades do fluido utilizadas nas

simulacoes sao aquelas da Tab. 7.2.

Médulo de Young FE 73 GPa
Densidade p 2770 kg/m?
Massa pontual M, 0.236 kg
Raio externo 7, 0.0127 m
Raio interno r; 0.0I1 m
Comprimento L 1.27 m

Cte. da mola torcional k& 38.8 N/m
Fator de forma & 2/3

Moédulo de cisalhamento G 8 x 10° N/m?

Tabela 7.1 Propriedades da viga.

Densidade da dgua  py 999kg /m?
Profundidade da 4dgua d 1.05m
Coef.de massa adicionada Cjy 1

Coef.de arrasto modificado Cp | 1
Numero de Reynolds Re 2718.7

Tabela 7.2 Propriedades do fluido.

Considera-se, primeiramente, uma viga uniforme vibrando livremente
no vacuo em um ambiente livre de gravidade. Esta analise irda fornecer as carac-

teristicas estruturais nao-lineares, tais como freqiiéncias e modos de vibracao. A

2Sa0 considerados aqui valores em escala para fins de comparacao com [40].
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seguir, considera-se uma viga vibrando na agua sob acao de forcas de gravidade e
empuxo. A equacao de Morison com amortecimento e termos de massa adicionada

¢ utilizada a fim de simular essa condigao.

Assume-se que a velocidade inicial é zero e que o deslocamento inicial
corresponde ao conjunto® listado na Tabela 7.3. A obtencao das respostas nao-
lineares é obtida por meio de uma proximagao em diferencas finitas. Utiliza-se o
método de Runge-Kutta de quarta ordem. Todos os graficos apresentados mostram

o comportamento na extrutura em x = L.

IC1: U(07I>:%(%)2<%_%+<L2_%)%3+%W+(%)2x)
o(t, ) = —Ib (2 %%)
U(t,x) =0
1C2: | u(0,x) = —0.00125z
v(t,z) = 0.05z
Y(t,z) =0

Tabela 7.3 Conjunto de deslocamentos iniciais.

7.2.1 Movimento Longitudinal

Na Fig. 7.4 sao apresentadas as simulacoes para as vibracoes na dire¢ao
axial considerando-se condicoes iniciais do tipo IC1. Note que o grafico do espaco
de fase mostra a existéncia de componentes de alta freqiiéncia para o deslocamento.
A Fig. 7.5 mostra o espectograma, mais conhecido como PSD, do movimento
axial quando as condicoes iniciais IC1 da Tab.7.3 sao utilizadas. No espectograma

observa-se algumas das baixas freqiiéncias para o movimento axial.

3Este conjunto de condicdes de contorno foi derivado e vem sendo utilizado por Benaroya et al.
em seus trabalhos.



Vibracées e estocasticas de uma estrutura Offshore 209

=
=1
=

400 T T T T T T T

=
=1
=
T
T

300 -

200 -

=

=]

=
T

100+

=

=

=
T

ok

=

ud(t, M) (rnfs)

-100 -

=
=
=

Deslocamenta axial (m)

200

(=]
=
2

-300 -

=)

=

=2
L

400 1 1 I L 1 |
0 20 40 60 an 100 120 140 180 180 am 003 008 004 002 1] 0.0z 0.04 0.06 0.08

=
=
=

Figura 7.4 a) Vibragao axial livre da Massa M, com c.i. IC1; b) Espago de fases
para c.i. IC1.
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Figura 7.5 PSD para o movimento axial utilizando IC1.

Na Fig. 7.6 as simulagoes sao também para as condicoes iniciais do tipo
IC1, porém considerando que a viga esta sujeita a uma carga axial distribuida do
tipo
(prAr—pA)g, O0<z<d

p(t,z) = (7.38)
—pAg, d<x <L,

onde py, Ay e d foram devidamente definidos no capitulo anterior.
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Aqui, o PSD do movimento axial forcado, quando IC1 é utilizado,

apresenta aproximadamente as mesmas freqiiéncias de pico que o movimento livre.

05-

Rk

Deslocamenta axial ()

100
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Figura 7.7 Resposta livre para os deslocamentos axial u(¢, L), usando IC1 para um

intervalo de tempo de aproximadamente 2s.

Observa-se, pelas Figuras 7.6a ou 7.7, que as vibragoes longitudinais

da viga apresentam um comportamento senoidal com baixa amplitude de vibracao,

conforme deveria ocorrer de fato.



Vibracoes e estocdsticas de uma estrutura Offshore 211

7.2.2 Movimento Transversal

Na Figura 7.8 sao apresentados os resultados para as vibragoes livres
de uma viga de Timoshenko com condigoes iniciais do tipo IC1. Nota-se que os
transversal e rotacional comportam-se também de maneira senoidal. A amplitude

de vibracao do deslocamento transversal sendo inferior aquela da rotagao.
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Figura 7.8 Resposta livre para o deslocamento transversal v(¢, L) e rotacao 1 (t, L)
usando IC1.
7.2.3 Resposta livre-amortecida

Neste caso, considera-se uma viga sujeita a acao de gravidade e empuxo.

Assumindo que o fluido nao exerce forca tangente a estrutura, a carga axial relaciona-
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se apenas a gravidade, ou seja,

(pfAr—pA)g, 0<z<d

p(t,z) = (7.39)

—pAg, d<x <L,

onde d representa a profundidade da dgua. A forca transversal é dada pela equagao
(6.15), desconsiderando os efeitos de ondas e correntes. Assim a expressao (6.15) é

reescrita na forma

f(t,z) = Cppysr, (W' —0) |’ — 0] = Capyrr2 (=i’ + 0) . (7.40)

Quando a carga transversal distribuida corresponde a equagao de Mori-
son modificada (7.40), o movimento é denominado livre-amortecido. Se o forgante
corresponder a equacao de Morison completa, ou seja, sujeita as agoes de ondas e

correntes, s6 entao o movimento serd denominado for¢ado.

Sao consideradas duas situagoes. A primeira situagdo consiste em as-
sumir a carga axial nula, ou seja, p(t,z) = 0, com a forga transversal f(¢,x)
satisfazendo a equagao de Morison modificada (7.40) e utilizando as condigdes ini-
ciais IC1. Os resultados referentes a essa situagao sao apresentados na Tab. 7.4.
Mais precisamente, na Tab. 7.4 sao apresentados os graficos referentes ao movi-
mento livre-amortecido da estrutura tando na direcao axial como na transversal,
lembrando que a diregao transversal engloba o deslocamento transversal e o giro (ou

rotacao) da estrutura, conforme definido previamente.
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] 02 04 06 08 1 12 14 18 Gs 16 44 42 1 08 08 04 02 0
time (5) x10

© @

-0.005/ A A AN Y

Tabela 7.4

Resposta livre-amortecida em = = L utilizando IC1. (a) Deslocamento
axial, (b) Fase axial (c) Deslocamento transversal, (d) Fase transversal

(e) Giro, (f) Fase para o giro.

Outra situacao de interesse, consiste em considerar a carga transversal

f(t,x) variando harmonicamente no tempo, ou seja, f(t,x) = prAscos(wst). Para

esse caso sao apresentados os deslocamentos transversais no extremo x = L para

condicoes iniciais nulas e variadas freqiiéncias de entrada wy em rad/s, escolhidas

tais que sejam aproximadamente o dobro das primeiras freqiiéncias naturais. Os

resultados sao apresentados na Tab. 7.5.
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Os graficos da Tab.7.5 representam subharmonicos, ou seja, sao res-
postas peridédicas a um forcante harmonico com freqiiéncia de entrada wy a qual
¢ aproximadamente um multiplo de uma freqiiéncia natural de vibracao. Os sub-
harmonicos podem ser observados tanto em sistemas lineares quanto nao lineares e
uma discussao mais detalhada para o caso linear é apresentada em secoes posteri-
ores. Foram escolhidas freqiiéncias de entrada sendo aproximadamente o dobro das
naturais porque as equagoes de movimento nao-lineares (7.28) apresentam termos
nao lineares de segunda ordem e isso indicou que a resposta poderia exibir, e de fato

exibiu, subharménicos [63].

\ﬂ ! // Al V/v\/w i U\ \/ J /\
: / \\/}/3 \f/ | j KE /\J \;/ NE \\/ Py \f 3 \/1 \/A\/a ) \/3 | \:/ \\{ {
wp =8 wy =12 wy = 14
Wil //\\ /A\ /ﬂ\ /\ \/P\ /\f\ /\\ fvp\ ﬂ\f/ﬂ W /f\\» /n\ fﬂ\f\ | i /\ | wf\ | ﬂ\“ﬂ\rﬂ I M
AR v I \/ | &/u\\/“\} \J\} | \} \L J\J\} u b“\/ ] Vv \j JJ\

Tabela 7.5 Deslocamento transversal em x = L para condigoes iniciais nulas.

Aqui, escolheram-se valores de wy variando de 2 a 14 rad/s. Nota-se que
a resposta cresce conforme w; aproxima a freqiiéncia natural de aproximadamente

7.521 rad/s, mas o estado subharmoénico ainda nao ocorre. O subharmonico ocorre
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Tal resultado pode ser observado na

para wy &~ 15.04rad/s, aproximadamente.

Fig.7.9.

2107
/\[\j
[

5
Figura 7.9 Resposta livre para o deslocamento tranversal e fase (modelo de Euler-
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Figura 7.11 Deslocamento transversal em x

modelo de Rayleigh.
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Figura 7.12 Deslocamento transversal em x

modelo de Euler-Bernoulli.
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Para o comportamento linear, o movimento transversal (para o deslo-
camento e giro) e longitudinal s@o desacoplados e podem ser descritos efetivamente

por modelos lineares.

7.3 Modelos Lineares

7.3.1 Linearizacao

Solugoes estacionarias, para o modelo de Timoshenko nao-linear sao

obtidas a partir do sistema
& (Ou 1 [\

_EAa_ZL’ %—FE (&) ) —p(t,x),

o [(ou 1 [0v\?\ ov

~PAg (%*5(%) )a_

2
_rr?Y _ca (@ . ¢) —0.
ox

— kGA (g—z — ¢) = f(t,x), (7.41)

ox?

Uma forma de linearizar o sistema anterior consiste em assumir solucoes

constantes na direcao axial, isto é, solugoes constantes em u. Dessa forma a equagao

(% (EA% (%>2> : (7.42)

Integrando-a e utilizando a relagao (7.31) para p(t,z) e as condigoes de contorno

(7.30b), obtém-se

(7.41a) resulta em

1 [(ov\?
EAZ (a_:;) = (pA—psAs) g(x — L) + N (7.43)
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Substituindo a expressao anterior em (7.41b), obtém-se a equagao esta-

cionaria para o movimento transversal

0? 0 0 0
A0 p ((pA—prAys) gz — L) + N,) —U] — kGA— (

ov
P or ox or \ 9z w) = J(t).

ox
(7.44)

A equacao estacionaria para o giro é obtida diretamente, sem qualquer

manipulagao algébrica, de (7.41c).

Outra forma de derivar as equacoes de movimento para o modelo li-
near consiste em considera-lo como um caso especial do modelo acoplado nao-linear
quando a vibragao axial pode ser negligenciada. Tomando u(t,z) = 0, a parte axial

da equag@o de movimento (7.28a) ¢ reduzida a

% (EA% (g—z) ) = (pA=psAp)g. (7.45)

Integrando e usando as condigoes de contorno (7.30b), obtém-se

1 [0v\?
EA§ <8_Z) = (/)A - pfAf) g(.CC - L) + N,. (746>

As partes transversal e rotacional nas Eqgs. (?7b,c) podem ser escritas como

( v 0 ov 0 (Ov
PASE ~ 5r {((pA — prAs)g(x — L) + N,) @} — KGA—— (% - ) = f(t,x)
10 5% A @—@z) -0
L P ot? 0x? " or S

(7.47)

e as condicoes de contorno sao resuzidas a
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o(t,0) =0

A% (04— pyAp ot — 1)+ M) 5 = w6 (52— 0) 3,52 () =0
:pfg—f . Elg—i + k@w} (,0) =0

:pfaa—qf . Elg—ﬂ (t,L) = 0.

(7.48)

Desconsiderando-se as forgas gravitacional e de empuxo, o sistema li-

nearizado de equacoes de movimento resulta como

(0% 0% 9 (ov
pAw - Now - HGA& (% - ) = f(t, l’)
(7.49)
0?1 0% ov
com as seguintes condicoes de contorno
v(t,0) =0
[ Ov v 0%
-NO% — HGA (8_1‘ — ¢> — Mpﬁ} (t, L) =0
(7.50)
[ oY o B
_pla . EI% +k‘1/1] (¢,0) =0

T oy LY B
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Se o deslocamento transversal e rotacional sao negligenciados na resposta total,
v(t,x) =0 e (t,z) = 0, obtém-se a equacdo de movimentoe condigdes de contorno

para o modelo axial linear

0%u 0%u
A _patt t 7.51
p at2 axQ p( 7‘1') ( )
e
u(t,0) =0
(7.52)
ou ou 0%u
pA— — FA— — M,— + N,| (t,L) = 0.
a oz~ Mrgp TN (1)
Matricialmente, tem-se
Mwy(t,) + Kwit,z) = F(t,2). (7.53)
onde
u
W = , F= / , (7.54)
o 0
M é um operador constante definido como
A 0 U Au
Mw— | 7 — (), (7.55)
0 pl o pla

e K é um operador diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes definido

por
0 ow 0 2w ow
Kw = Ep (.A 8x> + g (Bw) +Cw = .A— + 88_ +Cw. (7.56)
Aqui
—kGA 0 0 kGA 0 0
A= , B= , C=
0 —FEI —kGA 0 0 kGA



Vibracoes e estocdsticas de uma estrutura Offshore 221

juntamente as condigoes de contorno

Iw(t,0) = 0,

(7.58)
B1W(t, L) + BQW/(t, L) + BgW(t, L) + B4W(t, L) = 0,
onde I é a matriz Identidade de ordem 2 x 2, 0 é um vetor nulo 2 x 1 e
0 rGA —-kGA 0
Bl = ) B2 = )
0 0 0 —FEI
(7.59)
A 0 —M, O
B3 = P ) B4 = g
0 pI 0 0

7.3.2 Vibracoes Modais

A fim de determinar os modos de vibracgao, substitui-se w = e“!®(x)

na equagao (7.53) na forma homogénea, onde

®(z) = . (7.60)

Isto resulta na equagao diferencial modal

~Mw?®(z) + K®(z) = 0, (7.61)

a qual pode ser convenientemente escrita como a equacao diferencial matricial e

espacial de segunda ordem, isto é,

Me"(z) + CP'(x) + K®(z) = 0, (7.62)
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com
—-kGA 0 0 KGA
M = , C= , (7.63)
0 —FEI —kGA 0
—w?pA 0
K(w) = (7.63)

0 kGA — W?pl

onde M, C e K sao as matrizes de inércia, amortecimento e rigidez, respectivamente.
Observa-se que a freqiiéncia w esta presente na equagao (7.62) tal que a amplitude
® dependerd sobre w. O valor de w sera entao caracterizado uma vez que sejam

satisfeitas as condigoes de contorno em x =0 e x = L. Assim,

A®(0) + B (0) = 0, (7.64)
CO(L) + D' (L) = 0, (7.65)

onde A, B,C e D sao matrizes 2 x 2 dadas por

1 0 0 0
A= ) B =
0 k—awpl 0 —FEI
iw(pA —iwh,) ~GA D —(N,+kGA) 0
0 iwpl | 0 _EI

Agora, segue-se a determinacao dos modos ®(x,w) para cada feqiiéncia

w. Os modos podem ser convenientemente escritos na forma

®(z,w) =P (2,w)Cy + Po(z,w)Co, 0< <L, (7.66)
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onde ®; e ®, sdo matrizes 2 X 2 que constituem uma base matricial para (7.62) em

[0, L], e os vetores Cy, Ca, sao 2 x 1 e obtidos substituindo-se ®(z,w) nas condigoes

de contorno. Entre varias possibilidades de escolha para uma base matricial, sera

utilizada

®(z,w) = h(z,w)C; + h'(z,w)Cy, 0<z < L.

(7.67)

ou, no caso de utilizar-se valores iniciais, a seguinte forma resulta mais conveniente

®(z,w) = ho(z,w)P(0) + hy(z,w)®(0), 0 <z <L,

onde

Considerando-se a solucao (?7), é necessario que

A[ho(0)®(0) + hy(0)@(0)] + B[hy(0)®(0) + h}(0)®(0)] = 0,

C[ho(L)®(0) + hy(L)®(0)] + D[hy(L)®(0) + hi(L)P(0)] = 0.

A partir dos valores iniciais (7.71) e (7.72), resulta

A®(0) + Bd(0) =0,

[Dhy(L) + Chy(L)]®(0) + [Dh) (L) + Chy(L)]&(0) = 0.

(7.68)

(7.69)
(7.70)

(7.71)
(7.72)

(7.73)

(7.74)

(7.75)

(7.76)
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Na forma matricial
Uc =0, (7.77)

onde U é uma matriz bloco 2 x 2 com cada bloco sendo 2 X 2; aqui ¢ é um vetor

2 x 1 com blocos-linha 2 x 1

A B ®(0)
U= e ¢c=| . . (7.18)
Dhy(L) + Chy(L) Dh(L)+ Chy(L) d(0)

Para obter-se solugoes nao-nulas de (7.77) é necessério e suficiente que o determi-

nante da matriz { seja nula, ou seja,

A = det(U) = 0. (7.79)

Como A é uma matriz nao-singular entao a equagao caracteristica pode

ser simplificada. Substituindo (7.71) e (7.72) em (7.75), segue que

(0) = —A"1BD(0). (7.80)

Agora substituindo (7.71), (7.72) e (7.80) em (7.76), obtém-se

[C(hi(L) — ho(L)A™'B) + D(b} (L) — hy(L)A'B)]®(0) = 0. (7.81)

Portanto, a equagao caracteristica resulta em
A(L) = det(D) = 0, (7.82)
onde D é uma matriz 2 x 2 dada por

D = [C(hi(L) — ho(L)A™'B) + D(h}(L) — hy(L)A'B)]. (7.83)
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Por outro lado, note que os coeficientes matriciais das condi¢oes de

contorno C e D podem ser escritos como

C=Cp+iCim, D=Dne+iDmm (7.84)

tal que a matriz D resulta composta por uma parte real e uma parte imaginaria,

isto é,
D =Dg. +i Dy, (7.85)
onde
b
5 aDo(L)  Myw?Dy(L) + aDo(L) — (a + N,) D', (L) — %Dg(L)
Re — )
—abhy, (L) —bD4(L) + Dy(L)
ba+N,) b
ClCthll(L) CLle (L) — MDS(L) + —Dg(L) + CLD4(L)
D,,, — ew 2
aewhs (L) ewDo(L) — —D}(L)
ew
(7.86)
com
DQ(I) = Mpw2h11(x) + Clh21<I) — (CL + NO)]’LIH(I)
b /! !/
Di(z) = blua(z) + o (bh1p(2) — ahui(2)) , Ds(x) = bhay(2) — ahu(2),
(7.87)

Dy(a) = bhn(r) + 7 (bia(e) — ahn () (1))

Dy () = bhby(x) — ahgy ().
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e
hii(z) = (ew? — a)h(z) + bh" (),
h12<$> = —h21(13) = ah'(:c), (788)
hos(x) = cw?h(z) + ah”(z).
Segue que para cada raiz da equagao caracteristica (7.82), tem-se o
modo

®(z,w) = [h(z,w) (-CA™'B + M) — h'(z,w0)MA'B| &(0) (7.89)
para ®(0) um vetor nao nulo arbitrario. Aqui emfatizou-se a dependéncia tanto da
equagao caracteristica quanto dos modos sobre a freqiiéncia.

Tem-se, assim, o modo para o deslocamento

(x,w)

v(t,z) = a (=bh"(z,w) + (a — ew?) h(z,w)) — 7, (7.90)
e 0 modo para a rotagao
/ " 2
bt x) = ah (a;,w) L5 (h (x,w) azw h(x,w)) (7.91)

para constantes escalares arbitrarias a e (3.

7.3.3 Vibracoes Longitudinais

Neste caso, utiliza-se a configuracao fisica correspondente a uma viga
fixa no extremo z = 0 e que possui uma massa atarrachada no extremo = = L,

conforme lustrado na Figura 7.3.
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Para o movimento longitudinal ou axial, as vibracoes sao descritas pela
equacao

pAsi(t,x) — EAu"(t,x) =0, (7.92)

e pelas condigoes de contorno

u(t,0) =0,

[EAq + Myii) (t, L) = Ny (79

Separando variaveis e aplicando as condigoes de contorno, a solucao espacial é dada

por
X(z) = cih(x) + ol (x
(@) = e1h(z) + ol (o) _
C1 = L Cy = 07
com
1 sen(f; x)
(@) =57 (7.95)
_ E . ~
onde [ = \/; w satisfaz a equagao transcendental
pA
tg(BL) = 7.96
950 = 47 (7.96)

e as freqliéncias naturais sao dadas por

E
Wy = Par/—, n=12... (7.97)
\/ P

7.3.4 Outros modelos lineares transversais

O movimento transversal pode ser descrito por qualquer um dos quatro

modelos classicos de vigas (Euler-Bernoulli, Rayleigh, Vlasov ou Timoshenko) satis-
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fazendo condicoes de contorno adequadas.* O modelo de Timoshenko foi discutido

nas segoes anteriores.

Se a vida for do tipo Euler-Bernoulli, as vibragoes transversais serao

descritas pelo modelo
pAi(t,x) + EIv®™(t,2) = f(t, ) (7.98)

com as condi¢oes de contorno

v(t,0) =0,

[kv" — EIV"] (t,0) = 0,
[BIV" — M| (t, L) = 0,
EI"(t,L) = 0.

(7.99)

Para as vibracoes transversais lineares governadas segundo esta teoria,

a formula de variagdo de parametros, ou seja, a solucao do problema, é dada por

v(t,z) = /0 [li(t,:z‘,f)v(O,f)—i—h(t,x,f)i)(O,f) dé+

B RN . 7.100
+/O/O h(t — 7,2, €) f(7,€)dEdr+ (7.100)
+% (h(t,x, L)v(0, L) + h(t, z, L)o(0, L)>
onde
TEEDS %ﬁé@hj(t) (7.101)

4A configuracao fisica para o modelo linear transversal consiste de uma viga apoiada por uma
mola torcional no extremo x = 0 e que possui uma massa atarrachada no extremo z = L.
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com

X(x) = crhen(z) + cahey(x) + cahey(z) + cahen ()

solugao do problema de contorno

X (x) pAwQX
Ozt EI
X(0) =0

kX'(0) — EIX"(0) =0
EIX"(L) — Myw?X(L) =0
EIX"(L) =0,

onde a funcao

1 senh(a;x) — sen(ayx)

heb(x) - 2 1%
J

satisfaz o problema de contorno
Phalz)  pAw?

g pr @) =0

he(0) = Ny (0) = h(0) =0
hey(0) =1

h(t) = sen(w;t)

Wi

satisfaz o problema com condig¢oes iniciais impulsivas

Ph(t) o,
5 wh(t) =0

h(0) =0

pAR(0) = 1.

50s valores das constantes ci, ¢z, 3 e ¢4 serdo definidos a seguir.

229

(7.102)

(7.103)

(7.104)

(7.105)

(7.106)

(7.107)
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Aqui
El (o9 + oY) k (koy — EldY)
= 0 = = — B
“=Y ST ko —Elo, +o3) T BT @ El @
(7.108)
com
o1 = M\ (L) + pAh(L), oy = —pARh(L),

(7.109)

o3 = —EI (kh" (L) — pAh(L)), o4 = EIR"(L) — M,)\*h(L)

para h(L), h'(L), h"(L) e h"’(L) nao simultaneamente nulos.

Para uma viga do tipo Rayleigh as vibragoes transversais devem sat-

isfazer
pAi(t, T) — Nov"(t,z) — pl,i"(t,z) + EIv™(t, ) = f(t, ) (7.110)

juntamente as condigoes

v(t,0) =0

(kv — EIV"] (t,0) =0

[EIV" — pIi! — Nov' — Myi] (t,L) = 0
EI(t,L) = 0.

(7.111)

Neste caso, a formula de variacao de parametros é dada por
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v(t,r) = /OL pA, [h(t,x,ﬁ)v((),f) + h(t,x,ﬁ)i)((),f)} dé+
- [ ot [i40.2.0070.0 4 hit.2,710.)] ac

+/o /o Wt - 7,2,6)f (7, €)dedr+
+M, (il(t,a:, L)v(0, L) 4+ h(t,z, L)o(0, L)) n

ol (h(t, =, D)0'(0, L) + h(t, , L) (0, L)) +

L
ot [ [ = ot 1)~ it — 2 Ly L)
0

+h'(t — 7,2, L)v(r, L) — h(t — 7,2, L)v'(T, L)] dr

231

(7.112)

onde h(t,z,&) e X;(x) sdo dadas pelas expressoes (7.6) e (7.6), respectivamente.

Aqui
ho(z) = dsenh(ex) — esen(dx)
de (€2 4+ §2)
com
1/2 2 4\ 1/2 2
g9' g g 9
= 4.4 2 _ < = 44 2 Z
€ \/(a+4> 5 ) \/(a+4> —|—2
e
o plw? — Ny 4 pAL?
~ EI - FEI

com X (x) satisfazendo o problema

(7.113)

(7.114)

(7.115)
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X (x) L,0*°X(x)
Ozt 9 Ox?

X(0)=0

kX'(0) — EIX"(0) =0

EIX" (L) + (pIw® — No) X'(L) + Myw?X (L) =0
EIX"(L) =0,

(7.116)

onde a funcao h,(x) satisfaz o problema de contorno

O*h.(x)  ,0%h.(x)
ozt 9 O0x?

—a*hy(r) =0,  hy(0) = h(0) = 77(0) =0, A(0) =1

(7.117)
e
hy(t) = %ﬁ%ﬂ (7.118)
satisfaz o problema com condic¢oes iniciais impulsivas
2
aa};gt) +h(t) =0 (7.119)

A seguir sao consideras simulagoes comparando estes dois modelos. To-
dos os graficos apresentados em duas dimensoes correspondem a resposta em z = L,

ou seja, na massa atarrachada.
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Figura 7.13 Resposta livre para o deslocamento tranversal

Bernoulli) usando IC1.
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Figura 7.14

PSD para o modelo de Euler-Bernoulli para IC1.
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Figura 7.15 Resposta livre para o deslocamento tranversal e fase (modelo de

Rayleigh) usando IC1.
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Figura 7.16 PSD para o modelo de Rayleigh para IC1

Na Fig.7.17 sao comparadas as respostas entre os modelos de Euler-

Bernoulli e Rayleigh utilizando as condigoes iniciais do tipo IC1.
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Figura 7.17 Comparacao entre os deslocamentos transversais para os modelos de

Rayleigh e Euler-Bernoulli

Nas Figs.7.19 e 7.20 sao apresentadas as respostas para uma carga

transversal f(t,z) variando harmonicamente no tempo, ou seja,

Ascos(wet), O<x<d
Ftay =4 M (o) (7.120)
0, d<zx <L
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Entrada

(L
A0

Figura 7.18 Entrada cossenoidal f(t,z).

Para esse caso sao apresentados deslocamentos transversais no extremo
r = L para wy variando de 2 a 12 rad/s. Nas Figs.7.19 e 7.20 tem-se os resultados

considerando-se o modelo de Rayleigh; na Fig.7.21 para o modelo de Euler-Bernoulli.

Note que em sistemas lineares a resposta é composta por uma solugao
homogénea e uma solucao particular. A solucao homogénea oscila segundo as
freqiiéncias naturais e a solucao particular oscila segundo a freqiiéncia de entrada
wr. A magnitude da solugao particular depende das condigoes iniciais, freqiiéncia
de entrada w; e da amplitude do forcante. O estado subharmonico ocorre quando
a freqiiéncia forcante equivale a duas vezes a freqiiéncia natural, e a magnitude da

solucao homogénea é grande comparada a da solucao particular ©.

6Uma abordagem detalhada de subharmonicos e superharmonicos é encontrada em [63]
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Figura 7.19 Resposta forcada harmonica para o modelo de Rayleigh.

Observa-se na Fig.7.19 que o sistema responde de acordo com a os-
cilagoes devidas a freqiiéncia natural conforme é forcado com freqiiéncias préximas
ao dobro das freqiiéncias naturais de aproximadamente 2.371Hz. O mesmo ocorre
na Fig.7.20 para a freqiiéncia natural de aproximadamente 15,04Hz. O mesmo nao

se verifica nos resultados para o modelo de Euler-Bernoulli na Fig7.21.
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Figura 7.20 Resposta forcada harmonica para o modelo de Rayleigh para freiiéncias

préximas a freqiiéncia natural de 15.04Hz.
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A seguir sao comparados os resultados para os dois modelos simultane-

amente para as freqiiéncias de entrada variando de 2 a 12 Hz.
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— Euler-Bemoull (12Hz) Lemnpu (s)

---- Rayleigh (17H7)

Tabela 7.6

A seguir é feita a decomposicao

cossenoidal (7.120), ou seja,

da resposta forcada para a entrada

pAscos(wet), O0<z<d

ft,z) =

0,

d<x<L.
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Tabela 7.7 Respostas permanente, homogénea induzida e forcada para as

freqtiéncias wy =2Hz, 4Hz, 6Hz e 8Hz.
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Tabela 7.8 Respostas permanente, homogénea induzida e forcada em

as freqiiéncias wy =2Hz, 4Hz, 6Hz e 8Hz.

xr = L para
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8 MODOS PARA NANOTUBOS DE
CARBONO

Pesquisas extensivas sobre nanotubos de carbono (CNTs) tem sido rea-
lizadas [3], [6] desde que os CNTs foram descobertos por lijima em 1991 [46]. Vdrias
aplicacoes dos CN'Ts tém sido discutidas recentemente, tais como forcas atomicas mi-
croscopicas, emissores de campo, preenchimento de nanotubos para materiais com-
postos e dispositivos eletronicos em nanoescala. Nanotubos com multiplas paredes
(MWNTs) tém o potencial para o desenvolvimento de nanoatuadores sem atrito,
nano-motores, nano-rolamentos, e nano-molas [52]. Assim, as pesquisas sobre na-
notubos de carbono podem levar a novas aplicagoes envolvendo outros materiais e
estruturas inteligentes. Uma vez que simula¢oes moleculares [55], [45]; [85] impli-
cam em altissimo custo, especialmente para problemas em grande escala, modelos do
continuo para CNTs tornaram-se uma ferramenta importante no estudo de nanotu-
bos de carbono. A maioria dos trabalhos nesta categoria esta focada na aplicagao de
modelos de placas e vigas eldsticas. No caso de vigas, o modelo de Euler—Bernoulli
¢ o mais amplamente utilizado na literatura na andlise de nanotubos de carbono. A
aplicabilidade desse modelo, no entanto, nao tem sido investigada extensivamente

[83] e [84].

8.1 Modelagem através de Vigas Elasticas

As equagbes governantes para o nanotubo de parede simples (SCNT),
seguindo a teoria de Timoshenko, sdo dadas por [83]

*v v 0o
PAﬁ—KGA(w—@ =0

0? 0? ov
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onde v representa o deslocamento lateral, ¢ é introduzido para medir a curvatura da
secao transversal devido a flexao, k é o coeficiente de ajuste, o qual foi sugerido como
sendo 10/9 para uma secao transversal circular. Como em modelos de nanotubos
a espessura do tubo é muito pequena, o termo referente a inércia rotatéria, pl %,

pode ser desconsiderado nos célculos [83], resultando, dessa forma, no modelo de

Vlasov.
':'.'Ill':h NEss ll . -
—_— Diameter of Mid Surfaced
\‘.\f"',F e s
S,
P v
{ { ™ A

Length L

Figura 8.1 Nanotubos de paredes duplas e miltiplas.

Na andlise de um nanotubo de parede dupla (double walled nanotube ou
DWNT), o modelo de viga assume que os dois tubos permanecem coaxiais durante

a deformacao.

As equacgoOes governantes para o tubo interno e externo podem ser es-

critas via modelo de Timoshenko
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0*v vy 0
pA@—tZ1 — k(GA), <3721 — %) = c(vg —vy)

0> 0? 0
(o1, Gt = (B0, G5 w6, (G = o) =0
(8.2)
2 2
PA%;Q — 1 (GA), (%;22 - %) = —c(v2 — 1)
0? 0? 0
(o1 G~ (B0, 52 = n (6, (52 - ) =0,

onde os subindices 1 e 2 referem-se as variaveis nos tubos interno e externo, res-
pectivamente. O calculo da constante ¢ foi sugerido por Yoon et al. [87] como
c W e = 1(di+ds), a = 142 x 10"%cm. Do ponto de vista da
mecanica estrutural, o efeito da forca de van der Waals é representado por molas

distribuidas com rigidez ¢, atachadas na interface do tubo interno e externo do

DWNT.

A seguir, apresenta-se a derivacao das propriedades materiais dos na-

notubos usados em modelos de vigas.

8.2 Propriedades materiais

Um interesse chave em aplicar a teoria do continuo por meio de mo-
delos de vigas em anélise estatica e dinamica de CNTs estd na determinacao das
propriedades materiais dos CN'Ts, como por exemplo a rigidez fletora. O objetivo
aqui consiste em estabelecer um primeiro contato com a teoria de nanotubos de
carbono através do estudo de um nanotubo de parede simples modelado segundo a

teoria de Vlasov. O comprimento de tal nanotubo é L, e o diametro é d. A expressao
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classica para a rigidez da viga é dada por

El = o1 (d?) — df) , (8.3)
onde d, e d; representam os diametros externo e interno da superficie da viga; h =
(d, — d;)/2 é a espessura do nanotubo (h =t = 0.34nm para um SWNT; h = Nt
para um N-facetado MWNT); ¢ (0.34nm) é o espago de equilibrio entre nanotubos
adjacentes; F é o mdédulo de Young do nanotubo; v = 0.145 é a taxa de Poisson.
Ru [71] propos que a rigidez fletora efetiva do um nanotubo de carbono de parede
simples deveria ser considerada como um parametro independente do material e nao
relacionada a espessura de equilibrio. Dos resultados obtidos por Yakobson et al.
[85], a espessura representativa de um nanotubo é de 0.066nm o que é muito menor
que o diametro da maioria dos nanotubos. Substituindo as igualdades d, — d; = 2h
e assumindo d, =~ d; = d se a espessura representativa do nanotubo é bem pequena,

a rigidez da viga pode ser expressa como

BI= 7 (@ - df) =

EﬁthE
64

2 2 d?, (8.4)

onde a rigidez é Et = C' = 360.J/m? (Yakobson et al., 1996) [85]. Note que embora
a expressao acima seja proposta sob a hipdtese d > h, o erro na derivagao ainda
permanecerd menor que 4.5% se um nanotubo de parede simples com diametro
d = 1nm é investigado para a espessura representativa tomada como 0.066nm,
conforme [71]. A densidade de massa por unidade de comprimento de um nanotubo
de parede simples, pA, foi proposta por Yoon et al. em [87]; p = 2.3g/cm? foi
proposto como a densidade do nanotubo; A = 7wdt é a area da secao transversal.
Quando se considera o modelo de Timoshenko, outros dois parametros utilizados
E

sao GI e GA, onde G = i) ¢ o modulo de cisalhamento para o nanotubo. Os

outros dois parametros foram propostos como

El nC Entd mCd
= _ & A= _ | |
=iy "t T s T e (8:5)
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Para o caso de dois tubos coaxiais com mesmo momento de inércia de
area, os parametros discutidos anteriormente para o caso de nanotubo de parede

simples, sao dados por

pA = Wpt(dl + d2)7

B wC 3 3
CA = Ertd wC(dy + dg)7

2(1+v) 2(1+v)

onde d; é o diametro intermediario do tubo interno, e dy = d; + 2 x 0.34nm é o

diametro intermedidrio do tubo externo.

8.3 Modos de Timoshenko e Aproximacao de
Vlasov

Considere-se o movimento de uma viga de comprimento L descrita pelo

modelo de Vlasov

pAP ) 2w (25— o)) | = st

ot? Ox ox
8.7)
Py(tr) 0 [ ou(t) ou(t, z) - (
pIT ~ {El pe } — kGA < . w(t,:c)) =g(t,x)
8.3.1 Viga fixa-apoiada
Considere-se as condigoes de contorno

u(t,L) =0, .(t,L)=0. (8.9)
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Matricialmente, tem-se a matriz formada pelos coeficientes das condigoes de con-

torno
A B 0 0
B = , (8.10)
0 0 C B
onde
1 0 00
A= . B= , (8.11)
01 0 0
1 0 0 0
C= , D= . (8.12)
0 0 01

Para obter as freqiiéncias naturais w, utiliza-se a base dinamica nor-

malizada, de modo que

w(z) = h,(z)c; + hy(z)cy, (8.13)
onde os vetores 2 x 1
c c
Cp = H s Co — 2 (814)
C12 C22

nao ambos identicamente nulos, sao determinados a partir das condic¢oes de contorno
e w é o vetor de varidveis da forma

w = ult, ) : (8.15)

U(t, x)

Formulando-se a equacao modal, Uc = 0, onde U = B® com B sendo a

matriz formada com os coeficientes das condic¢oes de contorno e ® é a matriz formada
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com valores da base dinamica normalizada em © =0 e x = L, tem-se

00 00O

1 00
B — A B 0 0 _ 01 00O0O0O0O (8.16)
0 0 C D 000 01O0O0O0
_0 000 O0O0©O0 1_
[ 1 0 0 0o |
0 1 0 0
7 0 | 0 0 1 0
® — 0 1 _ 0 0 0 1
ho(L) hyi(L) hop1(L)  hoa2(L) hiai(L) hija(L)
| ho(L) hi(L) | ho21(L) hoga(L) hipi(L) hia(L)
hg,n(L) h;12(L) b1 (L) h/1,12(L)
hoot(L) Tooa(L) Ry g (L) his(L)

Assim,

U = . (8.17)

hoii hop2 hiin hiae

/ / / /
ho,21 ho,22 h1,21 h1,22

onde as componentes de U sao calculadas em x = L.
Utilizando a base de Euler para h(z), isto é

dsinh(ex) — esin(d x)

Mz) = ab(e2+6%)€d

(8.18)

e substituindo valores na equacgao caracteristica det(U) = 0, resulta

A = det(U) = 0 = dtanh(el) — etan(dL) = 0, (8.19)
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ou, equivalentemente,

A =det(U) = 0= /€ + g*tanh(eL) — etan(/€* + ¢g>L) = 0. (8.20)

Para o célculo das freqiiéncias naturais wy,, resolve-se (8.20) para € e, a partir destes

valores, calculam-se os parametros r e d, ou seja,

2\ g
r= e+ ] —Z e = +4 (8.21)
2 4
onde tem-se que
g? = (e/b+c/a))w?, 1t = cw?(—ew?®+ a)/ab. (8.22)

Da equacao modal Uc = 0, conclui-se que as componentes c¢11 € ¢z sa0

nulas. Portanto,

Cl = ) Co = s (823)

e entao, de Uc = 0, tem-se as expressoes

hy11(L)car + hig2(L)caa =0,

hll,zl(L)Cﬂ + hl1,22(L)C22 =0.

Fazendo, co; = 1, o valor coy corresponde ao fator de forma

(8.24)

g =

_hl,ll(va) + h’1,21(L7W)
hi2(L,w) + h/1,22(L7W>7
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para cada raiz da equagao caracteristica que satisfaca as condigoes

hia2(L,w) + R 99(L,w) # 0, (8.25)
(h12(L,w))* + (R 90(L, )) # 0. (8.26)

Assim, as autofuncoes serao do tipo

w(z) = hy(z) )
o(L,w)

isto é,

h1711 (ZE, CU) + U(L, W)hLlQ(l’, w)
w(z) =

higi(2,w) + o(L,w)h g2z, w)

para cada w raiz de (8.19) ou (8.20), satisfazendo as condigoes (8.25) e (8.26). Aqui

[cref st (@ - anii 827)
© acw?h(z) —adz};(ax) — cbw? Pl 4 2 h(x) |
e
| hatEE (@) +h() (@~ aew?) b (8.28)
1 — | |
a? ) —abTHE) 4 cu?(a)

Para a equagao governante satisfazendo (8.1), toma-se o limite para o
parametro e tendendo a zero em (8.22) e em (8.27) e (8.28). Assim, as matrizes h,
e h; modificadas resultam em
—ab L) —a’h(x)

. dx3
ho = 2 d*h(z) 2dh(z) | .2
acw’h(z) —a=—75* — cbw® =77 + a® h(x)

dx3
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Viga fixa-livre

Neste caso tem-se condi¢oes de contorno da forma

e

h]_ -
8.3.2
Matricialmente,
onde

u(t,0) =0,
u (t, L) —w(t, L) =0,

A BoO
0 0 ¢C
10-
A= . B
0 1
0—1-
C= :
0 0

Y(t,0) =0,

. (t, L) = 0.

0

B )

oo
00|
0 1

Seguindo o mesmo procedimento anterior, obtém-se

1 0
0 1

I
h’o,22

0
0

/
h1,21

0
0

/ / / /
_h0,21 + ho,n _ho,22 + h0,12 _h1,21 + h1,11 _h1,22 + h1,12

/
h0,21

/
h1,22

251

(8.29)
(8.30)

(8.31)

(8.32)

(8.33)

(8.34)
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onde as componentes de U sao calculadas em x = L. Da equacao modal Uc = 0,
conclui-se que as componentes ci; e ¢1o sao nulas. Portanto,

o = , Co= : (8.35)

Utilizando a base de Euler para h(z), e substituindo valores na equagao caracteristica

det(U) = 0, resulta

A =detUU)=0=(¢°+ 262)2 + g’e\/g? + 2tan(\/g? + e2L)tanh(eL) = 0. (8.36)

Determinadas as freqiiéncias, segue de (8.34)

(—h1g1(L) 4+ hY 11 (L)) car + (—higa(L) + Ay 15(L)) c22 =0 (8.37)
(8.38)
h,1’21(L)021 + h/1’22(L)C22 - 0 (839)

Fazendo, co; = 1, o valor ¢9; corresponde ao fator de forma

w w w (8.40)
o= , .
Maa(Lsw) = higa (L, w) + R 9o(L,w)
para cada raiz w da equagao caracterisitca que satisfaca as restrigoes
h/1,22(L w) + hl 12(L,w) — Iy 22(L>W) (8.41)
(P11 (L, w) + B 11 (L,0))° 4 (—hags(L,w) + R o )2 40 (842)

2

(P o1 (L, w))" + (h/122( w))* #0. (8.43)
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8.3.3 Viga apoiada-deslizante
Neste caso a viga esta sujeita as condi¢oes de contorno
u(t,0) =0, ¥, (t,0) =0, (8.44)
(t, L) =0, wug(t,L)—(t,L)=0 (8.45)
ou, matricialmente, tem-se os coeficientes das condigoes de contorno
A B 0 0
B = (8.46)
0 0 C B
onde
10 0 0
A= , B= , (8.47)
0 0 0 1
0 1 0 0
C= , D= (8.48)
0 -1 10
A equagao modal Uc = 0 resulta
1 0 0 0
0 0 0 1
u = ,  (8.49)
ho 21 ho,22 hy .21 hy22
L hlo,n - ho,21 hlo,12 - ho,22 h,1711 - h1,21 h,1712 - h1,22 i

onde as componentes de U sao calculadas em x = L. Da equacao modal Uc = 0,

conclui-se que as componentes ci; e cy9 sao nulas. Portanto,

C1 =
C12

(8.50)
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Novamente, utilizando a base de Euler para h(x) e substituindo valores

na equagao caracteristica det(U) = 0, tem-se que
A = det(U) = 0 = (6% + €*)cos(dL)cosh(eL) = 0 (8.51)

com ¢ e € relacionados pela equagao (5.54).

Decorre que

o = w, n inteiro. (8.52)
Da definicao de ¢, segue
5t —6%g* —rt=0. (8.53)
Os valores
=0 —g° (8.54)

sao calculados apds determinadas as freqiiéncias.

Segue de Uc = 0 que

ho22(L,w)cia + hyo1(L,w)ca; =0

(hp1o(Lyw) = hoga(L,w))erz + (11 (L, w) — hioi(L,w))ear = 0.

Fazendo, c15 = 1, o valor ¢g; corresponde ao fator de forma

ho,22<L7

_ w)
h1,21(L7 w

) (8.55)

o =
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para cada raiz de (8.51) que satisfaca as restrigoes

(hopa(L,w))* + (hy 21 (L,w))* # 0

(P 1o(Lw) — h0722(L,w))2 + (W (L, w) - h1,21(Law))2 # 0.
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(8.56)
(8.57)

A seguir, sao apresentados os resultados obtidos para o caso de um

nanotubo de carbono apoiado-deslizante.

Tabela 8.1 Valores dos parametros usados nas simulagoes .

Propriedade Valor
h 0.066nm
d 1nm
L 9nm
v 0.145
. 0
C 360 x 10787 /nm?
p 2.3 x 1072 kg /nm?
ET z X 10~8Jnm
GI el
GA 2(71r$u)d

Nas simulagoes foram calculados os quinze primeiros modos de vibragao

do sistema. Os valores obtidos para os parametros €, e ¢,,, € para as quinze

primeiras freqiiéncias de vibragao w,, (em Hertz) sdo apresentados nas Tabs. 8.2

e 8.3, considerando os modelos de Vlasov e Timoshenko, respectivamente. Note que

as freqiiéncias de vibracao para o nanotubo modelado segundo a teoria de Vlasov
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¢ superestimada em relagao aquelas obtidas segundo a teria de Timoshenko. Note
também que o parametro € é puramente imaginario (modelo de Timoshenko) a par-
tir da décima primeira freqiiéncia positiva de vibracao. Isso ocorre porque os valores
de w ultrapassaram o valor do parametro da frequéncia critica, conforme discutido

ao longo do quinto capitulo.

m Win €m Om,
1 230.17 0.1738 0.1745
2 2009.92 0.5060 0.5235
3 5281.98 0.7978 0.8726
4 9622.79 1.0383 1.2217
5) 14635.10 1.2282 1.5707
6 20025.04 1.3749 1.9198
7 25604.42 1.4876 2.2689
8 31263.31 1.5742 2.6179
9 36941.57 1.6412 2.9670
10 42608.30 1.6937 3.3161
11 48248.96 1.7353 3.6651
12 53857.86 1.7686 4.0142
13 59433.93 1.7956 4.3633
14 64978.38 1.8177 4.7123
15 70493.50 1.8359 5.0614

Tabela 8.2 Valores calculados para os parametros wy,, €., € 6,, para as 15 primeiras

freqiiéncias positivas para o modelo de Vlasov.
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m Wiy €m Om
1 229.75 0.17352 0.1745
2 1980.5 0.49806 0.5236
3 0112.7 0.76660 0.8726
4 9171.9 0.96605 1.2217
3 13809 1.0953 1.5708
6 18797 1.1561 1.9199
7 24002 1.1479 2.2689
8 29337 1.0636 2.6180
9 34753 0.87920 2.9671
10 40216 0.49321 3.3163
11 45705 0.67530 ¢ 3.6653
12 51208 1.1495 ¢ 4.0143
13 26711 1.5320 ¢ 4.3634
14 62215 1.8793 ¢ 4.7124
15 67712 2.2067 @ 5.0614
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Tabela 8.3 Valores calculados para os parametros wy,, €., € 6,, para as 15 primeiras

frequéncias positivas para o modelo de Timoshenko.

Os modos normalizados considerando o modelo de Vlasov, sao apresen-

tados na Fig. 8.4. A linha continua representa modo relativo ao deslocamento e

a linha pontilhada o modo relativo ao giro. Os modos normalizados considerando

o modelo de Timoshenko, sao apresentados na Fig. 8.5. Novamente, linha pontil-

hada refere-se ao giro e linha continua ao deslocamento. Observe que nao ha uma
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diferenca quantitativa representativa entre os modos, tanto para o deslocamento

quanto para o giro, entre os dois modelos.

2 [ g g 2 [ 8 2 4 8
079, PG, 0
3 i 3
0m . 002 002 L
K @ Oo B
U0 *2, 004 i a0 %
006 . i i f
. % 06 %
0. . 2% % ‘s
g 008
i b %
I B g 01
01 — % “
014 s - 012 .
i )
016 °<>¢ 0% % 014 g
018 i 28 °°<>% 076
02 o , %
k7 o ot00s 12 R . " 0n00s00s
Modo 4 Modo 5 Modo 6
o . /\
2 4 8
bl 0 i 01 §
amy N\, . :
. .
004 3 2 B 8 3 2 g
5
006 * % 2 2
il % - . ;
g 01 T 2 a1 >
a1 o . .
13 o o i °
012 4 K o B o
o o 02 . & 02 !
o1 % s ., W .,
+ 4t ¢ 2 + i
016 fopmk ol g

Tabela 8.4 Modos de vibracao para o modelo de Vlasov.
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Modo 3

§ g 2 4* 6 8 2 4t 6 8
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il o "
| 008 . 0
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5 1% 3 s
-0.08: [N 008 °
o i 008
012 i 01
014 014 a1
016 0% [t
18 018 016
Modo 4 Modo 5 Modo 6
oo i 0 0
2 4 §
IR, il i3
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Tabela 8.5 Modos de vibracao para o modelo de Timoshenko.
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A seguir comparam-se as variagoes nos modos para o deslocamento e

giro, conforme o modelo (Timoshenko ou Vlasov) escolhido.

Modo 1 Modo 2 Modo 3
2 ik 5 8 2 4 X g 8 2 4k 6 g
0 0 i
0.02 0.02 002
004 004 004
A 005 06
08 008
o i 008
012 i 01
T 18 a1
016 016 414
01 016 016
2 02 018
02
Modo 4 Modo 5 Modo 6
2 4k ] 8
0 08
o L 06
004
9 g 6 0.4
I i
0,06 i 02
A
008 ” 4
\ a N : 0
a1 % i o : 4y
o . L
012 X, o & o
o 02 5 04 X,
014 Q3 /[ . 4
g g 05000, 0F g 4
016 i & B,
Modo 8 Modo 9
1
08
5 08
08 05
04 1 04
02
02 ) g
D T H 2 ¢
i 2 12 4 e
)
02 3 ¥ Qoo 04 o
04 X, ot 05 Y
. A i 5
06 e, 2 08 . B
OWO‘} 1 OO o
08 | ot
Modo 10 Modo 11
04 13
03
12
02 0z
ik
; . 01
2 B 8 2 4 B 8
0 0 o
0 i
02
02 55
04 { 43 4 03
4
v o4 e 04

Tabela 8.6 Modos para o deslocamento: (-) Timoshenko; (¢) Vlasov.



Nanotubos de Carbono 261

Modo 1 Modo 2 Modo 3
2 I 8 2 [ g 2 48 8

i 0 0

0006 006 405

a0 001 001

0015 0015 001

om am an

0025 00245 0025

0m 0.03 -0.03
003 0.0%

Modo 4 Modo 5 Modo 6

0.0z 0.12
0
oot 008
4 (i 0.8
: 4 il
an i 002
* i
002 ek
003 0t
008

Qo
0,04 it -0.08

18
16
04 14
12
1
08
n: 0§
04
02
0
: 02
04
il
RO 08
N, -
12
Modo 10
03 "

{ 02

02
- 01
0 0

4 E

a1 21

02
02

03
03

Tabela 8.7 Modos para o giro: (-) Timoshenko; (¢) Vlasov.
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9 CONCLUSOES

Este trabalho apresentou um estudo de problemas modelados segundo
as quatro principais teorias existentes para analise dinamica de vigas: FEuler-Bernoulli,

Rayleigh, Vlasov e Timoshenko.

A abordagem de sistemas acoplados foi realizado de maneira direta,
eliminando a utilizagao de técnicas usuais encontradas na literatura para trans-
formagao de sistemas de ordem superior em um sistema matricial de primeira ordem
no tempo. Também, na andlise espectral, evitou-se a técnica frequente de desacoplar
os deslocamentos transversais e o giro nas equagoes de Timoshenko e Vlasov em
equacoes espaciais de quarta ordem e manter o acoplamento através das condigoes
de contorno. Com isso, mantém-se a dependéncia da resposta fundamental sobre os
termos forcantes originais, diferentemente do que acontece com o desacoplamento,

onde os termos forcantes resultam completamente modificados.

A obtencao das autofungoes ou modos para determinar as amplitudes
de respostas harmonicas em vigas de Timoshenko e Vlasov foi facilitado com o uso
da base gerada pela resposta fundamental matricial devido aos valores iniciais desta
resposta. A decorrente formulagao matricial facilitou o estudo sobre a existéncia
de autovalores duplos em uma viga de Timoshenko livre-livre, obtendo-se que a
analise pode ser referida ao comportamento de uma resposta escalar caracteristica
que inclui implicitamente os parametros do problema. Além disso, como nao é feito
o desacoplamento, trabalha-se sempre no espaco fisico do problema, diferente do que
acontece quando o sistema é desacoplado em equacgoes de primeira ordem no tempo,
segundo a formulacgao de estado ou a teoria de semigrupos. A transformacao de um
sistema de segunda ordem em um sistema de primeira ordem muitas vezes acarreta
perdas importantes, como a perda da simetria e/ou da positividade dos coeficientes
do sistema. A formulacao utilizada para obtencao da resposta, calculada de maneira

exata, permitiu uma andlise passo-a-passo do problema. Essa resposta analitica
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resultou facil de ser obtida pela utilizagao da formula que envolve a resolucao de

equacgoes caracteristicas de trés tipos: algébrica, diferencial e em diferencas.

Para a obtencao da resposta fundamental, foram introduzidos proble-
mas adjuntos de natureza evolutiva e de natureza espacial. Na literatura, o conceito
de adjunto é restrito aos coeficientes espaciais do modelo e nao é muito discutido o
conceito de modelo evolutivo adjunto. A discussao sobre condigoes de contorno ad-
juntas, condicoes do tipo valor inicial adjuntas e o caso de condigoes mistas adjuntas
apresentada neste texto vem a clarear ou preencher uma lacuna existente na liter-
atura no que diz respeito a bilinear de contorno da identidade de Green-Lagrange.
A introducao da funcao de Green de valor inicial permitiu obter uma representacao
integral da resposta dinamica para o modelo de Timoshenko com condigoes de con-
torno genéricas. A solucao para os casos envolvendo os modelos de Vlasov, Rayleigh

e Euler-Bernoulli podem ser obtidos como casos limite do modelo de Timoshenko.

As respostas forgadas foram definidas através da integral de convolugao
da resposta fundamental com o termo nao homogéneo que corresponde a excitagao
externa. A decomposicao da resposta forcada mostrou-se muito 1til, ja que o calculo
da integral de convolucao é bastante complexo e implica alto custo computacional.
A decomposicao, como foi formulada, permitiu a identificagdo da componente dom-
inante da solugdo (homogénea induzida ou permanente), isto é, aquela que mais
contribuiu para a resposta do problema como um todo, mesmo para problemas
com maior complexidade nas condi¢oes de contorno, como os apresentados ao longo
do trabalho e, por exemplo, em [14]. Além disso, a decomposi¢do de respostas
forcadas em sistemas distribuidos foi ampliada para sistemas matriciais evolutivos

distribuidos de segunda ordem, que inclui o modelo de Timoshenko.

Foi proposto um modelo nao-linear para o estudo de plataformas off-
shore e realizadas simulacoes diante excitagoes harmonicas. Tal estrutura foi mode-
lada como uma viga de Timoshenko em ambiente oceanico e sujeita a deslocamentos

axials, transversais e de rotacao. As equacoes governantes e as condi¢oes de contorno
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foram obtidas através do principio variacional de Hamilton extendido e resultaram
sendo nao-lineares e acopladas. Essas EDPs nao-lineares e acopladas juntamente
as respectivas condigoes de contorno foram resolvidas numericamente usando uma
aproximacao em diferencas finitas e o método de Runge-kutta de quarta ordem.
O modelo simplificado foi composto por uma viga apoiada em uma mola torcional
linear eldstica e com uma massa afixada no extremo livre da viga. As forgas do
fluido foram modeladas usando a equacao de Morison e a teoria das ondas lineares
de Airy. A partir de uma linearizacao do modelo, obteve-se o sistema de equacgoes
governantes lineares juntamente as condigoes de contono. Simulagoes foram feitas
para este modelo linear e comparadas as respostas obtidas para um problema do
mesmo tipo, porém governado pelas equacoes de Rayleigh e de Euler-Bernoulli e

suas respectivas condi¢oes de contorno.

Para o modelo nao-linear acoplado, foram obtidas as respostas livre,
livre-amortecida e forcada, respectivamente. Observou-se a presenca de subharmonicos
quando a freqiiéncia forcante aproximou suficientemente a freqiiéncia natural de
aproximadamente 15rad/s para a viga modelada segundo a teoria de Rayleigh onde
o sistema respondeu como metade da freqiiéncia forcante. Este resultado esta de
acordo com a literatura e foi importante para a validacao do cédigo computacional;
Para a viga modelada conforme a teoria de Timoshenko, nao foi observada a pre-
senca de subharmonicos, conforme o esperado. A introducao de deslocamentos inici-
ais nao-nulos ao sistema causou um aumento na amplitude da resposta, mas que nao
representou grande mudanca no aspecto qualitativo da solug¢ao. Qualitativamente,
os resultados para o deslocamento tansversal do modelo nao-linear acoplado de Tim-
oshenko, mostrou-se semelhante aqueles da literatura para o modelo de Rayleigh. A
diferenca ficou restrita a amplitude de vibracao. Observou-se também que a forca
exercida pelo fluido afeta diretamente o deslocamento transversal e a rotacao. A am-
plitude do movimento de rotacao da secao transversal apresentou maior magnitude

em relacao a do deslocamento transversal.
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Nanotubos de carbono foram modelados segundo a teoria de Timo-
shenko, validando a aproximacao de Vlasov frequentemente utilizada nas aplicagoes.
Foram obtidas freqiiéncias naturais na escala Terahertz correspondentes aos modos
de vibracao coaxiais para um nanotubo de parede simples. Os resultados mostraram
que para este caso as diferencas nas freqiiéncias naturais e modos de vibragao entre
os modelos de Timoshenko e Vlasov sao insignificantes de um ponto de vista fisico,

0 que nao necessariamente deve ser o caso com nanotubos de paredes multiplas.

Como um trabalho futuro em relagao ao estudo de nanotubos, seria de
interesse investigar o comportamento das respostas livres e forcadas de nanotubos
de carbono de paredes multiplas. Tais nanotubos poderiam ser modelados, por ex-
emplo, como uma série de vigas de Timoshenko conectadas por dispositivos elasticos

representando as forgas interatomicas Van der Waals.
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