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RESUMO

Este trabalho aborda a solugao numérica das equacoes lineares de dguas
rasas. O método dos elementos finitos é utilizado para a discretizagao espacial das
equagoes que modelam o problema, e para a discretizacao temporal, o esquema
semi-implicito de Crank-Nicolson é empregado. Além de alguns conceitos comuns
quando se trabalha com escoamentos geofisicos, sao descritas também a formulagao
das equagoes de aguas rasas, sua linearizagao e uma solucao analitica para um caso
onde o parametro de Coriolis é nulo. A escolha adequada de pares de elementos
finitos é a principal dificuldade quando se trabalha com esse método para a re-
solucao da equagao de aguas rasas. Assim, é discutido o uso de quatro pares de
elementos finitos e técnicas de estabilizagao para contornar o surgimento de modos
espurios na solucao discreta. Os resultados numéricos sao realizados com auxilio do
software FreeFem-++, onde se pode notar a capacidade dos pares de elementos de
reproduzirem o escoamento, através da solugao discreta, além das propriedades de

conservacao de massa e energia de cada discretizagao.

Palavras-Chave: Equacao de Aguas Rasas, Método dos Elementos Finitos, Técnicas

de Estabilizacao, FreeFem++.
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ABSTRACT

This work is about the numerical solution of the linear shallow wa-
ter equations. The finite element method is used for spatial discretization of the
equations that model the problem and for the time discretization the semi-implicit
Crank-Nicolson scheme is used. Besides the concepts related to geophysical flows,
the formulation of the shallow water equations, their linearization and an analy-
tical solution for a case where the Coriolis parameter is zero are also described.
The appropriate choice of a pair of finite elements is the main difficulty when wor-
king with this method for solving the shallow water equations. The use of four
pairs of finite elements and stabilization techniques to circumvent the appearance
of spurious modes in the discrete solution are discussed. The numerical results are
performed using the software FreeFem++, where one can notice the ability of the
elements to represent the discrete solution and mass and energy conservation of each

discretization.

Keywords: Shallow Water Equations, Finite Element Methods, Stabilization Te-

chniques, FreeFem++-.
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INTRODUCAO

O estudo de escoamentos geofisicos preocupa-se com a compreensao
dos conceitos fundamentais de dinamica que sao essenciais para o entendimento
da atmosfera e dos oceanos (Pedlosky, 1986). A principio, a dinamica de fluidos
geofisicos trata com todos os movimentos de fluido ocorridos naturalmente. Esses
movimentos ocorrem em uma escala espacial e temporal de longo alcance, desde a

rapida e mais suave brisa até as fortes correntes atmosféricas e oceanicas.

Dentre os escoamentos geofisicos com superficie livre, os modelos de
aguas rasas sao comumente usados, desde que as dimensoes verticais sejam muito
menores que as dimensoes horizontais. Isso faz com que a componente vertical da

velocidade seja desprezada diante das componentes horizontais.

As equagoes de aguas rasas sao obtidas a partir de simplificacoes nas
equagoes de momento e continuidade (Pedlosky, 1986). Apesar de ser relativamente
simples para comportamento do escoamento de aguas pouco profundas, permitem
estudar, por exemplo, rios, barragens, as interagoes entre agua doce e salgada, a
dispersao de poluentes, como o petroleo, como a propagacao de ondas de gravidade,

etc.

Uma das ferramentas disponiveis para o tratamento numérico é o método
dos elementos finitos. Este método, com origem na engenharia aerondutica e civil,
consiste em encontrar uma versao mais fraca do problema original, a chamada for-
mulacgao variacional, que é depois aproximada num espaco de dimensao finita com
uma base de fungdes adequada (com suporte compacto), intimamente ligada a dis-
cretizagdo do dominio do problema (Johnson, 1987). Esse método ¢é atualmente
bastante usado para a resolugao de problemas em areas como engenharia civil, ele-
tromagnetismo e dinamica de fluidos, justificando sua escolha para aproximar as

equacoes de aguas rasas.
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A viabilidade do uso do método dos elementos finitos para modelos
oceanicos foi primeiramente estudada por Fix (1975), usando um modelo quase-
geostrofico. Esse modelo é obtido a partir das equacoes de dguas rasas através
de uma expansao assintotica do campo de velocidades para diferentes ordens do
numero de Rossby e representa as oscilacoes em torno do balanco geostréfico. O
balanco geostréfico é de importancia fundamental quando se trabalha com escoa-
mentos geofisicos, pois relaciona o equilibrio entre a forga do gradiente de pressao e

a forca devido a rotacao da Terra.

O método dos elementos finitos apresenta grandes vantagens no seu uso,
como por exemplo a capacidade de trabalhar com malhas nao-estruturadas. Esse
tipo de malha permite representar dominios complexos com mais facilidade. Isso é
muito atrativo do ponto de vista oceanografico, onde o niimero de costas irregulares,
assim como estreitos e ilhas, é grande. O uso de uma malha nao-estruturada permite
alcancar alta resolucao gragas a possibilidade de refinamento local. Assim, pode-se
concentrar o esfor¢co computacional na regiao de maior interesse. Além do mais, o
método dos elementos finitos tem uma rigorosa estrutura matematica que facilita a
definicao de nogoes como o erro, taxas de convergéncia e condicoes de estabilidade.
Condigoes de contorno do tipo Neumann sao facilmente aplicadas quando se obtém

a formulacao variacional, sem a necessidade de imposicoes ou aproximagoes.

Apesar das vantagens do método, a principal dificuldade é encontrar
um par de elementos adequado para a velocidade e elevacao, para simular a solucao
numeérica. Esses elementos devem representar o fluxo geofisico corretamente e con-
servar a massa para que possam ser usados em um longo tempo de simulacao. Eles
também nao podem permitir modos espirios, seja para a velocidade, seja para a
elevacao. Os modos espurios sao pequenas oscilacoes na solucao discreta introdu-
zidas pelo esquema de discretizacao espacial. Esses modos espirios ocorrem tanto

para formulagdes com elementos finitos, quanto para diferencas finitas (Roux et al.,
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1998). Se os modos espurios nao sao levados em conta na discretiza¢ao do problema,

eles podem deixar certos ruidos na solug¢ao numérica.

Muitos trabalhos tém estudos direcionados na obtencao do melhor par
de elementos finitos que consiga reproduzir a solucao de dguas rasas. Em trabalhos
como o de Roux et al. (1998), diversos pares de elementos sao testados avaliando sua
capacidade de reproduzir a equagao que modela o balanco geostrofico. Isso é feito
através de uma andlise de Fourier dos elementos, mostrando qual deles apresenta
melhor amplitude quando calculado em determinado nds, além de simulacoes em
tipos diferentes de malhas, estruturadas e nao-estruturadas. Um par de elementos
nao muito conhecido e pouco usual, cuja funcao base da velocidade é linear em cada
um dos sub-triangulos (obtidos do refinamento de cada elemento da triangulagdo em
quatro subelementos) e constante para a elevagao com trés nds internos é escolhido
como o melhor candidato para realizacao de testes computacionais com uma equagao

linear de aguas rasas.

No trabalho de Hanert et al. (2009), um elemento de Raviart-Thomas
e um elemento linear nao-conforme sao utilizados em analises como as de taxas de
convergéncia e propriedades de conservacao. Esses elementos nao possuem modos
espurios para a elevacao e possuem baixo custo computacional por serem elementos
de baixa ordem; por isso sao considerados promissores para o uso na solucao da

equacao de aguas rasas.

Na literatura, pode ser visto que alguns pares de elementos, usualmente
descartados pela presenca de modos espurios, recebem um tratamento diferenciado
para que se tornem aptos em simulacoes de equacoes de aguas rasas. Assim, no
trabalho de Hanert et al. (2002) sao empregadas técnicas de estabilizagao, como
a formulacao de minimos quadrados de Petrov-Galerkin. Essa consiste em adicio-
nar termos na equagao da continuidade (obtidos através da equagao de momento),
multiplicados por uma constante de difusividade, a fim de garantir um esquema

estabilizado.
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Hanert e Legat (2006) também verificaram que a imposigao da condigao
de contorno de impenetrabilidade nas formas fraca (como tipicamente condigoes
de contorno naturais sdo impostas) ou forte (adicionando a restri¢do no espago
funcional) tem grande influéncia no surgimento de modos espirios na solugao. Desse
modo, a atribuicao de condic¢ao de contorno fraca ou forte pode eliminar o problema
dos modos espuirios de certos pares de elementos e assim torna-los capazes de realizar

simulagoes com modelos de dguas rasas.

O estudo do controle de modos esptirios na solugao discreta ja era rea-
lizado anteriormente para esquemas de diferencas finitas na discretizacao espacial.
No trabalho de Batteen e Han (1981) esse estudo foi realizado a partir das equagoes
lineares de aguas rasas, com o uso técnicas analiticas e numéricas para identificar
os tipos de modos espurios presentes em cada tipo malha apresentada. Através da
analise da relacao de dispersao, eles obtiveram a frequéncia exata e a frequéncia para
cada um dos esquemas de diferencas finitas. As simulagoes realizadas mostraram a
maneira que cada esquema de diferencas finitas distorce a frequéncia exata. Esse
trabalho também motivou o artigo de Hanert et al. (2002) que relaciona os resulta-
dos das malhas de diferencas finitas com os respectivos pares de elementos finitos

equivalentes.

Em trabalhos com equacoes de dguas rasas nao-lineares, o uso de es-
quemas semi-lagrangeanos para a discretizagao da derivada total é bastante comum.
O esquema semi-lagrangeano combina simultaneamente a facilidade do uso das ma-
lhas regulares dos métodos eulerianos com a aprimorada estabilidade dos métodos
lagrangeanos e permite o uso de grandes passos de tempo permitidos pelo critério de
estabilidade Courant-Friedrichs-Lewy (CFL). Isso permite que, em geral, esquemas
semi-lagrangeanos tenham melhores resultados que esquemas eulerianos e lagrange-

anos (Roux et al., 2000).

Um esquema euleriano eficiente para as equagoes nao-lineares é abor-

dado por Hanert et al. (2005). Em seu trabalho é realizada a simula¢do de um an-
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ticiclone no golfo do México. Para isso, é utilizado um elemento nao-conforme para
a velocidade e linear para a elevacao, onde para a discretizacao temporal utilizou-
se 0 esquema semi-implicito de Crank-Nicolson para a equagao de movimento e o
esquema leap-frog para a equacao da continuidade. Os resultados apresentados sao
comparados com outros esquemas semi-lagrangeanos, mostrando a eficacia dessa

discretizacao euleriana.

Para comparar os pares de elementos utilizados neste trabalho, o caso
linear das equagoes de dguas rasas é utilizado. Essas equacoes sao um problema
teste tradicional para escolher discretizacoes espaciais apropriadas. O modelo de
aguas rasas é também o modelo geofisico mais simples que permite a existéncia de

ondas de gravidade inerciais (Hanert et al., 2002).

As equagoes lineares de aguas rasas também sao um modelo simples e
ainda numericamente pratico para descrever a propagacao de tsunamis. Elas sao a
forma mais simples das equacoes de propagacao de tsunamis que nao contém termos
convectivos nao-lineares. No trabalho de Liu et al. (2009), as equagoes lineares e nao-
lineares (com atrito no fundo) de dguas rasas descrevendo tsunamis sdo comparadas
em uma simulacao no mar da China, a fim de prever o risco potencial de tsunamis na
costa chinesa. O resultados indicaram que o uso da teoria linear consegue modelar
com precisao suficiente a parte sul do mar da China, mas na parte leste os termos
nao-lineares devem ser levados em conta, isso porque o fundo do mar é muito mais
raso na parte leste (cerca de 300 m) do que na parte sul (mais de 1000 m). As
simulagoes com equacoes lineares de aguas rasas sao frequentemente utilizadas, visto
que elas apresentam um baixo custo computacional. Na realizacao de simulagoes,
o uso de um modelo nao-linear levaria cerca de quatro a cinco vezes mais tempo
computacional que um modelo linear para conseguir resultados precisos. Segundo
Liu et al. (2009), com a agilidade dos modelos lineares, a previsao da propagacao de

tsunamis na costa da China permitiriam um alerta de tsunami muito mais precoce.
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No capitulo 1 deste trabalho, introduzem-se algumas notagoes de pro-
duto interno e norma de espaco de funcgoes, assim como conceitos da descricao do
movimento de fluidos. Sao abordados também outros conceitos que estao relaciona-
dos ao comportamento de escoamentos geofisicos, como ntimero de Rossby, forca de

Coriolis, aproximagao do plano beta e alguns tipos de onda.

No capitulo 2 realiza-se a deducao das equacoes de aguas rasas, como
sendo um sistema fisico constituido de um fluido homogéneo, incompressivel, com
profundidade média H, movimentando-se sobre uma superficie plana. Além disso,
faz-se a linearizacao das equagoes para obter a expressao que governa o problema

abordado neste trabalho.

No capitulo 3 é apresentada uma solugao analitica para a equacao linear
de aguas rasas para um caso simplificado, onde o parametro de Coriolis é nulo, cuja
resolucao é realizada via separacao de variaveis. As equacoes de conservacao de

massa e energia também sao obtidas a partir das equacoes lineares.

No capitulo 4 é obtida a formulagao variacional das equagoes que mode-
lam o problema, a fim de realizar a discretizacao espacial pelo método dos elementos
finitos, a discretizacao temporal pelo esquema de Crank-Nicolson e suas proprieda-

des de conservacao de energia.

No capitulo 5 ¢é realizada uma abordagem sobre os tipos de pares de
elementos que serao empregados para calcular a solucao numérica. Verifica-se prin-
cipalmente a deficiéncia que esses pares de elementos apresentam ao gerar ruido
na solugao discreta, assim como o uso de técnicas de estabilizacao para contornar

alguns desses problemas.

No capitulo 6 sao apresentados resultados de simulagoes com as equagoes
de dguas rasas, realizadas com FreeFem-++-. Os testes computacionais simulam on-
das de gravidade, ondas de gravidade inerciais e ondas de Rossby e avaliam a capa-

cidade desses elementos em representar a solugao geofisica, com os diferentes pares
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de elementos abordados neste trabalho e o efeito do uso das técnicas de estabilizagao

para controlar ruidos na solucao numérica.

No capitulo 7 apresentam-se finalmente as consideragoes finais do tra-

balho e as perspectivas futuras.



22

1 CONCEITOS PRELIMINARES

Neste capitulo, apds a definicao de alguns conceitos relacionados a mo-
vimento de fluidos, alguns conceitos basicos envolvendo escoamentos geofisicos, como
nimero de Rossby, for¢a de Coriolis e plano beta também sao apresentados, a fim

de estabelecer os resultados preliminares que serao usados neste trabalho.

1.1 Definicoes e Notacgoes

Considere L?(Q) o espago de funcoes mensurdveis de quadrado in-
tegravel em ), um subdominio limitado de R%. Para um inteiro m > 0, denota-se
H™(Q) o espago de Hilbert de ordem m sobre €2, contendo fungoes v em L*(Q) tais

que suas m-derivadas fracas, estejam em L*((), isto ¢,

H™ = {v e L*(Q); D*v € L*(Q), |a| < m}, onde (1.1)
olal(.
DO‘() = 8(11 (a)27 |Oé| = Qg + (6%) (12)

e o = (v, ) é um vetor de inteiros nao-negativos. O produto interno em H™ e

sua norma sao definidos por

(w), =Y / D wDwdSY,  ||v]|m = (v, v)2. (1.3)
jaf<m ¢
Especificamente, o espago H°(Q2) = L*(2) tem sua norma, ||-[lo = ||-|],

e produto interno denotado por

(v, w) = /ﬂvwdQ, |v]| = (v, v)"/2. (1.4)
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1.2 Descricao do Movimento de Fluidos

1.2.1 Descrigao Lagrangeana

O objeto do estudo é o movimento de uma particula de fluido (ou

elemento) ocupando uma certa regiao no espago.

Na descricao lagrangeana, o movimento de cada particula é descrito
acompanhando-se a sua trajetéria total. Pode-se imaginar que um observador estuda
o movimento da particula deslocando-se simultaneamente com ela e assim medindo

a taxa de variagao total de suas propriedades (Lemes e Moura, 2002).

1.2.2 Descricao Euleriana

A ideia da descricao euleriana consiste em fixar o tempo e estudar o
movimento das particulas que passam por um volume de controle ou uma regiao
fixa no espago. Repetindo esse procedimento para instantes de tempo diferentes,

pode-se ter um entendimento do comportamento do escoamento ao longo do tempo.

Em meteorologia, por exemplo, o escoamento do ar, em geral, é estu-
dado utilizando descri¢oes eulerianas. As estagoes meteoroldgicas regulamentadas
pela OMM (Organizacao Meteorologica Mundial) fazem medigoes das varidveis que
caracterizam o estado do fluido, tais como: temperatura, pressao, vento, umidade
do ar, etc., que irdo descrever as caracteristicas do escoamento atmosférico (Lemes

e Moura, 2002).
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1.3 Conceitos relacionados a geofisica

Quando se trabalha com escoamentos geofisicos, existem conceitos que
sao de comum conhecimento tanto nos modelos atmosféricos quanto nos oceanogra-

ficos. A seguir sao abordados alguns desses conceitos.

1.3.1 O ntumero de Rossby

Ao trabalhar com escoamentos geofisicos, muitas vezes depara-se com
movimentos em grande escala. Esses movimentos sao aqueles que sao significativa-
mente influenciados pela rotagao da Terra. Uma medida importante para analisar
se um movimento é de grande escala e a influéncia da rotacao da Terra em um

fenomeno particular é o nimero de Rossby.

Considere L um comprimento de escala caracteristico e U uma veloci-
dade horizontal caracteristica do movimento. Assim, o tempo que um elemento de

fluido com velocidade U leva para percorrer uma distancia L é L/U.

Para que a rotagao da Terra seja importante para o fenomeno em

questao deve-se ter

>0t (1.5)

=l

onde €2 é a velocidade angular de rotacao da Terra, comumente dada por €2 =
7,3 x 107® s7!. Caso contrério, se o perfodo de tempo for muito menor que o
periodo de rotacao da Terra, o fluido pode mal sentir o efeito da rotacao para tal

escala de tempo do movimento.
A equagao (1.5) pode ser escrita em uma forma equivalente:

v -4 (1.6)

Ro=5q1 =

O parametro R, é o numero adimensional conhecido como numero de Rossby.

Através desse adimensional, define-se um escoamento de grande escala como sendo
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aquele cujo comprimento de escala L é grande o suficiente para tornar R, de ordem

1 ou menor.

1.3.2 Forca de Coriolis

A forga de Coriolis é uma for¢a aparente que resulta da rotacao diaria
da Terra. Essa for¢ca é denominada aparente devido ao fato de existir somente em
referenciais em rotacao. Na forma vetorial, a forca de Coriolis por unidade de massa
¢ expressa por

Fo=—-20x u. (1.7)

A velocidade de uma particula de fluido é perpendicular a forca de
Coriolis. Por esse motivo, a for¢ca de Coriolis somente é capaz de alterar a direcao e

nao a magnitude do vetor velocidade (Marshall e Plumb, 2007), ou seja,
(Qxu) - u=0. (1.8)
Desse modo, essa forca tende a desviar o movimento de uma parcela de

fluido para a direita, no hemisfério norte, e para a esquerda no hemisfério sul, como

visto na Figura 1.1.

Hemisfério .~
Norte /.~

-~ Hemisfério

--._Sul

Hemisfério
Sul

Figura 1.1: Efeito da forga de Coriolis em uma particula de fluido.
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Para os propositos deste trabalho, utiliza-se um sistema local de coor-
denadas cartesianas para representar a forca de Coriolis, negligenciando a curvatura

da Terra.

Figura 1.2: Sistema de coordenadas locais, para uma latitude () e longitude (\)

fixas, onde a é o raio da Terra.

Conforme a Figura 1.2, na latitude 6, define-se um sistema de coorde-
nadas locais, tal que as trés coordenadas nas direcoes z, y e z, apontam na diregoes
leste, norte e vertical, respectivamente. As componentes de €2 nesse sistema de

coordenadas sao (0, cosf,Q2send). Assim,

Qxu=(0,Qcosb,Qsend) x (u,v,w)

= (Quwcosf — Qusend, Qusen f, —Qu cos ) (1.9)

A partir da equacao anterior, é possivel fazer algumas simplifica¢oes. Primeiramente,
pode-se desprezar a componente vertical da equagao (1.9), considerando Qu < g.
Essa relacao frequentemente é satisfeita para a atmosfera e oceano. Em seguida, de-
vido a pequena espessura da camada atmosférica e oceanica, as velocidades verticais
(tipicamente < 1 ¢m/s) sdo muito menores que as velocidades horizontais. Assim,

¢ possivel desprezar o termo envolvendo w, na componente z, em €2 X u. Logo, o
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termo de Coriolis é escrito como:

—2Q x u ~ (2Qusen §, —2Qu sen 6, 0)

= —fk X u, (1.10)

onde k é o vetor unitdrio na diregao z (vertical) e f = 2Qsenf é definido como o

parametro de Coriolis.

A forga de Coriolis depende da velocidade do corpo em relacao ao refe-
rencial em rotacao e é nula, por definicao, no caso de um corpo imovel em relagao
a esse referencial. A componente vertical da forca de Coriolis é muito menor que a

gravidade, deste modo ela pouco afeta os movimentos verticais.

1.3.3 Ondas de Gravidade

Ondas de gravidade sao ondas geradas em um meio fluido, ou na in-
terface entre dois meios (por exemplo, entre a atmosfera e o oceano), que ocorrem
devido a interacao de duas forgas: o empuxo (que tende a fazer com que matéria no

meio flutue) e a gravidade (que puxa a matéria em dire¢ao a superficie terrestre).

Ondas de gravidade com escalas horizontais maiores que a algumas
centenas de quilometros e periodos maiores que algumas horas sao influenciadas pelo
efeito de Coriolis. Essas ondas, afetadas pela rotacao da Terra, sao denominadas

ondas de gravidade inerciais (Holton, 2004).

Uma forma de perceber a influéncia da rotagao da Terra no escoamento
é o raio de deformacdo de Rossby, Ry = +/gH/f, onde g é a gravidade e H é a
profundidade média do escoamento. Esse parametro determina quando os efeitos da
rotacao tornam-se tao importantes quanto o empuxo ou a gravidade. Por exemplo,
para uma latitude de 45° N o parametro de Coriolis é f = 10~* s~!. Considerando
um escoamento com profundidade H = 4 km, tém-se o raio de deformagao R; =

2000 km, para H = 40 m tem-se Ry = 200 km. Assim, para que o escoamento sinta
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a influéncia da rotagao da Terra ele deve ter um comprimento horizontal maior do

que os raios mostrados anteriormente, com suas respectivas profundidades.

1.3.4 Ondas de Rossby

As ondas de Rossby, também conhecidas como ondas planetérias, sao
fenomenos naturais intrigantes. Elas sao facilmente observadas na atmosfera, mas
sua existéncia nos oceanos foi primeiramente estudada por Carl-Gustav Arvid Ros-
sby, na década de 1930, e indiretamente comprovada antes mesmo da chegada de

satélites oceanograficos.

Essas ondas sao dificeis de serem observadas, o que é causado pela
grande diferenga entre as escalas horizontal e vertical. A escala horizontal dessas
ondas é da ordem de centenas de quilometros, enquanto que a amplitude de oscilacao

(escala vertical) na superficie do mar é de poucos centimetros.

Outra caracteristica é que elas deslocam-se do leste para o oeste e nao
viajam rapidamente, sua velocidade é da ordem de poucos ¢m/s variam com a
latitude e aumentam no equador. Isso quer dizer que elas podem levar meses, ou até
anos para atravessar inteiramente uma bacia oceanica. Além disso, a existéncia das

ondas de Rossby esta associada a variacao do parametro de Coriolis com a latitude.

1.3.5 Plano Beta

Uma aproximagao na qual o parametro de Coriolis, f, varia linearmente
no espaco ¢ chamada aproximacao do plano beta. Essa aproximagao consiste em
tratar uma regiao da superficie da Terra como sendo localmente achatada. Para
isso, faz-se uma expansao em série de Taylor do parametro de Coriolis sobre uma

latitude de referéncia, 6y, da regiao de interesse.
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Seja Y a distancia de latitude que é zero no equador, aumenta para o

norte e diminui para o sul. Pode-se escrever,
Y =10, (1.11)

onde 1y € o raio da Terra e # é a latitude. A variacao de f em relacao a uma latitude

de referéncia 6, é:
Af=f—fo (1.12)
Expandindo f em série de Taylor, em torno de 6, e desprezando o termo de segunda

ordem, tem-se

9fo

= —Y. 1.1
e pela equacdo (1.12) e a regra da cadeia,
~ 0fo 00
Note que, pela equagao (1.11) tem-se 00/9Y = 1/rq, de onde segue que
1 dfo
= -2V 1.1
Af ro 00 ¥ (1.15)
Com f = 2Qsen (), tem-se
Ofo _0f ,\ _
20 = B0 (60) = 22 cos(6y). (1.16)

Como o interesse esta relacionado na aproximagao em um plano, xy, a
partir de latitude de referéncia, 6y, pode-se escrever a aproximacgao do parametro de

Coriolis por

f~fo+Boy,  Boy < fo (1.17)

onde
fo = 2Qsen (6y), (1.18)
Bo = = cos(b)- (1.19)

To
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O fato da aproximacao do plano beta permitir a variacao do parametro
de Coriolis com a latitude possibilita o estudo de fenomenos como as ondas de
Rossby, descritas na secao anterior. O uso dessa aproximacao é ilustrado na Secao 6.4

através da andlise do comportamento de ondas de Rossby em um dominio quadrado.
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2 AS EQUACOES DE AGUAS RASAS

No estudo de geofisica, é muito comum deparar-se com situagoes em
que o comprimento da onda é muito maior que o comprimento da camada de fluido
considerada, fazendo com que a componente vertical da velocidade seja desprezada

diante das componentes horizontais.

Neste trabalho o interesse esta voltado para essas situagoes, governa-
das pelos modelos de dguas rasas, onde a profundidade H ¢ muito menor que o

comprimento de onda ou comprimento caracteristico do corpo de dgua L, H < L.

Ao fazer a deducao das equagoes, algumas hipdteses sao feitas implici-

tamente:

o fluido é incompressivel;

o fluido esta disposto sobre um superficie plana;

o atrito entre o fluido e o fundo é desprezado;

o fluido estd em equilibrio hidrostético (hd um balango de forgas entre

o gradiente de pressao e o campo gravitacional).

Antes de realizar a derivacao das equacoes de aguas rasas introduz-se

algumas equagoes basicas da mecanica de fluidos.

2.1 Equacao da Continuidade

Na auséncia de fontes ou sumidouros dentro do fluido, a condicao da

conservacao de massa é dada pela equacao da continuidade,

% +V - (pu) = 0. (2.1)
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A equagao (2.1) indica que um crescimento local de densidade com o
tempo deve ser balanceado por uma divergéncia do fluxo de massa pu. Essa equacao

pode também ser reescrita, por

Dp
g - 2.2
Dt—i—pV u =0, (2.2)
onde
D 0
E_ . 2-
Di at+u \Y (2.3)

¢ a derivada total' com respeito ao tempo.

2.2 Equacao de Momento

A equacao de momento vem da segunda lei de Newton, trata das forcas

que atuam sobre um elemento de fluido. Esse é equacao é dada por

u
ou seja, a massa por unidade de volume vezes a aceleracao é igual a soma do gradiente
de pressao, a forga de corpo pVe¢ e a forga F(u), onde ¢ é o potencial pelo qual
forcas de corpo conservativas como a gravidade podem ser representadas. A forca

F(u) é, a principio, qualquer for¢a ndo-conservativa, mas no nosso caso F(u) é a

forga de friccao no fluido.

2.3 Equacao de Momento em um Sistema de Referéncia

em Rotacao

No trabalho com escoamentos geofisicos deve-se ter preocupacao com a
influéncia da rotagao da Terra no escoamento. Desta forma, a equacao (2.4) precisa

considerar o efeito dessa rotagao (Kalnay, 2003).

ITambém conhecida como derivada material ou substancial.
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Em um sistema de referéncia em rotagao com referencial localizado no
centro da Terra, a velocidade vista em uma estrutura inercial, u;, é dada pela
velocidade na estrutura em rotacao, ug, mais a velocidade devido ao efeito da

rotacao com velocidade angular €2, ou seja,
ur =up+ Q2 xr, (2.5)

onde r é o vetor posicao de uma particula de fluido arbitraria, os indices [ e R
representam a velocidade em uma estrutura inercial e uma estrutura em rotagao,
respectivamente. A velocidade u; também é conhecida como velocidade absoluta e

upr, como velocidade relativa.

Na verdade, a equacao (2.5) é o caso particular da férmula geral rela-
cionando a derivada total no tempo de um vetor qualquer, A, em uma estrutura em

rotacao a sua derivada total em uma estrutura inercial, ou seja,

(24) (24 q.a ”

Uma derivagao completa da equagao (2.6) pode ser vista em Pedlosky

(1986, pag. 14-17).

Aplicando a equagao (2.6) a u; tem-se,

D’U,] D’U,[
= Q 2.7
(%)= (5r) roe &

e substituindo (2.5) em (2.7) pode-se notar que a aceleracdo em uma estrutura

inercial e uma estrutura em rotacao esta relacionada por

DQ2 D
<Du1> :(DU’R) +—><r+Q><(—T> + QX (ugp+ Q2 xr),
I R R

Dt Dt Dt Dt
D’LL] D’U,R DQ
= 2Q Q x (2 — X T 2.8
(Dt)I (Dt)R+ X up + QX ( ><r)+Dt><'r (2.8)

A diferenca existente entre estruturas em rotacao e a inercial fornece os trés ter-

mos adicionais no lado direito da equacdo (2.8). Eles sdo a aceleragao de Coriolis
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(segundo termo), a aceleracao centrifuga (terceiro termo) e a aceleragao devido a va-
riagao na prépria taxa de rotagao (quarto termo). Neste trabalho, €2 é considerado
uma constante, assim o ultimo termo do lado direito de (2.8) é desprezado. Note
que lado esquerdo da equagao (2.8) foi descrito anteriormente através da equagao
(2.4). Portanto, em uma estrutura em rotacao movendo-se com a Terra, a aceleracao

aparente é dada por

D’U,R 1 1
= —— —2Q —Q x (2 -F. 2.
(Dt )R pr+V¢ X UR X ( ><r)+p.7-' (2.9)

A aceleracao centrifuga pode ser reescrita em termos de 7, ou seja,
QX (Ax7r) =0 x (Qx71y), (2.10)
onde r, ¢é definido como o vetor de distancia perpendicular do eixo de rotagao a

posicao do elemento de fluido em r, conforme Figura 2.1.

A

Q

T

Qx(Qxr)

Figura 2.1: Aceleragao centrifuga, 2 x (2 x r)

Como consequéncia, obtém-se a equagao
Qx (2 x7r)=—|QPr,L, (2.11)
com o auxilio da féormula do triplo produto vetorial, dada por

Ax(BxC)=(A-C)B-(A-B)C. (2.12)
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Desse modo, pode-se escrever a forga centrifuga como uma funcao potencial, ¢, ja
que,

Qx (Q2xr)=-Vo,, (2.13)

e assim definir o potencial total ® = ¢ + ¢.., onde

QP |9 x e
2 2 ’

Pe (2.14)

Logo, a equacao do momento para um observador em um sistema de

coordenadas em rotagao é

Du

1 1
= —ZVp+ VP - 20 ~F, 2.15
D ; p+ XU+p (2.15)

onde u é a velocidade vista em um sistema em rotagao.

2.4 O modelo de Aguas Rasas

Considere uma camada de fluido com densidade constante, como mos-

trado na Figura 2.2. A altura da camada de fluido, partindo de z = 0, é h(z,y, t).

z
A

() jg

0 =
X

Figura 2.2: A profundidade total h(z,y,t) é definida como a soma da profundidade
de referéncia, H, e a flutuagao n: h(z,y,t) = H(z,y) + n(z,y,t)



36

A forca de corpo que decorre do potencial ¢ é modelada como o vetor
gravidade, g = —kg, perpendicular ao plano zy, ou seja, g = —V®. O eixo de
rotacao é o mesmo que o eixo z, i.e., 2 = k). Dessa forma pode-se simplificar o
parametro de Coriolis, escrevendo f = 2€). O fundo da camada de fluido é definido
pela superficie z = 0. Denota-se u,v e w as componentes da velocidade paralelas
aos eixos x,y e z, respectivamente. Finalmente, despreza-se os movimentos cuja

viscosidade nao é importante.

Além disso, pode-se escolher escalas caracteristicas para a profundidade
do fluido e para o comprimento horizontal denotadas por D e L, respectivamente. A
partir dessas escalas pode-se caracterizar a condi¢ao paramétrica fundamental para

escoamentos em aguas rasas, ou seja,

D
- 2«1 2.1
b=7< (2.16)

Como a densidade p é contante, a partir da equagao (2.1), tem-se a
condicao de incompressibilidade:

ou Ov Ow

V-u:£+a—y+§

=0. (2.17)

Os dois primeiros termos da equagao (2.17) sao O(U/L), onde U ¢é a escala carac-
terfstica para a velocidade horizontal?. Para a velocidade vertical, a escala carac-

teristica é denota por W, logo

w

o~ Oo(U/L) (2.18)
e por (2.16),

W ~ O(U). (2.19)

Para estimar os termos da equacao de momento, escreve-se na forma
de componentes a equagao (2.15), com suas respectivas ordens de magnitude, con-

siderando a equacao sem viscosidade. Tem-se:

20 sfmbolo O() denota a ordem do termo entre parénteses e é usado para quantificé-lo.
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Na direcao z:

ou ou ou ou 10p

T o | — o= 2.2
at " {u8x+vay+w82} Jo pox’ (220)
U U? U? Uuw P

= - i - = 2.21
T L L p V=r (2:21)

Na diregao y:

ov ov ov ov 10p
U U? U? UW P
T 1 1T D V= (2.23)

Na direcao z:

ow ow ow ow 10p

kR PP ) P < 2.24

ot +{u8x+vay waz] p0z’ (2.24)
P

K ow uw  WWwW _ (2.25)

T L L D — pD’
onde T denota a escala caracteristica para o tempo, enquanto que P é a escala
caracteristica para o campo da pressao. Note que, na equagao de momento, a

pressao total foi definida como

p(@,y,2,t) = pgz + p(z,y, 2,1). (2.26)
Observe que por (2.19),
uw U U DU
-~ EO(5U) ~ 50 (T) , (2.27)
assim,
Uw U?
o~ —_— . 2.2
Yo%)

Desse modo, pode-se obter a escala caracteristica para pressao a fim
de que o gradiente de pressao seja importante na equacao de balango de momento
horizontal. Em (2.21) ou (2.23) faz-se
U 22 U? uw

T I T TfU}’ (229)
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usando (2.28), tem-se

U U2 U? U?
P—pL{f A fU}’ (2.30)
L
P =pU {? U U U fL], (2.31)
L
P =pU [?, U, fL] , (2.32)

ou seja, a escala para a pressao depende de pU e do maior de um dos trés termos
entre colchetes. Por sua vez, a razao entre os termos do lado esquerdo de (2.24) e a

componente vertical do gradiente de pressao resulta em

Dw/Dt\ p[W/T UW/L UW/L WW/D]

“ <p 0p/ 0= ) h P/D ’ (233)
Dw/Dt\ p[W/T UW/L UW/L W/T]

“ <p 0p/ 0= ) h P/D ’ (2:34)

note que W/D = 1/T, na equagao anterior, dessa forma essa razao é limitada pelo

maximo dentre os termos no lado direito de (2.34), ou seja,

Dw/DE\  p[W/T,UW/L],,.
<p 0p/0z ) P/D ’ (2.35)
ou usando (2.32),
Dw/Dt . p [W/T7 UW/L]max . D [W/T7 UW/L]max (2 36)
op/0=  pU[L/T,U,fL], ../D  U[L/T,U, fL],.. '
_ DW [1/T7 U/L]max _ 5 W [1/T7 U/L]max (2 37)
- ULQYTU/L flpex UNYTU/L, fla '
Note que com W = D/T e U = L/T podemos reescrever a tltima expressao,
pD'Li]/Dt — D/T [1/T’ U/L]max . (238)
0p/0z L/T1/T,U/L, f], .«
Assim,
Dw/Dt _ 2 [1/T? U/L]max (239)

Popoz LT, UJL, [l
Pode-se ainda olhar (2.39) de outra maneira multiplicando numerador e denomina-

dor por 1/f. Tem-se,

Dw/Dt o [1/JT,U/f L]y
Pop/oz — ° WIT. UL e 240
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Desse modo, pode-se analisar a estimativa (2.40) de duas maneiras. Se o numero
de Rossby ¢ O(1) ou maior, a estimativa resulta em O(d%). Se o ntimero de Rossby
é pequeno, a estimativa é O(6% [1/fT,U/ fL]

ax)s Que para Rossby pequeno é ainda

menor que O(6%). Assim,
Dw O(ﬁ)@ (2.41)
"Dt 0z '

Como por hipétese § < 1, entdao 0% é ainda muito menor. Portanto o termo
O(6%)0p/0z é negligencidvel e a equagido (2.24) pode ser ignorada. Isso significa
que em termos da pressao total tem-se

op 9
5. — 9 + O(67) (2.42)

que é a aproximacao do equilibrio hidrostatico.

Como o segundo termo na equagao (2.42) é desprezado, pode-se fazer
uma integragao e obter
Como condicao de contorno na superficie usa-se a pressao atmosférica, py, ou seja
p(x,y, h) = po. (2.44)
Desse modo, A(x,y,t) = po + pgh e obtemos
p=pg(h—z)+ po. (2.45)

Pode-se notar também que o gradiente de pressao horizontal independe de z, i.e.,

dp  0Oh

o /)gax7 (2.46)
dp oh

= pg= 2.4
90~ "3y, (2.47)

e a aceleracao horizontal deve ser independente de z. Portanto, temos apenas a

equacgao de momento no plano dada na forma de componentes por

ou ou ou oh

- e - _ = —g— 2.4
ot e ey YT (248)
ov ov ov oh

z = - = —g—. 2.4
8t+u8x+vﬁy+fu g&y (2.49)
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A condicao que u e v independem de z permite integrar verticalmente

a equagao (2.17) de z =0 a z = h. Assim,

" ow ou Ov

ou Ov
w|Z:h — w’z:O = —h (% + a—y) . (251)

Na superficie, a velocidade vertical é a derivada material da posi¢ao de um elemento

de fluido em particular. Mas, a posicao do fluido na superficie é h, assim:

Dh _O9n  Oh Ok

Dh _Oh Ot o0 2.52
Dt ot “ar T Vay (252)

w|z:h =

Similarmente, a auséncia de escoamento no fundo da camada de fluido, z = 0, na

diregdo normal, fornece w|,—y = 0. Desse modo, substituindo em (2.51), tem-se

oh oh oh ou Ov
— Ftu—+v—=—-h|—+—|. 2.
ot Moz T Vay (8x+8y) (2.53)
Assim, a equagd@o (2.53) resulta em
oh  O(uh) O(vh)
st o T ey (2.54)

Nos casos estudados neste trabalho, as equacoes sao modeladas sobre
um fundo plano e considerando uma camada de fluido com auséncia de movimento,
onde essa camada, H, estd a uma profundidade constante. Assim, pode-se definir
uma profundidade total

ha,y,t) = H +n(z,y,t), (2.55)

onde 7 ¢ a variacao da altura do fluido na superficie.

Portanto, as equagoes de dguas rasas (2.48)-(2.49) e (2.54) na forma

vetorial sao

Ou

at—l—u~V'u,+fk><u—|—gVn:0, (2.56)

% + V- ((H+n)u) =0, (2.57)
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onde, por simplicidade, a partir deste ponto adota-se u = [u,v] como o vetor ve-
locidade no plano, f é o parametro de Coriolis e k é um vetor unitario na diregao

vertical.

2.4.1 Equacgoes Linearizadas

O estudo das equacoes linearizadas de 4dguas rasas ¢ motivado pela
analise de movimentos de pequena amplitude, que permitem a linearizacao das

equagoes de movimento.

Para obter as equacoes lineares, considera-se a definicao de profundi-
dade total dada pela equacao (2.55). A condic¢@o que a amplitude é pequena implica

que n < H. Além disso, supoe-se que u ¢ pequeno o suficiente tal que

ou
— . . 2.
oy > u-Vu (2.58)

Portanto, a forma linearizada das equagoes (2.56)-(2.57), ignorando todos os termos

quadraticos nas variaveis w e 77 com respeito aos termos lineares, sao dadas por

g—?—#kau—i-gVn:O, (2.59)
on
ST HY - u=0. (2.60)

As equacoes lineares de aguas rasas permitem analisar mecanismos fun-
damentais que ocorrem em situacoes mais complicadas. Desse modo, as equagoes
lineares descritas nesta secao, serao utilizadas no decorrer de todo o trabalho a fim
de diagnosticar possiveis problemas que surgiriam com o uso de diferentes esque-
mas de discretizacao espacial. Esse entendimento é importante para que o esquema
discreto esteja apto para resolver problemas mais complexos como, por exemplo,

equacgoes nao-lineares.
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3 SOLUCAO ANALITICA E LEIS DE
CONSERVACAO

Para alguns casos, é possivel obter a solu¢ao analitica da equacao de
aguas rasas. Neste capitulo é realizada, a obtencao da solucao analitica das equagoes

(2.59)-(2.60), com a condi¢ao de contorno w - n = 0 (Roux et al., 1998).

Além disso, as equagoes de conservacao de massa e energia sao obtidas

a partir das equacoes de aguas rasas do problema modelo estudado neste trabalho.

3.1 Solucao analitica da Equacao de Aguas Rasas para o

caso f =0

Para obtencao da solugao analitica, adota-se a velocidade inicial e pa-
rametro de Coriolis ambos igual zero. Assim, aplicando o operador divergente na
equacao (2.59) e multiplicando por H, obtém-se

H%V-u+gHAn:0. (3.1)

Derivando com rela¢do ao tempo a equagao (2.60), resulta em

0%n 0
w—i—HaV-u:O. (3.2)

Igualando as equagoes (3.1) e (3.2), a seguinte equagao da onda de segunda ordem
é obtida: ,

% —gHAn =0. (3.3)
A simetria circular da solugao (a solu¢ao nao depende da varia¢do angular) é pre-
servada pela auséncia do termo de Coriolis. Assim é possivel simplificar o operador
laplaciano, que dependera apenas da variacao radial, e obter a equagao em coorde-

nadas polares:
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0%n ng( on

— — ra—):O, 0<r<R, 0<t<oo (3.4)
r

o~ ror
onde ¢ = \/gH. Sujeita as condicao de fronteira

n.(R,t) =0, para t>0, (3.5)

com auséncia de singularidades na origem. As condigoOes iniciais sao:
n(r,0) = ae_bTQ, para 0<r<R (3.6)
m(r,0) =0, para 0<r<R (3.7)

onde a condigao (3.7) surge da imposigao da velocidade inicial zero.
Para resolver este problema, utiliza-se o método da separacao de vari-

aveis. Sendo assim, procura-se uma solugao da forma 7(r,t) = R(r)T(t). Substi-

tuindo na equagao (3.4) e separando as varidveis, tem-se:

T// B R/ _'_TR// B

2T rR A (38)

dando origem as equacoes:
T" — \*T =0, (3.9)
rR"+ R — MR =0. (3.10)

Note que deve-se ter A < 0, em (3.9), pois caso contrario a equacao (3.10) nao teria

solugao que satisfizesse (3.5). Pondo A = —pu?, obtém-se a solucao:
T(t) = C} cos(cut) + Cysen (cut). (3.11)

Aplicando a condicao inicial imposta em (3.7), tem-se 7"(0) = Cocu = 0. Conclui-se

que C5 = 0 e a solucao é dada apenas por:

T(t) = Cy cos(cut). (3.12)

Por outro lado, multiplica-se por r a equagao (3.10) e fazendo a mu-

danca de variavel s = ur, tem-se:

s —+S—S—|—8R:0, (3.13)
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que é a equacao de Bessel de indice 0. A solucao, portanto, é
R(r) = Ado(ur) + BYo(pr). (3.14)

No entanto, deve-se ter B = 0 em (3.14), pois a solucao deve ser finita e bem definida

em 7 = 0, pois é a origem do disco. Obtendo, assim,
n(r,t) = AJy(pr) cos(cut). (3.15)

A condicao de contorno (3.5), implica que J;(uR) = 0, isto é, u = u, sdo zeros da

funcao de Bessel J;. Encontramos entao as solucoes
N (1, t) = Ay Jo(pnr) cos(cpint) (n=1,2,--+), (3.16)

para a equacao diferencial e condicoes de fronteira. Fazendo a superposicao, final-

mente obtém-se a solucao da equacao diferencial:

n(r,t) = Z ApJo(pnr) cos(cpnt). (3.17)

n=1

Usando a condigao inicial (3.6), deve-se ter a série de Fourier-Bessel

ae " = n(r,0) = Z AnJo(pinT). (3.18)
n=1
Pela ortogonalidade das fun¢oes de Bessel (Churchill, 1941), os coeficientes A,, sdo:

/ n(r,0)Jo(pinr)rdr

A, =28 e
/ Jg(,unr)rdr
0

(3.19)

A solucao exibida nesta secao, é utilizada para fazer a comparagao com

solucao discreta no capitulo 6.
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3.2 Conservacao de Massa e Energia

Para calcular a quantidade global de massa, é necessario integrar sobre

todo o dominio da equacao da continuidade em (2.60). Assim, tem-se:

/%ﬂqv wdQ =0 (3.20)
o ndQ+H/V u dQ = 0. (3.21)

Aplicando o teorema divergéncia no segundo termo a esquerda de (3.21),

g ndQ+H/u n dl' =0, (3.22)

e pela condigao de contorno (3.5), obtém-se:

0
at/ndQ—O

Isso significa que para que haja a conservacao de massa, a integral

/Q n dS2, (3.23)

deve ser constante no decorrer do tempo.

Para obter a formulagao da conservagao da energia, o procedimento é
um pouco diferente. Toma-se o produto escalar da equagao (2.59) com uma veloci-

dade u e integra-se sobre ). Assim,

881; u+ fkxu-u+gVn-ud=0. (3.24)
Note que,
d 5 0 _Ou ou 0 (|u?

Além disso, pela identidade (b x ¢)-a = (c x a) - b, tem-se

(kxu) u=(uxu) k=0. (3.26)
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Substituindo (3.25) e (3.26) em (3.24), obtém-se:

0 [ |uf?
= [ = an cu dQ = 0. 2
at/ﬂ 5 +g/QVnu 0 (3.27)

Para estimar o segundo termo do lado esquerdo de (3.27), multiplica-se a equagao

(2.60) por 7 e integra-se sobre €. Assim, tem-se:

on

atn—l—H(V w)n dQ2 = 0. (3.28)

Sabendo que,

/Q(Vu)ndQ:/Qv.(nu)dﬂ—/ﬂvn.udﬂ
——/Qvn-udﬂ, (3.29)

jAqueu-n=0emlI.

Utilizando o mesmo argumento que levou a (3.25), para reescrever o

primeiro termo do lado esquerdo de (3.28) e substituindo a equagcao (3.29) em (3.28),

tem-se:
n?
\Y% dQ2 = — dSQ. 3.30
/ O H ot / (3:30)
Finalmente, substituindo (3.30) em (3.27) e fazendo algumas simplificagoes, tem-se:
0 ul>  n’
— | H— — dQ = 0. 3.31
ot /Q 2 T95 (3:31)

Portanto, para que a energia seja conservada, a integral

2 2
/QH% + g% dq, (3.32)

deve ser constante no tempo.
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4 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE
AGUAS RASAS

Neste capitulo realiza-se a discretizacao das equagoes de aguas rasas
introduzidas no capitulo 2 e que serao utilizadas no decorrer deste trabalho. Para o
processo de discretizacao, obtém-se a discretizacao espacial (semi-discretizac¢ao) via
método dos elementos finitos e em seguida a discretizacao temporal pelo método de

Crank-Nicolson.

4.1 Discretizacao das Equacoes Lineares

Considere 2 o dominio do modelo com fronteira I'. O problema linear

para as equagoes de dguas rasas é dado por

aa—?+fk><u+gv77:0 em x(0,7), (4.1)
%Jrgv.u:o em Qx (0,7), (4.2)
u-n=0 em I x(0,7), (4.3)

Uimo = ug em (4.4)

M=o =10 em £ (4.5)

onde u = [u,v] é o campo de velocidades no plano, 1 é a elevagao do fluido, n é a
normal externa unitaria, f é o parametro de Coriolis, g é a aceleracao da gravidade e
H é a profundidade média do fluido, considerada constante. Além disso, a velocidade

inicial e elevacao inicial sao ug e 7, respectivamente.

4.1.1 Semi-discretizagao

O primeiro passo para realizar a semi-discretizacao ¢ obter a formulacao

fraca (ou variacional) das equagbes que modelam o problema. Para isso, define-se



48

os espagos de funcoes:

V={p:Q—-R*:¢pc H( Q) xH (Qe¢p-n=0em}e
W={y:Q—=R:¢peL*Q)}

Considere u e n diferencidveis em ¢ tais que u(t) € V e n(t) € W para
cada t € [0,7]. A formulagao fraca das equagdes (4.1)-(4.2) é obtida integrando
essas equacoes multiplicadas por um conjunto de funcgoes testes ¢ e 1 pertencentes

ao mesmo espaco de w e 7, respectivamente,

(w;, @) + [k xu, @) +9(Vn,¢) =0, VopeV, (4.6)
() + H(V -u, ) =0, Yo eW. (4.7)

Na equagao (4.6) aplica-se o teorema de Green, para remover as deriva-
das na elevacao e assim evitar impor condigoes de contorno no campo de elevacao.
Ou seja,

(Vn, @) ==,V -¢)+(n. ¢ n)|r. (4.8)
Note que o segundo termo no lado direito de (4.8) se anula, pois ¢ € V e assim

¢ -n=0emlI.

Portanto, a formulacao variacional para o problema continuo consiste

em encontrar o par (u(t),n(t)) € V.x W, tal que
(ur, @) + f(kxu, @) —g(n,V-9) =0, VoeV, (4.9)
e, ) + H(V -u, ) =0, YW (4.10)

4.1.1.1 Meétodo dos elementos finitos

No método dos elementos finitos, busca-se uma solucao aproximada
(u”,n") em um subespago de dimensdo finita (V" WW") do espaco de dimensao in-

finita (V,W). As solucoes u" e n" sdo exclusivamente polinomiais por partes e



49

nao necessariamente do mesmo grau (Johnson, 1987). Desse modo, a partir da for-
mulagao variacional (4.9)-(4.10), o método dos elementos finitos ¢ formulado como:

Encontre (u”,n") € (V" W") tal que

(uf, @") + f(kxu" ¢") —g(n",V-8") =0, vo"eVh (4.11)
(i, 0"y + H(V -ul ") =0, vy" e W (4.12)

As funcgoes teste sao introduzidas como ¢; = ¢j(x), j = 1,--- ,N e
Y; = ¢Yi(x), j =1,---,M, onde N e M sdo os nimeros de graus de liberdade
para a velocidade e elevacao respectivamente. Essas fungoes sao fungoes polinomiais
por partes que servem como base para gerar os espacos aproximantes V" e W,

respectivamente. Assim, para qualquer (u",n") € V" x Wh tem-se as expressoes
N
’u’h(wa t) = Z uj<t)¢j (w)a (413>
j=1

0" (,t) = Zm(t)%(w)’ (4.14)

Fazendo uso de (4.13) e (4.14) pode-se resumir o problema (4.11)-(4.12) encontrando

os valores nodais u; e 7; tais que

U

N M
> % (Dms 03) + 1D (kX ;) (bms b5) =D g0 (Vm, ;) =0, m=1,--- | N, (4.15)

i=1 j=1 j=1

<
Il

N
=1 j=1

NE

<
Il

Até agora, obteve-se uma formulagao de elementos finitos semi-discreta.
Para obter a formulacao discreta é necessario escolher um método de discretizagao
temporal das derivadas. Com essa discretizacao temporal e o calculo das integrais,
na forma de produto interno nas equagoes (4.15)-(4.16), é possivel obter um sistema

linear no qual os valores nodais u; e n; podem ser encontrados.
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4.1.2 Discretizagao temporal

A discretizacao temporal que serd empregada no problema modelo é
baseada no esquema semi-implicito de Crank-Nicolson. Pode-se ilustrar o procedi-

mento aplicando o esquema as equagoes (4.9)-(4.10). Assim,

W™ @) + %U@ xu™ @) — gTAt (", V - @) = R*", (4.17)
<ﬁ”%w>+f%¥<v-wﬁﬁ¢>:fﬂﬂ (4.18)

onde
R = ()~ T2 et )+ I ), (4.19)
R = () — T ) (4.20)

Pode ser mostrado que a energia total do escoamento, descrita na secao 3.2, é con-
servada com a escolha de um esquema semi-implicito, como Crank-Nicolson, para
discretizacao temporal. Com efeito, considere E a energia total do escoamento, cuja

derivada é dada por

dE 1 ou an
2 (Hu 22+ 2l an. 1.21
dt 2/9( v 8t+gn6t) d (421)

Aplicando o método de Crank-Nicolson na equacao anterior e nas equacgoes (4.1) e

(4.2), a seguinte expressao ¢ obtida:

En+1 — En un+1 +u” un—i—l 4+ un T]n—i-l + nn
A :/QHT' [—f"’ Xy oV (Tﬂ
n+1 n n+1 n
+ g% {—HV~ (%” ). (4.22)

Com algumas manipulagoes algébricas e impondo a condi¢ao de contorno u-n = 0,

obtém-se

.n dl = 0. (4.23)

En+1 . / 7,In+1 + 77n un+1 + u’
= = — _4H

At r 2 2
O método de Crank-Nicolson é um esquema cuja a convergencia é de segunda ordem.

Por ser um esquema semi-implicito, esse método fornece uma grande flexibilidade

na escolha do passo de tempo.
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5 PARES DE ELEMENTOS FINITOS

No decorrer deste trabalho, é feito o uso de diversos pares de elemen-
tos finitos. Para isso, vamos introduzir a notagao usual para descrever os pares

estudados.

A nomenclatura P,,-P, significa que as componentes da velocidade e
da elevacao da superficie sao representadas como polinomios definidos por partes de

graus m e n, respectivamente.

5.1 O Par de Elementos P;-P;

O par de elementos P-P; tem grau 1 tanto para a velocidade quanto

para a elevagao. Na Figura 5.1 é ilustrado a disposicao dos nés e o suporte compacto.

Figura 5.1: Os simbolos “®”¢ “O”indicam os nds de velocidade e elevacgao, respec-

tivamente. A parte sombreada representa o suporte compacto do né 1.

O par P;-P; apresenta modos espurios para a elevacao da superficie,
como é mostrado por Hanert et al. (2002); Roux et al. (1998) e Pierre (1988). Uma

forma de verificar isso é calcular o espaco nulo do operador gradiente discretizado,
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(), definido como
Q' = [ Vs, (5.1
Qo

onde €y é o suporte da funcao base ¢; correspondendo a um né de velocidade

denotado por ¢ na Figura 5.2, na qual é indicada uma numeracao apropriada.

My 13

K3
K4 K2

T2

Kq

e A

Figura 5.2: N6 da velocidade ¢ e nés da elevacao, ao redor, para o par P;-P;.

Para um triangulo de referéncia definido na Figura 5.3,

yﬂ

h

0 3 >

Figura 5.3: Triangulo de referéncia para o calculo das fungoes base locais.

as funcoes base locais sao dadas por:

$i(z,y) =1—(z+y)/h, (5.2)
Q32<$,y) =z/h, (5.3)
d3(x,y) = y/h. (5.4)

e as componentes do gradiente de ¢;, no no6 i, em cada triangulo sao:



;

—1/h em K1 (§ KQ,
0,
I =350 em K3 e Kg,
1/h em K, e K,

\

Como o dominio de referéncia pode ser decomposto da forma €2y =

(

—]./h em K3€K47

0o
€ dy =40 em K5 e K,
1/h em K¢ e K.

\
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U, K, o céleulo

é feito sobre cada um dos triangulos e ao fim tudo ¢ somado. Assim, expandindo n"

em termos da funcdo base em (5.1) obtém-se um sistema linear 2 x 6. Para verificar

isso, tem-se

1* Componente:

0p;
hOPi _
/Kln o dQ)

dQ) =

5¢>z

/ z<15z 99 +771¢1 99 +772¢2
Ky

1 - . -
_E/ NP1 + P2 + N2z dQ
Ky

_h AR
90, 96, |
s o g iy o 9¢: i O

/ 109
Ko 3$

iy

h
n
\/I<3UK6 81‘
0p;
h>~7 Q:
/](477 ox d

K>

1 - - -
7 / Ne@1 + N3d2 + Nipz dQ
K>
h h h

—7726 - 7738 - 771‘8-

QO =0, pois%zo, em K3 e K.

ox
3@

/ R L L

1 . _
E/ 77i¢1 + Nap2 + N5¢3 dS2
Ky
h h

h
=MNiZ +Mas + M52

0¢;
h>~7 Q:
/K577 ox d

6 6 6

/KS 775%3@251

1 . . _
- / N501 + NeP2 + Nipz dQ
K

h
h h h

5 + g + s

925 cbz

5,
+ mcbz

+ 776¢6

(5.8)

(5.9)



54

2% Componente:

0, 0; 00;
/ Whgi dQ:/ 77@@ i +771¢1 i +772¢2 o1 ds2
K Y dy

1
= —/ 771¢1 + 771¢2 + 772¢3 dQ
Ky

h
h h h
=N = = 1
7I6+7716+7726 (5.10)

/ nh% dQ) =0, pois % =0, em Kj e Ks. (5.11)
KoUKs5 y y

0¢; 3Z
/zﬁézﬂﬁi/nm4¢+m@1¢+mw3¢
Ks Y K3 y oy

1 -
= _E/ M1 + 1idy + N33 dQ
K3
h h h

= g g g

/ nh% dQ:/ z¢z ¢ +774¢4 (b +775¢58¢Z
K, Y

1
= _E/ NP1 + Nady + N3 dQ
Ky
h h h

= —771'6 - 7745 - 7756-

[ onSran= [ ot v nad v modyt o
K Y Ks

1
= E/ Moy + Mida + Nsd3 dQ
Kg
h h h

=y + Ui + o

(5.12)

(5.13)

(5.14)

Com os célculos realizados acima, tem-se para a primeira componente
as expressoes em (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9) e para a segunda componente (5.10),
(5.11), (5.12), (5.13), (5.14). Somando essas expressdes e com algumas simpli-

ficacoes, tém-se

2(n2 — 1) + 3 — Na+m — 16 =0 (5.15)

24 —m) + 13 — 12 + 15 — 16 = 0. (5.16)
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A solucao geral de (5.15) e (5.16) é da forma

(7717 12,73, 114, 75,4 776) = (Cl, b7 ¢, a + da b— da c+ d)a (517>

onde a, b, ¢, d sao constantes quaisquer. Desse modo, existem quatro graus de liber-
dade correspondendo a quatro possiveis solucoes. Uma dessas é o campo de elevagao
e as outras trés sao modos espurios. Pela presenca de modos esptrios na solugao,
o elemento P;-P; nao parece ser um bom par para resolver aguas rasas. No en-
tanto, na Secao 5.4 é apresentada uma técnica de estabilizacao para esse par, a fim
de suprimir esses modos espurios. Assim, havera o par P;-P; com um modelo de

estabilizacao que aqui serd denominado como P;-P; estabilizado.

5.2 O Par de Elementos P»-P;

O par de elementos P»-P; também é conhecido como Taylor-Hood. Con-
forme a notacao introduzida, esse par tem grau 2 para a velocidade e grau 1 para

elevagao. Na Figura 5.4 pode-se ver os nés onde sao calculados velocidade e elevagao.

Figura 5.4: Os simbolos “®”e “O”indicam os nés onde sao calculadas a velocidade
e a elevacao, respectivamente. A parte sombreada representa o suporte compacto

do no 1.

Este par nao possui modos espurios para o campo de velocidade ou

elevacao da superficie. No entanto, pode-se verificar uma dificuldade em representar
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o balanco geostréfico com esse par de elementos. Para isso, considere a equacao do
balango geostrofico,

fk xu=—gVn, (5.18)

cuja formulacao fraca é dada por:

/(kxu)-¢dQ——— nV - ¢ dSd. (5.19)
Q fa

Resolvendo a equagao (5.19) pelo método dos elementos finitos, utiliza-se uma ex-
pansao do tipo w = ) u;¢; e n = Z]. n;¢;. A solugao discreta para a primeira
componente da velocidade, u, para os nés 1, 2, 3 e 4, respectivamente, da Figura

5.4, sao obtidas:

18u; — 2(ug + w11 + w1z + w15 + urr + Urg)

— (ug + w10 + w12 + w1 + use + u1s) = 0, (5.20)
16us + 4(ug + ur + ug + u19) — U — Uss

= 1;9}11(771 + s — 18 — o), (5.21)
16us + 4(ug + ug + ug + u11) — ug — Uy

= 2 n = o) (522)
16uy + 4(us + us + w11 + uiz) — Urp — Uig

= 1;92(771 + M4 — Mo — M) (5.23)

Para ver o comportamento da amplitude de fungoes gaussianas, define se as fungoes

ikz+ly) onde k e | sdo nimeros de onda nas direcoes x e v,

en =ne
respectivamente. Devido a simetria da funcao base, as amplitudes sao exibidas nos

nos 1, 2, 3 e 4, respectivamente. Tem-se:

u=0, (5.24)
"= %(Zl") i Seglgl/];ém 8+ 4cos(lh/2) + 415;;:;)(8::)1();5?2/)2 )— cos(k — 21)(h /2)] ;o (5:25)
" ?(Zl") | Se(r;f(L%Q) 8 + 4 cos(kh/2) + 4 cos(k ii)(h 72) — cos(2h — (i /2)} . (5.26)
"= %Zln) _ 8655%2) 8+ dcos(kh/2) j 522((;111//22))_ cosE T D /2)] (5.27)
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A representacao do balango geostrofico é essencial quando se trata com
escoamentos geofisicos. As amplitudes mostradas nas equagoes (5.24), (5.25), (5.26)
e (5.27) sao bem diferentes para cada um dos nés de velocidade. Isso leva a uma
ma representacao do balango geostréfico, principalmente para grandes ntimeros de

onda, podendo deixar ruidos na solugao discreta.

Apesar disso, esse par de elementos é muito utilizado para resolver
as equagoes de Stokes e Navier-Stokes que, diferentemente das equacoes de aguas
rasas abordadas, possuem viscosidade e auséncia da forga de Coriolis. Do ponto de
vista dessas equagoes, a influéncia desses termos pode esconder ruidos na obtencao
da solucao. Assim, visto que esse par de elementos tem uma boa performance no
calculo da solucao discreta das equagoes de Stokes e Navier-Stokes, hd um interesse

neste trabalho em estudar a sua capacidade para resolver equagoes de dguas rasas.

5.3 O Par de Elementos RT,-F,

A notacao RTy-Fp indica um elemento com velocidade normal no meio
da aresta de cada triangulo pertencente a discretizagao e Fy é um elemento que é
constante em cada particao da triangulagao. O elemento R7j também é conhecido
como o elemento de Raviart-Thomas e baseia-se na conservagao do fluxo na aresta

dos elementos da triangulacao.

Para RTj, a velocidade ¢é aproximada da seguinte forma:

Ng
=0

com J; sendo o fluxo normal através da aresta I'; e N, o numero de arestas da
triangulacao. Em um dado elemento €2, da triangulagao, a funcao base é definida:

r — X;
= 5.29
Qe 2|Qe‘ Y ( )
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onde |€2| é a drea do elemento e x; sdo as coordenadas do vértice i oposto a aresta

I;. (Figura 5.5)

Figura 5.5: Notagao para RTy-F.

Para um elemento da triangulacao, valem

1
V- dlo. = Nk (5.30)
dla, -1 Oim_ (5.31)
Qe : m - bl .
1

onde n,, é a normal externa a aresta I',,, cujo comprimento é |T',,|.

O par de elementos RTj-F, nao apresenta modos espirios para a elevagao,
o que pode ser visto calculando a expressao equivalente a (5.1) para o suporte defi-

nido na Figura 5.6.

Ji
K
2 0771
Ji J3
Ja e}
2
K
Ja

Figura 5.6: Suporte compacto do né i. Os simbolos “¢”e “O”indicam os nés de

velocidade normal e elevacao, respectivamente, para o par de elementos RTy-F,.

Para realizar os cdlculos, escreve-se a fungao base definida de acordo

com a equagao (5.29). A origem dos eixos coordenados z e y é fixada no né i. Desse
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modo, tém-se as funcoes base local para cada triangulo pertencente a triangulagao:

§
g — g —h/2 7 _ T +h/2
¢y () = 2IQ. yQ\Qe\ ) ’ ¢i(x) = <M’ yQIQeI ) ’
g e h/2 g e y—h/2

Bm K19 Gy(@) = (557, 50t ) om K23 dufe) = (57 57 )
~ - z—h +h/2 i _ z+h _h/2

\¢3(az) = <2|Q€|7 y2\Qc\ ) ’ k91,73(117) = (2\55\7 y2|Qe| ) .

Assim, pode-se avaliar os modos esprios para elevagao pelo espago nulo

do operador

/ 0"V - ,dS, (5.32)
Qo

onde € é agora definido como suporte da func¢ao base da velocidade no né i (Fi-

gura 5.6). Logo, tem-se

/ nhv-qbidQ:/ "'V - @, dQ+/ 0"V - ¢; dQ = 0. (5.33)
Qo K1 K2

N

~-
2

1

Note que n" é formado por funcdes base constantes. Desta maneira, o cdlculo em

cada triangulo resulta em:

1)

| dvegia= [ o mar- [ v a0
K1 0K K1
=12 ¢;-m; dl. (5.34)
0K
2)
/ "V - @, dQ:/ ', -n; dlU — | V' @, dQ
Ko OKo K>
0K

Note que em (5.34) e (5.35) tem-se 1|, = —n;|k,. Assim, pela propriedade (5.31),
obtém-se

th —n2=0. (5.36)
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A solugao de (5.36) s6 pode ser uma tinica constante do campo de elevagao. Assim,
pode-se concluir que o par de elementos RTj-F, nao possui modos espirios para a

elevacao.

Porém, esse par possui modos espurios para a velocidade. Para ver

isso, considera-se o operador de Coriolis discreto (F) e o seu espago nulo. Assim,

define-se:
Fu" = / (k x u") - ¢,dS, (5.37)
Qo
Impondo que Fu" = 0, tem-se:
Fu" = / (kxu) - ¢;dQ2=0 (5.38)
Qo
Fu" = / —vgFd§) + / ug!dQ =0, (5.39)
Q o J .
1 2

os indices sobrescritos (z e y) indicam a primeira e segunda componente de ¢,.

)
1 /Q —vgf dQ = / — vt dQ + / — vt dQ (5.40)

Ky Ko
N J/ N J/
g g

1A 10

1A)
/ vt d = — / TiGIGE + Jududt + Jiduds do
K

K
5 1 1

= —Ji— + Jy= + Jy— Al
Jigg + Jag + i (5.41)

10)
/ gt dO = — / LGIGE + DU + Jdudy do
KQ KQ
5

1 1

/ u ds) — / ! L+ / ue do (5.43)
Qo \K1 , \KQ .

g g

2A 20
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2M)
/ ug! dQ = / TaGT oY + T35 + Jid 4 dQ
K K
1 1 1
20)

/ vt dQ) = / L QLY + Joddh + Jidt oy dS)
K2 KZ
1 1 _ 1

F Ty — Ji= (5.45)

=g 24 7'

Somando os resultados obtidos em (5.41), (5.42), (5.44), (5.45), obtém-
se a relacao

Jy—Jo— Jy+ Jy =0, (5.46)

que admite solucao diferente de zero. Essas solucoes também sao chamadas de
modos espurios, mas elas podem ser filtradas adicionando um termo de viscosidade

na equacgao de movimento, como mostrado na Segao 5.4.

5.4 Técnicas de Estabilizacao

Alguns dos elementos descritos neste trabalho possuem modos espiirios
ou para a elevagao da superficie ou para a velocidade. Para que esses elementos
sejam aptos para o uso na solu¢ao numérica de aguas rasas ou mesmo para proble-
mas mais complexos, deve-se realizar algum procedimento para filtrar esses modos
espurios. Esses procedimentos, também conhecidos como técnicas de estabilizacao,

sao descritos por Hanert et al. (2002).
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5.4.1 Modos Espiirios para a Elevagao

A maneira mais facil de controlar os modos espurios para a elevacao é
adicionar um termo com Laplaciano na equacao da continuidade. Assim, a equacao

%—FHV"U,ZQAH (5.47)

seria adotada ao invés da equagao (4.2). O parametro « é uma difusidade apropriada
que pode ser ajustado de modo a filtrar os modos espurios. A discretizacao do termo
An tem um efeito de suavizacao. Porém, essa abordagem viola a consisténcia, isso

porque uma solugao exata de dguas rasas nao satisfaz a equagao (5.47).

Uma estabilizacao consistente pode ser obtida através da formulacao de
minimos quadrados de Petrov-Galerkin (Hanert e Legat, 2006), aplicando o operador
divergéncia na equagao (4.1). Desse modo, com um pouco de manipulagao algébrica,
tem-se

1
An+§V-ut+§V-(k><u):O. (5.48)

Multiplicando (5.48) pela fungao teste 1, integrando por partes sobre 2 e aplicando
a solucgao discreta, pelo método de Galerkin, tem-se a seguinte equacao para a esta-

bilizacao da formulacao discreta:
(VT + é (V -l ") — g (k x u, Vi) = 0, (5.49)
onde a condicao de contorno
§<¢h, (kxu")-n)r+ ", Vn" n)[r=0 (5.50)

foi adotada. O problema pode ser estabilizado adicionando (5.49) multiplicada por

uma difusidade, «, na formulagao fraca da equacao da continuidade.

Devido a grande escala caracteristica de comprimento horizontal (L) o
valor escolhido para « pode tornar-se relativamente grande. Assim, nas simulac¢oes
realizadas no capitulo 6, onde a escala horizontal L ~ O(1000 km), é necessério «

na ordem de 10° m?/s.
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O método de estabilizacao ilustrado nessa secao somente é empregado
se as funcoes testes para a elevacao tem grau maior ou igual a 1. Desse modo, esse
procedimento é adotado para estabilizar o elemento P;-P;. Esse método adiciona
uma difusao a equacao da continuidade. Essa técnica é numericamente eficiente,
mas nao tem justificativa fisica, ja que nao existem processos de difusao de massa

(Hanert et al., 2002).

5.4.2 Modos Espiirios para a Velocidade

Para a estabilizacao de modos espurios para a velocidade, a ideia é a
mesma da secao anterior. No entanto, adiciona-se um termo de difusao na equagao

de momento. Assim, a equacao de momento

%—? + fk x u+ gVn = vAu, (5.51)

deve ser adotada, onde v é uma viscosidade do escoamento.

O termo do laplaciano na equagao (5.51) é fisicamente realistico, j& que
existem processos de difusao de momento. Em problemas de modelagem oceanica
mais realisticos, o termo de difusao de momento nao é negligenciado e assim o modos

espurios gerados pelo elemento RTy-Fy seriam filtrados (Hanert et al., 2002).
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6 RESULTADOS

Neste capitulo, sao apresentados os resultados obtidos com a simulacao
das equacgoes governantes apresentadas no capitulo 4. As simulagoes foram reali-
zadas com os elementos P;-P;, Pi-P; estabilizado, P>-P; e R1y-F, apresentados no

capitulo 5, utilizando o software FreeFem++ (Hecht et al., 2012).

O FreeFem++ é um software gratuito desenvolvido em C++ e vol-
tado para a resolucao numérica de equagoes diferenciais parciais pelo método dos
elementos finitos, em duas ou trés dimensoes. A implementacao deste software é
feita introduzindo a formulagao variacional das equagoes modelo, o que facilita a

implementacao do problema.

Apesar de possuir o proprio gerador de malhas, é possivel também im-
portar malhas no FreeFem-++. Além disso, o software dispoem de varios métodos
iterativos e diretos para solugao do sistema linear como LU, Cholesky, Crout, Gra-

diente Conjugado, GMRES, UMFPACK|, etc.

Com o uso de uma discretizacao temporal semi-implicita, um sistema
linear deve ser resolvido em cada passo de tempo. O sistema pode ser resolvido
tanto com métodos iterativos, quanto métodos diretos. No entanto, a medida que
aumenta o nimero de equacoes, os métodos iterativos tornam-se mais competitivos
tanto no nimero de operacoes para a solucao do sistema linear, quanto a memoria
do computador exigida para o armazenamento da matriz do sistema (Bittencourt e
Feij6o, 1997). Como nao faz parte do escopo deste trabalho avaliar a performance
de métodos iterativos, seguindo a literatura (Roux et al., 1998), o método GMRES

¢ adotado, pois a matriz global é nao-simétrica devido ao termo de Coriolis.

No Apéndice A é exposto, como exemplo, o cédigo computacional uti-
lizado para as simulacoes da Secao 6.1 com o par P;-P;, a fim de ilustrar a imple-

mentacao com o FreeFem+-+4-.
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6.1 Onda de Gravidade em um dominio circular

Nesta secgao ¢ feita a simulacao da propagacao de uma onda de gravidade
através das equagoes de dguas rasas lineares (4.1)-(4.2), com os diferentes elementos
expostos anteriormente. O dominio circular de raio R = 1000 km é discretizado por
uma malha nao-estruturada gerada pelo préprio FreeFem++ e exibido na Figura

6.1. Ela é composta de 3620 nds e 7038 elementos.

Figura 6.1: Malha circular nao-estruturada.

A ideia é reproduzir os resultados do problema teste encontrado em
Roux et al. (1998). Desse modo, todos os valores escolhidos para as simulagoes
sao os mesmos que o artigo utiliza. Assim, nesta secao utiliza-se o parametro de
Coriolis f = 0, velocidade inicial uy = 0 e a elevacao da superficie é prescrita no

tempo inicial por uma distribui¢cao gaussiana. Isto é,

—br2
To = ae )

onde r = /224 y? é a distancia do centro gaussiano, a = 100m e b = 6.4 x

10~ m=2. Além disso, sao dados a profundidade média H = 2000 m, a aceleracao
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da gravidade g = 9.8 ms~2 e o passo de tempo dt = 80s. A comparacao dos valores
de méximo e minimo em alguns passos de tempo da simulacao, entre cada tipo de

elemento e o valor exato sao mostradas nas Tabelas 6.1 e 6.2.

Tabela 6.1: Comparacao entre o valor de maximo exato e os valores de maximo para

cada elemento, em diferentes passos de tempo.

N° de passos Max.
Estagios

de tempo Exato | P-P, | Pi-P; Est. | P,-P; | RTy-Fy
1 1 98,28 | 98,08 98,04 98,07 | 97,54
2 17 22,06 | 22,50 22,12 22,10 | 22,16
3 34 16,71 | 17,20 16,72 16,78 16,77
4 51 14,01 | 14,52 13,95 14,07 14,01
5 68 12,30 | 12,80 12,31 12,36 12,27
6 85 23,32 | 2391 23,30 23,73 23,11
7 102 11,63 | 12,09 11,41 11,63 | 11,48
8 119 15,02 | 15,67 14,62 15,02 14,77
9 136 18,65 | 18,99 18,07 18,60 18,26
10 153 26,11 | 25,85 24,95 25,92 25,20
11 171 80,92 | 74,79 74,24 79,81 75,17
12 341 39,44 | 32,95 33,24 36,67 | 32,84

ePP, o b

6/{ - P,~P, estab. :,;:3' x

o

|max n, - maxn

Figura 6.2: Erro entre o maximo da solugao analitica (7,) e o méximo da solucao

calculada (7.) para cada par de elementos nos diferentes estagios.

-m-RT-P,

P -P

-2 1

Estagios

12
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Tabela 6.2: Comparagao entre o valor de minimo exato e os valores de minimo para

cada elemento, em diferentes passos de tempo.

N° de passos Min.
Estagios
de tempo Exato Pl—Pl Pl—Pl Est. P2'P1 R/T()—.P()
1 1 0,00 | 0,00 0,00 0,00 0,00
2 17 -28.41 | -28,15 -28,61 -28.58 | -28,53
3 34 212,05 | -13,69 | -12,37 | -12,20 | -12,33
4 51 -8,56 | -9,88 -8,96 -8,68 | -885
5 68 -6,97 | -8,06 7,38 711 | -7,29
6 85 5,60 | -6,80 -5,99 5,73 | -5,89
7 102 8,71 | -11,77 -9,80 9,17 | -9.41
8 119 -4,80 | -6,46 -5,28 -4,99 -5,32
9 136 4,68 | -6,56 -5,34 4,92 | -5,30
10 153 -4,90 | -6,61 -5,65 5,19 | -5,73
11 171 3,48 | -6,38 4,63 23,94 | -4,67
12 341 -16,01 | -17.86 -15,65 -16,34 | -16,65
3.5 ! :
-e-P, P,
31 e Pl—P1 estab. ,Q‘ ° *
| \‘ R
—E- RTO_PO ’: \‘ 'll \‘
_ 2 ': \‘ ', .
< o / PO b
€ 1.5 oS " B
1 N °-.. -0 N
cm 1k G “e-" 23 ‘0 &
é
0.5-
O,
-0.5¢

Estéagios

Figura 6.3: Erro entre minimo da solugao analitica (77,) e o minimo da solugao

calculada (7.) para cada par de elementos nos diferentes estagios.

As solucoes para o campo de elevacao com cada um dos elementos sao

exibidas a seguir:
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Figura 6.4: Isolinhas da solugao e corte vertical da elevagao da superficie, usando o

par de elementos P;-P;.
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Figura 6.5: Isolinhas da solugao e corte vertical da elevagao da superficie, usando o

par de elementos P;-P; estabilizado.
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Figura 6.6: Isolinhas da solugao e corte vertical da elevagao da superficie, usando o

par de elementos P»-P;
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.
20
10
0

Figura 6.7: Isolinhas da solugao e corte vertical da elevagao da superficie, usando o

par de elementos RTy-Fp
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Na Figura 6.4 sao mostradas as simulagoes utilizando o par P-P;.
Como pode ser notado, ele apresenta modos espurios para a elevacao. Esse fato
ja era esperado, pelo que foi mostrado na secao 5.1. Além disso, percebe-se que o
par P-P; tem a pior amplitude dentre os demais elementos, como pode ser visto
no grafico do erro entre as amplitudes, mostrados na Figura 6.2 e 6.3. Nas Tabelas
6.1 e 6.2 é possivel notar o valor da amplitude maxima e minima para cada par de

elementos.

Na Figura 6.5 é mostrada a simulagao das equacoes utilizando o ele-
mento P;-P; estabilizado, com a técnica mostrada na Secao 5.4.1. Para esse esquema,
os modos esprios para a elevagao sao filtrados utilizando o = 105 m?/s, e assim
percebe-se que a solucao nao tem qualquer ruido. Porém, o termo difusivo adicio-
nado para estabiliza¢ao reduz o alcance dos pontos de maximo e minimo comparado
com a solucao analitica. Ainda assim, o par P;-P; estabilizado tem resultado muito
melhor que o par P;-P;, como pode ser visto nas Figuras 6.2 e 6.3, através dos

graficos de erro.

O par P,-P, nao apresenta modos espurios para a elevacao. Para
esse teste, esse elemento tem a melhor performance, tanto pela auséncia de modos
espurios, quanto por obter a melhor amplitude dentre os demais elementos, como
pode ser visto pelos valores das amplitudes, nas Tabelas 6.1 e 6.2, e pelos graficos
nas Figuras 6.2 e 6.3 que exibem o menor erro para esse par. No entanto, deve-se
notar que as dificuldades de representacao do balanco geostréfico encontradas por

esse par de elementos sao eliminadas devido a auséncia da forga de Coriolis (f = 0).

Na Figura 6.7 é mostrada a simulagao das equacoes para o esquema
com o elemento RTy-Fy. O elemento RTy-Fy nao apresenta modos espurios para
a elevacao da superficie, mas possui modos espurios para a velocidade. Contudo,
a presenca de modos espurios na velocidade, para equacoes lineares, nao afeta a
elevagao (Roux et al., 1998) e vice-versa. Na comparagao entre amplitudes (Tabelas

6.1 e 6.2), o par RTy-P, distancia-se do valor exato, mas deve-se notar que a fungao
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teste para a elevagao é constante, além disso o grafico do erro, nas Figuras 6.2 e 6.3,

apresenta bons resultados, exibindo o mesmo comportamento que P;-P; estabilizado.

Apesar de dificuldades particulares, todos os elementos reproduzem
bem o fluxo geofisico, como pode ser visto no corte vertical ao lado de cada solugao.
Toda a energia fornecida pela condicao inicial é dissipada no dominio pela auséncia

do termo de Coriolis e rebatida pela fronteira.

6.2 Propagacao de ondas de gravidade inerciais e

Conservacao de Massa

Esta segao trata da simulagao de um simples problema teste ainda com
as equagoes lineares de dguas rasas (4.1)-(4.2), em um dominio fechado, realizado
por Hanert et al. (2002). O problema considera a evolugao de uma gaussiana para
ver como um esquema de elementos finitos representa a propagacao de uma onda de
gravidade inercial e se uma malha nao-estruturada poderia gerar ruidos na solugao
numérica. O uso de um dominio fechado possibilita efetuar uma balanco de massa e
energia e assim comparar os elementos Pi-P;, P;-P; estabilizado (o = 5 x 10° m? /s,

V:O>,P2—P1€RTO—P0 (OCIO,V:()).

Para tal simulacdo, considere um dominio quadrado de lado L = 106 m,
a profundidade média é H = 2000m, o parametro de Coriolis f = 107* 571 ¢ a
gravidade g = 10 m/s*. Inicialmente o fluido estd em repouso, ou seja, ug = 0 e a

elevacao, em metros, é descrita no tempo inicial pela seguinte expressao:

o (@ = L/2P 4 (y— L/2)%)
= p( (L/4)? )

(6.1)

A malha exibida na Figura 6.8 é nao-estruturada e composta por 1452
nos e 2753 elementos. O passo de tempo adotado é dt = 500 s. O campo de elevagao

para os elementos P;-P;, P;-P; estabilizado, P,-P; e R1y-F,y sao dados nas figuras
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6.9, 6.10, 6.11 e 6.12, respectivamente. Cada estagio corresponde a um passo de
tempo, onde estagio 1 é a solugao no tempo inicial e os demais estdgios sao nos

passos de tempo subsequentes.

Figura 6.8: Malha nao-estruturada usada na simulacao da onda de gravidade.
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Figura 6.9: Isolinhas da elevagao da superficie em diferentes estagios para o par de

elementos P;-P;. A elevacao é plotada com 18 isolinhas.
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Figura 6.10: Isolinhas da elevacao da superficie em diferentes estdgios para o par de

elementos P;-P; estabilizado. A elevacao é plotada com 18 isolinhas.

Figura 6.11: Isolinhas da elevagao da superficie em diferentes estagios para o par de

elementos P»-P;. A elevagao é plotada com 18 isolinhas.
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0.5

Figura 6.12: Isolinhas da elevacao da superficie em diferentes estdgios para o par de

elementos RTy-F,. A elevacao é plotada com 18 isolinhas.

As solugoes exibidas para o campo de elevacao, nas Figuras 6.10, 6.11
e 6.12, além de serem qualitativamente iguais para os pares de elementos, estao em
pleno acordo com a solugdo exibida por Hanert et al. (2002). No entanto, o par
P,-P; nao apresenta um bom comportamento devido a perda de amplitude e aos
ruidos na solucao, como ja foi notado na secao anterior. Pode ser observado que
a malha nao estruturada nao gera ruido na solucao numérica. No lado direito do
dominio observe que a elevagao pode algumas vezes ser menos acentuada devido ao

menor refinamento nessa regiao.

A fim de observar que os esquemas preservam a massa e energia, pode-
se recorrer aos calculos feitos na Secao 3.2. Desse modo, para mostrar que a massa

é conservada, calcula-se a cada 10 passos de tempo a equagao (3.23), normalizando
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por seu valor inicial. Assim, calcula-se a quantidade:

| Jon™dQ|
| fQ 77OdQ| ’

onde 79 ¢ a elevacao no tempo inicial e n™ é a elevagao com n passos de tempo.

M = (6.2)

Seguindo o mesmo processo anterior, é possivel também mostrar o efeito
do termo de estabilizagao, usado no esquema com o par P;-P;, calculando a energia
total do fluxo, dada pela equagao (3.32), normalizada por seu valor inicial. Ou seja,

calcula-se:

Jo 3(H(u")? + g(n")?)d2
fQ 2 +9(770) )dQ

onde g, 1y sa0 0s campos de velocidade e eleva(;éo no tempo inicial, respectivamente.

E’n

(6.3)

Os resultados do calculo da massa e energia para os esquemas sao mos-

trados na Figura 6.13.

Pl—P Pl—Pl Estabilizado

0.9r 1 0.9

0.8r 1 0.8

0.71 1 0.7

0.6 1 0.6
---Massa ---Massa
—— Energia —— Energia
0'50 200 400 600 800 1000 0'50 200 400 600 800 1000
Num. de Passos de Tempo Num. de Passos de Tempo
PZ_Pl RTO—P0
Lo 1
0.9r g 0.9F ]
0.8r 1 0.8r 1
0.7 1 0.7f 1
0.61 g 0.6 ]
- --Massa - --Massa
—— Energia —— Energia
05 . . . 05 . . .
0 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000
Num. de Passos de Tempo Num. de Passos de Tempo

Figura 6.13: Massa e energia para os pares de elementos Pi-P;, P;-P; estabilizado,

PQ—Pl e RT[)-P().
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Note que para todos os esquemas, o calculo feito pela equagao (6.2)
mantém-se igual a 1. Isso significa que todos os elementos estao preservando a
massa. Hssa propriedade é muito importante para que o elemento seja capaz de

suportar um longo prazo de simulacao.

No caso da energia, quando se usa P-P;, P»-P; e RTy-F, a energia é
conservada. Porém, o termo difusivo presente na estabilizacao do elemento P;-P;
leva ao decrescimento da energia total do fluxo. Isso mostra que as técnicas de esta-

bilizacao tém um impacto que nao pode ser negligenciado na fisica do escoamento.

E notavel a influéncia que o termo de estabilizacao consegue exercer
sobre o problema. A presenca de modos esptrios foi claramente apresentada para o
elemento P;-P; tanto matematicamente, quanto nas simulacoes numéricas, tornando

esse par uma ma escolha para aguas rasas.

Através de uma anélise de Fourier, Roux et al. (1998) notou que o par
P>-P; nao consegue representar bem o balango geostrofico, algo essencial para esco-
amentos geofisicos, mostrando que para diferentes pontos de uma malha a solugao
tem grande discrepancia nas amplitudes e isso é causado pelo fato de que o ntimero

de graus de liberdade para a velocidade é bem maior que para a elevacao.

Deve-se notar que o par P,-P; é muito utilizado em problemas para re-
solver equacoes de Stokes e Navier-Stokes. No entanto, no contexto dessas equagoes
o efeito da viscosidade e a auséncia do termo de Coriolis pode mascarar a dificul-
dade de representar o balanco geostrofico. Assim, para o contexto oceanico, onde
o balanco geostroéfico é de fundamental importancia, os pares de baixa ordem como
RTy-Fy e P;-P, estabilizado sao os melhores candidatos para resolver equagoes como

a de aguas rasas.
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6.3 Perturbacao no balanco geostroéfico

Nesta se¢ao, as simulagoes realizadas com o modelo linear de aguas rasas
buscam comparar a capacidade dos pares de elementos abordados neste trabalho em
representar a norma da velocidade. Solugoes com malhas estruturadas também sao
ilustradas. Este experimento também foi realizado no artigo de Roux et al. (1998
para avaliar pares de elementos que sejam promissores na solugao da equacao de

aguas rasas.
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Figura 6.14: Malha estruturada (a esquerda) e nao-estruturada (a direita) utilizadas

nas simulacoes.

As simulagoes sao realizadas em um dominio quadrado com 1000 km
de lado, discretizado por duas malhas, (estruturada e nao-estruturada) mostradas
na Figura 6.14. A maior aresta do triangulo de cada uma das malhas é aproxima-

damente 25 km.
Como condigao inicial, o campo de elevagao é considerado:
(2.2
ny = ae t@ YY) 6.4

onde a =2,81meb=2,77 x 107" m~2. Em funcao de 79, a velocidade no tempo

inicial, ug, é descrita pelo balanco geostrofico fk x uw = —gVn, cujas componentes
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sao dadas por

u(z,y,0) = Q%abye_b($2+y2), (6.5)
— 29 pppe b +v?)
v(x,y,0) = —Q?abxe : (6.6)

onde o parametro de Coriolis é calculado em uma latitude de 25°N (f = 6,17 x
107° s71), a aceleragao gravitacional é g = 9,81 m/s?, a profundidade do fluido ¢

H =5m e o passo de tempo é dt = 30 min.

A baixa profundidade, H, adotada nas simulagoes nao é comum em
estudos atmosféricos, mas é pertinente no contexto oceanico, quando se estuda a
acao da gravidade em camadas de fluido com diferentes densidades (Roux et al.,

1998).

As solugoes para os pares P-P;, Pi-P; estabilizado (o = 1,5 x 10°), na
Figura 6.15, e para P-P;, RTy-Fy, na Figura 6.16, sao exibidas apds 10 e 30 passos

de tempo, respectivamente.
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Malha

N° de passos

de tempo

b) P;-P; estabilizado

Estruturada

10

30

N|O

Nao-Estruturada

10

N|O

30

Figura 6.15: Norma da velocidade para o par de elementos P;-P; e P;-P; estabilizado

(e =1,5 x 10°). As solugdes sao plotadas com 20 isolinhas.
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Figura 6.16: Norma da velocidade para o par de elementos P-P; e R1y-F.

solugoes sao plotadas com 20 isolinhas.
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As simulagoes realizadas com malhas estruturadas mostraram-se efi-
cazes com todos os elementos utilizados, inclusive com RTy-Fy que possui modos
espurios para o campo da velocidade. Pode-se notar que, mesmo com a evolugao

temporal, a norma da velocidade com as malhas estruturadas permanece igual.

No entanto, o interesse desse estudo esta voltado para malhas nao-
estruturadas, visto que elas possuem uma melhor adaptatividade a dominios com-
plexos e facilidade de refinamento local. FKssas caracteristicas das malhas nao-
estruturadas sao atrativas, pois as simulagoes em um contexto oceanico mais realistico
as geometrias sao bastante irregulares, como ¢é o caso da costa dos continentes. Um
exemplo utilizando esse tipo de geometria é o caso do golfo do México, mostrado na
Figura 6.17. Essa regiao possui fortes correntes oceanicas e diversas vezes ja teve a

presenca de furacoes.

Cayman Islands

Googleearth

Figura 6.17: Geometria do Golfo do México via Google Earth

Deste modo, analisando a norma da velocidade com a malha nao-
estruturada, pode-se notar, na Figura 6.15, que tanto P;-P;, quanto P;-P; esta-
bilizado, conseguem apresentar bons resultados. A partir de 30 passos de tempo
as isolinhas da solucao de ambos os pares de elementos apresentam um pouco de
ruido, mas a solucao ainda é bem representada. No entanto, como ja foi notado an-
teriormente, o uso do par P;-P; torna-se problematico quando se simula a elevagao

da superficie, devido aos modos espirios que esse par introduz na discretizagao.
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Nesse ponto, o par P;-P; estabilizado leva bem mais vantagem em relacao ao P-P;
na simulacao de escoamentos geofisicos, pelo fato de que a técnica de estabilizagao

utilizada consegue suprimir os ruidos no campo de elevacao.

Na Figura 6.16, os ruidos na norma da velocidade aparecerem apenas
quando o par P,-P; ¢é utilizado, esses ruidos se intensificam quando a solugao é
exibida com 30 passos de tempo. Como foi detalhado na Secao 5.2, esse par de
elementos nao é muito utilizado na solugao de problemas geofisicos, visto que possui
dificuldade de representar o balango geostroéfico, podendo gerar ruidos na solugao
numérica. Os ruidos mostrados neste teste ilustram a dificuldade desse par de ele-
mentos para simular fenomenos geofisicos. Por outro lado, o par RTy-F, consegue
representar bem a norma da velocidade, tanto para 10 quanto 30 passos de tempo.
Apesar de RTy-F, possuir modos espurios para a velocidade, nas simulagoes reali-

zadas, nao houve a necessidade de utilizar estabilizacao para esse par de elementos.

Assim, os melhores resultados apresentados para a norma da velocidade
com malhas nao-estruturada sao exibidos pelos pares de elementos P;-P; estabilizado
e RTy-Fy. O par RTy-F, apresenta uma vantagem a mais com relagao ao P;-Pj, pois

nao necessita da estabilizacao.
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6.4 Propagacao de uma Onda Rossby

Nesta se¢dao, um experimento realizado na tese de Hanert (2004,
pag. 45-49), busca simular a propagagao de uma onda de Rossby em um dominio
quadrado 1000 £mx1000 km, discretizado utilizando a mesma malha nao-estruturada

exibida na Figura 6.14.

A fim de obter uma onda de Rossby, utiliza-se a aproximagao do plano
beta (f = fo + Sy) descrita na Segao 1.3.5, onde fy e § sao calculados em uma
latitude de 25°N (fo = 6,17 x 107° s7t e 3 = 2,07 x 107" m~ts7!). Desse modo,
¢é possivel manter os efeitos dinamicos da variagao do parametro de Coriolis com a
latitude, no termo da forga de Coriolis na equacao de movimento. Como condigao

inicial, o campo de elevagao ¢ considerado como
_ L o—blat+y?
no = ae @Y (6.7)

onde a =0,95m e b=>5,92 x 10~ m~2. Em funcao de 7y, a velocidade no tempo
inicial, ug, é descrita pelo balanco geostrofico fk x uw = —gVn, cujas componentes

sao dadas por

u(z,y,0) = Z%Gbye_b(zzﬂﬁ, v(x,y,0) = —Q%abxe_b(m%rw, (6.8)

onde g = 9,81 m/s? é a aceleragao gravitacional, H = 1,63 m ¢ a profundidade do
fluido e o passo de tempo é dt = 30 min. A superficie de elevacdo e a norma da

velocidade no tempo inicial sao exibidos na Figura 6.18.

0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2

Figura 6.18: Elevacao da superficie (a esquerda) e norma da velocidade (a direita)

no tempo inicial
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As solugoes para os pares Pi-Pj, Pi-P; estabilizado (o = 1,5 x 109),
P>-P, e RTy-F, sao exibidas na Figura 6.19, apds o tempo final de uma semana.

Isso é equivalente a 336 passos de tempo.

Py-P;

P;- P, estab.

Py-Py

RTy-Fy

Figura 6.19: Isolinhas do campo de elevagao (a esquerda) e da norma da velocidade
(& direita) para o par de elementos P;-P; e P;-P; estabilizado (o = 1,5 x 10%), P,-P,

e RTy-P,. As figuras sao plotadas com 20 isolinhas.
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Apos o fim do periodo de simulagao é possivel notar que a onda de
Rossby comega a deslocar-se para a esquerda. Isso é previsto e esta de acordo com
esse tipo de fenomeno, visto que esse tipo de onda costuma mover-se do leste para

o oeste como foi discutido na Secao 1.3.4.

Como j4 foi mostrado nas simulagoes anteriores, os pares de elementos
P,-P; e P>-P; apresentam problemas para calcular a solucao discreta da equagao
de aguas rasas. Isso fica mais evidente quando a norma da velocidade, exibida
na Figura 6.19, apresenta ruidos nas isolinhas da solucao com ambos os pares. E
possivel também notar ruidos no campo de elevagao com a solucao apresentada

pelo par P-P;, proporcionados pela presenca de modos espirios na discretizagao

introduzida por esse par de elementos.

Por outro lado, os pares P;- P estabilizado e RTy-F, exibem os melhores
resultados, tanto para a elevacao quanto para a norma da velocidade. Isso pode ser
observado pelo padrao bem mais suave que as isolinhas da solucao apresentam. Vale
a pena lembrar que o par R1y-F, possui modos espurios para o campo da velocidade,
mas em nenhuma da simulagoes foi necessario o uso de técnicas de estabilizagao para
controlar esses modos. Além disso, os modos espurios para o campo de elevacao sao
os mais criticos quando se trabalha com equagoes de aguas rasas, visto que ele
¢ responsavel por descrever o comportamento da solucao geofisica, neste caso, da

onda de Rossby.

Pelas simulagoes realizadas, pode-se observar que os pares de elementos
P-P; estabilizado e RTj-F, sao os unicos que apresentam boas condicoes para a
simulacao de equacoes de aguas rasas. Além disso, o par RT,-FP, apresenta uma
vantagem sobre o par P;-P; estabilizado, visto que ele nao precisa de estabilizacao

para o campo de elevagao, que sao os mais criticos.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

Uma das principais dificuldades do método dos elementos finitos para
a solugao da equacgao de aguas rasas é a obtencao de pares de elementos finitos que
calculem corretamente a solucao discreta. Assim, o elemento deve representar bem o
escoamento geofisico e nao apresentar modos espurios. A presenca de modos espurios
na solucao discreta é detectada através do calculo do espaco nulo dos operadores

gradiente e de Coriolis (Roux et al., 1998; Hanert et al., 2002).

Para contornar o surgimento desse modos, foram abordados o uso de
técnicas de estabilizacao, como a formulacao de minimos quadrados de Petrov-
Galerkin para estabilizar a equacao da continuidade e a introducao de uma viscosi-
dade para estabilizacao da equacao de momento. Essas estabilizagoes possibilitam
capacitar pares de elementos problematicos para resolver problemas geofisicos, intro-
duzindo um efeito de suavizagao na solugao. Os modos espirios para a elevagao no
par de elementos P;-P,; foram contornados utilizando a estabilizacao para a equagao
da continuidade, dando lugar ao par de elementos P;-P; estabilizado. Apesar do par
RTy-P, possuir modos espurios para a velocidade, nao foi necessario a introducao

de uma viscosidade para estabilizar a equacao de momento.

O par P»-P; nao apresenta modos espurios para a velocidade ou elevagao,
mas possui uma dificuldade na representacao do balanco geostrofico, como visto na
Secao 5.2. Isso pode ser prejudicial para a solugao de aguas rasas, principalmente
para problemas mais realisticos, onde o balango geostréfico tem grande influéncia.
Segundo Roux et al. (1998), o problema com esse elemento é o grande nimero de
graus de liberdade para a velocidade, em relacao a elevacao. Em algumas simulagoes
realizadas, esse par mostrou um bom desempenho, principalmente na simulagao da
solucao geofisica das ondas de gravidade, na Secao 6.1, onde se pode notar que

esse elemento obteve a melhor amplitude e representacao da solucao geofisica que
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os demais pares testados. No entanto, nessas simulagoes o parametro de Coriolis
estd ausente e isso deve ser analisado com cuidado. As deficiéncias para o par P>-P;
representar a solugao geofisica, podem ser notadas nas simulacoes da norma da ve-
locidade, com malha nao-estruturada (Segao 6.3) e da onda de Rossby (Segao 6.4),
onde a solucao apresenta ruido nas isolinhas. Esse par de elementos é muito utilizado
para a solucao das equacoes de Stokes e Navier-Stokes, mas nesse caso a auséncia
do termo de Coriolis ou presenca da viscosidade nessas equagoes pode mascarar a

presenca de ruidos na solugao discreta.

E importante destacar a escolha de um método de discretizacao tempo-
ral implicito, como o método de Crank-Nicolson. Essa escolha traz a vantagem da
preservacao da energia total do fluxo, além de permitir uma flexibilidade na escolha

do passo de tempo.

A conservacao da massa, que é essencial para grandes tempos de si-
mulacao, é alcancada por todos os elementos testados. Com relacao a conservagao
de energia, o par P;-P; estabilizado ¢é tinico que perde energia no decorrer do tempo
de simulacao. Essa perda de energia é esperada, pois o termo de estabilizacao intro-

duzido na equagao da continuidade age com um efeito viscoso, suavizando a solugao.

Desse modo, analisando as simulagoes computacionais e as proprieda-
des de conservagao de massa e energia, nota-se que os pares de elementos P;-P;
estabilizado e RTy-F,y sao os melhores candidatos para trabalhar com a simulagao
de escoamentos geofisicos, como é o caso das equagoes de aguas rasas. Vale des-
tacar que o par RTy-Fy leva uma vantagem a mais que o P;-P; estabilizado, pois
nao necessita de estabilizacao para o campo de elevacao, visto que esses sao os mais

criticos, pois representam a solugao geofisica.

Existem outros pares de elementos que oferecem um melhor desempe-
nho no célculo da solugao discreta de dguas rasas, como é o caso de PNC-P; (Hanert

et al., 2005, 2009) e Py iso Py-Py_3 (Roux et al., 1998). O primeiro par atribui



90

funcoes base linear nao-conforme para a velocidade e linear para a elevagao, en-
quanto que o segundo possui fungoes base linear para a velocidade em cada um dos
quatro sub-triangulos, obtidos do refinamento de cada elemento da triangulacao, e

constante para a elevagao com trés nés internos.

O software utilizado possui suporte ao par PNY-P;, mas sua imple-
mentacao através da formulacao variacional nao é simples, visto que é necessario
implementar saltos entre os elemento nao-conformes. No caso do P; iso P»-Fy_3, 0
software nao possui esse par, assim seria necesséario sub-rotinas com a implementagao

de ambos os pares.
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APENDICE A CODIGO COMPUTACIONAL

O cédigo computacional mostrado pelo Algoritmo A.1, exemplifica a im-
plementacao numérica da equacao de aguas rasas, através do software FreeFem++.

O cddigo realiza os calculos exibidos na Secao 6.1, através do par P;-P;.

A malha salva pelo cédigo e os arquivos com a solugao sao plotados

com o auxilio do MATLAB, através dos scripts elaborados por Dambrine (2010).

Algoritmo A.1: Cédigo para Aguas Rasas com FreeFem-++

/I DIRETORIO PARA SALVAR DADOS:
string plotdir = "matlabplots/" ;
string datadir = "data/" ;
/I PREFIXO DO NOME DOS ARQUIVOS:
string problenPrefix = "lerouxplpl" ;

/I CRIA DIRETORIOS SE NAO EXISTENTES:
exec( "mkdir -p " + plotdir);
exec( "mkdir -p " + dat adi r);

© 0 N O U s W N

=
=]

/I PARAMETROS:
real g=9.8, dt=80.0, H=2000.0;
real al pha=100.0, beta=6.4 e-11,

= o e
=W N

st abl y=0.0;

-
w

/I GERA A MALHA:
border a(t=0,2 *pi){ x=1000000 *cos(t);
mesh Th= bui | dnesh( a(200));

= o=
~N o

y=1000000 *si n(t); | abel =1;}

=
© w0

/I SALVA A MALHA:
savenesh(Th, pl otdir + "circulo.msh"

NN
=]

);

N
[

/I DEFINE OS ESPACOS:
f espace Xh(Th, P1);
f espace Mh(Th, P1);

NN N
S Otk W

/I FUNCOES DISCRETAS DE CADA ESPACO:

[
3

28 |Xh ul, u2, v1, v2, upl, up2;

29 |Mh eta, psi, etap;

30 |Mh speed, |anmbda, gamma;

31

32 |ver bosi t y=0; /I VERBOSIDADE

33 |int maxint =341; /I NUM. DE ITERACOES

34 |real f=0.0; /I PARAMETRO DE CORIOLIS
35 |func r=sqrt(x"2+y~2), /I RAIO

36 |func et aO=al pha*rexp(- betaxr=r); /I ETA INICIAL

real
real

w
J

t =0.0;

pval , ulval, u2val,

w
oo

Xp, yp;

w
©

/I CONDICOES INICIAIS:
ul=0.0;

u2=0.0;

et a=et a0;

PN
W N = O

'
'S

TEMPO INICIAL
USADO PARA SALVAR SOL.
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45 |/l DEFINICAO DE MACROS:

46 |macro ggrad(u,v) ( dx(u) * dx(v) + dy(u) = dy(v) )/
47 |macro div(ul, u2) ( dx(ul) + dy(u2) ) /

48
49 |// DECLARACAO DO PROBLEMA:

50 |probl em shwat er ([ ul, u2, etal,[ vi,v2, psi], sol ver=GVRES)=

51 i nt 2d( Th)(

52 ulxv1l+u2xv2 +f+dt+0.5 (- u2xv1l+ulxv2)

53 -g*dt 0.5 * (et axdx(v1l)+ et axdy(v2))

54 +et axpsi +Hedt *0.5 * (psi *dx(ul)+ psi *dy(u2))

55 +stabl y=( 0.5 =dt*ggrad(eta, psi)- div(ul, u2)*psi/g
56 +0.5 xdt * (- u2+dx(psi )+ ulxdy(psi)) *f/g )

57 )

58 +i nt 2d( Th)(

59 -uplxvl1-up2xv2 +fxdt*0.5 (- up2*v1l+upl*v2)

60 -g*dt 0.5 * (et apxdx(v1)+ et apxdy(v2))

61 - et ap*psi +Hxdt *0.5 » (psi *dx(upl)+ psi xdy(up2))

62 +st abl y=( 0.5 =dt xggrad(etap, psi )+div(upl, up2)*psi/g
63 +0.5 xdt * (- up2+*dx(psi )+ upl+dy(psi)) *f/g )

64 )

65 +i nt 1d(Th, a)( g*dt *0.5 * (et axv1*N. x+et axv2xN. y))

66 +i nt 1d( Th, a)( gxdt *0.5 (et apxv1*N. x+et ap*v2xN. y))
67 +on(a, ul=0, u2=0);

68

69 |// ABRE ARQUIVO PARA SALVAR MAX. E MIN. DE ETA:
70 |[{ ofstreamfile2(datadir + problenPrefix +"eta-max-min® +".dat" );

71 file2 << "iter" <<" " << etamax"  <<" " << "eta.min" << endl;

72

73 |/l CALCULA A SOLUCAO A CADA ITERACAO:

74 for (int iter=1;iter<=maxint;iter++)

75 t =t +dt ;

76 upl=ul,

77 up2=u2;

78 et ap=et a;

79 shwat er;

80 speed=sqrt (ul"2+ u2°2);

81 if (I iter % 17)&&(iter<=153)||( iter==1)||( iter==171)||( iter==341)){

82 pl ot (cmm"eta" +iter+"_max=" +eta[]. max+"_min=" +eta[]. m n, nbi so=10, val ue=1,
et a);

83 /I ABRE ARQUIVO PARA SALVAR SOLUCAO:

84 { ofstreamfilel(plotdir + problenPrefix +"sol " +iter+"dat" );

85 filel << eta]. n <<" " <<speed[]. n << endl;

86 for (int j=0;j<etal]l. n; j++{

87 filel << eta[[ j] << " " << speed[][ j]<< endl;

88 } /I ENDFOR

89 } /I ENDOFSTREAM

90 file2 << iter <<" " << etaf]. max <<" " << eta[]. mn<< endl;

91 } /I ENDIF

92 } /I ENDFOR

93 |}; //[ENDOFSTREAM
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