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RESUMO

Solucoes exatas das equacoes de campo de Einstein sempre foram de
muita importancia para o desenvolvimento da teoria da relatividade geral, tanto
do ponto de vista tedrico quanto do observacional. Neste trabalho, estudamos o
espago-tempo de um disco fino através da obtencao de solugoes exatas das equacoes
de Einstein para a regiao exterior de um corpo maci¢co com simetria cilindrica.
Utilizando a métrica estatica de Weyl para descrever este espaco-tempo, buscamos
solucoes na forma de poténcia para as fungoes da expansao de segunda ordem de tal
métrica. Nossas solucoes foram aplicadas ao problema da precessao do periélio de
planetas solares bem como a deflexao da luz, proveniente de objetos distantes, ao

passar proxima ao Sol.
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ABSTRACT

The exact solutions of Einstein’s field equations have always been of
great importance for the development of the general theory of relativity, from both
theoretical and observational point of view. In this dissertation, we study the space-
time of a thin disk by obtaining exact solutions of the Einstein field equations for
the exterior region of a massive body with cylindrical symmetry. Using the static
Weyl metric to describe this space-time, we look for power law solutions for the
expansion of the second-order-metric functions. Our solutions have been applied to
the precession of the perihelion of solar planets, as well as to the deflection of light

from distant objects as it passes close to the Sun.



1 INTRODUCAO

Solucoes exatas das equacoes de Einstein sempre foram de muita im-
portancia para o desenvolvimento da teoria da relatividade geral, tanto de um ponto
de vista tedrico quanto observacional. Historicamente, as maiores confirmacoes dessa
teoria aconteceram pelo uso de solugoes exatas das equagoes de Einstein. A mais
famosa foi obtida por Schwarzschild, ao buscar solugoes para a regiao exterior de

um corpo macico com simetria esférica.

Diferentes geometrias com diferentes simetrias, foram propostas para
descrever o espaco-tempo desde a publicacao dos artigos de Einstein em meados do
século vinte. Estudos posteriores levaram a solugoes das equagoes de Einstein para
cada caso. Entre as solugoes existentes estao as solugoes com simetria cilindrica.
Essas solugoes sao de suma importancia tanto na teoria da gravitacao de Newton
quanto na teoria de gravitagao de Einstein [1]. Isso se deve ao fato de modelarem
muitas e distintas situagdes como, por exemplo, discos de acrecao na formagao de
planetas, processos de formacao de estrelas ou até mesmo a dinamica de galaxias,

apesar de distintas todas compartilham configuracoes tipo disco.

A métrica do espaco-tempo desse tipo de configuracao é a métrica
estatica de Weyl [1]. Tal métrica é utilizada para descrever geometrias de simetria
cilindrica, sejam cilindros, halos, anéis, etc. Em coordenadas cilindricas, a métrica

admite a forma
ds® = 22D dr? 4 r2e20dp? 4 27422 — 2744,
onde 0 = o(r,z) e A = \(r, 2).

Sendo assim, nossa proposta é procurar solucoes exatas das equacoes
de Einstein, para a regiao externa de um corpo macico com simetria cilindrica, onde

a altura do cilindro sera considerada muito menor que seu raio, ou seja, um disco



fino. Neste trabalho, nossas solucoes serao para o vacuo, que implica que teremos o
tensor de Einstein nulo e, como veremos no Capitulo 2, isso equivale a admitir todas

as componentes do tensor de Ricci nulas, R,,, = 0, onde R,,, é expresso por

Ry = 0,18, — 0,I%  + Pinprgl — rfmrgp =0

Resolver as equacoes de Einstein, neste caso, se resume a obter as

funcoes o e A, que definem a métrica de Weyl.

No Capitulo 3, estendendo o trabalho de Capistrano [3], admitiremos
que as funcoes o e A podem ser expressas por expansoes em série de Taylor, centradas
em z = 0, tendo em vista que procuramos solucoes para um disco fino. Posterior-
mente, faremos uma andlise destas solucoes e, sobre quais condicoes, as mesmas

tornam-se solugoes Riemann-flat.

Nossas solucoes serao aplicadas a problemas classicos em relatividade
geral, como a precessao do periélio de planetas solares, estudadas no Capitulo 4, onde
utilizaremos o chamado limite quase-Newtoniano da relatividade geral, desenvolvido

no apéndice B, para aproximar o campo gravitacional do Sol.

No Capitulo 5, por fim, aplicando nossas solugoes, trataremos do pro-
blema do desvio da luz, proveniente de estrelas distantes, sofridas ao passar préximas

do campo gravitacional do Sol.

A forma como encontramos as solugoes para as equagoes de Einstein
no vacuo, assumindo a métrica de Weyl como a métrica do espago-tempo e o fato
de recuperarmos outras solugoes encontradas na literatuta [3, 4], valida a técnica
aplicada em nosso trabalho e inspira a busca por outras solucoes com as mesmas
caracteristicas em trabalhos posteriores, onde a simetria em questao for cilindrica-

discoidal.



2 RELATIVIDADE GERAL

Até o inicio do século passado, acreditava-se que o espaco e o tempo
eram conceitos fisicos disjuntos e que suas respectivas naturezas independiam da
matéria contida neste espaco - este considerado absoluto, tridimensional e Euclidia-
no; por sua vez, o tempo era absoluto e fluindo de modo uniforme em qualquer regiao
do Universo. Tais concepcoes s6 foram totalmente abandonadas com o advento da

teoria da relatividade restrita e posteriormente com a generalizacao dessa teoria.

2.1 Relatividade restrita

A teoria da relatividade restrita esta fundamentada em dois postulados
bésicos que sao a invariancia da velocidade da luz ! e o principio da relatividade.
O principio da relatividade afirma que as leis da fisica sao as mesmas para todos
os referenciais inerciais, ou seja, os referenciais nos quais um sistema de particulas
preservam individualmete seu momento linear. A invariancia da velocidade da luz
afirma que qualquer observador inercial, independentemente de seu estado de movi-
mento (parado ou em movimento uniforme) mediré a velocidade da luz, no vécuo,

com valor constante e igual a c.

A invariancia da velocidade da luz impoem que as denominadas trans-
formagoes de Galileu devem ser substituidas pelas transformacoes de Lorentz. Estas
transformacoes sao utilizadas quando desejamos avaliar o0 movimento relativo entre
referenciais inerciais, ou seja, quando desejamos obter as coordenadas de um re-
ferencial com respeito a outro referencial. Com efeito, considere dois sistemas de

coordenadas S e Sy, ambos inerciais, desta forma, o grupo de equacoes que descreve

1Existem formas alternativas de construir a teoria da relatividade restrita de modo a abandonar
o postulado ligado a invaridncia da velocidade da luz [29].



o movimento relativo desses sistemas é chamado grupo de Lorentz e dado por

Ty = ’)/(.I'1+’Ut1),

Y2 = Y1,

Z9 = 21,

onde o fator v é expresso por

V= ——
2
V' @

¢ é a velocidade da luz no vacuo e v a velocidade relativa entre os sistemas S; e Ss.

Observe que a velocidade da luz passa a ser uma constante fundamental
da natureza, que limita a velocidade de qualquer processo fisico, unificando espaco

e tempo.

Baseado nestes postulados, o espaco e o tempo, considerados separados,
passaram a compor um unico substrato para os eventos fisicos, denominado espaco-
tempo. Como disse Minkowski [5], “Doravante o espago em si e o tempo em si estao
fadados a desaparecer em meras sombras e sé uma espécie de combinagao dessas

duas coisas preservard uma realidade independente” .

Neste contexto, o elemento de linha, que representa a grandeza mais
importante em uma geometria métrica que ¢ a distancia ds, passou a ser o elemento
de linha de Minkowski, substituindo o cldssico elemento de linha Euclidiano. Pos-
teriormente, daremos uma definicao adequada a métrica do espago-tempo mas, por

ora, apenas definiremos a métrica de Minkowski como
ds® = da® + dy* + dz* — 2dt?, (2.1)

onde c¢, representa a velocidade da luz no vacuo.



2.1.1 Massa gravitacional e massa inercial

As experiéncias de Galileu na torre de Pisa mostraram que corpos de
diferentes massas assumiam a mesma aceleracao em queda livre. Isso levou Newton,
durante o desenvolvimento da mecanica, a postular que massa inercial e massa

gravitacional possuem a mesma intensidade.

Na teoria Newtoniana, a grandeza massa ¢ introduzida de duas maneiras
diferentes. Temos a chamada massa inercial que aparece no contexto da segunda lei

de Newton,

F=mYa,

e massa gravitacional relativa a interacao gravitacional de corpos que possuem

massa,
GMDm9)
Fy=——7F—.
R2
Admitindo um corpo acelerado apenas pela influéncia gravitacional,

temos que esta aceleracao sera dada por

(m(g) ) GM@
a=\—=

m() R?

. N . . . (9) .
Assim, fazendo referéncia aos experimentos de Galileu a quantidade (%) deveria

ser uma constante, independente da massa dos corpos. A partir disso, Newton

postula a equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional, ou seja
m® — m@
Experimentos foram realizados para verificar a veracidade do postulado

de Newton. Dicke [6], mostrou que esta equivaléncia é correta com precisao de uma

parte em 10,

A equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional pode levar a

implicagoes quanto a forma da métrica do espaco-tempo. Para percebermos isso,



assumindo um campo gravitacional esfericamente simétrico, por exemplo, gerado por
uma estrela de massa M e um sistema de referéncia Sy, que cai em queda livre sobre
a estrela. No interior do sistema Sy, podemos admitir que seja valida a métrica de
Minkowski (2.1). Consideremos ainda, o sistema Sy, num instante ¢, a uma distancia

r e uma velocidade v da estrela.

Cattani [7] mostrou que uma estimativa da métrica do espago-tempo,
ou seja, uma perturbagao causada na métrica de Minkowski, admitindo o campo

gravitacional Newtoniano com a forma

-GM
q)(r) = 77

e a equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional é dada por

dr? — 2dt? <1 + %?)
ds® = : (2.2)
(1 + —qu)> —r2 (d02 + Sin20d902)

onde a métrica de Minkowski foi escrita em coordenadas polares usuais (r, 0, ¢, t), e
ainda ressaltou que o tempo computado por um relégio, a uma distancia r de um

campo ®(r), poderia ser estimado por

= (120 -

C

onde dt* e dt representam o incremento de tempo na presenca do campo e na auséncia

de campo, respectivamente.

Desta forma, percebe-se que a existéncia de um campo gravitacional
altera a métrica do espago-tempo. Outro aspecto, ainda nao comentado, é que
na teoria de gravitacao de Newton a interacao entre as massas ocorre de forma
instantanea e a distancia, e como na relatividade restrita nao existem processos
instantaneos, inspira a procura por uma teoria da relatividade generalizada, que

inclua aceleracoes e os efeitos da gravidade.



2.2 Geometria Riemanniana

Nesta secao iremos introduzir os fundamentos para a construcao da

relatividade geral. Para isso usaremos como referéncia o livro de M. Dalarsson [§].

Seja (xl, x? s xk) um conjunto de varidveis continuas e indepen-
dentes que possuem valores (al, a,a,. .., ak), estes valores sao chamados pontos.

Definimos espac¢o ao conjunto de todos os pontos representados por estas variaveis.

Suponha que quiséssemos fazer uma transformacao de variaveis. Deste

modo esta transformacao representada por

Y =yF (xl,:p2,...,a:N), (k=1,2,..,N), (2.4)
é dada por
x

Logo, 4* e ¥ representam sistemas de coordenadas independentes e a
transformagao (2.5) representa a transformagao entre os sistemas de coordenadas. A
descricao de um espaco e todas as suas transformagoes recebe o nome de geometria

métrica [7].

De forma geral, qualquer conjunto de variaveis definidos em um sistema
de coordenadas z* e y* por A* e A, respectivamente, e que se transforma segundo

a lei

k
A= O g, (k,m=1,2,...

axm ) )

¢ denominado vetor contravariante.

N), (2.6)

Por outro lado, um conjunto de variaveis que se transforma segundo a

lei
_ ox™
B, = —
k oy

é denominado vetor covariante.

By, (kym=1,2,...,N), (2.7)



Ao consideramos o produto de dois vetores contravariantes B™ e D",

dado por
utilizando a lei de transformagao de vetores contravariantes, (2.6), obtemos

0 0y

A]kzﬁa:maan n) (k7j7m>n:1727“"N)7 (28)

que representa um tensor de segunda ordem contravariante.

De modo anélogo, podemos definir um tensor de segunda ordem cova-
riante

Amn = BmDTu

pelo produto de dois vetores covariantes, B,, e D,,, que se transforma segundo a lei

- Oa™oz"
jk — ay] 8yk mn»

(k,j,mn=1,2,...,N). (2.9)

Quando fazemos o produto de vetores covariantes e contravariantes,
obtemos um tensor misto que tera uma lei de transformacao que vai depender das
caracterfsticas dos vetores envolvidos. Por exemplo, a transformagao de A7y definido
em z¥ para flg, representado no sistema de coordenadas z* é dada por

dy' dy’ dxP Ox* g
Ox™ dxm Oyk Oyt =P

A = (2.10)

2.2.1 Tensor métrico

Sejam dois pontos representados por P(y', 42, ...,4") e Q(y' + dy*, y* +
dy?,...,yN +dyN), onde dy¥, k = 1,2, ..., N é a distancia infinitesimal entre o ponto

de P com respeito a (), logo, a distancia Euclidiana ds entre P e () sera dada por
ds? = (dy")” + (dy?)* + - + (dy™)*, (2.11)
que pode ser escrita como

ds* = S dy’dy®, (j,k=1,2,..,N), (2.12)



onde &} é dado por
;o
=

A expressao (2.12) é definida como elemento de linha, ou métrica.

Assumindo a transformacao de coordenadas obtida na Secao 2.2, a

métrica admite a forma
ds* = gomdy™dy", (m,n=1,2,...,N), (2.13)

onde
0y’ oy*

Im

é chamado tensor métrico.

Um espago onde vetores covariantes podem ser convertidos em vetores
contravariantes, e vice-versa, é chamado espaco métrico, e esta conversao é feita pelo

tensor métrico, da seguinte maneira
m
U= gimU™.

Em um sentido topolégico, espaco métrico é definido por um conjunto X munido de

uma métrica d fixada.

Quando as componentes do tensor métrico sao constantes, as linhas
das coordenadas sao retas. No entanto, se essas componentes dependem das coor-
denadas y”, tem-se linhas de coordenadas curvas. Se um espaco pode ser descrito
por coordenadas retilineas, ele é considerado um espago plano, e quando um espaco
nao pode ser representado por coordenadas retilineas, ele é considerado curvo ou

Riemanniano.
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2.2.2 Objetos de analise tensorial

Nesta secao, definiremos uma série de objetos tensoriais, necessérios a
construcao da relatividade geral, no entanto nao faremos um maior desenvolvimento

de suas partes, apenas indentificaremos algumas de suas caracteristicas.

Qualquer transformacao tensorial de sistemas de coordenadas ¢ linear,
ou seja, se um tensor possui suas componetes nulas em determinado sistema, apos

a transformacao, mantera as componentes nulas no novo sistema de coordenadas.

Definimos a derivada covariante de um tensor de segunda ordem con-

travariante da seguinte maneira

cy" = Do = o + I, O™ + T, O (2.15)
onde os coeficiente 77, sao chamados simbolos de Christoffel, dados por
1 dgk Gk dg
m — = mk n mk>~ZIPE mkInp ) 2.16
"2 (g orr 0 en Y ok (2.16)

A introducao dos simbolos de Christoffel permitem utilizando as equagoes

de Euler-Lagrange, construir a equagao da geodésica
d?ut_ dut du®
— tlhp————=0, (2.17)
ds ds ds
que representa a menor distancia entre dois pontos de um espaco e u" significa
as coordenadas do espago-tempo. Desta maneira, as linhas geodésicas sobre uma
superficie plana sao retas, enquanto as mesmas linhas sobre uma superficie curva

Sao curvas.

O tensor que representa a curvatura do espaco-tempo é chamado tensor

de Riemann, definido por

Rey =0T, — 0y + T T — Th T (2.18)

0

onde J; = 5

= (e)¢, representa a derivada parcial com respeito a varidvel z°.
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l

A contragao do tensor de Riemann pelo tensor métrico, ou seja, gmi 2,

adquire a forma

Rynip = % (OkOnGom + pOm Gk = OOy — 0pOngrm) + 915 (Cr Loy = Thplote)
(2.19)
onde vamos assumir (m, n, k,p = 1,2,3,4). Desta maneira, se Rk, ¢ nulo em todos
os pontos de um espago, temos um espaco plano, também chamado espago flat. Cabe
observar que o nimero de componentes n do tensor de Riemann é dado por

N? (N2 —1)

n = ,
12

onde N representa o nimero de coordenadas do espago-tempo. A contracao deste

tensor é denominado tensor de Ricci, expresso por

Ry = 0,10, — 0,I%, + T TP —T? T, (2.20)
onde definimos
Rmn - annp = _R:fnpn

A contracao do tensor de Ricci, feita pelo tensor métrico é denominado

escalar de Ricci, dado por

R=g"" R = 9" 9" Rimnyp- (2.21)

2.3 Postulados da relatividade geral

A relatividade geral estd fundamentada sob trés postulados; o primeiro
chama-se principio da equivaléncia, afirma que massa inercial massa gravitacional
sao equivalentes, aspecto que de certa forma, ja havia sido proposto por Newton em
funcao dos experimentos de Galileu. O segundo postulado afirma que nao existem

sistemas de coordenadas privilegiadas para descrever as leis da natureza, como disse
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o préprio Einstein [14], “Todos os sistemas de coordenadas gaussianas sio equiva-
lentes para a formulagdo das leis gerais da natureza”. Este postulado recebe o nome

de principio da covariancia generalizada.

Por fim, temos a acao de Einstein-Hilbert expressa por

5/R\/—g ds,
o)

CS

167G

g =

que leva a suas equagoes de campo. Sao essas equagoes que descrevem como a
matéria e energia de relacionam no espaco-tempo. A matéria diz ao espago como se

curvar e o espago diz a matéria como se mover [15].

O tensor de Einstein é definido por

1
le == Rkl — égklR, (2.22)

onde Ry; é o tensor de Ricci, g 0 tensor métrico e R o escalar de Ricci. Este tensor

representa a parte geométrica das equagoes de campo de Einstein dadas por
811G
Gu=——"Tu, (2.23)

onde Ty; é o tensor energia-momento, que em geral também é uma fungao do tensor

métrico. Ou
G

ct

1
Ry — zgulR = —

Ty 2.24
9 kl ( )

Vale observar que para o espaco-tempo usual e pelo fato de Gy, ser
funcao do tensor de Ricci, que por sua vez é a contragao do tensor de Riemann,
as equacoes de Einstein se tornam vinte equacgoes diferenciais parciais de segunda
ordem nao lineares e acopladas que passam a ser apenas dez, devido a simetria do
tensor de Einstein. Logo, dada a forma geral de uma métrica do espaco-tempo, onde
existem fungoes incognitas, resolver as equacgoes de Einstein, se resume a encontrar

estas funcgoes.

Pode-se facilitar o trabalho se considerarmos que o tensor energia-

momento seja nulo, ou seja, termos uma configuracao para o vacuo. Para este
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caso, as equagoes de Einstein podem ser reduzidas, contraindo a equagao (2.24) com

g"* obtendo,
P 1 SR — — 8rG

175 17,

ct

que implica ao admitirmos p = [ a expressao

@G

ct

R = T.

Assim, a equacdo (2.24) pode ser reescrita como

8t 1
Rkl = — A (Tkl - égle> . (225)

Logo, se T}, é nulo, equivale a admitir
Ry =0, (2.26)

cabe observar que Ty; = 0, representa um espago-tempo onde nao existe matéria ou

energia, ou seja, Ty, esta associado a matéria.
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3 ESPACO-TEMPO DE UM DISCO FINO

No Capitulo 2, vimos que a relatividade geral afirma que a presenca de
matéria, ou energia, distorce o espaco-tempo em sua volta, ditando como a matéria
deve se mover. Vimos também que esta distorcao é representada por uma métrica
com a forma

ds® = Gundy™dy",

assim, dada uma distribuicao de matéria ou energia, a forma da métrica é determi-

nada pelas equagoes de Einstein.

3.1 Construcao da métrica de Weyl

Queremos obter uma métrica do espago-tempo estatica e com simetria
cilindrica, ou seja, independente do tempo e independente do angulo de rotacao com

respeito ao eixo de simetria.

Comecgamos por impor as simetrias feitas através da determinacao de
campos vetoriais que representem estas simetrias, ou seja, os campos de Killing.
Para este caso, teremos um campo vetorial tipo tempo, ¢, e um campo vetorial tipo
espago, Y. Desta forma, impomos que a métrica seja invariante ao longo das linhas

de fluxo destes campos. Em termos das derivadas de Lie, podemos assumir que
Lﬁgmn = Lxgmn = 07

onde Ly e L, representam, respectivamente, a derivada de Lie com respeito a 9 e
X- Se escolhemos y? como o deslocamento ao longo de y e y* como o deslocamento
1 de ¥ e substituindo y? * por ¢ enci Strica na
ao longo de ¥ e substituindo y* por ¢ e y* por t, como consequéncia a métrica nao
terd dependéncia com respeito a estas coordenadas. Devemos ressaltar o fato de

que termos cruzados do tipo dpdy e dtdy sao nulos, pois pela simetria ¢t — —t e

= —p.
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O elemento de linha correspondente a estas imposigoes é
ds® = (;;dy'dy’ + Bdy® — Adt?, (3.1)
onde A, B e (;; dependem apenas das coordenadas y' e y* e {i,j} = {1,3}.

Este elemento de linha deixa de ser diagonal apenas com relacao as
coordenadas y! e 33, logo assumindo que podemos aplicar uma transformacao de

coordenadas tal que (y',4®) — (r, 2), levando (3.1) a
ds* = Ddr® + Bdy?® + Ddz* — Adt?, (3.2)

onde A, B e D sao fungoes apenas de r e z. Assim, empregamos a seguinte notagao

(21, 2% 23, 2%) = (r, 0, 2, t). Agora, utilizando as equagoes de Einstein para o vdcuo,

podemos escrever a expressao (3.2), obtendo a métrica estatica de Weyl
ds® = 22~ dr? 4 r2e20dp? 4 2722 — 27442,

onde 0 <r<oo, 0<p<2m, —c0<z<00, —00<t<o00easfungoes o e A, s6

dependem das varidveis r e z, ou seja, 0 = o(r,2) e A = A(r, 2).
3.1.1 Solucoes de Weyl

Nesta se¢ao, vamos citar algumas solugoes de Weyl, ou seja, solucoes

exatas para as equagoes de Einstein geradas pela métrica de Weyl [9]

Campo Homogéneo

r
o=z, A= _m : (3.3)
onde p1 é uma constante.
Solugoes de Levi-Civita

o =2usIn(r) +In(C), X=4u*In(r), (3.4)
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onde o e C' sao constantes.

Solugoes de Chazy-Curzon ou particula de Curzon

m m2r2

o = —E, >\ = —2—}{4, (35)

2 .
onde R? = 1%+ (2 — zy)” e m é constante.

Barra de comprimento finito

m . [ Ry+ Ry+2l m? | (Ry + Ry)* — 412
7 2l N (R1 + Ry — 2l> 7 202 ! 4R Ry 7 (3.6)
onde Ry = /72 + (z 4+ m)?, Ry = \/r2 + (z — m)®, m e [ sdo constantes.
Solucoes de Schwarzschild
1 R1 + R2 —2m 1 (Rl + R2)2 — 4m2
7 2 H(R1+R2+2m)’ 2 . 4R1R2 ’ ( )

onde m é constante.

Um estudo sobre solucoes da métrica de Weyl foi realizado por
D’Afonseca [9], no qual o assunto principal foi uma revisao das solugoes das equagoes

de Einstein para sistemas estdaticos de simetria axial.

3.2 Equacoes de campo

Considerando um campo gravitacional com simetria cilindrica assumi-
mos o caso em que a altura do cilindro é muito menor que o raio, ou seja h << r.
Para modelar este espago-tempo utilizaremos a métrica estatica de Weyl, construida

na segao 3.1,

ds® = 22 dr? 4 r2e 2 dp? 4+ 2P d2? — 27 dt?. (3.8)

Como mostrado anteriormente, por razoes de simetria, as fungoes o
e A sdo fungbes que dependem apenas das varidveis r e z, ou seja, 0 = o(r,2) e

A=A, 2).
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Da definigao de simbolo de Christoffel dada pela equagao (2.16), onde
admitimos que

(m17 ‘/L'27 1’3’ x4) = (r7 (107 Z’ t)?

obtemos as seguintes componentes nao nulas

M=\ —o, I3, =T1,, I's; = —0., I}, =" 0, (3.9)

3 =0, -\, I'l, =0, Ths = —T1,, I, = 0., (3.10)
1 - r

Iz, = ST , L, = (r’o, —r), iy = —T7,, (3.11)

onde os indices subscritos nas fungoes o e A, representam derivadas parciais com

respeito a r ou z.

As componentes nao nulas do tensor de Ricci, obtidas originalmente

por Zipoy e Rosen [24, 20] e calculadas através da expressao (2.20), sao dadas por

10, + 10, — 2ro% + 0, — (A + A\p) + Ar

Ry = 3.13
11 r ) ( )
_2 rVz )\z
Rz = &’ (3.14)
r
Ry = 2 [r2 (Orr +022) + rar] , (3.15)
Ray — 10, + 10, —2ro2 + 0, — (A + M) — /\T’ (3.16)
r
—2X 4o 4o
Ry = ¢ lre o=t o) o] (3.17)
r

Como nosso interesse esta nas solugoes para vacuo, assumimos o tensor
de Einstein (2.22) nulo que é equivalente a tomar as equagoes (3.13) a (3.17) idénticas

a zero, levando a
70, + 10, — 210, + 0p — (A + M) + A = 0, (3.18)

—2ro,0, + X, =0, (3.19)
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r? (0 + 0,.) + 10, = 0, (3.20)
70 + 1700 — 2r0,? +0p — 1Mz + Aer) — A = 0, (3.21)
r (0., +0m)+ 0, =0, (3.22)

Subtraindo a equagao (3.18) da equagao (3.21), temos que

~\ 4710, —r0.? =0, (3.23)

De (3.20) ou (3.22) vem que

oy +ro., +ro,, =0. (3.24)

Finalmente, considerando a equacao (3.19), temos
2ro,.o, = A, (3.25)

resultando nas seguintes equagoes de campo nao nulas e independentes, no vacuo

r (0'r2 — 022) - A =0, (3.26)
op + 10, +10,, =0, (3.27)
2ro,o, = \,. (3.28)

Vamos entao assumir a condicao h << r, justificada no inicio desta

secao. Para isso, utilizaremos a expansao em série de Taylor de ordem arbitraria,

tal que
o(r,z) =o(r,0) + 2 8oérz, ) . 2 —82(:922 ) L +oee (3.29)
Ar,2) = A(r,0) + 2 6Aé¢; ) o 22 % e (3.30)
que vamos considerar apenas até segunda ordem
o(r,z) = A(r) +a(r)z + c(r)2?, (3.31)

A, 2) = B(r) + b(r)z + d(r)z>. (3.32)
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3.2.1 Aproximacao de zero ordem

Vamos assumir uma aproximacao de zero ordem, ou seja,
o(r,z) = A(r), (3.33)

A(r,z) = B(r). (3.34)
Note que nesse caso as fungoes o e A sao funcoes apenas de r.

3.2.1.1 Construcao da o(r)

Partindo da equagao (3.27) e fazendo a seguinte redugao de ordem,

temos

Jr:yﬁgrr:y’r:y_’—ryrzo' (335)

Resolvendo (3.35), por separagao de variaveis, obtemos

Ch
S 3.36
0 == (3.36)

onde ] é uma constante de integracao. Apds mais uma integracao com respeito a

T vem

o(r) = Cin(r) + Cs. (3.37)

Sem perda de generalidade, podemos assumir C} = k—2° e Cy = 0, tendo

em vista que nas equagoes de campo temos apenas derivadas da funcao o, que resulta

assim em

o(r) = %IH(T). (3.38)
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3.2.1.2  Construgao da \(r)

De posse do resultado estabelecido para o(r), equagao (3.38), e admi-

tindo a equagao de campo (3.26), temos

ko)’ ko®
A = 7’(2—0> = \r) = % In(r) + C3, Cs = const, (3.39)
r
e sem perda de generalidade fazemos C'5 = 0, assim temos como solucgoes das

equagoes da campo,

o(r) = %ln(r), (3.40)
A(r) = %ln(r). (3.41)

As solugbes (3.40) e (3.41) foram obtidas por Gautreau e Hoffman [4],
quando estudavam solugoes Riemann-flat para a métrica de Weyl, admitindo que o

e A eram fungoes apenas da variavel 7.

A solugao de zero ordem obtida, ainda poderia ser escrita utilizando
um conceito de escala global. Desta maneira, ao contrario de termos a soma de
constantes arbitrarias de integragao, poderiamos construir uma integral definida de

ro a r, de modo que as solugoes (3.40) e (3.41), admitiriam a forma

o(r) = Moy (i) , (3.42)

2 To
2
A(r) = ’% In (%) , (3.43)

onde 7y # 0.

3.2.2 Aproximacao de primeira ordem

Considerando uma aproximacao de primeira ordem, temos
o(r,z) = A(r) + a(r)z, (3.44)

A(r, z) = B(r) 4+ b(r)=. (3.45)
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3.2.2.1 Construgao da o(r, z)

Assumindo a equagao (3.27) e fazendo a seguinte redugao de ordem,
temos

Ur:y:>0-rr:y7":>y+ryr:0' (346)

Resolvemos (3.46) por separacao de variaveis, obtendo

o, = Cl—(z), (3.47)

,
onde C1(z) é uma constante de integracao. Apds mais uma integragdo com respeito

a r obtem-se

o(r,z) = Ci(z) In(r) + Ca(2). (3.48)

Calculando a derivada da expressao (3.48), com respeito a z e compa-

rando com a mesma derivada obtida de (3.44)

o, =C1(2), In(r) + Ca(2), = a(r) = Ca(2), = a(r) — C1(z). In(r). (3.49)

Observe que Cy = Cy(z) = Ci(2), = 0, a(r) = ap = const. Logo,

fazendo C(z) = % = const, e integrando (3.49), temos a solugao

k
o(r,z) = EO In(r) + apz + ¢, (3.50)

e, novamente, sem perda de generalidade, fazendo ¢; = 0, obtém-se

o(r,z) = %ln(r) + apz. (3.51)

3.2.2.2  Construgao da \(r, 2)

Admitindo a equagao de campo (3.26) e o resultado estabelecido para

o(r, z), equagao (3.51), temos que

A = )2 (3.52)
r=7 o rap”. .
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Apos uma integracao com respeito a r, tem-se

ko” 2
A(r,2) = = In(r) - ‘%r? + Cy(2). (3.53)
Derivando a expressao (3.53) com respeito a z e comparando com a

mesma derivada obtida de (3.45), temos que C5(z), = b(r). E como C5 = C3(z) =

Cs3(2), = by = const. Logo C5(z) = byz + o e chegamos ao resultado de A(r, z)

A\ . k02 CLQ2 2
(r,z) = o In(r) — -7 + byz, (3.54)

onde admitimos, como ja discutido anteriormente, sem perda de generalidade, ¢y =
0. Quando substituimos os resultados de o(r, z), equacao (3.51) e de A(r, z), equacao

(3.54), nas equagoes de campo, temos a imposigao by = kogag levando as solugoes:

k
o(r,z) = EO In(r) + aopz, (3.55)
ko” 2
A(r,2) = = In(r) - %ﬁ + koaoz. (3.56)

A equagao (3.55) foi obtida por Capistrano [3] ao estudar solugoes Ricci-
flat para a métrica de Weyl, admitindo uma expansao em Taylor de primeira ordem

para as fungoes o e \.

Observamos que se assumirmos ag = by = 0, recuperamos a solucao de

ordem zero da Secao 3.2.1.

3.2.3 Aproximacao de segunda ordem

Considerando uma aproximacao de ordem dois, temos
o(r,z) = A(r) + a(r)z + c(r) 2%, (3.57)

A, z) = B(r) +b(r)z +d(r)z*. (3.58)
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3.2.3.1 Construgao da o(r, z)

Admitindo a equacao (3.27) e fazendo a seguinte redugao de ordem,
temos

Op =Y = Opp = Ypr = Y+ 7Y + QTC(T> =0. <359)

A 1ltima equagao é linear, e pode ser resolvida segundo a técnica de

fator de integracao,

wt gy==20lr) = 0= =1 ([oretmar) + 2EL oo

r

e ap0s mais uma integracao temos

o(r2) = — / rl ( / 27‘”c(r")dr") ar' + / Alr_%ra (3.61)

Resolvendo a integral exterior que aparece em (3.61), obtemos para

o(r, z), a seguinte expressao

o(r,2) = — / 1 < / 27“”0(7“”)6[7"”) dr' + Ay () In(r) + Ay (). (3.62)

7/./

Neste ponto, escolhemos a forma da ¢(r”) como uma fungao poténcia.

Justificamos esta escolha pelo fato de buscarmos fungoes analiticas no infinito, logo

c(r'") = 20 ¢y = const, (3.63)

n’?
T”

substituindo na expressao (3.62) e fazendo os calculos, obtemos

(
o(r2) = —/rl (/QT ”)dr + Ay (2)In(r) + A (2)
s

_ —/rl 4 Az ))dr’+A1 (2) In(r) + A (2)

2—n
- /(2 ’1‘"+Ai( )>d + A (2)In(r) + A2 (2)
= —2¢ —r r2- ”+k( YIn(r)+ Ay (2), n#2 (3.64)

(2—n)
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_(2‘_2(2)27«“ + A5 (2), n#2. (3.65)

Calculando a derivada da equagao (3.65) com respeito a z, temos

o(r,z) = k(z)In(r) +

0, = k(2).In(r) + As(2)., (3.66)

e da equagao (3.57), temos para mesma derivada o seguinte resultado
260
o, =a(r)+2c(r)z =a(r) + —=z, (3.67)
,,nn
Das equagoes (3.66) e (3.67) e isolando Ay(z). obtemos

Ay (2), =a(r)+ 2—Cnoz — k(z), In(r). (3.68)

r

Observe que Aj (z) é uma fungao apenas de z, logo implica que
ko
Ay = As(2) = a(r) = ap = const, k(z) = 5 = const, n = 0. (3.69)

Entao,

Ay (2), = ag + 2coz = Ag(2) = apz + cpz* + ¢y (3.70)

Observando as equagoes de campo (3.26) a (3.28), percebe-se que sem-
pre temos as derivadas de o(r, z), logo podemos considerar ¢; = 0, sem perda de

generalidade. Chegamos desta forma ao seguinte resultado

k 2
o(r,z) = = In(r) — % + agz + o2’ (3.71)

3.2.8.2  Construgao da A(r, 2)

Admita a equacao de campo (3.26), vamos considerar

d,
d(r) = r_’?”” dy = const. (3.72)
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De posse do resultado estabelecido para o(r, z), equacao (3.71), temos
que
ko

2
N\ =10t —ro?=r <2— - cm’) —7r(ap + 2002)2. (3.73)
r

ou

2

ko ki
Ar =T (4_22 — koco + 002T2> —r(ag + 2c02)" = 4_07~ — kocor + co’r® — r(ag + 2co2)”.

Integrando com respeito a r, obtém-se

o2 2 ,r o772
A(r, z) = o In(r) — k0005 + co il (ap + 2¢oz) 5 + By (2), (3.74)

Derivando a expressao acima com respeito a z, obtemos
A. = (—2a0co — 4co’z) ¥ + Bi(2)., (3.75)
e calculando a mesma derivada da equacao (3.58), temos
A, =b(r) +2d(r)z = b(r) + 2r—mz,
levando ao seguinte resultado
By(z), =b(r) + 2%2 + 2agcor? + deg?2r? (3.76)

que integrando com respeito a z, obtém-se

dy 2° 22
Bl(Z) = b(T’)Z + 2—? + 2@0007’22 + 40027”23 + bl, (377)
rm
ou ainda
d
Bi(z) = (T—T?L + 20027"2) 2%+ (b(r) + 2apcor?) z + by. (3.78)

Para que Bj(z) seja uma fungao apenas de z, temos que

d
C, = r—i + 2¢0°r* = d(r) + 2¢o°r?; Cy = b(r) + 2agcor?, (3.79)

onde C; e Cy sdo constantes, assim obtemos para A(r, z), a seguinte expressao

2 2

k
A(r, 2) = —In(r) — kOCO% — (ag 4 2¢02)*

2
1
1 T + =c2rt + C22 + Coz + by, (3.80)

2 4
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onde assumimos a constante b; = 0, sem perda de generalidade. Substituindo esse

resultado, bem como a equagao (3.71), nas equagoes de campo, encontramos as

seguintes restrigcoes para C; e Co
C1 = koco,

CQ == ]C()CLQ.

Assim, chega-se a expressao

ko? r2 1 r?

Ar, z) = VR In(r) — koco— + ~c2r* — (ag + 200,2)25 + kocoz? + koaoz.

2 4

Temos a implicagao imediata, usando a equagao (3.79),
b(r) = koag — 2agcor?

e a equagcao

de onde obtemos que

Em outros termos, a solucao resulta em

k
A(r) = Oy — C—Or2,
2 2
a(r) = ag, c(r) = co,
2 2 2

k
B(r) = ZO In7 — (ag + koco — 02—07"2)%,
b(r) = Z—sd(r), d(r) = koco — 2087“2.

(3.81)

(3.82)

(3.83)

(3.84)

(3.85)

(3.86)

(3.87)

(3.88)
(3.89)

(3.90)

Observe que se assumirmos ¢y = 0, recuperamos a solucao de primeira

ordem da Secao 3.2.2. Desta maneira, podemos organizar as fungoes A(r), B(r),

a(r), b(r), c(r) e d(r), em fungdo da ordem da solucao obtida. Assim, podemos

resumir esses resultados na Tabela 3.1.
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Ordem
Fungao | 7., Primeira Segunda

A(r) | Bin(r) ko In(r) ko In(r) — cr®

B(r) % In(r) % In(r) — aozg k% In(r) — (ag? + koco) % + c%%
a(r) - ag ag

b(r) - aoko ag (ko — 2cor?)

c(r) - - Co

d(r) - - co (ko — 2cor?)

o(r, z)

A(r, 2)

Tabela 3.1: Resumo das solugoes obtidas

Logo a solucao de segunda ordem mais geral é,

k’o 7’2 2
5 In(r) — oy + agz + coz”, (3.91)
kOQ 7a2 7"4

In(r) — (a02 + kOCO) 9 + ng + ag (k:o — 2607“2) zZ 4+ ¢ (k:o — 2607“2) 22,

(3.92)

onde todos os casos estao inclusos; ressaltando que se ¢y = 0 recuperamos a solugao

de primeira ordem e que se ag = ¢y = 0 recuperamos a solucao de zero ordem.

3.3 Solucoes Riemann-flat

Nesta secao, estudaremos sob que condicoes nossa solucao geral leva a

métrica de Weyl a métrica de Minkowski, ou seja, sob quais circunstancias temos o

tensor de Riemann R, = 0. As solucoes obtidas na secao anterior sao ditas Ricci-

flat, pois resolvemos as equagoes de Einstein para o vacuo. No entanto, se R,,,

=0,

nada podemos afirmar quanto a R,k = 0, mostrando que a condigao R,,, = 0 ¢
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menos restritiva que R,,,x, = 0. Desta maneira, comegamos nosso desenvolvimento

por colecionar as componentes independentes e nao nulas do tensor de Riemann.

3.3.1 Componentes independentes do tensor de Riemann

Utilizando a definigao de tensor de Riemann (2.19), bem como a solugao

geral das equagoes de campo da Secao 3.2.3, obtemos as relagoes abaixo

Rizi3 = —(Ri212 + Ria1a), (3.93)
Rop11 = wi(r, 2) Rig12, Raaszs = wa(r, 2) Rig1o, (3.94)
Rayoq = _Wl(ra Z)R1313, Rs311 = —Ri313, Rya2e = w2(7’, Z)R1313 ) (3-95)
Ras03 = —wl(T, 2)31414, R3300 = —Ryq14, Rasoo = WQ(T7 2)31414 s (3-96)
Rogi3 = —wi (7, 2) Rizoa, Rasor = wi(r, 2) Risaz, Raoiz = —Risaz, Raaz = wa(r, 2) Risz
(3.97)

onde wy (1, z) e wy(r, z), sdo dados pelas expressoes

ko2 Ca2
wi(r,z) = 2y exp [(4co2z2 + dagcoz + coko + ag® — %r2> r? — 2ko (0022 + aoz)} ,

(3.98)

wa(r, 2) = —r** 2 exp (—2cor® + 4z (coz + ag) ) wi(r, 2). (3.99)

Logo as componetes nao nulas e independentes do tensor de Riemann

sao Rig12, Ri414 € Ri322, dadas por

3
Z Pn(ao, ko)Con + k02 (k‘o — 2)

Ry = =2 32 , (3.100)

23: Qn (a0, ko)co™ — ko(ko — 2)°

Rigug = "= < , (3.101)

3
> Sulag, ko)eo™
=0

n—
R1322 =

(3.102)

4r ’
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onde os polinomios que aparecem de (3.100) a (3.102) s@o expressos por

Psy(ag, ko) = 96rtz* — 8&°
Py(ag, ko) = 64r°2% — 48r22%ky + 12r*ky — 8r* + 96agrz
Pi(ag, ko) = 8riko + 1617 — 612ko” + 24ao’r* + 64r2za9 — 4812 zagk
Polag, ko) = ao’r* (16 — 12k)
(3.103)
Qs(ao, ko) = —96r"2% + 8°
Qa2(ao, ko) = —32r22% +48r%2%ky — 12r*ky + 16r* — 96aor*2
Qilag, ko) = —16r2ky — 8% + 6r2ko® — 24ay*r* — 32rzag + 48r° zagky
Qolao, ko) = ap’r* (12ky — 8)
(3.104)
Ss(ag, ko) = 32r?z% — 24zr*
Sy(ag, ko) = —24zr® — 12aor* + 48agr®z* + 2421’k
Si(ag, ko) = 24z2r°ag® — 62ko® + 12r2agky — 12r%ag + 122k
So(ag, ko) = 4r’ag® — 3aoko (ko — 2)
(3.105)

3.3.2 Obtencao das solugoes Riemann-flat

Para solucoes Riemann-flat, temos que R,k = 0, logo Ri212 = Ris14 =
Ry309 = 0. Assim, para que (3.100), (3.101) e (3.102) sejam simultaneamente nulas,

temos a primeira condi¢ao ag = c¢g = 0, que resulta imediatamente em Rj39s = 0 e

em
ko? (ko — 2)

Rio12 = gz (3.106)
—Fo(ko — 2)°

Rig14 = “holko = 2)° : (3.107)

&2



30

Para que ambas sejam nulas, temos que kg = 0 ou ky = 2. Estas
condigoes reproduzem as condigoes encontradas por Gautreau e Hoffman [4], quando
estudavam solucoes Riemann-flat para a métrica de Weyl, admitindo que o e A eram

funcoes apenas da variavel r.

3.4 Solugoes para um disco fino

Assumindo a métrica de Weyl, dada pela equagao (3.8), e as expansoes

(3.57) e (3.58), onde consideramos

_“Q
or) =2,
do
d(r) = —
=2
obtemos a solugao geral
k 2
o(r,z) = 50 In(r) — CO% + apz + o2’
ko® 2 r? ot 2 2
Ar,z) = e In(r) — (ao + kgco) 5 + Sy + ag (k:o — 2¢or ) Z 4 ¢ (kzo — 2cor ) z

2

(3.108)

Nossa proposta inicial foi encontrar solucoes exatas das equacoes de
FEinstein no vacuo para a métrica de Weyl, com a intencao de estudar o espaco-
tempo para um disco fino. A abordagem que escolhemos foi usar expansoes em
série de Taylor para aproximar as fungoes o e A da métrica de Weyl, logo vamos
considerar que a contribuicao de segunda ordem sera menor que a contribuicao de
primeira ordem e assim por diante. Nossa ideia é de que, por estarmos impondo a
simetria de um disco fino, onde h << r a contribuigao as solugoes serao inversamente

proporcionais a poténcia de z.

Desta maneira, um critério para a aplicacao das consideragoes que fa-

remos nesta Se¢ao ¢ a condigao h << r, ou % << 1. No caso do sistema solar
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considerando as quantidades fisicas do Sol e dos planetas temos, por exemplo, para
o Sol e Mercirio que a quantidade % ~ 1x1072 e ao considerar o campo gravitacional

Newtoniano temos, % ~1x10713,

Neste ponto de nossa discussao, exploraremos quais sao as consequéncias

e as imposicoes geradas por esta nova premissa.
3.4.1 Caso 1: ¢y <<1

Se considerarmos ¢y < 1, entdo da equagao (3.90), devemos considerar
Zr? - 0=d(r)= 7‘,1—,% = koco e, portanto, devemos impor m = 0. Isto significa que

do = koCO.

Sob tais restrigoes, as expressoes de o(r,z) e A(r,z) reduzem-se, por-

tanto, a
o(r,z) = A(r) + apz + co2?, (3.109)
A(r,2) = B(r) + boz + do2?, (3.110)
onde
ag = const, co = const; dy = const, (3.111)
b(r) = by = aoko, (3.112)
k
Alr) = Znr — C—OrQ, (3.113)
2 2
k2 ) r?
B(r) = 1 Inr — (ag + k000)57 (3.114)

com kg = const.

No entanto, para que isso permaneca sendo solucao das equacoes de
campo, devemos satisfazer a condicao, ag = 0 ou ¢y = 0, ou ambos zero. Estudare-

mos cada caso separadamente.
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34]1 Caso 1.1: a():Co:O Ek(]?'éo

Se ag = ¢g = 0 decorre que by = dy = 0, reduzindo as expressoes das

duas fungoes a apenas os termos

A(r) = %lnr,
2
B(r) = %lnr,

onde kg é uma constante livre.

Nesse caso, perdemos as contribuicoes de primeira e segunda ordens,

ficando apenas com a contribuicao de zero ordem de ambas fungoes.

3.4.1.2 Caso 1.2: ag =0, cog#0 e kg #0

Se ag = 0 temos by = 0, reduzindo as expressoes das duas fungoes aos

termos
k
A(r) = Oy — C—Or2,
2 2
/{32 7,2
B(T) = ZOIDT' - koCOE,

e as constantes ¢y << 1, dy = koco, € ko, livres.

Nesse caso, perdemos a contribuigao de primeira ordem, ficando apenas

com a contribuicao de segunda ordem, mas proveniente das duas fungoes.
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3.4.1.3 Caso 1.3: cg=0,a9#0 e kg #0

Se ¢y = 0 temos dy = 0, reduzindo as expressoes das duas fungoes aos

termos
A(r) Ko |
ry=—Inr
2 )
/{32 2
B(r)zzolnr—agg,

e as constantes ag e ko.

Nesse caso, perdemos a contribuicao de segunda ordem, ficamos apenas

com a contribuicao de primeira ordem, mas também das duas funcoes.

3.4.2 Caso 2: dy<<1

Se considerarmos dy < 1, entao da equagao (3.90) devemos considerar

co < 1 que recai nos casos ja explorados.

3.4.3 Caso 3: k=0

Apesar de neste caso estarmos supondo a contribuicao de zero ordem
nula, temos em mente que esta aproximacao pode ser tutil em aplicagoes. Desta

maneira, se considerarmos ky = 0, entao das equagoes (3.87) a (3.90) ficam com a

formas
Ar) = —%TQ, (3.115)

a(r) = ag, c(r) = co, (3.116)

B(r) = (e~ Br) 3117

b(r) = 2d(r), d(r) = —2c22. (3.118)
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Nesse caso, mantendo as contribuicoes de primeira e segunda ordem nas

duas fungoes o(r, z) e \(r, 2) .

3.4.3.1 Caso 3.1: kg=0¢ecp <1

Ainda considerarmos ¢y < 1, podemos assumir ¢z — 0. Desta forma,

as equagoes de (3.115) a (3.118) reduzem-se a

A(r) = —62—07“2, (3.119)

a(r) = ag, <(r) = co, (3.120)
B(r) = —aﬁg, (3.121)

b(r) = —2apcor?®, d(r) = 0. (3.122)

Nesse caso, perdemos a contribui¢ao de segunda ordem da A(r, z). Ana-

logamente os mesmos resultados se verificam se considerarmos dy < 1.

3.4.4 Resumo das solugoes

Todas as consideracoes que fizemos, desde a solugao geral, estao resu-

midas a seguir:

Caso Geral

k?() 7“2 9
o(r,z) = 5} In(r) — Coy + apz + coz”,
ko’ r? r
Ar,z) = e In(r) — (a02 + koco) 5 + cgz + ap (ko — 2007"2) z+ co (ko — 2007“2) 22,

lembrando que ambas, o e A\, admitem a adi¢ao de um termo constante.

Caso 1.1
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O Caso 1.1, corresponde exatamente as solucoes de Levi-Civita, dadas
por (3.4), considerando ky = 4us e Cy = In(C), onde Cy é a constante que foi

descartada na equagao (3.37).

Caso 1.2
o(r,z) = %ln(r) - 00%2 + cp2?,
Ar,z) = k%? In(r) — k’oco%2 + koco2?.
Caso 1.3
o(r,z) = % In(r) + apz,
Ar,z) = %02 In(r) — aOQ%Q + agkoz.
Caso 2

Equivalente ao Caso 1.

Caso 3
2
o(r,z) = —Coy a0z + co??,
2 A
Ar,z) = —a023 + cgz — 2apcor?z — 20021222,
Caso 3.1
2
o(r,z) = —Cy + apz + 22,
2
Ar,z) = —aOQE — 2apcor?2.

A solugao para campo homogéneo, dada por (3.3), é uma solugao par-

ticular que esta contida no Caso 3.1, quando admitimos ¢y = 0 e fazemos ag = 1.

Os casos acima citados estao resumidos em duas tabelas. A Tabela 3.1

mostra as funcoes o e A\, a Tabela 3.2 mostra as mesmas fungoes segundo sua ordem.
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asos | Kk, | a | ¢ o(r,2) Ar,2)
serat | 20 | 20 | 20 | Ko —c Ir—2+aoz+c 7 k—"Zln(r)—(ao2+kc )ﬁ+czr—4+a0(k = 26,1%) 246, (K, — 26, ) 2
2 0 2 0 4 0~0 2 0 4 0 0 0\"0 0
1 «1
k %
11 [ 20]=0][=0 —n(r L In(r
5 () . (r)
k c 2 2
12 [#20]=0] =0 5°In(r)—?°r2+coz2 I%In(r)—koco%+kocozz
k, Ky’ , 1
13 | 20| 20| =0 EIn(r)+aoz %In(r)—a0 7+koaoz
_ Gy 2 2 2 r’ er 2 222
3 |=0]=20]=0 —Er +ayZ+CyZ -8, ?+COZ_2aOCOr 7-2¢,r°2
31 <1
Gy 2 2 .1 2
31 [ =0]=#0[ =0 —Er +8yZ+CyZ -8, 3—200a0r 4

Figura 3.1: Quadro de solugoes para um disco fino



) o(r,z) A(r,7)
L[] | amoomon [ | sover |
2 2 2
ceraL [0 [ #0[ =0 k—z"ln(r)—%rz a7 | ¢z’ %In(r)—[aoz+k0co—%r2]% (koo ~2002yr° ) 2 (koo - 26,°r°)
1 <1
K, k,’
11 [#£0]=0]=0| =In(r) 0 0 —2In(r) 0 0
2 4
k0| G 2 2 02 rZ k 2
12 |20[=0[=0] In(n)--r 0 | ¢z —In(r)—koc()? 0 2CoZ
k, K’ )1
13 |#£0|=0]=0 ?In(r) W 0 TIn(r)—a0 > k,a,Z 0
G 2 2 2 G 2| 2 2,22
3 [=0]#0]=0 —Er QL | C,z -1 g —7r E) 28,z | -2¢,r°z
-
C 2 2 zrz 2
31 [=0]120]=0 —Er QL | CyZ -a, > —2C,8,r 2 0

Figura 3.2: Quadro de solugoes segundo a ordem das fungoes o e A
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4 PRECESSAO DO PERIELIO DE
PLANETAS DO SISTEMA SOLAR

Neste capitulo, usando a construgao feita no Apéndice B do chamado
campo quase-Newtoniano, bem como as solugoes das equacoes de Einstein obtidas
no Capitulo 3, buscaremos a contribuicao relativistica a precessao do periélio de
planetas do Sistema Solar. Para tanto, usaremos o planeta Merctrio como exemplo
para este desenvolvimento, tendo em vista que a precessao do periélio deste planeta

foi muito estudada desde 1859 [10].

4.1 Precessao do periélio de Mercirio

O sucesso obtido por Le Verrier [10], com a descoberta de Netuno, devi-
do a anomalias na 6rbita de Urano, o motivou a sugerir que a precessao observada, e
nao explicada na érbita de Mercirio, seria causada por um planeta intra-mercuriano
o nomeando Vulcano, o deus do fogo na mitologia grega. Le Verrier, inclusive,
calculou a massa de Vulcano, obtendo um valor de 1/7 da massa de Mercurio.
Em 1860 houve uma série de observacoes, devido a um eclipse total do Sol, com a
esperanca de encontré-lo, mas com o passar dos anos a hipotese da existéncia de

Vulcano foi abandonada.

Apresentamos uma representacao ilustrativa, na Figura 4.1, da pre-
cessao do periélio de planetas solares [25]. A Tabela 4.1 [11] mostra as contribuigoes
a precessao do periélio de Mercirio. Pode-se observar que a discrepancia entre o

valor total observado e o valor total teérico é de cerca de 43” de arco por século.

Outras hipéteses foram formuladas para explicar a precessao do perélio

de 43”7 de arco por século de Mercirio, entre as quais
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e existéncia de um satélite de Mercrio,
e incrementos na massa de Vénus,

e modificacoes na lei de gravitacao de Newton, alterando a poténcia de

r, na expressao do campo gravitacional.

Causa Ay (7 por século)
Precessao dos equinécios 5025.6
Forca gravitacional de outros planetas 531.4
Achatamento do Sol 0.0254
Total tedrico 5557.02
Observado 5599.7

Tabela 4.1: Contribuicoes para precessao do periélio de Mercirio nao considerando
os efeitos relativisticos

No entanto, nenhuma dessas possibilidades se confirmou. Somente em
1915, com os artigos de Einstein sobre relatividade geral é que aparece uma alter-
nativa tedrica para explicar tal fato. O préprio Einstein disse que uma das formas

de corroborar sua teoria seria calcular a precessao do periélio de Merctrio.

Como ja mencionado, a primeira solucao exata das equacoes de Einstein
foi obtida por Schwarzschild [2], em 1916, ao estudar a métrica do espago-tempo para

a regiao exterior de um corpo macig¢o com simetria esférica.

O valor obtido para a contribuigao relativistica da precessao do periélio

de Merctrio foi de

_ 6rGM
=2,
onde p = a(l — &%), a é a medida do semi-eixo maior da elipse, ¢ a excentricidade

Ay

Y

da 4rbita e ¢ a velocidade da luz no vacuo.
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Figura 4.1: Representacao da precessao do periélio de um planeta solar

Aplicando dados astronomicos e das constantes fisicas na expressao
acima, obtém-se aproximadamente os 43” de arco por século. Esta foi uma das

primeiras confirmagoes observacionais da relatividade geral.

4.2 Construcao da equagao da orbita

Do Apeéndice A, temos que a equacao da érbita Newtoniana é dada por

1
CU =1, (4.1)

14+€ cos(yp) [8] .

onde p = a(l — £?), bem como, sua solugao é expressa por u = >

Do Apéndice B, temos que a expressao para o campo quase-Newtoniano

¢ dada por

—c?
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Do Capitulo 2, temos que no caso geral de segunda ordem a funcao

o(r, z) possui a forma

k 2
o(r,z) = 30 In(r) — Co% + agz + coz® + do, (4.3)

onde dy se refere a constante ¢;, que na equagao (3.70) havia sido ignorada.

Admitindo a métrica de Weyl (3.8), temos que gy = —e*?. Logo

k 2
Gus = _62<70ln(r)—co%+aoz+coz2+60) _ _e(ln(rko)—c0r2+2a0z+20022+260)’ (44)

ou

_ 2 2
Gus = —rkoe cor 62a0z+2002 6250. (45)

Admitindo que cg < 1 = ag =0, e~ =1 — ¢or?, vem

gu = =1 (1 — cgr?) *0%5y, (4.6)
onde §; = €?%. Dessa maneira chegamos a

gaa = =0y (rF0 — cor?tho) 2o, (4.7)

Assumindo a equagao (4.2) e substituindo o resultado acima, dado por (4.7), temos
o potencial gravitacional quase-Newtoniano

o = 5 [1 — 6 (r* — cor®th) e2C°z2] : (4.8)

Sabemos que a forca relativistica é expressa por F' = ’a—a;b e para ® dado

em (4.8), temos

2
F= CE [(5100 (2 + ko) r™*! = dikor™™) GQCOZQ} ' (4.9)

1

u

é (5100 (2+k0) _ (51]{?0)

2 uk0+1 ukofl

Fazendo a seguinte troca de varidveis, r = = e z = 0, temos

F =

(4.10)
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4.2.1 Recuperacao da equagao da orbita Newtoniana

Admitindo a equagao (4.1) e multiplicando e dividindo a direita da
igualdade por F}, onde Fj representa a forca gravitacional Newtoniana, temos

u 1F, 1 F _F,
_— + U = —— = — = .
dp? pF, p (*Gﬂfm) pG Mmu?

T

(4.11)

Observe que a equagao (4.11) é assumida como primeira aproximagdo, mas nao
derivada das equacoes da geodésica.
Logo
d*u —F,

+u

— = —. 4.12
de? pGMmu? (4.12)

Neste ponto vamos considerar que F', expressa pela equagao (4.10), seja
identica a F}, ou seja,

F=F, (4.13)

Utilizando a identidade (4.13), podemos reescrever a equagao (4.12),

obtendo
d? 2 01k 01co (24 k
SU = ko _ 01 (2+ ko) ) (4.14)
dp? 2pGMm, \ ukot1 ykot3
Uma maneira de recuperarmos o resultado Newtoniano descrito anteri-
ormente, é primeiro arbitrarmos ky = —3, assim
d*u c? c?
— = 1cp———— — 301 ————1> 4.15
dp? o 1cOZpG]Wm 12pGMmu ’ (4.15)
e segundo admitirmos d,¢y = QGj‘fm = 0; = QCC;OMCQm Desta maneira, obtém-se
d? 1 2GM 2
eu =t m -3 (4.16)
de? P coc? 2pGMm
ou
d? 1 3u?
GU = (4.17)
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Logo, a equagao da érbita Newtoniana, (4.1) é recuperada se ignorar-
mos o segundo termo a direita da igualdade da equagao (4.17). Com efeito, este
termo é um termo corretivo em nosso modelo e o interpretamos como a contribuicao
relativistica a precessdo do periélio. Neste contexto a equagao da drbita (4.17),

figura entre a teoria Newtoniana e a teoria da relatividade geral.

4.2.2 Resolugao da equacgao diferencial da érbita

Para resolvermos a equagao (4.17), usaremos a teoria de perturbacao
para equagoes diferenciais [18]. Sabemos que essa teoria obtem uma solugao aproxi-
mada da equacao diferencial, se admitirmos apenas os termos de maior ordem como
solugao. Nossa construcao serd idéntica a utilizada por Dalarsson [8], ao obter a
contribuicao relativistica a pressecao do periélio de planetas solares, utilizando a

métrica de Schwarzschild. Assim admitimos as seguintes hipdteses

w=u®+u® <O, (4.18)
onde ul® = H%fs(“’). Substituindo essa premissa em (4.17), temos
d? 1 3 2
(0) 1) (0) 1 — (0) (1)
— (v +u +u +u =———(u 4 u ) 4.19
WO ) LS o) )
e para u(!) < u© obtém-se
dPu® P 1 3 2
(0) M — = 7 (O 4.20
I COP(U ) 420
1
p
Assim
d?u) 3 (14ecos(p)\’
o3 (et aa
' Cop p

ou

d? (1) 3 1 2 2 2
u? w3 (L e cos(¢p) , Ecos (¥) . (4.22)
p? p?
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De maneira geral, temos a condi¢ao ¢ < 1 e para os planetas sola-

res, o parametro p? estd compreendido na faixa 3.07 x 10?! < p? < 2.02 x 10%.

Considerando apenas a contribui¢ao do termo, 25%25(“0), a equacao (4.22) admite a
forma
d;zs) L = becsly) ;‘:;?f‘p)_ (4.23)
Para resolver a equagao (4.23), vamos assumir que a solugao tem a
forma

onde uyM é solucdo da homogénea associada e up™ é uma solucdo particular da

equacao diferencial.

4.2.2.1 Resolucao da homogénea associada

Montando a equacao caracteristica, chegamos a

ug™ = Cy sin(p) + Cy cos(p). (4.24)
4.2.2.2  Obtengao da solucao particular

Admitindo up™ = ¢ (Bsin(yp) + C cos(y)), temos
(uP(l)), = (Bsin(p) + Ccos(p)) + ¢ (B cos(p) — C'sin(yp)) , (4.25)

(up(l))// = Bcos(p) — Csin(p) + (B cos(p) — C'sin(p)) + ¢ (—Bsin(p) — C cos(p)) .
(4.26)

Substituindo o resultado na equagao inicial

dupW D) — _ becos(p)
dp? cop®
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temos

2B cos(p) — 2C'sin(p) — ¢ (Bsin(p) + C cos(p)) + (4.27)
¢ (Bsin(p) 4+ Ccos(p)) = _Geco z;);g@

e as implicagoes

6
2B cos(p) — 2C sin(p) = — €COS§(,0) (4.28)
Cop
3
= B = ——63, C=0
Cop
Desta maneira, chegamos a solugao particular
3e
W) = -~ psin(p). 4.29
up) =~ gsin(y) (4.29)
Portanto, a solucdo v = ul® 4w, é expressa por
1 3
v ccosly) 63gosin(g0), (4.30)

p Cop

onde admitimos v = up™).

Observe que a solugao encontrada, (4.30), mostra que a dimensao da

constante ¢y deve ser [L]~2, onde [L] representa a dimensdo de comprimento.

4.3 Precessao do periélio via limite quase-Newtoniano

Admitindo que a equacao da orbita tenha uma forma andloga ao re-
sultado Newtoniano, tendo em vista que a solu¢ao obtida, dada por (4.30) é uma

solugao que figura entre a teoria Newtoniana e a teoria da relativadade, fazemos

"y 1+ ecos(p+ Ay)
p

. (4.31)

Expandindo cos(¢ + Ayp), obtém-se

cos(p + Ayp) = cos(p) cos(Ap) — sin(p) sin(Agp). (4.32)
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Admitindo que Ap < 1 = cos(Ayp) ~ 1, sin(Ap) = Ay, logo
cos(p + Ap) = cos(p) — sin(p)Ap. (4.33)

Desta maneira, comparando os resultados para u, temos

_ l4ccos(p+Ap)  14ecos(p) 3¢

U — sin(¢p), 4.34
; I Spsin(p), (434)
ou
1 — i A 1 3
+ £ (cos(p) — sin(p)Ap) _ L+ gcos(p) €3gosin(go). (4.35)
p p Cop
Logo, chegamos a igualdade
esin(p)Ap 3
— = — sin(¢p), 4.36
) el () (4.36)
e temos para Ay a expressao
3p
Ap=—. 4.37
0= (4.37)
Para uma volta completa ¢ = 27
6T
Ap=—:. 4.38
P (4.38)

4.3.1 Determinacao observacional de ¢

Para determinar ¢y utilizaremos valores observados para a correcao re-
lativistica da precessdo do periélio de planetas solares [23], bem como, dados dos
respectivos planetas [12]. Para o célculo efetivo de ¢y é necessirio uma corre¢ao
para utilizarmos Ay em segundos de arco por século, logo, (4.38) deve ser mul-
tiplicado por %/, onde s é uma constante de corregao, que admite o valor de

seculo

2.062648062 x 107 [(”)arcw] e w é o perfodo do planeta em anos terrestres.

Quando calculamos ¢y, para cada planeta solar, percebemos que seus

valores estao na faixa 0.0466 x 10~ 4m =2 < ¢y < 1.2177 x 10~*m~2, o que confirma
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nossa premissa inicial de que ¢y < 1; no entanto, mostra que ¢y admite um valor

diferente para cada planeta.

A Tabela 4.2, mostra os dados para os planetas solares para os quais

temos valores observados de A e o valor de ¢, calculado por (4.38). Observe que

os indices, ¢, ®, ¢, 4 representam, anos, (" de arco/século), (101%mn) e (10~ 4m=2),
respectivamente.
Dados de planetas solares e valores obtidos para cg
Planeta Periodo ¢ | Ay ? observado p e co @
Mercurio | 0.2408467 | 43.1000 4+ 0.5000 | 5.5460 1.2177
Veénus | 0.6151972 | 8.0000 £ 5.0000 | 10.8205 | 0.6747
Terra | 1.0000174 | 5.0000 £+ 1.0000 | 14.9556 | 0.3476
Marte | 1.8808476 | 1.3624 £+ 0.0005 | 22.5956 | 0.2972
Jupiter | 11.862615 | 0.0700 £ 0.0040 | 77.6519 | 0.0777
Saturno | 29.447498 | 0.0140 + 0.0020 | 142.25282 | 0.0466

Tabela 4.2: Valores de ¢y para os planetas solares

Observando as duas ultimas colunas da Tabela 4.2, propomos a hipotese

de que ¢y tenha uma relagao com o parametro p. Desta maneira admitimos
1 c
Cog X — = Ccyp = —,
p
onde ¢} ¢ uma constante de proporcionalidade e sua dimensao é [L]™'.

(4.39)

Afim de determinarmos cj;, fazemos o produto cyp e calculamos cj),

obtendo os seguintes dados

Calculando a média dos valores de ¢, obtidos na Tabela 4.3, temos

¢t~ 6.45x 107*m ™. Neste contexto a equagao (4.38) pode ser reescrita da seguinte
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Planeta | ¢gx10~4m™!

Merctrio 6.7534

Vénus 7.3006
Terra 5.1986
Marte 6.7154
Jupiter 6.0335

Saturno 6.6290

Tabela 4.3: Valores de cj

maneira
o

Ay = —.
CoP

(4.40)

Desta maneira, percebe-se que existe uma dependéncia do termo de
segunda ordem, representado por c¢q e a execntricidade da érbita do planeta. Ob-
servamos ainda, que seriam necessarios dados de outros sistemas planetarios para

determinar a dependéncia de ¢ com a massa da estrela. No entanto, ao admitirmos

6mrGM

a métrica de Schwarzschild, chegamos a Ap = =5

[8] para a precessao do periélio.
Comparando com nosso resultado dado por (4.40), temos para c

C2

T GM’

k
Co

(4.41)

e utilizando os dados do Sol [12], bem como, das constantes fisicas obtém-se
ci = 6.78 x 107*m ™!, assemelhando-se ao nosso resultado. Note que a dimensao
de ¢} a partir da igualdade (4.41) é [m™'], mostrando consisténcia com a equagio

(4.39).
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5 DEFLEXAO DA LUZ

Newton foi o primeiro a supor que um raio luminoso poderia sofrer um
desvio de sua trajetéria retilinea, ao passar préximo ao campo gravitacional do Sol.
Em 1801, o astronomo alemao Johann Georg von Soldner, utilizando a mecanica
Newtoniana, calculou o desvio de um raio luminoso, proveniente de uma estrela
distante, ao passar préximo ao campo gravitacional do Sol [22]. Johann obteve a
seguinte expressao

_2GM

Ap = 5.1
o= ap (5.1)

apresentamos no Apéndice C, a deducao deste resultado [22].

Aplicando os dados do Sol, bem como os valores das constantes fisicas

na equagao (5.1), obtém-se para Ay um valor de 0.875 segundos de arco.

Einstein, levando em conta apenas o principio da equivaléncia, obteve
um resultado idéntico, no entanto, ao considerar a curvatura do espaco-tempo, ob-

teve o dobro desse resultado, ou seja, 1.75 segundos de arco [14].

O préprio Einstein ressaltou que uma verificagao observacional poderia
ser obtida comparando duas chapas fotogréficas feitas de um determinado grupo de
estrelas, durante um eclipse total do Sol e do mesmo grupo na auséncia do Sol. As
afirmacoes de Einstein foram feitas em 1916 e o préximo eclipse total do Sol apenas
aconteceria em 1919. Logo, o mundo esperou por trés anos para saber se o sistema
solar era plano ou curvo. Uma representagao do desvio da luz devido a curvatura

do espaco-tempo é dada pela Figura 5.1.
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Trajetdria

Posiclo et

real da

. estrela i 5 e f

Pasicha
aparente
da estrela

Figura 5.1: Representacao do desvio da luz de estrelas distantes sofridas ao passar
préoximas ao Sol.

5.1 Observacoes do eclipse de 1919

Duas expedigoes foram organizadas para verificar as previsoes de Eins-
tein, quando astronomos ingleses viajaram a Sobral, no Ceard, e a Ilha do Principe,

na Africa Ocidental.

Apresentamos, na Figura 5.2 [28], uma foto do eclipse total do Sol,
obtida em Sobral em 1919, e na Tabela 5.1, os valores observados para o desvio da

luz nas duas expedicoes.

Local Ap (") | Erro (7)

Sobral 1.98 £0.12

[lha do Principe | 1.61 +0.31

Tabela 5.1: Resultados observacionais do desvio da luz do eclipse de 1919



Figura 5.2: Foto do eclipse total do Sol de 1919 em Sobral, Ceara.

o1
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5.2 Equacoes gerais da geodésica

A partir da defini¢ao de equagao da geodésica (2.17)

d>u™ m du™ du?

ds2 ' "™ds ds

e dos resultados de (3.9) a (3.12), construimos as seguintes equagoes

d’r dz\? dr dz
— — — 2N, — 20,) —— + e 2 (r’o, — 2
T2t (o, — A\r) (ds) + (2X\, — 20,) T T e (r’o, — 1) (5.2)
do\® s (At dr\*
<E) +e A (0. — A\r) o 0,
dedz  d*p drde _drdyp
R At T, Y i AR, L Ay} 5.3
e ds ds Td32 o ds ds ds ds (5:3)
d*z dz\? dr dz de 2
o) (L) —@e, o) T e, (P 4
d52+( U)(ds> (20 >dsds+e Ta(ds) (5.4)
dt\> dr\”
4o—2\ b o b _
+e UZ(CZS) + (0, — A\,) (ds) 0,
dtdz+d2t+ drdt _ . (5.5)
T dsds | ds? Trisds '

5.3 Reducao das equagoes da geodésica para um disco fino

Admitindo a equagao (5.3), a equagao (5.5), bem como a expressao da

métrica de Weyl, temos

dy dz d*p dr dy dr dy
2ro,—— —r——+2ro,—— —2—— =0, .
"0 s ds | ds? +ero ds ds ds ds 0 (56)
dtdz  d*t dr dt
—— + — r—— =0, 5.7
% dsds | ds? O ds ds (5:7)
ds? = 23 dr? 4 r?e 20 dp? + 2P d2?2 — 2 dt?, (5.8)
Fazendo z = 0, nas ultimas equacgoes, temos
d?*t dr dt
— r—— =0, 5.9
ds? o ds ds (59)
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d*p 2 dr dy
-2, | —X =0, d
ds? * (T U) ds ds 0 (5.10)
ds? = XA dr? 4 r2e20dp? — ¥ dt?. (5.11)

Observe que
d [ ,,dt 0y (At drdt oy d [ 5, dl d?*t dr dt
el o) 20 27 2 —— o o7 [ 2~ ) —— .
ds (e ds) ‘ (d52 e ds ds) T s \C s ds? e ds ds

Desta forma, a equagao (5.9) pode ser reescrita como:

d dt dt
6720£ (620£> =0= 620£ =k = dt = k1€72gd8, (512>

com k; constante.

Também observe que

d [ 5 _o,dp oy oy [(d*p 2 dr dip
el T _ o (L2F L [2 9, )| L2¥
ds (T ‘ ds) me iz “\r ") dsds)

logo a equagao (5.10) pode ser reescrita como

e d [, ,,dp dyp de
A (2208 gL 20200 _ g = 20200 5.13
r? ds (re ds> T s ? Ty (5.13)

com ks constante.
Substituindo os resultados (5.12) e (5.13) na equagao (5.11), temos

do\” k ?
(rQeZUk—f) = 20?4 p2em2dp? — % (k—:TQeA“’dgo) ) (5.14)

Apoés algumas manipulacoes,

(T46_2U 7’41{?12

40 T'2> d(pZ — €2Adr2

o
ko® ko®
ou
—920 2
B (PE )
d(p ]{52 k2
obtendo, assim, a equacao
dr\” N [,4, 20 (2 2 —2 2
o) =¢ (e (o + B%e™7) — r?], (5.15)
¥

onde o = ki ef= ’Z—l sao constantes.
2 2
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5.4 Geodésica nula e desvio da luz

Como a luz descreve uma geodésica de comprimento nulo, vamos as-
sumir ds = 0. Esta condigao equivale a admitir nas equagoes (5.12) e (5.13) que
k1 — oo e, igualmente, ky — 0o. Logo na expressao (5.15) temos que a« — 0 e
indeterminado, admitindo a forma

2
dar =e 2 [527“46’4" — 7“2] ) (5.16)
di

Com intencao de avaliar a indeterminacao de (3, vamos construir uma

equagao independente de ds. Para tal, faremos a razao entre as equagoes (5.13) e

(5.12), obtendo
d
e (5.17)

ou

Desta forma, temos que 3 é uma constante finita, pois %7’22—“;’ é a velo-
cidade areolar no limite Newtoniano e ¢ = 0, no mesmo limite. Logo, a equagao

(5.16) é consistente, podendo ser aplicada ao problema do desvio da luz.

Dos casos explorados na Secao 3.4, admitimos que ¢y < 0 e ag = ¢ = 0,

ou seja, o Caso 1.1, logo as fungoes o e A possuem a forma

o(rz) = in(r) 44,
Ar,z) = k%ln(r), (5.18)

onde v se refere a constante ¢, que na equagao (3.70) havia sido ignorada.

Assim, substituindo as fungdes acima, (5.18) em (5.16), obtemos

2
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Por outro lado, admitindo a equagao (5.11) com ds = 0, temos

2\—4o ﬁz 2 —do d_‘:02_ _
e o +re o 1=0, (5.20)

ou , ,
dr so—on €N Hdp
) =eto2A - . 21
<dt) ‘ 2\ dt (5:21)
Usando o resultado da equacao (5.17), podemos reescrever (5.21) como
dr\? torx 2\ 80
| =t~ 22
ou ,
dr do—2\ elo
— | =€ 1———1. 2
( dt) e { s (5.23)
Dividindo ambos os lados da igualdade de (5.23) por €% temos
2 640—2)\ 1— eto
Ly il (5.24)
edo - e8o ’ ’
Assim, substituindo as fungoes o e A dadas por (5.18) em (5.24), obte-
mos

2 )
(%%) L P (r‘QkO — 65—27“_2) . (5.25)
e g

5.4.1 Desvio da luz devido ao principio da equivaléncia

Admitindo que ky = 0 nas equagoes (5.19) e (5.25), desenvolvidas na

Secao 5.4, temos, respectivamente,

dr\? 2 4y 4 2
@ = B rt —re, (5.26)

1 dr\> _1p et
(E%) =€ (1— 52’]"2) . (527)

Esta escolha de ko, serd devidamente justificada na Segao (5.4.1.1).
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Observe que neste caso a equagao (5.27) pode ser reescrita como

Ldr 5, | ety
E% =€ 1-— /827’*2' (528)

Para resolver a equagao diferencial (5.26), fazemos a troca de varidveis
dr 1 N dr\” 1
du — u? du) — ul

dr_clrclu:> dr 2_1 du
de  dudy de)  ut\de) '
Dessa maneira, a equacao (5.26) pode ser reescrita como

A R0 e

_ 1
r =, logo

ou
du)* _ Breh _ 2 (5.30)
dp ' '
Calculando a derivada com respeito a variavel ¢, obtemos
2d2u du  _ du
de?dyp dp’
e assumindo g—; # 0, temos
d*u
d_@Q — U 0,
cuja solucao é
u = C cos(p) + Cysin(yp), (5.31)
ou
1
— = (] cos(p) + Cysin(yp). (5.32)
r

Neste ponto, fazemos r — oo e definimos que ¢ admite o valor ¢,

onde Yo K 1.
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Desta maneira de (5.32), temos

Cy

tan (9000) = _527

e utilizando a premissa ¢, < 1, podemos admitir tan (@) & Yoo, assim

Do = ——. (5.33)

20"
Ap=——— 5.34
410 02 Y ( )
onde, ainda arbitramos C; = 1, obtendo finalmente
Ap— 2 (5.35)
o= o )

Por outro lado, calculando a derivada de (5.32) com respeito a ¢, temos

1d d
_T_Qd—z = [~Cysin(y) + Cy cos(p)] d—f, (5.36)
ou
dr_ oo c et 5.37
a [Cy sin(p) — Cy cos(p))] (7) ) (5.37)

onde utilizamos o resultado da equagao (5.17).

Desta maneira, (5.37) pode reescrita como

- % [Cysin() — Cy cos()] (5.38)

41
. ;27~2 _ % (Cy sin(p) — Cy cos()] (5.39)

onde substituimos o resultado de (5.28), na equagao (5.38).

ou

Considerando 'y = 1, como anteriormente e fazendo r — oo, temos

Be 2 = sin (a) — Oy 08 (Vo) (5.40)
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e Ccomo P K 1, podemos fazer sin (ps) ~ 0, cos(ps) ~ 1, que implica

Cy = —fe ¥, (5.41)

Substituindo o resultado de (5.41) na equagao (5.35), obtemos para o
desvio da luz
2e%¥

5.4.1.1 Interpretacao da solugao obtida

Quando analisamos as solugoes na Secao 3.3, obtemos que se kg = ag =
co = 0, temos o caso do espaco-tempo Riemann-flat, ou seja, um espago-tempo
plano. Assim, interpretamos o resultado obtido para o desvio da luz expresso pela
equagao (5.42), como a contribuicao para esse fenomeno apenas devido ao principio
da equivaléncia entre massa inercial e massa gravitacional, ou seja, o resultado nao

considera a curvatura do espago-tempo.

Ora, este resultado é equivalente ao resultado Newtoniano para o desvio
da luz, anteriormante discutido. Logo, ao compararmos as equacoes, (5.42) e (5.1)
obtemos que
w  GM

(&

onde R, representa o raio do Sol.

5.4.2 Contribuicao devido a curvatura do espago-tempo

Nesta se¢ao, buscaremos o desvio da luz considerando a curvatura do
espago-tempo. Para tanto, voltamos nas equagoes (5.19) e (5.25), desenvolvidas na
Secao 5.4, admitindo ky = —4. Observe que esta escolha, segundo a andlise das

solucoes Riemann-flat feitas na Secao 3.3, representa um espago-tempo curvo.
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Dessa maneira, obtemos

dr\ 2 _ 1
(%) =5 (5.4

1 dr\> e
(E%) = e i (1 — W) . (545)

Observe que nesse caso a equagao (5.45) pode ser reescrita como

Ldr et
o s =€ 1—ﬁ (546)
el dt B2r

Para resolver a equacao diferencial (5.44), repetimos os passos utilizados
para resolver a equagao (5.26), comecando por fazer a troca de varidveis r = %,
obtendo apds algumas manipulagoes

d’*u

7 —5u”. (5.47)
p

Resolveremos a equacao (5.47) em duas etapas. Primeiramente, omiti-
remos o termo —bu? e obteremos uma solucdo que definiremos por u(?. Logo apds,
buscaremos uma solugao por meio da técnica de perturbacao, analogamente ao que
foi feito na Secao 4.2.2, obtendo uma solucao u(!), onde vamos considerar v < u(©).

A solucéo serd a soma das duas contribuicoes, ou seja, u(® + u(b.

Assim, encontramos facilmente que

U(O) = 04 + 03@
Logo ulV, sera a solucao de
d*u™) 9
_ (0) 1)
i 5(u +u ) ,

onde admitindo que v < u(?, leva a

d24 D

— _5(y©®)°
P 5(u®), (5.48)
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ou
A2y

i —5(Cy + Cs)”. (5.49)

Integrando a equacao (5.49) duas vezes e admitindo as constantes de

integragao nulas, temos que

1

W) = Ci+C 5.50
u 220 2( 4 + 3%0) ) ( )
logo u® 4+ 4™, é dado por
u=Cs+C3p— ;(04 + Cyp)', (5.51)
22052
ou
' _o+c L0+ )" (5.52)
S 3P — 22052 4 3p) - .
Fazendo r — oo temos ¢ — @, € subsequentemente obtém-se
22032 = (C4 + Cs00) ™. (5.53)
Por outro lado, calculando a derivada da equagao (5.52) com respeito
a t, temos
1dr dy
e .54
2 di {03 203(0”03 28 } at’ (5.54)
ou
dr 1 5 de
— = Cy+ C - C — 5.55
di [203( 4+ Csp)"° 3] (7" dt) (5.55)
Finalmente, substituindo o resultado da equagao (5.17) em (5.55), te-
mos

Ldr 11
e dt 5 203

e usando a equagao (5.46), obtém-se

—(Ci+ C3)" — Cg} : (5.56)

4 1 1
e 2V ¢ [
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Fazendo r — oo temos ¢ — ¢, € subsequentemente obtém-se

1

¢ h=35a

(O + Cs00)"" — C5. (5.58)

Das equagoes (5.58) e (5.53), obtemos

e~
=2 05 | (5.59)
logo
1 1 :
Poo = 7 [[2Cs (728 + C3)] ™ = Cul (5.60)
3 d
ou ) _
e?¥ 11 1
Ap=—|20] = -2 61
B

onde assumimos que Agp = 2p,, e expandimos o resultado de Cj.

Neste ponto, voltando ao resultado obtido na Segao 5.4.1.1, onde iden-

tificamos
e?? _GM
B 2Ry’
e obtemos para o desvio da luz a expressao
GM
Ap = wg——— 5.62
¥ = Wo CQR@ ) ( )

onde wy é expresso por

11\ / GM\ 5
WO‘QO[(%) (c?R@) G

Observe que utilizando os dados observacionais do desvio da luz do

eclipse de 1919 expressos na Tabela 5.1 e considerando para Ay o valor médio,

pode-se verificar que wy =~ 4, que implica em Cy ~ % , ou seja, a equagao (5.62)

admite a forma
4G M
Ay —

(5.63)
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reproduzindo resultados conhecidos para o desvio da luz [21].

No entanto, a equagao (5.62) sugere uma corregao ao desvio estabelecido
na literatura. Ressaltamos que a constante Cj é arbitraria e consequentemente a
constante wy € livre, portanto, apenas através de novas estimativas observacionais
para a deflexao da luz é que poderemos determinar wy. Outra possibilidade seria de
se fazer um estudo relativo ao espalhamento dos fétons constituintes do feixe de luz

e entao determinar o valor de (4 e consequentemente, estimar o valor de wy.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho, utilizando a métrica estatica de Weyl para representar
a regiao exterior de um corpo macico de simetria cilindrica-discoidal e expansoes até
segunda ordem em série de Taylor centradas em z = 0, para aproximar as funcgoes
incégnitas, o e A\, que definem tal métrica, obtivemos uma familia de solucoes das
equagoes de Einstein para o vacuo. Tais solucoes quando, devidamente reduzidas
aos casos de primeira ordem e zero ordem, reproduzem solucoes encontradas na

literatura [3, 4, 9].

A partir das solucoes, um estudo sobre o periélio dos planetas solares e
da deflexao da luz foi realizado. Considerando os dados observacionais mais recentes,
apresentados na Tabela 4.2, obtemos uma solucao para a contribuicao relativistica
a precessao do periélio dos planetas com base na corre¢ao de segunda ordem, (4.40),
mostrando consisténcia com os dados observacionais. No caso da deflexao da luz, a
solugao apresentada introduz um termo corretivo dado pela equacao (5.62), o qual

pode ser estimado a partir de dados observacionais.

Extensoes deste trabalho podem ser implementadas buscando solucoes
de ordem trés, quatro ou buscando uma equacao de recorréncia em funcao da ordem
da solugao desejada, ou seja, uma solugao de ordem n. Vimos que a contribuicao de
segunda ordem é pequena, logo, a busca por solucoes de ordens superiores podem
justificar apenas a utilizagdo de solucoes de segunda ordem. As solucdes obtidas
dadas na Tabela 3.1, sugerem esta busca por uma expressao recursiva para obten¢ao
das solugoes. Outra possibilidade seria usar outra métrica para aproximar o espago-
tempo de simetria cilindrica, por exemplo a métrica modificada de Weyl denominada

métrica de Zipoy [20].

Quanto as aplicagoes feitas da solugao geral encontrada neste trabalho,

poderiamos abordar a questao de precessao do periélio de planetas solares direta-
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mente das equagoes da geodésica e comparar os resultados com o caso ja explorado,
ao utilizar o limite quase-Newtoniano, bem como a aplicagao do resultado relativo ao

desvio da luz a objetos em maior escala, como por exemplo, as lentes gravitacionais.
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Apéndice A EQUACAO NEWTONIANA DA
ORBITA

Neste Apéndice, deduziremos a equacao Newtoniana da érbita, tendo
em vista que a mesma foi utilizada no Capitulo 4, sem maiores discussoes. Para
isso, admitimos um planeta em orbita em torno do Sol. A Lagrangiana do planeta
¢ expressa por

2 GM 2 GM
L:E—m¢(r):%—Grm;»L:<%—Gr )m. (A1)

A conservagao de energia do planeta adquire a forma

mv?  GMm

2 r

= const, (A.2)

que ao substituir na equagao (A.1), fornece

(A.3)

D B AR ST IR U GM
L—m[2<r + 0 +rsm(9)g0>+ |

onde escrevemos L, com coordenadas esféricas usuais.

Admitindo que o planeta esteja ao plano equatorial, assumimos 6 =
5= 6 =0, logo a equacao (A.3) se reduz a

L=m B (7% +7%¢) + GTMl : (A.4)

A equagao Lagrangiana com respeito ao angulo ¢ é dada por

d(M)_&L 45)

At \dp) ¢’
Substituindo a equagao (A.4) em (A.5), obtém-se

oL ,. OL

7 = mrp, 90 =0, (A.6)
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ou
d
7 (mr*¢) = 0 = mr’y = h = const, (A7)

onde h representa a conservacao do momento angular do planeta.

Substituindo o resultado obtido em (A.7) em (A.2), obtemos

2GM
2 T
ou
2K h? 2GM
.2 .
T oo W + — (A.9)

Multiplicando a equagao (A.9) por ’;:—22, obtemos
2 22

2 2
m (QE h +2GM)_7;22_ T (A10)

2 R rio

onde utilizamos o resultado da equagao (A.7).

m  m2r? r

Desta forma, podemos reescrever a equagao (A.9) da seguinte forma

1/dr\®> 2Em 1 2GMm?
——] = —_t — A1l
r4 (d(p) h? 7“2+ rh? ' ( )
ou , ,
d (1 2Em 1 2GMm? [ 1
el el — S (el [ Z]. A12
=0 -5 -0) () (r12)
Fazendo a troca de variaveis
1
S A.13
=", (A.13)
temos )
du 2Em  ,  2GMm?
(@) =T Ut T (A.14)
ou ) ,
du 2Em GMm? G?M?*m?*
) = _ — - . A.15
() -5 - (5 ) +55 (r19
Neste ponto, introduzimos a seguinte notagao
g? omE  G*M?*m* 1 GMm?
_2: h2 _|_ h4 , 5: h2 . (A].6)

p
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Assim, temos que

2Eh? h?

=1 - -
c + G2M?2m3’ P GMm?’

logo podemos escrever (A.15) de forma reduzida

(&5’

e apos uma derivada com respeito a ¢, obtém-se

d*u 1
—tu=-. A1
dip? p (A.18)

A equagao (A.18) é conhecida como equagcao diferencial da érbita New-
toniana [8] e sua solugao obtida pelo método de perturbagao para equagoes diferen-
ciais ordinarias é

_ 1 +ecos(p)

u—T, p:a(l—&tz), (A.19)

onde € representa a excentricidade da orbita e a o semi-eixo maior da elipse.
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Apéndice B LIMITE QUASE-NEWTONIANO

Para reproduzirmos o limite-quase Newtoniano da relatividade geral,

partimos das hipoteses de campo fraco, estatico e baixas velocidades.

Admitindo a equagao geral da geodésica (2.17) e supondo uma geodésica

tipo tempo, de modo que x* = x#(7), temos

daxt dx* dz”
i B.1
dr Modr dr ’ (B.1)
que parametrizada em termos da coordenada z* = —ct, pode ser expressa por
d?xt - dat da? - dx?t do® dad dx? da?* dz”
o 7 7 e 2 e T 2 T B.2
dr? + Wdr dr + ® dr dr + dr dr + Mdr dr ’ (B.2)

onde i =1,2,3.

Fazendo a atribuicao

T = —ct,
temos
dz’ de' d*x’ ,d?z
a ~ Car T ae T A (B:3)
e assumindo a hipdtese de baixas velocidades, implica que
d*a - dxt dat - da* dak - da? da? dz* dx
— ppp—— i (S ) B4
c2dt? T cdt cdt +\ W edt cdt L cdt cdt iy cdt cdt (B-4)
0
ou
d*x! - dz* da?
M i B.5
c2dt? Wedt cdt (B5)
Note que, como
ot = —ct = da = —c
B dt ’
podemos escrever,
d?z" ;
= —I"%- (B.6)
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Por outro lado, assumindo a métrica de Minkowski como primeira apro-
ximagao da métrica do espago-tempo, e adicionando incrementos de modo a recu-

perar a forca de campo, tal que
Gy ™ My + Olyy + O (5hu72) ’ (B.7)

considerando ainda a condicao de campo estacionério, obtemos para ", a expressao

10

| I ——
44 2 0x?

(Ohay) - (B.8)

Substituindo o resultado da equagao (B.8) em (B.6), obtemos

Pzt 10
c2dt2 = 5% (6h44) ) (Bg)
ou
>zt ¢ 0
= —— (0hu). (B.10)

dt2 2 Ot

Como a equacao da geodésica é dependente das equacoes de Einstein por
meio do tensor métrico, aqui postulamos a equagao de movimento quase-Newtoniana

com um potencial escalar [3], definido por

d*x® 0P
= —— B.11
dt? Oz’ ( )
onde ®, denota o potencial quase-Newtoniano.
Comparando as equagoes (B.10) e (B.11), obtemos
02 Ohgyg 02
2= / A(5H 1) =~ 5, (B.12)
0
onde somamos todas as contribui¢oes da métrica g,, de 0 até dhqy.
Assim, obtemos
2
= D) (1 + gaa) - (B.13)

Cabe observar que este potencial situa-se entre a teoria de Newton e a
relatividade geral, pois a soma de incrementos se da apenas em uma das componentes

da métrica.
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Apéndice C DESVIO DA LUZ SEGUNDO A
MECANICA NEWTONIANA

Podemos obter o desvio da luz proveniente de estrelas distantes ao
passar proximas ao campo gravitacional do Sol por uma abordagem, apenas, New-
toniana. Para isso, considere um féton de massa my, constante ao longo de todos os

pontos de sua trajetoria. Pelo principio da conservagao do momento angular temos

d
mfr2d—? = mscRq, (C.1)

onde ¢, Rg, « representam respectivamente, a velocidade da luz no vacuo, o raio
do Sol, e o angulo formado entre a trajetéria retilinea do raio de luz e a linha radial

que emana do centro do Sol.

De (C.1), podemos obter que

y2— o (C.2)

(%)

Por outro lado, a forca exercida pelo Sol sobre o a particula de luz é

dada por
Gm M
F=— T;‘ : (C.3)
e pela segunda lei de Newton, temos que a forca na direcao y é dada por
d
F, =m;—~Y = Fsin (a). (C.4)
dt
Desta forma, temos que
Gm¢M
F,=— m;c sin () (C.5)
r

Pelo principio da equivaléncia, no contexto Newtoniano, temos que

dv GM
d_ty =——5 sin (a) (C.6)
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e substituindo o valor de 72 obtido na equagao (C.2), obtém-se

dv, GM do .
— = — sin

i ok ar @)

(C.7)

Admitindo a integral, em ambos os lados da igualdade de (C.7), temos

—csin(p) oM p+T
/ dv, = R, / sin (a) da | (C.8)
0 0

onde ¢ representa o angulo de desvio do raio de luz da trajetéria retilinea. A

integracao resulta em

csin(yp) = GM [1 —cos(p+m)], (C.9)
CR@
ou
sin(y) GM
= -1

1—cos(p) ARy’ (€.10)

ou ainda

e\  GM

tan (5) = 2R, (C.11)

Como o angulo ¢ ¢é considerado pequeno, podemos fazer a aproximacao

tan <f> ~ f,
2 2

que resulta na expressao final para ¢

_2GM
Y= CZRQ ’

(C.12)

Definimos a expressao para ¢, obtida por (C.12), como o desvio da luz

dado pela mecanica Newtoniana, ou seja,

2GM
C2R@ '

Ap:=p= (C.13)
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Apéndice D PACOTE
CTENSOR-WXMAXIMA

O wxMaxima é uma interface para o sistema de algebra computacional
MAXIMA baseada no wxWidgets. Este software possui um pacote manipulacao de

componentes denominado Ctensor.

Abaixo, enumeramos os passos utilizados para obter as equacoes de
Einstein e as componentes do tensor de Riemann usadas no Capitulo 3, bem como

as equagoes da geodésica usadas no Capitulo 5.

Em uma primeira etapa, além de carregar o pacote, fornecemos in-

formagoes sobre a métrica do espaco-tempo a ser estudada:

Carrega o pacote

load(ctensor);
Define as coordenadas da métrica

ct_coords : [X,Y, Z,TY;
Define as fungoes incégnita da métrica e sua dependéncia
depends([ALPHA, BETA], [X,Y]);
Matrix do tensor métrico
lg : matriz([ayy, a1z, 13, a14], [a21, G2z, Ao3, Q4] [a31, G32, A33, A34], [A41, a2, 43, A4]);
Define a matriz anterior como o tensor métrico

cmetric( false);

Posteriormente, a seguinte sequéncia deve ser seguida:
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1. christof(true)

2. riemann(true)

3. ricci(true)

4. cgeodesic (true),
onde esta sequéncia calcula, respectivamente, os simbolos de Christoffel, o tensor de
Riemann, o tensor de Ricci, e as equagoes da geodésica.

Se o argumento das funcoes for false no lugar de true o célculo é reali-

zado, mas nao apresentado em tela.

Uma descricao completa das fungoes acima citadas podem ser encon-

tradas no préprio wxMaxima [13].
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