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Resumo

Neste trabalho vamos estudar o fendmeno de interagdo feixe-plasma com o uso
do formalismo quase-linear, em duas dimensdes. Para tal, iniciamos fazendo uma
revisdo da teoria cinética de plasmas, onde apresentamos em detalhes o processo de
linearizacdo do sistema de equagdes Vlasov-Maxwell, usando como exemplo um
plasma Maxwelliano e considerando apenas a propagacdo de ondas eletrostdticas
de alta frequéncia. Nessa revisdo, destacamos a condi¢do para a ocorréncia de
amortecimento das ondas, caracterizando o amortecimento de Landau. Em seguida
discutimos a aproximagao quase-linear da equagdo de Vlasov, destacando as di-
ferencas entre esta abordagem e a aproximagao linear, para entdo, deduzirmos a
equacdo de difusado caracteristica da teoria quase-linear, obtendo a expressdo de
seu coeficiente de difusdo e a expressdo da variacdo temporal da amplitude do
espectro, e discutindo detalhadamente os limites de validade e o significado fisico
das equacdes do formalismo quase-linear. Na parte que se refere ao fendmeno de
interacdo feixe-plasma, € feita uma breve explicacdo sobre os processos que ocor-
rem quando um segundo pico é formado na fungao de distribui¢ao pela incidéncia
do feixe de elétrons sobre o plasma, onde evidenciamos a influéncia dos efeitos
ndo-lineares na evolugdo temporal da fun¢do de distribuicdo do plasma durante a
interacdo. Reproduzimos alguns resultados anteriores, obtidos pelos integrantes do
Grupo de Fisica de Plasmas, usando uma abordagem em que as equacoes e o c6digo
de integracdo numérica, foram escritos em coordenadas cartesianas. Discutimos
a ocorréncia de instabilidade numérica durante a tentativa feita de inclusdo de um
termo de colisdes ao programa, e a ideia de buscar uma alternativa que pudesse
ser mais adequada as caracteristicas do termo colisional, envolvendo coordenadas
polares. Apresentamos entdo as equacdes quase-lineares em coordenadas polares e
descrevemos o procedimento feito para a mudanga de coordenadas. Comparamos
os resultados obtidos com a integracdo numérica das equacdes nessa abordagem
com resultados obtidos em coordenadas cartesianas, em condi¢des equivalentes, de
onde conclui-se que a nova abordagem que usa coordenadas polares estd pronta para
receber o termo colisional.



Abstract

In this work we are going to study the plasma-beam interaction phenomenon using
the quasi-linear formalism in two dimensions. For this end, we begin by reviewing
the kinetic theory of plasmas, where we show in details the linearization process
of the Vlasov-Maxwell system of equations, by using as an example a Maxwellian
plasma and considering only the propagation of high-frequency electrostatic waves.
In this review, we highlight the condition for the occurrence of wave damping,
characterizing the Landau damping. Then we discuss the quasi-linear approximation
of the Vlasov equation, highlighting the differences between this approach and
the linear approximation, to then deduce the characteristic quasi-linear diffusion
equation, obtaining the expression of its diffusion coefficient, and the expression for
the temporal variations of the espectral amplitude, by discussing in details validity
limits and the physical meaning of the equations of the quasi-linear formalism. In
the part that refers to the beam-plasma interaction phenomenon, it is made a brief
explanation about the process that occurs when a second peak is formed in the
distribution function due to the incidence of the electron beam on the plasma, where
we evidenciate the influence of the non-linear effects on the temporal evolution of
the plasma distribution function during the interaction. We reproduce some previous
results, obtained by members of the Plasma Physics Group, by using an approach
where the equations, and the numerical integration code, were written in cartesian
coordinates. We discuss the occurrence of numerical instability during the attempt
of inclusion of a collision term to the code, and the idea of seeking for an alternative
that could be more suitable to characteristics of the collisional term, envolving polar
coordinates. Then, we present the quasi-linear equations in polar coordinates, and
describe the procedures used to perform the change of coordinates. We compare
the results obtained by numerical integration of the equations in this approach with
the results obtained in cartesian coordinates, for equivalent conditions, from where
we conclude that the new approach, using polar coordinates, is ready to receive the
collisional term.
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Capitulo 1

Introducao

De maneira geral, um plasma € um gds ionizado. Entretanto, para que seja caracterizado o
estado de plasma, alguns requisitos devem ser satisfeitos. O gds ionizado deve ser “quase-neutro”,
no sentido de que a densidade de particulas carregadas deve ser suficientemente grande para que
em um elemento de volume do sistema a diferenca entre as densidades de particulas positivas
e negativas seja considerada apenas uma flutuagdo. O gds ionizado deve também apresentar o
que se chama de “blindagem”, ou seja, qualquer carga de um determinado sinal presente em
um dado ponto vai atrair cargas do sinal oposto e repelir cargas do mesmo sinal, de modo que a
efetividade da forca elétrica dessa carga acaba limitada a uma determinada distancia, conhecida
como comprimento de Debye. Mesmo assim, a interacdo entre as particulas ocorre a distancia,
nao dependendo apenas de colisdes diretas, como acontece em gases neutros. O plasma pode
ser portanto definido como sendo um sistema composto por ions e eletrons, podendo conter
particulas neutras, que apresenta quase-neutralidade e comportamento coletivo. Frequentemente,
os plasmas sdo classificados como sendo o “quarto estado da matéria”, embora essa denominagao
ndo seja muito acurada, pois ndo ha uma transicdo de fase bem caracterizada entre o estado
gasoso e o estado de plasma.

No ambiente em que vivemos, propicio ao desenvolvimento da vida como a conhecemos,
plasmas sdo raros. Os poucos plasmas com os quais temos contato sdo produzidos artificialmente,
por meio de fortes descargas elétricas em gases confinados, como nas lampadas fluorescentes
que iluminam nossas residéncias, ou naturalmente, em chamas ou nas imedia¢des do canal de
descarga de um raio na atmosfera. Contudo, se considerarmos outros ambientes, logo acima
dessa t€nue atmosfera que nos separa do meio interplanetario, vemos que ocorre o inverso do
que percebemos aqui na Terra. De fato, podemos dizer que em ambientes espaciais o plasma € o
estado mais frequente em que a matéria € encontrada.

A fisica de plasmas € uma 4rea de estudo complexa, em que desenvolvimento de mode-
los tedricos e computacionais tem grande importancia para a compreensao de fendmenos que
ocorrem tanto na natureza, quanto em laboratérios, de maneira que possamos adapti-los para
uma possivel aplicacdo tecnoldgica e industrial.

Um bom exemplo de aplicacdo industrial advinda de modelos teéricos foi o desenvolvi-
mento das técnicas de processamento de materiais através de plasma, que tem como base a teoria
desenvolvida na primeira metade do século XX, pelo quimico americano Irving Langmuir e que,
a partir dos anos 80, tornou possivel a capacidade de fabricacdo em larga escala de pequenos
circuitos integrados de grande complexidade, a precos economicamente vidveis [1].
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Neste trabalho serd apresentado um estudo das instabilidades associadas a propagacao de
um feixe de elétrons em um plasma. Este tipo de fendmeno € observado na natureza, onde, por
exemplo, aparece associado a emissdes de radiacdo solar conhecidas como radiagdo de tipo II
e tipo III, e envolve processos de amplificacdo e de absor¢ao de energia das ondas através da
interacao entre estas e as particulas que constituem o feixe. Os processos associados a presenca
de um feixe tem como consequéncia a geracao de turbuléncia envolvendo ondas de Langmuir e
emissao de radiacdo eletromagnética, gerada por efeitos ndo lineares. Este tipo de instabilidade é
conhecido na literatura como “instabilidade do tipo bump-in-tail”’, devido a forma caracteristica
de sua distribui¢do de velocidades.

No segundo capitulo, faremos uma revisdo sobre a teoria cinética de plasmas, apre-
sentando o sistema de equacdes Vlasov-Maxwell e evidenciando seu cardter auto-consistente.
A seguir, serd deduzida a expressdo geral para a relacido de dispersdo na aproximacao linear.
Como aplicacdo, sera obtida a relacdo de dispersdo para ondas de Langmuir, em um plasma
Maxwelliano, na aproximag¢do de plasmas mornos.

No capitulo trés serd apresentada a aplica¢do do formalismo quase-linear ao sistema de
equacdes Vlasov-Maxwell, de onde deduziremos a equacao de difusdo quase-linear, o coeficiente
de difusdo dessa equacgdo e a expressdo para a variacdo temporal da amplitude espectral. Essa
dedugdo serd acompanhada por uma discussao sobre as diferencas entre essa teoria e a abordagem
linear apresentada no capitulo anterior, bem como os seus limites de validade. A leitura deste
capitulo é fundamental para que se possa ter uma melhor compreensao do tema abordado no
capitulo seguinte.

No quarto capitulo apresentaremos o estudo da interacdo feixe-plasma, utilizando o
formalismo quase-linear em duas dimensdes. Serdo duas abordagens: uma modelada em
coordenadas cartesianas, e outra, modelada em coordenadas polares. Na primeira se¢do, vamos
expor as equacdes, os métodos utilizados e os resultados obtidos para 0 modelo em coordenadas
cartesianas. Serd feita uma discussdo detalhada sobre a evolug¢ao temporal obtida numericamente,
e o que seria esperado do ponto de vista tedrico. Por fim, discutiremos os problemas numéricos
que surgiram com a inclusdo do termo de colisdes ao cédigo de integracdo. Essa tltima discussio
servird de motivacdo para o desenvolvimento do modelo em coordenadas polares. Na secdo
seguinte, serdo colocados os métodos utilizados para a transformacdo de coordenadas das
equagdes expostas na se¢ao anterior, apresentaremos o sistema de equacdes quase-lineares em
coordenadas polares e, por fim, discutiremos os resultados obtidos nessa abordagem, fazendo a
comparacao com os resultados obtidos em coordenadas cartesianas.

No capitulo cinco, faremos um breve sumadrio do trabalho, e dicutiremos as perspectivas
futuras para o c6digo escrito em coordenadas polares.



Capitulo 2

Teoria Cinética de Plasmas

Para que possamos obter informagdes relevantes sobre um sistema fisico, € fundamental
que consigamos determinar sua posi¢do e a taxa com que essa posicao estd variando ao longo
do tempo. Em um plasma isso ndo € diferente, entretanto sua quantidade de componentes é
muito grande, impossibilitando a determinacdo desses parametros particula a particula. Outra
dificuldade nessa abordagem, quando estamos tratando de plasmas, é a correlacao entre seus
componentes que, por serem particulas dotadas de carga elétrica, e por estarem em movimento,
geram campos elétricos e magnéticos. Através da geracdo desses campos, uma particula € capaz
de afetar particulas a distancia, as quais geram seus proprios campos, afetando outras particulas,
e assim sucessivamente. Como nosso interesse € estudar um plasma quente e de baixa densidade,
podemos desconsiderar efeitos de colisdes entre as particulas. Essas caracteristicas definem um
sistema com comportamento coletivo, auto-consistente e com interacdes de médio alcance, pois
além de nao haver efeitos colisionais, o campo gerado por uma particula induz ou alimenta o
campo gerado por outras particulas, sem a necessidade de qualquer intervencao externa.

Com a intencdo de descrever satisfatoriamente sistemas como este, fazemos uso de uma
abordagem estatistica, através da equagcao de Boltzmann nao-colisional

Ofa(r,v,t) F B
ot tv vfa(rvv7 t) + My vvfa(rv"? t) =0. (21)

Nessa expressao f,(r, v,t) é a fungdo de distribui¢do, ou seja, uma fungdo que expressa
a densidade de particulas do tipo « no espaco de fases e F € a forca que atua sobre as particulas
que fazem parte da distribui¢do. O produto da fun¢do de distribui¢cdo pelo elemento de volume
no espaco de fases, f,(r,v,t)d>zd>v, representa a probabilidade de encontrar uma particula do
tipo @ em um elemento de volume d®z em torno de r e em um elemento de volume d*v em torno
de v, no instante .

2.1 Sistema de Equacoes Vlasov-Maxwell

As particulas que compdem um plasma, por serem dotadas de carga elétrica, tem suas
interagdes governadas por campos de natureza eletromagnética. Esses campos, como mencionado
anteriormente, sao gerados e realimentados pelos proprios constituintes do plasma, sem influéncia

10
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externa. Sendo assim, a for¢a interna que atua sobre essas particulas € a forca eletromagnética,
ou forca de Lorentz
F = g (E(r,t) + v x B(r,t)). (2.2)

Substituindo a forca que aparece na equacao de Boltzmann nao-colisional pela forca de
Lorentz, mais um termo geral de forca externa e, por simplicidade de notagdo, suprimindo a
dependéncia em r, v e em ¢, obtemos a equagao de Vlasov:

of,, 1
é];—l—V'Vfa—l—m[qa(E+va)+Fext]~vaa:O. (2.3)

A forca externa que aparece na equacdo de Vlasov se deve, normalmente, a atuagdo
de campos eletromagnéticos externos aplicados ao plasma, logo, ela também € uma forca de
Lorentz. No entanto, estamos interessados em tratar o caso em que ndo hd campos externos
atuando sobre o sistema, sendo assim Feyy = 0, e a equacdo de Vlasov fica da seguinte forma:

%—FV-Vfa—i—q—a(E—l—va)-vaa:O. (2.4)
ot My,

Os campos elétrico E e magnético B atuam no sistema de acordo com as equagdes de
Maxwell:

v.E=L (2.5)
€o

V-B=0 (2.6)

0B
E=-" 2.7
V X oy 2.7

OE

VxB= o (J + 608?5) s (28)

onde p € a densidade carga do plasma e J € a densidade da corrente que circula no plasma. Suas
expressoes, em uma abordagem estatistica, dependem da funcdo de distribuicdo do plasma, e
tem a seguinte forma,

p =3 qana(r,t) = Y da [ fulr.v.t)d (2.9)

J(r,t) = an/vfa(r,v,t)d%. (2.10)

Nessas equacdes a soma em « leva em conta as diferentes espécies de particulas carregadas que
constituem o plasma, com « = ¢, para ions e o = e, para elétrons.

As expressdes acima formam um conjunto completo e auto-consistente de equacdes, onde
fica explicito que, embora ndo haja colisdes entre as particulas, elas interagem entre si através de
campos eletromagnéticos gerados e modificados internamente pelo seu préprio deslocamento e
pelo deslocamento de outras particulas carregadas, através do plasma [2].
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2.2 Abordagem Linear da Equacao de Vlasov Para Ondas de
Langmuir

O sistema de equacgdes de Vlasov-Maxwell pode ser utilizado para estudar fendmenos
ondulatérios em plasmas. Dentre os diversos tipos de ondas possiveis, existem as oscilagdes
eletrostaticas de alta frequéncia, conhecidas como ondas de Langmuir. Nesta se¢do vamos
considerar o caso de oscilagdes de pequena amplitude e obter a relagdo de dispersdo para ondas
de Langmuir, através de um processo de linearizacao no sistema de equacdes.

2.2.1 Linearizacio da Equacao de Vlasov

A faixa de frequéncia das ondas de Langmuir estd acima da frequéncia de oscilacdo
associada ao movimento dos elétrons em torno dos fons massivos. Esta frequéncia, denominada
[frequéncia de plasma, é tao alta que podemos considerar os ions como um “background” estético.
A funcao de distribuicao total varia somente em termos da fung¢ao de distribui¢do eletronica,
enquanto f;, a fungdo de distribui¢do dos fons, permanece constante. Logo, f; serd suprimida
nos célculos seguintes, restando somente a variacdo da f. que, por simplicidade, serd denotada
apenas como f. Para o caso eletrostatico, somente campos elétricos atuam sobre o sistema, sendo
assim, B = 0. Sob essas condi¢des, considerando apenas os termos relacionados aos elétrons,
temos uma forga eletrostdtica da forma

F = —¢cE. (2.11)

Sabemos que no caso puramente eletrostatico, o campo elétrico esta diretamente relacio-
nado a variagdo espacial do potencial elétrico, com seu vetor direcionado na dire¢do oposta a
direcdo de crescimento do potencial. Ou seja, o campo elétrico é o negativo do gradiente do
potencial:

E=-Vo. (2.12)

Substituindo (2.12) em (2.11),

F =eVO, (2.13)

os sinais negativos se anulam e obtemos a forca a ser inserida na equacdo de Vlasov para o caso
eletrostatico:
of

Y yv. Vit Svev, f=o. (2.14)
ot Me

Neste ponto, podemos considerar que nossa fun¢ao de distribui¢ao é composta de dois
termos, um termo de ordem zero, relativo a uma fung¢@o de distribui¢do de equilibrio, fy(r, v,t),
e outro termo de primeira ordem, referente a uma perturbagio de pequena amplitude, fi(r, v, ).
Assumindo um plasma que, no estado de equilibrio, € infinito, homogéneo e estaciondrio, temos
que fo(r,v,t) = fo(v). Portanto, nossa fungio de distribui¢do total fica:

f(r,v,t) = fo(v) + fi(r,v,1). (2.15)
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O campo elétrico também pode ser separado de forma semelhante. Entretanto, vamos
considerar que o campo elétrico de equilibrio € nulo, de modo que E = E;, que vamos denotar
sem o indice, por simplicidade.

Para resolvermos a equagdo de Vlasov precisamos de uma expressao para o potencial
elétrico, que pode ser obtida através da equacao de Poisson. Vamos comecar aplicando mais uma
vez o operador vetorial V em (2.12):

V. -E=-V%0. (2.16)

Das equacdes de Maxwell temos

vV.-E=" 2.17)

€0

que, junto com (2.16), nos leva a equacdo de Poisson para o potencial elétrico

Ve — L (2.18)

€0

Da mesma forma adotada para o campo elétrico, ¢ representa o potencial perturbado @4,
escrito sem o indice, por simplicidade.

A densidade de carga que aparece no lado direito da equagio (2.18) € a seguinte':

p=eny— e/ f(r,v,t) d*v
" (2.19)
—eng—e / [fo(v) + fi(r, v, )] d*

onde o primeiro termo representa a densidade de carga associada aos fons. O valor de equilibrio
da densidade de elétrons é dado por

ng = / folv) dv. (2.20)

Podemos ver, pelas equacdes (2.19) e (2.20), que os termos referentes a densidade
de equilibrio ny se anulam. O que resta € uma densidade de carga associada a perturbacgio,
dependendo exclusivamente da funcdo de distribui¢ao perturbada:

p1= —e/ fi(e,v,t) do. (2.21)

Com isso, obtemos a equagao de Poisson

Vol / fi(r, v, 1) d*o. (2.22)
€0 Ju

Com a intencdo de deixar mais claro o processo de lineariza¢do da equagao de Vlasov, é
interessante explicitar os termos em fy € em f1,
Ofo , 9Ny

SLH AV o+ fi) + ;evq).vv(fo +fi) = 0. (2.23)

INeste trabalho, todas as integrais sem limites de integracio explicitos serdo tomadas como de —o0 a 400
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A fungdo de distribui¢ao de equilibrio, fj, é constante no tempo, entdo o termo que leva
sua derivada temporal € nulo. Assim também é com a sua derivada espacial, dada por V f;. No
termo que leva o gradiente da f no espaco de velocidades, precisamos levar em consideragdo a
condicdo de baixa amplitude da perturbagdo, pois temos o gradiente do potencial, que depende
somente de f; e a derivada do termo de perturbag@o no espaco de velocidades. O produto entre
essas duas fungdes de f, derivadas, leva a um termo de segunda ordem muito pequeno que,
devido a baixa amplitude da perturbagao, pode ser desprezado. Sob estas condi¢des, obtemos
uma equacdo aproximada para a perturbacao da func¢do de distribui¢do. a qual pode ser chamada
de equacdo de Vlasov linearizada:

91

Ry VH+ SV, Y fy = 0. (2.24)
ot Me

2.2.2 Solucao Geral do Sistema Vlasov-Maxwell Linearizado

Para resolver o sistema de equacdes Vlasov-Maxwell linearizado, vamos escrever as
quantidades lineares de primeira ordem em termos suas transformadas de Fourier no espaco e no
tempo:

fk = fk,v,w) :/ dt / d>r fl(r,V,t)e’i(k'r’“”t)7 (2.25)

E. = E(k,w) = / dt / & E(r, t)e—i0er—w), (2.26)

A vantagem dessa representagdo € que a propriedade de derivadas da transformada de
Fourier nos permite substituir as derivadas espaciais, V, e temporais, %, por equagdes algébricas:
1k, no dominio reciproco de espago, € —iw, no dominio reciproco de tempo.

Usando essas propriedades, podemos reescrever a equacao de Vlasov da seguinte forma:
iwfe v Kfi i Bk - Vo fy =0, (2.27)
Me

onde
— ik®y = Ey. (2.28)

Reescrevendo a equacao de Poisson também em termos de transformadas de Fourier,

o, =~ | i dPo, (2.29)

€0 Ju

ficamos com um sistema completo que nos permite obter a relacdo de dispersdo para ondas
eletrostaticas de alta frequéncia.

Prosseguindo com a solugdo, isolamos fi, em (2.27)

—1
v (2.30)
vk—wm,.

fie=

e substituimos em (2.29), obtendo

oy, = — < ( £ kY, f0> o, (2.31)
€ Jv \vV-k—w m,
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A forma homogénea da equacao (2.31) pode ser evidenciada agrupando as constantes e
explicitando o potencial:

e? 1
1— / K-V fo dPv| & = 0, 232

[ k*meeqg Jo vk —w Jo k (2.32)
deixando claro que s6 havera solu¢do nao-trivial para o potencial quando a expressao que esta
entre colchetes for nula. Com isso, chegamos a seguinte equacao de dispersao:

2

|
¢ / K-V fo dPv = 1. (2.33)

k*meey Jo vk —w

Essa é uma equacgdo de dispersao, envolvendo duas varidveis até entio mutuamente indepen-
dentes: w e k. As solucdes dessa equagdo sdo as relagcoes de dispersdo, que podem ser escritas
como w = w(k). Estas determinam as frequéncias das oscilagdes que o plasma sustenta e seus
comprimentos de onda, da mesma forma que no vicuo w = kc.

Nesse ponto, € interessante que definamos nossa fun¢do de distribuicdo de equilibrio
fo(v), como uma fung¢io normalizada da forma:

folv) = ;0 / fo(v)dPv. (2.34)

Ao substituirmos fj pela sua forma normalizada temos a seguinte equacao

2

noe 1 P
k-V, fo d’v =1, 2.35
k2m.eq /J vk —w Jod'w (2.35)

onde podemos identificar, entre as constantes que multiplicam a integral, um parametro bem
conhecido da fisica de plasmas, o quadrado da frequéncia angular de plasma para elétrons

2 n062

Wy, = (2.36)

Mme€o .

Eescrevendo a relagdo de dispersdo em termos de w,, ficamos com

wﬁe/lkvfd?’ _1 (2.37)
K2 Sy vk —g o vIOTTE L '

O processo que estamos discutindo, como mencionado anteriormente, envolve apenas
forcas eletrostaticas. Além disso, estamos considerando um meio nao magnetizado, em que
todas as dire¢Oes sao equivalentes. Podemos entdo definir o eixo z do sistema de coordenadas
como sendo paralelo a direcdo de propagacdo da onda, dada pelo vetor de onda k, resultando na

seguinte expressao:
2

w,,e/1af0d —1 238
k2 Ju v, —w/k, Ov, ve =t (2.38)

Para a obtencao dessa expressao, foi feita a integracao sobre as coordenadas perpendicula-
res a direcdo de propagacdo, de modo que a distribui¢do € agora fungdo apenas de v,. Entretanto,
por simplicidade, continuaremos a usar o simbolo fj.

Antes de darmos continuidade a solu¢do da equacdo (2.38), € interessante simplificarmos
um pouco sua forma, usando integracdo por partes. Explicitando a parte da relagdo de dispersao
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a ser integrada, lembrando que essa integragdo ocorrerd somente em v, a dire¢do em que fo

foi derivada, e definindo a substitui¢do de varidveis como u = vz_i} Tiz © dv = gf 0 efetuamos a
integral da seguinte forma
oo 0fo/d I
o0 0/0v, 0 e
——dv, = —— / d 2.39
[oo v, —w/k, ’ —w/k i —w/k) v (2.39)

Uma vez que f; vai a zero em +00, o primeiro termo € nulo e ficamos com uma expressiao
mais simples para a relacdo de dispersao

w? f
pe 0
——dv, = 1. 240
k2 /y (v, —w/k,)? ! (2.40)

Podemos perceber, no denominador do integrando da equacao (2.40), que hd uma singu-
laridade no ponto v, = w/k. De fato, essa singularidade ja estava presente antes da integragio
por partes, na equacdo (2.38). A presenca da singularidade no denominador representa uma
dificuldade no cdlculo da integral, uma vez que ali o integrando vai a infinito. O procedimento
correto para tratar esse tipo de problema foi desenvolvido por Landau, em meados do século 20.
Nao vamos entrar em detalhe a respeito da solucao, faremos apenas uma discussao de aspectos
qualitativos essenciais. De acordo com o procedimento introduzido por Landau, as perturbagdes
no plasma deveriam ser tratadas como problemas de valor inicial. O problema deveria entdao
ser tratado com uso de transformada de Laplace na varidvel ¢, ao invés de transformada de
Fourier. Uma vez obtida a solu¢do para a transformada de Laplace, a solu¢do do problema passa
pela obtengdo da transformada de Laplace inversa. Para garantir a convergéncia da solugao,
o procedimento requer uma integracao no plano complexo, seguindo um caminho que fique
a direita de singularidades do integrando. Sem entrar em detalhes, o ponto essencial € que o
procedimento leva a conclusdo de que integrais no espago de velocidades, como as que aparecem
na equacdo (2.38), devem ser feitas seguindo um caminho ao longo do qual a varidvel w pode ter
valores complexos, passando por baixo do polo que existe no integrando.

O procedimento via transformada de Laplace na varidvel ¢ representa um tratamento
correto do problema, mas hd uma forma pragmadtica de se chegar a mesma forma da solucao.
Nessa abordagem pragmaética usa-se transformada de Fourier, como vinha sendo feito nessa secao.
Isso leva as integrais com singularidade, como j4 vimos. Nesse ponto, evita-se a singularidade
supondo que w tem uma parte imagindria finita, positiva e tendendo a zero, o que leva o polo
a ficar acima do eixo. Esse procedimento adotado para a integracao significa a ado¢do de um
caminho conhecido como contorno de Landau. Levando-se entdo em conta a prescricao do
contorno de Landau, e empregando-se o teorema dos residuos, a equagdo (2.40) pode ser escrita
na forma seguinte,

w2 +o00 f f
e o4 9fo . 2.41
k2 P Loo (v, — w/k,)? ve ”Tavz o ’ (241

onde P representa o valor principal da integral.

Prosseguindo, vamos considerar ondas cuja velocidade de fase seja muito maior do que
os valores de velocidade das particulas para os quais a distribuicao f, tem valores significativos.
Ou seja, vamos considerar que v, = w/k, >> v,, para os valores de v, onde a distribuigdo é
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significativa. Nesse caso, o segundo termo pode ser desprezado, uma vez que a singularidade
localiza-se em uma regido de alta velocidade térmica, onde f, € muito pequena, assim como sua
derivada, 0 f/0v,. Com isso, ficamos com a seguinte expressao:

w2 +o0o fU w2 +o00 fO
pe — d . = Pe / - d z — 17 242
k2 e [oo (v, — v,)? v k2 oo (v —y)? ! 242)

A integral que aparece na expressio acima pode ser representada na forma seguinte,

/+OO L dv, = <(vz — %)_2)> : (2.43)

oo (V2 — Us@)2

Adotando-se a forma (2.43) em (2.42), ficamos com

Wpe 2
5 ((v: —v,) ) = 1, (2.44)

e, lembrando que supomos v, >> v, podemos desenvolver (v, — v,)~2 em série de Taylor,
usando v, /v, como pardmetro

2v 30?2
-2 42 z z
(v: —v,)" =, <1+ o + 2 +> (2.45)

Tomando a média dessa expansao, 0s termos cujos expoentes sao impares anulam-se,
uma vez que a média envolve uma integracdo em limites simétricos, e truncando no termo de
segunda ordem, ficamos com

(v2)

2
Ve

((v: —vy) %)) = v, (1 +3 ) . (2.46)

Substituindo (2.46) em (2.44) e escrevendo v,, como w/k novamente, obtemos a relagao
de dispersao, na aproximacao de velocidade de fase grande:

2 k‘2 k2 2
“pe (1 +3 <§Z>> — 1, (2.47)
w

k? w

onde a média da velocidade ird depender da fun¢do de distribuicdo inicial do plasma.

Supondo que nossa funcdo de distribuicdo de equilibrio seja uma Maxwelliana uni-
dimensional, cuja expressdo € a seguinte

1/2 _ mev2
fO(U> = nyg (27:]:?;’1“ ) e (QIcBTe)7 (2.48)

onde foi descartado o subscrito z da velocidade, podemos escrever a energia cinética média das
particulas de acordo com a seguinte expressao

;me (v},) = ;kBTe, (2.49)



CAPITULO 2. TEORIA CINETICA DE PLASMAS 18

de acordo com o teorema da equiparticao da energia, sendo kg € a constante de Boltzmann e vy,
¢ a velocidade térmica do plasma. Isolando vy, em (2.49), substituindo em (2.47), obtemos

2 2 2
“pe K <1+3kkBTe> _ 1, (2.50)

k2 w? w? m,

Supondo que a corre¢do térmica da distribui¢do € muito pequena, podemos fazer w ~ wy,
no segundo termo de (2.50) e, isolando o w restante, obtemos a seguinte forma da relacdo de
dispersdo para ondas eletrostaticas de alta frequéncia (as ondas de Langmuir),

3kpT.

w? = wl, + K ——=. (2.51)
Me

Na derivacao da expressao (2.51), desprezamos a contribui¢do do polo, considerada
pequena. Caso a contribui¢@o do residuo da integral em (2.41) tivesse sido mantida, poderiamos
ter seguido os mesmos procedimentos anteriores, e teriamos chegado a seguinte forma da
expressao,
w2 O,

k”; gfz = w2, (2.52)

V=V

onde, por simplicidade, desprezamos a correcao térmica que aparece em (2.51).

1 —in

Como estamos supondo que o polo esté localizado muito perto do eixo dos reais, € correto
afirmarmos que a parte imagindria € muito pequena. Sendo assim, podemos isolar w e expandir a
expressdo em série de Taylor, para eliminar a raiz quadrada. Dessa forma, obtemos

o A7
T W 8]”0
=wpe |1 +i=-2—— 2.53
W= w, +1 512 o, i ( )
Para uma fun¢ao de distribui¢do Maxwelliana, a derivada 0 fo /0v,, é negativa
8f0 2v (_ 2 /2 )
o == v/ Ytk 2.54
v, v \/T ¢ ’ 2.54)

consequentemente, a parte imagindria de w € negativa. Isso significa que o efeito de primeira
ordem, relacionado a ocorréncia de uma pequena perturbacio f; em torno do equilibrio, em um
plasma com distribuicdo de velocidades dos elétrons Maxwelliana, € um amortecimento nao
colisional dessa perturbacdo. Esse fendmeno foi primeiramente demonstrado matematicamente
pelo fisico russo Lev Landau, ja mencionado, e € conhecido como “amortecimento de Landau”,
ou, em inglés, “Landau damping”.

Como foi visto em (2.54), devido a derivada negativa, plasmas com distribui¢des Max-
wellianas s6 podem suportar efeitos de amortecimento, pois ndo ha pontos de derivada positiva
nessa distribuicdo, o que elimina efeitos de instabilidades nesses sistemas. Entretanto, quando
existe um feixe de elétrons adicionado a um plasma Maxwelliano, a funcao distribui¢cao pode
apresentar um pico na regido de velocidades correspondente a velocidade do feixe, grande o
suficiente para que exista uma regido de derivada positiva, que pode dar origem a instabilidades.
Pode-se dizer que nesse caso ocorre um efeito oposto ao amortecimento de Landau [3], pois
ha uma amplificacdo de ondas nessa regido. Entretanto, o acompanhamento da variacao da
amplitude das ondas ao longo do tempo requer a inclusio de efeitos nao-lineares e ndo pode ser
tratado com o uso da aproximacdo linear da equacgdo de Vlasov.



Capitulo 3

Teoria Quase-Linear

Na aproximacao linear, supomos que tanto as funcdes distribuicdo quanto os campos sao
compostos por uma contribui¢do de ordem zero e uma contribui¢do de ordem um (a perturbacao).
Consideramos que as contribui¢cdes de ordem zero ndo variam ao longo do tempo e, a partir
das equacdes para as quantidades de ordem um, determinamos as condi¢des para a existéncia
das perturbacdes, ou seja, obtemos a relacao de dispersdao. Por exemplo, supondo oscilagdes
eletrostaticas e considerando Maxwelliana a distribui¢do de ordem zero, obtivemos a parte real e
a parte imagindria da frequéncia das ondas de Langmuir, conforme equacdes (2.51) e (2.53). Se
quisermos acompanhar a evolucdo temporal das perturbacdes, precisamos levar em conta que
a presenca destas pode afetar as propriedades do plasma, ou seja, precisamos levar em conta
efeitos ndo lineares. Isso decorre do carater auto-consistente do sistema Vlasov-Maxwell, em
que perturbacdes nos campos podem afetar as distribuicdes de velocidades das particulas, e vice-
versa. A forma mais imediata de incluir efeitos ndo lineares € através da chamada aproximacao
quase-linear.

3.1 Sistema de Equacoes Vlasov-Maxwell na Aproximacao
Quase-Linear

Novamente, considerando um plasma ndo magnetizado, inicialmente em equilibrio,
partimos diretamente da equagao de Vlasov para o caso eletrostatico, para particulas do tipo «

Ofa o
7f +V'Vfa+q7E'vvfa:Oa (3.1
ot Me,
onde E pode ser obtido através da equagdo para a divergéncia do campo elétrico,
v-E=Y & / falr, v, t)d%. (3.2)
« €0 Jv

Mais uma vez, supomos uma pequena perturbacao na distribuicao inicial de equilibrio do
plasma

fa:fa0+fa17 (3.3)

e no campo de atuacdo sobre o sistema

E=E,+E,. (3.4)

19
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Quando obtivemos a aproximacao linear da equacdo de Vlasov, supusemos que f,g, a
funcdo de equilibrio, ndo tinha dependéncia temporal. Na aproximacdo quase-linear, vamos
admitir que a f,( possa variar com o tempo, embora de forma bem mais lenta que a variacao das
perturbagdes. Para obter as equacdes para a evolucio temporal das quantidades de ordem zero e
de ordem um, vamos introduzir médias espaciais das quantidades de interesse.

A média espacial da func¢ao de distribuicao de velocidades € expressa da seguinte forma:

<fa(I‘,V,t)> = <fa0(va t)> + <fa1(I‘,V,t)> ) (3.5)

onde a média de f, é dada por
(falr,v, 1)) =V /fa r,v,t)d (3.6)

As flutuagdes relacionadas a f,,; s@o aleatdrias, sendo assim, sua média € nula e, conse-
quentemente, a média da funcao de distribuic@o serd a propria funcao de equilibrio:

<fa(I',V, t)> = faO(Vat>‘ 3.7

Para o campo elétrico, considerando Ey = 0, temos que o campo elétrico terd apenas
a contribui¢cao de ordem um, que, como anteriormente, vamos denotar simplesmente como E.
Novamente, impondo que o termo de primeira ordem na expressao do potencial elétrico va a
zero nas extremidades, a média espacial do campo elétrico de primeira ordem também serd nula:

(E(r,t)) = — V a®ér )d3 =0. (3.8)

A média espacial da equagao de Vlasov € dada pela seguinte equacao

9 (fa) 9 Ofa\ _
o +v B (fa) + m—a <E'av> = 0. (3.9)

Expandindo a funcéo de distribuicio total, ficamos com:

200 v (et g} + 2o [ Oy (B2 0. o)

No segundo termo, a derivada espacial de f,q, € nula, assim como a média da derivada de
fa1. No terceiro termo, temos a média de E, que é zero. Sendo assim, ao eliminarmos os termos
nulos de (3.10) e isolarmos 0 f,0/0t, obtemos uma equagio para a evolucdo temporal de f,0:

afoaO . a.fozl
5 _—ma< av> (3.11)

A equacdo (3.11) pode ser substituida no termo referente a derivada temporal de f,o na
equagdo (3.1), resultando em

afocl afal 8focO a afal afocl o
5 v +m—aE ot lE o —<E~ o >1 — 0. (3.12)

termos de segunda ordem
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Os termos de flutuacdes de segunda ordem, assinalados em (3.12), tornam nosso sistema
de equacdes Vlasov-Maxwell aberto. Consequentemente, sempre precisaremos adicionar termos
de, pelo menos, uma ordem superior para obter equacdes que descrevem a evolugdo temporal
do sistema, envolvendo flutuagdes de uma certa ordem. Entretanto, nessa aproximacgao, esses
termos sao muito menores do que as flutuacdes de primeira ordem e podem ser desprezados.
Com essa aproximacgao, obtemos uma equagio que ¢ formalmente igual a equagado (2.24), obtida
na aproximacgao linear, com a diferenca de que agora a f,( varia no tempo:

afoel +V_afa1 + (]706 E'afao

ot o m, OV ~0 3.13)

Temos entdo um sistema acoplado, constituido pelas equagdes (3.13), (3.11) e (3.2).

3.2 [Equacao de Difusao Quase-Linear

Com a aproximacao quase-linear, nossa intengdo € obter resultados para instabilidades
geradas por efeitos ndo lineares, entdo trataremos somente 0 caso em que existe regido com
Jfo/0v > 0. Vamos considerar, novamente, oscila¢des de alta frequéncia, associadas a elétrons.
Nesse caso, os ions podem ser considerados como um meio estatico neutralizador e poderemos
abandonar a soma e o indice a.

Para prosseguirmos com a solug¢do, vamos escrever f; e EE em termos de suas respectivas
transformadas de Fourier, de acordo com as equacdes (2.25) e (2.26). Assim podemos reescrever
as derivadas em termos de k e w, ficando com

E, . 2
€ Tk oy (3.14)

me i (vk—w)

fie =

Escrevendo o campo elétrico em termos do potencial, ja no espaco de Fourier,
Ey = —ik®y, (3.15)

e substituindo em (3.14), obtemos:

€ Py k%

__ = ) ) 3.16
fue me (vk—w) Ov (3.16)
Substituindo (3.16) na equagdo de Poisson, ficamos com:
62 @k 8f0
K20y = / k- 20 g, 3.17
KT eome Jo (vk—w) Ov ! G17)

E, omitindo uma série de passos que ja foram realizados no capitulo anterior, quando
discutimos a aproximacao linear da equacdo de Vlasov, chegamos a mesma equacio de dispersao:

w, 1 dfo
pe - k-2 Bv=1. .1
k2 /Jk-v—w 8vdv (3.18)
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A diferenga é que fj, nesse caso, representa a média espacial da funcdo de distribui¢do
de velocidades e varia lentamente com o tempo. Por conta dessa lenta evolug¢ao temporal, o uso
dessa relagdo € vdlido somente para o caso em que o numero de particulas ressonantes é muito
menor do que o nimero total de particulas do sistema [4]. A evolugdo temporal da func¢ao f,
que pode ser chamada de “distribui¢do de fundo”, é dada por

dfo _ ¢ of
= <E o > (3.19)

Substituindo E(r, t) e f1(v,t), em (3.19), pelas suas respectivas transformadas de Fourier,
ficamos com

3 3k
% e < Bk By (1)c k()] &’k 0fie(v,t) pilk —w (k/)t]>' (3.20)

ot m. 873 873 ov
Colocando (3.20) em termos do potencial ¢y e efetuando a média, temos a seguinte
expressao:

ofy 1

3 3 1./
5 — V i 07 / [/ g IZ Zkz;, (—lk) @kei[k—w(k)t] flklei[k’_w(k/)t]‘| d37”. (321)
Me T T

Se invertermos a ordem de integracdo, (3.21) pode ser escrita da seguinte forma

8f0 o 1 ddk/dzj’]{]/
otV me 8V 83

/ Z(k+kl)'rd37’} Py frioe Wl TeUII

(3.22)
em que o termo isolado entre colchetes, no lim V' — oo, € a defini¢do da delta de Dirac:

[8#3

1

873

/ Pkt T g3, 5(k + K'). (3.23)
v

Usando a defini¢do da delta de Dirac em (3.22), ficamos com

1 &k
O _ ;1 e 0 [dky 5 o e loC0raton

ot V me OV 83 (3.24)

3.2.1 Coeficiente de Difusdo Quase-Linear

Na aproximacdo quase-linear, como mencionado anteriormente, as interacdes nao-
lineares ndo sdo levadas em conta nas equagdes para as perturbagdes, mas sdo mantidas na
equacdo para a evolugdo temporal da fungdo de distribui¢ao de velocidades de ordem zero [6].
Esses efeitos sdo observados em fj(v,t) como mudangas na sua forma e essas mudancas se
devem a efeitos de difusdo no espaco de velocidades. A intensidade e a forma dessa difusao é
dada pelo coeficiente que iremos obter nessa subsecao.

Queremos expressar (3.24) em termos de fj, para isso vamos verificar algumas proprie-
dades de simetria das varidveis @y e w(k) no espaco de Fourier. Entdo, tendo em mente que ¢

deve ser real em toda parte [5]:
O(r,t) = &*(r,t), (3.25)
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onde o termo com * denota o complexo conjugado de &(r, t), e podemos usar essa propriedade
para analisar sua simetria.

Reescrevendo (3.25) em termos de sua transformada de Fourier, temos:
/ d3k, @k (t) 67Lk4r e—iw(k,t)t _ / ddk gplt (t) 6—ik~r eiw* (k,t)t (326)

e, invertendo o sinal da varidvel de integracao k e dos limites de integragcao do lado direito de
(3.26), percebemos que o resultado dessa integral permanece inalterado:

/ Ak @i(t) e~ ikr giwt (kb _ /_ d3(—k‘) @ik(w pikr giw (“kt)t

[e.9]

/ d‘5k @l*((t) efik-r eiw*(k,t)t _ / ddk, @ik(t) eik~r eiw*(fk,t)t. (327)

Comparando a relacio acima com o lado esquerdo de (3.26), podemos verificar a simetria
do potencial eletrostatico no espago de Fourier:

Dy (t) = Dy (1). (3.28)

A relacdo de dispersdo é complexa e, de acordo com (3.27), tem a seguinte propriedade
de simetria:
w(k,t) = —w*(=k,1). (3.29)

Usando o resultado de (3.29), analisamos o argumento da exponencial de (3.24),
w(—k) + w(k) = wr(—k) + iw; (k) + wr(k) + iw; (k)
w(—k) + w(k) = 2iw; (k). (3.30)

Com o resultado de (3.30), para o argumento da exponencial e com a propriedade de
simetria de @, obtida em (3.28), reescrevemos (3.24) da seguinte forma:
8f0 . 1 e 0 dSk} 2
- — .| —k¢ wi(k)t 3.31
ot ! Vm,O0v gm3s K Juce (3-31)
Substituindo fix pela equagio (3.16) em (3.24), obtemos uma equagdo que expressa
como os efeitos das flutuacdes nao lineares sobre f; atuam em sua evolugdo temporal:

8f0 1 62 0 d3k’ @i afg
— == k{k - — 3.32
ot Vm?ov 83 i (v-k —w) ov )’ (3.32)

lembrando que
B} = D P> (3.33)
Expressando os produtos escalares em (3.32) em forma de somatdrio e usando a relacio
Ey - Ex

P = R (3.34)

obtemos uma equacao diferencial de segunda ordem, conhecida como “equagdo de difusdo

quase-linear”:
8f0 0 af 0
— = D —1, 3.35

('375 %: an [ J 8Uj ( )
onde D;; € o coeficiente de difusdo quase-linear, o qual tem a seguinte forma

D _6211/ g BB
Y m, Vo83

kik;. (3.36)
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3.2.2 Amplitude Espectral

Uma questido importante, na aproximacgao quase-linear, € ligar as ondas geradas por
efeitos nao lineares a funcao de distribui¢ao de velocidades. Sabemos que isso ¢ feito através
do coeficiente de difusdo quase-linear, mas ainda ignoramos como a informag¢do sobre como
essas instabilidades de ordem superior sdo expressas em D;;. E isso o que iremos verificar nessa
subsecao.

Tomando a média do quadrado do campo elétrico, dividida por 87, temos:

E; 1 ABr e
<87ZT> 87V 879 / Pr By [ B [ Sﬂgez(k“‘)"”], (3.37)

onde novamente temos a definicao da delta de Dirac entre os colchetes, o que resulta em:

(B) _ 1 s . ,
—= E E .
8t 81V 8 /d b B / &’k E(t), (3.38)
em que
1 [Ex()]”
Glt) = 57 g (3.39)

€ conhecida como amplitude espectral do campo elétrico.

Sabemos que & (t) varia temporalmente, conforme as ondas vao sendo amplificadas
ou absorvidas. Devemos lembrar que essa quantidade representa a intensidade espectral das
flutuagdes que ocorrem no plasma, as quais devem satisfazer a relacdo de dispersao. Ou seja,
essas ondas oscilam com a parte real da frequéncia determinada pela relacao de dispersao e tem
uma amplitude lentamente varidvel, dependendo da parte imagindria da frequéncia [7, 8]. Ou
seja, as amplitudes dessas ondas sdo proporcionais a e“I*, de modo que podemos escrever

1 |Ek| 62(4)[

T g3 = &2, (3.40)
™ ™

E(t) =

Podemos também escrever na forma de uma equacao diferencial,

0&(1)
ot

= 2w (K)Ex (). (3.41)

Vamos fazer mais algumas consideragdes a respeito do coeficiente de difusdo. Substi-
tuindo (3.38) em (3.36), temos uma expressdo que correlaciona a amplitude do espectro das
ondas geradas por efeitos nao-lineares, a difusdo da fun¢do de distribui¢io de velocidades:

kik;. (3.42)

Temos no denominador um w, que é uma quantidade complexa. Para buscar uma forma
mais conveniente, vamos multiplicar a expressao pelo complexo conjugado do denominador,

_ ——/d3 i(k-v—wp+iwr)ék
— t

kik;. 343
(k- v—wg)?2+w? "’ (343)
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Usando as simetrias de & e de w(k), podemos ver que a parte imagindria dessa expressao
€ nula. Ficamos entdo com

62 wjgk

Dy = — [ &
J Me k2 [(k - v —wg)? + w?]

kik;. (3.44)

Considerando que no contexto de validade da teoria quase-linear a parte imagindaria da
frequéncia deve ser pequena, para garantir evolugdo temporal lenta, podemos usar o seguinte

limite matematico:
wr

=mik-v—w). (3.45)

.
130 (k-v—wg)?+w?

Dessa forma, obtemos um conjunto completo de equagdes auto-consistentes da aproxi-
macdo quase-linear:

Afo 0 dfo
=T o P a9
onde ) .
(& iR
D = o d*k k; Eemik-v—w) (3.47)
) 06 (1)
575 = 2w (k)& (1). (3.48)

Cabe lembrar que a parte imagindria da frequéncia das ondas, w;, que aparece na equacgao
para a evolu¢do do espectro das ondas, € obtida através da solucao da relacdo de dispersao, que,
como vimos, depende da distribui¢do f.



Capitulo 4

Interacao Feixe-Plasma Na Aproximacao
Quase-Linear

A incidéncia de um feixe de elétrons energéticos em um plasma térmico pode dar inicio
a processos turbulentos que envolvem a geracao e amplificacdo de ondas eletrostaticas de alta
frequéncia através de efeitos lineares e nao lineares relacionados a interagdo onda-particula.
A interacdo das particulas do feixe incidente com as ondas presentes no plasma ocorre via
ressonancia, levando a alteragdes na funcao de distribui¢do de velocidades dos elétrons e no
espectro das ondas, um processo conhecido como “instabilidade bump-in-tail”. Esse nome esta
relacionado a existéncia de um segundo pico na distribuic@o de velocidades, na regido do feixe
de particulas, criando uma regiao onde a derivada da fun¢ao de distribuicdo € positiva, condi¢ao
propicia ao aparecimento de instabilidades.

Efeitos ndo lineares relacionados a interacao onda-particula e a interagdes onda-onda
podem levar a geracdo da chamada “turbuléncia de Langmuir”, e também a emissao de ondas
eletromagnéticas, através de processos conhecidos como decaimento e espalhamento de ondas.
Quando a instabilidade é pequena e o crescimento das ondas turbulentas é lento, emprega-se,
como uma primeira aproximacao, a teoria quase-linear para descrever como as ondas turbulentas,
geradas e amplificadas pela interacdo onda-particula, afetam a distribui¢do de velocidades de
equilibrio do plasma. A transferéncia de energia entre particulas e ondas continua até que o
sistema atinja um estado estaciondrio [6, 8].

Essas interacdes sdo observadas na natureza, por exemplo associadas a fendmenos de
emissao de radiacdo solar dos tipos II e III, além de ser uma ocorréncia comum em plasmas de
laboratério, como foi demonstrado experimentalmente em [11].

Nesse capitulo iremos apresentar a interac@o feixe-plasma como aplicacdo da teoria quase-
linear, sem a incidéncia de campos externos, para ondas de Langmuir e em duas dimensdes. A
escolha da abordagem bi-dimensional se justifica pela consideracio de que em duas dimensdes €
possivel estudar aspectos impossiveis de investigar em uma abordagem unidimensional, enquanto
ao mesmo tempo se pode evitar a grande demanda computacional e a complexidade que estariam
associadas a um tratamento tri-dimensional. Ondas de Langmuir sdo ondas eletrostéticas de alta
frequéncia e, nessa escala de frequéncia, os fons podem ser considerados como um “background”
estatico neutralizador. Na primeira se¢ao revisaremos o caso modelado em coordenadas perpen-
dicular e paralela a propagacao do feixe, realizado anteriormente pelos integrantes do Grupo de
Fisica de Plasmas do IF-UFRGS, onde serdo evidenciadas as equacdes quase-lineares bem como

26
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alguns resultados obtidos, via integracdo numérica, para a evolucao temporal do sistema. Havera,
também, uma breve discussao a respeito de uma tentativa de incorporagdo do efeito de colisdes
na dinamica de evolucao do sistema feixe-plasma, com uma descricdo sumadria das instabilidade
numéricas que apareceram em uma tentativa de introdug¢do de um termo de colisdes no codigo
numérico. Esta discussio servird de motivacao para a abordagem apresentada na secdo seguinte,
em que abordaremos a interagdo feixe-plasma, na aproximagao quase-linear, em coordenadas
polares. Inicialmente, serdo expostos os métodos utilizados para a mudancga de coordenadas
dessas equacdes, para, entdo, apresentarmos as expressdes em coordenadas polares, bem como
os resultados da integracdo numérica obtidos até o0 momento, com uso dessa abordagem.

A funcio inicial de distribui¢do para os elétrons foi definida como sendo Maxwelliana,
adicionada de uma Maxwelliana deslocada representando o feixe, com velocidade média vy.
A distribui¢do “de fundo” tem uma pequena velocidade média negativa, vy, de modo que a
velocidade média total € nula. A expressdo, em termos de velocidades normalizadas a velocidade

térmica dos elétrons, v, = /27, /m., é a seguinte:

B ng\ 1 9 2
<I>e—< —ne)ﬂexp (uL— (uH—uo) )

ny 1 , , “4.1)
+ - exp (— (UJ_ + (u” — uf) ))

Conforme € habitual na area de Fisica de Plasmas, as temperaturas estdo escritas em uni-
dades de energia, representando o valor da constante de Boltzmann multiplicada pela temperatura
real.

A relacdo de dispersao para ondas de Langmuir é dada pela seguinte expressao
1/2
wi = wpe (14 3k°X3,) 2 4.2)

onde A\p. = v,/ (ﬂwpe) € o comprimento de Debye.

Essa expressdo corresponde, com outra notagdo, a equagdo (2.51), e obedece a relacio de

simetria dada por w”, = —w{. A forma adimensional da relacdo de dispersdo, para ondas de

Langmuir, éa seguinte:
L 3 2 12
g = <1 + *2(] > ’

onde 2} = w/wpe e q = kv /wpe.

4.1 Abordagem Bi-Dimensional em Coordenadas Cartesia-
nas

Definindo a dire¢ao do feixe como paralela ao eixo z, o vetor velocidade u e o vetor de
onda q, ambos normalizados, sdo expressos em coordenadas cartesianas da seguinte forma

u=u, e+ u, e,, 4.3)

q=¢q; ext+q. e, (44)
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A equacido quase-linear descreve como a funcio de distribui¢do . evolui temporalmente,
sob a influéncia das ondas geradas pelos efeitos da interacdo onda-particula, através de uma
equacdo de difusio no espago de velocidades, como pode ser visto a seguir

o6, 9 o .
or - . (A:c @6) + aiuz (Az (1)6)

00, 0o,
+ " <De + D¢ ) 4.5)

Lﬂilfa IEZa

0P 0%,
Dg, 7+ Dt

+
ou,
onde 7 € o tempo normalizado, 7 = twp..

Na equacdo acima, as quantidades AS e A¢ s@o, respectivamente, as componentes per-
pendicular e paralela de um coeficiente associado a processos espontaneos. Esse coeficiente ndo
aparecia na formulacdo quase-linear convencional, conforme apresentamos anteriormente, tendo
sido adicionado ao formalismo em trabalho relativamente recente, com o objetivo de levar em
conta os efeitos relacionados a processos de flutuacdes espontaneas sobre a evolucao temporal
da fungdo de distribuigéo [13]. A expressﬁo desses coeficientes € a seguinte:

zail

onde g é o pardmetro de plasma normalizado.

Os termos contendo os D;; correspondem aqueles que aparecem na equagdo (3.46), em
duas dimensdes. Os coeficientes D,,, D,., D,, e D,, sdo as componentes do coeficiente de
difusdo quase-linear e, como mencionado no capitulo anterior, relacionam diretamente a evolug¢ao
temporal de ®., com as ondas geradas por efeitos nio-lineares. Em duas dimensdes, temos:

e o 4i 95 o
= / dqx/ dq. 2 ! 2 Z qu 5(025 — aUy — Qzuz> ) 4.7)
- - Iz +q; o==+1

onde podemos observar £ L a amplitude do espectro de ondas, cuja evolucio temporal é dada
pela seguinte equagao

oEt S
a _ EE ‘/_ duz /_ dux 6(0-25 — QpUy — qzuz)

or q% n,
1n 0P
P, ok = 4,
lZ —g —Hrz Eq xauml (4.8)
7T ne / duz/ dux — QgpUy — QZUZ)
q Ty

1 0P,
[2719(1) + 024 S"Lz ]

ou,

Essa equacgdo corresponde a uma forma mais geral do que a equagdo (3.48), uma vez
que também incorpora termos relacionados a processos espontaneos [13], que s@o os termos
contendo a quantidade g.

A fungdo 6 que aparece nas expressoes para a evolugdo da distribui¢io e do espectro
nada mais € que a condi¢c@o de ressonancia entre ondas e particulas, k - v — w = 0, em duas
dimensdes e indicando explicitamente o sentido de propaga¢do das ondas, através do parametro
o,que podeseroc =1louo = —1.
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4.1.1 Meétodo e Resultados em Coordenadas Cartesianas

As equacdes apresentadas, tanto aquela para a funcao distribuicdo quanto aquela para o
espectro das ondas, foram aproximadas por equacdes de diferencas finitas € um c6digo numérico
utilizando linguagem de programacdo FORTRAN foi desenvolvido. Para a integragcdo da equacao
de difusdo foi usado o método “splitting” e para a equacao da onda foi empregado o método
Runge-Kutta de quarta ordem (mais detalhes sobre o c6digo podem ser encontrados no apéndice
A desse trabalho). O cédigo se mostrou eficiente e com uma boa estabilidade numérica, tendo
sido utilizado para a obtencao de resultados apresentados em diversos artigos que aparecem na
liteatura especializada, dos quais podemos citar alguns exemplos [14, 15, 16, 17]. Apenas como
complemento, podemos citar que no ambito do grupo foram também feitos estudos usando uma
abordagem unidimensional, como a Ref. [18].

Para o presente trabalho, escolhemos uma situacdo com temperatura do feixe igual a
temperatura do plasma de fundo, Ty = T., com T, = 7.07T; e parAmetro de plasma g = 5.0x 107,
Supusemos um feixe ténue, com ns/n, = 1.0 x 107 e uy = 5.0. Adotamos uma grade de
101x51 pontos no espago de velocidades (u,,u.), € uma grade com 51x51 pontos no espago
de nimeros de onda normalizados (., ¢.). Fizemos a evolu¢do temporal adotando um passo
temporal A7 = 0.1. Os resultados obtidos nessa abordagem estdo apresentados na figura® * 1.

Na primeira linha de graficos da figura 1, temos resultados para tempo de integracdo
7 = 0, ou seja, sdo os estagios iniciais da fun¢do de distribui¢do @, (a esquerda) e da amplitude
do espectro (a direita). Podemos perceber em ®. o “bump” gerado na fungado de distribui¢io pela
presenca de um feixe com velocidade u; = 5. Esse novo pico, causado pelo feixe, dd origem a
regido de derivada positiva, entre a funcdo de distribuicao dos elétrons do plasma e a distribui¢io
dos elétrons do feixe, favorecendo o aparecimento de instabilidades. Na amplitude espectral
ainda nao ha crescimento de ondas.

Na segunda linha podemos ver os resultados para 7 = 100. Neste tempo de integragdo,
a funcao de distribuicao apresenta um leve achatamento em ambos os picos. Na amplitude de
espectro, vemos que ja ocorre um pequeno crescimento de ondas.

Na terceira linha, com tempo de integracdo 7 = 500, os efeitos da difusdo no espago de
velocidades j4 sd@o bem evidentes. A regiao onde antes havia uma declividade positiva, agora
comega a apresentar a formacdo de um “plateau”, indicando que estd ocorrendo a transferéncia
de energia das particulas do feixe para as ondas do plasma, aumentando as oscilacdes que, por
sua vez, promovem os efeitos de difusdo no espaco de velocidades. O aumento nas oscilagdes
pode ser observado no aumento consideravel da amplitude espectral, no grafico a direita.

Na ultima linha, o tempo de integrag¢do € 7 = 1000 e podemos perceber que praticamente
ndo hd mais a regido de derivada positiva na distribuicdo total. Outro aspecto interessante € que a
difusdo no intervalo entre 7 = 500 e 7 = 1000 € bem menor do que o observado no intervalo
entre 7 = 100 e 7 = 500, um reflexo disso € a estagnac@o da formagdo do pico na amplitude
espectral, como pode ser visto em seu respectivo grafico. Uma descricao clara sobre como ocorre
essa reducdo na difus@o e na geragdo de ondas, pode ser encontrada em [6].

Todos os estagios da evolugdo temporal obtidos numericamente, no modelo em coor-

2As figuras encontram-se no apéndice B.
30s grificos para a funcio de distribuigio e para a amplitude espectral, em ambas as abordagens, foram plotados
em escala logaritmica, para que uma melhor visualizacio da difusdo de ®. e no crescimento do pico em EX, fosse
g paraq ¢ P
possivel.
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denadas cartesianas, estdo de acordo com o esperado para a aplicacdo da teoria quase-linear a
interacao feixe-plasma, como pode ser verificado em [4, 6, 8]. Termos nao lineares de ordem
mais alta, como os associados aos processos conhecidos como “decaimento de trés ondas” e
“espalhamento”, jd foram incorporados ao cédigo e foram levados em conta em estudos anteriores,
embora tenham ficado fora do escopo do presente trabalho. Foi feita também uma tentativa de
inclusdo de efeitos colisionais no c6digo numérico, com o objetivo de estudar a evolugdo do
sistema a longo prazo. No entanto, a adi¢do de termos colisionais ao programa, feita anterior-
mente ao inicio deste trabalho, deu origem ao desenvolvimento de instabilidades numéricas, o
que motivou a busca por uma nova abordagem que pudesse reduzir a possibilidade de ocorréncia
dessas instabilidades. Possivelmente, as instabilidades numéricas verificadas estdo associadas a
determinadas caracteristicas do termo colisional, as quais ndo se ajustam bem a uma descri¢cao
em coordenadas cartesianas. Ocorre que, em uma formulagao relativamente simples, o termo
colisional contém uma parte associada a uma derivada em uma coordenada que é o médulo da
velocidade das particulas e outra parte associada a uma derivada na coordenada que representa
um deslocamento angular na dire¢do azimutal:

2
(ag) _ 2 0 <1ac1>e+q)e>+ Z?+10 <Sinea¢>e>' 49)
col

or w2 ou \u ou u3 sin 0 00

Nessa expressdo u € a velocidade normalizada, 6 € o angulo entre a dire¢do da velocidade
e o eixo z e Z € um numero que indica a carga dos fons (¢; = Ze). O vetor velocidade foi
normalizado utilizando a velocidade de Alfvén e o tempo 7 foi normalizado com o inverso da
frequéncia de ciclotron. Detalhes da derivagdo dessa expressao estdo fora do escopo do presente
e podem ser encontrados na literatura [19, 20]. A expressdo adequada a ser usada nesse trabalho
deve ser normalizada através da velocidade térmica e da frequéncia de plasma dos elétrons, como
o restante das equagdes aqui apresentadas.

O primeiro termo que aparece na equagao (4.9), com a derivada em u, é considerado um
termo “de arrasto”, enquanto o segundo termo (com a derivada em 6) € considerado um termo “de
espalhamento”. Quando expressos em termos de coordenadas cartesianas, em duas dimensdes,
ambos os termos contém derivadas tanto na coordenada u, quanto na coordenada u,, derivadas
essas que sdo abordadas separadamente no método de splitting. Foi proposta entdo a tentativa de
implementag¢ao de um cédigo escrito em termos de coordenadas que pudessem expressar melhor
as caracteristicas do termo colisional, ou seja, em termos de coordenadas polares. Essa foi, entao,
a motivagdo para o presente trabalho.

4.2 Abordagem Bi-Dimensional em Coordenadas Polares

Com a motivacdo exposta na se¢do anterior, foi dado inicio ao processo de transformacao
de coordenadas das equacdes quase-lineares. Sendo assim, definimos a dire¢do de propagacdo
do feixe como sendo na dire¢ao z. Com isso, os vetores velocidade e de onda normalizados,
foram escritos da seguinte forma:

u = uzex + u,e, = usin e, + ucos fe, (4.10)

q = ¢zex + q.e, = gsinvey + g cosVe,. 4.11)
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As relagdes entre as coordenadas polares e as coordenadas cartesianas sao as seguintes
u=Jul+uZ, q=1/2+¢ (4.12)

Uy =usinf , g, = gsind (4.13)

onde

u, =ucos, g, = qcosv. (4.14)

Para as derivadas da equacdo de difusdo, no espaco de velocidades, usamos a regra da
cadeia para relacionar as derivadas em coordenadas perpendicular e paralela e as novas derivadas
em coordenadas polares. Para isso precisdvamos relacionar o angulo 6 com u, e u., o que foi
feito usando

0 — tan~' 2= (4.15)
Uy
e, com isso, pudemos escrever:
0 ou 0 00 0 o0 cosf O
Ou,  Ouy Ou * ou, 00 S 9% * u 00’ (4.16)
0 ou 0 08 0 0 sinf 0O
ou, EMZ%jL(?uZ@ YL T w8 “.17)

N3ao foi necessario efetuar a regra da cadeia para o vetor de onda, uma vez que nao temos
derivadas no espago q.

Aplicando essas transformagdes no sistema de equacdes apresentado na se¢ao anterior,
obtivemos para a equagdo de difusdo a seguinte expressao:

0, 10 . 10 .
. (UAu D) + w ol (Ae d.)

or  wou
1o [ . 0b\ 10 ( .. 109,
T udu (“D“u 8u)+uau (“ w ae) (-18)

+1 0 De 109, +1 0 De 0P,
wdd \ "% u 90 wdd \ """ Qu )
Tanto os coeficientes, quanto o espectro de amplitude, possuem integrais. Os primeiros
tem integrais no espaco de velocidades e o segundo no espaco de vetor de onda, sendo assim,
precisamos efetuar a mudanca de coordenadas dos elementos de integracdo dessas equacoes.

Para isso, montamos uma matriz Jacobiana, para ambos os vetores, e calculamos o médulo do
determinante dessas matrizes, como segue:

_ |Oug Ou,  Ou, Ou,

71 = ou 00 00 Oul’

(4.19)

resultando em | — u| = u. Para o vetor de onda, a operacgdo foi a mesma, em seu respectivo
espaco, levando a | J| = g¢.

Para a mudanga de coordenadas dos coeficientes da equacao de difusdo, aproveitamos a
simetria completa do espago de vetor de onda em torno da origem, transformando uma integral
que seria no intervalo de 0 a 27, em uma integral equivalente, apenas no primeiro quadrante. Esse
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procedimento tem como o objetivo de reduzir o tamanho dos vetores no cédigo de integragcao
numérica, diminuindo significativamente o tempo de integragdo. O mesmo método foi empregado
para a equacdo da amplitude espectral, onde, devido ao pico gerado pelo feixe incidente, pudemos
aproveitar somente a simetria em torno da componente u, do espaco de velocidades, reduzindo a
integracdo aos dois primeiros quadrantes.

Os coeficientes de emissdo espontinea, A, A7, na forma polar e ja com as condicdes de
simetria impostas, ficaram com a seguinte forma:

oo /2
A =2g /0 dq /o dd cos(§ —9) > Jzé5(az{; — uqcos(f —19))

o==+1
- /2 (4.20)
+2g /o dq /0 dY cos(§ + ) > 0z8(0zk — ugcos(d + 7)),
o==%1
e > /2 : L L
Aj=—2g /0 dq /0 dY sin(0 — ) > 0z70(0zg — ugcos(0 — 1))
o= 4.21)
9] /2 ) I L
—2g /o dq /0 dY sin(0 +9) > 0z76(0zf — ugcos(d +0)).
o==+1

Os coeficientes de emissdo induzida, Dy, ,

aplicada, seguem logo abaixo, em sua forma polar:

e Me . . . o
Dz, Dgy e Df,, também com a simetria ja

0o w/2
Dy =29 / dq / d¥ q cos®(0 —0) > EF6(ozk — ugcos(fd — )
0 0 o==%1

+2¢g / dq / dY q cos®(0+9) > EgL5(Jzé —uqcos(f + 1)),
0 Jo

o==+1
0o w/2
Dgy = 2g /0 dq /0 dvY g sin®(0 — ) > SgLé(azé — uq cos(f — 1))
o==+1

S w/2
+2g /0 dq /0 dY q sin*(0 +9) > ET6(ozk — ugcos(f + 1)),

o=%1

(4.23)

oo /2
De, = —2g /O dg /0 di) q cos(0 — V) sin(0 — ) S E5(0=E — ugeos(d — V)

o==+1

00 /2
—2g /0 dq /0 d¥ q cos(f + V) sin(0 + ) Y EF6(ozk — ugcos(d + V),
o==%1
(4.24)

0o /2
Dg., = —2g /0 dq /0 dY g sin(f — ) cos(6 — ) > SgLé(Jz(]; —ug cos(6 — 1))

o==+1

00 w/2
—2g /0 dq /0 dv q sin(f + ) cos(0 + ) ;ﬂ ET 6 (o2k — ugcos(6 +09)).

(4.25)

A equacdo para a evolucdo temporal da amplitude do espectro em coordenadas polares,
jé levando em conta as condi¢des de simetria do espaco de velocidades que, como mencionado
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anteriormente, é em torno do eixo z, foi escrita da seguinte forma:

8§'§L = g;; /OOO du /07r do ud, 5(025 — uqcos(f — 1))
_1_7;(7,25 /OOO du /07r df uEJ" §(ozk — ugcos(f — )
X <cos(9 — ) 8;118 = i sin(0 — ) 8aq;€>
+ 12 /OO du /7r df ud, 5(025 —uqcos(0 + 1)) (4.26)
2 Jo 0
+7;ng /OOO du /(: 0 uET" o2k — ugos(f + )
X (COS(G + ) E;(I;e — isin(& + ) 8;;) :

Podemos ver que a forma geral das expressdes permanece a mesma. Entretanto, cabe
notar que o ja elegante sistema de equacdes quase-lineares, tem sua beleza ressaltada quando
escrito em sua forma polar.

4.2.1 Meétodo e Resultados em Coordenadas Polares

O procedimento de discretizacdo adotado para as coordenadas cartesianas foi também
feito para as equacdes em coordenadas polares e um novo cédigo FORTRAN foi desenvolvido
para essa abordagem. Como aplicacdo, consideramos uma situagdo com 0s mesmos parametros
fisicos daquela situagdo descrita na se¢do anterior. Adotamos uma grade de 101x101 pontos no
espago de velocidades (u, 6), e uma grade com 51x51 pontos no espago de nimeros de onda
normalizados (¢, 1)). Fizemos a evolucdo temporal adotando um passo temporal A7 = 0.1, da
mesma forma que no caso do uso de coordenadas cartesianas.

Os resultados iniciais da implementacao do c6digo em coordenadas polares nao foram
muito bons, com uma persistente instabilidade numérica prejudicando a andlise dos resultados
para tempos de integracdo maiores que 7 = 500. Contudo, apds vdrias tentativas de aperfeicoa-
mento do c6digo, conseguimos solucionar esse problema e obter resultados considerando tempos
maiores de integragdo.

Na figura 2 podemos ver que evolugdo do sistema estd de acordo com os resultados obtidos
pela simulagdo em coordenadas cartesianas, o que indica que o cédigo desenvolvido a partir
das equacdes quase-lineares em coordenadas polares superou as instabilidades anteriormente
mencionadas. Cabe ressaltar que, embora estejamos integrando as equacgdes em coordenadas
polares, os dados gerados foram projetados para coordenadas cartesianas, com a finalidade de
facilitar a andlise e a compreensdo da evolucao temporal do sistema.



Capitulo 5

Consideracoes Finais

A interacado feixe-plasma em uma dimensao, com o uso da teoria quase-linear, é um
tema amplamente abordado na literatura especifica da Fisica de plasmas. Entretanto, nessa
aproximacdo uni-dimensional, diversos aspectos observados, tanto em plasmas na natureza,
quanto em plasmas de laboratério, ndo podem ser descritos. Essa desvantagem da aproximagdo
em uma dimensio, motivou os integrantes do Grupo de Fisica de Plasmas do IF-UFRGS a
desenvolver um modelo tedrico-computacional, em duas dimensoes, para a interacdo feixe-
plasma.

Neste trabalho, apresentamos uma descri¢cao da abordagem bi-dimensional do sistema
de equagdes quase-lineares aplicado a interacdo feixe-plasma, feita em coordenadas cartesianas.
Resultados obtidos com integracao numérica desse modelo, levando em conta apenas as equa-
¢coes quase-lineares, foram apresentados e discutidos no capitulo 4. Também mencionamos a
ocorréncia de instabilidade numérica durante a tentativa de adicionar o termo de colisdes entre
as particulas ao programa de integracdo. Essa meng¢ao teve como objetivo motivar a busca por
uma abordagem alternativa, em que as equagdes fossem escritas e integradas numericamente,
utilizando o mesmo sistema de coordenadas do termo colisional, ou seja, coordenadas polares.

O objetivo deste trabalho, foi apresentar a interagdo feixe-plasma como aplicacdo da
teoria quase-linear em coordenadas polares, demonstrar o método utilizado para mudanca
de coordenadas das equacdes na forma cartesiana, para coordenadas polares e discutir os
resultados obtidos numericamente com essa nova abordagem, comparando-os com os resultados
da integracdo em coordenadas perpendicular e paralela.

Com a inten¢do de darmos um embasamento tedrico para o estudo que seria apresentado
mais adiante, este trabalho foi iniciado com uma revisdo detalhada da teoria cinética de plasmas,
na qual foram deduzidas as expressdes da aproximacao linear do sistema de equacdes Vlasov-
Maxwell, onde relatamos a influéncia da relacdo de dispersdo para a ocorréncia, ou nao, de
instabilidades, destacando o caso onde ndo ocorrem instabilidades, apenas amortecimento. Para
180, usamos como exemplo um plasma Maxwelliano, e levamos em conta ondas de Langmuir,
dessa forma, obtivemos a expressao para o amortecimento de Landau.

Em seguida, deduzimos as equacgdes da teoria quase-linear e destacamos as diferencas
entre este formalismo, e a aproximacao linear do sistema Vlasov-Maxwell, obtida no capitulo
anterior. Para finalizar esse resumo teérico, consideramos a condi¢@o de lenta evolugdo temporal
da aproximagdo quase-linear como um limite matematico, que nos permitiu expressar matemati-
camente as condicdes de ressonancia que irdo contribuir para a evolugdo temporal do sistema,
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através de uma funcdo 0. Dessa forma, obtivemos um sistema auto-consistente de equacdes
quase-lineares.

Com a base tedrica feita, passamos para o estudo da interacdo feixe-plasma, onde os
principais aspectos desse fendmeno foram explicados, enfatizando a influéncia dos efeitos
ndo-lineares sobre a evolugdo temporal da fungdo de distribui¢do do plasma.

A seguir foram escritas todas as equacdes da abordagem em coordenadas cartesianas e
alguns resultados da integragdo numérica desse modelo foram reproduzidos. Esses resultados
foram descritos em detalhes, onde concluiu-se que eles estavam de acordo com a teoria. Em
seguida foi mencionada a ocorréncia de instabilidade numérica durante a tentativa de inclusio
do termo de colisdes ao programa, bem como a necessidade de buscarmos uma alternativa que
envolva a mesma simetria do termo colisional, isto €, coordenadas polares.

Na ultima parte do trabalho, apresentamos a nova abordagem da interacao feixe-plasma,
em que as equacoes foram completamente expressas em termos de coordenadas polares. Des-
crevemos os métodos utilizados para a mudanga de coordenadas e para a implementacao da
integracdo numérica das equagdes. Os resultados obtidos por integracao numérica em coordena-
das polares foram comparados com resultados equivalentes obtidos em coordenadas cartesianas,
de onde pudemos concluir que eles também estdo de acordo com o previsto teoricamente para a
aplicacdo da teoria quase linear a interagdo feixe plasma. Sendo assim, podemos afirmar que o
programa escrito na nova abordagem est4 pronto para a inclusdo do termo colisional.

O desenvolvimento mais imediato que visualizamos para esse trabalho € a inclusdo
do termo de colisdes ao c6digo numérico. A adaptagdo do cddigo ja estd em andamento e
acreditamos que em futuro bem préximo teremos resultados a apresentar, permitindo investigar
o efeito de colisdes na evolucdo temporal de longo prazo da instabilidade feixe-plasma, na
aproximagdo quase-linear. Uma vez vencida essa etapa, versdes mais sofisticadas e completas
do cédigo deverdo ser também desenvolvidas usando coordenadas polares, incluindo termos
ndo lineares associados a processos de decaimento de ondas e de espalhamento onda-particula.
Esses processos influenciam a evolucao de longo prazo do sistema e podem ser investigados
com uma abordagem que vai além da aproximacdo quase-linear, conhecida como feoria de
turbuléncia fraca. A perspectiva entdo € a inclusio de efeitos colisionais no contexto da teoria
de turbuléncia fraca, para anédlise de situacdes fisicas de interesse, como € o caso da situacao
envolvendo plasmas e feixes de particulas.



Apéndice A
Métodos Numéricos

Este apéndice tem como objetivo apresentar alguns detalhes a respeito dos métodos
numéricos utilizados nesse trabalho, principalmente o método utilizado para integracdo da
equacao de difusdo bi-dimensional, o chamado método “splitting”.

Iniciamos fazendo uma breve men¢do ao método Runge-Kutta de quarta ordem, utilizado
para efetuar a integracdo da equagdo da amplitude espectral. Por ser um método de integragcdo
numérica bem conhecido, ele é aqui apenas delineado em seus aspectos fundamentais.

A seguir apresentamos o algoritmo utilizado para a integracao da equacgao de difusdo
quase-linear, que é uma equacao diferencial parcial, com a varidvel tempo e duas varidveis no
espaco de velocidades. Mostramos o processo de transformacao da equacdo para diferencas
finitas e explicamos brevemente os termos que aparecem na equagao resultante e o método de
solucdo utilizado.

A.1 Método Runge-Kutta de quarta ordem

A equacdo para a evolugdo temporal da amplitude espectral € uma equacio diferencial de
primeira ordem, podendo ser expressa da seguinte forma:

o€
—=A+B¢E. (1)
or
Examinando a equac¢do da onda, tanto em coordenadas cartesianas (4.8) quanto em
coordenadas polares (4.26), fica facil identificar os termos que correspondem a A ¢ a B, em cada
uma delas.

Para a integracdo dessa equacdo, que € uma equacao diferencial ordindria, foi utilizado o
método Runge-Kutta de quarta ordem, que envolve médias ponderadas da funcio que estd sendo
integrada, calculadas nos extremos e em pontos intermedidrios de cada intervalo de integracao
temporal. O método € bastante conhecido e facilmente encontrado em livros que abordam
métodos numéricos [10].

A.2 Método splitting para equacoes diferenciais parciais

Um dos objetivos deste trabalho € obter a solu¢cdo numérica da evolugdo temporal da
funcdo de distribuicdo de velocidades de um plasma interagindo com um feixe de elétrons. Para
iss0, € necessario desenvolver um c6digo que faca a integracao de uma equacao de difusdo em
duas dimensdes, seja em coordenadas cartesianas (4.5), seja em coordenadas polares (4.18). A

36



integracdo numérica deste tipo de equacao nao € trivial, uma vez que se trata de uma equacgao
diferencial parcial, e requer um algoritmo mais sofisticado do que o utilizado para a integracdo
da amplitude espectral. Neste trabalho utilizamos o chamado “método splitting”.

No método splitting, integramos as coordenadas espaciais separadamente. Para isso, no
caso de coordenadas cartesianas, definimos um operador para a coordenada u, € um operador
para a coordenada u,, da seguinte forma:

0®, 04, o+ (4 0D, 87<I> N 0*’®, 0D, 0P, 9P,
or  Ou, °© * Ouy ) Oug o ou? Oou, Ou, 2 Ou,Ou,
[/z
9 9 )
—l—%@—l— A+6DZZ 8(I>e+D 8@8_'_8DZ$8<I>6+D 0° P,
ou, °© = Ou, ) Ou, “ ou? ou, Ou, “Ou,0u,

L.

Podemos ver que as derivadas relativas a u, estdo contidas no operador L, e as derivadas
relativas a u, estdo contidas no operador £, e que ambos os operadores possuem termos mistos.

Iniciamos transformando a equagao diferencial em uma equacao de diferencgas finitas,
calculando em um ndmero finito de pontos no espaco de velocidades, a intervalos finitos de
tempo. Vamos assumir o indice ¢ para a coordenada u,, com 1 <1 < n,, e k para a coordenada
u,, com 1 < k < ny. Para o tempo normalizado 7, usaremos o indice n e intervalo de tempo
AT.

Para discretizar as equacdes, vamos utilizar o método de “Crank-Nicholson”, que pode
ser visto com mais detalhes em [10]. De acordo com este método, cada operador diferencial
no espaco de velocidades € tratado como parcialmente implicito e como parcialmente explicito.
Para ambos os casos, os termos mistos sdo tratados com explicitos.

Em cada intervalo de tempo aplicamos os operadores L, ¢ L, sobre ", gerando as
fungdes @, e ®.. Em seguida, escrevemos &1 = &, + &, — d", note que essa subtracio é
necessdria para que nao fiquemos com o dobro do resultado da integracdo. Por fim, aplicamos as
condi¢des de contorno a d" L,

Nesse apéndice vamos demonstrar as equagdes de diferencas finitas e os coeficientes
de integracdo apenas para a coordenada u, do espaco de velocidades, tendo em vista que o
procedimento é o mesmo para a coordenada u,. O método € apresentado aqui aplicado a equacio
em coordenadas cartesianas, mas pode ser facilmente adaptado para a equagdo de difusdao em
coordenadas polares.

Aplicando do operador L :

98 A 0D, 98 _ °3° 0D, 0% 2°

08 _ 9%nge (4, 4 9P ) 9% | p =90 p, Y

or  ou, +< * T o, ) ou, TP T o, 0w T P ow0n, - Y
9o OA, oD\ 00 %3¢ 0D, 90" P

o ow © <A‘”+ du, ) o P = ou, ou, T P owon - @
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Tomamos o operador como parcialmente explicito e parcialmente implicito, para cada
1 <Ek<nge2<i<n;—1,efetuando derivadas centrais em u, € derivada a direita em T,

A~ ik T o
ik

AT 2 Oy 2\ Ouy, 2Au,
_ lD (‘P?ifk - 2(1)2:1 + (I)?j_ll,k>
1 oD or ., — o7 1 e . — 29 + P
_ = Ax Tx i+1,k i—1,k 7[)369C i+1.k ik i—1,k
2 ( + ou, )lk ( 2AU, + 2 (Au,)?
n 1&41 o 0D, OP™ n Rl
20u, “* Ou, Ou, 2 OugOu,
Multiplicando a expressao acima por AT,
0A AT oD AT
n+l _ fn _ T Fn+l—/" T n+l _ Hn+l
(q)i,k q)i,k) ou, Py 5 <Ax + ou, )m 1A, ((I)H—Lk (bi—l,k:)
AT n+1 n+1 n+1
- Dmm ((I)z'—l-l,k =207 + q)i—l,k) o
0D, AT " " AT " " "
= (e o) Ty (B = 90) + Prrg s (9~ 2000480
0A AT 0D, 0P™ o*on
e gp =L i Dy | (A7),
+ Ou, % 2 [8% ou, + 8%81@]( ™)
podemos definir os seguintes coeficientes:
oD AT AT
= AJ: = - Da:xi )
“ ( T B, )k B, (A
0A, AT AT
=1- — +2Dp )
b Ou, 2 * 2(Auy,)?
0D, AT AT
= - Am - szi 5
n ( + Oy, )ikllAux 2(Auy,)?
’ (7)
0A AT oD,, 0P™ oAl
= P S Y p— = Dy,—— A
¥ ik T Ou, % 2 + ( ou, Ou, + auxﬁu)ik( ™)
oD AT
A, e o, — O
+ < + aux )Lk 4AU$ ( i+1,k zfl,k)
AT n n n
+ Dmm ((I)z‘—i—l,k =297, + (bi—l,k) :
De onde obtemos:
ay OPFL 4 B O+ O = ¢ ®)

para2<i<mn;—1lel <k <ny.

Os coeficientes oy, 31 e 71, como pode ser visto na equacao acima, se referem a parte
implicita do operador £, e fazem parte de uma matriz tridiagonal, composta pelos termos das
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derivadas de ®7/' em u,, onde ®"*!, é a diagonal logo abaixo da diagonal principal, ®{* é

(2
a diagonal principal e @?jﬁ . € a diagonal logo acima da diagonal principal. O coeficiente Uy,
se refere a parte explicita do operador £,. Esses coeficientes sao utilizados em uma subrotina
de integracdo que aplica o algoritmo de Thomas para solucionar a matriz tridiagonal resultante
do processo de discretizacdo das equagdes, e retornar um vetor com o resultado da integracao
na coordenada u,. Por fim, s@o aplicadas as condicdes de contorno. No caso deste trabalho,

consideramos que 97, tem derivada nula nas bordas.
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Apéndice B

Figuras
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Figura 1: Evolugdo temporal da fun¢do de distribui¢do de velocidades e da amplitude espectral.
Resultados obtidos usando o c6digo que faz uso de coordenadas cartesianas nos espagos de
velocidade e nimero de onda.
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Figura 2: Evolucdo temporal da funcdo de distribuicdo de velocidades e da amplitude espec-
tral. Resultados obtidos usando o cédigo que faz uso de coordenadas polares nos espacos de
velocidade e nimero de onda.
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