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Resumo

Em 1939 Linus Paulingl*! publicava o mais importante trabalho sobre
quimica de todos os tempos e, utilizando a Mecanica Quantica, modificava o
futuro da quimica fazendo-a avancar anos-luz. Da mesma maneira, nas décadas
de 1980 e 1990, Richard Feynman(2l, David Deutsch e Peter Shor apresentavam
suas idéias e revolucionavam a area da computacao com suas propostas sobre
Computacdao Quantica. Nessas idéias, o algoritmo quéntico tem papel
fundamental, pois substitui a tradicional légica booleana e os algoritmos
classicos por uma nova forma de pensar, baseada na Mecanica Quantica.

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo dos principais algoritmos
quanticos, descrevendo seus componentes fundamentais como o bit quantico, as
portas quanticas e os circuitos quanticos, de maneira a proporcionar elementos
para efetuar uma analise do comportamento, performance e aplicacao dos
algoritmos.



Abstract

In 1939 Linus Paulingl published the most important work on chemistry
every since and using Quantum Mechanics he has modified the chemical’s
future making it to move light years. Likewise, in the 1980s and 1990s, Richard
Feynman(2l, David Deutsch and Peter Shor presented their ideas and
revolutionized the computing area with its proposals for Quantum Computing.
In these ideas, quantum algorithms play a key role, because they replace the
traditional boolean logic and classical algorithms for a new way of thinking,
based on Quantum Mechanics.

The goal of this work is to present a study of the major quantum algorithms,
describing its key components such as quantum bit, quantum gates and
quantum circuits, in order to provide elements to perform an analysis of the
behavior, performance and application of algorithms.
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1. Introducao

A Mecanica Quantica é um ramo fundamental da Fisica com vasta aplicacao,
tendo seus alicerces estabelecidos na primeira metade do século XX por Planck,
Bohr, de Broglie, Heisenberg, Schrodinger, Born, von Neumann, Dirac, Pauli,
entre outros.

A Computacdo Quantica é uma proposta de aplicaciao pratica da Mecanica
Quantica, onde sao propostos elementos como o computador quantico, portas
quanticas, circuitos e algoritmos quanticos.

Segundo Nielsen e Chuang(3!, um dos principais motivos do grande interesse
na Computacdo Quantica sao seus novos e espetaculares algoritmos, capazes de
resolver problemas ja soltiveis, mas que classicamente requerem um quantidade
exorbitante de recursos como tempo computacional.

Este Trabalho de Conclusao de Curso tem como objetivo estudar e analisar
0os mais importantes algoritmos quanticos, que sao o algoritmo de Grover
(utilizado em buscas), o algoritmo de Deutsch-Jozsa (verificacdo de funcoes
constantes ou balanceadas) e os algoritmos baseados na Transformada de
Fourier Quantica (busca de fase, busca de ordem e fatoracao). Esses topicos
serao discutidos nos capitulos 4, 5 e 6.

Uma revisdo dos principios basicos da Mecanica Quantica, com foco
naqueles mais fortemente ligados a Computacao Quantica, sera apresentada no
capitulo 2.

A introducao do conceito de Computacao Quantica é fundamental para o
entendimento dos algoritmos quéanticos, e isso sera feito no capitulo 3.

A estrutura deste trabalho foi organizada de maneira que o leitor possa
iniciar, evoluir e finalmente entender o complexo mundo do algoritmos
quanticos. Para isso, focaremos em elucidar certos conceitos que muitas vezes
nao sao tao bem explicados na literatura existente sobre o assunto e por vezes
optaremos por desdobrar mais claramente um conceito em outros de mais facil
entendimento, utilizando uma proposta objetiva e evitando extensas
formalizacoes ou deducoes.

Nos dois ultimos capitulos, apresentaremos a analise dos algoritmos e
nossas consideracoes finais sobre este estudo dos algoritmos quanticos, bem
como as possibilidades futuras a este trabalho.



2. Mecanica Quantica

A teoria quéantica é conceitualmente muito rica e do mesmo modo
tecnicamente dificil. Sua riqueza conceitual provém das idéias de como o mundo
microscopico funciona e estas contrastam com o nosso pensamento classico,
pois este esta baseado no mundo macroscépico em que vivemos. Sua dificuldade
técnica por sua vez provém da necessidade de um formalismo matematico
diferenciado e que, para muitos sistemas, nao nos oferece solugoes exatas.

A Mecanica Quantica é a teoria fisica de maior sucesso no estudo de sistemas
fisicos nos niveis atémico e sub-atémico. Ela oferece resultados excelentes para
questoes em que as teorias classicas apresentam resultados ruins ou até mesmo
absurdos como a radiac¢ao de corpo negro (Eisbergl4]), por exemplo.

Conhecer os conceitos basicos da Mecanica Quantica é fundamental para o

entendimento da Computacido Quantica. Alguns desses conceitos serao
mostrados a seguir.

2.1 Algebra Linear e a Notagao de Dirac

A representacdo matricial tem fundamental importancia na Mecanica
Quantica, onde os estados quanticos sao representados por vetores (matriz
coluna) e os operadores (observaveis) siao representados por matrizes

quadradas.

Em Mecanica Quantica utiliza-se a Notacao de Dirac (Cohen-Tannoudjils))
para representar os estados (vetores) e estes sao chamados kets:

v =1, 6) = H

Os observaveis (operadores) sao matrizes como:

_la D e f
A_cd B_gh

E importante também a definicdo de produto tensorial entre dois vetores:

o= []o[]- 2



E de maneira semelhante para duas matrizes:

ae af be bf

_|a b e f| _|ag ah bg bR
A®B_L d}@){ ]_ ce cf de df

cg ch dg dh

Os operadores utilizados serao baseados em matrizes unitarias, logo a
definicdo da matriz U’ se torna fundamental neste contexto, onde U™ é a
transposta conjugada de U:

a b c a* df g"
U=1|d e f| => U'=|b" e h*
g h i o fr o

Onde n* é o conjugado de n, logo se n=(x+yi) entao n*=(x-yi).

2.2 Postulados da Mecanica Quantica

A Mecanica Quantica nao é uma teoria fisica que pode ser compreendida
pela referéncia a primeiros principios, ou seja, a principios basicos que sao
claros e distintos. Em vez disso, seus principios foram postulados (Sakurail®],
Griffiths![7]) e aceitos até que se provem estar incorretos, pois essa teoria € a
quem mais tem tido sucesso na fisica.

Postulado 1: Em um determinado instante de tempo, o sistema fisico é
descrito por um vetor de estado pertencente ao espaco de estados do sistema.

Postulado 2: Toda quantidade fisica mesuravel é descrita por um operador
que é um observavel.

Postulado 3: O tnico resultado possivel em uma medida de uma quantidade
fisica € um dos autovalores do observavel correspondente.

Postulado 4: A probabilidade de obter um determinado autovalor de um
observavel é igual ao médulo quadrado do autoestado associado ao autovalor.

Postulado 5: Se a medida de uma quantidade fisica de um sistema fisico
fornece um determinado valor, o sistema imediatamente ap6s a medida é a
projecao normalizada do vetor de estado.

Postulado 6: A evolucao no tempo do vetor de estado de um sistema fisico
¢é governado pela equacao de Schrodinger.



2.3 Paralelismo e Emaranhamento

Para um sistema de duas particulas, por exemplo, podemos ter um estado
quantico resultante do produto tensorial entre dois outros estados:

o) = [v) ®1[¢)

Porém, em situacbes mais gerais, os estados nao podem ser descritos da
forma acima, pois nao sao o resultado do produto tensorial entre dois outros
estados. Um exemplo é:

@) = %uom +11))

Este é o caso de um estado chamado de estado emaranhado, pois quando
medimos o estado da particula 1, digamos na posicao 1 do ket |00>, o estado da
particula 2 ja fica automaticamente determinado. Logo os estados nao sao
independentes. A existéncia dos estados emaranhados ¢é a principal razao pela
qual precisamos operar o estado quantico como um todo, sem poder dividi-lo
em seus componentes para efetuar a operagao separadamente. Isso faz com que
a representacao classica do estado necessite um ket de dimensao 2n. Deve ser
observado que s6 podemos falar em emaranhamento para sistemas de duas ou
mais particulas.

Uma consequéncia direta do emaranhamento € o paralelismo quantico, que
acontece quando se realiza uma operacao em uma superposicao de estados
emaranhados, ocasionando a aplicacdo da operacao em todos os estados
superpostos ao mesmo tempo. Este é um dos pontos chave utilizados pela
computacdo quantica para obter um ganho exponencial de tempo nas
operacoes.



3. Computacao quantica

Desde 1936 quando Alan Turingl8] desenvolveu a nocao abstrata de
computador programavel, a ciéncia da computacido tem evoluido
vertiginosamente a cada década com computadores cada vez mais potentes.
Porém, em acordo com as previsoes da Lei de Moorel9! de 1965, os
computadores estdo atingindo um limite devido a reducdao do tamanho de seus
componentes, pois como estdo cada vez mais miniaturizados, efeitos quanticos
comecam a interferir no funcionamento dos componentes.

Uma solucdo a este problema é mudar para um novo paradigma dado pela
Computacao Quantica, cuja base de funcionamento é a Mecanica Quéantica. Essa
relacdo é facilmente perceptivel ao observarmos alguns dos componentes da
Computacao Quantica como o bit quantico e a porta quantica, pois sua definicao
segue exatamente os conceitos da Mecanica Quantica (onde sao ket e operador).

3.1 Bit Quantico

A computacdo classica esta baseada no conceito fundamental do bit, que
pode assumir o valor 0 ou 1. Assim, todos circuitos e portas classicas estao
baseadas neste funcionamento binéario.

Assim como na computacao classica temos como conceito fundamental o bit,
na Computacao Quantica temos o bit quantico, também chamado de g-bit e que
é representado por um vetor (ket) cujos estados puros sao:

1 0

o= W=

O g-bit (assim como o bit) é um objeto matematico utilizado nas operacoes
mais basicas da computacdo, porém a grande diferenca entre o bit e o g-bit
reside no fato de que o bit s6 pode assumir valores 0 ou 1, ja o g-bit pode estar
em estado de superposicao de suas bases |0> e |1>:

«

) = alo) + BI1) = |

Outra caracteristica importante do g-bit é que antes de uma medida ele pode
estar em um estado de superposicao (conforme acima), mas ap6s a medida
somente podera resultar do estado |0> ou |1>. Os coeficientes complexos a e 8
(na verdade seus mddulos ao quadrado) correspondem a probabilidade de se
obter o estado |0> ou |1> respectivamente, logo Pjo-=|a|? e P|;>=|f]|? e ainda
devemos ter sempre |a|2 + |B|2 = 1.



Uma importante representacao geométrica do g-bit pode ser feita através da
esfera de Bloch, onde o angulo 0 esta relacionado a proporcao (em modulo ao
quadrado) de a em relacao a 8 e o angulo @ esta relacionado ao sinal da parte
imaginaria de a e .

Nesta representacao, o vetor que representa o g-bit apontara mais para cima
quando |a|?2 > |B|? e mais para baixo quando |a|? < |B|2. Ja o sinal da parte
imaginaria determinara se o vetor apontara mais para esquerda (em caso de
sinal positivo) ou mais para a direita (em caso de sinal negativo).

A esfera de Bloch permite também avaliar a atuacao dos operadores sobre o
g-bit, podendo-se verificar a posicao do vetor antes e depois da aplicacao do
operador e assim entender sua acao.

3.2 Portas Quanticas

Uma porta quantica é um operador que atua sobre um ou mais g-bits. Esta
atuacdo ocorre de maneira matricial, onde os g-bits sdo representados por um
vetor (ket) e a porta por um operador (matriz):

&=L

Se o operador atua sobre apenas um g-bit, ele é representado por uma
matriz 2x2 unitaria (U'U=I). Mas podemos ter portas quanticas que atuam em
varios g-bits, logo esses operadores terao dimensao 2, onde n é o nimero de g-
bits.

Um conjunto de portas é dito universal se qualquer computacao puder ser
expressa em termos dessas portas.

Um porta ou operacio é dita controlada quando sua aplicacao ¢é
condicionada a um determinado estado de um g-bit. Por exemplo, numa porta

U-Controlada ( 7 ), se o g-bit de controle (inferior) é |1>, entdo é aplicada a
operacao U no g-bit alvo (superior).
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A seguir estao listadas as mais importantes portas de um g-bit e sua
aplicacao.

Porta Not ou Pauli-X

X:[01

L ol == X(@l0)+5[1) = 5]0) +afl)

Porta Pauli-Z:

2=y 4| = 2o+ 5l = alo) - ol

Porta Hadamard:

11 1 0) +1]1) , ,10) — 1)

H:—[ 8

V2

L 1| = H(a|0)+06]1)) =

V2 V2

Porta Pauli-Y:

=10 3] = viat - sy = i=io) + el

Porta de Fase:

5=y I| = stalo)+ 511 = alo) + isi

Porta 7t/8:

1
T_|: (371'
0

es

—> S(al0) + BI1)) = al0) + e T3|1)

— Ry~ Porta Ri:

I O
Ry, = L) €2m'/2"*]

A seguir estao listadas as mais importantes portas de 2 e 3 g-bits:

11



1000 1 000
01 00 100 10
CNOT = 00 0 1 Troca = 0100
0010 0 0 0 1

Porta Nao-Controlado: Porta de Troca:

s
Porta Z-Controlado: Porta de Fase-Controlada:

1 00 0 1 0 0 0
oy (010 0 cg_ |01 00
1001 0 ' 0O 010
00 0 -1 0O 0 0 ¢
+
Porta Toffoli: —+—  Porta Fredkin:
M o 0 0 0 0 0 0] M 0 0 0 0 0 0 07
01 0 00O0O00O0 01 00 0O0O0O0
001 00O0O0O0 001 00O0O0O0
.00 0 10000 i 00 010UO0O0TO0
Toffoli=14"6 0010 0 0 Fredkin= "o o 0 1 0 0 0
000 O0O0OT1O00 00 0O0O0OO0OT1TO0
00 0 0 O0O0UO0T1 00 0O0O0OT1UO0TO0
0 00 00O0 1 0 0000000 1]

Algumas das portas apresentadas tem um relevancia tao grande que as
descreveremos em mais detalhes, pois sao utilizadas com muita frequéncia em
circuitos quanticos.

A porta Not tem a fun¢ao de trocar os coeficientes a e f do g-bit. Em
estados puros seu efeito € levar o estado |0> para |1> e o estado |1>
para |0>, ou seja, inverter o g-bit.

A porta Hadamard é utilizada para transformar um g-bit em uma
superposicao de estados da base |0> e |1>. Ela tem papel fundamental
no uso do emaranhamento e paralelismo quantico, pois permite criar
estados de superposicao a partir de estados puros.

A porta Nao-Controlado tem a funcao de inverter (aplicar Not) o g-bit
alvo (inferior) somente se o g-bit de controle (superior) estiver no
estado |1>.

A porta Toffoli é muito semelhante a porta Nao-Controlado, porém

utiliza dois g-bits de controle, ou seja, s6 inverte o g-bit alvo se os dois
g-bits superiores estiverem no estado |1>.

12



3.3 Circuitos Quanticos

Um circuito quantico ¢ um conjunto discreto de componentes (quanticos)
que descrevem um processo computacional. Estes componentes sao portas
quanticas representadas por operadores, que quando dispostos de maneira
apropriada permitem computar operagoes e implementar algoritmos.

A representacao grafica de um circuito quantico nos permite avaliar seu
funcionamento. Os principais elementos que o compoem sao:

- Q-bits de entrada: expressam o estado inicial em que o sistema foi
preparado.

- Linhas de transporte: sao os fios que transportam cada g-bit, conectando as
postas quanticas. Um traco diagonal a linha indica que estao sendo
representados varios fios. Pontos do tipo “..” representam uma expansao
(oculta) do circuito.

- Portas quanticas: operadores que atuam em um ou mais g-bits. Uma parte
do circuito (ou até mesmo todo ele) pode ser agrupado em um operador, pois a
aplicacdo sucessiva de operadores tem como resultado também um operador
(matriz) que quando aplicado efetua (de uma dnica vez) as mesmas operacoes
que os operadores que o compdem. Se o operador for representado com uma
barra na sua lateral esquerda, isso significa que atua na sua forma inversa: U".

- Q-bits de saida: expressam estado final do sistema apo6s as operacoes do
circuito quantico.

|o> E f — |b>

> {] ]z
o> #| — |

b

o4
Sy

ey

7

b,>

Partes do circuito quantico podem ser agrupadas, formando um tnico
operador com a mesma funcionalidade:

13



Na representacao acima, caso um operador nao esteja presente (por exemplo
B), tendo apenas o fio em sua posicao, ele devera ser representado pela matriz
identidade (ex.: A ®I &C).

3.4 Algoritmos Quanticos

Os algoritmos quanticos distinguem-se dos algoritmos classicos pelo fato de
usarem propriedades quanticas nao disponiveis nos computadores classicos,
como o paralelismo quantico e o emaranhamento.

Sua modelagem baseia-se na utilizacao de circuitos quanticos que por sua
vez sao constituidos de portas quanticas. Essa construcao nao € trivial, pois
necessita uma mudanca em nosso modo de elaborar algoritmos.

de Problema do
= y < r Subgrupo oculto.
v v ]
Contagem =
/ Logaritmo discreto Busca de Ordem
\ N )
| ¥ |
/ \ \ |
i \ \ [ /
/ \ N\ I
¥ v by h 2
Estatistica (média, Aceleragdo de alguns Busca de chave
medianae minimo)  f§ problemas NP-completo criptogréfica Quebra de Sistemas Criptograficos

Ganho quadratico Ganho exponencial

~

Observando a figura acima, podemos nos questionar: porqué existem poucos
algoritmos quanticos melhores que os classicos? Segundo Nielsen e Chuang3l,
isso é devido a trés fatores:

1) Porque inventar bons algoritmos quanticos é, por natureza, um problema
dificil.

2) Fazer bons algoritmos nao é facil. Um bom raciocinio logico (e
matematico) nao é uma qualidade comum.

3) Porque pensamos classicamente e é necessario mudar nosso padrao de
pensamento para lidar com algoritmos quanticos.

E interessante verificar que o limiar do que é um algoritmo quantico, um
circuito quantico ou uma porta quantica s6 depende de como desejamos
estruturar a sua organizacao e apresentacao para uma maior clareza, isto porque
um circuito, ou até mesmo todo algoritmo, pode ser representado por um tnico
operador com dimensao resultante do produto tensorial de todas portas, ou
seja, 2" onde n é o numero total de g-bits.

14



4. Algoritmos Baseados na TFQ

A Transformada de Fourier (TF) é uma ferramenta matematica muito
utilizada em fisica, matematica, computacao e engenharia. Suas utilidades
englobam varias aplicagoes como remover ruidos de sequéncia de dados,
examinar propriedades de cristais, produzir hologramas, etc. Ela ¢é
especialmente importante quando analisamos dados de fendmenos que tem
alguma periodicidade subjacente, permitindo extrair o comportamento
periodico oculto de uma funcgao.

4.1 Transformada de Fourier Discreta

A Transformada de Fourier Discreta (TFD) é uma transformacao
matematica onde uma entrada com um vetor de N nimeros complexos, xo, ...,
xn-;, gera uma saida de outro vetor de N ntimeros complexos , Yo, ..., Yn-,
definido por:

Yk = \/— Z Lj.€

*‘;u

4.2 Transformada de Fourier Quéantica

A Transformada de Fourier Quéantica (TFQ) é uma transformacao idéntica a
TFD, porém utiliza elementos da mecéanica quantica (expressos na notacao de
Dirac) para o calculo do vetor (ket) de saida:

2mijk /N
1) %)
= Ly

k=0

Esta transformacdo poder ser implementada com o seguinte circuito

quantico:
ﬂ L 10 + 1[1)
Df I * 10) + 2| 1)
1 > %L |0) + Bna1)
| > * L [0} + 5,1

Onde [3; = ¢*™\0Ji~in) Qg g-bits de saida tem um fator de normalizacio 1/v?2
nao mostrado no esquema do circuito, por uma questao de simplicidade.

15



O estado inicial pode ser definido como |j > = | jn29, jn-124, ..., J:271> com jk
podendo ser |0> ou |1>, representando binariamente j. Assim, a cada g-bit é
aplicada a porta Hadamard e uma sequéncia de portas Rx-Controladas. Ao final
é feita uma operacao de troca para ordenar os g-bits.

4.3 Estimativa de Fase

Consideremos um operador U com os seguintes autovetor e autovalor:
Ulu) = e*™¢|u)

Onde ¢ é desconhecido e representa uma fase a ser determinada.

A determinacao da fase ¢ baseia-se na utilizagdo da TFQ inversa e é a chave
para outros algoritmos com a busca de ordem. Sua implementacao é mostrada
no circuito a seguir:

|O>{H 7 — |b>
el o
o
— by
| |b¢>
v — u>

O circuito inicia criando uma superposicao de estados através das portas
Hamadard, logo apos sao aplicadas t operagoes U controladas. A tltima etapa é
a aplicacao da TFQ inversa, ficando o resultado da estimativa de fase ¢ medido
nos primeiros t g-bits de saida.

4.4 Busca de Ordem

A ordem de um determinado ntimero (inteiro e positivo) x médulo N é o
menor inteiro positivo r tal que:

" =1(modN)
Onde moédulo N ou mod N representa o resto da divisdo por N.

A determinacao de ordem é implementada no circuito abaixo:

|1> —— x’modN

WOl
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O circuito mostrado acima é uma visao geral do funcionamento do circuito
quantico de determinacao de ordem. Considerando a importancia do algoritmo
de busca quantica de ordem, a seguir explicaremos em detalhes a construcao do
algoritmo e dos circuitos utilizado nele, baseado nos trabalhos de Vedral(tl, Van
Meterl1] e Muthukrishnan(21,

4.4.1 Operadores Carry e Sum

Uma das mais basicas operacoes largamente utilizadas em circuitos
quanticos mais complexos é a soma. Para implementar a soma de estados
representados por g-bits, necessitamos de dois operadores: carry e sum.

A porta carry tem como funcao avaliar trés g-bits (ao, bo € ¢o) e identificar se
o g-bit de alvo (c;) deve ser colocado em |1> caso dois (ou trés) dos trés g-bits de

entrada tenham valor |1>.
€ e

Ao

AdYY D
|

C1

A porta sum tem como funcao avaliar trés g-bits (ao, bo e co) e colocar o
resultado da soma médulo 2 em b, .

Co Co ®

4.4.2 Circuito de Soma

O circuito de soma (adder) ¢ utilizado para processar 2 conjuntos de g-bits e
calcular a soma de a+b, colocando-a no conjunto de g-bits de saida b. Nele é
necessario que tenhamos n+1 carry g-bits mais 2n g-bits para representar a e b.

Este circuito é uma sequéncia de portas carry seguidas de uma sequéncia de
portas sum, conforme mostrado abaixo:

jon il
2
IS RR R
—
YAAAD
Wns
*

Wns

ISR AR
YAAAD

17



Cada porta do circuito de soma pode ser expandido em termos das portas
bésicas de seus componentes:

c1 x|

|
M

4.4.3 Circuito de Soma Mo6dulo N

Com o circuito de soma podemos montar outro importante -circuito
quantico: a+b mdédulo N, que efetua a soma de a+b e obtém o resto da divisao
por N e coloca no registro b. Assim teremos, por exemplo, 5+2 mod 3 = 1.

N

a+b

A3AddA

LTJ

43aav

mod N

O circuito de soma modulo N (onde a e b < N), tem basicamente duas partes
distintas: a primeira verifica se a+b é maior que N (verifica se ha overflow) e
guarda a informacao no g-bit auxiliar e a segunda excuta a soma a+b,
subtraindo N se necessario. As portas Nao-Controladas entre o segundo e o
terceiro adder e entre o quarto e o quinto adder trabalham apenas com o g-bit

mais significativo que contera a informacao do overflow.

4.4.4 Circuito de Multiplicacao Modulo N Controlado

Agrupando-se n portas de soma mddulo N, podemos construir o circuito de
multiplicacdo médulo N controlado, que efetuara a operacao y=ax mod N.

c

I I T ! C
Xo
L 2 + ‘ X
L ®*—X;,
il [l = > o
o o o
m m m
E] E] E]
n = = =
[s] (=] [=]
o o o
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Neste circuito precisaremos de n repeticoes controladas da porta de soma
modulo N, onde n é o numero de g-bits suficientes para representar
binariamente ax . O resultado estara representado nos g-bits y.

4.4.5 Circuito de Exponenciacao Moédulo N

Finalmente a construcao do circuito quantico para calcular x@ modulo N é
possivel através do agrupamento de 2n portas de multiplicacao moédulo N.

.
i

2
2

oWl 1IN 412 ‘

O
=
®
S
=2
3
[
=
[=]
=)

ol 1IN 312
aoM TJUM AT
doW LN d1
doM TJUM ATD

Cada uma das portas de multiplicacao controlada executa uma operacao de
multiplicacao por a¥ e a-% sucessivamente.

O circuito de exponenciacao moédulo N é o principal operador do algoritmo
de busca de ordem, sendo sua construcao nada trivial e pouco abordada na
literatura existente sobre o assunto. Outros detalhes de sua modelagem podem
ser encontrados em Vedrallto],

4.5 Aplicacao: Fatoracao

A fatoracdo de um niimero inteiro positivo N em seus divisores primos é um
importante problema da matematica, como explicitado no trabalho de Gaussl'3!
de 1801:

“O problema de se distinguir niimeros primos de niumeros
compostos, e a decomposicdo de niimeros compostos em
fatores primos, é um dos mais importantes e uteis de toda
aritmética. (...) A grandeza da ciéncia parece exigir que seja
cultivada a busca para a solucao desse célebre problema”.

Sua resolugdo para nameros muito grandes requer muitos recursos
computacionais em um computador classico e o torna praticamente inviavel de
resolvé-lo. Essa dificuldade é o ponto chave de importantes sistemas
criptograficos como o RSA[4],

O algoritmo quantico de fatoracao de Shorfts] é, na verdade, um algoritmo

classico com uma etapa baseada no algoritmo quantico de busca de ordem. Seus
passos estao descritos a seguir.
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Entrada: N (namero inteiro e composto pela multiplicacao de dois nimeros
primos desconhecidos)

Saida: Um dos fatores de N

Passos:

1) Se N é par, resultado = 2.
2) Se N = ab (com a>=1 e b>=2), resultado = a.

3) Escolher um nitmero x aleatorio no intervalo 1 a N-1, se mdc(x,N)+1
resultado = mdc(x,N).

4) Executar a rotina quantica de busca de ordem (x" mod N=1).

5) Se r é par e x/2#-1 (mod N), calcular mdc(x'/2-1,N) e mdc(x"/2+1,N) e
verificar se um deles é fator de N. Caso contrario execute o algoritmo
novamente a partir do passo 3.
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5. Algoritmo de Grover

5.1 Busca Classica em Lista de Elementos Desordenados

Em um computador classico, a busca de um determinado elemento de uma
lista de N elementos desordenada é feita pela procura sequencial de 1 até N ou
até mesmo por uma busca aleatéria. Em ambos os casos, o nimero médio de
buscas necessarias é (N+1)/(M+1), onde M ¢é a quantidade de elementos da lista
iguais ao elemento procurado. Para uma lista com elementos que nao se
repetem, essa média é (N+1)/(1+1) = (N+1)/2.

E muito comum encontrar na literatura que a quantidade de buscas média
necessaria para achar um elemento de uma lista com 4 elementos é 2,25. Se
efetuarmos o céalculo acima, verificaremos que o nimero médio é diferente: 2,5
= (4+1)/(1+1) = 5/2. Essa diferenca se deve ao fato da diferenca entre “saber
onde estd” e “encontrar” o elemento, pois no primeiro caso chegamos a 2,25
devido ao fato que, por exemplo, na lista {1,2,3,4} se desejamos encontrar o
numero 4, precisaremos apenas 3 buscas, pois apoés verificar N-1 elementos e
nao achar, nao precisamos olhar o dltimo elemento para saber que 14 esta o
procurado, assim apds 3 buscas sabemos “onde esta” o elemento 4 procurado.
No segundo caso, consideramos que para “encontrar” o elemento 4
precisaremos fazer 4 buscas, pois na 42 busca olharemos e encontraremos o
elemento desejado.

5.2 Busca Quantica

O algoritmo de Groverl:®] possibilita encontrar um elemento em uma lista
desordenada com maior rapidez do que a busca classica. Ele é baseado na
aplicacao de um oraculo (um operador) responsavel por identificar a resposta
correta.

O oréaculo é baseado em uma funcao f(x) que retorna 1 se x corresponde ao
valor procurado e 0 caso contrario.

G G G

O algoritmo inicia colocando n g-bits no estado |0> e aplicando-lhes a porta
Hadamard, o que coloca todos g-bits no estado de superposicao (|o> + |1>)/V2.

21



Também € inicializado um q-bit auxiliar no estado |1> e aplicado a porta

Hadamard, ficando no estado de superposicao (|o> - |1>)/V2.

Apbs ¢é aplicado o operador de Grover repetidas vezes, até que a
probabilidade de se obter a resposta correta seja 1. No trabalho de Portugall'7]
h4 uma bela (e extensa) demonstracio de que o ntmero de repeticoes

necessarias é v N.

O operador de Grover é definido pelo circuito abaixo:

o “
— 1 = H x H—
7
> m
(9]
c
Q

O oraculo é um operador que executa a

|x>|q> => |x>|q+f(x)>, ou simplificadamente |x> => (-1)/|x>.

A fase é um operador que executa a transformacao |x> => -

casos que |x> for diferente de |0>.

transformacao

|x> para todos

O resultado do algoritmo de Grover aparecera nos n primeiros g-bits de
saida do circuito, apos a aplicacdo das sucessivas operacoes G. Estes g-bits
representarao, através de estados puros |0> ou |1>, o valor procurado.
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6. Algoritmo de Deutsch-Jozsa

6.1 Funcao Constante ou Balanceada

Considere um funcao f(x), com x € (0,...,N=2"*1) que pode ser definida com
um dos comportamentos a seguir: ou ela é constante e sempre retorna valor 1 ou
ela é balanceada e para metade dos valores de x retorna 0 e para outra metade
retorna 1.

Um algoritmo classico precisa de 2 a N/2+1 execucbes para determinar com
certeza se a funcao é constante ou balanceada, pois necessita obter dois valores
distintos (e concluir que a fun¢ao é balanceada) ou examinar mais da metade
dos resultados de f(x) e concluir se a funcao é constante.

6.2 Verificacdo Quantica da Funcao Constante ou Balanceada
O algoritmo de Deutsh-Jozsal'8] utiliza o paralelismo quantico e a
interferéncia para executar a verificacao da funcao f(x) e determinar se ela é

constante ou balanceada com apenas uma avaliacao de f(x).

O circuito quantico que implementa o algoritmo de Deutsh-Jozsa é mostrado
abaixo, onde Uy é uma transformacao unitaria utilizada para calcular f{x).

|o> — # H
|0>—H H
|o> — # H —
|1> — =

O algoritmo inicia colocando N g-bits no estado |0> e aplicando-lhes a porta
Hadamard, o que coloca todos g-bits no estado de superposicio (|o> + |1>)/V2.
Também ¢ inicializado um g-bit auxiliar no estado |1> e aplicado a porta
Hadamard, ficando no estado de superposicao (|o> - |1>)/V2.

Apoés é aplicado o operador Ur que executara a transformacao |a>|b> =>
la>|b @ f(x)>, onde @ representa adicao modulo 2. Na sequéncia é aplicada a
porta Hadamard novamente aos N g-bits, o que deixara cada um no estado puro
|o> ou |1>.

O resultado da verificacao é obtido através da medicao dos N g-bits finais,

onde a funcao f(x) sera constante caso todos estados sejam iguais a |0>. Caso
algum estado seja igual a |1> a funcao sera balanceada.
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7. Analise dos algoritmos

Analisar os algoritmos quanticos implica em entender com razoavel
profundidade os circuitos quanticos que os compoem. Para que isso fosse
possivel, decidimos fazé-lo com o auxilio de um simulador de circuitos
quanticos, pois assim poderiamos verificar e acompanhar seu funcionamento
passo a passo, bem como montar exemplos diversos dos circuitos.

7.1 O Simulador gSimIF

Em Barbosal'9] encontramos uma anélise de varios simuladores de circuitos
quanticos, onde verificamos que o simulador Zeno é apontado como um dos
melhores simuladores, assim ele foi escolhido para auxiliar no inicio das
analises. Porém, quando testamos um circuito quantico com mais de 10 g-bits, o
simulador travava. Isso certamente é devido ao consumo de recursos de um
circuito de 10 g-bits ser muito alto, pois nesse caso as portas quanticas sao
operadores representados por matrizes de dimensao 210 x 210 = 220 > 1 milhdo de
elementos, resultado em 23¢ (1 bilhdo) de multiplicacoes quando aplicamos uma
porta a um ket de 10 g-bits.

Devido a esse problema de desempenho do simulador Zeno, decidimos
desenvolver um prototipo proprio de um simulador de circuitos quanticos: o
gSimlIF.

No gSimIF conseguimos, por exemplo, construir e simular um circuito
quantico (Adder com 13 g-bits) que soma dois conjuntos de 4 g-bits que
representam dois nimeros inteiros.

o L
Valor Seq. gBiks 1 |5 Zoom: (36 (4]
valor Seq. cBits 2: |7 ireuto: |DL-A,01-8,01-C,04-#,04-B,04-C,07-A,07-8,07-C, L0, 10-B, 10-C, 10-B, 10-B, 10-D,07-C 07-B,07-A, 07-8,07-D,04-C,04-B,04-4,04-B,04-D,01-C,01-8,01-4,01-B,01-D
10101011101000~
10,a
jsininitoine- || (oo
10,5
|6101011101000-
10,C |2>
1ol01011101000- l J\ l
10,8
joio1011101000- | |2 & & &
10,8
l0ip1011101000> || [0
10,0
10101011101010>
b lo>
1 17
7B [F&S T &b &
1010101111010~
7.4
1010101111010 | [0
7.5
10101011100010%
I
10101011110010%
4.0 (F>3 2 g g
1010101010010~
4.5
5101010110010 || 107
EY
Io101010120020> || |0
4.8
Ll
40 lo> & D
6101000110010~
lo>

1,c
1010100011010~
1,8

10111000110010~
1,5

10110000110010>

1,8
10100000110010>
1.0
|0100000110010>

coma: 12 < >
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A decisao de iniciar o desenvolvimento do simulador ocorreu devido a trés
fatores:

1) Os simuladores ja existentes (que foram testados), nao funcionavam
satisfatoriamente para circuitos quanticos com mais de 10 g-bits.

2) Auxiliaria na analise e testes dos algoritmos, facilitando a construcao e
visualizacao dos circuitos.

3) Para construir o simulador quantico estariamos obrigados a entender em
detalhe o funcionamento das portas quanticas, pois teriamos que
construi-las!

No prototipo do simulador de circuitos quanticos foram implementadas
algumas das funcionalidades bésicas para a operacao e testes tais como:
- Processamento dos comandos de montagem do circuito para as principais
portas quanticas.
- Execucao passo a passo do circuito (aplicacao dos operadores).
- Saida grafica do circuito na escala desejada (zoom).

7.2 Analise dos Algoritmos

A anadlise do algoritmo de fatoracao de Shor é pertinente, pois nele esta
incluso o algoritmo de busca de ordem que por sua vez é baseado na estimativa
de fase. Assim, comparando sua performance com o melhor algoritmo de
fatoracao classico, identificamos um ganho exponencial, pois o algoritmo de
Shor requer (log 2)3 operacoes contra exp(c(n/3(log n)¥3) no caso classico,
onde ¢ é uma constante e 27=N. Isso significa que um computador quantico
pode fatorar um ntimero muito grande em alguns minutos, enquanto um
computador classico demoraria algumas dezenas de milhares de anos.

A implementacao do algoritmo de Shor apresentada neste trabalho, utiliza
um circuito quantico com 7n+1 g-bits, ou seja, para fatorar um cédigo RSA de
512 bits seria necessario um computador quantico capaz de suportar um circuito
quantico de 3.585 g-bits. Existem variantes desta implementacao do algoritmo
de Shor que o fazem com 2n+3 g-bits (Beauregard(2°]), necessitando nesse caso
um circuito com apenas 1.027 g-bits, porém este circuito envolve varios
operadores TFQ o que o deixa bem mais complicado, sendo um exemplo pouco
didatico.

E interessante comparar a quantidade de g-bits necessaria para a fatoracio
de um exemplo real de um cédigo RSA de 512 bits (necessita 1027 g-bits) com a
capacidade do mais potente computador quantico atualmente disponivel: o
Reinier da empresa canadense DWave, que pode processar um registro de 512
g-bits. Ou seja, ainda nao é possivel utiliza-lo para esta tarefa, mas a previsao é
que em 1 ou 2 anos esses computadores ultrapassem a casa dos Kg-bits de
processamento.

O algoritmo de busca de Grover, com seu funcionamento baseado na
avaliacao pelo oraculo, pode resolver problemas com ganho quadratico em
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relacdo as buscas classicas, necessitando VN avaliacoes contra N/2 no caso
classico. Esta performance nao permite resolver problemas teéricos muitissimo
grandes, como uma busca em uma lista de 1079° elementos, pois necessitaria
ainda 105° avaliacOes, o que € inviavel para qualquer computador quantico ou
classico. Porém, para casos reais onde temos muitos elementos e que
classicamente podemos resolver com muito esfor¢o computacional como por
exemplo uma busca em uma lista de 10 elementos, o algoritmo de Grover
reduz o esforco computacional para um patamar (105 avaliacoes) onde o
problema pode ser resolvido com mais facilidade, em um tempo de execugao
aceitavel.

O algoritmo de Deutch-Jozsa nao tem anilogo classico, mas seu
funcionamento demonstra perfeitamente o poder da utilizacdo do paralelismo
quantico, resolvendo o problema da fun¢do constante ou balanceada com
apenas uma avaliacdo, enquanto classicamente necessitariamos (N/2)+1
verificacoes.

26



8. Consideracoes Finais

Os algoritmos quanticos sdo uma poderosa ferramenta computacional a
serem utilizados em computadores quanticos, permitindo que estes realizem
tarefas muito mais rapidas que os computadores classicos.

Um grande impacto acontecera na area da criptografia e seguranca quando
os computadores quanticos operarem com alguns milhares de g-bits, pois o
algoritmo de fatoracao de Shor poderd ser executado para nimeros muitos
grandes e proporcionara a quebra de chaves de seguran¢a em poucos minutos.

Da anélise do algoritmo de busca de Grover, identificamos a possibilidade de
sua aplicacao em algoritmos genéticos para incrementar a velocidade da etapa
de selecao, pois esta etapa é a que mais consome recursos computacionais, que
poderiam ser reduzidos quadraticamente: em uma populacao de 700 individuos
seriam necessarias apenas 27 buscas para determinar o melhor, significando um
tempo total 26 vezes menor. O desenvolvimento do oraculo para identificar as
melhores solucoes é o ponto chave desta aplicacao.

Também verificamos que para a compreensao em detalhes dos algoritmos
quanticos, uma ferramenta de simulacao de circuitos quanticos é ferramenta
fundamental, pois permite acompanhar cada acdo de cada porta quantica
(operador) sobre os g-bits. Além disso, a montagem do circuito quantico é
facilitada com a utilizacao do simulador, permitindo uma perfeita visualizacao e
navegacao pelo circuito.

Dada a importancia do simulador no entendimento dos algoritmos
quéanticos, o desenvolvimento de uma versao completa com mais recursos de
interface e processamento é fundamental para trabalhos posteriores que visem
analisar (e até mesmo criar) algoritmos quanticos.
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