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Resumo

Neste trabalho estudamos algumas propriedades bésicas de solugoes nao nega-
tivas da equacao de advecgao-difusao

ur + (b(z, t,u)u)y = p(t)(uuy)qy, reRt>0

correspondentes a estados iniciais

u(-,0) =up € LP°(R) N L*™(R) (ug > 0)

para algum 1 < py < 0o, onde a > 0 é uma constante dada e pu € C°([0, +-00) é
positiva. Como velocidade de advecgao b(x,t, u) tomamos

b(z,t,u) = b(z, t)u”, VeeR, t>0, u>0

para algum x > 0 dado (constante), onde b : R x [0, +00o[— R é uma funcao
continua (com b, continua) e limitada em cada faixa Sy = R x [0, 7], para cada
T > 0 dado.

Como propriedades bésicas podemos citar a conservacao de massa, a per-
manéncia da solucao em L9 e a continuidade dos dados iniciais.

Com uma combinacao de estimativas de energia e o principio da comparacao
apropriado para o problema, mostramos o seguinte resultado geral para ||u(-,t)|| ;0 ®):
para cada p > pg finito (com ademais p > k — a se K > a + py), tem-se,

u(-,t) S Lloooc([ovT*[? LP(R)) — u(‘vt) S Lloz?c([oﬂT*[ﬂ LOO(R))
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Abstract

In this work we study some basic properties of solution nonnegative of the
diffusion-advection equation
ur 4+ (b(z, t,u)u)y = p(t)(uuy)qy, reRt>0

corresponding to initial states

u(-,0) =up € LP°(R) N L*™(R) (ug > 0)

for some 1 < py < 0o, where o > 0 is a given constant and pu € C9(]0, +oo[) is
positive. As speed of advection b(zx,t,u) we take

b(z,t,u) = b(z, t)u”, VeeR, t>0, u>0

for any given k > 0 (constant), where b : R x [0, +oo[— R is a continuous function
(with b, continuous) and limited in each strip Sy = R x [0, T, for each given T" > 0.
As basic properties we mention the conservation of mass, the permanence of
the solution in L? and continuity of the initial data.
With a combination of energy estimates and the comparison principle suitable
for the problem, show the following general result for [|u(-,¢)|| oo (ry: for each p > po
finite (with addition p > Kk — a if K > a + pp), we have

u(t) € Ligo((0, L LP(R)) - <= u(1) € L ([0, T.[, L7 (R)).
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1 Introducao

Neste trabalho investigamos algumas propriedades béasicas de solugoes nao negati-
vas da equagao de adveccao-difusao

u + (b(z, t,u)u)y = p(t)(uuy)q, reRt>0 (1.1)
correspondentes a estados iniciais

u(-,0) =ug € LPR)NL®([R)  (ug > 0) (1.2)

para algum 1 < py < 0o, onde a > 0 é uma constante dada e pu € C°(]0, +00) é
positiva. Na equagao (1.1) acima, supoe-se que a velocidade de adveccao b(x,t, u)
tem a forma

b(z,t,u) = b(z, t)u”, Vee R, t>0, u>0 (1.3)

para algum k > 0 dado (constante), onde b : R x [0, +00[— R é uma funcao
continua (com b, continua) e limitada em cada faixa Sy = R x [0, 7], para cada
T > 0 dado. Nestas condicoes, o problema acima possui solugao nao negativa
u(-,t) € L2 ([0, T, L®(R)), 0 < T} < oo, satisfazendo (1.2) no sentido de L}, (R),
ou seja,

lu(-,t) = uoll gy — 0 a0 t—0 (1.4)

para cada K C R compacto dado. Ver [14], [5], [13].
Esta solucao u(x,t) > 0 satisfaz (1.1) no sentido fraco, ou seja,

T T. T

* * 1 *
/ / uWdxdt +/ / b(z,t,u)uV,dedt + —— / () / N dadt = 0
o Jr o Jr a+1J R 5)

para toda ¥ suave de suporte compacto em Rx]0,7,[; ademais, tem-se u €
CY(Rx]0,T%[), com u(z,t) satisfazendo (1.1) no sentido cldssico em todo ponto
(z,t) tal que u(x,t) > 0, ver [14], [5], [13].

No Capitulo 2, mostramos vérias propriedades bésicas das solugoes u(-, t) acima.
Em particular é mostrado que se tem

u(-,t) € C°([0,Ty[, LY(R)) (1.6)

para cada py < ¢ < oo, de modo que (1.2) na verdade fica satisfeita no sentido
mais forte

[u(t) = voll oy — 0a0 N0 (1.7)

(e também [Ju(-,t) — uol[ ey = 0 a0 t ™\, 0, para cada py < g < 00). A questao
fundamental de que trata este trabalho é estabelecer condicoes garantindo a existén-
cia global (isto é, T\, = co) das solugoes, obtendo-se ademais certas estimativas para



os valores de [[u(-,t)| ;00 (g Para t > 1. Como supomos b(-,t) € Ly ([0, Tx[, L**(R))
geral, este problema torna-se bastante complicado, como mostra o argumento a
seguir.

Escrevendo (1.1) e (1.3) na forma

ug + a(x, t)ug = p(t)(u®ug)e — bz, t)u(-, 1)1 (1.8)

vemos que nas regioes onde b (x,t) < 0 o termo —b,(z,t)u'T" tende a fazer u(z,t)
crescer, especialmente se k > 0 (onde existe a possibilidade de explosao (blow-up)
em tempo finito!, isto é, ter-se

lu( D)l ooy —> o0ao0t— Ty,

para certo Ty < 00), ainda mais onde se tenham b, (z,%) > 1. Observa-se também
que —b, pode assumir valores arbitrariamente grandes, como por exemplo no
caso b(r) = sin(x?). Afinal, temos suposto até o momento apenas que b(-,t) €
LS ([0, Ty[, L>(R)); parece claro que algo mais terd de ser suposto sobre b(-,t).
Nossos resultados requerem que se tenha

B@) _

limsup —= = B,, < o0, 1.9
S ey = P (19)

onde 2B(t) é a oscilagao de b(-,t) em R, ou seja,

1
B(t) = B (sgg b(x,t) — ;IGI]% b(ac,t))

(1.10)

1
= 5 sup [b(z,t) —b(y,1)|
z,yeR
Uma caracteristica importante da equagao (1.1) é que se trata de uma lei de
conservagao (isto é, todos os termos sao derivadas). Em particular, no caso funda-
mental pg = 1, tem-se a conservagao de massa,

/ u(z,t)de = / uo(x) dz, Vo<t <Ty. (1.11)
R R

Assim, caso haja crescimento persistente de u(x,t) numa certa regiao (onde —b, >
0), este crescimento resultara na formacao de pulsos longos e finos como mostrado
na figura (1) abaixo.

Estas estruturas alongadas, que correspondem a uma alta frequéncia, tendem a
ser eficientemente dissipadas pelo termo difusivo u®u,, (reforgado pelo fato de o
coeficiente de difusao u®(x,t) tornar-se maior onde u(z,t) for grande, aumentando
a capacidade de dissipar estes pulsos). Tem-se, portanto, uma complicada com-
peticao entre o termo advectivo o termo difusivo, cujo efeito final sobre a solugao

!Na verdade, segue dos resultados dos Capitulos 3 e 5 que s6 pode ocorrer blow-up de
lu(, )]l oo =) em tempo finito para x > 5.



Solution Profiles
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Figura 1: Perfil das Solugoes

u(+,t) é dificil de provar. Esta competicao s6 nao acontece quando se tem b, > 0
sempre, caso em que u(-,t) é globalmente definida e

[uC )l oy < lulto)lpoy, VO <to <t <400 (1.12)

para cada py < g < 00, tendo-se o seguinte decaimento de [|u(-,t)|| 00 (g) a0 t — o0

()] ooy < Kl po) ol oy -t 7, ¥E>0 (1.13)

2po - 1

7=
2po + « 2po + «
apenas de «, pg (e ndo depende de wug,u(-,t), k ou t). A prova destes resultados no
caso b, > 0 é apresentado na secao 2.9.

Voltando ao caso geral b(-,t) € L7 ([0, +o00o[, L>(R)) (com b, qualquer), vamos
conseguir mostrar o seguinte resultado geral para [lu(-, t)|| o (g): para cada p > po

finito (com ademais p > kK — a se kK > a + pp), tem-se,

onde § =

e K(a,pp) > 0 é uma constante que depende

u(-,t) € Ly ([0, 7], LP(R)) = u(-,t) € Liy ([0, T, L°(R))  (1.14)

loc

com

s ) ey < K (s ) mae { ol ey Ba(0.2)° - Up(0,8 ) VO <t < T,
(1.15)
onde K;(a, k;p) > 0 é uma constante absoluta que depende somente dos parametros
a, ke p, com Ky (o, k;p) = 1 ao p — 400, e B,(0,%), U,(0,t), 6 e v sao dados por
B(r)

B,(0,t) :sup{M(T); ogrgt} (1.16)



Up(0,) = sup { Ju, )l oy : 07 <t} (1.17)

fo— Lt =P (1.18)
pta—kK pt+oa—kK
(ver Teoremas (3.8), (4.8) e (5.11)). Estas estimativas substituem (1.13) no caso
geral em que b, (-, t) é arbitraria. Quando B, (0,+00) e U, (0, +00) sao ambos finitos,
resulta de (1.14) que a solucao u ¢é limitada em R X [0,4o00], sendo de interesse
estimar mais finamente os valores de [[u(-,¢)| oo (g) Para t > 1. E mostrado (nos
Capitulos 3, 4 e 5) que se tem, neste caso,

limsup [|u(:, ) || oo (r) < Ko, 5;p) - BZ -UJ, (1.19)

t—+o00

1 p < :
onde § = , Y = sao dadas em (1.19) acima, e
p+a—k p+a—k
B
B, = limsup (7) (1.20)
tstoo M(T)
U, = limsup (- 1) 1oge (1.21)
t——+o0

1 . 1
3p + « \ pta—r 6 - 2.]]3 —+ 200\ 2Vpta—k
K ip) = . _— 1.22
(a, %5 p) < 1 ) ]I_Il<3~2jp+20¢> (1.22)

1
p=—yta—=kr pHa—k

1 .
3-(p—7)+a\rro—= |7 (6-29(p—7) + 2 Peo—nta—n
K. kip) = (-1 TX - :
(i) = ( (5 5= a ,

j=1

(1.23)

onde v = 2k — a. (Ver Teoremas (3.13), (4.14) e (5.12)). Convém observar que o

valor optimal (isto é, minimo) para as constantes K («, po), Ki(«, k;p) e K(a, k; p),

dadas em (1.13), (1.15) e (1.19) acima nao é conhecido; os valores obtidos para

estas contantes neste trabalho (como por exemplo em (1.22) e (1.23) acima) nao

sao optimais. Quanto aos expoentes d e 7 nas estimativas (1.13), (1.15) e (1.19)
acima, sao coasistentes com analise de escalas, como mostrado na Secao 2.8.

Para obter (1.19), o resultado fundamental é a estimativa (1.15), como mos-

traremos a seguir. Aplicando (1.15) num instante inicial tg > 0 qualquer, temos,

supondo B, (0, 00) < oo e Up(0,00) < o0,

o 1) ey < Kt (ers 55 s { e, 10) oy - Bito, )7 - Ut 17} (1.24)

para todo t > tg, onde



B(7)

B,(tp,t) = su 1.25
M( 0,) tOSTPSt u(T) ( )
Up(to,t) = sup |[lu(-7)|| o) - (1.26)

to<t<t

e onde Kj(a, k;p) é a constante dada em (1.15) acima. Em particular, sendo

B(r)
a) B,(tg) = sup
( ) H( ) P>t ,U/(T)
(0)  Up(to) = sup [l Tl Lo w) (1.27)
T>to
(©) Us(to) = sup [lu(, 7)1
T>to
obtemos
[Uoo(t(]: t) < Kl(a> ’i;p) max { Hu(a tO) HLOO(]R) ?E#(to)é ’ Up(t(]),y} ’ (128)
onde ty > 0 é arbitrario.
Tomando tg oo de modo a se ter
- t0) oy — iminf (1) oy (1.20)

obtemos entao, de (1.28) acima, fazendo ¢ty oo como em (1.29),

. st 1)
Uso < Ki(a, K3 p) max {1tlgl+1gf Ju(, )l oo (my » By - UZ} : (1.30)

onde Kj (o, k;p) > 1 é a constante dada em (1.15), visto que, ao t * 0o, tem-se

Uso(to) N\ Uso,  Bulto) \e By, Up(to) \ Up, (1.31)
onde Uy, B, e U, sao as quantidades dadas por
: : B(t)
B = limB,(¢t) = 1 —

@ B = B0 = e

6) Up = lmUe) = lmsuwplu(,n)l e (1.3
—00 t—00

(@) Us = JimUs(t) = limsupu(,7)l ey

O passo seguinte requer que estimemos ltim Jrinf (- )|l oo () em termos de By,
—400

e Up. Isso envolve considerdvel trabalho (ver Teoremas (3.12), (4.12) e (5.12))
tendo-se aqui estendido para o problema (1.1), (1.2) ideias desenvolvidas no caso
k=0, « =0 em [10], [7], que utilizam a desigualdade de Sobolev unidimensional

1 1
Dl ey < g 0 gy - Vu € H'(R). (1.33)

O resultado obtido (derivado em detalhe nas segoes 3.3, 4.3 e 5.3) tem a forma



liminf u(-, £)|] oo ) < Ka(e, 5,p) - BY, - U) (1.34)

t—+o0

onde § = , como em (1.19), e Ky(a, k,p) > 0 é certa

p+a—k T p+a—k
constante cujo valor depende apenas de a, k, p e que satisfaz Ko(a, k,p) — 1 ao

p — +00. Resulta de (1.30) e (1.34)

limsup [[u(-, )| foo (ry < Kl K5 p) - BZ U (1.35)

t—+o00

onde 0, v sao os expoentes dados em (1.19) acima e

K(O[,I{;p) = Kl(aaﬁ;p) : max{l,KQ(oz,n;p)}, (136)

sendo Kj, Ky as constantes dadas em (1.15) e (1.34) acima. A parte final do
argumento consiste em mostrar que, uma vez obtido (1.35) com K(a, k; p) dada em
(1.36) acima, pode-se na verdade oter (1.35) com K(a, k;p) dada em (1.23). Este
aperfeicoamento final é feito nos Teoremas (3.12), (4.12) e (5.10).

No caso de b, > 0, segue de (1.13) que

[l )]l poo @)y — 0 ao t — 400 (se by > 0), (1.37)

um resultado bem conhecido para a equacao us = (u®uy),. No caso geral by # 0,
que é o interesse principal deste trabalho, (1.37) nao vale em geral. Um contra-
exemplo simples pode ser obtido no caso da equagao

wp + (b(x)u™ ), = (uug)y (1.38)

quando ela possui solugoes estacionarias (ou seja, u(x,t) nao depende de t).

Se a > k, existem infinitas fungoes b € C(R)N L>(R) para as quais a equacao
ur + (b(z)u 1), = (u*u,), admite solugdes estaciondrias.

Por exemplo, se a = Kk, e b € CY(R) N L®(R) satisfaz b(+00) € [~o0,0],
b(—o0) €]0, +¢], tem-se que

U(z)=A- elo bs)ds, z€eR

é solucdo da equacdo u; + (b(z)u®t!), = (u®uy), para qualquer A > 0 dado com
Ue LY(R)N L*®(R).

Se a >k, ebe CHR)NL®(R)N LY(R) satisfaz

/Rb(s) ds=0

b(s)ds >0,Vz e Re / b(s)ds € Lﬁ(R) para algum

T

de tal modo a se ter /

—00

Ulz) = ((a — k) /_ ; b(s) ds) o

q € [1,400[, entao




satisfaz u; + (b(z)u 1), = (uuy),, tendo-de U € LI(R) N L (R).

Mesmo tendo-se obtido vérios resultados sobre solugoes u(-,t) de (1.1), (1.2),
muitas questoes permanecem nao investigadas. Alguns exemplos sdo:

(7) identificar os campos de velocidade b(z,t,u) da forma (1.3) para os quais todas
as solugoes de (1.1), (1.2) sejam globalmente definidas (isto é, definidas V¢ > 0);

(71) identificar os campos de velocidade b(x,t,u) da forma (1.3) para os quais se
tenha [[u(-,t)|| foo(g) — 0 @0 t — +o0 (para todas as solugdes (1.1), (1.2));

(737) identificar os campos de velocidade b(x,t,u) da forma (1.3) para os quais se
tenha v € L*(R x [0, +00]), para qualquer solugao de (1.1), (1.2);

(iv) se pg > 1, identificar os campos b(z,t,u) da forma (1.3) para os quais se tenha
[uC, )l Lpo ) = 0 a0 t — +00? (para qualquer solugdo de (1.1), (1.2));

(v) no caso de solugoes estaciondrias, examinar suas propriedades de estabilidade
com respeito a perturbagoes nos valores iniciais.

2por exemplo, se b(z,t,u) ndo depender explicitamente de x, (iv) é verdadeira, ver [14].
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2 Resultados Preliminares

2.1 Introdugao

Iniciamos nosso estudo fixando algumas das notagoes, decorréncias e fungoes usadas
no decorrer do texto, como funcoes de corte e regioes de integracao. Definimos as
hipéteses necessarias para a obtencao dos resultados propostos neste trablaho.

2.2 Notagoes e Hipdteses Gerais

Como descrito na segao anterior, consideramos [0, 7%[, com 0 < Ty < oo, o intervalo
maximal de existéncia de solugao (a existéncia deste T} segue da teoria cldssica de
equagoes parabolicas, veja [5], [14]). A solucao de (1.1) existe para cada 0 < T < T
e é limitada na faixa espacgo-tempo S7 := R x [0,7]. Damos a seguir algumas
definicoes e consideragoes sobre as fungoes suavizadoras e de corte utilizadas no
texto. Para 0 < e <1 e R > 0 quaisquer, definimos

0, |z|>R

Cr(z) = i ] (2.1)
6—5\/1+x 76—6\/1+R , |QZ| < R.

Observe que a funcdo (r(z) anula-se em |x| = R, mas suas derivadas primeira e
segunda nao. Temos

ET e/ 2
Cr(z) = _\/ﬁe VIt g <R
Ch(x)| < ee™™V 1 |z < R
) - (2.2)
TR S v €x e S Y e
Chlw) = Vita? i (1+£2)3e T2t ’

[Ch(@)] < 3ePe VI,

Para R > 0 qualquer, definimos v : R — R uma funcao positiva, de Classe C? e
tal que

1, se x| <1
A partir da fungao de corte 1(z), definimos a fungao de corte ¥ (z) por
T
vn@) = () (2.4)

e, como podemos observar, existem constantes positivas C7 e Cy tais que

[Wr@)|=C1 e |uk)] =G (2.5)
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Construiremos, agora, a funcio de corte ® € CY([0, +oc[) satisfazendo

0, se x<1
O(x)=4 1, se x€][2,3]
0, se x2>4

Sejam Ry > 0 e Ry > 1 constantes dadas e seja &g, r, € C*(R) dada por

0sel|z| <Ry
O(1+ |x| — Ry) se Ry <|z| <Ry +1
€R1,R2(33): lse 1 +1< ’l'| < Ri+ Ry

@(3+|$|—R1—R2) seR1+R2§|$|§R1+R2+1
[ Ose|z|>Ri+Ra+1

Assim, temos

07 \V/‘I‘| < Rl
53%1,1%2('%') = 0, VRi +1< ’$| < Ri+ Ry

0, V|z|>R:=Ry +Ro+1
(]

1€k, ry(T)] < My, Vo €R,(com M; > 0 independente de Ry e Ry).

Temos também

O) \V/‘1U| < Rl
fglsz({L‘) = 0, VR +1< ’:L’| < Ri+ Ry

0, V‘$|ZR:R1—|—R2+1
(&

€5, Ry ()] < M2, Vz € R,( com Mz > 0 independente de Ry e Ry).

Defina também

Er(z) == lim &g, R, (2).

Ro—o0

(2.6)

(2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Devido as funcoes de corte, teremos regioes de integracao com uma representagao

longa, entao assumiremos a seguinte notagao para regioes espaciais:

ARLRQ ={zeR; R <|z|<Ri+ Ry+1}

A/]%17R2:{xER;R1§|3}‘§R1—|—1OUR1—|—R2§|$|§R1—|—R2+1}

Como hipdteses gerais temos

12
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(H1) be C'R x [0,00]) com b(-,t) € L.([0, 00, L%°(R));

(H2) e C°0,00[) com u(t) > 0 para todo t > 0;

oo 2.12
(H3) /O u(t)dt = oo (212

B(t)

H4) B, =limsup —< < oo.
(A Bu =l

Para obtermos os resultados propostos, trabalhamos com algumas defini¢oes rela-
cionadas ao fluxo que destacamos abaixo:

1
B(t) := 5 <21€1§ b(x,t) + ;relIf& b(x,t)) (2.13)
B(t) =+ (supb(e,t) — inf bz, 8) ) = = sup [b(z, ) — by, )], (2.14)
2 r€R zeR 2 z,y€R

para t > 0. Com as definigoes (2.13) e (2.14) obtemos as seguintes estimativas

|b(z,t)| <b(T) VzeReVtel0,T] (2.15)
B <b6(T)  te[0,T] (2.16)
|b(x,t) — B(t)] < B(t) VeeReVte|0,T] (2.17)

A solucao considerada neste trabalho é limitada, com isso temos a seguinte defini¢ao
e estimativa relacionadas a solugao v(z,t):

M=MT)= swp v(e.t)= sup VM-8 e - (2.18)
er 0<t<T

IN&

0 T

v(z, 1) = v(@, )v(z, )" < v(@, )V, )]0 gy < V(@ ) Voll oy (2.19)

Para cada 0 < tg <t < T, definimos

Voltoit) = sup ol )l pay s Po < a <00 (220)
to<t<t
Ugltort) = sup [[u(, )y s Po<q < o0 (2.21)
to<t<t
B
B, (to;t) = sup (7) (2.22)

to<r<t M(T)

Quando T, = oo, definimos também
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Vo(to) = sup [[o(, 7)), t0=0, po<g<oo (2.23)

T>t0
Uy(to) = S;l? HU('>7')||L<1(R)7 to>0, po<qg< o0 (2.24)
T>to
B(7)
B,(tg) := sup , to>0 2.25
,u,( ) P>t M(T) ( )
e
Vilto) = limsup o, 0oy p0 < 0 < 00 (2.26)
—00
Ug(to) = h?lsupnu('vt)HLtZ(]R)? Po=q =00 (2.27)
—00
B(t)
B, (t = limsup —=. 2.28
ulto) = limsup (2.28)

Nas derivagoes de muitos Teoremas usaremos as desigualdades de Nirenberg-Sobolev-
Gagliardo (NSG):

2+ 60\? 19 ; 1-%
o 3 ~ ~
||WHL,§(R) < <4> HWH1LB()9(R) ) ”W:r:H6L2(R)7 0= 1—1-7&7 VO < Bo < B (2.29)
2
e
24+ 60\’ 1o 0 1
HWHLOO(]R) < 4 ”W||L50(R) ) ”WQJHLQ(R): 6= ma VB >0. (2.30)
2
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2.3 Decrescimento de |[u(-,t)| .

Iniciamos nosso estudo mostrando que uma solugao suave u(z,t) de

s + (b(a, )ut ), = () (uuy)o,
(2.31)
u(z,0) = ug(z) € LY(R) N L®(R)

onde a > 0, k > 0 quaisquer, que inicia com ug(z) € L'(R)NL>®(R), permanece em
L' e mostramos que |lu(-, )] L1(r) decresce. Em seguida obtemos a propriedade da
conservagao de massa e mostramos que se u(z,t) é solugao de (2.31), entao u(z,t)

é uma fungio continua em L], (R).

Lema 2.1. Seja u(z,t) € LS ([0,Ty], L>(R)) solu¢cdo suave nio negativa do pro-
blema de valor inicial

wp + (b(z, t)uF ), = u(t) (u®ug)e, >0 ek >0

(2.32)
u(z,0) = up(z) € L'(R) N L (R);
onde o > 0 e k > 0 sdo quaisquer. Entdo u(-,t) € L'(R), VO <t < T e
[uCs Ol ey < luollprgy . VO <t <Tw (2.33)

Prova: Caso I: Seja u(x,t) > 0 solugao suave positiva. Sejam € > 0 dadoe R > 0.
Considere a fungao de corte (g(x) definida em (2.1). Mutiplicamos a equagao
wp + (b(z, ) uF ), = pu(t) (u®ug)e, (2.34)

por Cr(x) e integramos em R x [0,¢], com t € (0,T]. Pelos Teoremas de Fubini e
de Integracao por Partes, obtemos

X )u\x xr = I )Uuog\x)ax t /.’1}' .’IZ'T’U/H+1.'ET xraT
[ _jententnar= [ camin s [ [ @ et oy

[ [ eyt sy

0 ua+1
za+1
na ultima integral. Aplicando as propriedades da funcao modular e as estimativas
(2.15) e (2.2), a ultima igualdade fica

Como u“u, = usamos novamente o Teorema de Integragdao por Partes

/ Crl(@)u(z, £)de < / (Yo ()t
|z|<R |z|<R
(e z. ) w2 ) daedr
N NG CIE TR

_l’_

t
" a+1
o+ 1/0 p(r) /|x|<RKR(5U)’u (z,7)dzdr <
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< /WR Crla)uo () da+

t
—i—sb(T)// e~ VIS (3, 7Y dadr
0 J|z|<R

3 2 t
b / M(T)/ e~eVIFt ot (p HYdadr.
a+1Jg |z|<R

Decorre de (2.19), ao fazermos R — oo,

/6_5v 422y (2, t)da < / e~ VI 0 (@) da+
R R

e2C
a+1

+ /Ot [gb(T)M(T)”” + M(T)O‘u(T)} /Resmu(mﬁ)dxch’

Pelo Teorema de Gronwall , obtemos

/ e~ VI (2, t)da < (/ e Y 1+x2u0(x)dx> .
R R

- exp [Eb(T)M(T)Ht + 0

a+1

M(T)° /0 t u(r)df}

Assim, ao € — 0, temos

/Ru(x,t)dx < / uo(z)dz < oo.

R
Ou seja,

JuC D)) < lluollprg), Y0 <t <T..

Portanto, as solugoes suaves positivas u(z,t) decrescem em L!(R), para todo Vt €
(0,Ty).

Caso II: u(-,t) > 0 e limitada em [0, 7.

Considere ¢ € C°(R) N LY(R) N L*=(R), com p(x) > 0, Vo € R. Seja € > 0 dado e
considere

u[oe] =ug + €p

W) € L2 ([0, T, L2(R)), wl(-,t) >0

uma solugao (cldssica, positiva) de
ug + (b(x, ), = (uug)s, zER, t>0

u(-,0) = up + ep

Para e > 0 suficientemente pequeno, temos que uH(‘,t) estd definida e limitada
Vt € [0,T]. Pelo Caso I, considerado acima, temos
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W, t) e LY(R), Vtelo, Ty,

com
[l (. < 1€
Hu ( ,t)) e S Huo pg  VEEDTL (2.35)
Como vale a propriedade da comparacao
u('v 0) < v('a 0)
o(-0) > 0 = u(-,t) <ov(1), vVt e 0,7 (2.36)
temos
0<u(-t)<uld(,t), Vvtelo,T]. (2.37)
Em particular, segue de (2.35) que
lul, Ol my < lluoll gy » vt e [0, 1.,
[ |

Lema 2.2. Seja u(z,t) € L2 ([0, Ty, L (R)) solug¢do suave positiva do problema

loc
de walor inicial (2.32) com o > 0 e K > 0 quaisquer. Entdo u(-,t) satisfaz a

propriedade da conservacao de massa e

luC Dl gy = ol gy . VO<t<T. (2.38)

Prova: Sejam R > 0 qualquer e ¥(z) e ¥r(x) as fungoes de corte definidas
em (2.3) e (2.4), respectivamente. Mutiplicamos a equagao (2.34) por ¥r(x) e
integramos em R x [0,¢], com ¢t € (0,7]. Pelos Teoremas de Fubini e de Integracao
por Partes, obtemos

/ Yr(@)u(z, t)dr = / Yr(x)up(x)do+
st || <R+1
¢
' K41
Jr/o /RSrISRH Yr(@)b(z, T)u" (, T)drdr
¢
- / N(T) / wk(m)uQ(l,’ T)ux(xv T)dIIIdT
0 R<[z|<R+1
- / Yr(z)uo(r)dr+
|| <R+1

t
—i—// w}%(x)b(x,r)u'“ﬂ(a:,r)dmdr
0 JR<|z|<R+1

1

t
+ / w(T / () ut (2, 7)dedr
atl)s (1) o r(@)u*" (z,7)
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Do Lema (2.1), das hipdtese sobre b(x,t) e u(t), (2.15) e (2.18), e do Teorema da
Convergéncia Dominada, ao R — 400, temos

/ u(x, t)dr = / uo(z)dz
R R
Ou seja, ao € (0

”u('vt)HLl(]R) = ||U0HL1(R)
Portanto, as solucgoes suaves positivas da equacao (2.32) tém a propriedade da
conservacao de massa.

Utilizando o método de simulacées numéricas denominado Método Leapfrog
semi-implicito, veja [12], e o software computacional Matlab, obtemos o comporta-
mento das solucdes em L' do problema

{ up + (b(z, ) u ), = (uuy) s
u(-,0) = uo(z)

para os valores de k > 0 e a > 0 satisfazendo cada uma das relagoes consideradas
neste trabalho, ou seja, Kk = §, K > § ¢ 0 <k < §. Consideramos como fluxo as
funcoes b(x,t) = —sin(x), b(x,t) = —cos(z) e b(x,t) = —tanh(z). Observe que o
caso mais interessante é quando consideramos b(z,t) = — tanh(z), pois by (x,t) < 0.
Como condic¢ao inicial tomamos

(2.39)

x+5, =5 <z < —4
up(x) =q 1, -4 <z <4 (2.40)
5—x,4 < x <5,

initial profile

08r 1

07r 1

06+ B

04r 4

03r 1

02r 1

01 1

Figura 2: Perfil Inicial
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Também nas simulacées podemos observar a conservagao de massa das solugoes
de (2.39), com condigao inicial dada por (2.40) descritas acima. Em todos os casos
particulares considerados, a saber, k =lea =2,k =4ea=1,k=1e a =4,
com os fluxos discriminados acima, obtemos o mesmo resultado, que é

Solution Mass

w
[un]
T
L

w
o
T
L

@
=N
T
1

w
(o=
T
L

mass of ult)
o o o
R o [un] o
T T T
1 1 1

o
(o=
T
L

=]
=
[l
[N
[l
=N
[l
om
=
]
s
r
P
oF
[N

Figura 3: Massa de u(x,t)

Vemos que as simulacoes condizem com as estimativas encontradas no texto.
Seguimos agora com a prova de que as solucdes de (2.32) sdo continuas em L.

Lema 2.3. Seja u(z,t) € LS ([0, T[], L (R)) solu¢do suave positiva do problema
de Cauchy (2.31). Entdo,

u(z,t) € CO([0, To[, L' (R)).

Prova: Sejam ¢ > 0, Ry > 0 e Ry > 1 e as fungbes de corte &g, g,(z) e
¢r(z) definidas em (2.7) e (2.10), respecticamente. Usaremos a notacao dada em
(2.11) para representar a regiao de integracao. Multiplicamos a equagao (2.34) por
&R, R, () e integramos em [tg,t] x R. Com isso, obtemos

t t
[ wtenem@dedr+ [ (b mwt wn)sge ) dodr =
to JARy,R, to Y ARy ,R,
t

- /to w(7) /AR . (u*(z, T)ug (7, 7)) &Ry Ry (7)ddT.

Pelos Teoremas de Fubini e de Integracao por Partes, temos

t
/ §R1,R2 (SU) [u(ﬂf, t) - u(x, to)} d.I/ / b(fL‘, T)u'ﬂ_l(x, T)ﬂ?lfb (:L‘)dde =
AR, Ry to JAR r

t o ua—‘,—l ,
— [ [ K- )|

’
0 Ry,

19



Reorganizando os termos e aplicando novamente o Teorema de Integracao por Par-
tes na ultima integral, temos

/AR N §R1,Rg($)u(x,t)dx:/

£R17R2 (x)u(x,to)dx+

AR{ Ry
t
+// b(x,T)u"‘ﬂ(x,T)fthz(x)d:L‘dT—i—
to A%IvRQ
+ ! /tu(T)/ u Tz, 7L g (x)dxdT
(X+1 to ’ ’ R, Ry ’

R1,Ro

(2.41)

onde AR, g, € A/Rl, R, Sd0 dados em (2.11). Pelas propriedades da fungao médulo
aplicadas em (2.41) e por (2.8), (2.9), (2.15) e considerando que |{g, r,| < 1, temos

/AR n &Ry, Ry (T)u(z, t)dx g/

AR1,R2

t M. t
+6(T") M, / / @, ) dedr + —2 / M(T)/ u* T (x, 7)dxdr.
to A/RI,RQ /

a+1 [,

§R1,R2 (Ji)u(ﬂ},to)dq;—|-

Rq,Ro

Como u(z,t) é localmente limitada por hip6tese, tomamos Rs = Rs(¢) > 0 sufici-
entemente grande tal que

/AR R gRl’ﬁ’e("’ﬁ)u(%"ifo)d:zcg/

g
&Ry, Ry (2)u(, to)dr < . (2.42)
|Z“ZR3 3

Por (2.19) existe Ry = R4(e) suficientemente grande tal que

t 1 €
w(x, 7)dxdr < = . 2.43
[ ] e 3 26(T) (ol o gy + 1) .

t
Sabemos que (t) é continua, logo existe M3 > 0 tal que / w(7)dr < Ms. Decorre

to
dessa observagao e de (2.19) que existe R5 = Rj(e) suficientemente grande tal que

t
/ / u(z, 7)dzdr < E A < . (2.44)
- 3 2207 (o[ ey + 1) (M + 1)

Definindo Ry = max{Rs, R4, R5}, temos por (2.42), (2.43) e (2.44)

g g 13
Erymy(@)u(z, t)de < - + -+ = =¢,
/MZR (el e < 5 454

para todo R > Ry e Ry > 1. Ao fazer Ry — 400, usamos o Teorema da Con-
vergéncia Dominda e obtemos
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/ Er(z)u(z,t)de <e, YVR>Ry eVO<t<T.
|z|>R

Logo,

/ Er(z)u(x,t)dr < / Er(z)u(z,t)de <e, YVR>Ry eVO<t<T.
|z|>R+1

|z[>R
Portanto, pela definicao de £g(x) dada em (2.10), temos

/ u(z,t)de <e, VR>Ry e VO<t<T. (2.45)
|z|>R+1

Considere Br,+1 := Bpry+1(0) como sendo a bola aberta centrada na origem e raio
Ry + 1. Logo,

[u(-, ) = ulto)l @) <
< ) = ulsto)ll @, ) + luls ) —ulsto)lsg ) < 3e

De fato, u € CO(Rx]0, +oo[) e entdo, ao t — tq, |lu(-,t) — u(-,to)l 11
Por outro lado, por (2.45), temos

Bryt1)

Ju(-t) = ulsto)llsg, ) < luCOllosg )+ luC o)l ) < 2

Ro+1 Ro+1 Ro+1

Assim, para |t — to| < n, para n > 0 suficientemente pequeno, vale

HU(,t) - u('atO)HLl(R) < 357

ou seja, u(-,t) € CY(J0,T[, L*(R)). Considere agora ty = 0. Da desigualdade
triangular segue que

[ulst) = u Ol < llult) = uollrsg, ) + lul ) —woll iz, )

Do perfil inicial temos [ju(,t) — uol[ 1 — 0, j& que u(z,t) é uma funcao

Bry+1)
integrdavel em conjuntos compactos. Por outro lado, por (2.45),

Ju(-t) — UOHLI(Bgoﬂ) < Hu(Vt)HLl(B}C{OH) + H’UJOHLl(Bf%OH) < 2e.

Portanto, u(z,t) é uma solugao continua também em ¢t = 0, ou seja,
u(- 1) € OO0, Tul, L (R)).
[ |

Nas proximas trés secoes provaremos que toda solucao limitada do problema
de Cauchy (2.31), em seu intervalo maximal de existéncia de solugao [0, T.[, é uma
funcao no espaco de Sobolev L4, para todo g > pg e ¢ > 1.
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2.4 Solugoes Limitadas em L?. Continuidade dos dados Iniciais -
Caso k = 5

Lema 2.4. Seja u(z,t) uma solugao suave nao negativa do problema

g+ (b, )u> )y = u(t) (u®ug)o;
(2.46)
u(z,0) = up(z) € LP°(R) N L>=(R);

onde o > 0, com 1 < py < 0o. Se u(x,t) € L2.([0,Ti[, L>(R)), 0 < T, < oo, entdo

loc

u(z,t) € L ([0, Ty[, LY(R)), Vq € [po, +00) e ¢ > 1.

loc

Prova: Considere 0 < t < T fixo, onde 0 < T < Ty e u(x,t) solugao suave
positiva de (2.46). Sejam € > 0 dado e (r(x) a funcao de corte definida em (2.1).
Considere ¢ > 1. Multiplicando a equacao

w4+ (b(x, uz T, = ) (U ug ), (2.47)

por qui—!(z,t)(r(x) e integrando em R x [0, ], obtemos
t
[ [ awr e ncateydsar
0 J|z|<R
t
+CI/ / Iz, 7)(b(z, Tuz T (@, 7)) Cr(z)dadr
0 J|z|<R

= t T wI Nz, ) (u (2, 7)o (2, T z)dxdT.
‘q/o“”/m (e, 7) (2, 7)o, 7))o Crel)dd

Devido a fungao de corte, a regiao de integracao é compacta o que nos permite usar
o Teorema de Fubini na primeira integral e o Teorema de Integracao por Partes
nas demais integrais. Observe, ainda, que supp (r(x) C [—R, R], logo as integrais
de fronteira sao nulas. Entao .
u!(z,1)Cr(w)dx — q(q — 1)/ / bz, 7)ud™2 (2, 7)uy (z, 7)Cr(z)dadr

0 J|z|<R

lo|<R

— t z, )it 2 (2, 7)Ch (2)dadT
q/O /Mb( TS (2, 7)Cly () dad
- / () Ce () dr—
l2|<R
— — t T wIT 2 i (z. T x)dxdr
e 1)/0u( >/z|<R (2, 702 (2, 7))

— t T wIt (e, Pug (2, 7)o (2)ddr.
q/0u<>/m<R (e, ) (. 7)) ded

Para obtermos um controle sobre o fluxo, adicionamos e subtraimos um termo
com f(t) definido em (2.13). Além disso, como — [
or g+«

novamente o Teorema de Integracao por Partes e obtivemos

] = 1y, usamos
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Uz r)dz _ ¢ _ w200 V2 (2. PV (2 dadr
[t g = [ [t ol (@

t
= ul(z z)dx b(x, T)uIT s (2, 7)o (2)dxdr
[ e [ [ e e nc

T) / ult®(z, 7)(h(z)dzdr
lz|<R

+
q+a

t
— T, T)— Tu+%_1m7'u T, T x)dxdT
ola=1) [ /ﬂgR(b(’) B(r )t (@, 7 g (o, 7)) dd

t
Talg—1) /0 B(r) / I e T

Note que (f(z) nao se anula na fronteira. Além disso, pelas propriedades da fungao
moédulo e pelas estimativas (2.16) e (2.17), segue que

/|z<R ul(z,t)(r(x)dx 4 q(q — 1) /t M(T)/ W02 Y (2, 7)Cn ()

|z|<R

Ju? ()| dad
< /|a:|§R 8(x)Cr(z)dx + qb(T //|$|<R (z,7)u? (2, 7)|Ch(2)|dzdr+

N " / u (o, ) (z, 7)| () derdr+
q + o lz|<R

+ /Otu(T) {uq(as, T)ua(x,7—>’€“%(x)‘:| it

q+a |z|=R

+ (q—l)/ B(T)/|I<Ruq+g_1(:r T)ug(z, 7)Cr(2)drdr+

// WIS (2, 7)) dadr
lz|<R

(2.48)

Trabalharemos com o termo que envolve a derivada espacial de u(z,t), pois nao
temos nenhuma informacao sobre o comportamento de u,(z,t). Pela desigualdade
de Young, segue que

B(r)?
w(T)

Substituindo este resultado em (2. 48) adicionando os termos semelhantes e utili-
zando as estimativas sobre ((x) e (5(x) dadas em (2.2), obtemos

2B(7) ut™5 7 [ug| Cr(x) < ut2 2w Cr(e) p(r) +

Cr(x)ul

ul(x z)dz aa-1) [ T wIT 2 (g, PVl (2, T z)dzdr
[y e+ DD [y [ e e, riateyiad
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t
< / ug(z)Cp(z)de + q[’(T)E/ / wIts (z,7)e" VI dadr
|z|<R |z|<R

3 t
+-21 e/ w(T) / wIt® (z, e VI dudr
q+a Jy lz|<R

3 t
—|—7q eV HRQG/ () [uq+o‘(R, T) — uq+°‘(—R,7)} dr
q+a 0

qlqg—1) /t B(1)?
0

2 ()

-1 ! o 522
+q(q)b(T>6/ / wltz (z,7)e 1+x2d.’lﬁ'd7’.
lz|<R

+

/ ul(xz, 7)Cr(x)dxdT
lo|<R

a+5
Assim, por (2.18),

ul(z r)ax ada—1) f* T w2 (z, )l (x, 7)Cp(x)drdT
[t atos + B2 o) [ e, o riatopd

t
< / ud(z)Cp(z)dr + qb(T)M(T)ge/ / wI(z, 7)e VI dadr
|z|<R |z|<R

3 M(T T2
el LA / / wi(z, T)e" VI dadr
qg+o |z|<R

+3QM(T> M(T)q+a($’ T)e—eme /t /,L(T)dT

q+a
q(q—l)/ B(r)? /
+ ul(x, 7)(r(x)dxdr
2 o 7)) Jai<r (. 7)¢r(z)
+q(q — DM(T): b(T) 6/ / (z,7)e —eVi+a® g
q+ 3 |x\<R
Observe que — + - < +
2

acima fica

-1 t
/uq(x,t)e_“l*ﬂd:wr q(q2 ) / M(T)/uqua_Q(x,T)ui(:v,T)e_“1+$2d:pd¢
R 0 R

t
< /ug(x)e“Hﬁdx—l—qb(T)M(T)ge/ /uq(x,T)e“HdexdT
R 0

+3M(T)“ /tu(T)/uq(a: T)e_emdxdT
(2.49)

—1) [t B( 22
q (7) /uq z,7)e” VI drdr
(1)

+(q — 1)M(T) = b( / /uq z,7)e" VI dudr.

Defina
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S(7) := gb(T)M(T)% + 3M(T)*u(7) + (¢ — 1)M(T) 2 b(T) (2.50)

oy alg—1) B()?
L S

Assim, com as defini¢oes (2.50) e (2.51), a desigualdade (2.49) obtém a forma

-1 3
/ w(z, t)e~ VI 4y + q(q2 ) / w(T) / w2 (g, 7Y (2, 7)e” VI dadr
R 0 R

+eS(7). (2.51)

< /R“o( z)e —V gy

t —1) B(
+ / [q(q) 7) ] / w(z, 7)e VI dydr (2.52)
0 2 (1) R
= /uo( Yem VIt dm+/ /uq e~V dndr.
R R

De (2.52) segue, em particular, que

t
/uq(x,t)e_“l"'mzdxg/ug(x)e_evl""Bde—F/ S(T)/uq(:n,T)e_“Hg”Qdde
R R 0 R

e pelo Teorema de Gronwall, temos

/R (@, e~ VI g < [ /]R ug(x)e_emdx] exp [ /0 fale =D B()* | eS(T)dT} .

2 (7
Ao fazermos € — 0, obtemos a seguinte estimativa para |[u(-,t)|Lo(r)
1 (q(g—1) /tB(T)2
w(+ )| pary < ||wol|Law) expe < dr |, 2.53
e Oll oy < loll o [ (2.53)

Vt € [0,7], onde 0 < T < T, e 0 < Ty < oo. Pela arbitrariedade de ¢ e de T,
podemos dizer que

(-, 8[| pagry < +00, YOSt <T < Ty <ooeVpy <q< 0.

Com isso, conclui-se que as solugoes classicas localmente limitadas e positivas u(z, t)
em [0, T,[ s@o também localmente limitadas em L%, Vpy < g < 00, ou seja,

u(-;t) € Lig.([0, o[, LY(R)), Vg >1 e q € [po,0). (2.54)

No caso em que u(z,t) é solugio suave nio negativa, consideremos 1 € CO(R) N
LY(R) N L*>®(R), com (x) > 0, Vo € R. Seja € > 0 dado e considere
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u([)d = ug + € (2.55)

W 1) € LS (0, T L=(R)), wl(-,t) >0
uma solugao (cldssica, positiva) de
ur + (b(z, )uzt), = (uuy)y, z€R, t>0

u(+,0) = ug + €
Para 0 < € < 1, temos que ul(-, 1) estd definida e limitada V¢ € [0,T]. Pelo que
mostramos acima, temos
uld(-,t) € LY(R), Vte[0,T],

com

< K,(T), Vtel0,T), (2.56)

La(R)

i

onde K,(T') é uma constante que independe de € (veja(2.53)). Como vale a pro-
priedade da comparacao

) < (-, 0)

U(,O )
v(-,0) >0

} = u(-,t) <ov(t), Vit el0,T] (2.57)

temos

0 < u(-t) <uld(,t), vtelo,T].
Em particular, segue de (2.56) que

||u('7t)HLq(R) < KQ(T)’ vt € [O7T]7

O que conlcui o Lema (2.4).

Observagao 2.1. Pela desigualdade (2.52) e usando o fato que e~V e < seque
que

-1 t
WD [ ) [ (e mye T dads
0 R

¢ _ 2
< /ug(;c)e“Hdea:—i—/ alg —1) B(7) /uq(w,r)e“l“ﬁgdwdv'
R 0 2 u(r) Jr

te /0 "s(r) /R (2, 7)dadr
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Provamos no Lema (2.4) acima que |u(-,t)||per) < +00. Logo, fazendo ¢ — 0,
obtemos para todo 0 <t <T < T, < 00,

q(qQ_l)/O' 'u(T)/Ruq—i_a_Q(fC,T)Ui(x,T)dq;dT <

aa=1) [*BGY
< uoluaey + L5 [ 2Tl Ol ey

Como pu(t) € uma fungao continua e estritamente positiva, podemos assumir que
wu(t) < C, para alguma constante C >0 e V0 <t <T. Logo, concluimos que

T
/ / w2 (z, 7)ul (z, 7)dzdr < 00, Vq € [po,+o0) e q>1,YT € (0,T%).
0 R
(2.58)
De (2.54) e usando o fato de que u?t*=2 < M(T)4+t=2, seque que

T
/ Hum(~,7')||%2(R)dT <00, Yq€lpy,+o0) eq>1,VT e (0,Ty).
0

Observe também que

<

//" (b, ) — B Y (&, 7Y (2, 7)) ddr
0 J|z|<R

s/Bm/mﬁlmﬂ%mﬂmws
0 R

I 1 [
< / B(T)/ uq+a_2(x,7)u§(m,7)dazd7+/ B(T)/ u?(x, 7)dxdr
2 Jo jo|<R 2 Jo <R

e que as duas ultimas integrais sao finitas, por (2.53) e (2.58). Portanto, podemos
concluir que

t
//uq+g_1(x,7)]u$(ac,7)]dxd7 < o0. (2.59)
0 JR

As figuras a seguir foram obtidas através de simulagdes do comportamento
das solugdes na norma L? do problema (2.39), (2.40). Os fluxos considerados sao
b(xz,t) = —sin(z), b(z,t) = —cos(x) e b(x,t) = — tanh(x) respectivamente. Abaixo
seguem as figuras nos casos @ = 2 e K = 1, que correspondem ao caso kK = @

considerado nesta seccao. Estas figuras nos dao evidencias visuais dos resultados
obtidos no caso ¢ = 2, ou seja, obtemos a norma |ju(-, t)HLQ(R).

27



L2-norm of ui-t)

31

308

a1

Figura 4: [lu(-,t)|| 2@ @ =2, k=1
b(z,t) = —sinz

g1l

a7

3B

LZ-norm of ul- )

32

ERLAY

31

(TR
w
fu]
[iz]

2951

0z 04 06 08 1 12 14 1B 18

Figura 5: |lu(,t)|| 2@y @ =2, k=1
b(z,t) = —cosx

L2-narm of uf- 1)

Figura 6: [lu(-,t)|| 2g): @=2, k=1 b(z,t) = —tanhx
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As figuras do perfil das solugoes e das interfaces em x = —5 e em & = 5 para o

problema (2.39), (2.40), com a =2 e k = 1 sao:

Solution values at interface x = -5
o7 T T T T T

06 A
0sf q

04r B

ul-a 1)

03f q

IR0 q

Figura 7: Interface x = —5: a = 2,
k=1 b(zx,t) = —sinz

Solution Profiles

07

06+

05

o4t

u(+5 1)

03p

nz2r

01

Solution values at interface x = +5

02 04 06 08

Figura 8: Interface x
k=1 b(z,t) = —sinz

2F T T T T T T T T =
t=0
181 t=0.50n
t=1.00
167 t=150]]
Lal t=200
12} 1

Figura 9: Perfil da Solugdo: a =2, k =1 b(z,t) = —sinz
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+5 a = 2,




025

02f

015

S )

[INR S

0.0sr

Solution values at interface x = -5

0.2

0.4

0 08 1 12 14 16 18 2

Solution values at inferface x = +5

Figura 10: Interface z = —5: a = 2, Figura 11: Interface z = 4+5: a = 2,
k=1 b(z,t) = —cosx k=1 b(x,t) = —cosx
Solution Profiles
t=0
18r t=0.50
16k t=1.00
' t=1.40
14F t=2.00H

Figura 12: Perfil da Solugdo: « =2, k =1 b(x,t) = —cosz
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Solution values at interface x = -5

Solution values at interface x = +5

08 B o8-
08 B 0B
04 B 0.4r
02r B 0z2r
E g § i
i a2zt J 3 ot
04t B 04t
a6f 1 0Bt
GEL B 08k
1D DIQ lei D‘E D‘E 1I 1‘2 1‘11 1IE 1‘8 2 1D D‘?
t
Figura 13: Interface x = —5: a = 2, Figura 14:

k=1 b(z,t) = —tanhzx

Solution Profiles

Interface =

k=1 b(z,t) = —tanhzx

=0
5l t=050 |}
t=1.00
t=150
t=200
151 .
‘_\5.:
1_ .
05+ .
0 ST foeeeiiiy fais Leeeinns enn
40 8 6 4 2 0 2 4 B &

10

Figura 15: Perfil da Solugdo: « =2, k =1 b(x,t) = —tanhzx
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Vamos mostrar agora a continuidade nos dados iniciais de uma solugao positiva
u(z,t) de (2.46).

Lema 2.5. Seja u(z,t) a solugao suave positiva do problema de valor inicial (2.46).
Entao,

u(z,t) € CO([0, T[, LY(R)), Vpyo<q<ooeq>l1. (2.60)

Prova: Considere a funcao de corte &g, gr,(x) definida em (2.7), os conjuntos
AR, R, © AR, g, definidos em (2.11) e ¢ > 1. Multiplicamos a equagao (2.47)
por qui!(x,t)€R, r,y(x) e integramos em [tg,t] x R. Pela compacidade da regido
de integracao, usamos os Teoremas de Fubini de integracdo. Além disso, como
supp (€ry .o (2)) C [—(R+ M + 1), R+ M + 1], as integrais de fronteira sao nulas.
Assim,

/A g )i~ /t / b, TYut+S (2, 7)€l p, () dedr
Cqlg—1) / /A b(x,ﬂuﬁ%-%x,T>um<w>§Rl,R2<w>dxdT
to R1,Ro
= / uq(m7t0)£R1,R2(x)dx
AR{,Ry
t
“alg—1) / ) /A T )

o [0 [ e, ()

to Ry,Ro

Reescrevendo esta igualdade com um termo apropriado que contenha [3(t) definido
m (2.13), temos

t
/ uq(x7t)£R1,R2(x)dx+Q(q_1)/ 'u(T)/ uq+a_2(xvT)ugr(x>7_)§R1,R2(x)d$dT =
AR| Ry

to ARy ,Ry

= /AR . ul(w,t0)&R, R, (7)d
i /tg/ b, T)uttE (2, 7)€R, g, (x)ddr
Q(q_l)/to /AR . (b(x,r)—ﬁ(r))a%c M

- ERy Ry (x)dzdT
( 77')] &Ry Ry (x)dxdT—

( 7')] fi’h,Rz (z)dzdr.



Usamos as propriedades de médulo, as estimativas (2.15) e (2.17) e o Teorema de
integragao por partes em algumas integrais da identidade acima. Resultando em

t
| e tn m@darate-1) [ utr) [t e o r)n ) dodr <
AR{,Rq

to ARy Ry

< [ wet)nne)ds
AR1 Rg

+¢b(T / / ute (x ,T)ER, R, (z)dzdT
to

R1 Ro

— 1 o
dg-1) / ) [t (o)
q + 2 to IRl,R '

U / B(r) / U+ (2, 7)ER, g, (2)dadr

q—|_§ R1R2

// wIt(x, 7)ER, R, (x)ddr.

Ry,Ro

+
q+O[ t()

t
Note que ¢(q — 1)/ IU(T)/ w2 (z, 7)uZ (2, T)ERy Ry (v)dxdT > 0. Logo,

to ARy Ry

/ uwl(z,t)ER, R, (x)dx S/ ul(x,t0)ER, Ry (2)dz
ARy ,Rq

ARy ,Ry

+qb(T / / uIte (x ,T)ER, R, () dzdT
to

AR, Ry
—1) a
W=D [y [ wrts e, righ, ny e)dear

q + 2 to IR \Ro
alg -1

+(—a> [0 [ g neazar
q + 2 to / 1,R2

+ ud ™ R dzdr.
q+o to /, (z T)le,Rg(x) raT

R1,Rg

Usando as estimativas (2.8) e (2.9) sobre as derivadas da funcao de corte e a
estimativa (2.19) sobre u(x,t), temos

/ (2 1),y (2)d < / W (2, 10)Ery o () i+
ARl!RQ

ARI Ry

+gb(T) M [luol| . R)/ / (2, 7)dadr+

q(q — 1)M1”u0||[2,oo(R) t
q_'_% to

B(r) / (e, 7)dedr

R1,Rg
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a(q — DM uol gy [t
- ) / B(r) / ul (2, 7)dadr
t !

(07
q + 5 0 Rq,Ry
qMa||uol|F t
—i——L ®) w(T) u(x, 7)dxdr.
+ « ’
q to Ry ,Ry

Seja € > 0 dado. Como

/ ul(z,t0)ER, Ry (T)dx S/ ul(x,tg)dx < €,
AR1,R2 |x‘ZR

pois u(xz,t) é limitada em L?(R), logo integravel em L?(R). Seja R3 = R3(e) > 0
suficientemente grande tal que

el
/ ul(x,tg)de < —.
|z[>Rs3 4

Seja R4 = R4(e) > 0 suficientemente grande tal que

eq

T
/ / u(z, 7)dzdr < - .
to J|z[>Ra Alg My (6(T) + D([[uoll £oo ) + 1)]
Seja Rs = R5(e) > 0 suficientemente grande tal que

T 1
/ / ul(z, 7)dxdr < — a
0 Dz, A [ LM (6(T) + 1) (ol oy + 1)

o
2

T
Considere (1 > 0 uma constante suficientemente grande tal que / wu(t)dr < Cy
0

e seja Rg = Rg(€) > 0 suficientemete grande tal que

T 4
/ / u(x, T)drdr < .
to Jla|>Re 4 [QMZCI(”"O%WMH)]
qto

Definindo Ry := max{Rs, Ry, R5, Rg}, temos V R > Ry,
/ uwl(z,t)ER, Rk, (x)dx < €, V Ry > 1.
ARy, Ry
Logo, pelo Teorema da convergéncia dominada, ao Ry — +00, obtemos

/ vi(z,t)ép(x)dx < €, VR > Ry.
|z|>R

Portanto, para € > 0 qualquer, existe Ry suficientemente grande tal que
/ ul(z,t)dx < €, Vig <t<T. (2.61)
|CC‘2R0+1

Assim, para ty € (0,7) e Ry dado acima, temos
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IA
=

”U(',t) - u('?tO)HLq(R) ('7t> - u('atO)HLQ(ERO_H) + ||u(7t) - u('7t0)HLq(B

€
< g + ”u(';t)HLq(B%OH) + HU(-,tO)HL‘I(BEOH)
< £4548

— 4+ -4+ - =€
-3 3 3

Portanto, u(z,t) é continua em tg, para 0 < ty < 7T'. Se top = 0, usamos a desigual-
dade triangular e obtemos

[u(-,t) = uollLawy < [lult) - U0||Lq(§RO+1) + Jlu(-t) — U0||Lq(3§0+1)
1-1 1
< ut) = ol g, ot = ol 2e
< Ce+ 2e,

para [t — to| < n, para algum 1 > 0 suficientemente pequeno e C' uma constante
positiva. Portanto, u(z,t) é continua em ¢, V¢ € [0, T7.
|

2.5 Solugoes Limitadas em L?. Continuidade dos dados Iniciais -
«
Caso k > 5

Lema 2.6. Seja u(-,t) € Ly, ([0, Tx[, L°(R)) uma solugdo suave nao negativa do
problema

w4 (b(x, )u ), = () (uug)a;

(2.62)
u(z,0) = up(z) € LP(R)NL(R), 1< py < oo,
onde o> 0, K > %. Sew e L35 (10, T[], L (R)), onde 0 < T, < oo, entdo
u € Ly ([0, Ty[, LY(R)), Vg€ [py,+o0) e g>1 (2.63)

Prova: Consideremos inicialmente u(x,t) solugao positiva de (4.1). Sejam 0 <
T < T, qualquer e 0 < ¢t < T fixo. Sejam, ainda, ¢ > 0 dado, (r(z) a fungao de
corte definida por (2.1) e ¢ > 1. Multiplicando a equacao

wp + (b(z, H)u™ ), = pu(t) (uus) e (2.64)

por qu?™t(x,t)Cgr(z), integrando em R x [0, ], usando os Teoremas de Fubini e de
Integragao por Partes (pois supp (Cgr(z)) C [—R, R], o que anula as integrais de
fronteira) e reorganizamos as integrais o que produz
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ul(x x\dx — — ' ZETU(H%_IJCTU:L‘T Hdedr
/|ng (z,t)Cr(2)dr — q(q 1)/0 /x|§Rb( ,7) (2, 7)ug(z, 7)Cr(x)dad
_Q/O / b(x, T)uI™(z, 7)) (z)dxdr

lz|<R
q

= /| <r ug(7)Cr(z)dz

g 1) /0 () / T T 7))

- t T wIt Yo Pug(z, 7)o (x)dadr
q/olu()/bﬁlgl% (’)x(v)gR()dd

Para obtermos um controle sobre o fluxo, adicionamos e subtraimos um termo com
B(t), o qual estd definido em (2.13). Obtemos

ullz T)ar - t T wIT2 (e, )2 (z, 7)Cr(x)dzdr
[ e ata=1) [ur) [ e e riateydod

- /IrSR uo(®)Cr(@)da + q/t /Ia:|<R bz, T)ut " (2, 7) (R (x)dudr
_q/ | /|I<R o [uq;afaﬂ] Chy()dadr
-1 [ [ w7 = BN e, 7))

talg—1) /0 5(r) /| 0 {“”“)} () dedr

z|<R 6x q+K

(2.65)

Note que (j(x) nao anula-se na fronteira |z| = R. Além disso, pelas propriedades
da fungao médulo, por (2.16) e (2.17), segue que

/|ng uw!(z,t)Cr(x)dr + q(q — 1)/0 /,L(T)/ W2 (g Y2 (3, 7)) dwdr <

lz|<R

< /zSRug(x)CR(:v)dq:Jrqb(T)/o /|ng W, 7Y (i, 7))+

+ T / wd(z, 7)u(x, 7)|Ch(2)|dedr+
ital )MSR (z, T)u(z, 7)|CR(2)|

atals T) /IzR ul(x, 7)u®(x, 7)|Ch(z)|drdT+ (2.66)

—I—q(q—l)/ B(T)/|<Ruq+’"‘_1(:ﬂ,T)ux(x,T)CR(:E)dwdT

q(q—1)

0
t
+K !
* q+ K b(T)/o /|w§Ruq (z,7)|CR(2)|dzdrT.
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Da desigualdade de Young, temos
B(r)?

x)udt2r—e, .
oy Gala) (2.67)

2B(7) uT" ug| Cr(x) < w7 ugl® Cr() p(r) +

Logo, aplicando (2.18), (2.2) e (2.67) em (2.66), temos

/|ng uw!(x,t)Cr(x)dr + q(q — 1)/0 M(T)/ uq+a_2(x, T)ui(gj77')<R(x)dxdT

lz|<R

t
g K —evV1+x2
< /wSRuo(a:)(R(a:)da:+qb(T)M(T) 6/0 /leRuq(a:,T)e VI dodr

M(T )
3q / / wI(z, 7)e VI dudr
q+a lz|<R

SgM(T)™ —virre, [
+q+7aM(T) (g, T)e VTR 6/ p(r)dr
PO [y [ et oo in(@)dadr

0 |z|<R

B t B(r)2
+q(q2 1)/0 li((T)) /x|SRUq+2H_a(JU,T)CR($)d93dT

— 1)M(T)" t Tz
+—q(q ) a( ) b(T)e/ / ul(x,7)e ¢ e godr.
Q+'§ |z|<R

Assim, somando os termos semelhantes desta desigualdade e aplicando (2.18) e
(2.19), segue que

/ w9(z, ) Cp(x)da + DI
le|<R l2|<R

t
0 g T
< /|x<RUO($)CR($)dx+Qb(T>M(T) 6/0 /|I<Ruq(w77_)e dedr

M(T T2
3q / / w(z, 7)e” VI dadr
q+a |z|<R

3qM (T)~ 5z [t
+7q (7) M(T)"*(z, 7)e” ¢ 1+R26/ wu(T)dr
q+a 0

pdto—2 (z, T)ui (z,7)Cr(z)dxdT

+

q(q —1) /t B(r)?
0

2K—a
5 ) /r|§R ud™ (x,7)Cr(z)dxdr

_ K t
—i——q(q DM(T) b(T)e/ / ul(z,7)e Y 122 g dr.
q+ K |z|<R

q
q+aoa q+K

<le

Como <1, fazendo R — +00 na desigualdade acima, temos
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. t
/ ul(x,t)e v e gy 4 q(q2 D) / w(T) / w2 (z, YUl (x, T)e Y W g dr
R 0 R

t
< /Rug(sn)e_Ev 422 e + qb(T)M(T)“e/O /}RU‘I(LT)e_ev e qrdr

t
+3M(T)ae/ u(T)/uq(x,T)e_“H:”dedT
0 R

(2.68)
e
+(q—1)M(T)”‘b(T)e/0t/Ruq(m,T)e_EmdxdT.
Definimos
S(r) = gb(T)M(TY* +3M(T)*u(r) + (g — L)M(T)6(T)
Sy o MO Cala=DBER | o (269

2 ()
Assim, a desigualdade (2.68) fica

_ t
/uq(:v,t)e_e‘1+x2da:—l—q(q2 1)/ ,u(T)/uq"'a_Q(:E,T)ui(x,T)e_“1+$2d:ﬂd7’
R

0 R
< /ug(az)e“H‘”de—i—
R

t N 2k—a T 2 5
+/0 {Q(q ijm i% +eS<T>]A“q<x,T>eem dxdr  (2.70)

t
= /ug(az)e“Hsza:—k/ S(T)/uq(x,v')e“prx?dmdr.
R 0 R

Em particular, segue de (2.70)

t
/uq(:r,t)e_gvl+x2da:§/ug(x)e_“1+x2dx+/ 5’(7')/uq(:U,T)e_EV1+m2d:UdT.
R 0 R

R
(2.71)
Aplicando o Teorema de Gronwall em (2.71)
/uq(m,t)e_Ev e gy < [/ ud (z)e 1+””2dx} .
R R
(2.72)

" M(T)*%q(q — 1) B(7)?
- exp [/0 5 () +eS(r)dr| .
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Fazendo € — 0 em (2.72), obtemos

1 — t )2
ot laage) < ollagey - o’ (205 arye [Br) )

Vt e [0,T], onde 0 < T < Ty, com 0 < T, < co. Pela arbitrariedade de ¢t e de T,
podemos dizer que

lu(-, )l Law) < +00, VO <t <Te <00 e Vpp<g<oo, com gq>1.

Portanto, as solucoes u(z,t) localmente limitadas e positivas em [0, 7] de (4.1),
sao também localmente limitadas em LI(R), Vpg < g < o0 e ¢ > 1, ou seja,

u(z,t) € Lis ([0, T[, LY(R)), V¢ € [po,o0) e qg>1. (2.74)

Isto que conclui a prova do Lema (2.6) para solugbes u(x,t) positivas. Para u(z,t)
solucao suave nao negativa, consideremos ¢ € CO(R)N L (R)NL>®(R), com p(z) >
0, Vx € R. Seja € > 0 dado e considere

u([f] = ug + €p (2.75)

ull(1) € L (0. 79 L= (®)), (1) > 0
solucao (classica, positiva) de

ug + (b(x, )u™ ), = (uuy)y, z€R, t>0

u(-,0) = ug + €p,

Q
onde k > —. Para € > 0 suficientemente pequeno, temos que u[e](-, t) estd definida

e limitada V¢ € [0,7]. Pelo que mostramos acima, temos
uld(-,t) € LIR),  Vtelo,T],

com
Hu[e](at)‘

onde K,(7T') é uma constante que independe de € (veja(2.73)). Como vale a pro-
priedade da comparagao (2.57), temos

< K, (T T 2.
L‘I(R)_ Q( )7 VtE[O, ]7 ( 76)

0<u(-t) <uld(,t), vtelo,T].
Em particular, segue de (2.76) que

”u('ﬂt)HLQ(]R) < KQ(T)7 Vit e [O7T]7
Concluindo o Lema (2.6).
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Lema 2.7. Seja u(-,t) € L75.([0, Ty, L (R)) solugao suave positiva do problema
o

(4.1), com o> 0, kK > 5 Se w e L ([0, Ty[, L*°(R)), onde 0 < T, < 00, entdo
u € C°([0, Ti[, LY(R)). (2.77)

Prova: Considere uma funcao de corte &g, g, (x) definida em (2.7) e as notacoes
AR, R, € A}zh R, definidos em (2.11), para representar as regides de integracio.
Multiplicamos a equagdo (2.64) por qui~1(z,t)¢g, r,(x), ¢ > 1 e integramos em
[to, t] X R,

t
/ / qut Y (z, 7)ur (2, 7)ER, Ry (v)dzdT
to J ARy, Ry

t
—i—q/ / uqil(.%',T)(b({I},T)uﬁJrl(x,T))foth(l')dxdT
to Y AR, Ry

t

= 0 [ w0 [ ) @ s ) (o) ddr,
to ARy ,Ry

Devido a funcao de corte, a regiao de integracao é compacta. Entao, usamos o

Teorema de Fubini na primeira integral e o Teorema de integragao por partes nas
demais integrais. Observe que supp§(z) C [-(R+ M + 1), R + M + 1], logo as
integrais de fronteira sao nulas.

/ uq(xat)thRz(x)dx_
ARLR2
t
“aa=0) [ [ bt e ua(e, ), o)
to JAR, Ry
t
—Q// b(x,T)uq+“(:v,7)§3217R2(:L‘)d:UdT
to AIRIvRQ
:/ uwl(z,t0)ER, ry ()dx
ARlsz
t
“ala-0) [ u) [ e e e ), mo)deds
to ARy, Ry

o [0 [ e, ()

to R1,R2
Reescrevemos b(x, t) como b(z,t) = b(x,t)—[(t)+S(t), onde 5(t) é dado em (2.13),
com isso, é possivel obter um controle sobre o fluxo b(z,t). Temos

/ (2, Ry o (@) dat
ARl,RQ .
tqlg— 1) / u(r) / WO (2, 72 (0, 7y g (2)derdr
to AR{ Ry

= / uq(x,to)ﬁRhRQ(x)dx +
ARy,Ry
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4 /to / bz, T)uIt" (x,7)ER, g, (x)dzdT

0 uq+“(x77)
q(q—1) /to /AR1 . b(x,T) B(T))é)x [Q‘FH:| &Ry, Ry (¥)dxdT

vata=1) [ 60 [ [ E )] tn oo

t 0 qt+a
o [0 [ o [ )] hmoldaar

0 R1,Rg

Usamos algumas propriedades da fungao modular, as estimativas (2.15) e (2.17)
e aplicamos novamente o Teorema de integracdo por partes. Assim, a identidade
acima fornece

t
/ w9 (z, 8)E gy o (@) dr+ g (1) / u(r) / W2 (2, 7Y (2, 7V py iy (@) derdr
AR Ry

to ARy ,Ry

S / uq(a:, to)le,Rz (a:)dx—i—
ARl Ro
+qb(T / / w2, 7)ER, r, (x)ddT—
to

_ala—1) /t B(r) / T, )y gy () ddr

g+ K
Calg-1) o
e 7 W (7)) ded
q to IR1 Ry

// It (@, 7)ER, R, (x)dzdr.

R1,Ro

+
q+« to

t
Note que ¢(q — 1)/ u(T)/ w2 (2, T)uZ (2, T)ERy Ry ()dzdT > 0. Além
to AR{, Ry

disso, pelas estimativas (2.8), (2.9) e (2.19) segue que

/ wl(z,t)ER, Ry (x)dz < / u?(z,t0)ER, Ry (T)dx
AR{, Ry AR{, Ry

+qb( MlHUOHLoc(R)/ / :L“ T dde
AR, Ry
q(q — 1) My ||uo||} o
+ L /B(T)/ wi(z, 7)dzdr
q+ K to _—
q(q — 1) M |luol|} t
+ Lo (®) / B(r) / (2, 7)dadr
q+K to ,Rl’R2
g My ||luol|F oo t
+L®/ M(T)/ wi(z, 7)dzdr.
q+a to ;2 Ry
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Seja € > 0 dado. Segue da defini¢do de AR, g, dada em (2.11) e do que provamos
no item (i) que

/ ul(x,t0)ER, Ry (x)dr < / ul(x,to)dr < €,
AR17R2

j2|>R

pois u(x,t) é limitada em L4(R), logo integravel em LI(R). Seja R3 = R3(e) > 0
suficientemente grande tal que

6q
/ ul(x,tg)dr < —.
jaf>Rs 4

Seja R4 = R4(€) > 0 suficientemente grande tal que

T 4
ul(x, 7)drdr < .
/| /x|ZR4 (P T < AR OT) + (o + 1)

Seja Rs = Rs(e) > 0 suficientemente grande tal que

T q
/ / ul(z, 7)dzdr < D ¢ .
to Jlz[>Fs A ML (B(T) + 1) (ol oo ) + 1))

T
Sejam C7 > 0 uma constante suficientemente grande tal que / u(t)dr < Cq e
0

Rg = Rg(€) > 0 suficientemete grande tal que

T €4
/ / wl(z, 7)dzdr < .
to /|z|>Re 4 qMZCl(“O”%Wm“)}
o

Definindo Ry := max{Rs, R4, R5, R}, temos VR > Ry

/ ul(z,t)ER, r,(x)dz < €, V Ry > 1.
AR1,R2

Segue do Teorema da convergéncia dominada, ao Ry — +00, que

/ ul(z,t)Ep(z)dr < €, VR > Ry,
|lz[>R

onde &r(x) é a funcado de corte definida em (2.10). Portanto, para € > 0 qualquer,
existe Ry suficientemente grande tal que

/ ul(z,t)dx < €, Vig<t<T e Vgq€ [py,+00) (2.78)
|z[>Ro+1

Assim, para ty € (0,7) e Ry dado acima, temos
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HU(,t) - u<'7t0)HLq(R) < HU(,t) - u<'7t0)HLQ(§RO+1) + HU(,t) - u('vt())HLq(B%O_'_l)

€
< gl s, )+ lut )loasg ) < e

Rg+1 Ro+1

Portanto, u(z,t) é continua em tg, para 0 < ty < T. Se to = 0, usamos a desigual-
dade triangular e obtemos

lu(-,t) —uollpamy < flu(-,t) - UOHLq(ER()H) + [Ju(-, t) — UO”LQ(B;{()H)

1-1 1
. — P_ . — L <
Hu( 7t) UOHLOO(BRO+1)HU( ?t) UO”L1(3R0+1) + 26 — €.

IN

para |t — to| < J, para algum 0 > 0 suficientemente pequeno. Portanto, u(x,t) é
continua em ¢, Vt € [0,T[. O que conclui o Lema (2.7).
|

Observagao 2.2. Pela desigualdade (2.70) e por e e < 1, seque que

-1 t
WD [ ) [ (e md e, mye T dads
0 R

2Kk—a

t
< /ug(:v)e_evl+m2dx+/ M(T)
R 0

_ 2
- q(q —1) B(7) /uq(zﬁ)e—emmm
R
t
+6/ S(T)/uq(:c,r)dxdr
0 R

2 ()

(2.79)

Provamos em (2.79) que [[u(:,t)||par) < +oo. Logo, fazendo € — 0 em (2.79),
obtemos para todo 0 <t <T < T, < 00,

q(q—l)/o ,u(T)/RuquO‘_Q(x,T)ui(x,T)dxdT <

2
M(T)*q(q—1) [* B(r)?
el A= LT T

< luollpaqr) +

Como u(t) € uma fungdo continua e estritamente positiva, podemos assumir que
wu(t) < C, para alguma constante C' > 0 em [0,T]. Logo, concluimos que

T
/ /u<1+a2<m77-)u3:(x,7')dxd7' < 00, Yq€lpy,+oo) e q>1, YT €(0,T,).
o Jr
(2.80)
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De (2.18), temos uit®™2 < M(T)7*2 < oo, por (2.74). Assim, de (2.79) resulta

T
/ Jua (P Eaydr < 00, Va€lpo,+00) € q>1,  ¥T€(0,T).
0

Observe ainda que

<

t
/ / (b(z,7) — B a2, Tug (@, 7)) dadr
0 J|z|<R

t
g/ B(T)/UQ+Hl(l‘,T)’Ux(l‘,T)’dﬂZdTS
0 R

1

t
< / B(T)/ w2 (g, )2 (z, T)dedT+
2 Jo |z|<R

1 t
+/ B(T)/ w25 (g 7Y dxdr.
2 Jo lz|<R

Note que as duas ltimas integrais sdo finitas, por (2.73) e (2.80). Portanto,

t
/ /uq+”1(x,7)|ux(a:,7')|d:cd7' < 00.
0 JR

Pelo mesmo método e software computacional citados acima, obtemos as figuras
(no caso = 1 e k = 4) que simulam o comportamento da solugao u(x,t) na norma
L? do problema (2.39), sob a condicio inicial (2.40).
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L2-norm of ul- 1)

2-norm of u- t)

315

hut

I ug91,

29
o 02 04 06

Figura 16: [lu(-,?)[|p2gy: =1, k=4 Figura 17: [lu(-, )| pogy: =1,k =4
b(z,t) = —sinz b(x,t) = —cosx

2-norm of uf- t)

(ST

Figura 18: |lu(,t)|| p2g): a =
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Abaixo seguem as simulagoes do perfil das solugoes e das interfaces em z = —5 e
em x = 5 para o problema (2.39), (2.40), onde b(x,t) = —sin(x), b(x,t) = — cos(z)
e b(x,t) = — tanh(x) respectivamente, com o =1 e k = 4.

Solution values at interface x = -5 Solution values at interface x = +5
o5 T T T T T T T T T 05 T T T T T T

045+
04t
03
03t
Euzs-
5
0zt
LRSS
o1p

0.05 -

Figura 19: Interface z = —5: a = 1, Figura 20: Interface z = 4+5: a = 1,
k=4 b(x,t) = —sinz k=4 b(z,t) = —sinz

Solution Profiles

351 t=0 H
t=0.80
t=1.00

I t=150]
t=2.00

25t g

= 2f ]
=

15k .

Figura 21: Perfil da Solugao: a =1, k =4 b(z,t) = —sinz
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Solution values at interface x = -5 Solution values at interface x = +5
n7 T T T T T T

06

05+

0.4

u+51)

03r

02r

o1r

Figura 22: Interface x = —5: a = 1, Figura 23: Interface z = 4+5: a = 1,
k=4 b(z,t) = —cosx k=4 b(z,t) = —cosz

Solution Profiles

=0
t=050
251 t=1.00]]
t=150
t=200
2_
=15) .
=
1_ .
0st .
0
a0 B FEET:|

Figura 24: Perfil da Solugao: a =1, k =4 b(x,t) = —cosx
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Solution values at interface x = -5
035 T T T T T T T T T 035

Solution values at interface x = +5

Figura 25: Interface x = —5: a = 1, Figura 26: Interface x

k=4 b(z,t) = —tanhz k=4 b(x,t) = —tanhz

Solution Profiles

t=0.80
t=1.00
t=1.40
t=2.00

k)

|~ N

a

Figura 27: Perfil da Solugdo: a« =1, k =4 b(x,t) = —tanhz
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2.6 Solucgoes Limitadas em L?. Continuidade dos dados Iniciais -
Caso 0 <k <5

Sejam u(-,t) € Lis.([0, Tx[, L>(R)) solucao suave do problema de valor inicial

e+ (0 )y = (1) ()e; w €R, 150
(2.81)
u(z,0) = up(z) € LP°(R) N LP(R); 1< py < o0,

e
ondea>0e0< k< b} sao quaisquer. Iniciaremos esta seccdo mostrando que a
solugao u(z,t) de (2.81) estd LY(R), V0 < ¢t < T, com suposicoes distintas sobre
b(x,t), consideradas até o momento. Vamos supor que b(z,t) satisfaz, além da
hipétese (H1), em (2.12), e (2.15), descritas capitulo 2, a seguinte condigao sobre
a derivada espacial de b(z,1):

ob
%(xﬂ—)

onde K;(T) é a constante que depende apenas de T, que é tal que 0 < T' < T.
Neste caso, provaremos que u(-,t) € LY(R) para ¢ > pg e ¢ > 1.

< Kq(T), (2.82)

Lema 2.8. Seja u(-,t) € L5 ([0, Tx[, L°(R)), u(-,t) > 0, 0 < T} < oo, solugdo do

loc
problema (2.81). Se vale a hipdtese (2.82) acima, entdo temos

u(-,t) € LY(R), V0 <t<T, (2.83)
para cada q € [pg, 0|

Prova: Seja T €]0,T.[ qualquer (mas fixo no que segue). Mostraremos que
u(-,t) € LYR), V0 <t <T. Seja, M > 0 dado por (2.18).

Caso I: u(-,t) >0,VO<t<T.
Considere a funcao de corte (g(x) definida em (2.1). Multiplicamos a equagao

wp + (b2, )u™ ), = pu(t) (uus) e (2.84)

por qu(z,t)? 'Cr(x) e integramos em R X [to, t], onde t €]0,T] e ty €]0, [ sdo dados
e 0 <k < —. Obtemos

(6%
5 t
/ u(z, 1) Cr(x)dr + q(q — 1) / / w(z, 7)1 202 (2, 7)Cr(x)dadr =
|z|<R to J|z|<R
t
— [ wleto)uode —q [ [ eyt o)) dodr+
lz|<R to J|z|<R

talg—1) /t /| KRu(:U,T)q+“_1b(x,T)ux(x,T)CR(:E)dxdT—l—

t
g / / w(, )b, 7)Cly () dadr,
to J|x|<R
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ou seja,

/ u(z, t)*Cr(x)dz 4+ q(g — 1) /t/ (e, 7)1 (@, 7)CR (2) dadr =
lz|<R to J|z|<R

_ —+a 1

= /|x|<R u(x, tg)!Cr(x)dx + q+a/ /x<R x, )T (p(x)dxdr

4 tu:z: qta T
/to[m) Cpl@)] ="

_q+a

+q(g—1) /t: /:v|<R ;x {W} b(z, 7)¢r(z)drdT+

+q /t: /|x|<R u(x, T)qub(a:, T)C;%(]I)dl’dT

Aplicando novamente o Teorema de Integracido por partes, temos
t
[t tica@dn s ate-1) [ [ uler)re e r)alodedr -
|z|<R to \M<R
= u(z,t0)Cr(z)dx + / / u(z, 7)1 (2)dxdr
/|x|<R q + @ lz|<R

4 tu:z: qta T
/to[m) Cpl(@)] ="

_q+a

q_l T, T +r T, T xTaT—
P / [ el )Gt (2.86)

q - 1 / / gtk
—_— u(x, 7)) b(x, 7) R (z)dodT+
q+K Jiy Jjz|<R R

(2.85)

+q\/t: /|x|<R’LL((I}’T)qJF/ib(w,T)C}%(x)dxdT

Pelas propriedades de médulo e pela hipdtese (2.82), a identidade (2.86) fica
t
/ (@, )9Cn(x)dz + g(g — 1) / / (@, 7202 (2, 7)) dadr <
lz|<R to \x|<R
< / u(z,to)!Cr(x)dx + / / u(z, 7)Y (z)dedr+
|z|<R q + o |z|<R

t
o | @] ar

— 1)Ky (
NREAL At S S alg it / / w(x, 7)1 r(x)dodr
q+K to J|z|<R
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q - 1 q+K
+ /to /x|<R z,7)b(z, T) (R (x)drdT+

q+kK
t (2.87)
—i—q/ / u(z, 7)7 0 (2, 7) (R (z)dadr
to J|z|<R
Observe que se ao invés da hipdtese (2.82), tivéssemos
ob
—(x,t) >0, VeeR, t>0, (2.88)
Ox
entdo, de (2.86) acima, teremos
t
/ u(z, t)¢r(z)dx + q(q — 1)/ / u(z, )22 (2, 7)Cp(z)dedr <
lz|<R to J|z|<R
< u(z,t0)?Cr(x)dx + / / u(z, 7)1 (2)dedr
/|:c|<R q + @ lz|<R
t
q +a 4 =R
b | @)l i
(2.89)

q _ 1 / / gtk
u(x, 7)) (2, 7) R (z)dodr+
q+K to J|z|<R R

t
—i—q/ / u(z, 7)7 0 (x, 7) (R (z)dzdr,
to J|z|<R

t
pois / / w(x, 7)1 b, (z, 7)Cr(x)dzdr > 0. Note que a estimativa (2.89) é
to |1“<R

tao util quanto a estimativa (2.87) acima. Ambas produzem os mesmos resultados
finais, tanto na demonstracao deste resultado quanto no seguinte (Lema (2.9)). Em
particular, se assumirmos a hipétese (2.88) como verdadeira, entdo os Lemas (2.8)
e (2.9) sao verdadeiros sem precisarmos da hip6tese (2.82). Ou seja, os Lemas (2.8)
e (2.9) sao verdadeiros apenas com a hipétese (2.88).

Assim, aplicando (2.15) em (2.87) teremos

/ u(z,t)ICr(z)dr < / u(x,to)!Cr(x)dx+
lz|[<R |1:|<R

:c 7' q+°‘ C" dxdT+
ot /| ()|

/t p(7) [u(B, )T CR(R)] + u(=R, 7)™ |Cr(—R)[] dr

+
q+a

cda= 1) /tb(T)/ u(a, 7)) | dadr+

q+r Jt lz|<R
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q(g—1)
q+kK

q+rK|
+q/t0 b(7) /leRu(:U,T) ()| dadr

Logo, aplicando as estimativas (2.2), (2.18) e (2.19), segue que

K (T) // w(z, 7)1 R (x)dwdr+
to J|z|<R

/ u(z, t)ICp(z)dr < / u(z,to) ¢ r(x)dz+
|z|<R

|z|<R
Moc 2
/ / u(z, 7)9e” a2 o dr -
(H‘Oé to lz|<R
2qe2 M+
—|—q€e€R/ p(r)dr + eqb(T / / w(z, 7)e" VI dudr 4
q+« to to J|z|<R
—1
+6q(q )b(T / / u(z, )% 6\/Higﬁda;dT—i-
q+K to J|z|<R
— 1)Ky (
+q(q ) K ( / / (z,7)e —eVI+e? 1o,
q+K to |x|<R

(2.90)
Note que utlizamos (g(z) < e~V Tomaremos C' > 0 uma constante tal que

t
/ wu(T)dr < C. Assim,

to

a2 2qe2MateC
/ u(x,t)Cp(z)de < / w(z, to)le V1 dg + S M emeRy
|z|<R lz|<R qg+o

t
+Ko(M,T; e)/ / w(z, 7Y~V dadr,
|z|<R

(2.91)
paratodo R >0,0<e<1,0<ty<t<Te KyM,T;e) dado por
— 1)Ky (T)M*+ MeC —1)b(T)M*"
Ka(M, T ¢) = 4= DET) +e (6‘] 1 dg= Do) —i—qb(T)M“) .
q+K q+«a q+K
(2.92)

Fazendo ty — 0, obtemos

T2 2qe2M1HC
/ u(x,t)Cp(z)de < / ug(z)le € Wra?gy ¢ €5 ¥ o—eRy
|z|<R |z|<R qg+ao
t
+Ko(M,T; e)/ / w(z, 7)YV dadr,
lz|<R
(2.93)

para todo R > 0,0 < e < 1et e [0,T]. Considerando e V" < 1 na segunda
integral e fazendo R ,* +00 na desiguadade (2.93), temos
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/u(:c,t)qe“HxQdaf g/
R

t
up(x)ldx + Ko(M, T e)/ /u(gc,v')qeev 422 dydr,
R 0o JR

(2.94)
para todo t € [0,7] e 0 < € < 1. Pelo Teorema de Gronwall, segue que
/ u(z, )le VI de < lug| ], g 2T, Ve [0,T). (2.95)
R
Fazendo € — 0 em (2.95) obtemos
q =L g (T)M S+
; > 0 ) ) . .
u(z,t)dx < |ju HL‘Z(R)qum Vtel0,T] (2.96)
R
Ou S€j&, U(,t) € LQ(R)’ qec [p()a 00]7 Vit e [O7T] e
g—1 K+1
lu Dllgagey < lwollagey est=" "M vee 0T (207)

Pela arbitrariedade de T' €0, 7], temos (2.83).

Caso II: u(-,t) > 0 e limitada em [0, 7.
Considere ¢ € CO(R) N L} (R) N L°°(R), com ¢(x) > 0, Yz € R. Seja e > 0 dado e
considere

u[oe] = ug + €p (2.98)

ald(,t) € Lo ([0, T L2(R)),  wld(,t) >0

loc
uma solugao (cldssica, positiva) de
ug + (b(z, )u ), = (u@uy)s, reR, t>0
(2.99)
u(-,0) = up + €p

Para € > 0 suficientemente pequeno, temos que u[d(‘,t) estd definida e limitada
Vt € [0,T]. Pelo Caso I, considerado acima, temos

W, t) e LYR),  Vtel0,T],
com
(Io]

onde K,4(T) é uma constante que independe de e. Como vale a propriedade da
comparacao (2.57), temos

< K, (T T 2.1
L‘I(R)i (1( )7 VtE[O, ]7 ( 00)

0<u(-t) <uld(,t), Vvtelo,T]. (2.101)
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Em particular, segue de (2.100) que

”u('ﬂt)HLQ(R) < Kq(T)7 Vie [O7T]7 (2'102)
[ |

Observagao 2.3. A prova acima mostra que, para cada T €10, T,[, temos

K1 (T)M'i+1t

lul )l ey < lutoll agey €77 vt e[0,T], (2.103)

para cada q € [po,o0| (e, em particular, também para q = o0), onde K1(T) € a
constante dada em (2.82), com M = M(T), definida em (2.19).

Lema 2.9. Seja u(-,t) € Ly ([0, Tx[, L°(R)), u(-,t) > 0, 0 < T\ < 00, solugdo su-
ave positiva do problema (2.81), com u € CO(Rx]0,T.[) ¢ 0 < k < %. Suponhamos
que vale (2.82) para algum T > 0 dado. Entdo, para cada q € [po, o[, temos

u(-,t) € ([0, T.[, LY(R)). (2.104)

Prova: E suficiente mostrar que dados T €10, T.[ e € > 0, existe R, = R(e,T)
suficientemente grande tal que

luCs Ol pacps, o) <€ YEE[0,T]. (2.105)

Além disso, pela propriedade de comparagao (2.57) podemos mostrar apenas o caso
em que a solucao é cldssica positiva. Para facilitar a visualizagao do argumento,
utilizaremos as notagoes Agr, g, € A;%h R, dadas em (2.11). Multiplicamos a equacao
(2.84) por qu(w,t)q_lthRZ, onde u(-,t) > 0 é uma solucdo suave positiva, £g, r,
é a funcao de corte definida em (2.7), e integramos em R x [to, t], onde to €]0, [,
com t e T dados arbitrariamente, mas satisfazendo 0 < ¢t <T < T, temos

/ u($7t)q§R1,R2(‘T)dm+
ARl Ro
t
_ qt+a—2 2 drdr =
+Q(q 1) /to M(T) /AR1 o u(l’,T) (.1‘ T)€R1 RQ( ) rart

= / u(a;,to)qﬁRth(:c)dx—i-
ARl Ro

o ), / ) u(z, )17, g, (v)dedr+ (2.106)
0

0 [u(x,7)1tr
+q(q—1) /to /AR1 . b(xﬂ')% [q—l-/i} le,Rz(l“)dedTJf

+q/t / +”b(:c,7)§}3hR2(:c)dxdT
0

Rl Ro
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Logo,

A WWWM&@WS/ u( to) €, oy () i+

ARy, Ry

// w(a, )R, g, (x)dodr+

R1,Rg

_'_
q+a t()

+q /to/ u(z, 7)1 (x, T)le R, (T)dxdT—

Nt (2.107)
S / f
dxdr—
0t n Julu u(x, 7) 5R1,R2($) rdT
(x,T)u(x, T ¢RI R dxdr
el M e L LA

Pela hipdtese (2.82), pelas estimativas (2.8), (2.9) e (2.18) e considerando C' uma
constante positiva tal que u(t) < C em [tg, t], temos

/ w(x, t)9€R, ry (x)dx S/ u(@, t0)€R, ry (x)dx+
ARy ,Rq

ARy ,Ry
MeMyC — 1)b(T)M{M"F ¢
+ [q 22 4 gb(T)M* M, + alg ~ DO(T) My ] / / w(z, 7)drdr+
q+a q+kK to J A, Ry
q(q — )M*K (T

:c T fR R dxdr
o Z;AMRQ (@)
(2.108)

para todos 0 < tg <t < T, Ry > 0e Ry > 1. Fazendo tg — 0 e lembrando que
§R1,R, < 1, obtemos

/ u(a:,t)q§Rl7RQ(m)da: < / uo(x)qulyRQ(a:)d:c +
ARy Ry ARy, Ry

t
K(M, T)/ / uwl(z, T)dzdr,
0 ARl,RQ

(2.109)

para todo t € [0,7], onde

qM°M,C © gb(T)MM" + q(q — 1)b(T) My M" N q(q — 1)M"K(T)
g+ q+rK qg+kK )

K(M,T) =

(2.110)

Assim, em particular, segue que
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t
/ w(x, t)¥€R, ry(z)dz < / ug(z)%dx + K (M, T)/ / uwl(z, 7)dxdr
AR17R2 \m|>R1 0 ‘I|>R1

T
< / uo(z)?dr + K (M, T)/ / uwi(z, 7)dxdr
|z[>R1 0 |z|>R1

para todo t € [0,T] e todos Ry > 0 e Ry > 1. Fazendo Ry / 0o, temos

T
/ u(z, t)ldr < / uo(z)%dx + K(M,T) / / ul(z, T)dxdr
\x|>R1 \m|>R1 0 |I|>R1

para todo t € [0,T] e todo Ry > 0. Logo, dado € > 0, tomamos R; > 1 suficiente-
mente grande tal que

T

/ up(x)dx + K (M, T)/ / ul(z, 7)dedr < €, (2.111)

|1“>R1 0 |1“>R1

onde K (M, T) esta dado em (2.110). Portanto,

/ u(z, t)dx < €9, vVt e [0,T],
|z|> Re

onde R. = R; + 1, com R; > 1 satisfazendo (2.111) acima. Concluindo, assim,
a prova de (2.105) para solugoes u(x,t) > 0. O principio de comparacao (2.36)
nos garante a validade de (2.105) para solugbes fracas quaisquer nao-negativas,

u(z,t) > 0. Temos u € C°([0, Ty[, Li,.(R)), entdo, de (2.105), segue que

u(-,t) € C°([0, T, LU(R)), Vg € [po, o0l.
Concluindo a prova da proposicao (2.9). |

Apresentamos a seguir as simulagées numéricas que descrevem o comporta-
mento das solugdes na norma L? do problema (2.39) sob a condicdo inicial dada
em (2.40). Abaixo seguem as figuras para a« =4 e kK = 1.
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L2-norm of ul- 1)

2-norm of uf- t)

It

Figura 28: [lu(-,t)||2r) a =4, k=1 Figura 29: [lu(-,?)[| o) o =4, k=1

b(z,t) = —sinz b(xz,t) = —cosx
L2-norm of uf-t)
3.6 T T T T T T T T
351 B
34+
o433
E 32
31
sl
n] UIZ UI4 U‘E UIE 1‘ 1 IZ 1 Ill 1 IE 1 IS 2
t
Figura 30: |lu(,t)||;2®) @ =4, k=1 b(z,t) = —tanhz
As simulagbes correspondentes ao perfil das solugoes e das interfaces em z = —5

e em x = 5 para o problema (2.39), (2.40), com a =4 e k = 1 sdo dadas a seguir
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Saolution values at interface x = -5 Solution values at interface x = +5
o7 T T T T T T T T T T T

06

0sf

04r

ui-5 1)

03

n2r

[INR S

Figura 31: Interface x = —5: a = 4, Figura 32: Interface z = +5: a = 4,
k=1 b(zx,t) = —sinz k=1 blz,t) = —sinz

Solution Profiles

t=0
1.6 t=050

t=1.00
1.4F t=160H

t=200
12¢ g
1_ .

S gl ]

06k .
0.4k .
02k g
0 ;
A0 8 g8 10

Figura 33: Perfil da Solugdo: a =4, k =1 b(z,t) = —sinz
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Solution values at interface x = -5 Solution values at interface x = +5

o7

nef

nsp

04

ui-5.t)

03p

02f

o1r

Figura 34: Interface x = —5: a = 4, Figura 35: Interface z = 4+5: a = 4,
k=1 b(z,t) = —cosx k=1 b(z,t) = —cosx

Solution Profiles

=0
161 t=0.50 ]
t=1.00
1.4F t=150H
t=2.00
1.2F -
1_ .
= nal -
06¢ -
0.4} .
D2} .
0 ; X
A0 8 g 10

Figura 36: Perfil da Solugao: a« =4, k =1 b(z,t) = —cosx
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Solution values at interface x = -5

08

0B

n4f

02f

nz2k

04k

nel

o8l

u+51)

Figura 37: Interface x = —5: a = 4,

k=1 b(z,t) = —tanhzx

0gr

0E -

o4t

02r

nz2k

04k

NG+

nak

Solution values at interface x = +5

Figura 38: Interface x

k=1 b(z,t) = —tanhzx

Solution Profiles

1.8F

161

1.4F

1.2F

=0 I
t =050
t=1.00
t=1.50
t=2.00

Figura 39: Perfil da Solugdo: a« =4, k =1 b(x,t) = —tanhz
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2.7 Teorema da Comparacao

Daremos uma prova do Teorema da Comparagdo para a Equacao de Fluidos
em Meios Porosos n-dimensional. Tal Teorema é imprescindivel para provarmos os
Teoremas que garantem a limitacao da norma do sup de u(x,t), solugao de (1.1),

(1.2), que nos propomos. No nosso caso, n = 1.

Teorema 2.1 (Teorema da Comparagao). Sejam ug, vo € L°(R"™) ndo negativas
com 0 < up(z) < vo(z) gt.p. x € R" e vp(z) > w(z) qt.p. z € R”, com w €
COR™") NL®(R) e w(z) >0, Yz € R. Sejam u(-,t), v(-,t), 0 <t < T, solucdes de

(4) { up + div(?(g,t,u)) = div(u*Vu)
u(-,0) = up

(i) v+ div(?(g, t,v)) = div(v*Vv)
v(+,0) = vo ’

respectivamente. Entao,

vy > UQ = v(z,t) > u(z,t), VzeR" e VO<t<T.

Prova: Considere § > 0 pequeno, R > 0 e as seguintes fungoes

Hw=H(5) = H{;(u)z%H(%).

e~V 1+z2 e*\/ﬁ, |£‘ <R

Cr(z) =
0, || > 0.
a-+1
! u>0
0, u<o0
0, z| > R
\IJ(EJ) =

Cr(z)Hs [P(u(z,t)) — Po(z,1))], |z < R.

Temos P'(u) = u®, ¥ € COR" x [0, +c[) e

0, u(z, t) < wv(z,t)

\II(£7 t) =

Cr(z)Hs [P(u(z, 1)) = P(u(z,1))], ulz,t) > v(z,t).

Além disso,

(2.112)

(2.113)

V¥(z,t) = VCr(z)Hs(P(u) = P(v)) + Hs(P(u) — P(v))Cr(z) - V(P(u) = P(v))
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Tome T > 0 fixo e M = M (f ) uma constante que limita u. Esta constante estd
bem definida, pois u é solugao fraca limitado da equacao (2.112), (7). Ou seja,

~

[u(, )| poemny < M(T),  0<

)

o~

<T.

Note que

~

[oC, D)l @ny < llvollpoe@ny,  0<t<T.

Considere ainda T fixo, 0 < T < Tea seguinte regiao do espago tempo Qrr =
Bpr(0) x [0,T]. Para cada t > 0, considere os seguintes funcionais:

(ug, ) = Rnf(z,t,U(@t))'Vso(g)dz—

_ /n |u(z, t)|*Vu(z,t) - Vo(x)dx

(vt,0) = Rnf(z,t,v(%t))-vw(@dg—

- [ a0Vt 0 Velade

onde ¢ € CY(R™), ¢ € H. (R"). Usaremos ¢(z) = ¥(z,t), onde t > 0 estd fixo.
Entéao, pela definicao de ¥, temos

(un, (1)) = /| L H (P~ POt Fnlae
T / HI(P(u) — P))Cr() (2t u) - V(P(u) — P(v))de
|z|<R
- /M Hy(P(u) — P(0))]ul*Vu - Vp(z)de
-/  HP() ~ PO Cala) V- V() — ()

Lembre-se que estamos considerando v > 0, entao, pela definicao de P, temos
a+1
P(v) = 1 > 0. Com isso, os integrandos acima sao nao nulos apenas quando
a
u > v > 0. De fato, se u > 0 e u < v, temos P(u) — P(v) < 0. Logo, Hs(P(u) —
P(v)) = 0. Assim, quando v > 0, |[u|* = u® = P'(u). Com isso, u*Vu =
P'(u)Vu = VP(u). Isto nos d4 uma nova expressao:

62



+ / HY(P(u) — P(0))Cr(@)f(z, t,u) - V(P(u) — P(0))de
Ruyv

- /R Hs(P(u) — P(v))V P(u) - VCp(z)dz

- /R HY(P(u) — P(0))Cr(2)VP(u) - V(P(u) — P(v))dz.

Onde,

/ g(z)de = / o) dz.
Ruy,v {@|<R}ﬂ{u>v>0}

Pelo mesmo argumento
<Ut7 ‘Il(v t)> = R H(;(P(U) - P(,U))f(ga L, U) ' VCR(E)dl

+ [ HP) = P)Cr(@) (et 0) - V(P() = P(0)da
- /R Hy(P(u) — P(0))VP(v) - Ven(z)da

-/, Hj(P(u) = P(v))Cr(z)VP(v) - V(P(u) = P(v))dz.

Fazendo a diferenca dessas identidades, obtemos

(ug — v, (1)) = i Hs(P(u) = P(0))[f] - V(r(z)dz

/. Hj(P(u) — P(v))Cr(z)[f] - V(P(u) = P(v))dz

/. Hs(P(u) — P(0))V(P(u) — P(v)) - V¢r(z)dz

- | HY(P@) ~ PW)C(@) T (P() ~ P(0)Pda

Como : Hj(P(u) — P(v))Cr(z)|V(P(u) — P(v))[2dz > 0, temos
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(ug — v, U(-, 1)) < : Hs(P(u) = P(0))[f] - +V(r(z)dz

/. Hi(P(u) — P(v))Cr(z)[f] - V(P(u) — P(v))dz —

~ /. Hs(P(u) — P(v))V(P(u) — P(v)) - V(r(2)dz,
(2.114)

onde [f] = f(z,t,u)—f(z,t,v). Note que (ug—vy, ¥(-, 1)) = (ug, U(-, t))—(vg, U(-, )).
Analisaremos cada um destes termos. Da teoria de distribuicoes, temos

(ur, U (-, 1)) :/R u(z, ) Hs(P(u(z,t)) = P(v(z,1)))Cr(2)dz.

Observe que o integrando é uma funcio L', pois Hs anula a regido onde u nio é bem
comportada. A intencdo é eliminar a derivada no tempo de u. Entéo, integramos
na variavel tempo, com t € [0, 7] e usamos Teorema de Fubini.

T T
/ (wn, U( )t = | Cala) / wi(z, ) Hy(P(u(z, £)) — P(o(z,t)))dtdz.
0 0

Ru,v

A ideia inicial era aplicar integracdo por partes, mas isso ndo nos levou a conclusio
alguma. Entao, note que,

u(z,t)
gt/ Hs(P(z) — P(v(z,t)))dz =

Vr
u(z,t)
= Hs(P(2) — P(v(z,t)))us(z, 1) —/V H§(P(2) — P(v(z,t)))dz P'(z)v
onde
Vi = Vipin(R) = O<iItlf<0 Vi(z,t) >0
o] <R
Logo,
u(z,t)

HA(P() ~ P =5 [ HiPL) - Plo))a:

u(,t)
+/ H§(P(2) — P(v))dz P'(2)vy.

Substituindo, obtemos

T T 5 rulzt)
/0 Hs(P(z) — P(v))udt = /0 pn /VR Hs(P(z) — P(v))dzdt+
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T ru(zt)
+ / H§(P(2) — P(v))dzP'(2)vdt
o Jvg
(z,T)

u(z,0)

- /“ ~Hy(P(2) — P(o(z,T)))dz _/ H;s(P(z) — P(v(z,0)))d>
v

Vr

T ru(zt)
+/0 /VR H35(P(z) — P(v))P'(2)vedzdt

Observe que o intervalo de variagao de z é [vg,ug] e, além disso, ug < vy, Vg > 0
e u > v. Logo, P(z) — P(vg) < 0 e com isso
up

H(;(P(z) — P(Uo))dz =0.
Vr

Assim, eliminamos o termo u;. O termo v; ndo nos causa transtorno, ja que v; é
bem comportada. Temos entao

u(z,T)
CR(HT)/V Hs(P(2)) — P(v(z,T)))dzdx

T
/0 (g, U (-, 1))t =

Ru,u

T ru(zt)
+ RH,UCR@) /0 /V ) H}(P(2)) — P(v))P' (v)vdzdtdz

Ou seja,

T u(z,T)
/0 (g, W (-, 1))t = /R e / Hy(P(2)) - P(u(z, T)))dzdz

Vr
T u(z,t) ) ,
+/0 - Cr(z) /VR H3(P(z)) — P(v))P (v)vidzdzdt

Agora vamos computar (vy, ¥(-,t)). Da teoria das distribui¢oes segue que

T T
/0 (0, U D)t = / [ Calw)ote, O Hs(Pu(a. 1) = P(o(e. )dzds

T
= CR(UC)/O ve(z, t)Hs(P(u(z, t))) — P(v(z,t)))dtdz

Ru,v

Note que H3(P(z) — P(v))P'(z) = dilz (Hs(P(z) — P(v(z,t)))). Logo,

u(x,t) u(z,t)
/ HL(P(2) — P(0))P'(2)dz = / d
Vr

(P(u(z,t)) — P(v(,1))) — Hs(P(Vr) — P(v))

(H5(P(2) = P(v(z,1)))) d=

— Hj
= Hs(P(u(z,t)) — P(v(z,t))),
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pois

Vg = infou(z,t) <wv(x,t) = P(Vg) — P(v) < 0= Hs(P(Vg) — P(v)) =0.

Assim,

T T u(z,t)
/ (v, U (-, ))dt = CR(ar)/ v (z, t)/ Hy(P(z) — P(v))P'(2)dzdtdx
0 Ruo 0 Vi

T (2.2)
:/ CR(JU)/ H§(P(2) — P(v))P'(2)v(z, t)dzdzdt.
0 Ry Vr

Como

T T T
/O (g — 00, W, 1)l = /O (g, W D)t~ /O (v, W (-, ),

obtemos

u(z,T)
CR(SC)/V Hs(P(z) — P(v(x,T)))dzdz+

T
/ <ut _Uta\P('at»dt:
0

Ru,v

T (z,t)
+/ CR(IE)/ H§(P(2) — P(v))(P'(v) — P'(2))dz vz, t)dtdz.
P o (2.115)

Considere as seguintes fungoes

Fs(u,v) := Vu Hs(P(z) — P(v))dz, Vu,veR.

Gs(u,v) := vu H§(P(z) — P(v))(P'(2) — P'(v))dz, Vu,v eR.

Com estas fungoes e com os resultados (2.114) e (2.115), temos

T T
[ tw—vvemar < [ [ H(@P@ - PO Verle)dader
0 0 JRun
T
+ / HY(P(u) — P0))Cr(@)lf] - V(P(u) — P(v))ddi—
0 Ry,
T
- /0 [ Hi(P() = @)V (P(u) = P(0) - Ven(a)dzr

E, por outro lado,
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T u(z,t)
/ (g — v, W (- 1))t = gR(x)/ Hs(P(2) — P(o(z, T)))dzdz +
0 Ruw Vr

T (z,t)
4 / Crl2) / HY(P(2) — P(0))(P'(v) — P(2))dzvn(z, t)dxdt =
0 Ry Vr

=/ Cr(2)Fs(u(z, t),v(z, t))de +

T
[0 ] cn@Gstute ), vt 0)vte, et
0 Ry v

Assim,

T
/0 [ y(P(w) — P)If] - Ven(a)dadt +
. u,v
+ / HY(P(u) — P(0))Cr(@)lf] - V(P(u) — P(v))dzdt —
0 Ry v
T
- / [ Hi(P(u) = P@)T(P() = P(0) - Ven(a)dudt >

T
> Cr(2)Fs(u, v)dz + /0 Cr(@) G (u, v)vn(z, £)dadt.

Ry Ru,v
(2.116)
Vamos a andlise de algumas dessas integrais. Mostraremos que Gs(u,v) — 0, ao
6 — 0. Para isto, usaremos o Teorema da Convergéncia Dominada. Logo, devemos

mostrar também que Gg(u,v) fica limitada por uma fungao integravel, para cada
0> 0.

* Dominacao de G. Note que estamos integrando na regiao onde u > v e, além
disso, H5(P(z) — P(v))(P'(z) — P'(v)) > 0, pois estamos considerando z > v, caso
contrério terfamos Hj(P(z) — P(v)) = 0. Observe também que se P(z) — P(v) > 0,
entdo H5(P(z) — P(v)) = 0. Portanto, temos Hj(s) # 0 apenas para s € (0,0).
Assim, para 0 < P(z) — P(v) < 4, temos

C

0 < Hy(P(z) = P(v))(P'(z) = P'(v)) < = P"(&)(z —v),

para & € (v,2). Como P"(&)<Cez—v< ‘%’ temos

0.< HY(P(z) ~ P@)(P'(z) ~ P'w)) < SP'(&)(z —v) < S5~ =8
R

u
Lembre-se que Fgs(u,v) = / Hs(P(z) — P(v))dz, com z € [u,v], v > 0. Assim, se
Vr

z = v, entao o integrando é nulo. Por outro lado, para qualquer z > v > Vr >0 e
§ < 1, teremos P(z) — P(v) > §. Logo, H5(P(z) — P(v)) = 0. Portanto,
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Gs(u,v) = 0, ao § — 0.

Com essas observagoes acima e com o fato de que (r(x) e vi(x,t) sao limitadas e
independem de 9, segue que

T
/ Cr(z)Gs(u(x,t),v(z,t))ve(z, t)dzdt — 0 ao § — 0.
0 JRyw

Agora analisaremos

Fs(u,v) = Vu Hs(P(z) — P(v))dz, Yu,veR

: Cr(2)Fs(u(z,T),v(x,T))dz.

J& sabemos que se u < v entdo Hs(P(u) — P(v)) = 0. Com isso, basta analisar o
caso u > v. Note que
u

Hy(P(2) — P(v))dz = / " Hy(P(2) — P(v))dz.
Vr v

Assim,

u u
Fs(u,v) = / Hs(P(z) — P(v))dz =0, / dz =u—wv,
v v
pois Hs(u) — 1, quando § — 0. Para nfo ficar carregando o fato de que u > v,

diremos que

Fs(u,v) =0, (u—v)4.

Com isso, a andlise da integral fica

0= | Cr(@)Fs(u(z, T), v(x, T))dz = . Cr(z)(u(z,T) —v(x,T))ydz
Analisaremos as demais integrais de (2.116) e veremos que
0< : Cr(z)(u(z,T) —v(x,T))+dx < 0.
E como (r(z) > 0, COHCI:;;DOS que (u(z,T) —v(x,T))+ = 0. Logo, u(z,T) =
v(z,T), ou seja, u=v em T.

* A andlise da seguinte integral é feita com o Teorema da Convergéncia Dominada.
Para usé-lo devemos mostrar uma convergéncia pontual e uma dominagao.

T
/0 [ Hy(P) = PR V(P() ~ P0)dait
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Note que Cg(z)[f] - V(P(u) — P(v)) é constante em 6 e, como ja vimos, Hg(P(u) —
P(v)) — 0 ao 6 — 0. Logo, temos a convergéncia pontual do integrando. Vamos a
limitagao. Analisaremos

|Hs(P(u) = P(v))| - [Cr(@)] - [[f]] - [V(P(u) = P(v))]

Vimos que Hs(P(u) — P(v)) # 0 para u > v. Além disso, 0 < P(u) — P(v) <

para alguma constante C. Agora observe que

> Q

)

n

Al = J D (filatou) = fila,t,0))? = J Z(%fy‘(x,tf)(u —v))?

J=1 Jj=1

= (u-— U)J Z(aaufj(l“,t,f))z

=1

0 o - of .
Como 8—f € C! por hipdtese e estamos num compacto, entao a—f ¢ uniformemente
u u

continua, portanto, limitada por uma constante C';. Vimos anteriormente que de
0 < P(u) — P(v) < § e do Teorema do Valor Médio, temos

§>PE)u—v)=Eu—-v)>Viu—v) = (u—-0)< V('j%'

Assim,

5
Lf]l < CV—I%.
Para £ € (v, u), temos
IV(P(u) = P(v)| = [V(P'(€)(u—))| < C,

pois u é bem comportada nas regioes onde u > v. Assim, com essas andlises
concluimos

MMPM—Pwmw@unumePw—Pw»scwbmnwg‘?zé

Com essas observagoes e com o Teorema da Convergéncia Dominada, obtemos

T
| e - Pw)a) 1] V(P - Pw)dzdt — 0 20 5 0.

* Anélise de

T
/0 - Hs(P(u) = P(0))V(P(u) — P(v)) - V{r(z)dzdt.

Considere o seguinte funcional
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u
Ss(u) :== / Hs(s)ds =0, us,
0

pois estamos considerando u > v > 0. Além disso, Ss(u) = Hs(u). Com isso temos
a seguinte sequéncia de estimativas

T
_/0 /R H;(P(u) — P(0))V(P(u) = P(v)) - VCr(x)dadt

T
= [ [ V(P - P Ven(a)dude
O Run

T
B /0 / Ss(P(u) — P(v)) ACk(z)dzdt

T )
[ 8P - ) e
0 u,v

Logo, ao § — 0 obtemos

/ / P())+ Acr(x)dadt —

[ / (P(u) ~ P()1 - Calado(z)dt
0 J{lzl=RIN{u>v}} "

/ / P(v))4|ACk(z)|dzdt +

P(u) — P(v
+/0 /{{$|=R}W{U>v}}( ) W

T
n/o / (P(u) — P(v))4exp(—+/1 + |z|?)dadt +

IN

0
5=Crl@)| do(z)dt

IN

+Cexp(—+/1+ |RJ?) / / (P(u) — P(v))4+do(z)dt.

Hlzl=RIn{u>v}}

* Anélise de

T
/0 L Hs(Pu) = P NIF1- Ve(z)dadt.

Note que [?] - V({g(z) independe de e estamos considerando a itegral em u > v.
Além disso, estes termos sao limitados e Hs — 1 ao § — 0. Assim,

/OT Ruyqu(P(u)—P( NF]- Ver(@)dedt 28 / / |- Vr(a)dadt

70



Como

/OT/M[ - Vr(z d:cdt</ / |- Vg(z)dzdt

E, pelo Teorema do valor Médio

T
/ / -Vg(z)dzdt < / Crlu —v|Cexp —/1+ |z|?dzdt
U,V 0 Ry
T
CfC/ / (u—v)4exp—y/1+ |z|>dzdt.
0 wu,v

IN

Temos,

T T
/ Hy(P(u)—P(0))[ -V Cr(a)dadt < C;C / / (u—v) 1 exp —/1 T [oPdadt.
0 JRuw 0 JRu.

Logo, juntando as anélises , a estimativa (2.116) fica:
Cr(z)(u(z,T) —v(z,T))dz <

Ru,v
T
< C’fC'/O / (u—v)yexp(—/1+ |z|?)dzdt
T
+n/ / (P(u) — P(v))4 exp(y/1 + |z|?)dzdt
0 U,V

+Cexp(—V1+ R?) / / P(v))4dzdt.

Pelo Teorema do Valor Médio, temos

P(u) = P(v) = P'(§)(u—v) = € (u—v) < M(T)*(u—v),

Assim,

/ (exp(—/T 1 [22) — exp(—v/1 1 7)) (ulx, T) — v(z, T))1dz <
u,v T
< CfC'/O / (u—v)yexp(—/1+ |z|?)dzdt

N T
M (T /0 / (P(w) — P(v))4 exp(v/1 1 [2P)dadt

+CM(T)™ exp(— 1+R2/ / P(v))4dzdt.

Ao fazer § — 0, usamos o Teorema da Convergéncia Monotona e obtemos

0< / exp(—y/1+ [aP)(u(z, T) = v(w, T))1da <
RPN{u>v}
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T
< C’fC’/ / (u—v)yexp(—/1+ |z|?)dzdt
0 JR*N{u>v}
T
—|—nM(T)O‘/ / (P(u) — P(v))4 exp(y/1 + |z|?)dzdt
0 JR*N{u>v}
<

(T
K(T)/ / exp(v/1+ |z]2)(u — v))dzdt,
0 JR"MN{u>v}

para todo 0 < T < T. Ou seja,
0< / exp(—/T 1 [2P) (u(z, T) — v(z, T)) . dz <
RrN{u>v}
T
< K(T)/ / exp(v/1F [212)(u — v)) s dadt,
0 JR"N{u>v}

para todo 0 < T < T. Agora estamos nas condigoes do Lema da Gronwall, onde
U(t)=0e

B(t) = /an{ VT RP) (e, ) — o, 7)) e
Entao
D(t) < 0-exp <K(f) / ' 1dt> =0.
0
Logo,

0 < / exp(—v/1+ |z?)(u(z,T) —v(z,T))+dz < O.
RrN{u>v}

Como exp(—+/1+ |z|?) # 0, Vz € R", devemos ter (u(z,T) — v(z,T)); = 0.

Assim,

u(z, T) < v(x,T), Vz eR"

Note que tomamos 0 < T < T qualquer e fazendo o limite com ¢t — 0, obtemos

u(z,t) < v(z,t), VzeR" e vo<t<T.

O que conclui o Teorema da Comparagao.
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2.8 Anadlise de Escalas

Considere A, L e 6 constantes positivas e defina
u(x,t) ;== Au(Lx, 0t).
Assim,
u(x,t) := N (Lx, Ot)
Uy (z,t) := ALug(Lx, 0t)
Uz (2, 1) := MLy, (Lz, 0t).

Consideraremos solugoes positivas da equagao

ug + (b(z, )u™ ), = p(t) (uug )z

Desenvolvendo as derivadas espaciais, temos

up + %b(m, Hu 4 (k4 Dbz, t)uuy = p(t)ou® 2 + p(t)uug,.

Assim,
ﬂt = AGUt(Ll', Qt)

_ —AH%b(Lx, 00w (L, 01) — (12 + 1)b( L, 0)u® (L, 0ty (L, 01)

+u(0t) ou® (L, 0t)u? (L, 0t) + pu(0t)u® (L, 0t)ugy (L, 0t)

= —A-*@L—leﬁz(x, O (2, t) — AFLT0(k + Db(a, )3 (a0, t) gz, 1)

Ox
AL T20p(0t) au® (z, ) (z, t) + AL 20u(0)u® (0, t) e (2, 1).
Onde /b\(:r,t) = b(Lx, 0t). Logo, %(w,t) = %(Lw,@t). Entao, a equacao para u é:

Uy, t) + (b, )Ty = (t) (@),

onde b(z,t) = )\_”L_l%\(a:,t) = A""L70b(Lx,0t) e fi(t) = AL ™20u(6t). Consi-
dere, N
Eg = lim sup &
t—o0 M(t)

1 ~ ~ 1 ~ ~
B(t) = 5 (Sup b(x,t) — inf b($,t)) = )\7“L710§ (sup b(Lx,0t) — inf b(Lzx, Gt))

Ou seja,

B(t) = \"L'0B(61).
Logo,
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A"L710B(0t) B(0t)

B~ = limsup —~2 = limsup =~ = \* 5 [ lim sup ——2.
TP T T AR e L 20,(01) el u(61)
Ou seja,
By = \*"LB,.
Definindo

Ug = liinsup lu(, )l ey, Po<gq<oo

—00
e observando que [[u(-, )|/ Low) = )\LféHu(y 0t) || La(r), entao
U, = AL aU,.

Suponhamos que Uy < K(p, v, f@)BiU;, com 0 < B, <ooel< U, <oo. Entao

a Unica relevancia é obtida quando 0 < B, < oo e 0 < U, < oo. Nestes casos, as
relagoes acima também sao validas para Uy, e vale

Us < K(p,a, n)gzﬁg.

Se escolhermos argumentos de escalas L, 0, A > 0 tais que Eﬁ =1le Gp =1, entao
Uso < K(p, o, k) € temos a identidade

NTKLB, = AL7 U,

Assim,
1 P
)\—1 — B/,WU[W
Como
Uso = limsup [|a(-, t)|oe = Alimsup [[u(-, 08)||so = AUsc,
t—00 t—00
obtemos
_1 . _»
Uso < K(p,a,k)BLT" - Up 7",
Portanto,
1
PSS SO
p+a—k p+a—~k

Note que devemos agregar mais uma condicao sobre p, a e xk para que o resultado
seja valido, a de que p > k — . Além dessa condigao, temos também que p > pg.

Observacgao 2.4. Cabe aqui observar que é natural requerer p > k — «, pois no
o)

caso de k =0, temos 1 + — > 0.
p
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2.9 Estimativa e decaimento no caso particular 8—(3:,15) > 0.
b
O objetivo desta secao é provar a estimativa de decaimento

Hu('7t>HL°°(R) < K(p,po) - HUOHJLPO(R) A

para todo t > 0, onde § = (p,po) > 0, v = v(p,po) > 0, K(p,po) > 0 e u(z,t) é
uma, solugdo suave positiva da equacao de difusao-adveccao

ug + (b(z, ) u™ ), = p(t) (U ug )z, a>0 e k>0
(2.117)
u(z,0) = up(x) € LP(R)N L>(R); 1< py < oo.

Para obtermos este resultado assumiremos uma hipotese adicional as ja utiliza-

b
das nas se¢oes anteriores. Assumiremos b(x, t), a—(aj, t) € CO(R x [0, +o0[, L®(R)),
x

b
onde 0 < Ty, <ocoe g(x,t) >0,Vz € ReVt > 0. Cabe ressaltar que a solugao
x

que nos interessa é, para t > 0, u(-,t) € LP°(R) N L>=(R), ou seja, limitada numa
faixa de tempo positivo.

Antes de enunciar nosso primeiro resultado, queremos observar que usaremos a
notacao

f(z)dx == / f(z)dx.
Re R<|z|<2R

Lema 2.10. Seja u(z,
(

t
¢ decrescente em LY(R), Vpy < ¢ < 400 e

|u( )| Lar) < lluollLaw)

Prova: Sejam ¢ > 0, pg > 1 e ¢¥p(z) a fungao de corte definida em (2.4) na secao
2.2. Multiplicando a equacao

wp + (b2, )u™ ), = pu(t) (u@us) e (2.118)

por qui™t(z,)1hg(x) e integrando em [0,t] x R, teremos

out .
/ Jocon 7 x7”¢3()dxdT**?/)/ZK2R“qlcxtﬂb@77> )etbn(z) ddr

= t T w2, ) (u®u ) drdr
—qﬁﬁmy4<m (2. 0)(uu) () drd
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Pela fungao de corte ¥ r(x) podemos usar o Teorema de Fubini e o Teorema de

integragao por partes. Obtendo

/|x<2Ruq(x’t)wR(x)dx+Q(q_ 1)/0 M(T)/ wI T2 (@, tyul (@, t)pr(x) dedr

|z|<2R

a uq+a

t
_ /x|<2Ruo(a;)1/)R(a:)d:c+q /O weo) | O o g V@) dadr

8 uq‘i’/@
q(g—1) icon Er Hb(:c, T)Yr(x)dxdr (2.119)

+q// u?t )l () dwdr.
0 ©

t
Como / ILL(T)/ wIT72 (z, t)ul (z, t)hgr(z) dedr >0 e
0 |z|<2R

q(q—1) / /x 0 utt (z, 7)b(z, T)R (z)dadr =

|<2R 82Uq+l€

= ag—1) / / it (z, 1) =~ 0 b(x, 7)Yr(z)dxdr
lz|<2R Ox

gtk
-1)
q+ / / u?™" (x, 7)b(w, 7)Yk (2)drdT
qT kK -
q - 1 —|—m
< n uwI™(x, 7)b(z, 7)Y (z)dzdrT,
qT kK -

ob
(pois estamos supondo a—(w,t) > 0) entdo a equagao (2.131) fica
x

/ uwl(z,)p(z)de < / uo(x)Yp(z)d
lz|<2R |z|<2R

q /tu(T)/ utt o (z)dxdr

q+ o

q_l // Q-H:
b( dxd
o ] azTQ,Z)R():UT

t
q+kK /
+q/0 /Iu b(x, 7)Yy (z)dzdr.

(2.120)

Pelas propriedades de integrais e médulos, e, pelas estimativas (2.15), (2.18) da
se¢ao 2.2, provém de (2.132)
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/ (e, n(e)de < / wo(@)dp()dz
lz|<2R |z|<2R

| i) [ sy ia)dodr
0 R

+
qt+a

_alg—=1)

atr xdT
el A IRV T

+q /t M(T)T56(T) Y (z)dxdr.
0 JR;

Assim, ao R 0o, temos

/uq(:v,t)dw < / ud(z)dz < oo,
R R

pois ug(z) € LP°(R) N L>®(R), com 1 < py < oo. Logo, u(z,t) € LI(R), para
qualquer t > 0 e pg < g < +oo e g > 1. Ou seja, |lu(-,t)||Ler) é decrescente em
L%(R), para todo t > 0 e pp < ¢ < 400, ou seja,

HU(~,t)HLq(R) < HUOHLq(R), YVt >0.

Fazendo ¢  +0c0, teremos

u(-, )|l oo @) < lluoll oo (r)

Portanto, u(-,t) € L= (R).

Teorema 2.2. Sejam u(t) e b(x,t) satisfazendo as hipdteses (H1) a (H4) em

(2.12), dadas na se¢ao 2.2, com —b(z,t) > 0. Nestas condi¢oes a solug¢do suave

dx
positiva u(x,t) de
ug 4 (b(x, )u ), = () (u®ug) .
(2.121)
u(z,0) = up(z) € LP°(R), 1 <pg<oo

com a >0, k >0, satisfaz

[u(, D)l ooy < K (e, p0) - [uoll oo my - 7 Vit >0,

2p0 . 1

onde 6 = ey = .
ot+a T pota
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Prova: Sejam R > 0 e ¢¥r(z) a fungao de corte definida em (2.4). Multiplicamos
a equacdo (2.118) por qui t(z,t)(t — to)"r(z), onde v > 0 serd determinado
posteriormente, e integramos em [to,t] X R, 0 < tg < t é qualquer. Assim,

/t / |<2R (“%[uq(:v’ (1T = to)"Yr(x) dedr+

t
+q/ (r— to)v/ u?™z, 7) (b(x, )u ) R () drdr

to |z|<2R
- / w(r)(r — to)? / W (,7) (2, 7 (2, 7))t (@) dedr
to |z|<2R

Aplicamos os Teoremas de Fubini e Integracao por Partes, obtemos
=t [ o tyn(o) do
|z|<2R

= /t(T - t0)7_1/ wi(z, 7)Yg(x) do dr—

to lz[<2R

—q(q — 1)/ (1t — to)'y/ wI™ Nz Tug (z, T)b(x, T)YR(x) dr dr—

to |CC‘§2R

- / (=t / b, 7Yt (@, 7)g(x) do dT =

to T

= —qlq— 1)/ w(r) (1T — to)'y/ Uq+a_2(l‘,7')ui($,7')1/}]{($) dx dr—

to |z[<2R

q / () (r — to)? / WY (o, 7Y, 7)Yl () da d.

to T

Reorganizando as integrais, temos
(t— to) / (@, ) pn(z) dot
|z|<2R

+q(g—1) / wu(T) (1T — to)v/ uIt o2 (g, T)ui(x, T)Ygr(x) dx dr

to lz|<2R

= o [ [ rn) e

to lz|<2R

raa=1) [t [ 2 ] b ryinte) dedr

to le|<2r 0T g+ K

+q / (r —to)" / b, 7T (o, 1) () da dr

to T

_q/tu(f)(f —to)V/z ;w [“M (m)} V(@) da dr.

to R q+a
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Aplicando novamente o Teorema de integracao por partes, temos
(=t [ e tyva(o)dot
lz|<2R

Talg—1) / w(r)(r — to) / W2 (g, 7y (2, 7)n(z) de dr

to |z|<2R

= o [ [ ra) e

to |z|<2R

_ t
_M / (- to)v/ w2, 7)oy (x, 7)Y R(2) d dr

q+r Jt lz|<2R
t (2.122)
—Q(qqml) / (7 — to)? / W ()b, 7Y () da dr
to =
t+q /t S —to)? / b(, )T (2, 7Y () d
¢
—qia/t w(t) (1T — to)W/ ult®(z, 7)Y () dz dr
Por hipdtese, b, (z,t) > 0, entao (2.122) fica
(t — to)'y/ ul(z, t)p(z) de+
<2
+q(q — 1)/ () (1T — to)w/ uq+a*2(x, T)ui(l‘, T)Yr(x) dx dr
to |z|<2R
t
< o[ /MQR (o, 7)bn(w) do dr
= o [ e () de s (2.123)
to =

t
+q/ (Tto)’y/ b(z, T)ul™ (x, 7)Yy (z) do dr

to T

4 /M(T)(T—to)’y/ ul™(z, 7)Y () dz dr

q+0é to 2

Das estimativas sobre b(x,t) em (2.15) e sobre a solugao u(z,t) em (2.18) e (2.19)
no capitulo 2, resulta de (2.123)

(t— t0)7/| o ul(z, t)Yr(x) de+

talg—1) / ") — to)? / W2 (g W2, Ty (2) da dr

to |z|<2R

< v [0 [ ) dedr-

to |z|<2R
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_ r t
_Q(q 12]]\—{(5) b(T) /to (7_ —to)’y/ uq(l‘,T)T,[J}g(l') dx dT+

t
+qM(T)”b(T)/ (T—t0)7/ uwl(x, 7)Y (z) do dr— (2.124)

to x

T

_qua/ W) 1) [ 7)) do

q+0[ to

T

Fazendo R  +o00 em (2.124), obtemos seguinte estimativa de energia, a qual é
muito importante no que segue,

t
(t —tp)” /R ul(z,t)dz +q(qg—1) / (1 —to)"p(T) / uq+a_2($, T)vg dxdt

to R
t
< ’y/ (r— to)771 / u(x, ) dxdr. (2.125)
to R
Consideremos uma nova varigvel
w(z,t) = u(:r,t)quTa. (2.126)

Logo, pelas definicoes de norma, temos

2q
q+a
Substituindo (2.126) e (2.127) em (2.125), obtemos a desigualdade fundamental
desta seccao

()| a gy = lw( )5 5 ), Onde B = (2.127)
(R) (R)

4q(q — 1 ¢
(6= 10 oy + TR [ (7 = 1) oot B <

(q =+ a)2 to
t

<7 [t ) g (2.128)
0

Neste momento assumimos que pu(t) > 1. Considere o funcional de energia dado
por

B t
E(t) := (t—to)“/Hw(-,t)HiB(R) + 4((51(3‘04)12) /to (1 —to)t ||wx(-,t)||ig(R) dr. (2.129)

Pela Desigualdade de NGS, temos a seguinte desigualdade de interpolagao

o Ol Loy < Cllwl O ey - w72 y: (2.130)

onde
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Po

-9
1-
. 2170’ ) — Qo C:C(q’po):< 2 ) . (2.131)

p P
q+a 1+ 1+ 225

Substituindo (2.130) em (2.128) e utilizando o Teorema (2.10), temos
2 1 ! 2
(= 0 Doy + 2 (1= ) [ 7=t alo eyt <

t
mcﬁ/t(f—to)”‘lllw( Iy e, PIGS gydr
0 (2.132)

t
1-0)8 _
<Al o) [ 7= 10 o) P
0

onde r, 6 e C sdo dados em (2.131). Escrevendo

(T - to),y_l”wf( ) )HL?(R

—68
= -0 (1= 1) [ (12 D) - o) el
2 ;2

03 1T 2 9p

1 1
q satisfazem — + — =1, temos a seguinte expressao para a desigualdade (2.132)
p q

98

em (2.132) e aplicando o Teorema de Holder, com p’ = onde p’ e

1 t
(6= 0 Doy + 2 (1) [ 7= o hsalo ey <

to

05
t 2
< APl i) <ﬁ2 (1 - q) - to>"r||wx<-m>u%2®df)
_98 1-98
1 2 t 2 2
(1) ¥ ([omaprinar)
q to
(2.133)
. 2
Observe que o termo (7 — tg)' 2= =5 § integravel desde que vy — 305> > 1. A
Unica suposigao feita sobre v é que ~ é positivo. Entao, definimos
2
v = 505" (2.134)

Assim, a desigualdade (2.133) fica

t
B0) = (¢~ 0 Wl Oy + 8 (1= 3) [ = t0) ) ey <

to

_9
< AC° )l BWs -5 (“2) Cr-wt¥ (213
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Supondo E(t) # 0, teremos

_98 1\ 2 _o8
E(t)l 2 S’YCBHW(,tO)HLr 06 /8 Hﬁ( q> (T—to)l 2,

ou seja,
1 t
B6) = (¢~ 10 Wt Oy + 8 (1= 2) [ = t0) ) gy <
0
s
< 1 O (1—q) oo b1 - ¢ to). (2.136)

Da desigualdade 2.136 decorre, em particular,

t 1\~ (2 +1)
[ = o e ) agaydr <7 2o (1 ) T

to

0)
(- to) )™ - (= to).

Agora vamos estimar por baixo. Da teoria da medida 3¢, € [to, t], tal que

1 (%241
W<7v.cﬂv.5(96w+2).(1_1> 5 ).

2
||wx(,t*)HL2(R) ’y—|—1 ~

1 9
(o)1 5 @) (k= to).

Logo,

(1- G)T’V 1

s (-, )| 2y < C - (- to)HLr(R (t—t)"2,  t« € [to,1] (2.137)

onde 7, 6 e C sao dados em (2.131) e ~y estd definida em (2.134) e

Ao o] 1 By 08y 1\ 2 (5 +1)
C=Clpo,q) =72 - (y+1)z-0% . g~ (D). (1 - q) . (2.138)
Da desigualdade de Young, temos
(- t)ll ooy < K - w8l Gy - lww (s bl T2y s (2.139)
onde
1 —b
b=z K =Kpoa=(2)". (2.140)
gt
Substituindo (2.137) em (2.139), obtemos
Fb (1-0) 73 _ab
[w(s t)ll oo m) < KC - [lw(, to)llmR Al )l ey (E = to) ™2 (2.141)
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Pelo Lema 2.10, ||w(-, t)HLq (r) decresce ao t crescer e como t. € [lo,t], temos
lw( t)llrm) < lw(to)l|Lr@)- Por outro lado, também pelo Lema 2.10, temos
lw(-st) | Loe ) < llw(-,te)||Loom)- Com essas consideragdes, a desigualdade (2.141)
produz

~ (1-0) 2 —1]+1 9
[w(-, )l oo r) < KCwa(-,to)HLL T )7 (2.142)
ﬁ
Lembrando da definigao (2.126), obtemos Hw('>t)”L°0(]R) = ||u(',t)HZ§o(R) e
qta
HW('JO)HU(R) = HU(',to)HLﬁo(R). Logo,
2~ 26 (1-0)5r —1]+1 _b
)l < K75 CF5 ul, o)l © 0t —t0) e, (2143)

onde 7, # e C sdo dados em (2.131) e v estd definida em (2.134) e b em (2.140).
Além disso ¢ > max{2,pp} é qualquer. Entao, definimos g = 2py. Assim,

_2pg 1

lu(- 8) | ey < Clpo) - lul-, to) | o 2 - (£ = to) 07, Wt >19>0, (2.144)

Fazendo tg ~\, 0, temos

__ 1
||u(.,t)HLoo(R) < C(a,po) - ||u0\|27;%+§) t 2ot VWt >0, (2.145)

onde

~ _2b

Cla,po) = Kote - Cve,

com K definido em (2.140) e C est4 dado em (2.138). Concluindo o Teorema 2.2.
|
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3 Capitulo 3: kK =

| Q

3.1 Introducao

Neste capitulo trabalhamos com as solugoes da equacao dos meios porosos com
. i s « .. ~
termo advectivo arbitrdrio no caso x = —. Iniciamos na se¢do 3.2 mostrando

uma estimativa de energia para solucoes nao-negativas e algumas desigualdades
essenciais para estimarmos a norma do sup dessas solugoes, a qual é desenvolvida
na se¢ao 3.3.

3.2 Estimativas de Energia

Seja v = v(x, t) uma solugdo suave positiva do problema com valor inicial
ur + (b(z, )uzt), = p(t)(u® - ug)e, zER, >0

(3.1)
u(+,0) =ug € LP°(R) N L=®(R), wug >0,

onde a > 0. Consideraremos ainda 0 < t < T < T}, sendo [0,T%[ é o intervalo
maximal de existéncia de solucao e 0 < T} < oo.

Teorema 3.1. Seja v(x,t) solugdo suave do problema de valor inicial (3.1). Entdo,
Vq € [po, +o0|, tem-se

/ / v(z, )12 7 o, (z, 1) |dedt < oo, VT €]0, Ty

(i1) Eziste um subconjunto com medida nula E, C [0,00[ tal que

GG O+ ala = Dutt) [ 0Pty oo < (32)

R
< qlg— 1)B(t)/qu+3‘—1(x,t) v (2, )| da

para todo t € [0, Ty [\ Ejy.

Prova: Sejam ¢ > 1, ¥(x) e ¥r(x) as funcoes de corte definidas em (2.3) e (2.4).
Multiplicamos a equacao

vula,t) + (b, o3 (@, 1), = p(O) 0™ (@, v (@, 1)),

por qu?~!(x,t)Yr(x) e integramos em [0,t] x R. Usando a compacidade da regiao
de integracao, usamos o Teorema de Fubini na primeira integral e o Teorema de
Integracao por Partes nas demais integrais. Logo,
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/ vl =ata =Y /t/ b(a, 7)o"t 2 (&, 7)ve (2, 7)Y (2) dadT
|z|<2R t o Jican

_ re /

q/o /R§w|§2Rb($’T)vq (z, T)Yp(x)dzdr

= [ be)n(e)da-
le|<2R

. (3.3)

—alag — T w1t 2(p PV (z, T x)dxdr

ag—1) /O () /M (2,702, 7)) dd

t
- /0 u(r) /R I e T

Escrevemos b(z,t) = b(x,t) — B(t) + B(t), onde B(t) é dado por (2.13) e aplicamos

m (3.3). Com esta adi¢ao garantiremos um controle sobre o fluxo b(x,t). Reorga-
nizando as integrais obtidas com esta operacado, obtemos a seguinte desigualdade
para (3.3)

t
fan 0@ b= 1) ) [ o)) on(oade
le|<2R 0 e|<2R
t
= vi(x z)dz bl VoIS (2. TV s () dadT
/Izng o()r() +q/0 /R§|x§2R (7)o (@, T)R()

t
q +a "
+/MT/ v (x, )R (x)dedr
q+a o (") R<|z|<2R (= T)Wr(®)

t (3.4)
71 T, TV, T x)dxdTr
talg—1) /0 /|$|S2R(b(fc,f)—ﬁ(f))vq+ (2, 7)0s (&, 7)R(x)dzd

_Q(q — 1) ! q—i—% /
q_|_% /0 5(7_) /R§33|§2RU (-’L‘,T)@Z)R(.’L‘)dl'dT.

Sob as estimativas (2.15), (2.16) e (2.17) do Capitulo 2 e (2.59) da Observagao
(2.1) no Capitulo 2, podemos fazer R — 400 na equagao (3.4). Com isso, temos

v(x,t)dx — t T 012 (g V2 (x, 7)dedr = i
[ vt ata=1) [ utr) [ oot e, e (35)
:/Rvg(x)dw—i-q(q—l)/o /R(b(x,’l')—5(T))’I)Q+2_1(JL',T)U$($,T)d:l]'dT.

A identidade obtida é de grande valia no que segue. Observe agora que ||v(-, t) ||%q(R)

6 uma fungao absolutamente continua em ¢, pois sabemos que v4+2 v, e (b(z, 7)—
B(1)) sdo fungoes integraveis. Pelo Teorema da Diferenciagao de Lebesgue, sabemos
que existe um conjunto de medida nula E, tal que [v(-,?)||1, (®) € diferencidvel em
t € [0, Tx[\Ey, ou seja, |lv(-, t)Hqu(R) é diferencidvel q.t.p.t € [0, T[. Assim, a forma
diferencial do problema (3.5) é
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d o
GO + 0l = Dit) [ 072 )02, o =

:«q—nﬁgwmw—ﬁu»wﬂ*%aw%mxux

para todo t € [0, Ty [\E,. Usando as propriedades da funcao médulo, a limitagao
de b(z,7) — B(7) e a desigualdade de Young, obtemos

T T
o 1
/ /Uq+2_1(30,7)\vm($,7)’d90d7S / /Uqw_g(ﬂﬁﬁ)vi(xﬁ)dﬂﬁdT
o Jr 2Jo Jr

1 (T
—i—/ /vq(x,T)dxdT < 00,
2Jo Jr

T
pois da Observacao (2.1) do Capitulo 2, temos que / / It (g, T2 (2, T)dxdT <
o Jr

co. Portanto, v7"2 1y, é uma funcdo integrdvel em ¢, Vq € [po, 0] € ¢ > 1. Com
isso, segue o resultado (i) do Teorema (3.1). Das propriedades de médulo e da
estimativa sobre o fluxo, |b(z,7) — 8(7)| < B(t), segue que

IO + ol = D) [ o720k . 0o (3.6)

gq(q—l)B(t)/Rv‘Hg1(ar,t)vx(x,t)|dm, te [0, TLNE,.

O que mostra (7i) do Teorema (3.1).
|

Observagao 3.1. Nas condigoes do Teorema (3.1), ou seja, se v(x,t) é uma
solugao suave positiva do problema de valor inicial (3.1), entdo ndo haverd Blow-

up em tempo finito, ou seja, T = 400 no caso k = —. Os detalhes desta conclusao

|9

sequem da estimativa (3.6) e estao expostos a seg

IS

ir. Usando a desigualdade de

Young em q(q — 1)B(t) / 0127 (@, ) vy (2, t)|da, obtemos
R

I DNy + ala = Da(0) [ o2, )02, 0o <
< @u(w /R VIO (g )2 () dat
ql¢—1) B(t)* [ |
+ 1 () /Rv (x,t) dx
q(g—1)

Somando os termos semelhantes e observando que 5 p(t) /quJ“O‘_Q(x, t)2(z, t)dx

€ nao negativo, obtemos
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d . _ala-VBE?
0Dy < T2 Ol para todo. g > 2y

Por Gronwall seque que

—1 [t B(1)?
oDl < ot to)las -exo (L5 [ 220 ar)

para todo t > tg > 0. Tomando o sup de |[v(-,t)||Lamw) em [to,t] temos

Vy(tost) < oo, Yt >ty >0 finito. (3.7)
conforme defini¢ao (2.20) do Capitulo 2. Ou seja, sup ||’U(',7')”Lq(R) € finito,
to<t<t
para todo pg < g < +oo et >ty >0 finito. Concluindo a Observagdo 3.1.

Para facilitar os célculos da prova da limitagao da solucao v(x,t) do problema
(3.1), introduziremos uma fungao auxiliar w(z,t) dada por

qT+o

w(z,t) =v 2z (z,t), Ve eR, tel0,T. (3.8)

w(z,t) satisfaz

o ey = ) o 5= 2L (39)
€
3 Bo 4
ot 01 g g, = DI e onde o= o (310

Além disso,

2
s Dlgey = L [ o2, 020 )
4 R

o _ . a_ gto—2
Em / 0127 o, |dz dada em (i) do Teorema (3.1), escrevemos v9™2 "t =o~ 2 v

q
2

R
e aplicamos Cauchy-Schwarz na integral resultante, obtendo

1 b ;
e+ =1y |de < /Q+Ol—22d> (/ qd> = 7 Jwe(-,t Nw(-. 2. .
Lo ot < ([ oenizan) ([ vtae)” = 2ol ool

Substituindo este resultado e também (3.9) e (3.10) em (3.6), obtemos para todo
t [0, TL[NE,

d 1
(Ol gy + 7 (1 - q) () wa (-, 8) 2z < (3.11)
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B
<(¢=DBB®)|wa (-, )l z2my - lw( DNl 7o gy -

Aplicando a desigualdade de Nirenberg-Sobolev-Gagliardo:

2+ 6o’ j
O e L e o o ey

com

~ 1 q+ o
0= = €]0,1 3.12
2+ 60 3q+ 2« 10,1 (3.12)

m (3.11), temos Vt € [0, Tx[\E,

d 1
0y + (1 2 ) B2l0ln (O ey < (3.1
_PBo ~
2+ By 2+ho 1+88 (1-6)%
< (@- 0880 (252) 7 01 Tl s
Note que, para § = 24 e fBo = g .
_ q+a q+a
(i) 6 _ Bo _ 4
2 2460 3¢+«
g 03 1+ 5o
(zz)1+2 _22+50
~B 1+ P
(i7) (1 9)2 = 502+B0

Teorema 3.2. Seja ¢ > 2p, com p > pg. Seja v(-,t) € L75.([0,T[, L (R)) solugdo
suave positiva da equagdo de fluidos em meios porosos com termo advectivo (3.1).
Entao, para w definida em (3.8), temos

d 5 4g(q = 1) 2

aw(-t )|Jws (-, t <

10Oy + G sl Ol

3q+2a a
_ 39 _q9 B t qta q+z
< ala = 02 (g + )3+ 2007t (20) Tt 015,
(3.14)
: _q _2%q
Vt € [0, Tx[\Eq, onde E; C [0,T] tem medida nula, By = e =

g+ P qg+a’
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Prova: Usando a desigualdade de Young em (3.13), temos para todo t €
[0, T[N Eq

a4

L+5 1
< o ﬁgﬁ (1= 3) wO o OlFer+

080(2+80)
. (1 — 1) ,q2+ﬁo _B(t)2+ﬁo . M(t)f(lJrﬁo) . (2 'Z,B > 0 0 .
q

+
24 Bo

B 1+6
)| FoL1 +%0)

(Ol e @

Somando os termos semelhantes e desenvolvendo os expoentes e as constantes,
obtemos

d B 2 1 2
GG Oy + 5P < q) WO wa 1) g < (3.15)
3q+2a
_ 3¢ __a B(t o 28 q+2
< glg— 12775 (g + a) (3¢ + 20) 7 (m(t))) I Ol ey
2
Vt € [0, Ty [\E,. Substituindo Sy = . i o e g = . —fa’ obtemos (3.14). _

Como consequéncia do Teorema (3.2) temos duas estimativas uteis de w(x, t):

Teorema 3.3. Nas hipdteses do Teorema (3.2) acima, se existe t, € [0, Ti[\E
tal que

d
oGOl s 20, (3.16)

t=t.

entao, valem as sequintes estimativas em t = t,:

o)l oy < (g) (“f‘f (2 )é oG B0 (37)

2 B(t,
ot < 4 (252) - 20 )y (319
onde B = i—qa e By = qia

Prova: Suponhamos que existe t, € [0,T[\E, tal que (3.16) seja verdadeiro,
entdo pelo Teorema (3.2) vale
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ot = (4) T (252)" (B et @

Aplicando esta estimativa de [|w(,t:)[/z2(r) na desigualdade de SNG:

2+ 8
ol oo < 40) " I g el s (3.20)
onde § = 51 A obtemos (3.17). Por outro lado, se substituirmos (3.19) na seguinte
0
desigualdade de SNG:
2+ 8
ol < (25 ) " 158 g e 3 (3.21)
2
onde § = ————, obtemos (3.18). Note que as desigualdades de SNG sao vélidos

2+ Bo
para 8 = 205y, com 5y > 0 qualquer.

Escrevemos o Teorema (3.3) em fungao das solugoes suaves positivas v(-, t) de (3.1),
com isso obtemos os seguintes resultados:

Teorema 3.4. Nas hipdteses do Teorema (3.2) acima, se existe t, € [0, Ti[\Ey
tal que

d
LoDl m| 20, (3.22)

dt

t=t.
entao vale a sequinte estimativa em t = t,:
30+ 20\ s [ B(t.)\ e g

ot < - ate 3.23
oot < (P520) 7 (D) T ot e

Teorema 3.5. Nas hipdteses do Teorema (3.2) acima, se existe t, € [0, T[\E,
tal que

d
| 20, (3.24)
t=t,
entao vale a sequinte estimativa em t = t,:
2 2
3¢+ 2a\ 7 [(B(t.)\ T =
fottlim < (P52) 7 (T e, e
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Até o momento obtemos estimativas pontuais de [[v(-, t.) || Lag) € [[0(+ t) [ oo m)

B

L9(R) > 0. As simulagoes numéricas
—

d
para t, € [0, T\ [\ Eq, desde que 7 lo(-, ts)||

a seguir correspondem ao problema de valor inicial (2.39),(2.40). Neste caso, to-
mamos @ =2 e Kk = 1.

Solution Supnorm Size Solution Supnorm Size

Suporrn of uf,t)
Suporm of ul, 1)

Figura 40: [lu(-,t)|| pecgy: @ =2,k =1 Figura 41: [lu(-,t)|| ey @ =2,k =1
b(x,t) = —sinx b(x,t) = —cosx

Solution Supnorm Size
2.4 T T T T T T T T T

221 q

Suporm of u )

Figura 42: [lu(,t)|| pec(r): @=2, k=1 b(z,t) = —tanhz

Observe, ha um crescimento moderado das solugoes, elas nao explodem. O que
coincide com com o8 nossos resultados.
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O seguinte resultado é uma consequéncia do Teorema (3.4). Em termos de
(2.20), obtemos a seguinte estimativa de V4 (tp;t) em termos de V%(to; t):

Teorema 3.6. Nas hipdteses do Teorema (3.2) acima, tem-se, para todo 0 <ty <
t<Ti:

1
3¢+ 2a ) ate +g
Vq(to; )<maX{| (, t0)||Lq(R);( d ) B (to; £y - Va (to; )‘1*“},

8
(3.26)
onde B, (to;t) e Vy(to;t) sio dados em (2.22) e (2.20), respectivamente.

Prova: Considere 0 < tg <t < T, quaisquer, mas fixos no que segue. Seja Ay > 0
definida por

1
3 200\ ate 1 atg
Ag ;:< q; “)q B (to;t) e - Va (to;t) 7a

Dividimos a prova deste resultado em trés casos:
Caso 1: Se [[v(+,t0)ll o) < Aqs entao

llo(-, )||Lq <Ay V1 € [to, t]. (3.27)

De fato, suponhamos por contradicdo que existe to €|to, t] tal que ||v(-,t2)]| 4 ®) >
Ag. Considere t1 € [tg,t2] tal que

H”('7tl)HLq(R) =g € Hv(’atl)HLq(R) > Agy VT €ty to]. (3.28)

Logo, se existir t, € |t1,t2] \ Ey tal que

d
—— v )l >0,
dr La®) T=1x
entao, pelo Teorema (3.4), teremos
1
3q + 2a\ ate 1 ot g
oo tllage < (2522) ™ Butt )7 Vit T <,

contradizendo (3.28), pois ¢, € ]t1,t2]. Portanto, vale (3.27).
Caso 2: Se [[v(-,t0)ll o) > Aq € existe t1 €]to, t] tal que [lv(-, 1)o@y = A, entao

oG Loy < oG to)llpawy> V7 € [to, - (3.29)

Mais precisamente, teremos [[v(-,7)|[Lor) < Ags VT € [to,?]. De fato, suponhamos
que t1 € Jto,t] seja o menor valor de 7, tal que Hv(-,T)HLq(R) = )\g. Entdo, pelo

d
mesmo argumento do Caso 1 acima, devemos ter —— [|v(,¢1)|[qr) < 0, VT €

[to, t1[\Eq. Ou seja, [[v(-,7)|[a(r) ¢ (estritamente) decrescente em [to, ¢1]. Assim,
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||U('77-)||L¢I(R) < HU('th)HLQ(R)v V7 € [to, 1].

No intervalo [t1,t], repetindo o argumento do Caso 1 acima, teremos

HU(-,T)HLq(R) <A V1€ [t1,t].
Portanto, vale (3.29).

Caso 3: Se [[v(+, 7)[|Lawr) > Ag> VT € [to, ], entéo pelo Teorema (3.4), teremos

d
— (-, t1) |2 <0, V7 € [to, t] \ Ey.
dr Li®y| _, 1

Com isto, [[v(+,1)[|a(r) serd (estritamente) descrescente em [to,t], e assim

loCs ) gy < G to)llpay s ¥ € ltost):

O que conclui a prova do Teorema (3.6). |

3.3 Estimativas para ||u(-,t)||L~®): solugdes nao-negativas

Considere, agora, uma solucao u(-,t) € Ly ([0, T[, L°°(R)) fraca e ndo negativa
do problema (2.46). Raciocinando por densidade, obtemos a seguinte extensao do

Teorema (3.6):

Teorema 3.7. Seja q > 2p qualquer com p > pg. Entdo,

1
3q + 2\ T+ 1 g
Uy (to, t) < maX{Hu('vtO)’Lq(R) ; (q8> “By(tost) a+e - Ug (to; 1) a+e } ;
(3.30)

para cada 0 < tg <t < T.

Prova: Seja ¢ € C°(R)N LY(R) N L>®(R), com ((z) > 0 Va € R. Considere € > 0
dado e seja vl9(-,#) > 0 uma solucio (suave) de

ve(,t) + (b(z, o2 (2, 1))e = p(t) (v(z, t) Ve (2,1))s, T ER, >0
(3.31)
v(+,0) = up + €

Observe que para algum ¢y > 0 suficientemente pequeno, teremos ol (+,t) definida
em [0, ], Ve €]0, €g] e para cada 0 <ty <t < T. Pelo Teorema (3.6), segue que
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1
3q 4+ 2a\ ate 1
| — -B,,(tg; t) ate-
LQ(R)’< 8 > #( 0;1)°

[ < {0

to<t<t
+g
€ q+ta
a0
to<T<t L2(R)

para todo 0 < € < €y. Assim, fazendo € — 0, obtemos (3.30).
|

O Teorema (3.7) é de grande importancia na obtengao do seguinte Lema:

Lema 3.1. Sejam u(-,t) € Ly, ([0, Tx[, L°(R)) solu¢ao do problema (2.46) e p >
po- Entao, para quaisquer 0 < tg <t < Ty dados, tem-se:

1
3.2p + 2\ 2 1 20+ 5
Usp(to, 1) < max{nu(',to)npp(m; (8) By (to; 1) - Uy(to; 1) 375 }
(3.32)
e
3.4p + 20\ T¥a 3.4p + 2\ T¥a
4p o\ dpta _1 Ap « \ dpta
Usp(to, t) < max {Hu('atO)HL‘lP(R); <8> Bu(to; t) ¥ - <8>
3.9p 1 20\ TE o g i3
. 2p+a” dpta 1 1 P PT 5
. (178—i_04> P P B/L(tO’ t) 4p+a+2p+a 4p+(Qx . Up(t07 t) 4p+§
(3.33)
Mazis geralmente, para cada m > 2:
1 2 p+§

3.29p + 20\ Trra Tror2n g
Ut t) < maxc § uCtollomsys [T (22552%) -

j=14+1
1<i<m
2Mpt+- G
_ Py 1 P+7
gmerQm—]% . Z] 41 9jpta " 2m +2m Jje .,
[lu(- t0)||L21p(R) Bu(tost) pta’2mp z;
2" p4+ G
m o om—T o 2ot g 2"t g
2-7p + 2a T am ]% Zm N 1 s PT3
11 < By, (to; 1) T PR RS LUy (to; 1) TS
Jj=1
(3.34)

Prova: Com uma indugao em m, aplicado a (3.30) para ¢ = 2p,4p, 8p, ...,2"p. B
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Lema 3.2. Dado m > 2, tem-se para todol =1,2,...,m — 1:

r [(3.27p+2 e 2mp+%j ™ 1 2"+ § 2"t g
27D o\ 2pta 2Mp+2m I G S o pramTg ompiom—ja
I (5 Bl T T a1
=1+
L_g—m +2+"“2’
Tora p
< Km(osp) max q [[u(, to)ll omp(ry s Bu(tost) 772 - [lul,to)ll oy oo (3.35)
onde
142" "a 142" ™g m . 1427 M&
K(a:p) 3p+2a\ 2+5 (32Mp+a) 27e+S H 6.27p + 2a\ 2rt§
(o' = —_— _— _—
mA\% P 4 4 1A \32p+2a
(3.36)
- o
e = —.
2p
Prova: Paracadal=1,2,...,m — 1, temos:
m j — . m2mp:q,%'oc m 1 2Mp+ &
1 (3.2fp+2a>2ﬂp+a TR Bt )™ e TR
j=1+1
2mp+%v
2'mp+2m—]% .
Nt to) e F =
m J o .1+2*"_La 1 1427 ™g
2ipta’ 1+2-Ja +
— H (32])8_'_206> Pt " Bu(to,t)Z] I+1 2Jp+a 1+2—Ja .
j=l+1
1427 77
s to) 52 <
m 7 - ~1+2_n'1a 1 1427 Mg
27 a 1427 Ja
§ H (32});20[) r * 'Eu(toﬂf)zj =l+1 2jpta’ 14275 .
Jj=l+1
2~ l—zlm1+2ima 142~ ’;“
Al to)lpotry T uCsto)ll Hn g -
(3.37)

Sendo que, na tltima desigualdade, usamos a seguinte desigualdade de interpolagao:

2=l _g—m 12—
m —m
HUHLQZP(R) < HU”L;(ﬂé lu H[11272"P(]R)'

1—-27t 142 mg

1+27la 1-27m
Young em (3.37) e obter

Observe que < 1. Entao, podemos usar a desigualdade de
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1 1427 "&

u“ J 20p+ta’ —Ja _ 1 1427™Ma
[T (B25520) 7 | g B mo W

8

2=l 21m 142- Mg 1427 7;“
—_9—m
Tt T -t <

1427 Mg

m ; 1 1+2 & R
3.27p 4+ 2\ 2pte’ 142774 1—9-1 14+2-mG
< 11 (P22 A T Tty +

+2—l_2—m 1+a
1+2lg 1—2m

s 1 1427™a 1427 la 1-27™
‘B (to; t) == Ppra 142778 2lamm T4

142~ Mg
ul o)l o) }

™ (397 1 20\ Pora TiTA
. p+ o 2lp+a 1427 Ja
<11 <8> max {[[ul-, o) | ey
j=l+1
1 1427™a 1427 la 1-27™ 1+27™a
B (fo; £)0- e 14aa T T ()| }
 (3.20p+2 e i
27p o\ 27pta’ 142774
<11 <8> 'HlaX{HU(‘atO)HL?mP(R);
j=2
Py 1 1+27™a _1+427la 1-27™ L
By (to; ) /=1 Frte meTa amlamm - lu to) || oS }
(3.38)
3.27p +2
pois % > 1, para todo j > 2. Como
; . = — = —j+15 : ey
j:l+12jp+a 1+27a p':l+11+2j a 1+277a
- %2 [ :
B pa =i+1 1+277a 1+27Ha

1 1 1
T pa\l+2ma 1+27a

1 92—l _9g-m
p(1+2-ma)(1+2-'a)’

obtemos
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1—-2=m

42 2pta 1+279a 270-27m 1+a@

i 1 142ma 1427 1-2m 1—92m
!

P+ pa

p+3

Substituindo este resultado em (3.38) acima, obtemos para cada 1 <[ <m —1

m (e}
27 p+ 5

j=l+1

2Mp+ 5

Com—omera - lu(, )l
2mp 4 2m—i g

1—-2—™

< K (osp) - max ¢ lu(, to)ll pzmn(ry i Bultost) 72 - [lu(-t

Onde

1427 ™a

8

m . —1 .
3.227p + 2a | 2pta 14277
o) [ (2225020) 5

Jj=2

1
n ¥i T pta 2m m—jo m 1
H <32 p8+ 20{) 2)p+a 2Mp+2 2 . Bu(tO, t)2j=l+1 2pta.

2Mp+ G
3 —Ja
2Mp+2Mm—J S

L2'p(R)

ma
p+2 " S

+
0| o)

<

(3.39)

Vamos mostrar que K, (c;p) obtido em (3.39) é o mesmo de (3.36). De fato,

J
1 " (3.27p + 20 pta s ia
En(asp)ma = ] e
j=2

J=2

m—1 1

| J=1 Jj=2

Usamos na segunda igualdade
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12 11 2 1 1 1
Dp+a2i+a 2p2-1+a2+a p\2Dl+a 24a)
Assim, K,,(a, k;p) é dado por

142" Mg _ 1427 ™a m X 1 1;3;%&
Kol p) p+a) s [(3.2"p+« Mg H 6.27p + 2a\ 2 +%5
a;p) = i el i Mt
m P 1 4 32 +2a
(3.40)
O que mostra (3.36).
|

Para obtermos uma estimativa fundamental para U (%o, t), trabalharemos um
pouco mais com os termos de (3.34). O processo é andlogo ao desenvolvido na
prova do Teorema (3.2). Assim, como

p+7

ﬁ <3.2jp + 2a> Q“”"W
e _

j=1
1427 "& _ 1427y m 1+2~"a
_ (3pta) »Fg 3.2M™p 4+ « M+ g H 23p + 2\ 2p+%
N 4 4 e 3.27p + 2«
1427 ™& 1

4
entao, pelos Lemas (3.1) e (3.2), obtemos

3+« +3  2+a
=<p ) ’ Kp(a;p),

Uarnplto;£) < maox { (e, 0) | 2mo )  Kom (0 9) [, 20) | ey

m o
1—2—m pt2_ 2

K (o p)Bu(to;t) "% [lu(-t )IILPP+7 ;

1+2""a 1

3p+a\ »+g 2+a 1o~ P+2_:%
(252) 7T Kl Bulto ) 7 gl
(3.41)
N 3.27p+2 :
Onde K,,(a;p) > 0 é dado por (3.36). Como 1+a >0e p+a 1, V5 > 2,

segue de (3.39) que

K (a;p) > 1, Vm > 2.
Assim, (3.41) equivale a
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Uamp(tost) < Kim(a;p) max{ ”U('ato)”LWp(R) 3 Hu('at0>”L2mzﬂ(R) ;

1—-27m
p+27 m%

& +Z
Butoit) P72 - [lulto)llfn’

3p+ «a 1+pz+—;aﬁ 1-2”™ p+2” "G

(3.42)
Logo,

- 1-2—™ 274G
Uzt >_Km<a;p>max{Hu(-,to>HLzmp<R>;Bmo;t) T Uy(t,t) 778 }

onde K, (a;p) > 1 é dado por

1+2""a 1

3p+a) r»t§ 2+a
4

Ky (a;p) = Ky (o p) max ¢ 1; (

: (3.44)

com K, (a;p) > 1é dado em (3.39). Fazendo m — +oo em (3.43), (3.44), obtemos
a seguinte estimativa fundamental:

Teorema 3.8. Seja u(-,t) € L>([0,T[, L(R)) solugdo (fraca) ndo negativa do
problema (2.46), com p > po. Entdo, para cada 0 <ty <t < Ty, tem-se

~ 1 _p
Uso(toit) < K(a;p) maX{Hu('atU)HL‘”(R) i Bu(tost) ™2 - Up(tost) "2 } , (3.45)

onde K(a;p) > 1 € a constante dada por

1 1
_ 3 T a
K(a;p) = max{l;( pi—a)zo : }ml_lffoo[( (c;p) (3.46)
1 _1 . s 1
1 3p+ o\ p+g 243 3p+a H 6 - 23p—|—2a 27p+5
= max< 1;
e Bl 3-2ip + 2a

J=1

Note que f((a;p) = lim I?m(a;p). Em particular, para cada « > 0, temos:

m—-+00

lim K(o;p) = 1. (3.47)

p—+0o0
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Se tivermos B, < 0o, U, < 0o (para p > pg) e T\ = 00, entao a desigualdade (3.45),
com K(a;p) > 1 dada por (3.46), fornece

1 _pP_
[[aes )l oo (my < K (@ p) max {Hu('7t0)HL°°(R) B (to) "2 Up(to) "2 } , (348)

para cada ty > 0. Entao, em particular, segue que

1 _p_
timsup [lu(-, )] oo gy < K (0 p) max { - to)l| ooy s B 205 2 4, (3.49)
R)

t—o00

para todo o > 0. Considere uma sequéncia de tg — +00 tal que [[u(-,t0)| 100 )
convirja para o limite inferior, com isso

1 _p_
i . < . s . . pPtg prptS
lin sup [fu(:, £)]] oo ) < K(; p) max {nggg lu(s to)ll oo my s Bu * Up

)

(3.50)
onde u(-,t) >0 e p > po.

Com mais dois resultados apenas, estaremos em condigcoes de obter o resultado
final deste capitulo.

Teorema 3.9. Suponha V, < 0o e p > pg. Entao, para cada q > 2p, temos

o
a+$

1
20\ T L
v, < <3q; O‘>q BV, (3.51)

Prova: Considere

o= (252) (25) " e

(3.52)
Ag := limsup g(t).

t——+4o00

Devemos mostrar que limsup |[v(-,?)[|qg) < Aq, ou seja, da defini¢ao de lim sup,
t—+o00
devemos mostrar que

limsup [[v(, )| Lary < Ag + 1, vn > 0. (3.53)
t——+o00

Suponhamos por contradicao que (3.53) seja falsa. Entao, existe 77 > 0 tal que
limsup [0, 6) |z > g + 7 (3.54)
t——+o0

Seja, entao, ty > 1 suficientemente grande tal que
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1
9(t) A+ 50 V>t (3.55)

Assim, devemos ter

[o( Ol pay > A +75 Vit >To. (3.56)

De fato, suponhamos por absurdo que (3.56) seja falso, entao existe ty > 1o tal que

(s to)ll oy < Ao +7 Vi >To. (3.57)

De (3.54), existe to > to tal que ||v(-,t2)||Lq(R) > Ay + 7. Logo, podemos encontrar
t1 € [to, t2[ tal que

o t)ll Loy = A + 71
e (3.58)
lo( )l Lamy > Aq +7, V€t ta].

Como [[v(+,t2) [l ) > [[0(, t1) | La(r), deve existir . € [t1,t2] \ Ey tal que

d
Sl o) | 20, (3.59)

t=tx

d
pois, caso contrario, terfamos o7 Hv(-,to)H%q(R) < 0, g.t.p.t € [t1,t2], ou seja,

[v(+; )|l a(w) seria estritamente decrescente em [t1, 2], contradizendo [[v(-, t1)| Lo(r) <
[v(+22)|| fa(r)- Entao, pelo Teorema (3.4), terfamos

1 1 a
3¢ +2a\ 7 [ B(t,)\ 7 oz
(-, )l %4
8 p(ts) L2(R) (3.60)

1.
= g(ts) <A+ ST onde t, € [t1,12]

IA

[v(-, t*)HLQ(R)

A dltima desigualdade segue de (3.55). Mas isso contradiz (3.58) acima. Ou seja,
(3.57) nao pode ocorrer. Logo, (3.56) é verdadeiro. Agora, vamos provar (3.51).
Para isso, consideremos

w(z,t) == v(:n,t)q%a, Ve eR, t>0.

Usando a desigualdade SNG (para 8 = 20p, onde [y = % > 0 qualquer e
g+ a

24+ Bo
ol < (252) Il el (3.61)

obtemos de (3.15), para todo t € [ty, co[\ E,:
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6g+4a

Ol 5w

lw(-,

3¢+ 2a\ 2 ig42a
< (SR ol b,

4942
qta

Nwa (- )12 gy

3¢ + 20\ l2e ((3¢+20)(gt+a)®
4q + 4a e Ol oty 4q(qg — 1) #e)
d B
(5 1Dl )
3q9+2a
(¢ + )? B(t)\ e Bo
2531(2;1 (Sq + 2a) ot ,u(t) Hw( 7t)”LB()(R) :
(3.62)

Em termos de v(-,t), temos

(Ag +0)°0F2 <

A

para todo t € [tg, co

Assim, obtemos

Cla,q;n) =

3 +2 6g+4a
lo( Ol ey = llw( Ol 5y
@ a 3 2
3¢+ 20\ #5 (B(t)\ o " "
; S I T I
(3q + 20()3 2q+a -1 d
. e .
STy O n0 ™ (= Dy
3q + 2a)3 o _ d
9<t)3q+20+64ng—1)(q)+a)' 2qte 1.< SOl ey
3¢ + 20 .
()\ ‘I‘ )3q+2a+ ( q+ Oé) 2q+ ,u(t)_l

64g(q—1)(q +a) °

d
Tt ”U(',t)”qu(R)

(3.63)
[\E,. Onde My > 0 é definido por
M := sup ||U("t)||L%(R) . (3.64)
t>to
d . . ~
_& HU('7t)HLq R) > C(O[,q; 77)#(75)» Vit e [t07 OO[\Eqv (365)
onde C(a, q;n) > 0 é a constante dada por
64q(¢ —1)(g+ @) | —(2q+a) 3042 1 3q42
.M )\ q+2a )\ q+2a )
(3q + 2a)3 0 (Ag +7) ( Y )

(3.66)

Integrando (3.65) em [fo, 7],

para T> to arbitrério, obtemos
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T

~ |2 ~ N ~ o~
_ Hv(.,T)‘ + Hv(-,to)Hiq(R) > Cl(a, q; n)/A p(t)dt, VT >t9. (3.67)
La(R) to
Assim, em particular,
HU("tO)HLq(R) > C(Oé, q; ﬁ)/? M(t)dt7 VT > to, (368)
0

“+oo
w(t)dt = oo, por hipétese. Esta contradi¢ao nos mostra

0 que nao ocorre, pois /

to
que (3.54) é falsa. Logo, (3.53) é verdadeira Vn > 0. Portanto,

limsup [[v(- )] Lar) < Ags (3.69)

t——+o00

como afirmamos.
[ ]

Teorema 3.10. Suponha U, < oo para algum p > po. Entdao, para cada g > 2p,
temos

1 a
3 20\ 7ta 1 aty
uqs< L O‘)q BT UL (3.70)
B
onde B), = limsup ﬂ
t——+o00 ,U(t)

Prova: Considere
1

g(t) = <3q+2a>qia<3(t)>w”u(.,t)‘2?

8 L2 (R)

Ag = limsupg(?).

t—+00
Devemos mostrar que lim sup ||u(-, t)||Lq(R) < Ay, OU s€ja,
t—+o0
timsup u( 1) oy < Ag -7 ¥ > 0. (3.71)
t——+o0

Novamente argumentamos por contradi¢do. Suponhamos que (3.71) seja falsa.
Entao, existe 17 > 0 tal que

limsup [[u(-, £) | oz) > Ag + 7 (3.72)
t—-+o0

Para este 17 > 0, seja to > 1 suficientemente grande tal que

git) < Mg+ =7, Vit>t. (3.73)
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Segue, entao, que

uC ) oy > g+ V> To. (3.74)

De fato, suponhamos por absurdo que (3.74) seja falso, entao existe tg > 1o tal que

[l to)ll Lary < A + 17, Vit >t (3.75)
De (3.72), existe to > to tal que

[ul- t2) | Lagry > Ag + 70
Logo, podemos encontrar t; € [to, t2] tal que
lu(s el Loy = Ag + 71

e (3.76)
JuC Dl oy > Mg +75, Ve Elta, 2]

A ideia agora é obter um contradi¢do como na prova de (3.56) no Teorema (3.9)
acima. Para isso, aproximamos u(-,t) por uma solu¢ao suave v[e](-,t). Fixamos
¢ € COR) N LYR) N L*®(R), com ¢(z) > 0, Vx € R. Seja, para cada € > 0,
ol 1) € L§e ([to, T*[E][, L>(R)) solugao suave e positiva do problema

vy + (b(z, t)v%'H)z = pu(t)(v(z,t))., zER, t> to,

’l)(',%\o) = u(a%\()) + €C

e tomamos € > 0 suficientemente pequeno tal que se tenha

. U[E](',t) esteja definida Vt € Eo,tz],

[e](. [e] .
[ I
€
1.
o <A+ Vie[h, ), (3.78)
onde ¢l (t) é dada por
3¢ + 20\ e [ B(t)\#a a+§
() = e (BONTE |
g(t) : ( 2 > (u(ﬂ) ol 1) . Vt € [to, ta].

Note que (3.77) é verdadeira para e < 1, pois |[u(:, 1) Loy < llu(s )|l oqry- B,
(3.78), decorre de (3.73) para € < 1. De (3.77) segue que existe ¢, € [t1,ta] \ E([f],
tal que

q
La(R)

>0

-
t=t4

i)
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. ‘- , d ] q
pois, caso contririo, terfamos p H’U (-,t)‘

Lo < 0, g.t.p. t € [t1,t2] e, em par-

o) seria estritamente decrescente em [tq,%2]. Contradizendo
q

Hv[e}("tl)HLq(R) > ‘

Teorema (3.4), teriamos para este t, € [t1,to]:

1 1 o
<3qua>q+a <B(t*>>4*a W 8) o

()

1.
= M) <A+ -

ticular, H’UH (-, t)’

e tQ)HL ®’ que nao condiz com (3.77) acima! Entao, pelo
q

ul€ (-, 1)

La(R)

A dltima desigualdade segue de (3.78). Mas esta estimativa contradiz

Y

‘)v[e]("t*)

Hu('7t*)HLq(R) ) (pOiS ’U[G](‘,t*) > U(‘,t*), Vit e ﬁ\()at2]>

> A+, (por (3.76)).

La(R)

Esta contradigdo mostra que (3.75) nao pode ocorrer. Logo, (3.74) é verdadeiro.
Seja agora Ug > 0, dado por

U := sup [u(-, D], §

bl )
> L2(R)

e seja C' > 0 a constante (em t) dada por

_ 64g(g—D(g+a)

¢ (3q + 2a)3

(1 + Uo)—(2q+oc) |:()\q + ﬁ)3q+2o¢ _ ()\q + ;ﬁ)3q+2a} -
(3.79)

Para esta constante, tomemos T> to suficientemente grande tal que se tenha

T
o) [y < € [ mttr.
0

“+o00
Note que podemos requerer esta estimativa, pois, por hipdtese, / p(t)dt = +oo.

to
Considere ¢ € C°(R) N LY(R) N L>®(R) positiva, Yz € R e fixa no que segue.

Tome, para € > 0 dado, a solucio vld(-,t) € ijc(ﬁg,Tie][, L*>*(R)) suave positiva
do problema regularizado

v 4 (b, o2 )y = p(t) (v(z, ) )e, = €R, t> 1
(3.80)
’U(-,?o) = u(,i\o) + €C.

Seja € > 0 suficientemente pequeno tal que
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(i)  vl(.,t) esteja definida para todo t € [fy, T];

i el <1 T);
i) ||o 0 pigy <1+ Vo Ve T
7 (3.81)
H(-Z)]q <C [ udt
(Z“) ‘U » LO La(R) 5 2 ’
1 .
(i) g(t) < g+ 571 VEE [ho, T,
onde C' > 0 é a constante definida em (3.79) e gl9(-) é dada por
_1 L +Q
3¢+ 2a\ 7+ [(B(t) ate 2
[fl(4) .= (22 =2 = Al ol
o ( 8 ) (u(t) ’v(’)L%aR)
Introduzimos, entéo, w!d(-, ), to<t< f, por
w(z,t) = vld(z,0)2*, Yz eR, te k). (3.82)
Assim, para todo t € [t, T] ~ Egd
3q+2a Sotda
N 4 p)dat2e < [el (. = {lwly. ata
Oa i< o670 = [l n]|
3q + 2a)? 2q+o _
< ldpdet2a ( (.t (-1
s 97 64q(q — 1)(q + ) ”v g )‘L%(R) uit)
d q
=2yl
( dt HU ( ’t)’ Lq(R)>

(3¢ + 2a)?
64q(¢ — 1)(q + )

d
. <_dt Hv3q+2a(.’t)”‘qu(R)> )

(14 U ()

1.,
< ()\q + §n)3q+20¢ +

Assim, Vit € [tAo,f[\Eg}:

TS ou), (3.83)

_% Hv[e]("t)‘ La(R) —

onde C' > 0 é a constante (em t) definida em (3.79). Integrando (3.83) em [to, f],
para 1" > tqy arbitrario, obtemos

T
_ [e}.f‘q ‘[6].A’q S / _
oD g+ [ g 2 €
Assim, em particular temos
e gl ! T~
€] (. >
Hv (,to)‘Lq(R)_C A ptydt, YT > o,
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contradizendo (ii¢) de (3.81). Esta contradi¢ao nos mostra que (3.72) é falsa. Logo,
teremos (3.71) verdadeira, para todo n > 0. Portanto, (3.70) estd provado, o que
conclui a prova do Teorema (3.10).

]

Note que se aplicarmos (3.10) sucessivamente para ¢ = 2p, 4p, 8p, ..., 2"p, obtemos

3.2p+2a\ e Lo 23
Uy < (0 BFT U

para ¢ = 2p. Para ¢ = 4p e usando (3.84),

3.4p 420\ e L wtE
Uap (8 > By

B 4dp+a 2p+a : 4dp+a . U 4p+-2ac
8 8 g

4p+§ a a
(3.4p+204>4p1+a <3'2p+2a>2p1+a e 1y 1 g g
. v

No caso geral, para m > 1 qualquer,

m o
27pt+g

m ; 1. i
3-27p+ 2\ Ppta 2Mpr2m=Iig
U2mp S I | <8> 2

j=1 (3.84)

m 1 2"ptg 2Mp+ G
J=1 2ipta 2mpt2m—Ji g ) Uzmp+%
p )

m
onde u(-,t) > 0.

Teorema 3.11. Suponha V; < oo, com p > pg. Entao, para todo q > 2p, tem-se:

2 2
. 3q + 2a\ ate B(t)\ ate —
Hminf [[v(-, t)| poo(my < ( S ) lim sup { <,u(t)) . Hv(.,t)Hz%(R)} .

t—+o0 t—+o00
(3.85)

Prova: Considere a seguinte mudanca de varidvel
ata

w(z,t) =v(x,t) 2 .

Escrevendo (3.85) em termos de w, temos

qto gre
. 39+ 20\ 5 | B()) 7
jmint o0l < (2557 ) ™ tmaup { i) 1ot %“R)} |

t—+00
(3.86)
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onde By = —L-. Definindo

q+a
3¢+ 20\ i [ B(t)) it
— g Lq ) o wta
o) = (FEE)T(EED) T ol
e
Ag = limsupg(t),
t——+o0

devemos mostrar que 125113 Jr1&f [w(, )|l oo (r) < Ag, OU equivalentemente

Hminf [|w(-, ¢)|| peer) < Ag + 1, V0> 0. (3.87)

t——+o0

Suponhamos por contradigao que (3.87) seja falso, entao deve existir algum 7 > 0,
tal que o N
minf {lw(:, )| oo ) > Ag + 77 (3.88)

Seja, entdo, to > 1 suficientemente grande tal que

Hw('at)HLw(R) > A\ + 17, Vi >t

1. —~
g(t) §>‘q+§77a VtZtO-

Pelo Teorema (3.2), obtemos para todo t € [to, 0o[\FE,

3¢+2a 3q+2a

(Ag +7) e < ()l SR

1 (3q+2a\? o )
< 5l q+a) N el Oy <

ata
3q + 2\ oF
8

(3¢ +2a)°
T64g(a—Dig +a)

3q+2a

(B0) o iz ] +

_aq_
’ HUJ(~,t)| ZZS(R) ’ :UJ(t)_l'

d 8
(w0l ) <

’ Hw(a t)’ %(R) :u'(t)_l

d 8
(S D) <

Qe

sulse (3¢ + 2a)?
64¢(¢ —1)(q+ a)

IN
<
—~
~
Q
+
Q

3¢+2a )3
< a0 B4 B gty
(= 1)
(3.89)
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Note que usamos a desigualdade de NSG HWH2+BO < <2+'BO

2
2
Ty < (22) W, g Il 2y

para By = 7 Assim, se definirmos
q+«a

M := sup ||v(-, 1)

4
7, L2(R)’

teremos para todo t € %, oo[NEy

__3¢+2a 1 __ 3a+2a (3q + 2@)3 q 1 d 3
a < — a .M 2 _— .
()\q+77) at = ()\q+277) at +64q(q _ 1)(q 4 Oé) 0 ,U(t) dt Hw( ?t)HLﬁ(]R) ’

ou seja,

d ~
- w15y = Clasa, Du(t), Yt € [fo, 00N By (3.90)

Onde C(a,q,7n) > 0 é a constante dada por

A 64q(q - 1)((] + O[) g P 3q+2a 1 PR 3q+2a
Cle,q,1) = Gir2ap (Ag +71) wFe = (A + 57) e

Tomando T > %, arbitrério e integrando (3.90) em EO: T |, obtemos

~_ 1|18 ~. 118 T ~ o~
_ Hw(.,T)HLﬁ(R) o B |y C/?O ptydt, YT > 7.
Em particular,
[w(-,t0)|| sy = € /t u(t)dt, VT > to. (3.91)

Em termos de v(-,t), podemos reescrever (3.91) como

T
[0 t0) |70 ) = C/? p(t)dt, VT > to
0

T
o que nao é verdadeiro, pois / wu(t)dt = oo por hipétese. Com isso, a afirmacao

to
(3.88) também nao pode ser verdadeira. Logo, vale a afirmagao (3.87), o que mostra

que (3.86), ou equivalentemente, (3.85). Concluindo a demonstracdo do Teorema
(3.11)
|

Observando a prova do Teorema (3.11), vemos que podemos estender este re-
sultado para solugoes mais gerais u(-,t) > 0:
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Teorema 3.12. Suponha Uy < 0o, com p > pg. Entdo, para todo q > 2p

2 2
. 3+ 2\ ate B(t)\ ot L
1gg+lgf\IU(',t)llLoo(R)§< 3 ) lgfgop{<u(t) Al Ol 5 (-

(3.92)
Prova: Seja w(-,t) definida por
gto
2

w(z,t) = u(z,t) t>0ex ek

Escrevendo (3.92) em termos de w, temos

qgta gta
. 3¢ + 2a\ ate B(t)\ ate e
im inf [|w(-, ¢)|| oo (m) < < 3 > lim sup { (# (- 1) ZJEO(R) ’

t—+oo t—+oco (t)
(3.93)
onde [y = L. Definindo
q+a
3q+2a) 1ie (B(t)) e
L q o\ 9t qto . . (H%
o) = (P (T el
e
Ag = limsupg(t),
t—+o0
devemos mostrar que ltim +inf [w(-, )|l Lo (r) < Ag, OU equivalentemente
—1+00
tim inf [l )| ey < Ag 47 V7> 0, (3.94)

t——+o0

Suponhamos por contradi¢ao que (3.94) seja falso, entao deve existir algum 7 > 0,
tal que

Lminf [lw(-, 8)[| e (m) > Ag + 11 (3.95)

t—+o0

Seja, entao, %\0 > 1 suficientemente grande tal que
lol )y > M 43 VE2To

1. -
9(t) <A+ 40, Yt =to.

Seja My > 0, definido por
M := sup [[u(-, )| 4

X L2 (R)’
> (R)

e seja C' > 0 a constante dada por

_ 64Q(q - 1)((] + a) 1 3q+20 1 3¢+20

C: Ag +7) ot — (A + = o |, 3.96
(3¢ + 20)3 (1—|—M0)% (Ag +17) @ ( q+277) a4 ( )

Considere T > to suficientemente grande tal que
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T
o)y < C [ty
0

Considere ¢ € C°(R) N L*(R) N L>(R) positiva (¢(x) > 0,Vz € R). Sejam € > 0
dado e vl9(-, 1) solucio de

{ v 4 (b(z, o2 T, = p(t) (v(z, t))e, = €R, t> 1

v(-,t0) = ul- fo) + €C(-).
Defina wl(-, ) por

w!(z,t) = vl (w,t)ﬁTa, VzeR, te [tAo,T*H[.

Tomamos e > 0 suficientemente pequeno tal que

(i) ol t) esteja definida, Vte Eo,j’\],

T
|4
(i) |01, %) <C [ pt)dt;
’ La(®) fo (3.97)
/. .
(i4) ‘v (,t)’L%(R)Sl—i-MO, Vit e [to;T]

‘ ¢ 1. -
(ZU) g[] S)\q+§777 Vte rt\(%T]v
onde gll(.) é dada por

qTc qta

() = (ngza)qm (f((;)) o+a

Repetindo o argumento (3.89) e (3.90), para w!d(-,), obtemos para todo t €

%,T\] < El

g

ta =~ A
, Vit € [to, .

LA(R) [0 ]

[6](, t)

. 3q+2a 3‘1120‘
(Ag+7) e < w0 2R,
[] 3q9+2a
< €] (. qta
- Hw (1) Lo (R)
a 3q +2a)3 3 _
< JdpyEE ( Nwld (et Cu) L
< 9ol +64q(q—1)(q+a) Hw (1) L3 (®) uet)
(=gl )
LA(R)
< O+l BOH2P s
- 2 64g(q — 1)(q + «)

< dt H 0 HLWR))‘
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Assim, por (3.96), temos

d B o~
7 Hw ( ’t)HLB(R) Cu(t), q.t.p. telto,T). (3.98)

Integrando (3.98) em [fo, T, temos

B

B Hw[E](.’f)HLﬁ(R

+ \(wkl(-,%)Hiﬁ e /T p(t)dt.

Em particular, segue que

e s e ! tydt, VT >
H - O)HLB(R) 7 ult)dt, 0

que, em termos de vl9(-, ), fica

T

de ol s Pt
Hv (,to))Lq(R) =c p)dt, YT >t (3.99)

contradizendo (i7) de (3.97). Logo, a afirmagao (3.95) nao é verdadeira, o que
mostra (3.94) e (3.93). Concluindo a demonstracao do Teorema (3.12).
|

Como caso particular do Teorema (3.12), temos a seguinte estimativa funda-
mental para todo g > 2p

2
.. 3¢+ 2a\ a+e 2
i [ Ol < (520) 7 B0 0T @)

onde p > po € tal que U, < oo. Os resultados (3.84) e (3.100) acima, nos dao
condigoes de provar o seguinte Teorema:

Teorema 3.13. Suponha U, < 00, com p > pg. Entao,

limsup (- £)l| ooy < K(oip) - By 7 -Ug'?, (3.101)
t——+oo
onde
1 0o . 1
3p+a\rts 6-27p+2a\ 2rt+%
) . L pT Ao _ 1
K (o p) < 1 ) H<3-2Jp+2a> (3.102)

j=1

Prova: De (3.50), para cada m > 1, temos
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1 2Mp
U < K(a;2™p)-max {litminf Ju(-t)||; By "2 - U22mp+7 }
—00

1 om
~ 3.9m o\ 27p+ & ﬁ ey
< K(Oz;Qmp)'max{<4p+> o 'Bj e 'Uém’;“;

1 2Mp
2Mp+ G 2Mp+ 5
B,LL * U2m p

1 2Mp
a My O
2Mp+ 5

= K(a;2™p)- By "% - Upnr %,

onde

1
~ - 3.9m LT
K(o;2™p) = K(;2™p) - max {1; (P) e } (3.103)

Observe em particular (por (3.103) e por (3.103)) que K (o; 2™p) — 1, a0 m — oc.
Portanto, por (3.84), obtemos

1 142" M&

Uy < K(a 2m 2 p+a H <3 2J —|—2a> 2Apta 1+270a . (3'104)
=1
2™p
;'n:l 2jpl+a 11-:-22175 1+124:;a] iy
B, ‘U,

para todo m > 1. Fazendo m — oo, obtemos
™ /3.0ip 420\ FeraineTa | N, gl :
. a a i—=1 5T T i~ —
UOO S H < 8 > . BMJ 2pt+a 1427Ja . UFI)-Q»a‘
=1

O que prova o Teorema (3.13).

Observagao 3.2.
(i) Afirmamos que:

o0

1 1 1
> : = —, (3.105)
j:123p—|—oz I+277a p+35

De fato, para todo j > 1, temos

1 I 2ty 1 1
2ip+a 1+279a 22p+a 2Hp+a T\ 2pt+a Vtlpta)’
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Assim,

oo

1 Ly 1 21
j:12jp+a 1+2-7a = 2ip+a  2tlp+a) 2p+a  p+ g

(i) Com o que mostramos em (3.105), temos

) 11 1 !
10_0[ 3-2p+2a\ Ppte 1279 (3p4 ) pFE H W e . (3.106)
j=1 8 4 Jj=1 3 ¥pt2a

De fato,

Jj=1 8
_ _ﬁ (3 2p + 2
= 11

- ) 1
)

1
H<6 29p 4 2a 27p+2 (3 2]p+2oz>2jp+%

- 8

1 1
ﬁ (3 23p—|—204> s

J=1

5T, 3. 2Jp+2a>szl+g
8

-1

6-p+2 r 6-29p+2 Torg a 220p+ 2 Torg
()T I I ()

le Jj=1

_(3pta ﬁ H 6-27p 4 2 2J'p+%
N 4 e 3-2p+ 2 ‘

O que conclui a observacao.

Fica assim mostrado o seguinte resultado fundamental:

+oo

Teorema 3.14. Suponha / p(t)dt = oo, B, < oo e, para algum p > po,
0

Up < 0o. Entao

1 P

ELurtE (3.107)

lim sup [|u(, )| ooy < K(asp) - By

t——+o00

onde K(a; p) > 0 € dada por

# 00 [ —

3p+a\rts 6-27p+2a\ 27p+%
K(a:p) = . 3.108
(a;p) < 1 > H<3 2Jp+2a> (3.108)

Jj=1



4 Capitulo 4: kK > 5

4.1 Introducao

Neste capitulo trabalhamos com as solugoes da equacao dos meios porosos, com
termo advectivo arbitrario,

ug + (b(x, )u ), = p(t) (w(z, ) ug)e, zE€R, >0
(4.1)
u(+,0) =ug € LP°(R) N L=(R), wvg > 0,

com k e « satisfazendo x > %. Como hipéteses consideramos as dadas na segao
2.2 do capitulo 2. Na secao 4.2 mostramos uma estimativa de energia para solugoes
positivas e algumas desigualdades essenciais para estimarmos a norma do sup dessas
solugoes. Na secao 4.3, estimamos a norma do sup de solugoes positivas e, em
seguida, estendemos estes resultados para solugoes nao negativas.

4.2 Estimativas de Energia

Teorema 4.1. Seja v(x,t) solug¢do suave do problema de valor inicial (4.1). Entao,
Para todo q € [po, +o0[, tem-se

T
(z)/ /v(m,t)‘I+”_1|vx(x,t)|dxdt < oo, VT €0,T.]
0 R

1) Fxiste E, C |0,00| com medida nula tal que
(i) q q

d o
IO +ala = Ditt) [ 072002, do <

< ala= 1B [ o @ Ol 0] d
(4.2)

Prova: Considere ¢ > 1 e ¢(z) e ¥g(x) as fungdes de corte definidas em (2.3) e
(2.4) no Capitulo 2. Multiplicamos a equagao

ve + (b(z, e = p(t)(v(@, ) v )a (4.3)

por qui~!(x,t)Yr(x) e integramos em [0,7] x R. Novamente pelos Teorema de
Fubini e Teorema de Integracao por Partes nas demais integrais, obtemos

Iz Z)ar — - t z, T Nz, g (2, T z)dzdr

/|x<2Rv( s DYRr(T)dr — q(q 1)/0 /x|<2Rb( I (5 Py (2, 7)) ded
q/o /R§|x§2Rb( X (2, 7)R(z)ded

_ vi(2)p(z)dr — qlq — t i =2 (0 Vo2 (1) dadr

= [ e g [ [ et e

t
—q/ ,u(T)/ vq+°‘_1(x,7)vxw§%($)dxd7.
0 R<|z|<2R
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1

Considere [B(t) = 5 <Sup b(x,t) + 1nf b(x, t)> Escrevemos b(z,7) = b(z,7) —
zeR

B(1) + (7). Com isso, obteremos um Controle sobre o fluxo b(z,t).

/|w<2R vi(z, t)Yp(z)dr + q(q — 1)/0 1(7) /|z<2R W02 1023, 7o) dadr

¢
— / vg(:c)wR(a:)dx—i—q/ / b(x, T) v (2, 7)Y (x)dedT
|z|<2R 0 JR<|z|<2R
qto 1 d d
i + ol / /RS|$§2RU (e, ) ple)ddy

=L P, (x, T z)dxdr
ag—1) / /|$|<2R(b(xﬁ)—ﬁ(7))v+ (2,702 (@, T)r () dad

q . 1 / / q+n /
v x, T)Yp(x)dxdr
p 7) i (@, 7)¢R(x)

Sabemos que b(z,t) — 5(t) é limitado. Além disso, por (2.5), fazemos R — 400 e
obtemos

(4.4)

/R’Uq(ac,t)dx +q(g—1) /Ot w(T) /quJrO‘_2(x,T)U§(:J:,T)dxdT =

t
= [b@ie+ala=1) [ [ 067 = ) e 7)o
R 0 JrR
(4.5)
Observe agora que [Jv(-,t)[|, ®) é uma fungao absolutamente continua em ¢, pois
sabemos que v(x,t), v(z, 1)1 2. v, (x, )% e (b(z, 7) — B(T)) sdo funcdes integraveis.
Pelo Teorema da Diferenciacao de Lebesgue, sabemos que existe um conjunto de

medida nula E,, tal que H’U(',t)H%q(R é diferenciavel em t € [0, T[N E;. Ou seja,

)
v(-, )%, (®) € diferencidvel g.t.p.t € [0, T%[. Assim, a forma diferencial do problema
(4.5) é

d
— oGO ) +ala — Du) | 072 (@t (x,t)de =
at e /R (4.6)

— (g 1) /R (b, t) — Bz, vz, ),

Vt € [0,Ti[\FEy. Como |b(z,7) — B(1)] < B(T), entdo a tltima integral de (4.6)
nos da

T T
1
/ /vﬁ"‘l(x,v')]vm(x,T)]dde < / /vq+°‘2(w,r)vf;(x,7')dwd7'+
o Jr 2Jo Jr

1 (T
+2/ /vq+2“_a(:v,7)da:d7 < 00,
o Jr
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T
pois / /vq+°‘_2(:ﬁ,7)vg($,7)d:ﬁd7 é finita, pelo Lema (2.6). Além disso, como
o Jr

2k —a > 0, temos que v472 7% estd em LY, para algum ¢ > py e ¢ > 1 o que prova
o item () do Teorema (4.1). Das propriedades de médulo e da estimativa sobre o
fluxo, obtemos

d o
210G Ol ey +ala = 1)#(75)/qu+ *(z, t)vy(x, t)do
(4.7)
< q(q—1)B(t) / VI () oy (2, 1) |de, t € [0, Tu[NE
R
O que prova (ii) do Teorema (4.1).
|

Para facilitar nos calculos posteriores, é viavel fazer a seguinte mudanca de varidvel:

w(z,t) =v"5 (2,t), Yo eR, te0,Ti[ (4.8)
Logo,
O e (4.9
e
loG,OlI2y =l )| onde fy=—0—. (4.10)
i ®) L2 (R)’ q+a
Além disso, temos
q+a 2 a—
wa('7t)H%2(R) = (4)/qu+ 2(x, )02 (z, t)da (4.11)
e
o O oy = o1 (4.12)
onde y=2k+a>0e 5 = qu—_foyz Assim, escrevendo vt = v T 6

usando Cauchy-Schwarz obtemos

3 3
/vq+”_1|vx|d1‘ = (/ vq+o‘_2d:n> </ Uq+2”_adx> (4.13)
R R R

Com as identidades (4.8) a (4.13) reescrevemos (4.7) da seguinte forma

d 4
i (4.14)
2 =4
< dlg =)~ BOlw( Ol [0l Ol £ g
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Usando a desigualdade de Nirenberg-Sobolev-Gagliardo

2+ o

HMﬂN@mé( )\()@oummM@®

onde 6 é dado por

_ 1- & 1-L1_4a
0 = [fo : 208 ¢ 0,1[. (4.15)
1+ +375

e By e B sdo dados em (4.10) e (4.12), respectivamente. Reescrevemos (4.14), para
todo t € [0, Tx[\Ey, da seguinte forma:

d
a1 g + (@ = DEu|wn ()l 2 <
. . (416)
2 2 8
< (0= 1850 (252) 7 hunt 01558 ot 01t
Note que
(i) 08 _B—Bo _ q+2v
2 2+08) 3q¢+2a
65

(77) Para que a desigualdade (4.16) esteja bem definida, devemos ter 1 + o <2,

ou seja, 5— Bo < 2+ By. Substituindo os valores de §g e 5 dados em (4.10) e (4.12)
respectivamente, obtemos a seguinte relagao entre ¢, k e a: ¢ > 2(k — ). Ou seja,
tomamos ¢ = 2p, com p > k — a. Lembre-se que ja temos uma hipdtese sobre p,
p > po. De agora em diante, as hipoteses sobre p serao

pP>K—« e D > po. (4.17)
Teorema 4.2. Sejaq > 2p, comp > pg ep > k—a. Sejav(-,t) € Liy.([0,Ti[, L°(R))

solug¢do suave positiva da equagdao dos meios porosos com termo advectivo (4.1).
Entdo, para w definida em (4.8), temos

10Oy + gt el e < (4.18)

-éfiéi%jiS%'Q (080 20) % o)

CONGE i

()T e

Vit € [0 T[\NEq, onde E; C [0,Ty[ tem medida nula, v = 26 — o, & = o — 7,
Fo = q+a B_q+a
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Prova: Usando a desigualdade de Young em (4.16), temos para todo t €

[0, Ty [\ Ey

d 1
0O+ 8 (1 1) o) Oy <

68 . ~
1\ (24607 2433 )
< 00 (1-2) (B52) T O sl Ol T 01y
24606\ .o 1 )
< ( 1 >5 <1—q>H(t)||wx('vt)”L2(R)+
+2_5g67552—255 15 2 (25 ggﬁ. (t)*2§f—§§'
4 7)1 4 a
s

92 _
-B(t) 2-08 . ||w(',t)HLBO(R)2 .

Somando os termos semelhantes e desenvolvendo os expoentes e as constantes

obtemos
d 14+ 6 1
D)+ 2+ﬁ252< L) OOl <
2+50~ E— Q~
1+ By — 2B2< 1) (t) <q> 1508 <2+60>1+60§_
- 245 q B 4
» N wi (4.19)
(B Sy e
u(t) P LRo(R)
o q 2¢ = _ 2(q+)
todo ¢ € [0, Ty[E,. Substituindo By = p 2 5o Haty)
para todo [ [\E,. Substituindo Sy o B q—i—aeﬂ p——

obtemos (4.18).

Uma consequéncia simples, mas importante, do Teorema (4.2) é o Teorema
)|l oo (r), Para algum

Com ele obteremos uma estimativa sobre ||v(-,¢

seguinte
€ [0, Ty [\ Eq, onde v(z,t) é solucao suave positiva de (4.1).
Teorema 4.3. Nas hipdteses do Teorema (4.2) acima, se existe t, € [0, Tu[\E
tal que
ol | 20 (4.20)
—|lw >0, :
dt LB,

entao valem as sequintes estimativas em t = ty:
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1+2507§

1 1 1
. i 3 (B(t.)\ 1is 3

”w(',t*)HLﬁ(R) < (;) 14505 (2‘250) +B0- 5 (fé’l;) +8o Nw(-, t )HLﬂlOJE]g; 5

(4.21)

1 1 Bo
2+ﬂ0) 1+30_§ <B(t*)) 1+30_: H ( )H1+B077

w(ts) LAo(R) *

(4.22)

1
4\ 1+p0-5
4

) leqe < (4
[0, X[\ E, tal que (4.20) vale, entao de (4.19)

Prova: Supondo que existe t,
temos
T (2480 \ T (Bt o Nt
2 q 1+/30—* + Do 1+ﬁo—ﬁ * 1+[30—7 14805
ot < (5) 77 (52 F ()t el
(4.23)
Substituindo (4.23) na desigualdade de SNG
2+ fo\ %
Il < (252) 7 Il ol (4.21)
obtemos (4.21). E, subtituindo (4.23) na desigualdade de SNG
ooz W22 (4.25)

0nde9:2+

2+ By 75
||W| L/*O(]R)

[[wlleee r) < ( 2
, obtemos (4.22). Note que as desigualdades de SNG sao vélidos
[

2
onde § =
2+ fo
para 8 = 208y, com By > 0 qualquer

Agora reescreveremos o Teorema (4.3) em termos da solugdo v(-,t)
Teorema 4.4. Nas hipdteses do Teorema (4.2) acima, se existe t, € [0, Ti[\E
tal que
d q
oDl >0 (1.26)
t=t.
entao vale a sequinte estimativa em t = t,
ot < (SE2) 7 (BN
V-, Uk q Ul .
P lILaR) = 8 wu(ts) LE®)

onde a =a—v=-2(k—a)
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Teorema 4.5. Nas hipdteses do Teorema (4.2) acima, se existe t, € [0,Ti[\E,

tal que
t q
It ||U('a )H La(R)

t=tx

entao vale a estimativa em t = ty:

2
3q+2a\ % [ B(t.)\ e
ot < (2522) 7 ( ol LT,

onde a =a—v=-2(k—a).

(4.28)

(4.29)

Expomos, a seguir, as simulagoes numéricas do problema de valor inicial (2.40),

(2.39). Consideramos o =1 e k = 4.

Solution Supnorm Size
T T T

Solution Supnorm Size
T T T

35 28
26
i 241
221
Z25 =z
] = ol
5 5
£ E g
5 5 1ar
TERE
15 1.4
120
1 L 1
n 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0 02 04 06

Figura 43: |lu(-,t)[|pw )y @ =1, k=4

b(x,t) = —sinx b(x,t) = —cosx

Solution Supnorm Size

Suporm of u,t)

Figura 45: [lu(,t)|| e gy =1, £ =4 b(z,t) = —tanhz
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Seguindo na nossa andlise, observamos que, até o momento, obtemos estima-
tivas pontuais de [[v(-,t:)|| La(ry € [[V(, 64| Lo (r) PaTA e € [0, T[N\ Eq, desde que
d

7 |l (-, t*)ng ®) > 0. Enunciaremos a seguir uma consequéncia fundamental

*

do Teorema (4.4). Tal consequéncia é uma estimativa de V(tp;t) em termos de
Va (to;t), onde V,(to;t) estd definido em (2.20).

Teorema 4.6. Nas hipdteses do Teorema (4.2) acima, temos para todo 0 < to <
t<Ty:

1 ~
3q + 2av\ +a o3
Vq(t(h ) < max{‘ ( tO)HLq(R); <8> ’ Eﬂ(to )q+a Vq(t()v )qua )
(1.30)
onde B, (to;t) e Vy(to;t) sao dados em (2.22) e (2.20), respectivamente. v = 2Kk —
e&':a—v——Q(/{—a).

Prova: Considere 0 < tp <t < T, quaisquer, mas fixos no que segue. Seja \q > 0
definida por

8

Dividimos a prova deste resultado em trés casos.

3 2 afa (H’%
" ::( q+ a) Bt )75 -V (1o: 1) e (4.31)

Caso 1: Se [[v(-,t0)ll Lar) < Aqs entao

oG oy < A V7 € [to, 1] (4.32)

De fato, suponhamos por contradi¢do que existe to €ltg, t] tal que [jv(-, t2)||Lq(R) >
Ag. Considere t1 € [to, t2] tal que

oG t) ey =2 e NvC Tl o) > Ags V1 €]ty ta]. (4.33)
Logo, se existir ¢, €]t1,t2] \ E, tal que

d
ar HU('yT)Hqu(R)

>0, (4.34)

T=tx

entao, pelo Teorema (4.4), teremos

N}

3q+ 2a\ ¥ 1 at
||’U(-,t1)HLq(R) < ( 1 3 ) -Bu(to;t)qm .V%(to;t) a+

Q1

contradizendo (4.33), pois ¢ €]t1,t2]. Portanto, vale (4.32).
Caso 2: Se [[v(+,t0)[l ar) > Aq € existir ¢1 €]to, t] tal que [lv(-,t1)[|Lq@) = A, entéo

oG Loy < oG to)llpawy> V7 € [to, - (4.36)
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Mais precisamente, teremos

oG o) < Aas YT € [to, t].
De fato, suponhamos que ¢; €]to, t] seja o menor valor de 7, tal que [[v(-, 7)| Lo(r) =

d
A¢- Entao, pelo mesmo argumento do Caso 1 acima, teremos e [v(s Tl Laqry <O,
T

V7 € [to,ti[NEq. Ou seja, [[v(-,7)[| ) é (estritamente) decrescente em [to, t1].
Logo,

oG Loy < oG to)llpawy> V7 € [to, -

No intervalo [t1,t], se repetirmos o argumento do Caso 1, teremos

HU('aT)”Lq(R) < Ag V1€ [t t]
Portanto, vale (4.36).

Caso 3: Se [|[v(+, 7)|| ar) > Ag> VT € [to, t], entao, devido ao Teorema (4.4), teremos

d
a7 s o) <0,  V7elt,t]\E,.

T=tx

Com isto, [[v(+, T)|[a(r) serd (estritamente) descrescente em [to, t], e assim

los ) gy < G to)llpay s W7 € ltost):

O que conclui a prova do Teorema (4.6).

4.3 Estimativas para |ju(-,t)|/ ~(®): solugdes niao-negativas.

Considere agora uma solugao fraca, nao negativa u(-,t) € Lj,.([0,Ty[, L°(R))
do problema (4.1). Raciocinando por densidade, obtemos a seguinte extensao do
Teorema (4.6):

Teorema 4.7. Seja q > 2p qualquer, com p satisfazendo (4.17). Entdo, para cada
0<ty <t<Ty, tem-se

1 ~
3 _|_2a qta q+%
Uy (to, t) < maX{HU(wto)HLq(R) ;( : ) By (to; )77 - Ug (o3 t) e },

8
(4.37)
ondea=a—vevy=2k—a>0.

Prova: Seja ¢ € C°(R)NLY(R) N L>®(R), com ((z) > 0, Vz € R. Considere € > 0
dado e seja vld(-, ) > 0 solucdo (suave) de
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ve(z,t) + (b(:c,t)v”"'l(x, )z = p(t)(v(z,t) (2, 1))z, x€R, t>0
(4.38)
v(+,0) = up + €

Para algum ¢y > 0 suficientemente pequeno, teremos v[d(~,t) definida em [0, ¢],
Ve €]0, €] e para cada 0 < tyg <t < T. Pelo Teorema (4.6), segue

1
200\ ata 1
sup H [] ‘ < max HUH(‘JO)) : 3¢+ 2 ¢ -B#(to;t)‘lia'
to<r<t Li(R) L1(R) 8
a+$
[e] ata
- su vl (T ,
togrpgtH ) L} (®)

para todo 0 < € < ¢y. Assim, fazendo € — 0, obtemos (4.37).

Com o Teorema (4.7) obtemos o seguinte Lema:

Lema 4.1. Sejam u(-,t) € L75.([0,T[, L (R)) solugdo do problema (4.1) e consi-
dere p > po satisfazendo p > k — a. Entao, para quaisquer 0 < ty <t < T, dados,
tem-se:

3.2p 4 2a\ 4@ 1 2p+§
Usplto, 1) < maX{HU(',tO)HL%(R) (BT By ) B
(4.39)
e
1
3.4p 4+ 2\ 4ta 1 3.4p + 2« 4p+a
Usy(to. ) < max {||u<-,to>||L4p<R> ; (8) Bu(to; )77 - ( )

ap+ S 4pt+5 _
32p + 20{ 2P+a 4dp+a 1 1 4p+% 4p+%
. <8> IBM (to; t) Ip+a T 2p+a dpta - Up(tO; t) Ipta }
)

Mazis geralmente, para cada m > 2:

oMy &
m 32]]) —|— 2a 23p+a Qmp+:; j %
U2m (to’ >< max ”u("tO)HLQmP(R)Q H T .
Jj=l+1
e L g
am ameIg +1 a 2m a
) Hu('atO)HLQZZ—R) 2 -Bﬂ(to;t) J +1 2ipta ogmpyom—j 5.
2mp+% s o
1 Mpam=Ig A S L A S _2ptG
H <3 2317 + 2a> 2mp2m=i g . Bu(to; t)23=1 2JP+&'2mp+2mEj% . Up(t(]; t) 2mp+27’3%
7=1
(4.41)

124



Prova: Segue por indugdo em m, aplicando (4.37) para ¢ = 2p,4p, 8p, ...,2"p. B

Lema 4.2. Dado m < 2, tem-se para todo | =1,2,....m — 1:

i 1 2mp+% _ om +§ 2"‘1)4—%
m —. - m 1 p _—
3.27p 4 2\ 20p+a 2ampram—i g =141 37,7 & " om ng ompyom—j <&
.1711 <8> V) .Bﬂ(to;t) J 27p+& 2mpyam—ig Hu(-,to)HLzzZ(R) )
J=l+
1—2"™ w
e +3
< Km(a, £5p) max q [[u, to)ll pomogry s Bultost) **% - flu(to)ll oy ¢ (4:42)
onde
14275 _14+27™a [,y . 1427
Kol ) 3p+ 20\ 2p+9 3.2"p + « 2mpt § H 6.27p + 2a\ 29p+$§
. K: = _ - R
mi% R P 4 4 4 \327p+2a
(4.43)
.«
e = —.
2p
Prova:
Para cadal=1,2,...,m — 1, temos:
A 1 2"p+§ mo . &
m — — m 2" p+
j=l+1 8
2mp+% _
et E
Jut )l e =
m j 1 1427 "&
&’ —Jja m 1 1+2""a
= H <32p+2a) Hpta 1 -B#(to; t)Zj:erl 20 pt+a” 112*]‘& .
j=1+1 8
1+2*’7&
. . 1+2-1a
- to) | 2
(4.44)

Usando a seguinte desigualdade de interpolacao em (4.44)

2=l _g—m 1270
—92—m —_9o—m
O i e

obtemos
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1 1427 M&

m : - 0 mg
H (3.2]p+20z> 2p+a 1+2-7a -Bu(to;t)zf - 2Jpl+a 11++22 "

=141 8
1427 ’;“
112-la
Mt o)l i <
m 3.927 2 27 11+227Jn 1 1427 ™a
[e%
<11 <p8+0‘> b By (to; £) = T TS
=141
2t 2lm1+2—ma 142~ TZ“
—_2—m
Mot ™ T o)

(4.45)

1—-27t 142 ™

1+27%a 1-2m
Young em (4.44) e obter

Observe que < 1. Entao, podemos usar a desigualdade de

1 1427 ™a

m J ipta’ —Ja 1 1427 Mg
H (32p+2a> B 'Eu(to;t)zj I+1 27pta 1+2- 74 .

) 8
j=l+1
2—17211w 142" ™5 142~ T:
NGt oy = 7 lul o)l o gy
m ) 1 1427™a . N
< 3.27p + 2a\ Ppta’ 142774 1—-27t 1419 my .
= (75— ST g ) ey +
]:
2-b_9-m 14@q 1 1+27™a _1tela 1-27™ 142~ ™"4a
+ 5903 T_a2m B (to;t)ZJ =l+12jp1a 14+2-Jda 2 l-2-m 1+a Hu( )HLPHG
™3 90n 1 90\ TarE iiTe
2P a\ Ppta 14277a
S H (8) -maX{Hu(',to)HLgmp(R);
j=Il+1
s 1 1427™a _1427'a 1-27m 142~ Mg
Eu(to;t) J=l+1 2dpta 142—Ja 2-l-2—-m 14a HU( )HLPH-Q

1 1+2""a

i 32Jp+2a Vp+a’ 142778
H - max{IIU(',to)HLzmp(R) ;

7j=2
S g e T2 1724& A2t 1+12+:A
Bt ) T Ve TR ulto) i
(4.46)
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3.27p + 2a

poisTZL para todo j > 2. Como
Zm: 1 1 1 i 1 277
j:l+123p+a 14277« pj:l+11+2j a 14+277«

1 i [ 1 1 ]
paj=l+1 14+277a 1+277Ta

1 1 1
- pa\l+2-ma 14+2-la
1 2l _9g-m
p(1+2-ma)(1+2-la)’

obtemos

i 1 1+2™ma 1+27'a 1—-27m 1—-92m™m 1_92m
B - = . _l_ — . — — — p— — .
:l+121p—|-oz 14+277a 2 2—m 14« P+ pa p+%

Substituindo este resultado em (4.46), obtemos para cada 1 <[ <m —1

m ; 1 2mp+% 1 2Mpt &
3.27p 4 2a | Ypta 2mpram—ig Yt s e
= - By (to; t) FprelamptamTig

8 S

j=Il+1
2" pt §
omprom—ja

s to) e <

—m o
p+2 2
a
PT5

< Koo, i p) - § [[ule,t0) oy s Bultos ) 75 - JluC-, to)]

172*7'”

Onde

142" "a

3.27p 4+ 2a\ ¥pta 1+277a
S | [ )
j=2

Resta mostrar que K,,(«, k;p) é também dado por (4.43). Observe que:

1 2 1 1 2 1 1 1
Gp+a2i+a 2p2-l4+a2+a p\Vl+a 24a)

Logo,
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123

m
32.7 2 2ip+a 2i+a
K(O[le"'Qma H( p+ Oé) P

7j=2
- l 1
ﬁ(622ﬂ Ip +2a>2~7‘11+a ! ﬁ<3.2jp+2a>2fl+a !
P =AU
m 1 % m . 1 _%
- H(”P”@) H<32jp+2a>
1
~1 1| m ; 1 115
(62mp+2a>2m+&p H<6.2Jp+2a>23+ap
a 8

323 +2a>

- (e i (32 +a) g ﬁ 6.27p + 20\ 7§
-4 4 3.27p 4 2«

Assim, K,,(a, k;p) é dado por

1+27"a
1 277”/ 1 2777La 1 m a
K ( ) 3p+ ZerQ 32™p+a\ 2+m+% ﬁ 627p—|—2a 2+ My
a, K;p) = e FrE
m\Q, R; P 4 4 =1 3. 2]p + 2«
(4.18)
O que mostra (4.43) e conclui a prova do Lema (4.2).
|

Trabalharemos um pouco mais com os termos de (4.41) e, com isso, obteremos
uma estimativa fundamental para U (fo,t). O processo é andlogo ao desenvolvido
na prova do Teorema (4.2). Assim, como

p+7

ﬁ <3.2jp + 2a> TR Ty
Jj=1 8
142~ ™a 1+2="a [ 4, 1+27"a
_(3pta) % 3.2Mp + « 2m4 g H 62Jp+2a 20p+ S
N 4 4 o 3.21p + 2«
3 1+27™a 1
P+ o +§ e
= < 4 > e : Km(aa’%;p)a

entdo, pelos Lemas (4.1) e (4.2), obtemos
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Uzmp(to;t) < maX{HU(-,to)HLzmp(R);Km(a,m;p) [[ul-s o)l oma gy 5

m a
1_p—m p+27 " S

K(a, 5 p)By(to;t) **% |u(-,t )IIL;’“ ;

142" ™a 1

1 9g—mg
<3p+a> p+§ 28 12 ™ Lan

} (e rip)Bu(toit) ™% Uplto,t) »*

| (4.49)
27 2
Onde K, (a, k;p) > 0 é dado por (4.43). Como 1+a > 0e BP% >1,Vj>2,

segue de (4.47) que

Ky (o, k5p) > 1, VYm > 2.
Assim, (4.49) equivale a

Warep (103 ) < Ko (@, 5 ) - max { (-, to)l| a0, 10) ooy

1—2—m™m p+2 g
a +9
Bu(toit) ™% [u(to)l0hf
1+27™a 1 o—m pt2— M &
Sp+a\ g T 12 e
< 1 > pt3 B#(to;t) r+5 Up(to,t) p+o
(4.50)
Logo,
_ 127 pr2 g
Uamp(to;t) < Ki(a, k; p) max Hu(-,to)HLQmP(R);Eu(to;t) 7% Uy(to,t) 2 ,
~ (4.51)
onde K, (a, k;p) > 1 é dado por
3 1+27Ma 1
~ a 2+a
Ron(, 50) = Kom(at, 53 p) max 1;( pja) Y (452)

com K,,(a,k;p) > 1 é dado em (4.47). Fazendo m — +oo em (4.51), (4.52),
obtemos a seguinte estimativa para U (o;t):

Teorema 4.8. Seja u(-,t) € L>([0, [, L(R)) solugdo (fraca) ndo negativa do
problema (4.1). Seja k > % e p > po satisfazendo p > k — a. Entao, para cada
0<1ty <t<T,, tem-se
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p

Uso(to;t) < K (a, x;p) max{uuc,to)HmR) B (t0; )7 T U (0,173 } | (4.53)

onde IN((OJ, k;p) > 1 € a constante dada por

1 1
N 3 L 3%ta
K(a,k;p) = max{l; < pi—a> aE } ml_lg_loo K (o, k;p) (4.54)
11 1 1
3p+ap+§ 2ta 3p+a g 21p+2a 27 p+a/2
= max{ 1; H
4 3-2ip+2a

Jj=1

Note que IN((a, k;p) = lim I?m(a, k;p). Em particular, para cada o > 0 e k > @
m——+o0o 2

dados, temos:
lim K(a,r;p)=1. (4.55)

p——+00
Se tivermos B, < oo e U, < oo, (para p > pg satisfazendo p > k — a) e Ty = oo,

entao a desigualdade (4.53), com I?(a, k;p) > 1 dada por (4.54), fornece

1 p

-, )| ooy < K (@, 55 p) max{uu(-,to)HmR) 1By (to) "3 U (to) "+ % } . (4.56)

para cada ty > 0. Em particular, segue que

1 p_
limsup [|[u(:, )| oo (ry < K (o, k;p) max {hmmf [[ul:, )|l oo (m) ,Bp+7 Up+7 } ,
t—r00

(4.57)

onde%:/i—a, k> af2,u(-,t) > 0ep>posatisfaz p > k — a.

Com mais dois resultados, poderemos obter o resultado principal deste capitulo.

Teorema 4.9. Suponha V, < oo para p > py com p > Kk — «. Entao, para cada
q > 2p, temos

2 ‘1+a
v, < <3q; O‘) B‘”‘*V‘”“ (4.58)

onde ax =a—y ey=2Kk—a.
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Prova: Considere

3q+2a>q+la <B(t))q+& 4+3/2
t) == — v ‘
ot0)i= (M )T ety

Ag :=limsup g(t).

t—+00

(4.59)

Devemos mostrar que limsup [[v(-,?)[| o) < Ag, Ou seja, da defini¢ao de limsup,
—+00
devemos mostrar que

tim sup 00, Ollpagy < g+ V7> 0, (4.60)
t—4o00
Suponhamos por contradicao que (4.60) seja falsa. Entdo, existe 77 > 0 tal que

limsup [0, )]l agzy > Ag + 7. (4.61)

t—+00

Seja, entdo, to > 1 suficientemente grande tal que

1 ~
g(t) < Ag+ 350 Vit (4.62)
Assim, devemos ter
[o( Ol pay > A +75 Vit >To. (4.63)

De fato, suponhamos por absurdo que (4.63) seja falso, entéo existe to > to tal que

oGty < A + 7, V2o (464)
De (4.61), existe t2 > to tal que [[v(,22)| o) > Aq + 7. Logo, podemos encontrar
t1 € [to, t2] tal que

loC t)ll Loy = Aq + 71
© (4.65)
HU("t)HLq (R) >)\q+ﬁ, Vi E]tl,tz].

Como [[v(-,t2)[| o) > [[v(, t1) | La(r), deve existir ¢, € [t1,t2] \ Ey tal que

d
I Hv('atO)H%q(R) >0, (4.66)

t=t«

d
pois, caso contrario, teriamos o Hv(-,to)H%q(R) < 0, g.t.p.t € [t1,t2], ou seja,

[v(+; )|l a(r) seria estritamente decrescente em [t1, 2], contradizendo [[v(-, t1)]| La(r) <
[v(+22)|| fa(r)- Entao, pelo Teorema (4.4), terfamos

1 1 &
3q+2a>q+a (B@*))M i
v ';t* q S v "t* 47
[o(, )l acr) < 8 () It )HLg(R) (4.67)

1
= g(ty) <A+ 57 onde t, € [t1,t2]
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A dltima desigualdade segue de (4.62). Mas isso contradiz (4.65) acima. Ou seja,
(4.64) nao pode ocorrer. Logo, (4.63) é verdadeiro. Agora vamos provar (4.58).
Para isso, introduzimos

qgto

w(z,t) :=v(x,t) 2, VereR, t>0. (4.68)
1
Usando a desigualdade SNG, para 8 = 20y, Bg = 4 > 0 qualquer e § = ——,
q+a 2+ Bo
2+ fo 0
e e e A (4.69)
obtemos para todo t € [ty, co[~Ey:
e b 3¢+ 2a\° lgt2a
i < (520 )l ey - s 0 e
3Q+2Oé 2 ) H ( )”431? (3Q+2a)(Q+a)2 . (t>_1'
— \4q+4a LFo( 4q(q — 1)(g +a)
d
(=t >Hm)
3q+2a
(g+0)? wn (BN oo
W - (3q + 2a) o+ ) Jw(, )HLﬁo(R
(4.70)
Em termos de v(-,t), temos
3 9 3 +2 6g+4a
Mg+ < oG D)l ey = w5
1 39+2a _ 3q+206
3¢+ 2a\ +a [ B(t)\ ata % 5
< (5527 () T meongs | el +
(3q + 2a)? 2+a ~1 d q
. t — (-t
64q<q_1)(q+&) ” ( )”LQ(R)N(> dt Hv(a )HLq(R)

a 3
< oty s g CTET g (ol )

2a)3 o
A C R W ¥/ L

1
Aoty 6dg(q— )(g+a) ©

2"

IA

d
g D))

(4.71)
para todo t € [?0, oo[\Ey, onde My > 0 é definido por

MO ‘= sup ||U(7t
tza)

)HL%(R)'
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Assim, obtemos

d N ~
- Hv(-,t)Hqu(R) > C(a, k, q;n)p(t), Vi € [to, 0o[\Ey, (4.72)

onde C(a, k,q;7) > 0 é a constante dada por

_ 64q(g - 1)(g + @)

~ 1
O(Oé,/{, q; 77) = (3q+ 2@)3 5

2

i Ma@q—i—a) |:()\q + ﬁ)3q+2a _ (>\q + ﬁ)3q+2a

Integrando (4.72) em %,T |, para T > to arbitrario, obtemos

q ~ ~

T
~ q ./\
. [o(t0) [ oy = Clon ks 7) /fo p(t)dt, VT > to.

v(-,f)‘

Em particular,

T AN ~
Hv(')t())Hiq(R) 2 C(OZ,KJ, Q7 ﬁ)l\ ,[,L(t)dt, VT > to’
0

T
0 que nao ocorre, Pois / wu(t)dt = oo, por hipétese. Esta contradi¢do nos mostra

¢
que (4.61) é falsa. Logo, 0(4.60) ¢ verdadeira V7 > 0. Portanto,

lim sup HU(‘: t)HLq(R) > )\qv
t——+o0

como afirmamos.

Teorema 4.10. Suponha U, < 0o para algum p > pg com p > k — . Entao, para
cada q > 2p, temos

1
3 2 T+ 1 g+a/2
U, < < L “)q iU, (4.73)
~ B(t
ondea=a—7v,v=2Kk—« eBuzlimsupL.
t—+o00 N(t)

Prova: Considere

gt) = <3q;2a>ﬁ1& (B(t))‘”a u(-, 1) =

Ag = limsup;_, . 9(1).
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Devemos mostrar que imsup [[u(-, )|| qg) < Ag, ou seja,
t—+o00

limsup [[u(, )|l Loy < Aq + 1, Vn > 0. (4.74)

t——+00

Novamente argumentamos por contradi¢do. Suponhamos que (4.74) seja falsa.
Entao, existe > 0 tal que

limsup [|u(-, )| Loy > Ag + 7. (4.75)
t——+o0

Para este 77 > 0, seja tAg > 1 suficientemente grande tal que

1 —~
g(t) < A+ Zﬁ? Vi > to. (4.76)
Segue, entao, que
(s )l Loy > Aq 70, Vit > to. (4.77)

De fato, suponhamos por absurdo que (4.77) seja falso, entao existe ty > 1o tal que

[u(sto)l oy < A+, V> To. (4.78)
De (4.75), existe ty > tg tal que

[l t2) | Lagy > Ag + 17

Logo, podemos encontrar ¢; € [tg, ta] tal que
ey )l gy = Ag + 7
e (4.79)

[l Ol oy > Ag +7, V€t ta].

A ideia agora é obter um contradi¢do como na prova de (4.63) no Teorema (4.9)
acima. Para isso, aproximamos u(-,t) por uma soluco suave vl9(-,¢). Fixando
¢ € C°%(R) N LY(R) N L®(R), com ((z) > 0, Yz € R. Seja, para cada € > 0,
ol 1) € L ([to, T *[E] , L°(R)) solucédo suave e positiva do problema

loc

v + (b(z, )" ™), = p(t) (v(z, 1) V), zeR, t> i,

’U(‘v%\O) = U(,%\O) + 6<

e tomamos € > 0 suficientemente pequeno tal que se tenha

U[E](-’ t) esteja definida Vt € [tAo, ta],
190 gy < 1996 22) | ey (4.80)

gH (t) < )‘q + %ﬁa Vit e [t1,t2]7 (481)
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onde ¢(t) ¢ dada por

e T io2
90 = (3q+82a> + (B(t)> || Y vee ool

u(t) L%(R)

Note que (4.80) é verdadeira para e < 1, pois |[u(:, 1) Loy < llu(s )|l o(r)- E,

(4.81), decorre de (4.76) para € < 1. De (4.80) segue que existe ¢ € [t1,ta] N E([;],
tal que

q
>0

t=tx

)

o

[6](.’75)‘ 1

L4(R)

La(R)

d
pois, caso contrario, terfamos — < 0, g.t.p.t € [t1,t2] e, em par-

ticular, Hv[e](-,t)‘ seria estritamente decrescente em [t1,¢2]. Contradizendo

Hv[e}(~,t1)HLq(R) ’

orema (4.4), terfamos para este t* [t1,ta]:

)Lq(R) B <3q+2a> <

= gt) <)\

1o H , 0 que contradiz (4.80) acima! Entao, pelo Te-

A

1 -
+a Q+04é2
Hv[e](.,t* ) t

[e](.
v (7t*) L%(R)

1
2

A dltima desigualdade segue de (4.81). Mas esta estimativa contradiz

Vv

“U[€]<"t*)

La(R) Hu('vt*)HLQ(R) ) pOiS v[e]('at*) > U(',t*), Vit e [t07t2]

> A+, por (4.79).

Esta contradigdo mostra que (4.78) nao pode ocorrer. Logo, (4.77) é verdadeiro.
Seja agora Uy > 0, dado por

U = sup fuC, )l 5 gy
t>to
e seja C' > 0 a constante (em t) dada por
649(q — 1)(¢ + a) @ ~ L
C = (1 +TUy)~@ata) |y 3g+2a _ (y Zp)dat2e|

(4.82)
Para esta constante, tomemos T’ > tg suficientemente grande tal que se tenha

T
HM%M&®<CA;Mﬁ
0
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+oo
Note que podemos requerer esta estimativa, pois, por hipdtese, / p(t)dt = +oo.

to
Considere ¢ € C°(R) N LY(R) N L°°(R) e positiva para todo = € R e fixa no que
segue. Tome, para € > 0 dado, uma solugao U[E](-,t) € Lf;’c(%,Tid[, L°*°(R)) suave
positiva do problema regularizado

v+ (b(z, )" ), = p(t)(v(z, 1)),  zER, t>1

(4.83)
v(-,to) = ul-,to) + €C
Seja € > 0 suficientemente pequeno tal que
(i) ol ) definida para todo ¢ € [fo, T);
» [e] (. < T
(i) [[v¢, )] i S 1O Ve o T)
I B (4.84)
(é41) Hv (-,tg)‘ o < c/?o p(t)dt;
1 .
(i) g9t <Ag+50 Ve fio,T),
onde C' > 0 é a constante definida em (4.82) e gl9(.) ¢ dada por
1 1 ~
3g+2a\ 7 [(B(t)\ = PR
i) = (24 2 Alwle . ot
o ( 8 ) <u(t)> HU Ol
Introduzimos, entéo, w[d(-,t), to<t< f por
wl(z,1) = U[E](x,t)q%a, Ve eR, telt,T). (4.85)
Assim, para todo t € [f, 7] E([ﬁ
3g+20 6q+4a
~\3¢+20 H [e (. ‘ _ H (e ata
(>‘q+77) — v (?t) Lq(R) w (7t) LB(R)
3q +2a)3 29+ _
< ldpset2a ( ~'H[6]'t ALY
s 970 +64q(q—1)(q+04) v (’)‘sz(R) u(t)
d q
B i | P (S T
(a0}
3
< ()\q + 1ﬁ)3q+2a + (3¢ + 2av) 1+ U0)2q+a . ,u(t)fl-

2 64q(q — 1)(¢ + a)

(Il )

Assim, Vt € EO,CF[\E([IE]:
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> Cuf(t), (4.86)

H K ‘LQ(R) -

-~ o

onde C > 0 ¢é a constante (em t) definida em (4.82). Integrando (4.86) em o, T,
para T' > ty arbitrario, obtemos

e P U ANy (PCT
Assim, em particular temos
~ || T ~
Hv[e](-,to)‘Lq(R) = [ ptydt, YT >, (4.88)

contradizendo (ii¢) de (4.84). Esta contradi¢ao nos mostra que (4.75) é falsa. Logo,
teremos (4.74) verdadeira para todo n > 0. Portanto, (4.73) estd provado, o que
conclui a prova do Teorema (4.10).

]

Note que se aplicarmos (4.10) sucessivamente para g = 2p, 4p, 8p, ..., 2"p, obtemos

1
3-2p+2a)\ e L 2pta2
Uy < <pg+a> T gy (4.89)

para ¢ = 2p. Para ¢ = 4p e usando (4.89),

1
== &/
Usy (3 ~4p + 2a> Ipt B‘“’l“‘ U;‘ZZMQ

8 1

1 4p+a/2 - -
3 . 4p + 2a 4dp+a 3 . 2p + 2a 2p+a 4p+a B4p}'—a+2p}'—a_4i’;ﬁé2 U 441;1»:;/62
— 8 8 12 2p °
(4.90)
No caso geral, para m > 1 qualquer,
m . 1 2’”p+a/_2~
U < H 3-2p+ 2\ 2p+a 2mpr2mIa/2
N 8 (4.91)
Jj=1 .
m 2Mpta/2 mo &
-BE:jzl 2J'pl+a'2mp+§m—j&/2 . UE"L;%M
ondea=a—v=-2(k—a), kK> @ e u(-,t) > 0. Segue agora o resultado principal
Y 5 g g p p

deste capitulo.

Teorema 4.11. Suponha V; < oo, com p > pg satisfazendo p > k — «. Entao,
para todo q > 2p
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2 2
. 3¢ + 2a\ a+a B(t)\ «a e
Liminf v(, )| poo ) < ( S ) lim sup { <u : IIU(-,t)IIL%(

t——4o00 (t) R)

(4.92)

onde . =a—y ey =2Kk— .

Prova: Considere a seguinte mudanca de variavel

w(z,t) = v(:c,t)quTa.
Escrevendo (4.92) em termos de w, temos
3¢+ 20\ ita B(1)) i g
. q+2a\ata ata 4
liminf f[w( )| @) < < 3 > lim sup { (u(ﬂ) [lw (- 1)l ZaO(R)} ,

(4.93)

onde By = — 9 Definindo

q+a
3q+2a\ w5 (B(t)) i 2
— g L) B IR
o) = ()T ()T el
e
Ag = limsupg(t),
t—-+o0
devemos mostrar que 12£1g1 J:&f [w(, )|l oo (r) < Ag, OU equivalentemente
im i . < . .
lminf w(, )| gy < Ag+m, Y0 >0 (4.94)

Suponhamos por contradigao que (4.94) seja falso, entao deve existir algum 77 > 0,
tal que

minf ()| g @) > A +77 (4.95)

Seja, entao, to > 1 suficientemente grande tal que

Hw('7t)HLoo(R) > N + 17, Vi >
‘ ) (4.96)
git) < A+ =71, Vt>t.

2
2+ B
Pelo Teorema (4.2) e pela desigualdade NSG Hw||itf&g) < < 1 ) ||w|]§%0 (®) ||’LU;,;H%2(R),

onde fy = _(i , obtemos para todo t € [to, o[\ Ey
q+a
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3¢+2a 3942

A+ 5 < w05

(4.97)

1 3q+20é 2 La
TG < q+ > . Hw(’t)’ EEO(]R) ) sz(7t)H%2(]R)

Pela desigualdade de Young, temos a seguinte forma para a estimativa (4.97)

3q+2a
gto 2=

‘Prig gTra +a
. 3at2a 3qg+ 2\ «+a [ B(t qfo _q_ 1
Oy +7) 55 < (q ) (()> (-, |7 ] 4

8 p(t) LPo(R)

3¢ + 2a)? ' i |
64ngq—+1)(q)+ 5 It DNz - #¢) L (4.98)

d 8
(=5 1l

Pela defini¢ao de ¢(t), a estimativa (4.98) resulta em

_ 3q+2a 3q+2a (3¢ + 2a)3
A, + qta < t) ate 4+ _
(A ) 9() 64¢(q — 1)(¢ + @)

’ Hw(a t)| %(R) :u(t)il

_ Bat2a (3q + 2a)3

1
< A — ta ~ '7t 2 : t_l
— (q+2 )q +64q(q—1)(q+a) ||U( )H g(]R) ,U,()
d 8
(- 10y
4.99)
Note que usamos (4.96) na tltima desigualdade. Assim, se definirmos
M := sup (O g gy »
Zt0o
teremos para todo t € [tAo, o[\ Ey
. 3a+20 1_ 3a+2a (3q + 2a)3 1l _1 d 8
A ata < (\,4+=n) ate M2 _ ot
ou seja,
w0 > Clan kg M), ¥t € [fo, o[~ E (4.100)
_dt ‘w ; HLﬁ(R) = O‘a’ia%n)u ) € ano[\ q-: .

Onde C(a, k,q,n) > 0 é a constante dada por
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o~ 64q(q - 1)(q + a) g PR 3q+2a 1 . 3q+2a
- . M2 ‘o  — — +a
C(a, K, q,7) (34 1 20)° g |(Ag+1) (Ag + 577) @

Tomando T > fy arbitrario e integrando (4.100) em [fo, 7, obtemos

~ —~

T
ot Hw(.,to)Hiﬁ(R) > C/A p(t)dt, VT >t
to

[t D,

LA(R

Em particular,

~ o~

T
Hw(vto)Hiﬁ(R) > C/A pt)dt, VT >, (4.101)
to
Em termos de v(-, ), podemos reescrever (4.101) como

~ —~

T
[o(,0) || o) = C/? p(t)dt, VT >t
0

+oo
o que nao é verdadeiro, pois / p(t)dt = oo por hipdtese. Com isso, a afirmacao

to
(4.95) também nao pode ser verdadeira. Logo, vale (4.94), o que mostra (4.93), ou

equivalentemente, (4.92). Concluindo a demonstracao do Teorema (4.11).
|

Agora vamos estender os resultado obtidos nas se¢oes anteriores para solucoes
mais gerais u(-,t) > 0. Observando a prova do Teorema (4.11), vemos que podemos
ter:

Teorema 4.12. Suponha U, < oo, com p > po satisfazendo p > k — «. Entao,
para todo q > 2p

2 2
.. 3q + 2a\ a+& B(t) ata 4
. < i . . qta
tminf flu(, )] oo r) < ( 3 ) lim sup { <u(t)> D g gy (0
(4.102)

onde a =« —7y ey =2Kk— .

Prova: Seja w(-,t), parat >0 e z € R qualquer, definida por

qtao

w(z,t) = u(z,t) 2 .

Escrevendo (4.102) em termos de w, temos
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qt+a qto
N 34207 55 B\ 5 .
minf [|w(:, ¢)|| oo (r) < ( 3 ) lim sup { (N > w8l ZEO(R)} g

t—+00 t—+o00 (t)
(4.103)
onde Gy = — 9 Definindo
q+
3¢ +2a\ is (B(1)) s ‘
- g 2a) e T Nan(. 4|7
o) = (P2 ()T ol
e
Ag = limsupg(t),
t—+o0
devemos mostrar que ltlgl Jr1£10f [w(-, )|l oo (m) < Ag, OU equivalentemente
im i . < . .
liminf Jw(, )| ooy < Ag+m, V0 >0 (4.104)

Suponhamos por contradi¢ao que (4.104) seja falso, entao deve existir algum 7 > 0,
tal que

1tlgl+l&f lw(, D) ooy > Aq + 70 (4.105)

Seja, entéo, to > 1 suficientemente grande tal que

Hw('7t)HLoo(R) > N\ + 17, Yt >t

Seja My > 0, definido por

Mo := sup [Ju(-,t)| 4
tZ?O

e seja C' > 0 a constante dada por

O 64q(q — 1)(q¢ + @) 1 {( 3¢+2a 1_ 3a+2a

Ag + 1) ate — (Ag+ =7) ot | . (4.106

N

Considere T > to suficientemente grande tal que

T
)y < © /t u(t)dt.
0

Considere ¢ € C*(R) N L'(R) N L*™(R) positiva ({(z) > 0,V € R). Sejam € > 0
dado e vl4(-, ) solugao de
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{ v 4 (b(z, )oY, = p(t)(v(z, ) y)s, T ER, t >t

Defina wl(-, ¢) por

wl(z,t) = vl (x,t)ﬁTa, VreR, te %,T*M[.

Tomamos € > 0 suficientemente pequeno tal que

(i) vld(,t) esteja definida Vit e [to, T);
|4 T
(@) o)), <O ntae
La(®) o (4.107)
/. .
(i4) ‘v (,t)’L%(R) <1+ My, Vit e [to; T

1. ~
(“)) g[e] S )\q + 5777 Vit € ﬁ\()?T]v
onde ¢¥(-) é dada por
€ty = (342 B me(. ) W e . 71
ST u(t) o) v

Repetindo o argumento de (4.97) a (4.100), para wl)(-,t), obtemos para todo t €
[to, T] ~ El

N 3g+2a 3q12a
(Mg +1) vt < lw(, )l ek
[} 3q+2a
< €] (. q+a
- Hw (1) L>(R)
g+2a 3q + 2a)3 3 _
< e, ( g -1
= o0 649(q —1)(¢ + @) H (’)L2(R>H()
(gl o)
dt " sy
1 39+2c <3q + 20{) q 1
< )\ +a — . 1 M, . t .
= ( +2 )q +64q(q—1)(q—|—a) ( + 0)2 lu()

’ <;§ ‘)w[E]("t)Hiﬁ(R)) '

> Cu(t),  qtp.telto,T) (4.108)

Assim, por (4.106), temos

] ok

7
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Integrando (4.108) em [fo, 7], temos

B

B Hw[g]("f)HLB(R

S+ HU’M("?‘))H;(R) > C/?OTu(t)dt-

Em particular, segue que

BONTY: T ~
[l (. H > /
Hw ( ,to) LoR) = C - /L(t)dt, VT > ty,

que, em termos de v[d(-, t), fica

T

q ~ ~

>C | upydt, VT >t (4.109)

HU[E]("?O)‘ La(R) %

contradizendo (i7) de (4.107). Logo, a afirmagao (4.105) nao é verdadeira, o que
mostra (4.104) e (4.103). Concluindo a demonstracao do Teorema (4.12).
|

Como caso particular do Teorema (4.12), temos a seguinte estimativa para todo
q > 2p, temos

2
. 3¢+ 2\ a+& 2 i
i [ Oy < (*520) 7 B0 0T @

onde p > pg e p > k — a é tal que U, < co. Os resultados (4.91) e (4.110) acima,
nos dao condigoes de provar o seguinte resultado:

Teorema 4.13. Suponha U, < 0o, com p > py satisfazendo p > k — . Entdo,

1 1
timsup (-, )] gy < Klewkip) - BE " - U (4.111)
t—4o00
onde

3+ a\r w62+ 20\ Temtmw

D o\ Pk~ . P o\ 2p—(k—a
K ip) = . _— ) 4.112
(Oéw‘i;p) < 4 > j11<3-2ﬂp+2a> ( )

Prova: De (4.57), para cada m > 1, temos
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1 Zmp

U < I?(oz,/@;2mp)max{litmianu(-,t)
—00

2m
” ; Bu

a
2Mp+ o

p+%
U2'mp

}

~ 3-2"p+« 2mpl+& 2m;+§ 27'213@
< K(Q,R;Qmp)max{<4> 2By "7 - Ugmy 7
1 2mp~
m (o3 m (e
B u}
~ 1 2mp~
= K(o.m2™p)By "% - Upnt?

onde

K (o, k;2™p) = K (a, k; 2™p) max

{

Observe, em particular (por (4.113) e por (4.113))
oo. Portanto, por (4.91), obtemos

~ 1 m
Uso < K(,5;27p)B, "2 <
=1

J

S 1 142 M4
J=1 2ip+a 142~ Ja
P L

By

para todo m > 1. Fazendo m — oo, obtemos

(

o que prova o Teorema (4.13).

m

U < |11

j=1

3-2p+ 2«
8

1 1
) 2ipta 1+2—Ja

Observacgao 4.1. (i) Afirmamos que:
1

3-2"p+ «

3-20p
8

(4.113)

1
> 2Mpt+ G }

que IN((a, k;2™p) —

4

1 aom —

1 1427 "a
) 2Jpta 142-Ja

+ 2«

2Myp

> 2Mp+ G

m o1 1 1
J=1 27 pta 1+2*J&|_|1+7a
18 '4

1+27 Mg
1+a
P

)

(4.114)

> 1 1
Z _p+

—~2p+a 1+27a

<

De fato, para todo j > 1, temos
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1 I 201p _ 1 1
2ip+a 1+279a 22p+a 2Hp+a T\ 2p+a Vtlp+a/)’

Assim,

(N]f=

> 1 1 > 1 1 2 1
— Vp+a 1+277Q = 2ip+a  22tlp+a 2p+a  p+

(i) Com o que mostramos em (4.114), temos
X (3.90p 420\ w2 TE (3 6-29p+ 20\ 77
. 20pta 1+2-Ja

11 SiEp2a - p+a H St bl Lok BRNOREES)
i 8 \32p+2a
De fato,

3-27p+ 2 s e 2
—s =11

5 2jp+%

(3 2 —l—2a>2ﬂ - -

Il

j=1 j=1
B 1
B ﬁ (3 2]p+2a>27 1 3 2Jp+2a> 2ip+§
=1 8
L 1
B H 6 - 27p + 2« 2Jp+7 3-2p+2a\ 29045
B 8
_]7
-1

1
6-p+ 2a> H (6 2ﬂp+2a>sz+g ﬁ (3 2Jp+2a>2jp+§
- ( Il
1
6-29p+ 2a> 27p+§

i 3p+0¢ p+%.1—‘[
B A3 2p + 20

4

Fica assim mostrado o seguinte resultado fundamental
+o00
Teorema 4.14. Suponha wu(t)dt = 0o, B, < o e, para algum p > po satis-
0

fazendo p > Kk — «, termos também U, < co. Entao

limsup [[u(-, )| oo (m) < Kl 55p) - By (=) ypm ) (4.116)
t——+o0
onde K(a, k;p) > 0 é dada por
3p+a\rmma S 2ip + 20\ Frias
D+ | p—(r—a P o\ 27p+a/2
K ip) = . 4.11
(a,K;p) < 1 ) ]H1<3 2]p+2a> (4.117)
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5 Capitulo 5: 0 <k < 5

5.1 Introdugao

Neste capitulo trabalharemos com u(-,t) € Ly ([0, T%[, L°°(R)), para 0 < T}, < oo,
onde u(-,t) é uma solu¢do nao negativa da equacao dos meios porosos com termo
advectivo

ug + (b(z, )u ), = u(t) (u(w, t)ug ), reR, t>0 (5.1)

com dado inicial

u(-,0) = ug € LP(R) N L (R) (5.2)

«
ondeu020q.s.,0§/<c<§,coma>0,e’y:2ﬁ—a.

Observagao 5.1. A condicdo (5.2) € satisfeita no sentido de se ter

u(-,t) = up em L,.(R) aot — 0.

Consideramos v(z, t) uma solucao fraca positiva da equac¢ao nos meios porosos com
termo advectivo e condicao inicial dados por

v + (b(z, )" @, 1) = p(t) (v (2, t)ve (2, ), zER, >0 653
d.
v(+,0) = v € LPP(R) N L*(R), vp >0

onde vy > 0 significa que existe uma funcéo z € C°(R) N L*(R) N L>®(R), z(z) > 0
para todo z € R e tal que vo(x) < z(x), q.t.p z € R. Assumiremos as hipdteses
descritas em (2.12), no Capitulo 2. Na secgao 5.2 obtemos algumas estimativas de
energia que sao necessarias para obtermos as estimativas para |lu(-,t)]| Lo (R)> onde
u(+,t) é solugdo nao negativa de (5.1) e (5.2), que esta é desenvolvida na secgao 5.3.

5.2 Estimativas de Energia

Iniciamos este capitulo com solugoes positivas v(+, ) que satisfagam

(1) € L2([0, Tu[, L¥(R)) N L2([0, 7], LP(R)) (5.4)

loc loc

e provamos para esta solucao alguns resultados fundamentais como a desigualdade
de energia. Como segem.
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Teorema 5.1. Suponhamos que v(-,t) seja uma solugdo suave positiva do problema
de valor inicial (5.3) e satisfa¢a (5.4) para algum py < p < oo. Entao, para cada
t € [0, T[, temos

/t/ 01T (g )02 (x, 7)drdT < oo (5.5)
0o Jr
(q -0 [ +a—2 2
(- )l p(r) [ v? (x, 7)vi(x, T)dzdT <
L (JR 2 /0 /R 1 T (5.6)
< HUOH%q(R) + q(q2— ) /0 ,U((:')) /R’Uq+'y($,7')d$d7'

para todo q satisfazendo

=2 e q=p—-y=p+(a—2k). (5.7)
Prova: Sejam ¢ > 2, R > 0 e as fungoes de corte ¢)(z) e ¥ g(x) definidas em (2.3)
e (2.4), no Capitulo 2. Multiplicamos a equagao (5.1) por qu? '9g(z) e integramos
em [0,t] x R. Devido a fungao de corte (), a regiao de integragao é compacta,

logo usamos o Teorema de Fubini na integral que envolve v(x,t) e o Teorema de
Integracao por Partes nas demais integrais.

q x)dx _ tT UquO‘QZZCT rdr —
/|z<2Rv(x’t) vrl@)de+alg 1)/0 a )/ (@, )+ »(@, 7)Yr(7)dzd

|z|<2R

t
_ / vo(@)Wr(a)de — g / u(r) / ol )T vy (2, Tl () dadr+
|z[<2R 0 R<|z|<2R

+q(q—1)/ /l|<2Rv(aj,T)q+“_lvx(:n,T)b(:E,T)wR(:I:)d:L‘dT—I—

t
+q// v(x,7)q+“b(x,7)w}3(x)dxd7
0 JR<|z|<2R

Escrevemos b(x,t) = B(t)+b(x,t) — 5(t), onde 5(t) foi definido em (2.13), Capitulo
2. Assim,

q x)ax _ t - UJ:Tqa_2U2xT 2Vdrdr —
/|x<2Rv(x’t) wR( )d Tale 1)/0 M< )/|x|<2R ( ’ )+ 1‘( ) )wR( )d d

q [* .
- 1 d m— qt+a, 1 dadr—
/Ia:|<2RUO(x) Yr(@)dz + q—l—a/o p(7) /R<|x|<2RU($7T) VYg(r)dzdr
q — 1 +rK,/
gtk / )/R<x|<2Rv(ij)q Yg(z)dzdr+

— 2.7) — B(r)v(x, TV o (2. 7 x)dxdT
ag—1) / /|x|<m<b<’) B o, 7)Y v (o, 7)) dardr+

t
+q/0 /R<|$<2R’U($77')‘1+fib($,7')¢jg(x)d:€d7 N
5.8
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+a—2 + 2k — «
q +q

5 5 . Entao, pelo Teorema de Cauchy-

Note que ¢ + k — 1 =

Schwarz temos

/ [ (blam) = Bl ) v, ) o) dodr <
|z|<2R
— B(D) vz, )T Yo (z, T z)dxdT
< /0 /ka”’(“) B (e, ) o, 7)) dad

t T v(z, )T Yo, (2, 7 x)dxdr
g/()B()/|x|<2R(,) o (@, 7) [r(@)dad

IN

1 ! B2 (7—) T q+2k—a -
2y ) g7 s

1tT vz, )92 (2, T rdT
T AT R Rt R T

Substituindo (5.9) em (5.8), usando que b(z,7) < B(7) na dltima integral de (5.8),
pois estamos integrando em R < |z| < 2R, e somando as integrais semelhantes,
tem-se que

[ty
|z|<2R |
t
e +a, .
< /|x<2Rvo($)q¢R($)dx+ q+a/0 w(T) /R<|x<2Rv($,7-)q W (z)dwdr

—1)
qq—l—F»' / )/R || ZRv(x,T)q+“w§{(x)d:rdT+
<lz|<

Q(q_ 1) BQ(T) olx. T q+2k—a Vdxdr
* 2 /o u(7) /x|<2R (z.7) Yr(e)dzdr

o(x, 7) 202 (2, TR (x)drdr <

z|<2R

t
—|—q/ / v(z, T)q"'“b(x, T)MQ(:U)d:EdT
R<|z|<2R

/ w(a) n(a)de + / " / o, )T s ()| dedr
|z|<2R R<|z|<2R

+ <q<q_1)+q> /Ot(ﬁ(T)+B(T))/R<|w<2Rv(x,7)q+“|w}%(:c)]d:vd7+

IN

q+K

Q(q — 1) /t B2(7—) / +2k—a

+ v(x,7)? Yr(x)dzdr
2 o M(T) |z|<2R (@ 7) (=)

Fazendo R — 400 e lembrando da defini¢ao da fungao de corte ¥g(x) e de (2.5),

obtemos

Q(q — 1) ! a—
/Rv(x,t)qda:+2/0 p(T)/RU(x,T)‘H' 202(x, 7)dzdr <
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ql¢ —1) [*B*(1) +
S/Rvo(x)qda:+ 5 /0 ) /Rv(a:,T)q Tdzdr.

Ou seja,

q ( _1) ! qta—
\|v(.,t)||Lq(R)+qq2/0 M(T)/Rv(x,ﬂ 0220 r)dadr < (5.10)

q(g—1) /t 32(7)/ +
< ||vo]|? + v(x, )TV dxdr.
ool + 255 [ 2 [
Supomos (5.4) para algum p > pg. Para que (5.10) faga sentido, devemos ter ¢ > 2
satisfazendo ¢ + v > p. Temos assim, as seguintes condigoes sobre ¢
q>2 e g>p—y=p+ (a—2kK),
dadas em (5.7), no Teorema (5.1). [ |

Observagao 5.2. Nas condigoes do Teorema (5.1), ou seja, se v(x,t) é uma

solugao suave positiva do problema de valor inicial (5.3), entdo ndo haverd Blow-up
@
em tempo finito (ou seja, T, = +00) no caso 0 < Kk < 5 com pg = 1. Os detalhes

sequem da identidde (5.8) e estdo expostos a sequir. Usando as propriedades de
mddulo, as estimativas (2.5) e (2.17) do Capitulo 2 em (5.8) temos, ao R / +0o0,

t
/U(x,t)qdzv+q(q—1)/ M(T)/U(:U,T)q+°‘_2v§(x,7)dxd7<
R 0 R
t
g/vg(x)qda:—l——i-q(q—l)/ B(T)/U(x,T)quﬁ1’7);,;(37,T)|d$d7’. (5.11)
R 0 R
Usando Cauchy-Schwarz em / It 2 (g, ) v (2, t)|de, a desigualdade (5.11) fica
R

t
lo( 1T a @y + ala = 1)/0 M(T)/Rv(w,T)q+°“2v§(m,T)dxdT < [lvoll% o gy +

talg—1) /0 "B(r) < /R o(, )T 202 (2, ) d:n>§ . < /R oz, )2 dx)é dr.

(5.12)
Consideremos

v = 2k—a<0, com a < g (5.13)

Observe que se ¢ = 1—ry, entdo ||v(-, t)H%q(R) fica limitado em LY. Logo, ndo haverd
blow-up em tempo finito. Se ¢ > 1 —~, temos
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1-0)( (g+
[oridn = oI < I OIEE ol

0(g+v)

6
= ol (ot Olumy) *

(5.14)

0(q,7)(qg + )

onde 0 = 0(q,v). Note que 0-(q+7) < q e que e := < 1. Logo, por

interpolacao

1 t o
Jv(- )qu+w(R) < HUOH%q(R)+2Q(q_1)/O M(T)/vaﬁ 2v320dxd7'+

1 1-0)(g+y) [* B(1)? e
+5a(g = 1) Juol &) (oG )
2 o u(r)
(5.15)

Com isso temos |[v(-,7)||3, 2(R) fica limitado em [0,T]. Ou seja, em tempo finito, nao
haverd blow-up para todo 1 < g < co. Além disso, se 0 < k < % e tivermos algum
p > p tal que HU(',T)||L§(R) nao explode em tempo finito, entdo por interpolacao
Hv(-,T)HL,,(R) nao explode para todo p < p < oo.

Com o Teorema (5.1) obtemos o seguinte Teorema Fundamental que garante a
Desigualdade de Energia na Forma Diferencial do problema (5.3).

Teorema 5.2. Suponhamos que a solu¢ao suave positiva v(-,t) > 0 de (5.3) sa-
tisfaca (5.4). Entdo, para cada g > 2(p —y) existe um subonjunto E; C [0, Ty com
medida nula, tal que

/ It 2 (2, 702 (2, T)dx < 00, Vit e [0, T [\NE, (5.16)
R
(&

d a(¢ — (g + @) a—2 2

DN ey + BB ) [ ot e, ryed (e, e <

dalg—1)(g+@) . seern wn (B W gt

< 277 q+a 3 2q) ta | /7 )2, et

= 3q+2a T) 1 ( Q+ a)q (,Uf(t)> HU(7 )HL%(R) )

(5.17)

onde a:=a—vey=2k—a<0.

Prova: Consideramos 9 (z) e ¥g(x) as fungdes de corte definidas em (2.3) e
(2.4), Capitulo 2. Multiplicamos a equacéo (5.1) por qvi~l¢r(z) e integramos em
[0,t] x R. Pelo Teorema de Fubini e Teorema de Integracao por Partes, obtemos
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x q €T :L,Tq+a22w7_ rdr —
/|x<2R vl )"r(@)det+qlg=1) / /|$|<2R v(@,7) (@, T)YR(z)dzd
- )? T — v(x, 7)o (2, 7)Y (2)dzdT
- /|R o) ont)d ‘-’/ ") /,WQR (2, 7)Yy (2, ) () derdr+
— vz, 7)Yy (2. 7)b(z, T z)dxdr
+ala 1)/ /|m|<2R (, 7)™ (@, 7)b(z, T) YR (2)drdr+

t
+q// v(z,T)q+”b(x,7)¢}3(x)dxd7'.
0 JR<|z|<2R

Consideramos ((t) definido em (2.13), Capitulo 2, escrevemos b(z,t) = 5(t) +
b(x,t) — B(t) e obtemos

/Iz<2Rv(x,t)Q¢R(m)d:v+q(q—1)/O M(T)/ (2, 7)Y 202 (2, 7)) dwdT =

|z|<2R

q [* N
= ? d - q+a 1 dedr—
/|z|<2RUO(x) Vr(@)de + q—i—a/o w(7) /R<lz|<2R”($,7) Yg(v)dzdr

- 1)
I 0 [y i
<|z|<

a+h=ly (@, T z)dxdr
ag—1) / /|$|<2R(b(fm)—B(T))v(fm) Ly, (7)) ddr+

t
+q// ’U(I‘,T)Q+Hb($,T)’gZJ;%(ZL‘)dl‘dT.
0 JR<|z|<2R

Fazendo R — oo, temos

t
ol Ol ey + ol =) [t [ o2, ryida, rydedr =

HU()HLq(R +q(q / / x,T) (T)v(x, 7)o, (2, 7)dxdr.

Observe que a ultima integral estd bem definida, pois usando as propriedades de
moédulo, obtemos

/ / |b(z, T) vz, 7)o, (2, 7)|dzdr <

t
/B(T)/]U(:U,T)\‘H”1|vx(a:,7')|dxd7'

0 R

t

//|v(m,7')]q+°‘2v§(w,7)dxd7'+

o Jr

t
+/ BQ(T)/ |v(w,7)|q+2”7°‘dajd7.
0 R

IN

IN

O Teorema (5.1) garante
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t
/ /|v(x,7‘)lq+o‘_2v£(aj,7) drdr < oo
0 JR

e, como estamos supondo ¢ + 2k — a = ¢ + v > 2p, temos

t
/ Bz(r)/ lv(z, 7)|9T*F " dr dr < oo.
0 R

Assim, [[o(-,1)]|, (r) € uma fungio absolutamente continua em [0, T,[ com

d .
IO+ ala = D) [ o3 )02, o =

(5.18)
—qlq—1) /R (b(, £) — BE)ol, )7 vy, £)da,

Vt e [0,Ti[\E4, onde E,; C [0, T,[ tem medida nula. Segue, em particular, que
/ VIO (g TV (, T)da < oo, Vte 0, T [\E,. (5.19)
R
Pela desigualdade de Young, temos

1
Uq_‘—ﬁ_l(li? t)’l}x (l‘, t) < Uq+a_2(x7 t)?)g (l’, t) + qu+2ﬂ_a (CC, t)7

com q+ 2k —a = g+ > 2p, pois tomamos ¢ > 2p— v ey =2k —a < 0. Com
isso e por (5.19), segue que

/Uq+“_1(x,t)|vx(x,t)|d:c <o, Vite[0,TiNE, (5.20)
R

Usando as propriedades de médulo e a desigualdade de Cauchy-Schwarz em (5.18),
segue Vt € [0, Tx[\NEy

d _
IOy + 0l = D) [ o772, )ed, o <

< ala= DB [ oo (e lde <

1 1
3 3
< ata- 080 ([ o) ([ o)
R R
(5.21)
. ata 2q ~
onde v = 2k — a €] — «,0[. Considere w(z,t) = v(z,t) 2 e ff = s ef =
2
M < (. Assim, temos
q+a
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2
@) [ o e 0w e - ( ) e ) e
(@) oC Ol famy = ol Ol s, (5.22)

(i) [lo(-, )]

onde [y é definida por

= [Jw(- t)HLﬁo(]R)

B = qia. (5.23)

Assim, substituindo (5.22) e (5.23) em (5.21) temos

4q(q — 1)
(¢ +a)

plt) wa (-, Ol 2y <

d
e OO

2 8
< alg = DB llwe Ol 2wy w0 Ol 5 (5.24)

Pela desigualdade de SNG:

, i
Hw(-,t)lLa(R)S<zﬁo> Wl D gy e )y (5.25)

onde

f=_ 0 _ — Zam (5.26)

obtemos a seguinte expressao para (5.24)

d 8 2(] 2 1 2
8@ + L ) ) e )y <

q+a
- AT 2+ Bo 7 . 1462 (1-)2
< mq _g (t) 4 Nws (-, )HLz(R) |Jw(-, )HLB(O )77)
5.2

para todo ¢ € [0, T,[\Ey. Observe que a desigualdade de SNG dada em (5.25) é
verdadeira, pois 0, definida por (5.26), satisfaz 6 €]0,1[. De fato, tomamos ¢ tal

Rm

1
que g > 2p — 27y, com isso, %) = 5% < 1, portanto vale (5.25) para 0 definida
q

por (5.26). Note que:
Bo

1-22
. 3q+2a ~ B ~ 60 < 2>
2 = : f=—2. 1-6=-"_ (142
B2+h="rra 142 2+6 \ 3

2 2408y 3g+2a’

153



Usaremos a desigualdade de Young para agrupar os termos semelhantes de (5.2),

para isso devemos garantir que 1 + ég < 2, 0 que equivale a ¢ + v < 2¢q + «,

mas esta estimativa é satisfeita, pois estamos supondo ¢ > 2p — 2v. Portanto,
Vt e [0, Ti[\Eq4, temos

d B 20 \* 1= MY e D220 <
2 10Dl gs gy + s ~ p(t) lwz (- |72 Ry <

2+ o+ 1
Htoty (1 - ) B24(t) (- £) |22y +

3q + 2« q
+2v
T I R e
3q + 2« q 4
B(t)ita— o 2utata
g lw(s )HLBO
u(t) o
Ou seja,
d Lata—y LY 2 2
LA t ot <
IO + 5SS (1= 1) () o Dl ey <
3q9+2a 2y 3q9+2a
cata=y (1 1) s (2) 5 (250) P (B0
~ 3¢+2a )" M\ 4 p(t)
o 2ataty
(-, )HLBOQEQ) E

Reescrevendo esta desigualdade em fungao de v(z,t), com (3 e 3y definimos acima,
concluimos a prova do Teorema (5.2).
[ |

O Teorema (5.2) escrito em termos de w(-,t), produz a seguinte Estimativa de
Energia:

Teorema 5.3. Suponhamos que a solu¢ao suave positiva v(-,t) de (5.3) satisfaca
(5.4). Considere w(x,t) = v(x, t)quTa ey =2k —a. Entao, para cada q > 2p — 2,
existe Eq C [0,Ty[ com medida nula, tal que

10 Oy + s e e ) ey <
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5q + 2a + 4y q—+2v 3q + 2«
4q(q — 1 Q - =~ = Bt o

3q + 2a wu(t)

2g+a+vy

SrET

’ ||w('7t)||Lﬁo(R) )

(5.28)

~ 2q q

dea:=a—7, = = —.
onde a:=a—-, f3 q—i—aeﬁo o

Seguem algumas simulagbes numéricas do problema de valor inicial (2.39),
(2.40). Os graficos correspondem a norma do sup das solugoes u(-,t), para o = 4

e&zl(casoO§n<%).

Solution Supnorm Size Solution Supnorm Size

Suparm of ul )
Suporrm of ui.t)

Figura 46: |lu(-,?)|| o) @ =4, k=1 Figura 47: |lu(-, )|l poo gy @ =4, k=1
b(z,t) = —sinz b(z,t) = —cosx

Solution Supnorm Size

Suparm of uf 1)

Figura 48: [lu(,t)|| o (g): a=4, £ =1 b(z,t) = —tanhz
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5.3 Estimativas para ||u(-,t)|/;~®): solugoes nao-negativas

Repetindo a andlide feita no Teorema (4.8), do Capitulo 4, para o caso k > 3
temos os seguintes resultados:

Teorema 5.4. Suponha que U( ) € Lloc([07 T*[v L= (R)) leoc([Oa T*[a LP(R)) para
algum p > po (finito). Considere v = 2k —a, 0 < kK < %. Entao, para cada
0<ty <t<Ty, temos

1 p

Uso(to; t) < K (5, &) max {[[u-, t0) [} oo ry s Bulto:s )72 - Uplto; )75, (5.29)

ondep=p—v,a=a—7y=2(a—k) eIN((ﬁ;oz,fi)>1 € dado por

2p
~ 4 - .
K(p; o, k) = max 1,< - >(2p+a)(2p+g)
3+«
25
s > ~ ~ -~ —
H <3 23p+ 2a> (27 + @) (27p + %) '
7j=1
(5.30)
Em particular, para cada a > 0, k € [O, % [ dados, temos
K(@a,s) —1, a0 p— oo (5.31)

Teorema 5.5. Sejap > pg tal que ||u(-, t)HLg(R) nao exploda em tempo finito, onde

(o, ¢]
p:=p—7. Entdio, temos T\, = oo e, supondo B, < oo, Uz < o0 e / wu(t)dt =
0

temos

tim sup (-, )| oy < Ka(Fronm) - BY'E U7 (5.32)

—00

onde a =a—v=2(a—k) e Ky(p;a,k) >0 € dado por

1 1

- 3+« a 2p+2a\2ip54 @
K A — 2 | | p 2, 5.33
1(pr e 1) < 4 > <3 23p+2a> ( )

Q

Nesta segao, obteremos versoes para os Teoremas (5.4) e (5.5) acima, validas

mais geralmente para qualquer p > py. Ou seja, estimaremos U (to;t) em termos
de [[u(-,0)[|oor) € Up(to;t) e estimaremos U em termos de U,. Observe que
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obtemos uma estimativa de Uy, em termos de Uz, entao, para atingir nosso objetivo
devemos obter um resultado equivalente ao Teorema (5.3) sé que para ¢ > 2p
qualquer, ao invés de ¢ > 2p = 2(p — ). Segue abaixo a segunda Estimativa
Fundamental de Energia.

Teorema 5.6. Suponhamos que v(-,t) € Li5.([0, Ty[, L°(R)) N Ly5.([0, Tx[, LP(R)),
para algum p > pg finito. Sejam v =2k —a, a =a —v e o =2 — . Entdo, para
cada q > op, existe E; C [0,Ty[ com medida nula, tal que

d 449 _
T [oC, 170 my + i jQQ(q— 1)#(15)/11{”(36715)“0‘ 202 (x, t)dr <
g
~ =&+ atZ+a e+ §
g4 @ g+2+a\ i35 [(Bt)\ Iig s T, 5
<92 gg— D) | =) T ([ 220) 7T (.t o t2
< 2 toata -0t (T2 ) () T el
(5.34)

para todo t € [0, Ty [\NEy.

Prova: Observe que as expressoes (5.18), (5.20) e (5.21) sao vélidas para ¢ > 2
eq>p—r,ondey=2k—a € [—a,0[. Assim, para este tal ¢, segue de (5.21)

d o
IOy + 0l = D) [ o772, t)ed(, 1o <

N

( /R oz, t)wadx); ,

< ata =080 ([ ol e a )
(5.35)

a 2
Consideramos w(x,t) := v(x,t)qT e = _f . Para 0 > 2, que serd escolhido
q+a
posteriormente, definimos
28
=92 == 5.36
Bo to o (5.36)

g

Observe que esta escolha de 5y tem, como caso particular, a escolha de By = 5 0
qual era nossa escolha anteriormente no caso de o = 2. Assim, para o > 2 fixo,
temos

. Bo _ . z
oDy = 0O (5.7
Com isso, podemos reescrever (5.35) como
Nl Oy + (1= ) B20) Dl <
dt w Y Lﬂ(R) q M wr l LQ(R)—
1 B
< a1 1) BBO Tl o O (539
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-~ 9 ~
Vt € [0,Ti[\Ey, onde B = (‘11’7) ey =2k —a < 0. Note que § > 0, pois
g+ a

g+~ >p. Logo, 5 €]0, 8.

Escolheremos o > 2 tal que [y < 5 e op > p— . A primeira condi¢do nos
permite estimar ||w(-,t)||L5(R) em fungao de [|[w(-,?)[|pso(r) € de wa (-, t)ll 2R € a
segunda condicao de tomar ¢ = op. Da primeira condi¢ao obtemos

1
(1 - U) 0>hl, Vg2 (5.30)

Por outro lado, queremos g > op qualquer. Entao, se considerarmos o > 2 satisfa-

zendo (1 — —)op > |v|, teremos
o

UZl—l—M.

p

Portanto, tomaremos o dado por qualquer uma das expressoes, pois qualquer uma
das escolhas satisfaz as condigbes acima

0 = max (2,1—1—’7’) o =max (2,1+|v])
P (5.40)
oc=2+ m =24y
p
Por simplicidade, assumiremos o dado por
o:=2+y| (5.41)
Logo, g > op. Usaremos a desigualdade de SNG:
2+ o d 1-8 7
Iwll 5y < { — (IWID peo gy - UwxlD z2 () » (5.42)
onde
1— %0 1. a
0 = = 79t 10, 1] (5.43)
1 b )
1+ 141
em (5.38). Assim,
d 1
TGOy + (1= 3) 82000 o Dl ey <
) 1\ L (24 60\ 1173 a-0s
> g 1- 6 ﬁ 4 B(t) ' me(',t)HLz(R) ' Hw('at)”LBO(R)7
(5.44)
Vit e [0, T [\E;q.
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Note que (5.42) vale para todo E > By > 0. Além disso, note que

~ _ Bo ~
5-2: 55 _B=bo oo, (5.45)

1+5%2  2+6

pois BL Bo < 2+ By e, por outro lado, 5 > (3, Vq > op, com o dado por (5.41).

Em particular, temos 1 + gg < 2, logo a estimativa (5.44) é de fato util. Observe

que:

8 248 2
5 +8  2qta+vy €112

(4) 1+0§:2+507(1+%)Q+a
. 2+50_Q+%+a
(é) 4 2q+a) (5.46)
(iii) (1-0)8 _ (2q+a+7)-g¢/c _a+7+5 2g/0
2 @+2+a)-(g+a) g+L+a g+a
Z B _ B _q
) Py =g =ta o

De (5.44) e de (5.3), segue que

d 1 )
ey + (1= ) 8200 s ) ey <
@ 2q+a+ q+’Y+2
1 ¢+ I+ aive qi +1 o+ +a
< 1—— | B8B(t)—F——
< a(1-2) 052 0l el Ol
(5.47)
Vt € [0,Ti[\E,;. Pela desigualdade de Young, temos
d 1 2
IOy + (1 3) 82000 o Dl ey <
qg+v+735 1\
it ita . B7u(t) llwa (-, )| 72(m) +
g
~ _a N =g +y
Lets (1 - 1) BT T <q+ : +0‘) 25 (543)
g+ L+a q 2(¢ +a)
_atrt§ at+d+a go.qz'*t%
9, a 9., a ++9
() FEBO T w0l b
Assim,
d B s T % 1 LY 22
DN ey + 2t (1 1 ) 320 e e

159



+2+a g a—ZL+y
1 4.5 + 4+ 2148
<l—> 52M(t) <Q> a+s (q o > st
Qo q B 2(q + )
atF+a q+v+;

B(t)\ #+5 g
() FT Ol

Vt € [0,Ti[\E4. Reescrevendo (5.49) em termos de v(z,t), temos Vt € [0, Ty[\Ey:

INA
Q| +

<
+ lake
+ [l

(5.49)

d g4 o B
DNy + 2 2ata = (o) [ ola ek, o <
q g _94 J:’Y q q;%év
S Sriig da-pm)-2 e (q+;+a) e
B 5 fa (5.50)
2,8 o 4.&
Ty : HU( 7t)H q : )
(t) L7 (R)
ondea=a—v,7y=2k—a<0eoc=2-—1.
[ |

Antes de enunciarmos os préximos resultados, reescreveremos (5.49) de uma
forma mais conveniente. Para 0 = 2+ |7, @ = a — v e v = 2k — «, temos
Vp € [po, o[ e para todo ¢ > op

d 5 4q(q—1) (% + %) ) <
7 [wC Ol s @) + ((+L+a)(@ta)? () Nwa ()| 72wy <

~ I q+k

4q(q—1)<g+%) o (+ X ) T3 2_2q+§( e
: (6 o o o)

(1+Z+a)lg+ap VTV !
¢+ L+a qtr

—_ o5
(B E T i

wu(t) LO(]R)

(5.51)
2 B2
Vit e 0, T [\Eq, com 3 = +aeﬁg_g_q+a,

No préximo resultado, utilizaremos a desigualdade SNG, vélida para todo 8 >
Bo >0

HWHLﬂ(R) <z

24 fo
L N (5.52)
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1-2  1-1)q+
6= —7 _(1=5)ata) (5.53)
1+ 2 g+ ¢+a

Observacao 5.3. Note que

N2+ B0 1 Bo g+I+a
= ]_ —_— :70 1
0 — 2 ( 3 5 +2a
1 2
(ii)1—6 = 7_%
o ¢+, +ta

Teorema 5.7. Seja pg < p < co. Suponha que a solugdo v(x,t) de (5.3) satisfaca
v(@,t) € Lig([0, Tu[, L7 (R)) N Lig ([0, T.[, LP(R)). Sejam v =2k —a, a=a—7 e
o =2—r, e sejaq>op. Entio, set, € [0,Ti[\NE, € tal que

d
Sl Ol

>0, (5.54)

t=t,
entao

<1 1> : (1 1> 1
¢+i+a s )aLa (Bt s aga
o)l o <<> o) 43 ( ( >) o) 1+5

+a
Reescrevendo o Teorema (5.7) em termos de w(-, ¢) = v(-,)*Z , obtemos o seguinte

Teorema.

Teorema 5.8. Nas hipdteses do Teorema (5.7), se t, € [0, Tyx[\E, € tal que

d
— (- o)1 >0, (5.56)
dt Lo®) t=1tx
entao
1\ ¢+« 1\ ¢+«
g+i+a\\!"5)2t7a /Be\\!"5)2tra
wmwnu%ms(«7> o a+a.< *) ) 25+a.
4 fu(ts)
¢+3
q+o3g
H’IU( )HLBO(R 2 9
(5.57)

[\
Al

2
onde B = q e By = , com q > op.
q qTa
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Prova:

q
g —
q 2q 4 ¥ g4, a
le’(7t*)”L2(R) < <q+g+a> o + « .2 O + 2 (q+04)

g+I+ta Gy AT

B(t.)\ 2% + & 2% +a@
' (u(m)) Gyl ) ’

No Teorema (5.6), observe (5.51). Para t = t, e por (5.56) segue que

(5.58)

Aplicando (5.58) na desigualdade de SNG (5.52) e (5.53), para t = t,, temos

9q+§+a
B(t:)\" 29+ 4 5
ot o < Ko (ir) 2070 ot
onde
0 gtk z+
2 - a 9 =
Ko = < +ﬁ0) 2 ¢*% . (¢+ )’ (q+g+a) 2348
4 o
ata—§ a—Z4+~
= 70<1+ %+%2) (q+q+a)0<1+ 2§+a)
(o
—(1-1 (HOL) 1_1 (q+o¢~)
= 2 IR (g L) S
g
« 1 +a
= 272(175)(211%1&) ((J+q+a>(1_”)(2qq+a>,
(o
g itota _ 1 ¢to gtita [ 1\ ag+a
22 +a o) ¢+i+ta 2%+a o) 2%+a
€
5 = 1—gpdtr
2 49 (e
o 2
_ 1 %t (1) _ate g 1 gta—3
cq+i+a o) g+i+a o ¢g+ta 249
! ! ! a<+q+)+<+q+>
— . : _ . |@ a. ., 4.,
o qg+21+a 3_1_% 2q o 749 o
11 L@
AT
_ ats
q—l—a%

162

(5.59)

(5.60)



Para obter (5.55), basta observar que Hw(-,t*)HgB(R) = Hv(',t*)Hqu(R) e que
(e, )11y = 100 1 gy u

Observe que do Teorema (5.7), obtemos o seguinte resultado: Se u(-,t) > 0 for
uma solugao de (5.1), com u(-,t) € L5 ([0, T[, L°(R)) e u(-, t) € Lis.([0, Tx[, LP(R)),
para algum p € [pg, 00|, entao

¢+Li+a P
Uyt £) < ma oty () Fre

a (5.63)
'Eu(to;t)< 37) : =

para todo 0 <ty <t < T, dados e para cada ¢ > op,onde 0 =2 —v ey =2k —q.
Como consequéncia de (5.63) temos que, para algum p € [po, 00|, [[u(-, t)||1omr) <
oo em tempo finito, entdo, se tomarmos sucessivamente ¢ = op, ¢ = 02p, q =
o3p, ... teremos que todas as normas ||u(-,t)|| Lomp(r) ficarao limitadas em tempo
finito, onde m = 1,2, 3, .... Logo, se usarmos a desigualdade de interpolacdo entre
[uC, Ol oy € [lu( )l Lomsw), Para m > 1 suficientemente grande tal que o™'p >
p—", teremos [[u(+, t)[| p-~ gy limitado em tempo finito. Com isso e com o Teorema
(5.4) teremos T, = oo e
U(', t) € L?(?c([o’ OO[? LOO(R)) N L, ([07 OO[, LOO(R))

loc

Para provar (5.63), consideraremos inicialmente solugoes v(x,t) suaves positivas.

Teorema 5.9. Sejav(-,t) € L75.([0, T [, L= (R)NLS.([0, Ty [, LP(R))), v(-, t) solugdo

loc
suave positiva do problema (5.3). Entdo, para cada q > op, temos

1
+

SIS
IR

1-1). 1
Butoit) T

NIRY

1
¢+1+a (1=2)
Vi(to;t) < max { (s to)ll Loy ; <4)

(N[e]

q+

.V% (tOS t) q+o ,

iR

(5.64)
para todos 0 <ty <t < T, ondea:2—’y,’y:2m—a,0§ﬁ;<% ea=aq—".

Prova: A prova deste Teorema se dd em trés casos. Considere

a
a+5

(to;t) "+ % .

SIS

q (1-2) <= 1_1)._1_
<q+g+a> 0+2 'Bu(to;t)< U) +% ‘V

q
o
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Caso I: Suponha que [|v(+, )| o) < Ag: entdo [[v(+, 7)|| o) < Ag, V7T € [to,t]. De
fato, suponhamos por contradigao que exista to €]to, t| tal que

[0 t2)ll aqry > Ag- (5.65)
Tome 1 € [to, t2[ tal que [[v(, 1) Lom) = Aq ©

o, )l Loy > Ags VT Elty, ta]. (5.66)

d
Nestas condicoes existe t, €|t1, t2] \ Ey tal que 7 lv(-, t)||%q(R) > 0, pois caso
t=t.

d
contrario, terfamos 7 llv(-, )||Lq(]R <0, g.t.p. t € [t1,t2]. Logo, [[v(-, 7)|| fa(r) seria

decrescente em [t1, 2], contradizendo [[v(-,¢1)|[Lar) < l0(- t2)[ a(r)- Assim, pelo
Teorema (5.7), teremos

g+2+a\-5) g o
g o E+g o a
oot < (C2E) T el < a6
pela definicao de )4, mas isso contradiz a suposicao de se ter
(-t )l Loy > Ag- (5.68)

dada em (5.66). Logo, (5.65) ¢é falso. Portanto, teremos [v(-,7)|| ey > A, para
todo T € [to,t], como afirmamos.

Caso II: [[v(+,20)| a(r) > Ag, mas existe t1 €]to, t] tal que [[v(-,t1)|[ Lor) < Ag-
Seja

7= inf{T € [to, t]; I1o(-, )| ey = )\q}. (5.69)
Logo,
lo(, )l pay > Aer V7 € [to, fal. (5.70)

Assim, pelo argumento do Caso I, teremos

[o(s W pamy < Ags Y7 € [f1,1]: (5.71)

Do Teorema (5.7), segue que |[v(-, T )HLq <0, VY7 € [to, t1] ~ E,. Com isso segue

que [[v(+, 7)[| ) € estritamente decrescente em [to, 1], logo, em particular, segue
que

[0 pagry < oG to)ll oy s V7 € [to, Bl (5.72)
e (5.71) e (5.72) resulta em

[oC D) pagy < lloCsto)llpagy . V7 € [to, 1. (5.73)
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Caso IIL: [lv(-, 7) [l Lar) > Ags V1 € [to,t], entdo pelo Teorema (5.7), teremos

d
7 H’U(',T)”%q(R) <0, V1€ fto,t] \ Ey. (5.74)
Ou seja, [[v(+, 7)|l Lo(r) ¢ decrescente em [to,?]. Logo, em particular,
oG, ey < (s to)llpawy, V7 € [to, 2. (5.75)
]

Usando argumentos de densidade, podemos estender o Teorema (5.9) para
solugoes fracas nao negativas u(-,t) > 0.
Teorema 5.10. Seja u(-,t) > 0 solugao do problema (5.1), com
u(,t) € Lige([0, Ti[, L (R) N Lig. ([0, Ti[, LP(R))), para p € [po,00|. Entdo, para
cada q > op, temos

1 1
" g+ 2+a\H Ty e
Ug(to; t) < max { ”u(‘ato)”Lq(R) ; (Z) B “Bu(to; t) st
a+§
Ua (to;t)1to2
(5.76)

para todos 0 < tg <t < T, ondeoc=2—7v,7=2k—0a,0<K<Fea=a—7".

Prova: Seja ¢ € C°(R) N L'(R) N L>°(R) uma fungdo qualquer fixa e tal que
¢(z) > 0, Yz € R. Considere € > 0 dado e tome vl(-, ) > 0 a solucao positiva de

v + (b, )" ), = p(t) (v(x, 1))z, TER, t>0
(5.77)

v(-,0) = ug + € - ¢ € LP(R) N L®(R).

Seja ¢y > 0 suficientemente pequeno tal que para todo 0 < € < €q:

vll(-, 1) esteja definida Vi € [0, 7]
e (5.78)

ol 1) € L((0,7], L= (R)) N L([0,7], L (R)).

Pelo Teorema (5.9), segue que

1-1). 1
.(Mw)( R N S
’ 4
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V0 < e < ¢y, onde
Vil(to;®) = sup_[vl(1)] e Vil(toi®) = sup |[o()
to<t<t 7 to<t<t
Fazendo € — 0 em (5.79), obtemos (5.76). Concluindo o Teorema (5.10).
|

L7 [R)

La(R)

Resulta do Teorema acima (5.10), por argumento analogo ao do Teorema (5.4), a

seguinte estimativa para Us(to;t).

Teorema 5.11. Seja u(-,t) € L*([0,Ty[, L°(R)) solugdo (fraca) ndo negativa do
g Entao, para cada 0 <ty <t < Ty, e cada

problema (5.2), (5.1), onde 0 < Kk < 5
po < p < oo, tem-se

1 P
Une(toit) < K (53 p) maax { (-, £0) | oy 5 Bt )75+ Uy (t0; )75 |
(5.80)

onde K (o, k;p) > 1 € constante que depende apenas dos parametros o, k, p com

K(a,k;p) = 1, ao p — +oo.
Nosso trabalho agora é estimar U, em termos de U, para p € [pg, oo[ qualquer.

Este resultado completa o Teorema (5.5) acima.

Teorema 5.12. Sejap € [po, 00| tal que ||u(-,t)|| 1p(g) ndo exploda em tempo finito.

(0.9}
Entao, supondo B,, < 0o, U, < 00 e / wu(t)dt = oo, temos
0
1_ P_
AEI VRN (5.81)

limsup [[u(-, )| oy < Kl ) - By

t—+o0
onde a =2(a — k) e K(a, k;p) > 0 € dado por
~ 1~
X p—a+5 |m%
(p— e =2 .9 (p — 2 i &
Klemin) = (3 . 4V)+a)p+7' H(i S 7)+2a)2](p VR
i \3-2(p—7) +2a
(5.82)

comy =2k —a € [—a,0].

Prova: Seja
Use 2= limsup (-, )| e sy
t—4o00
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Pelo Teorema (5.4), temos Uy, = 00. Se Uy = 0, entao (5.81) é trivialmente
verdadeiro. Entao consideramos apenas o caso 0 < Uy < 0o. Pelo Teorema (5.7)

segue que
1 P—y _
(5.83)

onde y =2k —a e

1
3-(p—7)+a\rrd < /6-2(p—7)+2a 2(p—n)+ 2
Ky — P=7 T3 . (5.84
' < 4 1;[ 3-2i(p )—l—2a (5:84)
Usamos a interpolagao
[ull Lo () < llu IIL )<l H (5.85)
e obtemos
J. _p
Up—y < Uo7 - U5 (5.86)
Por (5.83) e (5.84), obtemos
L o ] p —1
Us < Ki-Bi7'%. <Uoo’” : U;;W)p‘“?
(5.87)
1 - j2
- K .BIJZ—W-&-Q Ugo—w+2 U;—w+a
Logo, como Uy > 0, temos
1+ 0 1 P
Uso p—r+$ < K, B;: g U}z;fw+2,
ou seja,
Aﬁt%:, 1 P
gg“ﬁ% < K- BZZ*%L% _Uzz;fwr% .
Assim,
CEERS S T
Uw < K72 B8 upte
que é o mesmo que (5.81) com K = K; dado por (5.82). Concluindo o Teorema
(5.12).
[ |
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