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Resumo

Este trabalho tem por objetivo estudar a unicidade de solugoes positivas

para o problema

Au+ f(u)=0 em Br e u>0 0
u=0 em OBp

onde Br é uma bola de raio Rem R*, n > 2 ¢ f(u) =u? +uf com 1 < g <

2 -1 2
<n—i— ep < —.
n—2 q+1 " n

Assim sendo, temos por finalidade demonstrar o seguinte teorema:

2
Teorema 0.1. Para f(u) =u’ +ul el < qg<p< n+2’ o problema
n_
-1

qg+1

. ‘ 2
possut uma unica solugao, se < —.
n

v



Abstract

In this work we study the uniqueness of positive solutions of the problem

Au+ f(u)=0 in Bgp and u>0 @
u=20 in 0Bgr

where Bpg is a ball with radius Rin R", n > 2, f(u) = v’ +uf, 1 <g<p<

9 _
nt ,andp—1§2.
n—2 q+1 " n

Our final goal is to prove the following theorem:

2
Teorema 0.2. For f(u) =u” +u? and 1 < ¢ <p < n_—|—27 the problem (@/
n J—

-1 2
has a unique positive solution, if b <
q

n
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Introducao

O problema tem sido objeto de estudo de varios autores e a unicidade

de solugao positiva para o caso geral ainda ¢ um problema em aberto. Para

2
o caso f(u) =uP +u,com 1 <p< 5 8 unicidade de solugao positiva foi

n—
provada recentemente por Zhang e também por Kwong e Li. Em alguns casos
a unicidade nao ocorre. Como ilustragao podemos citar o caso f(u) = AuP+u®
el < g < 3en = 3, onde Atkinson e Peletier [l| provam que possui
no minimo duas solugoes positivas para A > Ag. Outro resultado de nao
unicidade é dado em .

Neste trabalho, mostramos a unicidade de solucao positiva para o caso

p—1
u) = uP +uf, onde
f(w) -

2 2
<—el<g<p< n 5 conforme os resultados
n _

n
estabelecidos por Zhang em .

No primeiro capitulo sao introduzidas algumas definicoes e enunciados

alguns teoremas que serao pré-requisitos as técnicas aplicadas.

No capitulo 2, mostramos que a solugao de (1) é uma funcéo de classe C'*
e que esta é uma funcao radial e, portanto, basta mostrar que a solucao do

problema
n—1
w4+ ——u' + f(u) =0 em (0,R) e u>0
r
w'(0)=0 e u(R)=0

é unica para f(u) = uP + u? fazendo certas suposicoes sobre p e q .



No capitulo 3 sao utilizadas algumas técnicas do calculo variacional e

provados alguns lemas auxiliares que tem por objetivo a demonstracao do

teorema (0.1).



Capitulo 1
Pré-requisitos

O objetivo deste capitulo é introduzir defini¢oes e resultados que sao uti-

lizados no decorrer deste trabalho.

Definigao 1.1. Definimos o espago LP(£)) como sendo:

LP(Q) = {u|u é mensuravel em (2 e / |ulPdr < co}.
Q

Proposicao 1.2. O espaco LP, munido da norma

lulls = [ / |u|pdx]
Q

€ um espacgo de Banach.

Observacgao 1.3. Caso Q2 = B1(0) e u seja uma fungao radial,

) 1
p
ol = | [ Tubrtar]
0

Proposicao 1.4. (Desigualdade de Interpolagao) Seja u € L™ N LP, entdo

lully < Tullpllull=,

A 1=\
ondep<qg<re-=—+ .
q b r




Definicao 1.5. Seja H um espaco de Hilbert. Dizemos que uma sequéncia
(r,) C H converge fracamente a um elemento zy € H se para todo funcional

f € H* temos

lim f(zn) = f(o)-

n—oo
Teorema 1.6. Toda sequéncia limitada em um espaco de Hilbert possui uma
subsequencia fracamente convergente.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 85.
Definigao 1.7. Seja a = (a1, ag, as, ay, ...., ;) € N*. Diremos que a é um
multi-indice de ordem |a], onde |a| = oy + as + a3 + ag + ... + .
Definigao 1.8. Seja U C R™ um aberto. Uma expressao da forma
F(DFu(x), D" 'u(z), ..., D'u(z) = 0,u(z),z) =0 onde zcU (1.1)

é chamada de Equacao Diferencial Parcial de ordem k, onde

k k—1

F:R" xR" x..xR'"xRxU—R

¢ dada e v : U — R é desconhecida.

A equagao ([L.1)) é chamada linear se for da forma
Z ao(x) D% = f(x),
lor| <k

para dadas fungoes a,(z) e f. Esta é chamada de homogénea se f = 0.
A equagao em ([1.1)) é chamada de semi-linear se é da forma

Z ao(2) D% 4 ag(D*tu, ..., Du,u, z) = 0.
la|=k

Definicao 1.9. Seja 2 um aberto de R" , & um multi-indice e v uma funcao
localmente integravel em €. Entao a fungao localmente integrael v é chamada

de a-ésima derivada fraca de u se esta satisfaz

/ pvds = (—1)l / uD%edx V¢ € ClP(9),
Q Q



onde C(La‘(Q) ¢ o espago das fungbes de suporte compacto em (2, || vezes
diferenciaveis.
Dizemos que u é k vezes fracamente diferencidavel em (2 se possui derivadas

fracas até a ordem k.

Definigao 1.10. Seja 2 um aberto de R™. Definimos o espaco W*(Q2) como

sendo

W*(Q) = {ul|u é k vezes fracamente diferencidvel em Q}.

Definigao 1.11. Definimos o espaco de Sobolev W*?(Q) como sendo
WHkP(Q) = {ulu € WK(Q); D € LP(Q) V |a| <k},

CcOo1m a norma

ooy = | 3 [ 10%ulda
Q

|o| <k
Defini¢ao 1.12. Denotamos por Wy () o fecho de C°(Q) em WH?(Q),
onde C°(Q2) é o espago das fungoes de suporte compacto em €2, infinitamente
diferenciaveis. Entao u € Wok () se e somente se existem fungoes wu,, €

C(Q) tais que

Uy, — u em WHEP(Q).

Definicio 1.13. Dizemos que u € W,*(Q) é solugdo fraca de Au = f, com
feL*9Q),se

/QVW@D = —/Qf(U)so, Vo € C2(Q).

Definigao 1.14. Definimos o espaco H(Q) por H () = W, *(Q). Note que

se u € Hj(B1(0)) é radial, entao

u = u(r) é fracamente diferencidvel em (0,1) com u(1) =0 e v € L2



Teorema 1.15. O espago Hy, munido da norma

el = | [ 7ufas]
Q

¢ um espago de Hilbert. Caso Q2 = B1(0) e u seja radial,

1 3
fullg = | [ 1]
0

Neste caso, a fungao u pode ser identificada com uma funcao v : B1(0) — R,

definida por v(z) = u(||z]]).

Definicao 1.16. Seja 2 um aberto de R" e

n

Lu:z Dwu—i—z:bZ )Diu + c(x)u

ij=1
um operador diferencial, onde z = (xy,....7,,) ¢ um ponto de Q e [a"(z)] é
uma matriz simétrica. Dizemos que L é eliptico em um ponto x se a matriz
[a¥(z)] é positiva definida; isto é, se A(z), A(x) denotam respectivamente o

maior e o menor valor de [a*(z)], entao

0 < A(@)[¢]* < a¥(z)&&5 < A(z)|E]?

para todo & = (&1,....,&,) € R" — {0}. Se A > 0 em (2, entdo L é eliptico em
Q) e se existe 0 < \g < A, entao dizemos que L é estritamente eliptico em (2.

Se % ¢ limitado em €2, dizemos que L ¢ uniformemente eliptico em ().

Teorema 1.17. Suponhamos que 1 < p < n. FEntdo existe uma constante

C > 0, dependendo apenas de p e de n, tal que
[ul| @y < CllDul| oy,
np

n—p
A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 263.

para toda u € CHR™), onde p* =




Definicao 1.18. Dizemos que um dominio limitado €2 de R™ possui fonteira
Cke 0 < a < 1 se para todo zg € 0N existe uma bola B = B(x,) e uma

funcao injetiva ¢» : B — D C R” tal que
(i) Y(BNQ) CRY  (id) »(BNOIQ) C IR (iii) ¢ € C**(B), v € CH*(D),

onde o espaco de Holder C*%(Q) é definido como o subconjunto das fungoes
C%(Q) tais que as derivadas parciais até a ordem k sao fungoes localmente
Holder continuas com expoente v em €. A definicao de funcoes de Holder é

dada na definigao [1.26]

Teorema 1.19. Seja Q um dominio C*' em R", e seja L um operador
estritamente eliptico em € com coeficientes a” € C°(Q),b',c € L>,onde
i,j=1,...,n ec<0. Entio, se f € LP() ep € W?P(Q), com 1 < p < 00, 0
problema de Dirichlet Lu = f em Q, u—p € Wol’p(Q) tem uma unica solugao
u € WP(Q). Além disso, existe uma constante C' (independente de u) tal
que

[ull2p:0 < CllL(w)][p0;

para toda v € W2P(Q) N W, P(Q), 1 < p < 0.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 240.

Teorema 1.20. Seja Q um dominio C*' em R", e seja L um operador
estritamente eliptico em 0 com coeficientes a” € C°(Q),b',c € L*>,onde
i,j =1,...,n ec < 0. Entio, se f € LP(Q), p > & e ¢ € C°(99Q), o pro-
blema de Dirichlet Lu = f em Q, u = ¢ em 02, tem uma unica solu¢ao
u € W2P(Q) N Co(Q).

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 243.

Proposicao 1.21. Seja 2 um aberto de R™. Entao

Lo (Q) para kp < n
Wéﬁ,p(Q) c _( )p D
C™(Q) para 0 <m <k — 2



Definicao 1.22. Seja )2 uma aberto limiado de R". Dizemos que (2 satisfaz
a condicao do cone exterior se para todo & € 0f) existe um cone circular
finito K, com vértice em € e tal que K N Q = £. Dizemos que € satisfaz a
condicao uniforme do cone exterior se {2 satisfaz a condicao do cone exterior
para todo £ € ) e os cones K, sao todos congruentes a um cone fixo K. Da
mesma forma, €2 satisfaz a condi¢ao uniforme do cone interior se existe um
cone fixo Kg tal que para todo £ € 2, existe um cone Kq(&) com vértice em

¢ e congruente a Kq e tal que Kq(€) C Q.

Proposicao 1.23. Seja 2 um aberto limitado de de R™ tal que ) satisfaz a

condicao uniforme do cone interior. Entao

L5 (Q) para kp < n
Whn(Q) (€2) para kp
CE(Q) para 0 <m <k —2

onde CF(Q) = {u € C™(Q)|D*u € L>®(Q) para |a| < m}.

Definicao 1.24. Dizemos que uma fungao u : {2 C R" — R é superharmonica
se Au < 0 em 2. Da mesma forma, dizemos que u é subharmonica se Au > 0

em (). Para o caso particular em que Au = 0 dizemos que u é harmonica.

Definigao 1.25. Seja 2 C R" um aberto. Dizemos que um ponto & € 0€) é
regular se existe uma funcio w € C°(Q) tal que w > 0 em Q, w(¢) =0 e w é

superharmonica em €2 — {{}.

Definicao 1.26. Seja €2 um aberto limitado de R" e f : 2 — R. Dizemos

uma funcao f é Holder continua em €2, com expoente o € (0, 1] se

f(z) = fy)]

sup ——————— < 00.
z,yeQz#y |z —yl|*

Da mesma forma, dizemos que f é localmente Holder continua em €2, com
expoente a € (0, 1] se

sup M<oo vV Q' ccQ

z,y€QV x#y ‘:L‘ - y‘a



No caso particular em que a = 1 dizemos que f é Lipschitz continua.

Teorema 1.27. Seja 2 um dominio limitado de R™ e suponha que todo ponto
de O2) € reqular. Entao se f € limitada, localmente Holder continua em €2, o
problema cldssico de Dirichlet Au = f em Q e u = ¢ em I tem uma Unica
solug¢do para toda fungdo ¢ continua e limitada.

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 56.

Teorema 1.28. Seja Q um dominio de R™ e seja u € C*(Q), f € C*(Q)
satisfazendo a equagdo Nu = f em Q. Entio u € C**().

A demonstragao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 60.

Teorema 1.29. Seja u € C%(U) solugdo de

~Ou=flu) em Bi0) e u>0 (1.2)

u=0 em 0B (0)

onde B1(0) a bola unitdria em R™ e f € Lipschitz continua. Entao u € radial,

isto é

wx) =wv(r)  (r=lz]),

para alguma fungao estritamente decrescente v : [0, 1] — [0, +00).

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 205.
Teorema 1.30. Seja L um operador dado por
Lu = D'(a" (z) Diu + b (x)u) + c;(z) + d(x)u,

satisfazendo

a(z) > NP VzeQ EeR”

ZW P<A? e A ZW N2+ |es(@)]?) + A7 d(z)| < V2,

i,j=1



onde X e A sao constantes positivas e v > 0. Considere a equacao Lu =
g+ D;ft, onde g e f', i = 1,...,n sdo funcoes localmente integrdveis em
Q. Suponhamos que f* € L), i =1,....,n e que g € LI(Q) para algum
q > n e suponha que §) satisfaz a condigcao uniforme do cone exterior em cada
por¢do limitada do dominio T. Entao se u € W12(Q) satisfaz Lu = g + D; f*
e existem constantes k,ay > 0 tais que
sup || u(z) —u(y) [|< kR Voo € TR >0
0N Bx(z0)

temos que v € C*(QUT) para algum o > 0.

A demonstracao deste teorema pode ser encontrada em , pg. 205.

Proposigao 1.31. Seja L como na proposi¢io acima e seja u € CH*(Q) a
solugdo fraca de Lu = g+ D;f* em um dominio limitado Q). Entdo para todo

subdominio Q' CC Q temos

|u|1,a;Q’ < O(|U|O,Q + |g|O;Q + |f|0,a;§2)

onde C = C(n,\, K,d'), e \, K ed sdo tais que a™? (2)&:&; > NP Ve € Q e
VE e R, d = dist(Y,00) e

max n{|ai7j7 bi‘O,a;Qa ‘cia le;Q} S K.

2,7=1,...

10



Capitulo 2

Regularidade da solucao

Neste capitulo estaremos interessados em provar que toda solugao positiva
para o problema (1)), com f(u) = u? + u?, é uma fungao de classe C*°(Bg) e
que esta solugao é uma funcao radial, e portanto basta considerar a unicidade

de solugao positiva para o problema . Sendo assim, consideremos o seguinte

problema
Au+u?+u?=0 em Bpg e u >0
(2.1)
u=20 em OBg
onde l <g<p< Z—fgeBRéumaboladeraioRem]R”,n>2.

Proposicao 2.1. Seja u solugao fraca do problema . Entao u €
C>*(Bgr) N L*(Bg).

Demonstragao: Notemos primeiramente que se u € H}(Bg), entdo, pela
proposicao , temos que u € C'* para algum a > 0ouwu € L (Bg). Supo-
nhamos que u € L%(BR). Desta forma, podemos perguntar se u? € L7(Bg),

para algum v > 1. Para que isso ocorra, devemos ter
/ |uP|"dx < oo. (2.2)
Q

L . 2n . 1 2n
Para garantir isso, podemos exigir que py < ou seja, vy < — .
n—2 pn —2

11



Note que
1 2n 2n n—2 2n

> = > 1,
pn—2 n—2n+2 n+2

pois n > 2. Desta forma, como — > 1 temos que existe vy € (1, %}—17]
pn—

tal que u? € L"(Bpg). Analogamente, temos que existe 7; > 1 tal que

u? € L(Bg), onde v' € (1, ;2%2]. Mas como ¢ < p temos que (1, 2%52] C
(1, %%] ou seja, podemos considerar que v; = 7o e que f(u) = uP +ul €
L (Bg), e dai temos que

—Au=uP+ul e L, Y > 1. (2:3)

Logo, pelo Teorema , segue que u € W27(Bg). Sendo assim, pela Pro-
posigao [I.23], temos
_ng
" e L0 (Bg) para 2y, <n (2.4)
C%(Bg) para 0 <m <2— 2t

onde C}(Bg) = {u € C™(Bg)|Du € L>*(Bg) para |a| < m}.

Como 7 € (1, %%] é livre, podemos tomar ~yy = %i
1 n

Defina h : [O, %) — R por h(y) = - 5 e note que h é continua em
pn —zy

[O, %) Além disso, h é crescente, pois

1 ny \' Inn—2y)+2ny 1n®—2ny+2ny 1 n? -0
pn—2v) B '

p (n=29  p  (n—2y) p(n—27)
Afirmagao 1: u € C%(Bg) para algum a > 0.

De fato, nosso objetivo serd o de mostrar que v € W?7(Bg), onde 2y >
n. Caso isto ocorra para 7y, ou seja, se 27 > n, pela Proposicao [1.23]
a afirmacao esta demonstrada. Suponhamos que isto nao ocorre, ou seja

270 < n. Analisaremos separadamente o caso em que 27y =n e 27y < n.

Consideremos primeiramente o caso em que 2y, = n. Neste caso, como h

n

¢ uma funcao continua em [0,%) e h(y) — oo para v — %, temos que

existe 7, € [0,%5) tal que 27, < n e h(y,) > 5. Da mesma forma como

PR

12



m mos investigar se w ra y; > vo. r rantir que 1
acima, podemos investigar se u? € L7 para y; > 7,. Para garant e isso

ny 1 ny
ocorra, podemos exigir que py; < LO_, istoéy < —LO_. Novamente
L o n — 27 pn— 27,
tomando vy, = —LQO_ = h(7,) temos que u? € L7 e pelos Teoremas |1.19
pn— 29

e obtemos que

nyy
L~ (B ara 2v; <n
we ( R) p i1 (2'5)

C%(Bgr) para 0 <m <2—

Mas sabemos que 1 = h(%,) > 5, ou seja, 2y, > n e, por (2.5)), temos que a
afirmacao estd demonstrada.
Consideremos agora o caso em que 27y, < n. Neste caso, podemos também

investigar se u? € L™ para y; > 7, para garantir que isso ocorra, podemos

. o L nyo
exigir que py; < ,1sto ¢y < — . Novamente tomando v, =
n — 27 n—2v
L nyo
—————— = h(70), pelos Teoremas |1.19| e [1.23| temos que
pn— 27
L7%71 (Bg) 2
=21 (Bg) para 1<n
we ! (2.6)
C%(BRgr) para 0 <m <2—2
Se 2y; > n a afirmagao esta demonstrada e se 2v; = n, lembrando que

g(7) = h(h(7)) é também continua e crescente, utilizando o mesmo raciocinio
feito para vy, temos que vale a afirmacao feita. Portanto, basta analisar o caso
em que 27y; < n, isto é 2h(7y) < n. Prosseguindo indutivamente, obteremos
uma sequéncia crescente v, = h(yx_1) tal que u € L%, desde que seja

cumprida a condi¢ao de que 2y, < n. Notemos ainda que

1 2n - 2n -0
Cpn—2" n-—2 ’

Y0

ou seja, v > 0 para todo k onde se cumpre 2v, < n. Mas observemos que

1_nyo

e assim temos que
P n—2v0

M <

13



1 n — 2y 1 2
= p=(———|p
a! n% Yo N
1 n—2m 1 2 1 2 2
— = p=\——=|pP= — — —|pP—— P
2 nmn 4! n Yo N n
1 n— 27 1 2 1 2 2 2
— = p=\———|Pp= — = —|P—— )P~ —|P
73 n7yz Y2 0N Y 0N n n

1 ( ( 1 2) 2) P2, 2, 2
— = — == ——)p="—==p"——p —p
Vi SURRY n woonton n
1 2 pk+1 -1
- [pk+pk 1+”_+p2+p]:_pk__{—
Yo Yo nlp-1
_ pinlp—1) = 29" — 1) npMt —mpt — 29p"t + 299
Y(p—1)n Yo(p — 1)n
_ P —290) —npt+ 290 pflpn — 2py0 — 1] + 27
Yo(p — 1)n Yo(p — 1)n

Ou seja, para yxp < n temos
1 pFlpn —2py0 — n] + 2%
T Ylp—1)n

E dai segue que

Yo(p — 1)n
pElpn — 2pyo — n] + 27

Ve =

n+2

Mas yo(p — 1)n > 0 e pn — 2pyy — n < 0 pois, lembrando que p < 25 e que

n

_ 2n 1
Y =5y obtemos

2n 1 2n
- —n=pn—2
n—2p n—2

pn —2py) —n < pn — 2p -n

pnn—2)—4n—nn—2) nn—-2)(p—1)—4n

n—2 n—2

nn—2)(*2 —1)—4n  n(n—2)(z%5) —4n
< = =0.
n—2 n—2

14



Ou seja, como p > 1, tomando kg suficientemente grande temos que v, < 0

2y
log(grn=pm)

(basta tomar ko > )

), 0 que seria uma contradigdo com o fato de

que 9 >0e7 <7 <7 <73 < <..<7. Ouseja, para este inteiro kg

a relacao 27y, < n nao é satisfeita. Sendo assim, da Proposic¢ao temos

que u € C%(Bg) para algum a > 0 e estd demonstrada a nossa afirmagao.

Logo u é limitada e u € C“. Denotemos por M o supremo M = s;lpu e
R

lembremos que f(u) = u? +u? Como f(t) é Lipschitz em [0, M], existe ¢ > 0

tal que |f(t1) — f(t2)| < c|t; — t2| para todo t1,ty € [0, M]. Defina

F(t) = f(t) para 0<t<M+1
f(M+1) para t>M+1

Desta forma temos que f é Lipchtiz continua em [0, +-00).
Afirmacgao 2: Toda funcao f Lipschitz continua em um dominio limitado €2
é também Holder continua em 2. De fato, basta notar que se f é Lipschitz

continua vale que

oy @ =1
z,y€) ’SE - y’
Sendo assim,
p F@ =S _ 1) = ) e =y
z,yeN) |'T - y|a z,ye) |'T - y|°‘ ’I - y’
@)= f@) lr—y
syee  |lr—yl |z —yl®
o @O IW e
z,y€e) |x - yl

Pois 2 é limitado e 1 — e > 0 e isto demonstra a afirmacao 2.

Como a composicao de uma funcao de Lipschitz com uma funcao de classe C*
¢ uma fungao de classe C* temos que f(u) = u? + u? € C*(Bg) e é limitada.
Sendo assim, pelo Teorema temos que u € C?(Bg) e, do Teorema m,
temos que u € C*%(Bg). Como f(u) = uP 4+ u?, segue que f(u) € C*>*(Bg) e

novamente, pelo Teorema temos que u € C**(Bg). Prosseguindo desta
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forma temos que u € C*°(Bpg) e isto conclui a demonstracao. demonstra'ig}%o

g

Corolario 2.2. Seja u solugao do problema . Entao u é uma fungao
radial.

Demonstracao: Basta notar que, da demonstracao do teorema anterior, f
é Lipschitz continua em [0, 00). Como f = f em [0, M], u também satisfaz o

problema
Au+f(u)=0 em Br e u>0

u=>0 em OBp
Desta forma, temos que a demonstracao deste corolario é consequéncia ime-

diata do Teorema [[.29] O

Obs.: O fato de que u é uma fungao radial também é garantido por [3].
Consideremos o seguinte problema

-1
Ly fu)=0 em (0,R) e u>0
r (2.7)

w'(0)=0 e u(R)=0
onde f(t) =t* 4 t%.

Lema 2.3. Para provar a unicidade de solugao positiva para o problema ,
basta provar a unicidade de solucao positiva para o problema .
Demonstragao: De fato, notemos primeiramente que, pela proposicao ,
temos que u é uma fungao radial, ou seja, fazendo |x| = r temos que u = u(r)
e, dai, segue que

ou  Ou(|x|)

= = u'(|z])

Z;

|
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e ainda

0*u 0*u(|x])
ox2  0x? (28)
/ Z; 2 | ’ - %
= (el o) | (29)

De onde temos que

- SO a2 - e
= (ol)+ P ullel) = o) + P
De modo que
-1

Au+ f(u) =u"(r) + u'(r) + f(u).

Além disso, como u é radial, temos que u/(0) = 0 e, como u = 0 em OBg,

temos u(R) = 0.

Reciprocamente, notando que se u : [0, R] — R é solugao de (2.7)), entao
definindo
v(z) = u(|z|)

temos que v é de classe C? em Bg\{0}. Além disso, a hipStese u/(0) = 0
implica que v é de classe C? também em uma vizinhanca da origem. Sendo
assim, a fungdo Av + f(v) é continua em Bg(0) e nula em Bg(0), ou seja,
Av + f(v) = 0 em Bg(0). Ou seja, no nosso caso, (1) é equivalente a (2.7)).
U
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Capitulo 3

Unicidade de solucao para o

caso f(u)=ul 4+ ul

3.1 O Problema Variacional

Nesta secao, fazemos algumas consideracoes importantes que sao utiliza-

das na seccao seguinte e que contribuem para mostrar a unicidade de solugao

n+ 2
positiva para o problema , paraocaso f(u) =uP4+ulel <g<p< + 5
n —

Sendo assim, consideremos o seguinte problema
—1
W+t bt =0 em (0, R) e u>0
r (3.1)
W(0)=0 e u(R)=0

n+ 2 . C
onde l <g<p< 5 e o seguinte problema de minimizagao:

n
1

I = inf {](u) | u € Hy,u éradial, u > 0 e/ ™" dr = 1} (3.2)
0

onde

1 [t t !
] _ N2 n—ld o p+1 n—ld 33
(u) 2/0 (u')*r r pal uPr T, (3.3)

t é uma constante positiva e Hj é o espago de Sobolev da definigao m

18



Definigao 3.1. Dizemos que 4y ¢ um minimo local para o problema (3.2)) se
existe um 7 > 0, tal que para toda u € Hy, e |lu — uollgy < 7, [Jul|arr =1

vale que
I(ug) < I(u).

Da mesma forma, dizemos que ug é um minimo local estrito para o problema
(3.2) se existe um 7 > 0, tal que para toda u € Hg, 0 < [ju — uollgy < 7,

||u||fa+1 = 1 vale que

I(ug) < I(u).

Lema 3.2. O problema de minimizacao construido em € inferiormente

. 1 1
limitado, supondo que 2= < 2 ou 21 = 2

] = pae Set suficientemente pequeno.

Ademais este possui uma solugao positiva.

Demonstragao:

. .. p—1 2 (. . .
Afirmacao 1: A condicao b 1 < — é necessaria e suficiente para a limitagao
q n

do problema (1.2). De fato, tome ¢(r) uma fungio positiva radial em H] tal

que / [o(r)]7 " tdr = 1 e defina
0

o(kr)ka+T  para

I =

0<
or(r) =
<r<i k=1,2,3,4,..

=

0 para

Desta forma temos que ¢y € Hj e / ¢Z+1r"_1dr =1, pois

n—11

) 1
/gozﬂrn_ldr = / (kr) k;q+1 “r"‘lcl?":/ o(s)THE" (—) —ds
; 0 k k
1
/ 5)attsn 1ds—/ o(r) T dr = 1.
0

Mas note que

1 2n 1 t n(p+1)

I(pr) =



Para ver isso, basta notar que, de (3.3)) temos

1/t t !
Ho) =5 [ G- —= [ rran @5)

Mas notemos que

(p(kr)ka1) = @ (kr)kkar,

de onde obtemos que

1! 1/t 2n
—/ (o)) r"tdr = —/ o (kr)?E*ka+ir™ tdr
0 0

2 2
1 2n 1 S 1
—_ —k2kq T N2 _nfl_d
Sk ke 0(¢(8))(k) - ds

1., 20 (! 1\"
= §k2kﬁ (¢'(5))2s" ! (E) ds
_ k27n+% (QDI)QT‘n_ldT,

0

ou seja, obtemos que

1 2n_

1 1
5/0 (@) )?r" tdr = B e i (&' (r)2r" tdr. (3.6)

Da mesma forma, temos que

t ! t !

- p+1 n—ld - k k% p+1 n—ld
— [arrtrta = [y
t ! n s\ 11
= (R (2) s
p+1Jy k k
1
- _k’“q’?ﬁ”"_il / ()Pt dr.
p 0
Com isso, mostramos que
t ! n(pt1) t !
vl (sok)p“r"—ldrz_kﬂ"p—ﬂ eyt (3)
Assim, substituindo (3.6)) e (3.7) em (3.5) temos que
1 w1 t niy !
Hpr) = g7 | (gl — /0 ()i,

ou seja, vale (13.4)).

-1 2 )
> — teriamos
n

Notemos que, se
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p—1 2 p—1 <n(p—1—|—1—1)

— > <=2 n—— <=2 —2<
qg+1 n qg+1 qg+1
2n p+1 2n p+1 2n p+1
——— tn—— <=2+ <n <—2—n+ <n —-n
q+1 qg+1 q+1 qg+1 q+1 qg+1

E, desta forma, fazendo k — oo em ([3.4]) teriamos que I(¢y) nao seria limitado
inferiormente, visto que as integrais independem de k, e a poténcia de k para

o segundo membro da igualdade é maior que a do primeiro.

2
Para concluir a prova do lema, notemos que tomando 2* = n2 e
n_
1 1
s_|a+t1l p+1 L A =N .
A= T T temosquep+1— T q+1,p01s
q+1 2* n—2
1 A 1—X 1 A2-n) (1-X
X L 0-N 1 _de-w (1))
p+1 2n q+1 p+1 2n q+1
n—2
1 1
1 1 ~(n—2 1 - B
SN N W (i S R G I S
p+1 qg+1 2n qg+1 11
qg+1 2
L n+ 2 :
Além disso, como g < pep < temos, usando a Desigualdade de Holder,
n_
que
[llper < lull ullgs (3.8)
Mas _

1 1 4 1=A
— q+1
full? = | ([ urema) <1
0
1
para u satisfazendo / wIt " 1dr = 1. Sendo assim, de 1) temos que
0

X
2*-

[ullprr < lu

Ou seja,

1

1 _ -
</ up+17,n1dr)p+ 1 < ||u
0

A(p+1)
2* .

_ 1
- <:>/ w1 e < lu
0
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De onde temos que vale

1 ) tt | t X(p+1)
5/ (u')?r" dr—? uP " dr > 5/ (W) r" " dr — ?Hu S
0 p 0 0 p

(3.9)
Como 2 e 2* sao sobolev conjugados, do Teorema temos que existe ¢ > 0
tal que

[ull2s < cllv]l2,

e dai temos que

1
ulp®H < el |3 = ( / (u’)2r"_1dr) . (3.10)
0
De modo que, substituindo (3.10]) em (3.9 temos
1! N2, .n—1 t A(p+1)
5 | =
1 Ap+1)
1/ )2 tdr — L. / (u')?r™ tdr o (3.11)
2 P + 1 0
Mas A(p + 1) < 2, visto que
p+1—q—1(ﬂ) P—q
X (g+Dp+1) " q+1
< < <2
Ap+1) <2<« I -2 _2<:>2n_(n_2)(q+1)_ =
g+1 2n (g+1)2n

(»—q)2n
2n — (n —2)(q + 1)
2nq < 2(2n—ng—n+2q+2) <= 2np—2nq < 4n—2nqg—2n+4q+4 <= 2np <

<2< (p—@)2n <2(2n — (n—2)(q+1)) < 2np —

1 2
2n+4q+4 <= 2n(p—1) <4(qg+1) <= n(p—1) <2(q+1) = % z
Ap+ 1 — 2 Ap+1
Ou seja, Alp+1) < 1. Se L < —, entao Ap=1) < 1 e dai, para ||ul| 7
q-+ n 2 0
grande,

Ap+1)

R t L e : |
— ) r™ e — c ) r™ dr > —/ ) r e —
s [ e [arena) 25 [

A 1t L2
c| (W)yr"dr=|{=-—-c—— (u)*r" " dr > 0.
p+1 Jy 2 p+1) )
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-1 2 _ Ap+1

Se p = —, entao M
g+1 n

para t suficientemente pequeno. Desta forma temos

= 1. Logo esta desigualdade também ¢é valida

1! t !
—/ ()2 r"dr — —— wPrtdr >0,
0

2 p+1J,
ou seja, I(u) > 0 para H“HH& grande quando f]% < % ou para t pequeno
quando fl% = % Denotemos por

1
Iy = inf {[(u) | uw € Hy, uéradial, / ut™ il dy = 1} :
0

onde

1 ! NnN2,.n—1 l ! +1,.n—1

I(u)== [ ()r"dr — —— [ «P"r" dr.

2 Jo p+1Jo
Desta forma, podemos tomar uma sequéncia minimizante {u,,} tal que
o ||upn| ¢ limitada. De fato, para isso, notemos primeiramente que, para m
suficientemente grande vale que I(u,,) < 2[y. Desta forma, no caso é% = %,
temos

1 t !
216 > I(uy,) > (— —c ) / (ul )?r" tdr.
2 p+ 1 0

O outro caso segue por um argumento similar. Assim, temos que

21 !
0> / (ul )" dr.
(1 ct ) 0

2 p+1

Ou seja, existe D > 0 tal que

Ou seja, temos que

1
1 5 )
||Um||Hg = (/ (u;n)2r"1dr) < Dz,
0
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E isto mostra que ||uy, [y ¢ limitada. Desta forma, como Hj é um espaco
de Hilbert, existe uma subsequéncia {u,, }, que podemos tomar w,,, > 0, tal

1
que u,,, — Ug fracamente em H.

n+ 2 _ C .
e Sep < 5 entao o problema de minimizacao dado tem wuy como

< : n—+2 . .
solucao. De fato, considerando que p < a1 o funcional [ é fracamente
n
semicontinuo inferiormente. Como wu,,, converge fracamente a ug em H,
entdo liminf I'(u,,) > I(up) € I(tpm,) — Lo. Logo I(up) < Ip. Assim, o

infimo I é assumido em uy. O

e 1 satisfaz o problema

—1
u" + n—u’ +tuP + Al =0
(3.12)

onde A é um multiplicador de Lagrange. De fato, consideremos

1 1
— g+1,.n—1 -1
G(u) | (/0 wI " N dr ) :

Note que 4y ¢ um minimo de I(u) com a condi¢do G(u) = 0. Como

, . T(u+@l) —I(u
P = g T 10)

1 1 1
— / ' dr — t/ uPor™tdr + %ilroll </ (O™ + O(l))r”_ldr)
0 0 - 0

1 1
= / u’cp’r”_ldr—t/ uPr™tdr,
0 0

onde O(1) indica que todos os termos da soma possuem uma poténcia de [

maior ou igual a 1. De onde obtemos que
1 1
I'(u)p = / u' " dr — t/ uPor™dr.
0 0

Mas



Ou seja,
1
Fluye = [ (W) = — o)t
0
Como

1 1
/ (') " dr = u'or" |y — / (n — D)r" 2/ pdr,
0 0

lembrando que u'¢r* |} = 0, temos que

1
-1
I'(u)p = / —(u"p + n . u'p 4 tuPp)r™ L.
0

Da mesma forma, calculando G'(u) obtemos

1 1
1, Gt le) = 5G(u)
g1 Wy = i z
B fol(u + L)t tpn=tdy — fol(u)q“r”_ld'r
SR l

1 ! [0y dr
o q n—1 . 0
= —q+1(q—|—1)/0ucpr dr—l—%g% l

1
= / ulor™tdr,
0

onde O(1) indica que todos os termos da soma possuem uma poténcia de [

maior ou igual a 1. Sendo A um multiplicador de Lagrange temos
I'(u)o = AG'(u)e.

Desta forma

1 n—1 1
/ —(u"p+ u' 4 tuPp)r™tdr = )\/ ulor™tdr.
0 r 0

Ou seja,

1
-1
/ (" + = + tuP + M) ordr = 0,
0 r

para qualquer ¢ radial em H}(Bj;). De onde obtemos

—1
u" + n—u' 4+ tuP + Au? = 0.
r
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Além disso, como u € H, temos que u(1) = 0 e pelo principio do méximo
vale que u/(0) = 0. Note que, usando o mesmo raciocinio utilizado no

capitulo 2, obtemos que u satisfaz (3.12)) no sentido classico.

e O multiplicador de Lagrange \ dado acima é expresso por

1 1
A= / (up)* " dr — t/ ub L, (3.13)
0 0

De fato, sabemos que
no, 1 /
u’ + ——u' 4+ tuP + \u? = 0.
r
Multiplicando os termos por ! temos
u'r" 7t 4+ (0 — Du'r™ 2 + tuPrtt 4 At = 0.

Mas sabemos que

De onde temos
(Wr™ N + tuPr"t 4+ et = 0.
Multiplicando por u em ambos os lados da igualdade temos
(u'r" 1w+ tuP et 4 Aty = 0.

Integrando em relacao a r em ambos os lados obtemos

1 1 1
/ (u'r™ ) udr + t/ uP e dr + )\/ ut " ludr = 0.
0 0 0
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Mas por hipdtese temos que

1
/ wItyldr = 1.
0

Ou seja, temos
1 1
/ (u'r™ N udr + t/ wPHrmldr + X = 0.
0 0

Além disso, da féormula de integracao por partes temos que

1 1
/ (u'r™ N udr =" 1uu |} —/ () dr.
0 0

E como
r" il |i= 1" (1) u(1) — 0" 1/ (0)u(0) = 0,
obtemos
1 1
/ (u'r™ N udr = —/ () dr.
0 0
Ou seja,

1 1
—/ () dr —i—t/ uP T e = .
0 0

De onde segue que

1 1
A= / (u')r"dr — t/ uPH e =lar.,
0 0

e Sendo A\ o multiplicador de Lagrange dado acima, entao A > 0 para t

suficientemente pequeno. De fato, sabemos que

1 1
A= / r" () dr — t/ uPHrnlar,
0 0

Além disso, ja mostramos que vale a desigualdade

X
2%

[ullpr1 < lu
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de modo que

2
*

_ 1 o 1 5
3* <— [/ up“r"_ldr} < {/ u? r"_ldr]
0 0

Alp+1)

1 1 oF
<— / uPtn e < {/ uQ*r”_ldr}
0 0

Além disso, pelo Teorema [I.17] temos que existe ¢ > 0 tal que

[ullprr < lu

[l < effullz.

Assim, temos

1
~[lullar < flu']]2.
c

Ou seja

De onde obtemos que

2 Ap+1)
1 ! * 2" ! * 2
A> = [/ u? r"ldrl —t {/ u? r"ldr]
¢ 0 0

Lembrando que

Alp+1) <2,

temos que A > 0 para t suficientemente pequeno.

Na discussao seguinte, assumiremos sempre que ¢ é tal que A > 0.

Proposicao 3.3. Seja u o minimizante do problema , entao

1
Vo € H} e / ulor™tdr =0,
0
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temos

1
J(p) = / ((gp’)2 — ptuPtp? — q)\uq_lgpQ)r"_ldr > 0. (3.14)
0

Demonstracgao:
Para ¢ € H}, seja
1
Fla,s) = / lu+ au + s dr — 1. (3.15)
0

Notemos primeiramente que se u minimiza o problema (3.2)), entao

e [7(0,0) = 0. De fato,
1
F(0,0) = / u™ " ldr —1=1-1=0.
0
e F,(0,0) # 0. De fato, derivando (3.15)) em relagao a «
b 0 1
Fala,s)= [ m 1= gy,
(o, s) /o r aalu+au+sg0\ r
Mas
0 ) 0
F-lu+ au+ sol" = (g + Dfu+ ou+ sp|"——[u + ou + sp|
O O

e, calculando %|u + au + sp| temos

(u+ au+ sp)u
lu+ au+ sp|

i\u + au + sp| =
Oa L=
De modo que obtemos
1
Fulas) = [ g+ Dlu-+ aut spl' Mu(u -+ au+ sp))r™
0
E desta forma
1 1
F,(0,0) = / [(q+ 1)|ul* u(u)]r"tdr = (¢ +1) / w Tl dr = g+ 1 #£0.
0 0

Sendo assim, podemos resolver F'(«,s) = 0 em uma pequena vizinhanga de

(0,0). Seja o = a(s) a solugao resultante e consideremos a fungao
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g(s) = I(u+ als)u + ).

Sendo assim, temos que ¢g(0) = I(u) e s = 0 é um ponto de minimo de g, ou

seja ¢'(0) =0 e ¢"(0) > 0. Mas note que

1 d

1

o) = 5 [ Ertuaursastar—— [ wratyutsortr s

Ou seja,

g(s) = %/OI[U,-FO(

De onde temos que

p+1

t 1
(s)u' + s/ PPr™tdr — —l / (u+ afs)u + s@)P " tdr,
p 0

q(s) = %/0 20’ + als) + s ) (o (s)u' + @' )r"Vdr
_m (p+ 1)(u+ als)u + sp)? (e (s)u + @)r" dr
/ (u +a(s)u +8<p)( ( )ul‘|‘§0’)7’"*1dr
—t i u+oz Ju + s@)P(a(s)u + @)r"dr

q"(s) /0 s)u' + o) (a ()U—i-go)”ldr

+/ (u' + a(s)u’ + s¢' )" (s)u/r"dr
0
1
—tp [+ als)u s @ s+ )
0

_t/o (u+ a(s)u + sp)P(a”(s)u)r"dr.
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Ou seja,
1
9 = [+ P+
0
1
/ (u' + a(s)u’ + s¢')a (s)u'r" tdr
0
1
—pt/ (u+ a(s)u + sp)’ (o' (s)u+ ¢)*r" dr
0
1
—t/ (u + as)u + sp)Pa” (s)ur™ dr.
0

Lembrando que a(0) = 0 obtemos que

1
—pt/ (! (0)u + o)*r"Hdr + " (0) .
0
De modo que

1 1
§"(0) = / (@ (O0)e + )2 dr — pt / W (0)u + @)Pr™ N + o ().
0 0
(3.16)
Para F(a(s),s) = 0 temos

1
F(a,s) = / lu + a(s)u+ sp|Tr"tdr — 1= 0.
0
Ou seja,

1 1
/ lu+ a(s)u+ sp| ™ dr = 1 = / ut™ e,
0 0

31



E dai segue que
1
/ (Ju+ a(s)u + sp|Tt — u?™)r"dr = 0.
0
Derivando em relacao a s, obtemos
1
(a+ 1) [l als)u splt(e(s)u+ @)l dr =0
0

Ou seja,
1
/ [Ju 4 a(s)u + sp|?(a/(s)u + @)]r" tdr = 0.
0

Calculando a expressao acima em s = 0 obtemos

/0 [u?(c/ (0)u + )™ tdr = 0.

Derivando novamente (3.17) em relacao a s temos que
1
q/ lu + a(s)u + 5|9 (d(s)u + p)*r"dr
0

1
+/ lu + a(s)u + sp|(a” (s)u)r™ tdr = 0.
0

Calculando em s = 0 obtemos
1 1
q/ u? (o (0)u + @)*r" tdr +/ ut™ o (0)r" tdr
0 0

1 1
= q/ u?(/ (0)u + @)2r" tdr + o (O)/ wItrndr = 0.
0 0

1
Mas sabemos que / w1t = 1, de modo que
0

a"(0) = —q/o ut M/ (0)u + p)*r" dr.

Substituindo em (3.18)) em (3.16]) obtemos

y«n=£<d@w+wvw1m

(3.17)

(3.18)

1
pt/ uP~ (o (0)u 4 ©)?r"rdr + o (0)\ = / (o (0)u + ¢')?r" tdr
0

1
pt/ P~ o/ (0)u 4 )?r™tdr — q/\/ u? (o (0)u + @)*r™ tdr.
0 0
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Ou seja, obtemos que

1
= [ @O pta @ O - qut o (Ot PN
0
(3.19)
Afirmacao: o/(0) = 0. De fato, sabemos que ¢”(0) > 0 e que ¢ € H} em

(3.19) é qualquer, ou seja, podemos tomar ¢ = 0 e dai temos que
FO) = [ 1Ot w00 - = O
— ((0))? / ()2 = ptur="u? — s~y > 0.
0
Suponhamos por absurdo que ocorre o’(0) # 0. Da expressao acima terfamos
1
/ {(u)? — ptuP™ — g u®™ 3" Ldr > 0,

0

ou seja,

1 1 1
/ (u')r"dr > pt/ VAR ALy q)\/ Wittty
0 0 0

1
Lembrando que / "t dr = 1 temos
0

1 1
/ (u') 2" tdr > pt/ wP T dr 4 g (3.20)
0 0

Mas de (3.13]) temos que

1 1
A :/ (u')?r"dr — t/ uP e,
0 0

1 1
/ ()2 r"tdr = X + t/ uP L dr, (3.21)
0 0

Desta forma, substituindo (3.21)) em (3.20) temos

Ou seja,

1 1
A+ t/ uP e dr > pt/ uP P dr + g,
0 0

Ou seja,

1
AMl—q)>(p— 1)t/ r"tuPtdr,
0
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Como A\, t > 0ep,q>1temos que A\(1 — ¢) < 0 e dai segue que

1
(p— 1)t/ uPr"tdr < 0.
0

De onde temos um absurdo, pois u > 0 e p —1 > 0 e isto prova a nossa

afirmacao, ou seja o/(0) = 0. Mas desta forma obtemos

0 < ¢"(0) = /O (@O + )2 — ptur=" (o (0)u + )2

1
—qui=(a/(0)u + @)*A\}r"tdr = / {(¢)? — ptuP~t* — ghut'? " .
0
Ou seja, temos que

1
J(p) = / ((¢')? = ptuP ™' * — @t~ dr > 0.
0

Logo vale (3.14) e isto demonstra a proposicao. O

3.2 A Estimativa

Consideremos o seguinte problema de minimizacao

1 1

J = inf {J(gp) | o radial € Hy, / ulor™tdr =0, / u? tp?r" e = 1} ,
0 0

(3.22)

onde

1
Ie) = [P -t — . 329)
0

Por temos que J > 0. Nesta secao, vamos mostrar que toda solugao
positiva de satisfaz J > 0. Sendo assim, vamos supor por absurdo que
J =0.

Afirmacao 01: Existe w € HJ tal que J = 0 ¢ assumido em w. De fato,

suponhamos que J = 0. Tomemos ,, € H} tal que J(¢,,) — 0 quando

34



m — o0o. Mostraremos que ¢, é limitada em H}. Para isso, basta notar

que, para m suficientemente grande temos que J(y,,) < 1, de onde temos que

1
/ (@) — tpuP~ 2, — gAud™ 2 Jr" e < 1.
0

Ou seja,
1 1
/ (@l Vr"tdr < 14 g\ + tp/ uP~t? ", (3.24)
0 0
1
onde usamos que / u? 2 r"tdr = 1. Mas note que existe D > 0 tal
0

1
que / uP~tp? r"'dr < D. Para mostrar isso, basta notar que, definido os
0

conjuntos A e B por
A={re(0,1)|u(r)<1} e B={re(0,1)]u(r)>1},
temos que

1
0 A B

Mas lembrando que ¢ < p temos

1
/ WG dr < / u e < / utenmTtdr =1, (3.26)
A A 0

Além disso,
1
1= / ut 2 r"dr > / 2" dr.

0 B

Ou seja,
/ o2 r"tdr < 1.
B

Desta forma, como u ¢ limitada, existe M > 0 tal que u(r) < M Vr € (0, 1).

Sendo assim, temos que

/ uP~ 2 " ldr < Mpl/ " hdr < MPTL (3:27)
B B

35



Ou seja, de (3.25)), (3.26) e (3.27) temos que existe D > 0 tal que

1
/ w2 r"'dr < D. Semdo assim, de (3.24) temos que existe K > 0
0

(onde K =1+ Aq+ D) tal que

1
/ (¢l )?r"tdr < K,
0

isto é,

I

lmllrg = (/01(%)27“”‘%“)% < (K)2.

De onde temos que ,,, é limitada em H{. Sendo assim, como H} é um espago
de Hilbert, pelo Teorema , temos que existem ,,, C ¢, € w € H} tais
que ¢, — w fracamente em Hj. Desta forma temos que J(¢,,, ) — 0 e
lim J(¢m,) > J(w) e pela definigdo de infimo, J = 0 é assumido em w e isto
prova a afirmacao 1.

Afirmagao 02: Se J = 0, seja w o correspondente minimizador. Entao este

satisfaz

1
n
w” + w' + tpuPw + gt w = (p — 1)t/ uPwr™ drud
0

1 i
w'(0) =w(1) =0, / ulwr"tdr =0 e / ulwir" tdr = 1.
0 0

(3.28)
De fato, se J = 0 para ¢ = w, de (3.22) e (3.23) temos
1
/ [(w)? — tpuP w?® — gAud w?|r"dr = 0, (3.29)
0
e
1 1
/ ulwr™tdr =0 e / ultw?r"tdr = 1. (3.30)
0 0

Além disso, como w € Hj temos que w(1) = 0. Utilizaremos novamente
multiplicadores de Lagrange para mostrar que w satisfaz a equacao acima.

Sendo assim, denotemos

1 1
G(p) :/ ulor™tdr e H(p) :/ u? t?r .
0 0
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Desta forma, obtemos
! n—1
J'(w)p = / [w” + ——w' + tpuPrw + q)\uq_lw} or"tdr
0 r
1 1
G'(w)p = / ulor"tdr e H'(w)p = 2/ u? twer™dr.
0 0
Fazendo J'(w) = M G'(w) + Ao H'(w) temos
! n—1 1 1 1
/ w” + ——w' + tpuP " w + g " w | or™ e
0 r
1
:/ [Au? + 20u? tw)or™ tdr.
0
Ou seja, w satisfaz a equacao
-1
W’ + 22w+ e w + gt w = A + 2\ut . (3.31)
r
Mas note que multiplicando (3.31)) por wr™~! e integrando temos
1
/ [(w)? — tpuPtw? — gAu? tw?|r" tdr
0

1 1
=)\ / ulwr™ tdr + 2/\2/ u? twr" .
0 0

Assim, de (3.29) e (3.30) obtemos Ay = 0. Além disso, multiplicando (|3.31))

por ur™! e integrando obtemos

1 1 1
/(w’r"l)’udr + tp/ uPwr™ tdr + q)\/ wlwr™ ! = )\1/ wIt e =lar.
0 0 0

1
Novamente de (|3.30) e lembrando que / wIt " dr = 1 temos que
0

1
A = /(w’r”l)’udr + tp/ uPwr™ dr. (3.32)
0
Mas de (3.12)), (3.30]) e usando integracao por partes temos

1 1
/(w’r"l)’udr = uw'r" 1§ — / w'u'r"tdr = —/ w'u'r"tdr
0 0
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1 n—1 1
— / [u” + —u’} wr"tdr = —/ [tuP + Auf)wr™ dr
0 r 0
1 1 1
= —t/ uPwr™ tdr — )\/ ulwr™ tdr = —t/ uPwr™ tdr. (3.33)
0 0 0

Sendo assim, substituindo (3.33)) em (3.32)) temos

1 1 1
AL = —t/ uPwr™ tdr + tp/ uPwr™tdr = (p — 1)t/ uPwr™ tdr. (3.34)
0 0 0

Substituindo (3.34]) em (3.31]) e lembrando que Ay = 0 obtemos

n—1 !
w” + ——w' + tpuP w + gt rw = (p — 1)t/ wPwr™ tdrul,
r 0

e isto prova a afirmacao 2.

Afirmacao 3: w € C?%[0,1). De fato, sabemos que w satisfaz
Aw + c(z)w = f(z),

onde c(z) = tpuP™t + grut ' e f(z) = (p — 1)t /1 uPwr™ 'dru?. Note que
c(z) € C*® e que f(x) € C™, ou seja, temos que Aow = g(x) onde g(x) € L*.
Sendo assim, pelo Teorema temos que w € C*. Denotando por N(g) o
Potencial Newtoniano de g temos que A(N(g) — w) = 0 no sentido fraco, de
onde segue que N(g) —w ¢é harmoénica e portando C*[0,1). Como N(g) €

C?**10,1), temos que w € C**[0,1) e isto demonstra a afirmagao 3.

Lema 3.4. Seja u uma solugdo positiva de que satisfaz . Entao

1
/ uPwr™ tdr # 0. (3.35)
0

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que
1
/ uPwr™ tdr = 0. (3.36)
0

Desta forma, temos que w deve possuir pelo menos um ponto de zero em

(0,1), pois do contrario, como u > 0, nao ocorreria (3.36]).
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Afirmagao: w possui pelo menos dois zeros em (0,1). De fato, suponhamos
por absurdo que que w possui somente um zero em (0,1) e denotemos este

por r = a. Mas desta forma temos
1
/ (WP (r) — uP~9(a)ud (r)]w(r)r"tdr
0

_ /0 () e — w1(a) /O e (3.37)

pois temos que /1 uPr"'dr = 0 e estamos supondo /1 wlwr™tdr = 0.
Mas u(r) é uma f?ln(;éo decrescente e notando que up(a)o— uP~(a)ul(a) =
uP(a) — uP(a) = 0 e w(a) = 0 temos que w e uP(r) — uP~9(a)ul(r) trocam
de sinal exatamente no mesmo ponto r = a. Se existisse b # a tal que
uP(b) — uP~%(a)u?(b) = 0 terfamos que u(b) = u(a), e isto contradiria o fato

de u ser decrescente. Mas sendo assim, temos que

/0 1 wPw(r)rdr — uP~(a) /0 1 w(ryw(r)r™=dr 0. (3:35)

Mas (3.38)) contradiz (3.37)). E isto prova a afirmagcao 01.
Desta forma, podemos supor que w(r) possui no minimo dois zeros no inter-

valo aberto (0,1). Denotemos estes dois zeros por r = a e r = b. Seja

- w(r) para0<r<a
wi\r) =
0 caso contrario

™ w(r) paraa<r<b
Waol\T ) =
0 caso contrario

Seja W(r) = Aw;(r) + Bwy(r) onde A e B sao tais que
1 1
/ wwr"ldr =0 e / W@ dr = 1.
0 0

De (3.28) temos que

1
/ [—(@)? + tpuP ' w* + gt )" dr = 0, (3.39)
0
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pois, lembrando que wyws = wjw), = 0 obtemos
1
/ [—(@')? + tpu? W + gt W dr =
0
1
t / (= (w))? + tp (w1)? + gha® (g ) dr
0

1
BQ/ [—(wh)? + tpuP ™ (wo)? 4+ gAu?™ (wy)?]r™ tdr,
0

e de (3.28) temos que

1
/ [—(w})? + tpuP~(wy)? + gAud ™ (wy)?]r" tdr = 0
0

1
/ [—(wh)? + tpuP~  (wa)* 4+ gAut™ (wy)?r™tdr = 0,
0

1
onde usamos a suposicao de que / uPwr™'dr = 0. Isto prova (3.39).
0

Mas note que a equacao (3.39) mostra que w(r) é também um minimo do
problema (3.22)) e deve satisfazer a correspondente equagao de Euler. Assim,

w no intervalo (0, a) satisfaz
" n—1 / p—1 g1, _
w" + ——w' + tpu " w + g ! w = 0. (3.40)
r

Portanto w(r) satisfaz (3.40)) em todo o intervalo (0,1). Mas w(r) = 0 para

b < r <1, ou seja, chegamos novamente em um absurdo e dai temos que vale

1
/ uPwr™tdr # 0 e isto prova o lema . O
0

Para a solug¢ao w(r) do problema (3.28)), seja

Ay ={rlrel0,1] e w(r) > 0}
A_={rlrel0,1] e w(r) < 0}

Desta forma, podemos notar que A, e A_ sdo intervalos abertos e que os

pontos que delimitam estes intervalos sao os zeros de w e r = 0.
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Lema 3.5. Nas mesmas hipoteses do lema , Ay e A_ nao poder ser
constituidos , simultaneamente de mais de um intervalo aberto.

Demonstragao: Suponhamos por absurdo que existem intervalos abertos
(a1,b1), (ag,b2) € Ay e (as,bs), (aq,bs) € A_, onde a; sdo os pontos de zero

de de w ou a origem, para i = 1,2, 3,4. Novamente seja

" w(r) para a; <1 <b; 1=1,2,3,4
w;\r) =
0 caso contrario

1
Pelo lema , temos que / uPwr™tdr # 0. Desta forma, suponhamos que
0

1
/ uPwr™dr > 0 e tomemos ¢ = Aw; + ws, onde A é escolhido de modo
0

que

1
/ ulor™tdr = 0.
0

Entao, de (3.14) temos que
1
/ [(¢')? = ptuP~'? — @ ?r"tdr > 0. (3.41)
0

Mas por outro lado, notando que wjws = wjw)y = 0 um célculo direto mostra

que

[ 167 = o) = o=
— /1[((Aw1 + wy)')? — ptuPH(Awy + wy)? — g utH(Awy + wy)?]r"dr
0
= /I[AZ(w’l)2 + 2Aw wh + (wh)? — ptuP~t (A%w? + 2Aw w, + w3)
0
— g it (A%w? + 2 Aw wy + wd)]rdr = /OI[AQ(w'l)2 + (wh)?
—ptuP T (A%w? 4+ w3) — gt (A2w? + w3)|rldr = A? /01[(w’1)2 —

1
ptuP wi — g ud )" dr + / [(wh)? — ptuP~ w3 — g ud™ w3 )r™ tdr.
0
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Ou seja,

/O [(¢")? = ptu? ™" (9)? — g (p)*]r" " dr = A? /0 [(w))?

1
—pta = Nl [ ()? - prar o - gl
0

Mas da equacao

(3.42)

n—1 !
w” + ——w' +tpuP w + gt w = (p — 1)t/ wPwr™ rdrud.
r 0

Obtemos, usando integracao por partes e a definicao de w; que

by

(S

b

ou, equivalentemente

al ) w
/ (= (@) rtpu™ oAt ) dr = (p- 1)t / wPwrdr / wwr™tdr

0 b1

as i o
/ (= (@) rtpu™ oAt ) dr = (p= 1)t / wPwrdr / wwr™tdr

0 bo

1 1 1
/ [(w))?—tpuP wi—g u? ' w?)r" tdr = —(p—l)t/ upwr”_ldr/ ulw,r™ tdr
0 0 0

(S

(3.43)

1 1 .
/ [(w))*—tpu”™ wy —gAu”Twi]r" " dr = —(p—l)t/ Upwr"‘ldr/ ulwyr™dr.
0 ; i

Substituindo (3.43) e (3.44) em (3.42]) obtemos

/ [(¢')? = ptuP ™ () — ghut™ (@)™ Hdr =

(3.44)

1 1 1
< / uPwr™™ ldr/ qulr”_ldr—i-/ upwrn_ldr/ qugrn_ldr>
) 0 ) 0
t/ uPwr™ tdr <A2/ qulr”_ldr—l—/ quzr”_ldr) <0,
0 0 0
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pois —(p—1) <0e

1 1 1
t/ uPwr™ tdr (AZ/ qulr”_ldr—i—/ qugr”_ldr) > 0.
0 0 0

1
Mas (3.45)) contradiz (3.41). De maneira similar, se / wPwr™tdr < 0, po-
0

demos tomar ¢ = Aws + wy de tal modo que

1
/ ulor™tdr =0,
0

e obteremos uma contradi¢ao com (3.41]). Sendo assim, temos que A} e A_
nao podem ser constituidos, simultaneamente de mais de um intervalo aberto,

e isto demonstra nosso lema. O

Observemos que, para a solucdo w(r) do problema (3.28), se
/1 uPwr™'dr < 0(> 0), entdo os pontos limite de A (A_) sdo tais que
wg(r) # 0, onde estamos usando o principio do maximo forte. Sendo assim, o
lema estd nos dizendo que w(r) possui no minimo dois pontos de mudanga

de sinal em (0, 1).

Lema 3.6. Nas mesmas hipdteses do lema e supondo que % > %,
temos que w(r) ndo pode ter exatamente dois pontos de mudanga de sinal.

Demonstragao:  Suponhamos por absurdo que w(r) possui exatamente
dois pontos de mudanga de sinal em (0,1) e denotemos estes pontos por a;
e ap e suponhamos que w(r) > 0 para 0 < r < ay, caso contrario, podemos

considerar —w(r). Do Lema e da demonstragao do Lema temos que

1
0 caso / uPwr™ 'dr > 0 nao pode ocorrer. Desta forma, podemos assumir
0

1
que / uPwr™tdr < 0. Notemos que u satisfaz a seguinte igualdade
0

-1
(ru) + tpuP " (ru') + @A (ru') = —2(tu® + Muf).  (3.46)

n
IAY/A
(ru’)" + "
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Para ver isso, basta notar que

-1
(ru’)" + n-: (ru) + tpuP~(ru') + g udt(ru')
r

= (u"r+u) + r (ru” + ') + tpuP~(ru’) + gAu?(ru').

r

Ou seja,

-1
(ru")" + n (ru') + tpuP~t (ru’) + g u? (ru’)

n—1 , n-—1
ru” +

(3.47)

=u"r +u" +u + o + tpuPH(ru!) + g utH(ru).

r

n—1

Mas, de (3.12)) temos que u” +

em (3.47) obtemos que

(Tu/)” + n-—

u' + tuP 4+ \uf? = 0, ou seja, substituindo

1
(ru) + tpuP~(ru’) + gAu?d(ru’)
(3.48)
= u"r — tu? — Mu? + nu” + tpuP~H(ru) + ghut T (rd).
—1
Além disso, multiplicando u” + D + tuP 4+ Au? = 0 por r e derivando
r

temos

W' = —nud — tuP — \ud — Ttpup_l I _ )\Tquq—lu’7 (3.49)

de modo que, substituindo (3.49)) em (3.48) obtemos

()" + = () + tpuP () + ghu () = —2(tu? + Muf).

Ou seja, temos que vale (13.46)).

Multiplicando (3.46)) por wr™! e integrando obtemos

! -1
/ [(Tu’)" + r (ru) + tpuP = (ru') + q)\uq_l(ru’)} wr™tdr
0 r

1 1 (3.50)
= / [—2(tu® + Au?)| wr™ tdr = —2t/ wPwr™ dr,
0 0

1
onde usamos que / ulwr™ 'dr = 0. Lembrando que w(1) = 0 temos que
0

1 1
/ [(ru)"wr™™ " + (0 — 1) (ru/) wr™ 2] dr = / () 7" wdr
0 1 170 (3.51)
= (ru/)r" tw|f — / (rYw'r"tdr = — | (ru!)w'r" tdr.
0 0
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De modo que, substituindo (3.51)) em (3.50) temos

1
/ [—(ru’)’w'rn_l + tpuP~H(ru Ywr™ T + q)\uq_l(ru')wr"_l} dr
0

1
= —2t/ uPwr™ dr. (3.52)
0
Mas como
1 1
/ (ru) (w'r™ Y dr = ra'w'r" | — / w' (ru)' v dr,
0 0
obtemos que
1 1
/ (ru/)w'r"tdr = o/ (1)w'(1) —/ (ru)) (w'r™ Y dr. (3.53)
0 0
E dai, substituindo (3.53)) em (3.52)) temos

1
2t/ uPwr™ tdr = o/ (1)w'(1)
0

1
— / (ru")[(w'r™™ 1) + tpuP~rw 4 gAud twlr™dr. (3.54)
0

Mas multiplicando (3.28)) por u/r™ e integrando obtemos

1
—1
/ [w”u’r" + T + tpuP ! r™ + g u? wd | dr
r
‘ 1 1 (3.55)
=(p— l)t/ upwr"_ldr/ wiu/r™dr.
0 0

Mas

1
n—1
/ [w”u’r" + —w’u’r”} dr =
0 r

n—1,

w r"l} (u'r)dr

1
/ wllrnfl +
0 T
1
/0

(w'r™ 1 (u'r)dr. (3.56)

Substituindo (3.56) em (3.55)) temos

1
/ [(w’r”_l)' + tpuP twr™ T + q/\uq_lwr"_l} (u'r)dr
0

1 1 (3.57)
=(p-— 1)t/ upwrn_ldr/ ulu'r™dr.
0 0
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De modo que, substituindo (3.57)) em (3.54) obtemos

1 1 1
2t [ wwr e =l (u () - (- Dt [ wwrar [ untear
0 0 0

Ou seja,

1 1 1
o' (D)w'(1) = 2t/ uPwr™ tdr + (p — l)t/ upwr"_ldr/ uwlu'r™dr.
0 0 0

Ou ainda

W (D' (1) = ¢ /0 L Purn {2 +(p—1) /0 1 uqu’rndr] . (3.58)

Mas (u?™r™") = (¢ + 1)uwdu'r™ + u?'nr"=!, de modo que

1 1 1
/ (uItr™)dr = (q + 1)/ wlu/r™dr + / wItHnrndr.
0 0 0

Ou seja,
1 1 1 1
/ wid'rdr = —— [/ (u?™r™) dr — n/ u‘”lr”_ldr]
0 q+1 [Jo 0
1 1
= — [utthHy"|t —n] = w1 = n
n

1
onde usamos que u(1) =0 e que / u?™ " tdr = 1. Substituindo (3.59)) em
0

(3.58) obtemos
1 —
u'(Dw'(1) = t/ uPwr™ tdr <2 - —(p l)n) }
0

qg+1
Ou seja,
2 -1\ [
' (D)w'(1) = tn (— - p_) / uPwr™ tdr. (3.60)
n q+1/) /)
' | p—1_2
Mas por hipotese temos que n > 2, t > 0, / uPwr™ dr < 0 e < —ou
0 g+1 " n

seja, o lado direito da igualdade (3.60]) é nao positivo. Por outro lado, pelo
principio do méximo forte temos que u'(1) < 0 e w'(1) < 0 (j& que w(l) =0
e w(r) >0 em (ag, 1)), ou seja o lado, esquerdo de (3.60)) ¢ positivo, de onde

obtemos um absurdo e isto prova nosso lema. O
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Proposicao 3.7. Nas mesmas hipoteses do lema o problema nao
tem solugao.

Demonstragao:

1
Da Proposicao do Lema e lembrando que / wlwr™tdr = 0
0

deduzimos que w(r) deve ter exatamente um ponto de mudanca de sinal no
intervalo aberto (0,1). Denotemos por r = a este ponto e podemos assumir,
sem perda de generalidade que w(r) > 0 para 0 < r < a e w(r) < 0 para

a <r < 1. Sendo assim, afirmamos que vale
1
/ P (r) — uP= (@) () w () dr > 0. (3.61)
0

De fato, do Corolério temos que u ¢é radial e estritamente decrescente
em r, ou seja, u ¢ injetiva em r, de modo que uP(r) — uP~%(a)ul(r) = 0
se e somente se r = a. Além disso, uP(0) — uP~%(a)u?(0) > 0 pois se fosse
uP(0) — uP~9(a)u?(0) < 0 terfamos u(0) < u(a), o que é uma contradi¢do com
a hipdtese de que u é estritamente decrescente, de modo que as fungoes w(r)
e uP(r) — uP~9(a)ul(r) mudam de sinal exatamente no mesmo ponto r = a
e ambas sao positivas no intervalo (0,a) e negativas em (a, 1), de modo que

vale (3.61]).

1
Sendo assim, de (3.61)) e lembrando que / wlwr™tdr = 0 temos
0

1
/ wPwr™ tdr > 0.
0

Mas na demonstracao da Proposicao , obtemos a expressao ([3.60]) que nos

diz
2 -1 e
) = (2-20) [urwrar
n q+1 0

Desta forma, de (3.61) e novamente lembrando que n > 2, ¢t > 0 e Z% < %

temos que o lado direito de (3.60) é nao negativo. Por outro lado, pelo

principio do méximo forte temos que v'(1) < 0 e w'(1) > 0, ou seja, o lado
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esquerdo de (3.60]) é negativo, de onde obtemos um absurdo e desta forma a

proposicao esta provada. Il

Seja d(r) a solucao da seguinte equacao, que é a linearizacao da equagao
do problema (|3.12))
n, 1 / -1 -1
0"+ ——0" + ptuP™0 + gAu?" o =0
r (3.62)
00)=0 e 6(0)=1

Proposicao 3.8. Se a solucao positiva do problema satisfaz estrita-

1
mente a desigualdade dada em (3.14)), isto é, se VY € H} e/ ulor™tdr =0
0

vale que:
1
/ ((¢")? = ptuP~ ' — Q™')™ dr > 0, (3.63)
0

entao a solug¢ao 6(r) do problema possut exatamente um zero no inter-
valo 0 < r < 1. Em particular, §(1) < 0.

Demonstracgao:

Afirmacao 01: ¢ possui pelo menos um zero no intervalo 0 < r < 1.

De fato, suponhamos por absurdo que §(r) > 0 para todo 0 < r < 1. Por

(3.62) temos que

b, -1y -1 -1

0" + ——08" + ptuP~6 + g u?6 = 0.
r
Multiplicando por "~ em ambos os lados temos
8"t 4 (n — 1)8'r" 2 + ptuP~1or" Tt 4 gAu?tormt = 0.

Mas

(5”7“71_1 + (TL _ 1)5/rn—2 _ <5lrn—1)/,

de onde temos que
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(&' + ptuP~Lor™ =t + gud=1ort = 0.

Multiplicando por u em ambos os lados e integrando em (0, 1) obtemos

1 1 1
/ (8'r" Y udr +pt/ uPor™tdr 4+ q)\/ wior™tdr = 0. (3.64)

0 0 0

Da férmula de integragao por partes sabemos que

1 1

/ (&' Yudr = ud'r" ) — / WS dr.
0 0
Como u(1) = 0 temos que ud'r"*|§ = 0 e desta forma

1 1
/ (&' N udr = —/ u' '™ . (3.65)
0 0

Ou seja, substituindo (3.65) em (3.64)) temos que

1 1 1
—/ u'§'r"dr +pt/ uPor™tdr + q/\/ wIor™tdr = 0.
0 0 0

Ou seja,

1
/ [0’ + ptuP§ + g ud)r™ 'dr = 0. (3.66)
0

Além disso, de (3.12) temos que

n
u’ + w4 tuP + \u? = 0.

Novamente, multiplicando por r*~! em ambos os lados da igualdade temos

u"r" 7t 4+ (0 — Du'r™ 72 + tuPrt Tt 4 At = 0.

Mas como

u//rnfl + (n _ 1),',.n72ul — (ulrnfl)/’

obtemos
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(u'r™= Y + tuPrmt 4+ dudrnTt = 0.
Multiplicando por § em ambos os lados e integrando temos
1 1 1
/ (u'r™ Y 6dr +t/ uPSr™dr + )\/ uldr™ tdr = 0. (3.67)
0 0 0
Da férmula de integragao por partes temos que
1 1
/ (u'r™ 1Y odr = u'6r" |y — / '8 dr.
0 0
Sendo assim, temos que

L 1
/ (u'r" 1 8dr = u/(1)6(1) — / /o', (3.68)
0 0

Substituindo (3.68) em (3.67)) obtemos

1 1 1
u'(1)6(1) — / u' " dr + t/ uPSr™tdr + )\/ ulér™tdr = 0.
0 0 0

Ou seja,

1
/ [~/ + P8 + Mt dr = —u/(1)5(1). (3.69)
0
Fazendo (3.66))-(3.69) temos
1 1
/ [—u'é’—|—ptup5+q/\uq5]r”_1dr—/ [—u'0" +tuP§+ A u?6]r™ tdr = u/(1)0(1).
0 0
Ou seja,
1
/ [ptuP§ + g udd — tuP§ — \uid]r™ tdr = u'(1)5(1),
0
de modo que
1 1
(p— l)t/ uPSr™tdr + (q — 1))\/ wlér™ tdr = u'(1)5(1). (3.70)
0 0

Como estamos supondo que §(r) > 0 Vr € (0,1) temos que o lado esquerdo

de (3.70]) é positivo. Mas o lado direito de (3.70) é nao positivo, visto que
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estamos supondo que 6(r) > 0 e u é estritamente decrescente, e portando
u'(1) < 0. Temos ai uma contradigao e a afirmagao 1 fica provada.
Afirmacao 2: §(r) ndo possui mais do que um zero em (0,1).

De fato, suponhamos por absurdo que 0(r) possui mais de um zero em (0, 1)

e sejam a e b os dois primeiros zeros de §, em ordem crescente. Sejam:

d(r) para0<r<a
01(r) =

0 caso contrario

d(r) paraa<r<b
0y(r) =

0 caso contrario
Tomemos ¢ = Ad; + 2, onde A é escolhido de modo que
1
/ ulor™tdr = 0.
0
Note que ¢ € HJ e portanto, por hipétese temos que deve valer (3.63)). Mas
desta forma, notando que 01 (r)d2(r) = 01 (r)d5(r) = 0 temos
1 1

/ ((¢")? = ptuP~t? — ghu? ) tdr = / [(Ad) +05)* — ptuP ™" (Ad) +65)*

0 0

1
—qAu? YAy + 09)?|r"ldr = / [A2(87)2 + 248,05,
0
+(5é)2 - ptul’—l(A%% + 240,09 + 5%) — q)\uq—l(/ﬁ(;% + 246,05 + 5%)]T”_1dr
1
B / [A%(57)% + (85)* — ptuP ™' (A%67 + 03) — qAu?™' (A%} + 63)]r" " dr
0

= AQ/ [(07)? — ptuP~'6F — g ut™167)]r™ dr
0
b
+/ [(05)% — ptuP =165 — g ud~ 83" dr,
ou seja,
1
/ () = ptur =" — Au™ )" dr =
0
a b
A2/ [(51)2—ptup15f—q)\uq15%)]7’”1dr+/ [(05)* —ptul 165 —g u?'65]r™ dr.
0 a

Mas de (3.62)) temos que
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o’ + ”7_15’ + ptuP~16 + g ud"6 = 0.

E dai, lembrando que §"r"~ + (n — 1)§'r"2 = (r"~1§’)" obtemos que
T 8Y8 4 ptar 6 g 6 = o
0
E assim
1Y ddr = 58" — (8 dr.
0
0 0
Mas d(a) = 0, ou seja
/ [(r"=t8) 0dr = —/ r" (8 dr.
0 0
De onde temos que

/ [_(5/)27‘"—1 + ptuP = (0)2 ! 4 unq_l(é)QT”_l]dr =0,
0
ou seja,
/ [(6")2 — ptuP~(0)* — gAu? (6)*)r" tdr = 0.
0
Da mesma forma, lembrando que d(a) = 6(b) = 0 obtemos

/ [(6")? — ptuP~(0)* — g u? 1 (6)*)r" tdr = 0,

ou seja, para ¢ = Ad; + d2 como escolhemos temos que

/0 [(¢")? — ptu =" (9)? — ghu® (p)?]r" dr = 0.

Mas (3.71)) contradiz a desigualdade (3.63]). Ou seja, § tem exatamente um

ponto de zero no intervalo 0 < r < 1 e isto demonstra a afirmacao 2. Note-

mos ainda que, denotando por r = a o ponto em (0,1) tal que d(a) = 0,

temos pelo principio do maximo que nao pode ser §'(a) = 0, ou seja r = a é

o0 unico ponto de mudanga de sinal de § em (0, 1) e como §(0) = 1, temos que

d(1) < 0 e consequentemente a nossa proposicao.

Com isso mostramos que J > 0.
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3.3 Prova do teorema ([0.1]

N—"

Nesta secao, vamos provar a unicidade de solugao positiva para o problema
e para isso vamos utilizar os resultados obtidos no capitulo 4. Primei-
ramente vamos considerar o minimo local do problema (3.2]) com parametro
t. Novamente seja u; o minimo local positivo do problema (3.2). Entao w;

satisfaz:
n—1

ul + uy + tup + Muf =0

3.72
up(0) = u (1) =0 &7

onde \; é o multiplicador de Lagrange.

Proposicao 3.9. Parat > 0 no problema , as componentes do minimo
local positivo (ug, A¢) dependem continuamente de t em Hg x R’}

A prova desta proposicao pode ser encontrada em .

() = (?-5) - w (%) : (3.73)

p—1 —q
I = N 76, (3.74)

Seja

onde

Desta forma, temos que v;(r) satisfaz

n
vy + v v vl =0

(3.75)
v;(0) = v (l;) =0

q—1
De fato, denotemos M = <—> )

Afirmacao 01: M = ﬁ q71: i pil.
’ 17 17

De fato, basta notar que
1 1 1
A i1 t\ 1 A;Q*” t-D
72 —\2 = T3 T T
lt lt l(q—l) l(;v—l)
t t
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2 2 _2(p—1)—2(¢—1) _ 1 1
lt(p_l)lt (¢—1) /\ (q 1)t(p ppp— l (p—1)(q—1) /\t (q—l)t(p_l) S

2p7 L=a
I, = /\t P=9) 130—q) .

Isto prova a afirmacao 01.

Sendo assim, para provar que v (r) = Muy (%) satisfaz a equacgao (3.75

basta notar que

Desta forma temos

-1 M r\ n—1M r r
vl = 2 — Ut <lt)+7 L uy <lt>—|—]\/[put (lt)—l—M‘lut <E)

M, +n—1M, r +Mpt r +M‘1)\ r

AN o, ) T

Mas note que

n
1
v+

MP M M¢ M
-_ = e - =
t PV

) A\TT (T
pois da afirmacgao 01 temos que M = | — == . Sendo assim,

I It

-1 M r n—1 r r
v, +of +of = 7 (u;’ (l—) +— ity (l ) + Atuf (T)) =0,
t t lt t t

pois de ([3.72)) temos que

-1
u;’(f>+nr —i—tuf( )+/\t (T):
Ly i ly Ly

Além disso, como v(r) = Muy (lr) de (3.72)) temos que u;(0) = u(1) =0
t

segue que v;(0) = v(l) = 0 e isto prova que v(r) satisfaz a equagao (3.75]).

n
vy +

Da Proposicao temos que [; depende continuamente de . Queremos mos-
trar que [; pode abranger todo o intervalo aberto (0, +00) para t va- riando

m (0, +00).
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Proposicao 3.10. Eziste tog > 0 tal que
l; — 0 para t —to

ly — 400 para t— 0.

Demonstragao:

Afirmagao: I; é uma fungao decrescente em t. De fato, tome ¢; > t5. Sabemos

1 [ t !
I, = inf —/ ()2t dr — —2 / Pt
’LLEH(% 2 0 P +1 0

subordinado a

que

1
/ ut™yrndr = 1 e lu —ug || < o
0
Sendo assim, para ty suficientemente préximo de ¢y, tal que
[[ue, — UtlHHg < €o,

temos

1! tr !
I, = 5/ (up, )*r™dr — o] / ufjlr"’ldr
0 p 0
1 7 \2,.n—1 t ' p+1, n—1
< 5/ (uy,)*r" ™ dr — pa uy, " dr, (3.76)

e como ¢ > tq, segue que

1/t t !
5/0 (u;2)2r”_1dr—p+1/0 ufjlr"_ldr

1 [t t 1
<3 / (up,)*r" " dr — — / u e = 1, (3.77)
0 0

p+1
De (3.76) e (3.77)) temos que

1! t !
I <5 /0 (uf, 'r e — /O up e < 1,
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e isto prova a nossa afirmacao para t; e ty proximos. De fato, vale para

qualquer t; > ts.

Note que \; satisfaz

1 1
_ 1 e
by :/ (u})r™ 1dr—t/ ul ey,
0 0
e como

| . ¢ Lot
I, = —/ (up)*r"dr — —— [ Wl
2 0 p+ 1 0

1 1
N = N+2I,— 21, =21, + / (u})?r™ tdr — t/ uP ey
0 0

1 " 1 1
-2 —/ () r"tdr — —— [ wPt"ldr ) = 21, — t/ u Ly
2 /o p+1Jo 0

2t ! 1 o1 2 ' p+1 n—1
+—— | WP dr =20 — (11— —— )t [ w, r"dr
p+1/, p+1) " Jy

-1 1
=21, — (p_+ 1) t/ Wt
p 0

Ou seja, obtemos

p—1 ! p+1 n—1
N=2L— | —— |t [ u"r"dr (3.78)
0

p+1

Da desigualdade de Holder temos que

ou seja,

1
net < / !ty (3.79)
0
Sendo assim, de (3.78) e de (3.79), temos que

-1 _
)\t§2[t_t p— n%.
p+1

Lembrando que A; > 0, temos

p—1 p=q
2L >t | —— | net? :
¢ > (p+1>n+, (3.80)
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mas do lado direito da desigualdade acima temos uma funcao crescente em

. p—- p—q .

t, pois ] natt > 0 enquanto que do lado esquerdo temos, como ja
p

mostramos, uma funcao decrescente em t. Como da primeira parte do lema

temos que [; é continua, podemos garantir que existe £y > 0 tal que
o, — ¢ (P22 ) it 0 t—tg (3.81)
—t|—— | nFt — ara —t. .
t 1 p 0

Ou seja, temos que existe ty > 0 tal que

A — 0 para t—t,. (3.82)
De (3.82)) e de (3.74) temos que

l, — 0 para t — to.

1

Para provar a segunda parte do lema, basta notar que / wItrnldr = 1 e,
0

repetindo o argumento feito na segao 3.2, temos que I; = I(u;) > 0 para t

suficientemente pequeno. Somando a isso o fato de que I; é decrescente em ¢

obtemos que I; < oo parat — 0. Ou seja, temos que

1 [ t !
I, = 5/ ()2 Y — D+ 1 uP Tl dr — Iy > 0 para ¢ — 0.
0 p 0
De (3.78) temos que
p—1 1—q
I, = A\ "t~ — +o0 para t— 0,

visto que

1—
N — 21 e 120 — 00 para t — 0,

pois 1 — ¢ < 0 e p > q. Isto conclui a demonstracao da nossa proposicao. [

Consideremos o seguinte problema de valor inicial

-1
W S P 4 ud = 0
r (3.83)
w'(0)=0 e u(0) =up >0
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Proposicao 3.11. O problema possui uma solugao cldssica.

Demonstracgao: Para isso, basta notar que, como ja comentamos no
capitulo 2, f(t) = t? + t9 é localmete Lipschitz. Além disso, para A = 1
temos que as hipéteses H; — Hj citadas no apéndice sao satisfeitas. Sendo
assim, da Proposicao temos que possui uma solucao em torno da
origem. Por outro lado, longe da origem podemos extender esta solucao u-
sando a teoria classica de Equagoes Diferenciais Ordinarias e isto demonstra

a Nnossa proposicao. U

Proposigao 3.12. Dado uy > 0 em existe Ry = R(ug) tal que
u(R(ug),up) =0 e u(r,ug) >0 para 0 < r < R(up).
Demonstragao: A idéia é utilizar a Identidade de Pohazaev para o caso

radial. Comecemos notando que, de (3.83)) temos

n- 1u' = —uf —uf. (3.84)

u// +
r

Multiplicando ([3.84)) por «'r temos
u"u'r + (n— 1)) = —uPu'r — ulur. (3.85)
Mas sendo assim, de (3.85) temos que
(Ul)z / N2 UARRY UARRY
-1 = — — . 3.86
( 5 r+(n—1)(u) P r | r (3.86)

Multiplicando (3.86) por r"~! e integrando em (0, R) temos

R (ul)Q / R
/ <—) rdr 4+ (n — 1)/ (u')?r™ tdr
0 2 0
R/ opt1\’ R/ et/
= _/ (u ) rdr —/ (u ) rdr. (3.87)
o \pt+1 o \g+1

Utilizando integracao por partes obtemos

u 2 R u 2 R
W(R))” R" — n/o %r”_ldr + (n — 1)/0 (u') 2" tdr

2
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PR R p+1 1R R q+1
_ (B )R" - n/ B -ty B VY ( )R" - n/ L iy,
0 o 9q

p+1 p+1 qg+1 +1
ou seja,
"R 2 R
(U( )) R" + <2 o 1> / (UI)QTn_ldT
2 2 ;
Pt (R) R ptl u?™(R) R0+l
= — R" + n/ —— "y — R" + n/ —— 7"y,
p+1 o pt+1 qg+1 o q+1
(3.88)
Além disso, multiplicando (3.84) por r"~! e integrando obtemos
R R R
/ (u'r™ N dr = —/ uPr™tdr — / ulr™dr,
0 0 0
ou seja,
R R
W' (R)R" = —/ uPr™dr —/ ulr™tdr. (3.89)
0 0

Como u é decrescente, temos que u(r) > u(R) Vr < R, ou seja, temos que
mn mn

f R i R
/ uPr"tdr > uP(R)— e / ulr™tdr > ui(R)—. (3.90)
0 n 0 n

De (3.90) e (3.89)) obtemos

uw'(R) < _uP(R)  ui(R)
R~ n n
Em particular vale que
' (R) uP(R) uw'(R) ui(R)
< — < — . 3.91
R~ n ¢ R~ n ( )

Denotando R = r em (3.91)) e integrando novamente em (0, R) obtemos

R ./ R
“ar<— [ Lar (3.92)
o u? o n

De modo que, usando substituicao de variaveis temos

u—p+1 |U(R) _T_|R
—p 410 = 9p 07
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ou seja,
-+l R -r+1(( R2
uPTR) w0 R (3.93)
-p+1 -p+1 2n

Multiplicando (3.93) por —p + 1 < 0 obtemos

- Rp—-1)
p+1 > p+1
uPTH(R) > o T (0).
Assim,
2 -1 ﬁ
u(R) < (filg———l-+zf¢+1«n) : (3.94)
2n
2 1 —pt1
Fazendo C = e D =u"?"(0) temos
w(R) < (CR*+ D)™ < (CR*)T+% = CRT». (3.95)

Utilizando o mesmo raciocinio acima podemos obter

w(R) < CRT, (3.96)
ou seja, obtemos
wR)<CR™5 e wu(R)<CRTu. (3.97)
Afirmagao 1: —upH(R) R"—0e —MR” — 0 para R — 0.
p+1 q+1

De fato, mostraremos que u?™'!R" — 0 para R — oo. Usando a esti-

mativa obtida em (3.97)), temos que

2 \ pt+1 2(p+1)
W R < <CRF> R" = CR" » (3.98)
2 1
Mas note que n — (p—+1) < 0, pois
p —_—
2 1 4 4
n—lﬂil<O¢$n—2————<0¢$n—2<———
p—1 p—1 p—1
1 p—1
— > s p—1 e
n—2~ 4 9P
+n—2 n—+ 2
p<——41le=p< D ,
— -2 n— 2
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ou seja,

C
luP T R < Ta onde a> 0,

(3.99)

de onde temos que uP*'R® — (0 para R — o0o. Analogamente podemos

mostrar que u?™R" — 0 para R — oo.

R R
/ uPtrnldr e / wityr =ty
0 0

Afirmacao 2:

convergem, isto é

(o.) [o.¢]
/ uPtr"ldr < 0o e / wItr"ldr < oo.
0 0

De fato, notemos que de (3.98) temos que

_q1_2(+D)
WPt < opt e

)

e dal segue que

f +1,m—1 B 20
P dr < C r =1 dr.
1 1

(3.100)

(3.101)

Note que basta integrar no intervalo (1, R) pois sabemos que u € C™ e

portanto a integral acima converge no intervalo (0,1). Sendo assim, basta

mostrar que

oo 2ptD
C'/ "I dr < o0,
1

1
Denotando K = (n — %) temos

2(p+1)

n—

R
(p+1)
C/ PN A = K e \R_K—i—KR"_ T
1

2(p+1

Mas ja mostramos que n — < 0 e, portanto,

C/ e = up dr < oo,

ou seja, de (13.101]) temos que

[oe)
/ uPTrndr < oo,
1
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Com o mesmo argumento mostra-se que
oo
/ wI Tl dr < 0.
1

Assim, das afirmagoes 1 e 2 temos que o lado direito de (3.88]) converge
quando R — oo e, consequentemente, o lado esquerdo de (3.88)) também

deve convergir, ou seja

/ 2 R
(U (ZR)) Rn + <g . 1) / (u’)Qr”_ldT < oo para R — oo.
0

Mas note que o segundo termo da expressao cima é mondtono, crescente e

limitado em relacao a R, de onde temos que

(g . 1) / (W) Ldr < co. (3.102)
0
Portanto, deve valer também que

(W (R)?

5 converge para R — o0.

Afirmagao 03:
(w'(R))>

5 R" — 0 para R — oo.

De fato, suponhamos por absurdo que existe C' > 0 tal que

/ 2
tim W o
R—o00 2

"(R))? C
Sendo assim, deve existir Ry > 0 tal que MR" > 5 para R > Ry. Ou

seja,
C
(u')?R"t > = para R > Ry.
E dai temos que
/ (v )R Ldr > / %dr = ClnR[}[* = +oo0. (3.103)
R() RO

Mas (3.103) contradiz ([3.102)). De onde temos que

L W)

Jim == — 0, (3.104)
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e a afirmacao 3 esta provada.

Assim, das afirmagoes 1, 2 e 3 provadas acima e de (3.88)) temos que

n—2 oo n & n e
/ (Ul)zTn_ldT — Up+17“n_1d7" + Uq—HTn_ldT.
2 0 p+1J q+1J

Ou, equivalentemente,

-2
n / |Dul*dx = L/ Wty + —— [ uttlda. (3.105)

Por outro lado, sabemos que

—uAu = uPT T

ou seja, denotando Br(0) = Bp temos

—/ uAudx:/ up+1dx+/ witdr.
Br Br Br

Pelo teorema da divergéncia obtemos que

/ —U%dS’—i—/ ’Vu|2d$:/ up+1dx+/ utdx. (3.106)
OBRr an Br Br Br

Mas
6“ / n—1 /I n—1
—u—dS = w(r)u' (r)r" ™ dw = wu'r" C,
dBr

3n |w|:1
onde C' = f\w\:1 dw.

1

Afirmacao 04: uu/r" ' — 0 quando R — oo.

De fato, por simplicidade, denotaremos todas as constantes por C'. Note que,
de (3.104) temos que existe C' > 0 tal que (v/)*r" < C, ou seja, u'rz < C e
dai

n—2 2 p-2 2 yn-2
< Crisrz =Cri»" 2,
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Mas note que 7

2 +n—2 2 n— 2
1—p 2 1—p 2

n+ 2
n—2 n—2’

e isto mostra a nossa afirmacao. Sendo assim, de (3.106]) temos que

4
>p—1¢$p<——§+l¢$p<
/,’L_

|Vu\2dx:/ up+1d$+/ utdr. (3.107)
R n n

Mas desta forma, de (3.105)) e de (3.107)) temos que

n—2 / uPtdz +/ wlde| = 2 | wrtlde + [ uttid,
2 n n p+1 Jgn qg+1 Jgn

Ou seja,

-2 n n—2 n
Pl (2 at+lg — —0. (3.108
/;u x[ 2 p+1}+A;u x[ 2 q+1} ( )

Mas note que

/ uPHde >0 e / ut™tdx > 0,

n—2 n <0 .
e que — ols
q 5 P+l » P
n—2 n <0 n—2< n < 2n
2 p+l Ty Spp1 7 n—2
2n n+2
=S p<< —— —le=p< .
n—2 n— 2

n—2 n
q+1
Isto mostra que, dado uy > 0 em (3.83)), existe R = R(uo) tal que u(R(ug)) =

Analogamente temos < 0. Ou seja, (3.108) gera um absurdo.

0 e u(r,up) > 0 para r < R(uy). O

Proposicao 3.13. O problema possui uma unica solucao.

Demonstragao: De fato, denotando f(u) = u” + u? e suponhamos que
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existem u; e uy satisfazendo (3.83). Desta forma, denotando por v = u; — usg

obtemos que

-1 -1
//_|_nTU/: (ul _u2)ll_|_ n (ul —Ug)
n—1 n—1
= uj + Uy — uy — . uy = — f(ur) + f(u2),
ou seja,
" n—1 /o
V' ——v" = —f(ur) + f(ua). (3.109)

r

Multiplicando (3.109)) por 7*~! e integrando em (0, R) temos

n—1

R r
) < [ 1) = ) e < sup () = f(un)l . (3110)

Rn—l r<R
Mas note que, como ja mostramos anteriormente, f é localmente de Lipschitz,

de onde temos que existe C' > 0 tal que
£ (u1) = flu2)] < Clur = uz| = Clo]. (3.111)
Além disso, temos
o) = o) @] = | [ sl < [ Wes @)
De e de

r R
u) — flug)| < C V'(s)|ds < C v'(s)|ds. )
() — )] < /0\<>| < /0\<>| (3.113)
De onde temos que
R
sup]f(ul)—f(u2)|§0/ W' (s)|ds. (3.114)
r<R 0

Substituindo (3.114)) em (3.110)) temos

R
[v'(R)| < C%/O 0" (s)|ds. (3.115)

R
Fazendo ¢(R) = / |v'(s)|ds temos ' (R) = [v/(R)|. Ou seja, (3.115]) implica
0

P'(R) < C%/J(R) — '(R) — ng(R) <0.
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Usando um fator integrante obtemos que

W(R)e 5 — cgw(mecéf <0 (B(R)e “5Y <.

De onde temos que, para 0 < Ry < R vale

2
Ead)

Ro )
/ (W(r)e ) dr <0 <= h(Ry)e 2 —1p(0)e’ < 0. (3.116)
0

Mas ¥(0) = 0, ou seja, de temos que ¥ (Ry) < 0, mas desta forma,
da defini¢ao de ¥(R) temos que ¥(Ry) = 0, ou seja, 1 = 0. Assim, temos
[v'(R)| = 0 e dai v' = 0, ou seja, existe K > 0 tal que v(r) = K para todo
r. Lembrando que v(0) = u1(0) — u2(0) = 0 temos que K = 0 e, portanto,

u; = uy mostrando a unicidade de solucao para (|3.83)). U

Observacao 3.14. Note que com o mesmo raciocinio utilizado nas pro-

posicoes e e utilizando o Teorema do apéndice, podemos gra-

rantir a existéncia e unicidade de solugao para a equagao (3.62)).

Proposicao 3.15. Seja u = u(t,up) solugio de (3.83). Entao u satisfaz
comt =M\ =1.

Demonstragao: Mostremos primeiramente que u = u(t, ug) depende con-
tinuamente da condi¢ao inicial uy. Para isso, consideremos os seguintes pro-

blemas

n—1
!+ u, = —f(u
Loy (w) (3.117)
w(0)=0 e w(0)=u?>0
n—1
!+ uh = —f(u
2T (12) (3.118)

uh(0) =0 e uy(0) =ud >0,
onde f(u) = u? +uf. Desta forma, fazendo v(r) = uy (r, u?) — us(r, uy) temos
que v satisfaz

V" —0" = f(ug) — flu). (3.119)
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De (3.119)) obtemos que

1

" dr <sup|f(uy) — f(u2)|§ (3.120)

Rn—l r<R

R
VO < [ 17w - )
0
Mas f é de Lipschitz, ou seja, existe C' > 0 tal que
|f(w1) = fu2)] < Clur — ua| = clo).
Além disso, note que
R
[o(r)] < u(r) = v(0)] + [0(0)] < /O [v'(s)lds + [v(0)],

ou seja,
) = st <& ([ s + o) ).

de onde obtemos

ﬁgﬁ@ﬁ—ﬂWNSC(Alﬂ@W&HWWO- (3.121)
Substituindo (3.121)) em (3.120]) temos
W'(r)| < % (/0 W (s)]ds + yU(O)|) . (3.122)

R
Fazendo ¢¥(R) = / [v'(s)|ds+|v(0)] temos ¢'(R) = |v'(R)|. Ou seja, (3.122
0

se transforma em

R R
Y/(R) < Cu(R) = ¢/(R) — C- 9(R) <0
Usando um fator integrante obtemos que
R? R R? Rr?
Y'(R)e 2 — ng(R)e_cﬁ <0< (Y(R)e ) <0.
De onde temos que, para 0 < Ry < R vale
Ro 2 R2
/ (Y(r)e ) dr <0 <= h(Ry)e 2 —1p(0)e’ <0, (3.123)
0
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ou seja,

R2

Y(Ry) < 9(0)eC .
Mas
Ro
w(Ro)=/0 [v'(s)|ds + [v(0)] e ¥(0) = [v(0)].

Substituindo (3.125)) em (|3.124] obtemos
Ry R%
| s < w0 (C - 1) — CRy)(O)].
0

Por outro lado, temos que

[ s =1 [ s

= [v(Ro) = v(0)] = [[v(Ro)| = [v(0)[| = [v(Ro)| = |v(0)],

ou seja, de (3.126)) e (3.127) obtemos

[v(Ro)| < C(Ro)[v(0)].

Lembrando que

(3.124)

(3.125)

(3.126)

(3.127)

(3.128)

[v(Ro)| = |ur(Ro, u}) — ua(Ro, uz)] e [v(0)] = Jua(0) — ua(0)],

temos que

|ur(Ro, u}) — uz(Ro, us)| < C(Ro)|ui(0) — uz(0)],

(3.129)

ou seja, temos que u(R(ug),up) é de Lipschitz em relagdo a ug. Além disso,

note que dado o > 0 temos que

u(x, ug +9) — u(z, ug) flu(z,up +90)) — fu(x,up))

A - _
J

ou seja,

flulz, uo +9)) — flulz, w)),

= :
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Como f é localmente de Lipschitz, temos que existe C' > 0 tal que
|f (u(z, uo +6)) = flulz,u0))| < Clu(w, uo + 6) — u(z, uo)l,
e de temos que
|u(z, up + 0) — u(x,ug)| < C(Ry)|d],

ou seja, obtemos que

x,up + 0) — u(z, ug

A )| < c(ry).

Seja

u(w, o + ) — ul@, o) (3.130)

Up =

Assim temos que |v,(z)| < C(Ry) = C e |Av,| < D para Ry < R; fixo. Note

que v, € C** e pelo Teorema temos que
"Un‘l,a S K(’Un’0 + ‘AvnD S K(C + D) = KO7

ou seja, v, ¢ uma familia equicontinua e pelo Teorema de Arzel-Ascoli, temos

que existe v € C1* tal que v, () — v(x) em C'. Além disso, note que

fulz,uo + 7)) — f(ulz, uo))

1
n

Av, =

= On-

Sendo assim, tomando ¢ € C°(2) onde Q = Bg, (0) temos

/Avnsoz —/gnso,
Q Q
/anVgo:/gncp.
Q Q

Além disso, como v,, — v em C' temos que

/VUanD—>/VUV%
Q Q

ou seja,
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ou seja, temos
/ Avyp — — / VuVp. (3.131)
Q Q

Por outro lado, temos que

~—

flu(z,uo + 7)

Ao g~ — f{ula,w))

3=

Passando ao limite para n — oo, obtemos
Av, — — f(u(x, ug) )ty (7, ug),
de onde temos que

/Q VoV = / P, 00) )t (2 00) -

Mas de (3.130]) temos que v = uy,(x, ug), ou seja, uy, (z,up) é solugao fraca

de Av = —f'(u)v. Além disso, como
00 = Jim 1 (0) =ty MO0 0] iy 200
e
lim ¢/ (0) = lim Ua(0, o + %2 — 42(0, u) =0,
temos que v = wu,, (z, up) também satisfaz o ;roblema (3.62)). O

Uy (T, ug) = .

Teorema 3.16. Para f(u) =u’ +ul el <g<p<

Sendo assim, da Observacao (3.14) e da Proposicao temos que
-1 2
< —.

2
nt , 0 problema
n—2
+1 " n

Demonstragao: Se u; é um minimo positivo da proposi¢ao (3.9)), pela

possui uma unica solugao, se

proposicao (3.7)), temos que u, satisfaz as hipéteses da proposigao (3.8]). Entao
a solugao 4(r) da equagdo correspondente linearizada do problema (3.75|) sa-
tisfaz 9;(1) < 0. Seja

5(r) = 6, (E) , (3.132)



onde 6(r) depende de u,. Note que 0(r) satisfaz

o + 5' +poP o4 gl =0
r
y(0)=0 e 0(0)=

(3.133)

onde v; é obtida de u; através da substituicao (3.73)).

o(r) = Edl (lt)
()= ot (1)

e, lembrando que v(r) = Mu, (lz)’ obtemos
t

De fato, note que

8 + . 6’—|—pvt S quitlo

1 r n — r T
_ _5// o _5/ MP~ 1, p—1 (" Mq—l g1 °
ﬂfg)+ r " Q)+p it Q)+q v\,
1" n—1 l / Z MP! p—1 z M1 q—1 z
= 125 (lt) + —ﬁ ltz(st (lt) +p ; tuy L +4q N v L)

MP—1 1 Mot 1
Mas novamente note que ; = 7] e X = 2 pois ja mostramos ante-
t t

1
A\ o1 t\ 71
riormente que M = (—;) = <—2> .
l; l;

Sendo assim, temos que

8" + . 5’+pvt 'S4 quiTle =

= | o +n +6’ rptd (D) ot (2 ) =0,
l lt E lt lt lt

pois, de (3.62), temos que

oy —I—n +5’ — ) + ptut! r + gAAu! ) =
lt lt lt lt lt

Além disso, como 6(r) = ¢, (%) e como de (3.62) temos que §'(0) = 0e 6(0) =

1 mostrando que () satisfaz o problema ([3.133]). Novamente, consideremos a
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solugao v(r) obtida de u; pela substituigao (3.73)). Sabemos pela Proposi¢ao
3.10| que fazendo t variar, R(ug) cobre todo o intervalo aberto (0,00). De
(3.133]), podemos deduzir que, para toda ug > 0, a correspondente solugcao da

equagao linearizada 6(r, ug) satisfaz

Da Proposigao |3.15| temos que § = 8_u Como u(R(ug),up) = 0, segue que
Ug
Ju , ou
@<R(UO)7 Uo)R (U()) + a—uo(R(uO>, Uo) = 07 (3135)

ou seja, pelo exposto acima, obtemos

ou
@(R(ug),uo)R’(uo) + 0(R(up), ug)) = 0. (3.136)
Lembrando que u/. < 0 e que §(R(up)) < 0, deduzimos que R'(uy) < 0 para
toda ug. Sendo assim, estamos em condigoes de provar a unicidade de solucao

positiva para o problema dado por

-1
WA S P 4 ud = 0
r (3.137)
w'(0)=0 e u(R)=0
Suponhamos que existam duas solugoes para (3.137) e denotemos estas
solugdes por u; e ug. Note que devemos ter uy(0) = uz(0), pois se fosse
u1(0) # uy(0) terfamos uma contradi¢do com o fato de que R'(up) < 0. Mas

desta forma temos que u; e uy seriam duas solugoes de

n—1

u’ + wHuP+ul =0

(3.138)
w'(0)=0 e u(0)=up

Mas, pela Proposicao |3.13] o problema ((3.138]) possui uma tunica solugao, ou

seja, temos que u; = us. ]

72



Apeéndice

Consideremos o seguinte problema de valor inicial

/ n__l u w) =
(Au') + . Au' + f(u) =0 (3.130)
w'(0)=0 e u(0)=£>0

e consideremos as hipéteses

(Hy) f é continua em [0,00) e f(0) =0,
(Hs) A é continua em (0, 00) e pA(p) converge para p — 0,

(Hs) pA(p) é estritamente crescente para p > 0.

Proposicao 3.17. Suponhamos que as hipoteses Hy — Hsz sdo satisfeitas.

Entao o problema possui uma solucao cldssica em torno da origem.

Proposigao 3.18. Suponhamos que A € de classe C' em (0,00) e que f €
Lipschitz continua para w € J, onde J € um subintervalo de (0,00) contendo
£. Assuma também que a derivada da (crescente) func¢ao Q0 € limitada por
zero em todo subconjunto limitado de (0,00), onde Q(p) = pA(|p|). Entao a

solugao para € unica ao longo do intervalo J.

A demonstracao das Proposicoes e podem ser encontradas em

§
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