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RESUMO
DESENVOLVIMENTO DE UM METODO NODAL ANALITICO PARA PROBLEMAS
DE ORDENADAS DISCRETAS EM GEOMETRIAS CARTESTANAS BIDIMENSIONAL

E TRIDIMENSIONAL EM DOMINIOS HOMOGENEOS E HETEROGENEOS

Neste trabalho estendemos o método LT Sy2D — DiagFExp para problemas de trans-
porte de néutrons bidimensionais heterogéneos e construimos um novo algoritmo para re-
solver as equacgoes de ordenadas discretas Sy tridimensionais em dominios homogéneos e
heterogéneos , denominado LT Sy3D — DiagFExp. Esses algoritmos sao construidos a par-
tir da diagonalizagao das matrizes de transporte Sy. Os termos de fuga transversal, que
surgem nas equagoes Sy integradas transversalmente, sao representados por uma funcgao
exponencial com constante de decaimento heuristicamente identificada com parametros ma-
teriais caracteristicos do meio. Como os autovalores podem ter multiplicidade maior que a
unidade, desenvolvemos uma andlise espectral a fim de garantir a diagonalizacao e estudar
questoes de estabilidade. Um estudo sobre o condicionamento é também feito . Definimos os
erros no fluxo aproximado e na férmula da quadratura, e estabelecemos uma relacao entre
eles. A convergeéncia ocorre com condicoes de fronteira e quadratura angular adequadas.
Apresentamos os resultados numéricos gerados pelos novos métodos LT Sy2D — DiagFExp

e LTSN3D — DiagExp aplicados a problemas disponiveis na literatura.



ABSTRACT

DEVELOPMENT OF AN ANALYTICAL NODAL METHOD FOR DISCRETE ORDI-
NATES PROBLEMS IN MULTIDIMENSIONAL CARTESIAN GEOMETRY IN HOMO-

GENEOUS AND HETEROGENEOUS MEDIA

In this work we extend the LT Sy2D — DiagExp method for heterogeneous two-
dimensional neutral particle transport problems and we construct a new algorithm to nu-
merically solve three-dimensional discrete ordinates equations Sy in homogeneous and het-
erogeneous domains, that we refer to as the LT'Sy3D — DiagFExp method. The essence of
these methods are the diagonalization of the Sy transport matrices . The transverse leakage
terms that appear in the transverse integrated Sy equations, are represented by exponential
functions with decay constant depending on the characteristics of the material associated to
the medium the particles leave behind. As the eigenvalues can have multiplicity greater than
one, we present a spectral analysis in order to find the eigenvalues and corresponding linearly
independent eigenvectors. Moreover, a study about the condition of the transport matrix
is offered. We define the errors in the approach flow and the formula of the quadrature,
and establish a relation between them. The convergence occurs depending on the boundary
conditions and the adequate choice of the angular quadrature scheme. We present numeri-
cal results generated by present methods (LT Sy2D — DiagExp and LTSN3D — DiagExp)

applied to model problems available in the literature.
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CAPITULO 1

Introducao

Nesta tese estamos tratando sobre transporte de particulas neutras, isto é, neutrons
ou fétons, que migram em um meio com certas propriedades nucleares. Essas propriedades
nucleares sao caracterizadas em termos de segoes de choque macroscopicas determinadas
tedrica ou experimentalmente. Serda dada énfase a modelagem numérica do transporte de
néutrons, a que nos referimos como neutronica computacional.

Os néutrons, descobertos pelo fisico inglés James Chadwick em 1932, sao particulas
nucleares eletricamente neutras que tém aproximadamente a mesma massa dos prétons. Por
sua neutralidade elétrica, o néutron, mesmo com baixissima energia cinética pode penetrar
mais facilmente num atomo e interagir com seu nticleo, através de espalhamentos e absorcao.

Novas técnicas nucleares estao sendo desenvolvidas atualmente, trazendo beneficios
para diversos campos da atividade humana, por exemplo, a medicina, a industria em geral, a
farmaceutica e a agricultura. Em particular, citamos a significativa contribuicao das técnicas
nucleares na geofisica para prospec¢ao de hidrocarbonetos (petréleo e gas) em &reas com
producoes marginais principalmente. FEssas aplicacoes sao conhecidas na literatura como
problemas de o0il well logging, [Azmy, 1988b], [Brown, 1996], [Mello e Barros, 2002].

A descrigao matematica da distribuicao de néutrons estd baseada na equacgao do
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balanco de néutrons, denominada equagao do transporte de néutrons. Essa equacao é uma
forma linearizada da familiar equacao de Boltzamnn na descricao dos gases e modela mate-
maticamente problemas de distribuicao de particulas.

Em casos mais realisticos, os problemas de transporte de néutrons nao sao simples
e, portanto, precisamos recorrer a modelagem numérica, que pode ser probabilistica, como
os métodos de Monte Carlo, ou deterministica, isto é, os métodos que se fundamentam na
necessidade de modelagem matematica anterior. Nesta tese, enfatizaremos a modelagem
numérica deterministica do transporte de néutrons, utilizando a aproximagcao de ordenadas
discretas, as equagoes Sy,[Lewis e W. F. Miller, 1993].

Fundamentados nas equagoes Sy para modelagem de problemas multidimensionais,
classificamos os métodos numéricos em métodos de malha fina, e.g., o método diamond
difference (DD) [Azmy, 1988b]; os métodos de malha média, e.g., os métodos de elementos
finitos descontinuos; os métodos de malha grossa, e.g., os métodos nodais, dentre os quais
destacamos os métodos LN [Walters, 1986], SGF-CN [Barros e Larsen, 1991], [Barros e
Larsen, 1992a] , SGF-ExpN [Mello, 2000] e [Mello e Barros, 2002], SGF-LN [Dominguez,
2006]. Todos esses métodos nodais sdo baseados em discretizacdo do dominio em grades
espaciais com integracao transversal das equagoes Sy no interior de um nodo espacial. O
método nodal LN aproxima tanto o termo de fonte por espalhamento e eventualmente fissao
quanto o termo de fuga transversal por polinomio de primeiro grau. Por outro lado, os
métodos espectro-nodais aproximam apenas os termos de fuga transversal; os termos de
fonte sao tratados analiticamente. No método SGF-CN, o termo de fuga em cada equacao
SN unidimensional integrada transversalmente no interior do nodo é aproximado por uma

constante; no método SGF-ExpN, o termo de fuga transversal é aproximado por uma fungao
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exponencial com constante de decaimento heuristicamente coincidente com a secao de choque
macroscopica de absor¢ao do nodo de onde emergem os néutrons. No método SGF-LN, o
termo de fuga transversal é aproximado por um polinémio de primeiro grau.

O método LTSy [Vilhena e Barichello, 1991], [Vilhena et al., 1998] determina uma
solugao analitica para as equacoes Sy unidimensionais. Uma primeira abordagem para pro-
blemas multidimensionais foi desenvolvida por [Zabadal et al., 1993], [Zabadal et al., 1995],
[Zabadal et al., 1997]. Porém, a medida que a ordem de quadratura cresce, também aumenta
a complexidade computacional dessa formulacao. A classe de métodos LTSy consiste na
aplicacao da transformada de Laplace nas equacoes unidimensionais obtidas pela integragao
transversal, transformando-as num sistema algébrico para os fluxos transformados. Apds a
resolucao desse sistema, o uso da transformada inversa de Laplace fornece uma expressao
analitica para o fluxo angular discretizado. Para obtencao dessa solucao é necessario realizar
a inversao da matriz definida especificamente em funcao das se¢oes de choque macroscépicas
do problema de transporte. Varios métodos foram desenvolvidos com esse objetivo: o método
da diagonalizacao tem se mostrado bastante eficiente, permitindo a inversao dessa matriz
para altas ordens de quadratura angular [Segatto e Vilhena, 1999].

Com o objetivo de determinar uma solugao numérica da equacao bidimensional do
transporte para ordens de quadratura mais elevadas, [Hauser, 2002] desenvolveu um novo
algoritmo para o método LTSy bidimensional: LT Sy2D — Diag, o qual utiliza o método
da diagonalizacao. Uma primeira tentativa de construcao da solucao além de utilizar a
diagonalizacao da matriz LTSy para o caso bidimensional, os termos de fuga transversal,
que surgem nas equagoes LTSy integradas transversalmente, foram também expressos como

combinacao linear dos autovetores multiplicados por exponencias dos respectivos autovalo-
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res. Esse algoritmo, nao se mostrou eficiente para elevadas ordens de quadratura angular.
Entao, foi utilizada uma aproximacao exponencial para os termos de fuga transversal. Nessa
representacao os melhores resultados numéricos foram obtidos quando a constante de de-
caimento, foi heuristicamente identificada com a se¢cao de choque macroscépica de absor¢ao
0, do meio de onde emergem os néutrons. Com essa aproximacao passamos a denominar o
método como LT'Sy2D — DiagFExp.

Nesta tese estendemos o método LT'Sy2D — DiagFExp para tratar de problemas
de transporte de néutrons bidimensionais em dominios espaciais heterogéneos e construimos
um novo algoritmo para as equagoes Sy tridimensionais, por nés denominado LT'SNy3D —
DiagEzp.

Fundamentados em [Lewis e W. F. Miller, 1993], [Duderstadt e Martin, 1979],[Du-
derstadt e Hamilton, 1976], [Stamm’ler e Abbate, 1983], [M.Stacey, 2001] e [Barros, 2000],
no capitulo 2 descrevemos alguns aspectos da teoria de transporte de néutrons.

No capitulo 3 estendemos o algoritmo LT SN2D — DiagExp, descrito em [Hauser,
2002|, para problemas de transporte de néutrons definidos em dominios espaciais het-
erogéneos, com base na fisica de problemas de penetragao profunda. O novo método é
utilizado para estimar numericamente o fluxo médio em uma regiao do dominio de um pro-
blema modelo, semelhante ao de calculo de blindagem de radiagoes ionizantes, proposto por
[Azmy, 1988b] também utilizado como referéncia por [Brown et al., 2001] e [Mello e Bar-
ros, 2002]. Ademais determinamos a fuga de néutrons numa placa e comparamos com 0s
resultados obtidos em [Barros e Larsen, 1992b] e [Zabadal, 1994].

No capitulo 4 analisamos o espectro das matrizes LTSy para o caso tridimensional.

Isso nos permite diagonalizar a matriz A e encontrar uma expressao analitica mais simples
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para os fluxos angulares médios no nodo e fluxos angulares médios na fronteira. Essa andlise
espectral fundamenta-se em [Case e Zweifel, 1967], [Barros e Larsen, 1990] e [Hauser et al.,
2002a] .

Um novo algoritmo ¢é construido no capitulo 5 para resolver problemas de trans-
porte de néutrons em geometria Cartesiana tridimensional. FEsse método foi denominado
LTSN3D — DiagFExp e é a principal contribuicao desta tese. Estimamos a corrente na regiao
de fuga e fluxo médio em problemas tridimensionais em meios homogéneos e em meios het-
erogéneos. Também, neste capitulo um estudo sobre o condicionamento das matrizes do
nossos problemas modelos é realizado.

No capitulo 6 apresentamos algumas idéias sobre a convergéncia das aproximagoes
LTSy tridimensionais. Esse procedimento tem como base [Kaper et al., 1982], [Zeidler,
1990], [Mokhtar-Kharroubi, 1997], [Pazos e Vilhena, 1998], [Pazos e Vilhena, 1999a], [Pazos
e Vilhena, 1999b], [Hauser et al., 2003a] e [Hauser et al., 2005b], [Mokhtar-Kharroubi e
Sbihi, 2005], [Mokhtar-Kharroubi e Sbihi, 2006]. Definimos os erros no fluxo aproximado e
na féormula da quadratura e estabelecemos uma relagao entre eles. Concluimos fazendo uma
estimativa global do erro no fluxo aproximado.

Finalizamos a tese no capitulo 7 apresentando as conclusoes e nossas sugestoes para

trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Modelagem Matematica do Transporte de Néutrons

O conhecimento detalhado de um campo neutronico, isto é, do nimero de néutrons
existentes em cada elemento de volume, para cada direcao e energia, e em todo instante de
tempo, é o principal objetivo da teoria do transporte. Neste capitulo descrevemos os seus
aspectos tedricos, fundamentados em [Duderstadt e Hamilton, 1976], [Duderstadt e Martin,
1979], [Stamm’ler e Abbate, 1983], [Lewis e W. F. Miller, 1993], [Barros, 2000] e [M.Stacey,
2001] .

A equacao do transporte de néutrons constituird um modelo matemético que des-
creve o perfil de toda a populacao de particulas, e nao, o de cada particula individualmente.
Em termos quantitativos trata-se de se obter o valor da fung¢ao distribui¢ao conhecida como
densidade angular neutronica, que depende das variaveis espacial, angular, energética e tem-
poral.

A expressao n(T, Q, E t)dV dQdE representa a fungdo densidade o nimero de
néutrons presentes no instante t, no elemento de volume dV, situado no extremo do ve-
tor posicao dr, movendo-se dentro do angulo sélido df) ao redor da direcao do vetor unitario

Q e com energias compreendidas entre E e E + dFE , conforme ilustrado na Figura 2.1.



dr

!

g1

Figura 2.1 — Particulas em dV movendo-se no interior do angulo

solido df?

Seja ¥ = |v] O a velocidade correspondente a essa energia F. Assim, a densidade
angular n = n(7, O, F, t) é o numero de néutrons da classe (7, O, F, t), isto é, presentes no
instante ¢ no pontor, por unidade de volume, de angulo sélido e de intervalo de energia.

A densidade neutronica total é a integral da densidade angular com respeito a todas
dire¢oes de movimento, ou o nimero de néutrons da classe (7, E,t), isto é, presentes no

instante ¢ no pontor, por unidade de volume e de intervalo de energia:

N(7 B, 1) = / n (7,5, B.1) d9, 2.1)
47
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onde a notacao 47w significa que a integral é feita em todas as direcoes angulares da esfera

unitaria. Quando a densidade angular for isotrépica, n independe de Q, e obtemos

- 1
n(r, 4, B,t) = —N(F, E.1). (2.2)
T

2.1 A equagao de Transporte de Boltzmann

Os métodos deterministicos de transporte de radiagao usam a equagcao de transporte
de Boltzamnn como modelo matematico. Esta expressa um balanco do ntimero de néutrons,
que no instante ¢, tem uma velocidade compreendida entre ¢ e v+dv, num elemento de volume
dV situado no extremo do vetor posicao 7. Neste balanco, a diferenca entre a producao de
néutrons da classe (7 O, F, t), com ¥ = |U(F)] Q, por colisdes e o desaparecimento devido a
colisoes, absorcoes ou fugas, é a variacao temporal da densidade angular. O estabelecimento
quantitativo deste balanco requer a introdugao prévia de varias magnitudes.

A corrente angular, o produto da densidade angular pelo vetor velocidade v, rep-

resenta o numero de néutrons da classe (7,2, £, t) por unidade de tempo que atravessa a

unidade de superficie normal a ﬁ, e é expressa por:

F=7xn(7Q E1). (2.3)
O médulo da corrente angular recebe o nome de fluzo angular, que definimos como segue
7xn(FQ,Et)| =0 xn(7Q,Et)=U(FQ, E,t). (2.4)

F




oy

Figura 2.2 — Corrente angular

O fluxo escalar é obtido integrando-se o fluxo angular sobre todas as dire¢oes angu-

lares (4r), isto é
W7 B 1) = / W0, Bty d0 = [ 5] x n(F, 9, E.1)d9. (2.5)
4
Assim, conforme (2.1) ,

(B, 1) = [0] x N(7, E, ). (2.6)
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A seguir, antes de apresentar a equacao do transporte, listamos as hipoteses fisicas
que assumimos como verdadeiras para a modelagem matematica do problema fisico de trans-
porte de néutrons:

(1) os elementos de velocidade e espago de interesse sao suficientemente grandes, de tal forma
que flutuacoes estatisticas no interior destes elementos sao despreziveis. As flutuagoes es-
tatiticas nao podem ser consideradas pela equagao de transporte;

(2) o tempo de colis@o dos néutrons é considerado nulo. Entretanto, se isso for necessario ser
considerado na equacao de transporte dependente do tempo, o decaimento dos precursores
de néutrons atrasados tem que ser considerado como um termo de fonte;

(3) a colisao entre néutrons é desconsiderada. Isso é fisicamente justificavel, visto que a
densidade de néutrons é muito pequena quando comparada com a densidade dos ntcleos-
alvo. A negligéncia da interacao néutron-néutron € a razao por que a equacao de transporte
aplicada a néutrons é linear;

(4) a energia de vibracdo dos atomos ou moléculas do material no qual os néutrons sao
moderados é desprezada;

(5) Normalmente os campos de for¢as que agem sobre o néutron sao nulos, exceto os cam-
pos nucleares. Forcas gravitacionais sao muito fracas para influenciarem o movimento dos
néutrons. Campos elétricos e magnéticos nao tém influéncia no movimento do néutron, pois
ele nao tem carga elétrica. Como os campos nucleares sao fenomenologicamente incorpora-
dos nos termos de espalhamento e absorc¢ao, concluimos que o néutron viaja em trajetérias
retilineas e com velocidades constantes entre colisoes;

(6) efeitos que dependam da orientacdo do néutron nao sao incorporados na equacao de
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Considerando essas aproximagoes, escrevemos a equacao do transporte de néutrons,

conforme [Lewis e W. F. Miller, 1993]:

1 = = = —
;%\IJ(F, Q,E,t)+Q-VU(F,Q B t) +or(7, E)¥(7,Q, E,t) =

S(7, B, Q1) + / dE AV f(E', QY — E, Q) C(E") or (7, E") U(7, Y, E' t).

Na Eq. (2.7) definimos
V(7 O, F, t) = fluxo angular de néutrons que depende de sete varidveis: 3(7)+ 1(E) 4 2(
1(2);
v = velocidade do néutron;
or = secao de choque macroscépica total(geralmente denotada por 3;);
S = fonte externa;
Ocs + Ois T V0f + TOzp

C = multiplicidade total de um evento, isto é, C' = ;
or

v = nimero médio de néutrons prontos que aparecem no processo de fissao por fissao;
0es = secao de choque macroscopica de espalhamento elastico;

0,5 =secao de choque macroscopica de espalhamento inelastico;

oy =secao de choque macroscépica de fissao;

0n =secao de choque macroscépica de reagoes do tipo (n, zn);

(2.7)

)+

(B, — E,Q)C(E') = probabilidade que um evento causado por um néutron que se

desloca com energia E’ na direcao €)' gere um néutron que se desloque com energia E na

direcao €2;
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Q-Vu(r, E, O, t) = termo de migragao.

2.2 Condicgoes Iniciais e de Contorno

A fim de podermos representar o problema de transporte de néutrons de forma
fechada é necessario explicitar as condigoes iniciais e de contorno. Para tanto, consideramos
um dominio convexo de volume V', com fronteira I'.

A condigoes iniciais sao a especificacao do fluxo angular em ¢ = 0, isto é, a dis-
tribuicao (7, O, F, 0) é conhecida.

O fluxo de néutrons que entra no dominio através da fronteira deve ser conhecido.

Especificamente:

WG, Bt = Q,E 1), Q-n<0, Fel, (2.8)

onde n é o versor normal exterior a superficie I' e ¢ uma distribuicao conhecida.
Quando ¢ ¢é identicamente nula e temos entao a condi¢ao de contorno tipo vdcuo ou

condicao de contorno de superficie livre, isto é

W0, E 1) =0, Q-h<0, Fel. (2.9)

As expressoes (2.8) e (2.9) sao conhecidas como condi¢oes de fronteira explicitas ou
prescritas.
Condigoes de contorno implicitas sao comumente usadas em calculo de transporte

para considerar condigoes de simetria impostas pelo problema fisico ou propriedades de
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reflexao de uma interface. Essas condigoes de contorno implicitas constituem relacoes entre os
fluxos incidentes e refletidos, isto é, espalhados de volta pela superficie de contorno estrutural
ou uma superficie virtual. Em [Lewis e W. F. Miller, 1993] sao citadas, neste contexto,
condicoes de contorno dos seguintes tipos:

1)Albedo: Essa condigao estabelece que
W7 Q, B, 1) = a (Y, Q, E) (7,2, B, t) (2.10)

paraﬁ-ﬁ<0,eﬁ’-ﬁ>0.

No caso particular de o A’Sﬁ), E) =1 para Q-n=—0- n, denominamos condi¢ao
de contorno reflexiva, pois todas as particulas emergentes através da fronteira I" retornam
ao dominio especularmente.

2) Periddica: A distribuigao do fluxo em uma fronteira é igual a distribui¢ao do fluxo

numa outra fronteira num reticulado periédico, de periodo p

w(F7Q7E7t) :w(F—i_p?Q?E?t) (2'11)

2.3 Condigoes de Interfaces Para Dominios Heterogéneos

Na obtencao da equacao do transporte consideramos que as caracteristicas
neutronicas do meio sao funcoes continuas de 7. Porém, o dominio V' do problema, pode
conter regioes com composicoes materiais diferentes. Freqiientemente existem interfaces, isto
é, descontinuidades que deverao ser consideradas adequadamente para resolver a problema.

Nesses meios heterogéneos, a condicao matematica imposta em cada interface deve repre-
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—

sentar o fato fisico de que o ntimero de néutrons em (T,Q,E,t) nao muda quando cruza
a fronteira (Figura 2.3). Ou seja, a densidade angular neutronica n (7 + 19, Q, E,t) e suas

derivadas parciais deve ser uma funcgoes continuas de [.

MMeio IT

Meio 1

Figura 2.3 — Condigoes nas Interfaces

2.4 Operador de Migracao

A grande maioria dos cédlculos numéricos de transporte é realizada usando a forma
estacionaria da equacao de transporte de néutrons onde a dependéncia no tempo nao é

levada em consideragao, isto é, calculos de penetracao profunda em blindagens e calculos de
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criticalidade de sistemas multiplicativos.
Em coordenadas Cartesianas retangulares, o operador de migragao nas equagoes

pode ser escrito como

ov ov
Q-VU = For n@y

g— (2.12)

onde expressamos os cossenos diretores dos eixos pelos produtos internos

p=0-é, nsz@ e 526'6;. (2.13)

m

R

Figura 2.4 — Sistema de Coordenadas espacial-angular em trés di-

mensoes

A figura 2.4 mostra o sistema de coordenadas em detalhes e serve para converter o

sistema de coordenadas para uma ou duas dimensoes. Por exemplo, se o fluxo independe
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das variagoes de z, o dltimo termo da equagao (2.13) é suprimido. A tabela 2.1 descreve as

trés opgoes classicas.

Tabela 2.1 — Operador de Migracao em Coordenadas Retangulares

Variaveis  Variaveis
Dimensoes Espaciais Angulares Q- 62/1
] ov
x
H K= o
5 ov n ov
l’ — —
Y 1 Py T oy
ov oY oY
3 - _ T
Y, P& ot gty

E util, em abordagens analiticas ou em consideragoes computacionais, considerar

situagoes simplificadoras , que apresentem simetrias espaciais e que tenham, portanto, menos

variaveis independentes. Na seqiiéncia, apresentamos casos de problemas estacionarios mo-

noenergéticos, em meios nao multiplicativos, de interesse nesta tese.

No caso de espalhamento isotrépico monoenergético e geometria Cartesiana, uti-

lizando o operador de migracao dado na tabela 2.1, obtemos, para o caso de duas dimensoes,

a equagcao

@Z)(x Y, 1, n)+na—w(9€ Y, 1, ) + orp(x,y, 1,n)

e para geometria Cartesiana tridimensional

/ U, y, 1, n)dY,  (2.14)
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0 0 0
M% (xvya Z?M’n7€> + Ua—y (ff,ya%l%?%f) + f&¢($ay>z7#>naf)+

(2.15)

Os
+UT¢(xayaZ7N77)7§) - E z/;(x,y,z,,u/,n/,fl) dQ/
A

2.5 Meétodo das Ordenadas Discretas Sy

Solugoes da equagao de transporte de néutrons implicam realizar integragdes na
variavel angular Q, normalmente aproximadas por quadraturas. Assim, a varidvel continua
Q¢ representada por um conjunto de dire¢oes discretas (§25) e um respectivo conjunto de
pesos (ps). Essas diregoes sdo equivalentes a um conjunto de pontos sobre a superficide de

uma esfera unitaria com centro em 7, conforme exemplificado na figura 2.5

Figura 2.5 — Conjunto  Tridimensional de Diregoes Discretas

Oy, m =1:168, para ordem de quadratura N = 12
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O primeiro método de transporte baseado em quadraturas angulares é conhecido
como método de Ordenadas Discretas ou método fraco de Chandraseckhar, [Duderstadt e
Martin, 1979]. Aplicagoes deste método tém sido usadas geralmente em geometrias simples,
onde a componente azimutal de O pode ser eliminada. Nestes casos, a representagao por
quadratura é feita usando um conjunto de cossenos diretores (i,,) para as dire¢oes discretas
Q2 e um conjunto de pesos (w,,) da quadratura p,. Quando usados com conjuntos particulares
de diregoes discretas recebem nomes particulares, por exemplo, o método Py_; e o método
DPy_q, onde N é o niumero de direcoes, os quais sao baseados na quadratura angular de
Gauss.

O método de segmentagao angular Sy, conforme descrito em [Barros, 2000], é um
esquema geral de se formularem equacoes de transporte de néutrons em forma adequada
para modelagem computacional. Este método é, no que diz respeito a variavel angular, uma
generalizacao do método de ordenadas discretas.

A priori, a variavel angular O da equagao de transporte nao tem direcao preferencial
associada a ela. Normalmente (3 é representada pelas componentes num sistema de eixos
coordenados na esfera unitaria localizada em 7, sujeitas & condicdo p? 4+ n* + &2 = 1.

A integracao nas varidveis angulares é aproximada por uma soma (quadratura) em
um conjunto de pontos na esfera unitaria.

No caso multidimensional, de interesse nesta tese, a varidavel () ¢ discretizada e
obtemos um conjunto de valores discretos para p = cosf, n = m sengp e & =
m cosp.

No caso de geometria Cartesiana temos M = M pares ordenados (ftm, Mm)

2

para o caso bidimensional, e M = N(N + 2) ternas ordenadas (fm, Mm,&n) para o caso
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M

M M
4 8
tridimensional. Os respectivos pesos sao normalizados: E w, =1 e E Wy = 1.

Na seqiiéncia ilustramos a representacao geométrica de conjuntos de quadratura de

simetria de nivel bidimensionais e tridimensionais [Lewis e W. F. Miller, 1993].

0
06
=] =] D‘i =] o

02

08 06 04 0209] 02 04 0E 08 08 06 04 w2 0.4 0F 03

o o o o

0.4
06

04

Figura 2.6 — Conjunto Bidimensional de Dire¢oes Discretas €2,,, m =

1: 24, para ordem de quadratura N =4

@ ®
L3 L}
2
0.8
0.6
-0.4
B a
= 0.2 .
0.4
0.8
o 0.8 a
B
* I

Figura 2.7 — Conjunto  Tridimensional de Direcoes Discretas

Oy, m = 1:24, para ordem de quadratura N =4
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Figura 2.8 — Conjunto Bidimensional de Dire¢oes Discretas €2,,,, m =

Figura 2.9 — Conjunto

1: 24, para ordem de quadratura N =6

Tridimensional de Direcoes

Discretas

Qn, m =1:48, para ordem de quadratura N =6
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Figura 2.10 — Conjunto Bidimensional de Dire¢oes Discretas §2,,, m =

1: 24, para ordem de quadratura N =8
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Figura 2.12 — Conjunto Bidimensional de Dire¢oes Discretas €2,,,, m =

1: 24, para ordem de quadratura N = 12

Figura 2.13 — Conjunto  Tridimensional de Direcoes Discretas

O, m=1:168, para ordem de quadratura N = 12



CAPITULO 3

Método LT SN2D — DiagExp Estendido a Problemas de Fonte Fixa em Dominios

Heterogéneos

Neste capitulo apresentamos a extensao do método LT SN2D — DiagExp desen-
volvida por [Hauser, 2002] para dominios heterogéneos, considerando a anélise espectral

descrita para o caso bidimensional em [Hauser et al., 2002a].

3.1 As Equacgoes Sy Bidimensionais Integradas Transversalmente

Consideremos as esquacoes de ordenadas discretas Sy para meios nao-
multiplicativos, em geometria Cartesiana bidimensional, com espalhamento isotropico e um

grupo de energia para dominios heterogéneos

ow ow ou(,y) -
Him g (@) + 5 (@) + 01 y) ¥ () = Qay) + = 2 wn¥n(wy) (31)
n=1

Aqui usamos as seguintes definicoes:

(x,y) € [0, a] x [0, b] sao as varidveis espaciais da geometria retangular;

N(N +2)

m = 1: M ( numeros inteiros de 1 até M, inclusives), M = ,onde N é a ordem

da quadratura angular, e.g. Sg, N =6 e M = 24;
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M = cardinalidade do conjunto de ordenadas discretas (nimero de diregoes discretas);
oi(x,y) = a se¢do de choque macroscépica total ;
os(x,y)= secao de choque macroscépica de espalhamento isotrépico;
Q(z,y) = fonte isotrépica de néutrons no ponto (z,y) do dominio;
U,.(z,y) = fluxo angular de particulas na diregao discreta €0, = (tm, m);
w, = peso na quadratura angular usada, e.g., simetria de nivel.

As condigoes de contorno sao os fluxos de néutrons incidentes prescritos ou condigoes
de reflexao especular. Neste trabalho utilizamos o conjunto de quadratura angular com
simetria de nivel, descrito em [Lewis e W. F. Miller, 1993] e que ilustramos nas figuras 3.1

e 3.2, para as quadraturas N = 6 e N = 8 respectivamente.

=) =]
0.84
(=] [=] [=] =]
0.6
0.4
=] =} =] =] o
0.2

08 06 04020

0.29
=] =] =]
-0.44
-0.61
=] =]
-0.81

02 04 06 08

=]

o

Figura 3.1 — Diregoes discretas para N = 6 com simetria de nivel
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= 8 com simetria de nivel

Para casos de meios heterogéneos que tém dominios retangulares subdivididos em

K regides também retangulares Ry, = [x;, xip1] X [y;, yjs1], k=1 K, K = (I —1) x (J —1),

conforme ilustramos na figura 3.3, escrevemos

1'1:O<372<£B3<"'<IL‘Z‘_1<l’i<l'i+1<"'<l'[_1<l‘]

N=0<y<ys < <Y1 <Y <Yjr1 < <yj1 <Yy

—b. (3.3)

Para cada regiao Ry, k =1 : K, sao conhecidos os parametros materiais constantes

que denotamos por o, € o, .

Ao integrarmos a Eq.(3.1) com respeito a z entre os limites 0 e a, devemos observar

as subregioes do dominio do problema, aplicando a propriedade da aditividade da integragao

definida que apresentamos a seguir, considerando a representacao na figura 3.3. Assim, por
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yll
yr=h
b =
LN ] LN
K+l
LR ] ER’[% LN
}’j'
LN LN
Yi-1
¥y
X3 B T xI+I Xi_] ir=da

Figura 3.3 — Problema Heterogéneo: Dominio subdividido em K

regioes
definicao temos
1 a 1 -1 Tit1 1 -1
Vo(0) = [ Unlw)de = 3 [ Uneghde = 2 3 (o - )W), (34)
0 i=1 V% i=1
onde
) 1 Tit1
Tl (y) = / U, (x,y)dx 3.5
my(Y) =) /. (2,9) (3.5)
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é o fluxo angular médio no lado horizontal da regiao de espessura (x;,1 — x;). Similarmente

teremos
a =1 gy -1 ’
| @i =3" [ Qe =3 (e~ 2000 ). (3.6)
0 i=1 Y Ti i=1
e
“ 9, L e gy, -
i 8—m(x,y)drc = z;/x W(x,y)dfv s (Wi (2ig1,y) — Vin(24,9)]

(3.7)

= “Dm(aa y) - \Ijm(oy y) :
Observando que cada intervalo possui o, e 0, respectivamente, a equacao nodal

unidimensional na variavel y para o problema heterogéneo assume a forma

=1 T g o o M -1
my ti \,(0) Sq () _ (@)
y)+ —v" (y) — — w, U (y) | = Sy (y), 3.8
> [T+ T - 3 un i) | = 3 S 3:5)
onde definimos
. 1 .
S (y) = e [QD(Y) — i [V (i1, y) — T, y)]] - (3.9)

Analogamente, para obter a equacao unidimensional na varidvel z, observamos a
propriedade da aditividade da integragao definida ao integramos a Eq. (3.1) com respeito a

y entre os limites 0 e b da seguinte forma:



o0 (2) L /wﬁlw (w,y)d
r) = —— m (2, y)dz
T =) Jy, !

é o fluxo angular médio no lado vertical da regiao de espessura (y;+1 — y;),

b J-1 Yj+1 J—-1 .
[ ey =3 [ Qedy = 3 (w1 - )Qia).
0 j=1"Y j=1
oV, — [V OV, -
\/0 ay (-I ?J = ;/y] O '73 y = ; Z’ yj-i—l \I]m(x7y])]
=V, (2z,b) — ¥,,(2,0).
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(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)

Assim, a equacao nodal unidimensional na variavel y para o problema heterogéneo

toma a formas

J—1 ) M J-1
Wiz by ) () — 4)
5 N _ SG) 7
> | T @)+ ) — 23w W) | = 3 Sw)
7j=1 =1 7j=1

onde definimos
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S (@) = = [QP (@) = N [V (2, Yj01) — Loz, )] - (3.15)

3.2 Método LT SN2D — DiagFExp para Dominios Heterogéneos

Aplicamos a Transformada de Laplace com respeito a y em ambos os lados da

Eq.(3.8) e denotando £{Q,(y)} = Q,(s) ¢ £{ Wy (y)} = Uy (s), obtendo

{I 1
=1

e, aplicamos a propriedade da linearidade para a transformada de Laplace

d\I’my n:n Z wn\If (z

}: f{fsm} e

i=1

I-1

o«

i=1

d‘l’% Oti 1,() Os; = ) £ St z)

Tim

Para simplificar a notagao, a partir deste ponto desenvolvemos nossa descri¢cao no
interior de uma sub-regido homogénea arbitraria Ry, considerando o resultado (3.17), e

observando que
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representado matricialmente por
(s — AT () = W, (0) + 5 (s), (3.19)

onde, para as linhas [ =1 : M e as colunas ¢ = 1 : M, os elementos da matriz Az(f), de ordem

M x M, tém a forma

( 4oy, — o5,
- se l=c,
Ay
ag)(l, c) = (3.20)
Isille se l#c,
. Am
onde
— — — — T
Uy (s) = [ Wiy(s) Way(s) -+ Wany(s) |, (3.21)
U, (0) = [ W1, (0) gy (0) -+ Uy (0) ], (3.22)
e o vetor gg(f)(s) tem componentes genéricas definidas por

59 (s) = in @) =i [ Tnlisr,s) = Tl s) ] | (3.23)

Similarmente, aplicando a Transformada de Laplace com respeito a z em ambos os
lados da Eq.(3.14), denotando £ {Q,(z)} = Q,(s) e £ {W¥.(2)} = ¥,na(s) e fazendo uso da

linearidade obtemos
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J-1 ()
dv
mx j _ Sj ( (
j:1£ o (z)+nm\11 § w, UV (1 § £{89) (x (3.24)

Considerando que

v, TV :
£ e =50 — w0
{Mu>sm@ 4(0)
e desenvolvendo nossa descricao no interior de uma sub-regiao homogénea arbitraria R,

paraj=1:1,m=1: M, obtemos J sistemas lineares , cada um com M equacoes da forma

M
Wonn(o) 42T (s) = 1 S W) = WO 4 Spls) (329
representado matricialmente por
(sI — ADYTY (5) = w,(0) + SV(s), (3.26)

onde, para as linhas [ =1 : M e colunas ¢ =1 : M, os elementos da matriz A;(Dj ), de ordem

M x M, assumem a forma

40—t' — 0. W
S T e J=c
4
a (1, ¢c) = (3.27)
O, We l
\ —4Ml se l#c
onde
Uo(s) = [ rals) Uauls) - - Uarals) |, (3.28)
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U, (0) = [ U1,(0) Wpu(0) - - - Tar(0) ], (3.29)

e o vetor gij)(s) tem componentes genéricas dadas por

59(s) = bim [@ﬁj)(s) = [ Uin(s,yj11) — ¥nlz, ;) | ] : (3.30)

As solugoes dos sistemas (3.19) e (3.26) sao dadas, respectivamente, por

T (s) = (sT — AD) (W, (0) + 5 ()] , (3.31)
T (s) = (sI — AV) W, (0) + 57(s)] - (3.32)

Para determinarmos os fluxos angulares médios em cada regiao Ry, aplicamos a

transformada inversa de Laplace em (3.31) e (3.32) e o resultado é

WO (y) = L7 (s] — AD)W,(0) + 5 (s)]} (3.33)
VO () = £7(sT — AD) [T, (0) + 5 ()]} - (3.34)

Para determinarmos £ *{(sI — Al(f))_l} e £7Y(sI — AY)~1} utilizamos o fato de
que cada matriz A(yi) e Ag) ¢ diagonalizavel, sendo necessario utilizar neste ponto a analise

espectral desenvolvida para o problema bidimensional e descrita em [Hauser et al., 2002a].
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As matrizes A?(j) e A:(Dj) possuem M autovalores reais, dos quais N sao simples e
simétricos, e M — N simétricos com multiplicidade > 1. Sejam Vy(zm) e V;(i) autovetores
associados aos autovalores s e r\¥) de Az(j) e AY respectivamente. Vysi) e Vx(fn) constituem
as colunas das matrizes de autovetores Vz(f) e VU . Como os autovetores sio linearmente
independentes, as matrizes A?(j) e A;j) sao diagonalizaveis, conforme descrito em [Hauser

et al., 2002al, isto é

i) _ xrOT( i)\ —1
Aé) — V;(/)D;(/)(V;(/)) : (3.35)
(§
AY = v (v~ (3.36)

onde Dg(f) e DY sdo matrizes diagonais dos autovalores, e Vg(f) e VY as matrizes de autove-
tores correspondentes a Agf) e Aéj ) respectivamente.

Em continuidade, obtemos entao,

- i)\ — i) p— i)\ — i)\ — i) DY) i)\ —
£ 1{(31—A;>) 1}:V§/>£ 1{(51—D§>) 1}<v;>) L= vieDyy (vt (3.37)

Y Y

£7(sI = AD)Y Y = (V) £7(sT = D)} (V) = VOPI (Vi) (3.38)

xT

Substituindo os resultados (3.37) e (3.38) em (3.33) e (3.34), representando a

operagao convolugao por *, em cada regiao Ry, obtemos
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W (y) = [Vy)ery(Vy))_l]\Ify(O) i [Vy)eDg)y(Vg))_l] * SO(y) (3.39)
W9 (z) = [VO P2 (V) 10, (0) + [VO P 7 (V) 5 8O (2). (3.40)

As solugoes gerais Eq.(3.39) e Eq.(3.40) contém incdgintas presentes nos vetores
¥,(0), SY(y), ¥,(0) e SY(x). Citamos o exemplo dos fluxos angulares na fronteira que sio
conhecidos somente na metade das diregoes discretas, isto é, nas direcoes incidentes.

Para cada regiao Ry, o espago-solucao dos problemas (3.8) e (3.14) é constituido por
M autovetores Vg) e Vfcj ), linearmente independentes, multiplicados por exponenciais, cujos
expoentes sao os autovalores 5( e r ) de A e Ag(cj ) respectivamente. Ademais, M1+ MJ =

M (I + J) incégnitas surgem ao expressarmos os fluxos angulares médios como

M
J Z Alv( ) re _ V}({j)eDE)xA’ (3.41)

wm
m=1

onde A = [A}, Ay, -+, Ay]T, e

M
VO(y) = Y BVesnv = VIDVVB, (3.42)

onde B = [By, By, - - -, Byy]".
Conforme descrito em [Hauser et al., 2002a] e fundamentados na fisica de problemas
de penetracao profunda, onde o fluxo de néutrons decresce a medida que se distancia da

fonte, expressamos os fluxos angulares transversos por exponenciais onde a constante de
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decaimento \ é um parametro a ser determinado a priori. No trabalho pioneiro de Barros e
Larsen [Barros e Larsen, 1991] para dominios homogéneos, A foi identificada como sendo a
secao de choque macroscépica de absorcao, isto é, A\ = g, = 04 — 0.

Usamos a fung¢do sinal nas expressoes sign (i, ) e sign(n,,) com o objetivo de garan-
tir que os fluxos angulares aproximados apresentem decaimento exponencial para qualquer
diregao discreta. Para auxiliar na representacao do fluxo na fronteira e interfaces restrita
em cada regiao, fazemos uso da funcdo de Heaviside, H. Expressamos os fluxos angulares
na fronteira na m-ésima dire¢do presentes nas solugoes gerais, equagoes (3.9) e (3.15), para

t=1:1,7=1:Jem=1:M, como

Uy (21,y) = Cly e 9" [H (y — y)) — H(y — yis)] (3.43)
U, (21, y) = Cly e "M [H (y — ) — H(y — yiz1)] (3.44)
Uz, y1) = D1y, e 9t ([ (g — 2)) — H(z — 241)] (3.45)
U (x,y;) = DI e~ sign(pm)A sz [H(x —x;) — H(z — x;11)] - (3.46)

gerando 2M 1 +2MJ = 2M (I + J) incoégnitas a serem determinadas.
Consideramos importante ressaltar que num dominio heterogéneo precisamos obser-
var as condigoes de continuidade do fluxo angular nas interfaces de cada regiao Ry. O fluxo

angular incide na regiao Ry, 1, quando proveniente da regiao ¥, com as caracteristicas do
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meio Ry, se estas regioes sao adjacentes. Entao, M1 + MJ = M(I + J) novas incégnitas

surgem ao expressarmos o fluxo angular transverso nas fronteiras, isto é

. M
U (i1, y) = Eky e~ stgn(mm)Aiy [H(x —x;) — H(x — zi01)],m=1: >

e (3.47)

: M
U, (2541, y) = Bk e 0mAN W [H (2 — 2) — H(x — i44)] ,m = 5 +1: M.

—sign T M
Wi (, Y1) = Flig e [H (y — ;) — H(y — yj41)] ;m =1 - >
e (3.48)
—sign(pim)Aj412 M .
\Dm(mvyj-i-l):kae ! [H(y_y])_H<y_y]+l)]am:?—{_1 : M.

Assim, podemos determinar a solucao especifica do problema, resolvendo um sistema
linear compativel de 4M x (I +J) equagoes lineares acopladas a partir da definigao dos fluxos
angulares médios em x; = a, y; = b, da aplicacao das condicoes de contorno e da exigéncia
de continuidade do fluxo angular nas interfaces de cada regiao.

Concluindo, a solucao analitica dos problemas ”unidimensionais” dados nas equagoes

(3.8) e (3.14), em forma matricial, é dada por

I-1

HV() Dy (VO)- ]\I,y(()) " [Vg)engwy(\,g))_l} *Séi)(y)} (3.49)
k=1
(§]
b0 = 3 [ [V v w4 VO v ] e s0m)] . 0
k=1

Antes de passarmos aos resultados numéricos, observamos que a extensao do método
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LTSN2D — DiagExp aplicavel a problemas monoenergéticos de penetracao profunda em
geometria X,Y e em dominios homogéneos, conforme descrito em [Hauser et al., 2002a],
para se resolverem problemas em dominios heterogéneos ¢ conceitualmente simples na medida
em que cada regiao retangular R, do dominio, com parametros materiais constantes, sera
considerada como sub-dominio homogéneo do problema e condigoes de continuidade serao

implementadas para obtermos a solu¢ao do problema proposto em dominio heterogéneo .

3.3 Resultados Numéricos para Problemas Bidimensionais em Dominios

Heterogéneos

Apresentamos resultados numéricos gerados pelo método proposto aplicado a um
problema modelo tipico de transporte de néutrons. O algoritmo LT Sy2D — DiagExp foi
utilizado para resolver o problema de transporte de néutrons bidimensional para dominios
heterogéneos com espalhamento isotréopico e foi implementado no sistema de computacao
algébrica e simbdlica Maple, [Hauser et al., 2002al, e executado num Microcomputador

Pentium 4 com processador Intel 2.4GHz e 512 MB de memoria.

3.3.1 Problema Modelo Bidimensional Heterogéneo

Aplicamos o algoritmo LTSN2D — DiagFExp para resolver o classico problema
ilustrado na figura 3.4, primeiramente proposto por [Azmy, 1988a] para ordem de quadratura
N = 4(S,) e também, utilizado como referéncia por [Brown et al., 2001] e [Mello e Barros,

2002].
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104

3 I Iv

Ir

Figura 3.4 — Geometria do Problema Modelo Heterogéneo Bidimen-

sional

Trata-se de um problema bidimensional heterogéneo, cujo dominio é uma placa com-
posta por quatro regides caracterizadas pelos parametros nucleares especificados na tabela
3.1.

Nas fronteiras x = 0 e y = 0 as condigoes de contorno sao reflexivas e nas fronteiras

x = 10cm e y = 10cm as condigoes de contorno sao do tipo vacuo.
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Tabela 3.1 — Dados do Problema Modelo Bidimensional Heterogéneo

Regiao | Fonte(n.em™3s™1) | ay(em™) | og(em™?)
I 1 1 0.5
II 0 2 0.1
I11 0 2 0.1
1AY 0 2 0.1

O objetivo desse problema é determinar o fluxo escalar médio nos quadrantes I, I
e IV. O fluxo na regiao [1] é equivalente ao da regiao I, por simetria. E um problema
de dimensoes espaciais pequenas, com a fonte ocupando um quarto do dominio. Problemas
heterogéneos similares a este surgem em aplicagoes de calculos de blindagem.

Resolvemos o problema utilizando a formulacao LT SN2D — DiagExp para ordem
de quadratura N =4, N =6 e N = 8. A constante de decaimento exponencial escolhida foi
a secao de choque macroscépica de absorcao A\ = 0. = 0 — 04 que caracteriza a regiao
Ry .

As condigoes de interface foram tratadas por regioes. Para x = 5, na fronteira entre

a regiao [ e I, consideramos:

- M M
Un(5,y) = Gk e "W [H(y) — H(y —5)] ,)m=1: = e m= 3T M
(&
» M 3M
U (5,y) = Gk e =972 [H(y) — H(y —5)] ,m = T Tl
(3.51)

Para x = 5, na fronteira entre a regiao I11 e IV, consideramos
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U,,(5,y) = Lkp, e~ 5191(1m)0a3y [H(y —5) — H(y —10)],m =1 : T e m= e +1: M
e
, M 3M
U,,(5,y) = Lkp e~ 5191(11m )0 a4y [H(y —5) — H(y — 10)],m = T +1: ik
(3.52)
Para y = 5, na fronteira entre a regiao I e 111, consideramos
—sign(pm)oq1x M
U, (x,5) = Hy, e #9n#m)oal [H(x)—H(x—E))],m:l:?
e (3.53)
—sign(pm)oa3x M
\I]m(x75):Hme grifim)gas [H(x)—H(x—E))],m:?—i—lM
Para y = 5, na fronteira entre a regiao I e IV, consideramos
—sign(pm )oaII® M
U (x,5) = Ky e 59 Hm)all [H(x—5)—H(:c—1())],m:1:?
e (3.54)

U (2, 5) = Ky e 9 em)oave ([ (2 — 5) — H(z — 10)],m = % +1: M.
Conforme podemos ver na tabela 3.2, para ordem de quadratura angular N =4, o
método LTSN2D — DiagExp gerou resultados bastante precisos para o modelo analisado,
os quais foram comparados com os resultados obtidos pelos métodos LN, SGF — CN e

SGF — ExpN com (A = 0,). O desvio relativo foi estimado utilizando os resultados dos

métodos SGF — Fxpd e LTS42D — DiagEzp.
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Tabela 3.2 — Resultados Numéricos para o Problema Bidimensional
Heterogéneo com ordem de quadratura angular de sime-

tria de nivel com N =4

Método Fluxo Escalar Médio
(grade espacial) Regiao Regiao I Regiao IV
LN*(N = 4)

10 x 10 0.1676 x 10! 0.4170 x 101 0.1986 x 1072
20 x 20 0.1676 x 10! 0.4161 x 101 0.1990 x 1072
40 x 40 0.1676 x 10! 0.4159 x 101 0.1992 x 1072

SGF — CN*(N =4)
10 x 10 0.1676 x 10! 0.4290 x 1071 0.2850 x 1072
20 x 20 0.1676 x 10! 0.4165 x 1071 0.2019 x 1072
40 x 40 0.1676 x 10! 0.4163 x 101 0.2000 x 1072

SGF — ExpN(N =4)* A =0,
10 x 10 0.1676 x 10! 0.4169 x 101 0.2000 x 1072
20 x 20 0.1676 x 10! 0.4161 x 101 0.1995 x 1072
40 x 40 0.1676 x 10! 0.4161 x 1071 0.1993 x 1072
LTS,2D — DiagExp, A = 0,  0.1673 x 10! 0.4321 x 1071 0.1999 x 102

Desvio Relativo entre

SGF — Exp4(40 x 40)

e LTS42D — DiagExp 0.17% 3, 7% 0.30%

* [Mello e Barros, 2002]
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Na tabela 3.3 mostramos os resultados obtidos utilizando ordem de quadratura N =
6 e N = 8. Para tais ordens, nao temos parametro disponivel na literatura para comparacao,
mas, podemos observar indicios de convergéncia do método, pois o desvio relativo diminui
com o crescimento de N. Nessa tabela, na coluna do desvio relativo, a notacao N =4xN =6
foi utilizada para indicar que o desvio relativo foi calculado utilizando os valores obtidos
do LTS¢2D — DiagExp e LTS2D — DiagExp. Similarmente, N = 6 x N = 8 indica
que o desvio relativo foi calculado utilizando os valores obtidos do LT'Ss2D — DiagEzp e

LT S¢2D — DiagFExp.

Tabela 3.3 — Resultados Numéricos para o Problema Bidimensional

Heterogéneo com ordens de quadratura angular N = 6

e N=38
Método Fluxo Médio
(A =0,) Regiao [ Regiao I Regiao I'V
LTSg — DiagExp 0.1675 x 10! 0.4185 x 10! 0.1993 x 1072
Desvio Relativo N =4 x N =6 0.12% 3.1% 0.30%
LT Ss2D — DiagExp 0.1676 x 10! 0.4159 x 107! 0.1992 x 102
Desvio Relativo N =6 x N = 8 0.059% 0.62% 0.050%




CAPITULO 4

Analise Espectral das Equacgoes Sy Integradas Transversalmente para o caso

Tridimensional

Neste capitulo analisamos o espectro das matrizes LTSy para o caso tridimensional
objetivando mostrar que elas sao diagonalizaveis, o que permite encontrar uma expressao
analitica mais simples para os fluxos angulares médios no nodo e fluxos angulares médios na
fronteira. Essa andlise espectral fundamenta-se em [Case e Zweifel, 1967], [Barros e Larsen,
1990] e [Hauser et al., 2002a] .

Consideremos as equagoes monoenergéticas de ordenadas discretas Sy para meios
nao-multiplicativos, em geometria cartesiana tridimensional, com espalhamento isotrépico
para um dominio homogéneo,

ov,, ov,, ov,,
Hm—F 8:1: (l‘ Y,z )+nm ay (l’ Y,z )+€m Z (l’ Y,z )+O-t($7y7z)\llm($7y7z)_

(4.1)
13 y7 an .flf y Y, 2 —|—Q(x,y, Z)
Na Eq.(4.1),definimos

(x,y,2) €[0,a] x[0,b] x[0, c] sao as variaveis espaciais no dominio;

m = 1: M ( nimeros inteiros de 1 até M, inclusive), M = N(N + 2) onde N é a ordem da



quadratura angular; por exemplo, em Sy, N =4 e M = 24,

M = cardinalidade do conjunto de ordenadas discretas (ntiimero de dire¢oes discretas);
oi(z,y,z) = secao de choque macroscépica total ;

os(x,y, z)= segdo de choque macroscépica para espalhamento isotrépico;

Q(z,y, z) = fonte isotrépica de néutrons no ponto (x,y, z) do dominio;

U,.(z,y, z) =fluxo angular de néutrons na dire¢ao discreta Q,, = (tm, Mms Em);

w,, = peso na quadratura angular usada.

44
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Figura 4.1 — Conjunto de Diregoes Discretas €),, para ordem de
quadratura N = 4 e N = 6 em problemas tridimen-

sionais

As condigoes de contorno abrangem fluxo de néutrons incidente prescrito ou
condigoes de reflexao especular. Neste trabalho utilizamos o conjunto de quadratura an-

gular de simetria de nivel, descrito por [Lewis e W. F. Miller, 1993] e que ilustramos na
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figura 4.1 para as quadraturas de ordem N =4 e N = 6.
Para simplificar a descrigdo, primeiramente integramos a Eq.(4.1) em relagdo a y
entre os limites 0 e b, a z entre os limites 0 e ¢, dividindo o resultado pelo produto bc.

Procedendo assim, obtemos a equacao nodal unidimensional na variavel z

dqjmw
dx um 8um

n=1

onde, m =1: M,

4.
Vo) = o [ [t e (1.3

é o fluxo angular médio na face yz do paralelepipedo na dire¢ao discreta Q,, = (tm, Tm, Em)

1

Sima(7) = bep

[Qz(@ . /0 10,26, 2) — (2,0, 2)] dz] _

(4.4)

0 [ ntr.0) ~ ¥l 0) |

bcum

depende dos fluxos angulares incidentes e emergentes dos contornos e da fonte:

- /O /ObQ(a:,y,z)dydz. (4.5)

Observamos que

0,
U, (2,0,2) — U, (2,0,2) = | ——(z,y,2)dy (4.6)
0 8y
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“ov,,
Vo(.9,0) = Unr.0) = [ (o). (1.7
0

Analogamente, integrando a Eq.(4.1) em relacdo a z entre os limites 0 e a e a z
entre os limites 0 e ¢, e dividindo o resultado pelo produto ac, resulta a equacao nodal

unidimensional na variavel y

av,, o
Ly)+ L0
dy Tim 877m

y(y) (4.8)

n=1

onde m =1: M , e definimos

- / / sy, 2)dadz (4.9)

como o fluxo angular médio na face xz do paralelepipedo na direcao discreta 2, =

(fms Thns &m) €
S = = [0 - [ Bt~ bt 1] -
(4.10)
_aciym |:§m /Oa [Win(2,y, ) = Uin(z,y,0)] de’:|

depende dos fluxos angulares incidentes e emergentes dos contornos e da fonte:

_ /0 /OCQ(x,y,z)dxdz. (4.11)

Por fim, integrando Eq.(4.1) em relacdo a z entre os limites 0 e a e a y entre os limites

0 e b, e dividindo o resultado pelo produto ab, resulta a equacao nodal unidimensional na
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varidvel z

M

d\llmz S
1 (2) + g—;\llmz(z) . SZm ; WU (2) = S (2) (4.12)

onde m =1: M , e definimos

1 a b
V2= o5 [ [ e ey (113)

como o fluxo angular médio na face xy do paralelepipedo na direcao discreta 2, =

(Hms > Em) ©
Sms(2) = ﬁ [Qz@ ~ /Ob [Win(a,y, 2) = U (0,9, 2)] dy] _
(4.14)
_ablgm {”m /0 a (W (2,0, 2) = Uy (2,0, 2)] dx}

depende dos fluxos angulares incidentes e emergentes dos contornos e da fonte

Q.(z) = /Oa /ObQ(a:,y,z)dxdy. (4.15)

Para descrevermos a analise espectral, tomemos a equacao homogénea associada as

equagoes nodais Sy na variavel z, conforme Eq.(4.12)

av e
Em 7 (2) + 01V ps(2) = N nz:; W,V (2) (4.16)

comm=1:M.

Supomos que para cada m exista uma solucao elementar da forma
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U,z (2) = g (t)e'?, (4.17)

a qual substituimos na Eq. (4.16). O resultado é

M
An()emt e + am(t)ore’™ = 22N an(t)e w,, (4.18)
8 n=1
ou, equivalentemente
o M

() (t & + 01) = gs ; o (t)wy, . (4.19)

M
Aqui consideramos que Zan(t)wn pode ser qualquer valor real. Assumimos inicialmente

n=1

M
que E a,(t)w, # 0, como a normalizagao é arbitraria, por simplicidade, fazemos

n=1

M
D antyw, =1, (4.20)
n=1
e a Eq. (4.19) toma a forma
s
W (8)(t&m +01) = (4.21)
logo
Os
m(l) = 77— 4.22
am(t) StE, 107 (4.22)

param=1: M.
A partir das Eqgs. (4.20) e (4.22) determinamos, em analogia a andlise espectral

descrita em [Case e Zweifel, 1967], a equacao da dispersao
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M w. 8
— = — (4.23)
n=1 tgn + O Os
Na Eq.(4.23) as N raizes reais aparecem aos pares +ti, +to, £t3,.. .,:I:t%, e constituem

N autovalores de (4.19) de um total de M necessarios. Os respectivos N autovetores sao
determinados a partir de (4.22).

2
Os outros M — N = - autovalores sao obtidos considerando a segunda restri¢ao

M
> an(tyw, =0. (4.24)
n=1

Substituindo essa condi¢do no problema de autovalores dado pela Eq. (4.19), obtemos

am(t)(t &, + o) =0. (4.25)

Assim, para m = 1: M, se fazemos

Oy

t=——"1,
Em

(4.26)

entao podemos escolher a,,(t) # 0, de modo a satisfazer simultanecamente as equagoes (4.24)
e (4.25). Os autovalores dados em (4.26) sao de multiplicidade > 1 e as componentes o, (1),
param = 1: M, correspondentes constituem um conjunto de M — N autovetores linearmente
independentes.

Um esquema analogo é aplicado a equacao homogénea associada as equacoes nodais
Sy (4.2) e (4.8), nas varidveis = e y respectivamente.

Neste ponto observamos que a Eq.(4.19)caracteriza-se por um problema de autova-

lores que aparece como
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S (T 6, ) an(t) = ). @)

param =1: M.
Na tabela 4.1 esquematizamos as multiplicidades dos autovalores s positivos. Devido
a simetria da quadratura angular de simetria de nivel que utilizamos estas multiplicidades

repetem-se para os autovalores ¢t negativos.

Tabela 4.1 — Multiplicidade dos Autovalores Positivos

or o | oy | o | o | o | o | o
N §_1t 5—; 5—; f_i f_; f_(: 5_; f_; Equacao de Total de
Dispersao(4.23) | autovalores positivos

203 - - |-1-1-1-1-* 1 4
al7 sl -|-1-1-]- P 12

6 (11| 7| 3| - | - - - - 3 24
|15 |11 | 7 | 3| - - - - 4 40
101915111 73| -1]-1]- D 60
12123119 (15|11 | 7 | 3 | - - 6 84
141271231915 11| 7] 3| - 7 112
16131127 (23|19 |15 11| 7 | 3 8 144

A titulo de ilustracao usamos os parametros o, = 0,1 e o5 = 0,05, e na figura 4.2

plotamos a funcao de dispersao

F(t)=>)_ o o (4.28)
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cujas raizes sao os N autovalores que buscamos a partir da equacao de dispersao na Eq.(4.23).

400 4004

2004 2004

A7 08 WE 04 0z Q / 02z 04 0B 08 1 08 06 04 2 g 0. 04 06 0E

2004 -2004

4004 -400

Figura 4.2 — Raizes simples da equagao de dispersao, Eq. (4.23), para

N =2 (aesquerda) e N =4 (a direita)

Os autovalores simples estao listados na tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Autovalores Simples apara os parametros o, = 0.1 e

os = 0.05
N autovalores obtidos a partir equacao 4.23
2 +0.1224744442
4 +0.2361318773 ,+0.09846255111
6 +0.09679830807, £0.1329678039, 4+0.3264271638

8 | £0.09611684939,40.1189348294,£0.1603361902,£.4091531715

12 | £0.09583678857,40.1093766884,4-0.1263805351,40.1532899835,

£0.2041636516,£0.5486583380
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A titulo de uma segunda ilustracao, descrevemos neste ponto a andlise espectral
LTS, para transporte tridimensional na varidvel z e considerando o conjunto de quadratura
angular com simetria de nivel Sy descrito em [Lewis e W. F. Miller, 1993]. As M = 4(4+2) =
24 diregoes angulares €2, sdo ordenadas conforme a Figura (4.3). Construiremos o espectro
da matriz LTS, tridimensional, utilizando a andlise espectral da equacao (4.16), com os
parametros o; = 0.1 e o, = 0.05.

Usando a Eq. (4.20) para o caso Sy, obtemos

24

W, 8
—_— = 4.29
Zt€n+0-t Os ( )

n=1
Consideramos agora a ordenacgao das diregoes discretas, indicada na figura 4.3, para

o primeiro octante.
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Figura 4.3 — Q,,, = (im, Mm, &n) no primeiro octante para N = 4.

Assim, da forma como escolhemos ordenar as direcoes discretas €2, verificamos que:
Q,m=1,2,4,57,810e 11 possuem a mesma cota &;,
Q , m=13,14,16,17,19, 20, 22 € 23 possuem a mesma cota —&;,
Q. , m=3,6,9e12 possuem a mesma cota &,
Q,, , m=15,18,21 €24 possuem a mesma cota —&,.

Logo, podemos escrever

8 4 8
3(&t+0.1) * 3(&t+0.1) * 3(=&t+0.1) * 3(—=&t+0.1)

~160=0. (4.30)
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ja que, para N =4 , temos w,, = 3, m = 1:24.

Wl

Observamos que para este caso, as raizes simples sao: +0.2361318773 e
+0.09846255111, localizadas nos pontos de interseccao do grafico da funcao de dispersao
com o eixo da variavel ¢, conforme Figura (4.2).

Ademais, aplicando a Eq. (4.24), em (4.19) obtemos os vinte autovalores restantes:
:I:g, cada um com multiplicidade sete, e :I:g, cada um com multiplicidade trés, conforme
Tabela(4.1). Os autovetores correspondentes, todos lineramente independentes, sdo deter-
minados pelo processo descrito a seguir.

Como diferentes direcoes possuem mesmas cotas, conforme descrito anteriormente,

podemos escolher:

® (), (ﬁ) # 07 para m = 172747 57 778’ 10 € 11 ’ nas demais Cm (?) N 0
1

.o (_@) #£ 0, para m = 13,14,16,17,19, 20, 22 ¢ 23; nas demais a,», ( Ut) =0.

& &
° oy, (%) # 0, para m = 3,6,9¢ 12 ; nas demais a,, (2) =0.
2 2
Ot . Ot
e «,, (—€—> # (0, para m = 15, 18, 21 e 24; nas demais o, (_§_> =0 .
2 2

Entao da Eq.(4.24) obtemos:

(4.31)
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O conjunto solugao da equagao (4.31)(de oito incégnitas) é um subespago vetorial

(4.32)

de dimensao sete do espago solug¢ao do problema de autovalores dado pela Eq.(4.19). Assim,
correpondendo ao autovalor de multiplicidade sete g, podemos escolher sete autovetores
linearmente independentes. Assim, na Eq.(4.31) explicitamos «; em fungao dos demais
arbitrarios, isto €, a3 = —ap — ay — a5 — a7 — g — Qg — Q1.

Também da Eq.(4.24), o espectro LTS, tridimensional fica completamente descrito

com a determinacao dos autovetores correspondentes aos autovalores de mutiplicidade trés,

Ot
+—:
&2

(@) on(@) e e

15 <_£—:t> + g (_é_;jt) + g1 <_§_Z-t) + Qg (_é._:t> =0. (434)

O conjunto solucao de cada uma das Eqs.(4.33) e (4.34)(de quatro incognitas cada) é um

subespaco vetorial de dimensao trés do espago solucao do problema de autovalores dado por

(4.19). Assim, correpondendo aos autovalores de multiplicidade trés :I:?, podemos escolher,
2

respectivamente, trés autovetores linearmente independentes.

Neste ponto, prosseguimos para o capitulo 5, onde descrevemos um método analitico
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para problemas Sy de fonte fixa em geometria cartesiana tridimensional a uma velocidade,

que se fundamenta na andlise espectral descrita neste capitulo.



CAPITULO 5

O Método LTSN3D — DiagExp para Problemas de Fonte Fixa em Geometria

Cartesiana Tridimensional

Neste capitulo, estendemos ao caso tridimensional os resultados obtidos por[Hauser,
2002] para o problema de ordenadas discretas bidimensional. Construimos um novo algo-
ritmo para calcular os fluxos angulares médios, diagonalizando as matrizes de transporte
LTSy tridimensional e utilizando uma aproximagao exponencial para os termos de fuga
transversal. Esse método passa a ser denominado LT'Sy3D — DiagFExp e é a principal

contribuicao desta tese.

5.1 O Método LTSy3D — DiagExp para Dominios Homogéneos

Consideremos a equacao unidimensional na variavel z obtida no capitulo 4 anterior

d\Ifmx O¢ Os
_\I’mx —
7y @)+ o (@) = 3 o

D w0 Uy () = Spal(). (5.1)

n=1
Aplicamos a Transformada de Laplace com respeito a z em (5.1) com a notagao

LA{Ve(2)} = @mx(s) e £{Sma(2)} = me(s)
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Portanto, obtemos o sistema linear e algébrico

M
— — 1 — —
STy (8) + L0 (s) — o 2 0n0Tra(8) = Ui (0) + S (s). (5.2)
Hm L —
representado na forma matricial como
(s — AL)W,(s) = W, (0) + S.(s), (5.3)

onde, paral =1: M ec =1 : M, os elementos da matriz A,, de ordem M x M, tém a

forma
( 80y — 05w I— .
8pu
a,(l,c) = (5.4)
O tWe se l#c
\ 8,ul
Explicitamos os vetores
T, (s) = [ Trals) Tauls) - Uaras) | (5.5)
W (0) = [ W1s(0) Wau(0) - Wars(0) ] (5.6)

e, o vetor S, (s) possui componentes genéricos dados por

1
~ bepin,

%

em(8)

{@mgc(s) — N /0 [V, (5,6,2) — W, (5,0, 2)] dz] +

1
bepim,

|:€m /Ob (5,9, ¢) = Wn(s,9,0)] dy] ,
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param=1: M.

Em continuidade, na equacao unidimensional na variavel y que aparece como

7 0 Uy () = Sy (0) (55)

n=1

d\pmy O¢
y) + —Vpy(y) —
dy () N W(¥) 81m

aplicamos a transformada de Laplace com respeito a y e denotando £ {U,,,,(y)} = V., (5) e

£{Qy(y)} = Q,(s) obtemos o sistema linear ¢ algébrico

M
_ O — 1 _ _
§Wny(s) + n_tqjmy(s) - W Z W05 Wy (8) = Wiy (0) + Sy (5) (5.9)
m m o
representado matricialmente por
(sI — A)W,(s) = U, (0) + S,(s), (5.10)

onde, paral=1:M e c=1: M, os elementos da matriz A,, de ordem M x M, assumem

a forma

8y — oWy
— e l=c
8m

ay,(l,c) = (5.11)

OstWe se l#c.

\ 81
Definimos os vetores

— — — — T

U, (s) = [ Wiy(s) Way(s) -~ Uagy(s) |, (5.12)

W, (0) = [ Wyy(0) oy (0) - - - Wpr (0) ", (5.13)
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e, o vetor S, (s) possui componentes genéricos dados por

) = o [ Qu(6) = [ [Boa5,2) = W0.5.2)) 2] +

acnm,

Ul

(5.14)

- [gm /0 (U, (2, 8,¢) = Upy(z,5,0)] dx} ,

acnm,

param=1: M.

Similarmente, na equacao unidimensional na variavel z

d\Ijmz
dz

Os

— 3, an\llm(z) = Sm:(2), (5.15)

n=1

<a+gmaw

onde m = 1: M. Aplicamos a Transformada de Laplace com respeito a z, com a notacao

L£{V,..(2)} = V,..(s) e £{Q.(2)} = Q,(s), obtemos o sistema linear e algébrico

o 1 & S.(s)
§Upa () + — W (s) — — Z Wpo U, (8) = U,,,.(0) + =2 | (5.16)
representado matricialmente por
(sI — AW, (s) = U,(0) + S.(s), (5.17)

onde, paral=1: M ec=1: M, os elementos da matriz A,, de ordem M x M, apresentam

a forma

Bo—ovo
8&
a.(l,c) = (5.18)
TWw
S C l )
\ 5 se l#c¢

Ademais definimos os vetores
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U, (s) = [ Upa(s) Wauls) - Uppal(s) | (5.19)

U.(0) = [ U1.(0) War(0) - War (0) | (5.20)

e, o vetor S,(s) possui componentes genéricas

9]

l6) = i [@e6) = [ [Oa:9) = Wo0.0.9] o] +

! Nim /a [\Pm(x b 8) \Ijm(x 0 3)} dx
Cwém 0 T T ’
para m — 1: M.

As solugdes dos sistemas (5.3), (5.10) e (5.17) sao dadas, respectivamente, por

To(s) = (5T — A) "' [0,(0) + S (s)] | (5.22)
T, (s) = (s — A,) [, (0) + 5, (s)] (5.23)
T.(s) = (sT — A) "' [W.(0) + 5. (s)] - (5.24)

Para determinarmos os fluxos angulares, aplicamos a transformada inversa de

Laplace em (5.22), (5.23) e (5.24). Os resultados aparecem como

W, () = £7(s] — A,) 7 [0,(0) + 5a(s)]} (5.25)
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Wy (y) = £7{(s] = Ay) 7' [W,(0) + 5y ()]} (5.26)

U.(2) = L7 (] — A) " [W.(0) + S.(s)]} . (5.27)

Para determinarmos £ '{(sI — A,)™'}, £7{(sI — A)) '} e £7{(s] — A,)"'} ob-
servamos que, conforme a analise espectral descrita no capitulo 4, as matrizes A, , A, e A,

sao diagonalizaveis, isto é

A, =V, D, V', (5.28)

A, =V,D,V ", (5.29)
e

A, =V.,D, V', (5.30)

onde Dy, Dy e D, sao matrizes diagonais dos autovalores, e Vi , Vy e V, as matrizes de
autovetores correspondentes a A,, A, e A, respectivamente.

Portanto, escrevemos

L (sI— A7) = £ {(stVgl . VIDxV;l)_l} _

(5.31)
_ ! {(Vx (sI — D,) V;l)‘l} =V, £ {(s] - D,) "} V1.

Aqui, consideramos a matriz diagonal dos autovalores Dy expressa por



entao
sI — Dy =
(sI—Dy) ' =
(§]
(sI—Dy) " =

(&1 0 0
0 T2 0
0 0 m
— T 0 0
0 S —Tg 0
0 0 s—ry
- -1
55— 0 0
0 S —T9 0
0 0 s—ry
1 -
0 0
S—1T
1
0 0
S — T2
1
0 0
S — Tpr-
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(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

Consideramos que a transformada inversa de Laplace da matriz (5.34) é obtida
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aplicando a transforma inversa de Laplace em cada elemento da matriz. Portanto, obtemos

e 0 0
0 ergx Ce 0
£‘1{ (sI - D,)? } — = ¢Dxa (5.36)
0 0 eM*

E, substituindo o iltimo resultado na expressao (5.31), escrevemos

L£7H(sI = Ap) 7'} = VeVt (5.37)
De forma similiar, obtemos

£7H(sI = Ay) "y =V, £7H{(s] =D,) "}V 1 =V PV L (5.38)

LI —A) Y =V LY(sI -D,) '}V =V, PV L (5.39)

Substituindo os resultados (5.37), (5.38) e (5.39) respectivamente em (5.22), (5.23) e (5.24),
representando a operagao convolugao por *, determinamos a forma matricial analitica para

os fluxos angulares médios nas segoes transversais do dominio.

U, (1) = [V, eP* VU, (0) 4 [V,eP*V 1] x S, (z), (5.40)

U, (y) = [VyeDny;l]\Ify(O) + [VyeDny;l] * Sy (y) (5.41)
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V. (2) = [VoePF VL (0) + [VaeP VT 8.(2). (5.42)

O espago-solucao dos problemas (5.1), (5.8) e (5.15) é constituido por 3M autove-
tores V,, , V,, e V,,, linearmente independentes, multiplicados por exponenciais, cujos ex-
poentes sao os autovalores 7; , s; e t; de A, , A, e A, respectivamente. Estes autovalores
sa0 0s mesmos numeros reais para as trés diregoes espaciais, porém, como a ordenacao das
direcoes foi tomada de forma fixa, a ordenacao dos autovalores nas matrizes diagonais sao
distintas, o que implica que Dy # Dy # D,, ainda que possuam os mesmos elementos com

multiplicidades idénticas. Em continuidade, expressamos os fluxos angulares médios:
M
Uy(z) = AV, e = VyeP A, (5.43)
i=1

onde A = [Ay, Ay, -+, Ay|”,

M
U, (y) =Y BV, = Vye™B, (5.44)
=1
onde B = [By, By, - - -, Byt e
M
U.(2) = ) OV, " = V,ePC, (5.45)
=1

onde C = [C, Cy, - - -, Cy]".

Representamos as integrais dos termos de fuga transversal, aproximando-os por uma
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fungao exponencial, de forma similar ao efetuado na construcao do algoritmo LT Sy2D —

DiagFExp.
Definindo A como a constante de decaimento espacial e usando as notagoes abaixo,

aproximamos

/ U, (z,0, 2)dz = D,, e~ si9nipmAc (5.46)
0
/ U, (z,b, 2)dz = B, e~9nHmAc (5.47)
0
b .
/ U, (z,y,0)dy = F,, e~ si9nlkm)re. (5.48)
0
b .
/ U, (z,y, ¢)dy = Gy, e~ s19nHm)Ae (5.49)
0
/ U, (0,5, 2)dz = H,, e~ *9n0m)My (5.50)
0

/ U, (a,y, 2)dz = I, e~ 59mmm)Ay (5.51)
0
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/ U, (x,y,0)dr = J,, e 59mmm)Ay (5.52)
0
/ U, (z,y, c)dr = K,, e~s19nmm)y, (5.53)
0
b .
/ U, (0,9, 2)dy = Ly, e 59mEmAz, (5.54)
0
b .
/ U, (a,y, 2)dy = O,, e~ 59mEmA=, (5.55)
0
/ U, (2,0, 2)dz = P,, e~ 59nEm)rz, (5.56)
0
/ U, (2, b, 2)dz = R,, e~ 59 EmAz, (5.57)
0

As solugoes (5.40), (5.41) e (5.42) ficam completamente determinadas ao encontrar-
mos as 15M incognitas presentes nas expressoes (5.43) a ( 5.57). Para tanto, resolve-se um
sistema linear compativel, de 15M = 15N+ 30N equacoes, obtidas a partir da definicao dos

fluxos angulares médios em x = a , y = b e z = ¢, e da aplicacao das condigoes de contorno.
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5.2 Extensao para meios Tridimensionais Heterogéneos

Consideremos um meio heterogéneo cujo dominio geométrico é um paralelepipedo

P =1[0,a]x[0,b]x][0, ¢]subdividido em I x J x L paralelepipedos Py, k =1:1x J XL,

onde
I1:0<I2<I3<"'<$L’z;1<l’i<$i+1<"'<$171<SL’[:CL, (558)
N=0<pp<ys < - <Y1 <Y <Yjp1 < - <Y1 <ys;=> (5.59)
e
271=0<zm<zm< - <z a<z<zgn<--<z1<z=Cc. (5.60)

Para cada paralelepipedo P, k = 1 : [ x J x L, sao conhecidos os parametros
materiais uniformes que denotamos por oy, e o, .

Para obter as equagoes unidimensionais por integracao transversal sobre as equagoes
Sy como descrevemos no capitulo 4, é necessario observar as subregioes do dominio do
problema, aplicando adequadamente as propriedades da integracao, tais como aditividade
e da troca da ordem na integracao com as somas finitas. Explicitamos a abordagem para
algumas definigoes relacionadas com a equacao unidimensional na variavel = representada na

Eq.(4.3), fazendo



L-1

/ / 1 YJ Z 241 ( )
mx J] ' Ys 2 dydz = _/ / Vin(z,y,2)dz | dy
" be 0 be Jy, — ).

J-1 L-1

1 Yj+1 Zl+1
:bcz/ ( / m(T,y, 2 )dz)dy.
=1 =1

J]=

Portanto,
| oLt
_ - _ ()
ma( bcjz1 lzl Ui = ¥5) (2o — 2) Ul (@)

onde definimos o fluxo angular médio no retangulo [y;, yj+1] X [2, zi4+1] como

. 1 Yji+1 2141
WOl (x) = / / U, (x,y, 2)dydz .
Yj Z]

(Y1 — ¥5) (2101 — 21)

Ademais, observamos que

=1

//Q:r% dydz—Z/ym(_ ZMQ(wy, )

h‘,

b ow — /yjﬂ OV
" (z,y,2)dy = —(x,y,2)d
/an(y)y ]Zlyj 5y (@Y )y

<

-1

1

.
Il

k4
,_.
b‘

H

[\Ijm(a’:;yj-i-hz) - \Ij’m(xayjaz)] = qjm(:p?bv Z) - \Ijm<x7072) )
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(5.61)

(5.62)

(5.63)

Q Jl)

(5.64)

(5.65)
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e similarmente
© v [ ov
9%m ds — 9%m d
02 (z,y,2)dz ;/l 5 (z,y,2)dz

(5.66)

~

-1

= [\Ijm(xa y7 Zl-i—l) - \Ijm(xv y» Zl)] - \I/m({[‘, y’ C) - \I/m(l‘, y7 0) :
=1

Assim, a equagao unidimensional na varidavel x para o problema heterogéneo pode

Ser expressa Ccomo segue

J1 L1 gl > Y o
mx t . o ) '
—Lgul _ n\l/(]l) _ S0 . ‘
i dx + . e (T) . ;w e (2) le ;1 Y (x) (5.67)

Procedemos de forma semelhante com as equagoes unidimensionais na variavel y e

Quando aplicamos o algoritmo LT'Sy3D — DiagFExp em dominios heterogéneos, faz-
se necessario utilizar a propriedade da linearidade para a Transformada de Laplace e sua
inversa. E,para cada regiao Py, k = 1: 1 x J X L, Dgl) , D§,i1) e D;ij) denotam matrizes

(1) a5 matrizes dos autovetores

diagonais dos autovalores rU) | s o ¢(11) "¢ V(D ,V§,ﬂ) eV,

correspondentes a AUY, Agl) e A% respectivamente.
A solucao geral para cada paralelepipedo do dominio tridimensional heterogéneo,

em forma matricial analitica é dada por

W, (x) = [V P (Vi) w,(0) + [VEPE (V)] 500 (@) | (5.68)



72

-1 L-1 [ [V(u) Dy y( V§i1))—1] U, (0) + [V§1)6D§">y(vgl))—1] N Séiz)(y)] (5.69)
i=1 [=1
e
I-1 J-1
H D, 2(ViD)- ]\I,Z(O)Jr [V;ij)eD;iJ')Z(V(yu) } £ S0 )] . (5.70)

i=1 1

.
Il

Observamos que para determinar a solugao local , em cada regiao P, é preciso
utilizar representacoes semelhantes as expressoes (5.43) a (5.48) para os fluxos angulares
médios, e semelhantes a (5.46) a (5.57) para as integrais dos termos de fuga transversal,
combinadas com o uso adequado da funcao de Heaviside (ver exemplificagao (5.76), (5.77) e
(5.78)) gerando 15M (I x J x L) incégnitas a serem determinadas a partir da resolucao de
um sistema de 15M (I x J x L) equagoes lineares acopladas pela aplicacao das condigoes de
contorno e exigéncia de continuidade do fluxo angular nas interfaces de cada paralelepipedo

B.

5.3 Resultados Numéricos para Problemas Tridimensionais

Primeiramente, apresentamos os resultados numéricos gerados pelo novo método
LTSN3D — DiagExp aplicado a dois problemas modelos de transporte de néutrons tridi-
mensionais, contruidos a partir da sobreposicao das placas dos problemas bidimensionais:
[Barros e Larsen, 1992al, [Zabadal, 1994], [Mello e Barros, 2002] e [Hauser, 2002] para o caso
homogéneo e para o caso heterogéneo, a partir do problema modelo bidimensional em meio
heterogéneo resolvido no capitulo 2 desta tese. Foram consideradas as condigoes de fronteira

de reflexdo especular nas faces que constituem a base e o topo do paralepipedo, nos trés
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casos.

Como terceiro problema modelo, escolhemos um problema Benchmark proposto por
Kobayashi em 1997, [Kobayashi et al., 2001], o qual apresenta o valor do fluxo escalar em
pontos especificos do dominio. Diversos autores resolveram o problema e citamos aqui [Azmy
et al., 2001], [Brown et al., 2001], [Oliveira et al., 2001], [Suslov, 2001] e [Zmijarevic e Sanches,
2001]. Trata-se de problema tridimensional heterogéneo, cujo dominio é um cubo composto
por trés regioes caracterizadas por diferentes parametros nucleares.

Salientamos que utilizamos um raciocinio similar a [Suslov, 2001] e [Zmijarevic e
Sanches, 2001], os quais, para calcular o fluxo no ponto de interesse P, introduziram uma
grade numa pequena célula centrada em P. Quando o tamanho dessa célula tende para zero,
o fluxo médio da uma estimativa do valor do fluxo no ponto P.

Nos trés problemas modelos a seguir, a constante de decaimento exponencial esco-
lhida foi a secao de choque macroscopica de absorcao A\, = o = 0y — 0, que caracteriza
a regiao Py .

O algoritmo LT'SN2D — DiagEzp foi implementado utilizando o sistema de com-
putagao algébrica e simbodlica Maple e executado num Microcomputador Pentium 4 com

processador Intel 2.4GHz e 512 MB de memoria.

5.3.1 Problema Modelo Tridimensional Homogéneo

Nesta se¢ao aplicamos o algoritmo LT Sy3D — DiagExp para obter a solugao
numérica do problema de transporte de néutrons num cubo homogéneo com aresta de 20 cm.

O espalhamento € isotropico e os parametros materiais do meio sao especificados pelas se¢oes

1 1

de choque macroscopica de espalhamento e total dadas por o, = 0.5em™ e gy = 1lem™

respectivamente. Conforme ilustramos na figura 5.1, encontra-se localizado na origem um
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paralelepipedo de arestas 1c¢m x 1c¢m e altura 20 cm, o qual contém uma fonte de néutrons
de intensidade unitaria. As condigoes de contorno sao de reflexdo especular nos contornos

r=0,y=0,2=0e z=20cm e vacuo nos planos x =20cm e y =20cm .

15

Figura 5.1 — Dominio do Problema Tridimensional Homogéneo

Nosso objetivo é estimar a fuga de néutrons num retangulo de lado 4 c¢m e altura
20 cm, situado no canto direito do dominio no plano z = 20 ¢m (vide figura 5.1), com fluxo

sobre as dire¢oes que emergem do dominio, a partir da seguinte expressao para a corrente:

20 20
Jp = wmum/ ¥m(20,y, 2)dzdy . (5.71)
16 Jo

M

A notagao g no calculo da corrente denota que somente sao considerados os valores
m=1

de m correspondentes aos fluxos emergentes.

Observando a Eq.(5.71) e considerando a condigao de contorno reflexiva em z =0 e
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z = 20, temos a simulacao de um dominio infinito na direcao z, e portanto, o fluxo angular
independe de z, reproduzindo ficticiamente o problema bidimensional homogéneo. Assim, a
Eq.(5.71) aparece como

M
20

J, =20 Z Wyn m(20,y)dy . (5.72)

m=1 16

Logo, o resultado gerado por este experimento deverd ser da ordem de 20 vezes o
resultado gerado pelo método bidimensional LT'Sy2D — DiagExp, [Hauser, 2002].

Conforme mostram os resultados da tabela 5.1, temos um problema homogéneo de
transporte bastante absorvedor. Para ordem de quadratura N =4, N =6 e N = 8 os
valores obtidos com a execucao do algoritmo LT'Sy3D — DiagFExp foram comparados com
os obtidos pelo LTSy2D — DiagExp, [Hauser, 2002]. Nessa comparac¢ao o maior desvio

relativo ocorrido é de 7.8%

Tabela 5.1 — Resultados Numéricos do Problema Modelo Tridimen-

sional Homogéneo

Fuga de Néutrons (cm™2s™1) Desvio Relativo
N LTSN3D — DiagEzp Percentual
4 0.5403 x 10719 7,5%
6 0.4659 x 10710 7.8%
8 0.3218 x 10717 7.4%

No problema tridimensional homogéneo, reduzimos o tamanho da fonte unitaria

para um cubo de aresta 1cm , vide figura 5.2. Para os mesmos dados nucleares e condi¢oes
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de fronteira, calculamos a corrente de particulas saindo das regides assinaladas em vermelho
na figura 5.2. Conforme o esperado devido a simetria do problema, o valor da corrente nas

trés regioes ¢ praticamente o meema

¢

>
N

Figura 5.2 — Problema Tridimensional Homogéneo modificado

5.3.2 Problema Modelo Tridimensional Heterogéneo No.1

Utilizamos o algoritmo LT'Sy3D — DiagExp para resolver um problema heterogéneo
num cubo de aresta 10cm, construido a partir da sobreposicao do dominio do problema

bidimensional heterogéneo no.2 conforme ilustrada na figura 5.3.
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10

81 Ir IV

IT

Figura 5.3 — Dominio do Problema Tridimensional Heterogéno No.1

(a direita), construido a partir da placa (& esquerda)

A regiao em verde na figura 5.3 é a regiao que contém uma fonte unitaria, isotrépica e
uniformemente distribuida, caracterizada pelos parametros materiais o, = 0.5 ¢ 0, = 1 (05 =
0.5). As demais regides, nas quais a fonte nao estd presente, sdo caracterizadas por o, =
1.99 e 0, = 2 (05 = 0.01). As condigbes de contorno sao de reflexdo especular nas fronteiras
r=0,y=0,2=0e z=10cm e vicuo nos planos x = 10cm ey = 10cm .

Determinamos o fluxo escalar médio nos paralepipedos Ip, IIp e IV p, denotando-o
por ¢Ip, ¢llp e ¢IVp respectivamente. O fluxo na regiao I1Ip é equivalente ao da regiao
IIp, por simetria. Consideramos para a variavel z a expressao similar a do fluxo angular

médio dada pela Eq.(5.63), a qual foi integrada com respeito a z, conforme indicado nas



78

Eqgs.(5.73), (5.74) e (5.75) para o fluxo escalar médio:

1 M 10 p5 5
Ip— —
oIp 2507712_1%/0 /O/me(%y,Z)dwdydz

(5.73)
1 M 5 5
- %Zwm\/ / ¢m($,y)d$dy7
m=1 0 0
1 M 10 5 10
ollp = — wm/ / / Um (2, Yy, 2)drdydz
(5.74)
1 M 5 10
= 2_5zwm/ / %Dm(%y)dl“dyy
m=1 0 5
e
1 M 10 ,10 /5
DIVp= S w, / / / Y(z,y, 2)dzdydz
(5.75)

1 M 10,10

A tabela 5.2 lista os valores dos fluxos escalares médios nas regioes Ip, IIp e IVp.
Nesta tabela, o desvio relativo foi calculado comparando com os valores gerados pelo método
LTS2D — DiagFExp e listados na tabela 3.3. Nessa comparagao, observamos que o maior

desvio relativo é 8.3%.
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Tabela 5.2 — Resultados Numéricos o Problema Modelo Tridimen-

sional Heterogéneo No.1

Fluxo Médio Desvio Relativo

Regiao LTS43D — DiagExp

Ip 0.1798 x 10* 6.9%
Ilp 0.4703 x 10° 8.0%
IVp 0.2162 x 1071 7.5%

5.3.3 Problema Modelo Tridimensional Heterogéneo No.2

Escolhemos um problema Benchmark proposto por Kobayashi em 1997, [Kobayashi
et al., 2001], o qual apresenta o valor do fluxo escalar em pontos especificos do dominio. Di-
versos autores resolveram o problema e citamos aqui [Azmy et al., 2001], [Brown et al., 2001]
e [Oliveira et al., 2001]. Trata-se de um problema tridimensional heterogéneo, cujo dominio
¢ um cubo composto por trés regioes caracterizadas por diferentes parametros nucleares es-
pecificados na tabela 5.3. Conforme ilustra a figura 5.4, na regiao I esta presente uma fonte
unitaria , nas fronteiras * = 0, y = 0 e 2 = 0 as condigoes de contorno sao reflexivas e nas

fronteiras x = 100 cm, y = 100 ecm e z = 100 ecm as condigoes de contorno sao do tipo vacuo.
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Figura 5.4 — Problema Modelo Tridimensional Heterogéneo No.2

Tabela 5.3 — Dados do Problema Modelo Tridimensional Heterogéneo

No.2
Regiao S(n.em™3s7Y) | o(em™) | og(em™)
I - Fonte 1 0.1 0.05
IT - Vazio 0 0.0001 0.00005
IIT - Blindagem 0 0.1 0.05

Felizmente para esses dados, o raio espectral é menor do que um, em modulo, para
as trés matrizes A,, A, e A, e elas sao bem condicionadas, conforme detalharemos na secao
5.4. Por exemplo, para N = 16, o niimero de condicionamento da matriz A, é 15.9890.

Para exemplificar, com H = funcao de Heaviside, quando = = 0 na regiao I uti-
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lizamos
Vi (0,y, 2) = Crpe ™m0 [(H(y) — H(y — 10)) * (H(2) — H(z = 10))] ,  (5.76)
quando x = 0 na regiao I utilizamos

U, (0,1, 2) = Dyes9mrm)0-00005z [ pry, 10y — H(y — 50)) % (H(z — 10) — H(z — 50))]
(5.77)

e, quando x = 0 na regiao I utilizamos

U, (0,4, 2) = Epes9mum)0005e ((fr(y, — 50) — H(y — 100)) * (H(z — 50) — H(z — 100))] .
(5.78)
Para aplicar as condigoes de contorno e de interface, faz-se necessario observar a

ordenacao das direcoes discretas €2,,.

Para o caso de vacuo nas fronteiras consideramos que, para ¢ =1 : %7
o em x=100, ¥; = ¥sm _, = Wun_, = Vrn , = 0 e fluxo médio ¥,, é desconhecido nas
8 8 8

demais diregoes;

e em y=100, ‘I’%H = \I’%H = \P%H = \If%ﬂ. = 0 e fluxo médio ¥,, é desconhecido

nas demais diregoes;

e em z=100, \If%ﬂ. = W%H = \IJ%H = \I/%w_m- = 0 e fluxo médio V¥,, é desconhecido

nas demais diregoes.

Ao considerarmos as condicoes de reflexao especular obtemos que, para i =1 : %

)

oemx:O,\Ifi:\I’wH,\I’MH:\PzM . Wanm -:\I]LM -e\Ifw =V
8 8

OGmyZO,\Di:\If%Jﬂ,\P%Jﬂ:\D%
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[ emZ:O, ‘Iji:\ll%_"_i, \Il%—&-z:\ll%—l-leqj%—‘ﬂ,:ql%—&—z
Consideramos também as condicoes nas interfaces:

o« Wy, Wusyy, W,

M, ; € Wsu . incidem na regiao II com as caracteristicas do meio I em
8 8

+i
x = 10 e incidem na regiao III com as propriedades da regiao Il em x = 50; nos demais

casos, o fluxo ¥,, é desconhecido em z = 10 e x = 50;

; € Wrn incidem na regiao II com as caracteristicas do meio I em
8

y = 10 e incidem na regiao III com as propriedades da regiao II em y = 50; nos demais

casos, o fluxo ¥, é desconhecido em y = 10 e y = 50;

o Uy, W, Wam ; e Usn_; incidem na regiao Il com as caracteristicas do meio I em
8 8 8
z = 10 e incidem na regiao III com as propriedades da regiao II em z = 50; nos demais

casos, o fluxo ¥,, é desconhecido em z = 10 e z = 50.

Trabalhamos o problema em dois casos distintos, a partir dos valores do fluxo total
disponiveis para comparacao em [Kobayashi et al., 2001].

CASO A

Na tabela 5.4 sao apresentados os valores do fluxo escalar para o presente problema

Benchmark.
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Tabela 5.4 — Fluxo Conhecido para o Problema Modelo Tridimen-

sional Heterogéneo No.2, Caso A

Caso Coordenadas(cm)  Fluxo Escalar
(z,y,2) em 2571

(5,5,5) 0.829260 x 10"

(5,15, 5) 0.187028 x 10!

(5,25, 5) 0.713986 x 10°

(5,35,5) 0.384685 x 10°

A (5,45, 5) 0.253984 x 10°

(5,55, 5) 0.137220 x 10°

(5,65,5) 0.465913 x 10!

(5,75,5) 0.158766 x 10~

(5,85,5) 0.547036 x 1072

(5,95,5) 0.185082 x 1072

As coordenadas dos fluxos listados na tabela 5.4 estao localizadas sobre a reta ver-

melha na figura 5.5.
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Figura 5.5 — Localizagao do Fluxo Conhecido no Dominio do Pro-

blema Modelo Tridimensional Heterogéneo No.2, Caso

A

Utilizando a formulagao LT'S;3D — DiagExp com ordem de quadratura N = 4,
calculamos o fluxo médio num paralepipedo com arestas medindo 0.05cm, 90 cm, e 0.05 cm,
localizado de tal forma que a linha vermelha da figura 5.6 esteja no seu centro. Esse valor

foi denotado por ¢A e calculado usando

M 1 95 1 5.025 5.025
PA = wm—/ [—/ / Um(x,y, 2)dxdz | dy . 5.79
21: 90 J5 0.025 J, 4 ( ) ( )

975 975

Obtemos ¢pA = 0.9187 o que produz um desvio relativo de 8.3% quando comparado com o
valor gerado pela integracao numérica usando o método dos Trapézios na variavel y, con-
siderando 5 < y < 95 isto é, pAr = (1/90) * (10/2) * (8.2926 + 2 * (1.87028 + 0.713986 +

0.384685+0.253984+0.13722+4-0.0465913+0.0158766+0.00547036) +0.00185082) = 0.84170.



85

CASO B
Na tabela 5.5 sao apresentados os valores do fluxo total para o presente problema

Benchmark.

Tabela 5.5 — Fluxo Conhecido para o Problema Modelo Tridimen-

sional Heterogéneo No.2, Caso B

Caso Coordenadas(cm) Fluxo Total

(z,9,2) em 257!
(5,55,5) 0.137220 x 10°
(15,55, 5) 0.127890 x 10°
(25,55,5) 0.113582 x 10°
(35,55, 5) 0.959578 x 10!

B (45,55, 5) 0.782701 x 10~
(55,55, 5) 0.567030 x 10!
(65,55, 5) 0.188631 x 10~
(75,55,5) 0.646624 x 1072
(85,55, 5) 0.228099 x 102
(95,55, 5) 0.793924 x 10~%

As coordenadas dos fluxos apresentados na tabela 5.5 encontram-se sobre a reta

vermelha na figura 5.6.
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Figura 5.6 — Localizagao do Fluxo Conhecido no Dominio do Pro-

blema Modelo Tridimensional Heterogéneo No.2, Caso

B

Utilizando procedimentpo similar ao caso A, calculamos o fluxo médio num par-
alelepipedo com arestas medindo 90 cm, 0.05cm, e 0.05¢m, localizado de tal forma que a
linha vermelha da figura 5.7 esteja no seu centro. Esse valor foi denotado por ¢B e calculado

usando

5.025 55.025

M 95
1 1
B_§ il m(2,y, 2)dydz | dx . 5.80
¢ T “ 90/5 {0-0025 4.975 J44.975 V(@ y, 2)dydz | do ( )

Obtemos ¢B = 0.1293 o que produz um desvio relativo de 8.1% quando comparado com o
valor gerado pela integragao numérica usando o método dos Trapézios na variavel z, para
b < x < 95 ¢Br = (1/90) % (10/2) * (0.137220 + 2(0.127890 + 0.113582 + 0.0959578 +

0.0782701 + 0.0567030 + 0.0188631 + 0.00646624 + 0.00228099) + 0.000793924) = 0.1187.
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5.4 Analise do Condicionamento da Matriz LT Sy3D

Nesta secao determinamos o niimero de condicionamento da matriz LT Sy3D com
a finalidade de analisar a qualidade dos resultados numéricos obtidos.

Uma das medidas utilizadas é dada por

Cond(A:) = | A.IIAZ] - (5.81)

Quanto maior o Cond(A,), mais sensivel a perturbagdes serd o problema associado a matriz
A,.
No calculo do Cond(A,), podemos escolher qualquer norma matricial usual, [Ortega

e W.C.Rheinboldt, 1970], podendo ser ||A,|| a norma matricial do mdzimo das linhas, isto

M
[Az]] = [|Az]loc = maz {Z las(i,j) ], 1 <i < M} : (5.82)
j=1

Verificamos que Cond(A,) parece ser "pequeno”, mas nao sentimos seguranga em
afirmar que A, é bem condicionada, ou que A, é mal condicionada. Para podermos decidir,
escolhemos uma segunda medida de condiciomaneto, o Determinante Normalizado da Matriz
A,, [Ortega e W.C.Rheinboldt, 1970], cuja ordem de grandeza é menor do que a ordem de

grandeza do Cond(A,).

Por defini¢ao, o Determinante Normalizado da Matriz A, é dado por



88

Norm(A.) = —detA42) (5.83)
L X ag X ... X o

onde, para k = 1 : M, definimos

e o valor que pode ocorrer é limitado :
—1 < Norm(A,) < L. (5.85)

Quanto mais afastado de £1, isto é, quanto mais préximo de zero estiver o Norm(A,) , mais
mal condicionada serd a matriz A..

Apresentamos na tabela 5.7 os valores de Cond(A,)e Norm(A,) com ordem de
quadratura angular N = 4 e parametros nucleares que caracterizam os problemas multidi-
mensionais resolvidos neste capitulo. Analisando esses dados, concluimos que a matriz A,
é bem condicionada em todos os casos, exceto na regiao que contém a fonte no problema

tridimensional heterogéneo no.1.



89

Tabela 5.6 — Medidas de condicionamento da Matriz A, dos proble-
mas modelos tridmensionais desta tese para ordem de

quadratura N =4

Problema Modelo oiem™ Jo,em™t | Cond(A,) Norm(A,)
Tridimensional Homogéneo 1,05 5.7990981889 | 0.7318623630
Tridimensional Heterogéneo No.1 1,05 5.799098188 | 0.7318623630
Tridimensional Heterogéneo No.1 2,01 2.678412457 | 0.9975589699
Tridimensional Heterogéneo No.2 0.1 ,0.05 5.799098188 | 0.7318623630
Tridimensional Heterogéneo No.2 | 0.0001 ,0.00005 | 5.799098188 | 0.7318623630

A seguir, os valores apresentados nas tabela 5.7 e 5.8 foram gerados utilizando
a matriz A, caracterizada pelos parametros nucleares do problema modelo tridimensional
heterogéneo no.2, para diferentes ordens de quadratura angular.

Na tabela 5.7 e na tabela 5.8 incluimos o valor do determinante da matriz A, com a
finalidade de ilustrar que se o determinante de uma matriz é pequeno, nao significa que ela
seja mal condicionada. Constam também, os valores do raio espectral da matriz A,, p(A.,),
o qual cresce lentamente a medida que N cresce.

A titulo de ilustracao da magnitude dos valores obtidos na aplicacao das medidas
de condicionamento escolhidas, para uma matriz de Hilbert (tipicamente mal condicionada),
de ordem 168(= 12 x 14) temos Cond(Hilbert(168)) = 0.1398244707 x 10*° e para ordem

288(= 16 x 18), Cond(Hilbert(288)) = 0.6306068564 x 103



Tabela 5.7 — Medidas de condicionamento e raio espectral da matriz

A, para o, =0.1 e 0, =0.05

N | Cond(A,) |Norm(A,)| p(A,) Det(A,)

2 | 2.750000000 | 0.7412725630 | 0.1732050807 | 0.4049999981e — 6
4 | 5.799098188 | 0.7318623630 | 0.2856969806 | 0.3032081150e — 16
6 | 7.991606173 | 0.7293669594 | 0.3750438332 | 0.2557650824e — 31
8 | 9.957928469 | 0.7270907965 | 0.4582575490 | 0.2630285952¢ — 51
12 | 13.204400424 | 0.7203837172 | 0.5980410567 | 0.7301932637e — 107
16 | 15.98903807 | 0.7109192929 | 0.7196481209 | 0.2798561359¢ — 183

Tabela 5.8 — Medidas de condicionamento e raio espectral da matriz

A, para o; = 0.0001 e o, = 0.00005

Cond(A,)

|Norm(A,)|

p(A)

Det(A,)

12

16

2.750000000

5.799098188

7.991606173

9.957928469

13.204400424

15.98903807

0.7412725630

0.7318623630

0.7293669594

0.7270907965

0.7203837172

0.7109192929

0.1732050807¢ — 3

0.2856969806¢e — 3

0.3750438332¢ — 3

0.4582575490e — 3

0.5980410567¢ — 3

0.7196481209¢ — 3

0.4049999981e — 30

0.3032081150e — 88

0.2557650824e — 175

0.2630285952¢ — 291

0.7301932637e — 611

0.2798561359¢ — 1047

90

Analisando os valores de Cond(A,) e Norm(A,) que apresentamos nas tabelas 5.7 e

5.8 , percebemos que a medida que NN cresce, ocorre um crescimento muito lento de Cond(A,)
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e um decréscimo, muito lento de Norm(A,).
Isso sugere que o problema modelo tridimensional heterogéneo no.2 continuara bem
condicionado se na sua resolucao utilizarmos elevada ordem de quadratura angular, que é

um dos nossos objetivos como seqiiéncia de trabalho desta tese.



CAPITULO 6

Estimativa do Erro da Solugao LTSy Nodal em Geometria Cartesiana

Tridimensional

Neste capitulo analisamos a questao das aproximacoes obtidas com o método
LT SN3D, estabelecendo uma estimativa para o erro . Nosso trabalho fundamenta-se [Kaper
et al., 1982], [Zeidler, 1990], [Mokhtar-Kharroubi, 1997], [Mokhtar-Kharroubi e Sbhihi, 2005],
[Mokhtar-Kharroubi e Sbihi, 2006] e no estudo pioneiro da convergéncia do método LTSy
unidimensional , desenvolvido por [Pazos e Vilhena, 1998], [Pazos e Vilhena, 1999a], [Pazos
e Vilhena, 1999b], e;no estudo do erro do método espectral aplicado a equagao de Boltz-
mann dependente do tempo, [Pazos et al., 2002]. A convergéncia do método LTSy para o
caso bidimensional foi estabelecida em [Hauser, 2002] e [Hauser et al., 2005b]. Para tanto,
devemos definir os chamados erros no fluxo aproximado e na férmula da quadratura, depois
estabelecer uma relagao entre eles para finalmente estimar o erro global no fluxo aproximado.

Consideremos a equagao do problema de transporte monoenergético estacionario em

geometria Cartesiana tridimensional, escrita, conforme [Kaper et al., 1982] e [Pazos et al.,
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2002], na forma

o B B
:ua_x<x7y7zauvn7£) + na_y<x7yaz7,u77]7£> + 5@(%%27#7%5)

+h(z,y, 2, 1,1, )Y (x, Y, 2, 1, €) = qlx,y, 2, 1y, €)+ (6.1)

+ / Oy, 2 gl oo €) ki, €l €) il dof dE”.
:

Na Eq. (6.1) (z,y,2) € X = [0,a] x[0,b] x [0, c¢] s@o as varidveis espaciais
independentes no dominio X, um paralelepipedo; (z,y, z, u,n,§) representa o fluxo an-
gular de particulas na posi¢ao (z,y, z) migrando na diregao v = (u,n,€); h(x,y, z, 1,1, §)
é a freqiiéncia de colisao(quando constante, é igual a secao de choque macroscépica total
o) ;5 k(u,n, &' n', &) é a secao de choque diferencial de espalhamento; q(x,y, z, i, 1, §)
representa a fonte prescrista e V = { (1,m, €) ! w4+ =1 } A

As condicoes de contorno abrangem fluxo de entrada conhecido e reflexao especular.

Vamos denotar por o espaco de base por E = L! (X X V) € 0S 0S espacos aproxi-

M
mantes por E,; = H Lt (X X {(um,nm,fm)}) .

m=1

As solucoes sao estudadas nos subespagos de Banach definidos como seguem

W:{wéE‘Mg—i+ng—?+fg—f€E} (6.2)



94

WM:{{wm}GEM Hm gw + N gy +§m%€L1<X), Vm=1: M}

(6.3)
Fixando a diregao 2, = (tm, m, &n) , definimos a funcdo erro no fluro aproximado

como

em(2,Y,2) = V(2. Y, 2, oy T, Em) — Ym(2,y, 2), (6.4)

e a funcao erro na formula da quadratura por

Tm(x7y7 Z) :/Us(lum,nm,gm,u',n’,f’)¢(x,y,z,,u',n’,fl) d:uldn,dg,
\%

(6.5)
M
- Z Wm kmn ‘1’(1‘, Y, 2y bmy Nims gm) .
m=1
Com essas definigoes obtem-se a seguinte equacao entre esses erros :
O€m O€em O€m,
fin e (9, 2) (0 52) + o 570 0,2) + (2,9, 22, 2)
(6.6)
M
== Z Wn, kmn En(ma Y, Z) + Tm<x7 Y, Z) .
n=1

Multiplicamos ambos os lados da Eq. (6.6) por €,(z,y,z2) e integramos sobre o

dominio X a seguinte equagao :
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5 ///X 5a (x,y,2)dxdydz + 5 i ay(x,y,z)dxdydz

Em dep, 2

+ —(I7y, Z) dx dy dz + hm(xa Y, Z) Em(xv Y, Z) dx dy dz
2 x 02 x
M

:Zwmk‘nm/// en(x,y,z)em(x,y,z)dxdydz+/// en(2, Y, 2) Tm(2,y, 2) de dy dz .
n=1 X X

(6.7)
Realizando a integragao nos trés primeiros termos do lado esquerdo da Eq. (6.7) e

transpondo-os para o lado direito obtemos

M
///hm(x,y,Z)Ei(x,y,Z)d$dydz=Zwmknm/// en(2,y,2) (@, y, 2) du dy dz
X n—1 X

+/// (.Y, 2) T2, 2) dw dy dz + 12 // m(0,y,2) — e, (a,y,2)] dydz

X

—l-n?m/ / [e2,(2,0,2) — €5 (2, b, 2) dxdz—l——/ / (z,9,0) — 2 (z,y,0)] dudy.
0 Jo

(6.8)

Objetivando obter uma relagao entre os erros no fluxo aproximado e o erro na férmula

de quadratura, neste ponto nés definimos uma norma associada a féormula de quadratura,
a qual sera 1til para a analise da convergéncia das aproximacgoes LT Sy. Introduzimos as

defini¢coes do produto escalar e da norma
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o = (@),
<a|5>:///meam(x,y,z)ﬁm(x,y,z)dxdydz, (6.9)

Ha|\2:<a‘a> )
Agora, conforme [Pazos et al., 2002] e [Kaper et al., 1982], assumimos a seguinte
hipétese: 3 ¢, tal que h(z,y,z, 1, n,&) > N — co| (1,0, 8) |, V(2 9y, 2, 1,m,€) € X x V,

onde \' = mf{ lim h(z,y,z,u,n,§), (x,y,z)eX}.

|v|—0

Assim, a partir da Eq.(6.8) obtemos a desigualdade

[ [0~ almm &) éoy.2) dedyas <
X
M
Zwmknm/// en(x,y,Z)em(x,y,Z)dfcdydz+/// em(,Y, 2) Tm (2, y, 2) dv dy dz
n=1 X X

// 2(0,y,2) — e (a,y, 2) dydz—i——// 2 (2,0, 2) (x,b,z)] dr dz
// 2 (2,9,0) — &, (z,, )] dedy.

(6.10)
Multiplicamos todos os temos da inequagao (6.10) pelo peso w,, e somamos em

relacao a m. O resultado aparece como
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1=

o W = ol mstns&) ) [ [ [ el ydodyds <
X
M M
ZZwmwnknm/// en(,y, 2) €m(z,y, 2) de dy dz+
X

M
Zwm/// em(x,y, 2) Tz, y, 2) de dy dz +
X

m=1

(6.11)

S

c b
> Wm@/ / | (0,9, 2) = €(a,,2) | dydz+
m=1 0 0

M c a
E W @/ / ‘ e (2,0,2) — e (x,b, 2) | dr dz +
m=1 0 0

S

gm b a
Z Wm | 2 | ‘ 6%(1‘,:%0) - EEn(I,y,C) ‘ dl‘dy
m=1 0 Jo

Na seqiiéncia, considerando o parametro K, associado a func¢ao de espalhamento
k(z,y,z, pmn, & 1,0, &) e aos pesos da quadratura, [Pazos e Vilhena, 1999a], [Pazos e Vi-

lhena, 1999b], [Pazos et al., 2001] e, para cadam =1: M,

c b
Fim = \/ ol [ [ 2,0.0,2) - @) dyd (6.12)
0 0

Fom = \/@/ / |€2,(0,y,2) — €,(a,y, z) | dedz (6.13)
o Jo
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b a
Fzm = \/@/ / le2.(0,y,2) — €2 (a,y,2)| dedy , (6.14)
o Jo

dependendo das condigoes de fornteira somente, a aplicagdo da definicao da norma e da

desigualdade de Cauchy-Schwarz produz a desigualdade

N —co max |Qu|) €] < Kollell® + [[elllI 7+ | Bl + [ Eall + [ B3 -
m=1:M
(6.15)

Agora, na Eq.(6.15)considerando que para a contante positiva ¢ vale a desigualdade

1 7 ||?
el 7l < 5 (aner+ 150 (6.16)

obtemos a seguinte desigualdade

1 [kl
(v - o g 191} el < Kallel® + 5 (o1e+ EL ) pmp+imn 151
(6.17)
Portando, obtemos
[l
St A+ TE I+ ([ F
el < —2 5 (6.18)

N — ¢, max | ) - Ky — =
( ° m=1:M | m | 0 2
A expressao (6.18) estabelece uma relagao entre o erro no fluxo aproximado ,e, e o

erro na férmula de quadratura, 7. Observamos que no lado direito a segunda parcela depende

das condigbes de frornteira e, quando N cresce, isto é, para M = N(N + 2) suficientemente



grande, o primeiro e o terceiro termo do lado direito tendem para zero.
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CAPITULO 7

Conclusoes e Sugestoes para Trabalhos Futuros

Nesta tese estendemos o método LT Sy2D — DiagFExp para tratar problemas de
transporte de néutrons bidimensionais em dominios espaciais heterogéneos e construimos
um novo algoritmo para resolver as equagoes Sy tridimensionais em meios homogéneos e
hetrogéneos, por nés denominado LT'Sy3D — DiagFEzp.

Fomos motivados pelo fato de que com a aplicacao do método LT Sy2D — DiagExp
na resolucao de problemas de transporte de néutrons em dominios bidimensionais ho-
mogeéneos, conseguimos uma otimizacao no calculo da solugao geral devido a diagonalizagao
da matriz de transporte LTSy e otimizacao no calculo da solucao especifica do problema
devido a aproximagao exponencial para os termos de fuga transversal. O sistema linear que
precisa ser resolvido de 4M? = N4 4 2N3 4+ 4N? passa a ter 6M = 3N? + 6N equacoes. Por
exemplo, se N = 12, o sistema linear final diminui de 24768 para 504 equagoes.

Descrevemos detalhadamente a extensao do algoritmo LT'Sy2D — DiagEzp para
problemas de transporte de néutrons definidos em dominios espaciais heterogéneos. O novo
método foi utilizado para estimar numericamente o fluxo médio de um problema modelo,
semelhante ao de calculo de blindagem de radiagoes ionizantes. Obtivemos resultados que

produziram desvio relativo pequeno quando comparados com [Azmy, 1988b].
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Um grande avango foi a obtencao de resultados numéricos razoaveis para o problema
de ordenadas discretas bidimensional em dominio heterogéneo, com fonte fixa, isotrépico,
estacionario, e para ordem de quadratura angular N = 8.

Desenvolvemos a analise espectral da matriz de transporte LTSy tridimensional,
da forma sI — A., mostrando ser possivel diagonalizar a matriz A., apesar da existéncia de
autovalores com multiplicidade determinada pelo ntimero de vezes menos um que a com-
ponente &,, comparece no conjunto de dire¢oes discretas Q,, = (fbm, Yy &m) , m = 11 M,
M = N(N + 2), para cada ordem da quadratura angular N.

Um novo algoritmo, denominado LT'Sy3D — DiagFExp foi construido para re-
solver problemas de transporte de néutrons em geometria Cartesiana tridimensional, para
meios monoenergéticos, nao-multiplicativos, com espalhamento isotrépico para dominios ho-
mogéneos e heterogéneos.

Outro progresso que apresentamos foi a obtencao de razoaveis resultados numéricos
para ordem de quadratura angular N = 4 com a aplicacdo do novo método LT SN3D —
DiagFExp ao problema Benchmark tridimensional heterogéneo, proposto por Kobayashi em
1997, [Kobayashi et al., 2001], cujo dominio é um cubo composto por trés regides caracteri-
zadas por diferentes parametros nucleares.

Foi necessério utilizar um raciocinio similar a [Suslov, 2001] e [Zmijarevic e Sanches,
2001], os quais, para calcular o fluxo no ponto de interesse P, introduziram uma grade numa
pequena célula centrada em P. Quando o tamanho dessa célula tende para zero, o fluxo
médio da uma estimativa do valor do fluxo no ponto P.

Para investigar a influéncia dos erros de arredondamento e garantir a qualidade

dos resultados numéricos obtidos, calculamos o ntimero de condicionamento da matriz de
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transporte LT Sy. Concluimos que, nos problemas modelos resolvidos nesta tese, A, é bem
condicionada, sugerindo que poderemos obter resultados numéricos confidveis para elevadas
ordens de quadratura.

Finalizamos estabelecendo uma relagao entre os erros no fluxo aproximado e na
formula da quadratura. A convergéncia do método LTSy Nodal ocorre com condicoes de
fronteira e quadratura angular adequadas.

Portanto, o objetivo desta tese foi atingido. Uma anélise do trabalho realizado indica
que o método LTSy DiagFExp é promissor, pois sua convergéncia foi provada e os resultados
numéricos podem ser melhorados, pois foram obtidos utilizando um sistema de computacgao
simbdlica em equipamento de pequeno porte.

A fim de obter resultados numéricos para maiores valores de N é necessario utilizar
novos conjuntos de quadratura para o problema de ordenadas discretas multidimesional.

A partir desta tese ha uma seqiiéncia de trabalhos que podem ser desenvolvidos.

Podemos utilizar a andlise espectral desenvolvida para estudar questoes de estabili-
dade do método.

Perspectivas de continuidade e aplicacoes do presente trabalho incluem estender
nosso estudo a problemas de transporte de néutrons com espalhamento isotrépico depen-
dentes do tempo. Também, pretendemos aplicar o algoritmo LT Sy3D — DiagExp a proble-
mas de espalhamento anisotrépico.

Estamos aplicando o algoritmo num problema de interesse atual que surge na mo-
delagem de problemas de blindagem de radiagoes ionizantes, oil-well logging objetivando es-
timar a presenca de hidrocarbonetos (petréleo ou gés natural) no subsolo terrestre, [Brown,

1996).
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Também, o trabalho desenvolvido nesta tese é uma modelagem computacional de
problemas de transporte de particulas neutras com fonte prescrita ou incidéncia pelos con-
tornos e pode ser aplicado para calculos de blindagem que protege os equipamentos e as
pessoas da incidéncia de radiacao ionizante

Acreditamos ser possivel incorporar a formulacao LTSy nodal multidimensional na
modelagem de mesoescala em meteorologia, especificamente em modelos operacionais para

avaliacao do campo de radiagao na camada limite planetaria.
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