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OBJETIVO

O objetivo deste trabalho € mostrar como encontrar uma
representacao para qualquer primo da forma p=4k+1,
como soma de dois quadrados.

TEOREMA DE FERMAT

Cada primo p=1(mod4) é soma de dois quadrados.

Encontraremos uma representacao para cada primo
dessa forma a partir de propriedades de involucoes.

INVOLUCOES

Uma involucao em um conjunto X é uma bijecéo de X em
si mesmo que é igual a sua propria inversa.

Exemplo de Involucao:

1 1
2 2
3 3

Seja uma Iinvolucao a em um conjunto X e um ponto P
pertencente ao mesmo conjunto. Se a(P)=P, entdao P é
chamado ponto fixo de a.

O conjunto de todos os pontos fixos de uma involucao a
em um conjunto qualguer € chamado Fix(a).

Se uma involucao a em um conjunto gualquer nao tiver
pontos fixos, entdo a é uma involucao livre.

Denotamos a cardinalidade de um conjunto por “#".

PRINCIPIO 1

Se a e B sao duas involucoes no mesmo conjunto finito,
entao #Fix(a)=#Fix(3)(mod2)

olucoes e Teoreme
2 Somas de Dois Quadrac

GO TEIXEIRA DE TEIXEIRA - UFRGS
UR OSCAR LOPES - UFRGS - IMA

PRINCIPIO 2

Se a e B sao duas involugcdbes no mesmo conjunto finito, e
se a tem exatamente um ponto fixo, entao B tem ao
menos um ponto fixo.

Esse principio foi utilizado para provar o Teorema de
Fermat de uma forma bastante curta.

Tomamos o conjunto finito X:X(p):{(a,b,c)eN?'\ p=a*+4bc}.
Definimos a involucao a pela seguinte formula:
a:(a,b,c)—>(a+2c,c,b-a-c) se a<b-c

a:(a,b,c)—>(2b-a,b,a-b+c) se b-c<a<2b
a:(a,b,c)—>(a+2c,a-b+c,b) se a>2b

Definimos a involucéao (B pela seguinte formula:
B:(a,b,c)—(a,c,b)

A involucao a tem, para k>0, o ponto (1,1,k) como unico
ponto fixo. O ponto fixo de [, cuja existéncia é
assegurada pelo Principio 2, € a solucdo desejada da
equacao p=az+4hz.

O problema dessa prova € que a involucao 3 deve ter um
ponto fixo, mas n&o se tem ideia de gue ponto €. Entao, o
Principio 2 foi refinado a dar um algoritmo de forma a
obter um ponto fixo de B a partir do ponto fixo de a.
Partindo do ponto fixo de a, aplicamos as involucdes 3 e
a alternadamente até encontrarmos um ponto fixo de .
Indicamos a conclusdo mais formalmente através do
Principio 3.

PRINCIPIO 3

Sejam a e [ duas involucdoes arbitrarias sobre um
conjunto finito X. Entdo, ha uma Involucdo livre
canonicamente definida p sobre a uniao disjunta dos
conjuntos de ponto fixo de a e [3.
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