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RESUMO

Esta dissertacdo apresenta os resultados da aplicacdo de uma Sequéncia Didética que tratou da
retomada do estudo de relacionamento entre grandezas no Ensino Médio e a traducdo de
alguns destes relacionamentos para a linguagem de fungdes. O estudo foi desenvolvido em
uma turma de primeiro ano do Ensino Médio Integrado do Curso de Fabricagdo Mecénica do
Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul, no Campus
Caxias do Sul, RS. O trabalho inclui uma revisdo tedrica em relagcdo ao tema nos Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio, a analise critica de dois livros didaticos
recomendados pelo Programa Nacional do Livro Didatico de 2012 e uma Sequéncia Didatica
que envolve: uma revisdo de alguns tipos de relacionamento entre grandezas (que variam com
mesmo sentido, que variam com sentidos inversos, diretamente proporcionais e inversamente
proporcionais), uma introducéo ao estudo das fungdes, a defini¢do de fungdo que adotamos, as
funcbes Linear, do tipo Linear, Afim, do tipo Afim, Homogréfica da forma k/x (k constante
ndo nula) e do tipo Homogréfica, funcdo inversa e finaliza com uma avaliacdo da

implementagdo e dos resultados obtidos.

Palavras-chave: Funcdo. Fungdo Linear. Fungdo Afim. Funcdo Homogréafica. Grandezas.
Grandezas Diretamente Proporcionais. Grandezas Inversamente Proporcionais. Fungéo

Inversa.



ABSTRACT

This dissertation presents the results of applying a Didactic Sequence which dealt with the
resumption of the study of relationships between quantities in high school and the translation
of some of these relationships to language functions. The study was conducted in a first year
high school class, in the mechanical fabrication course, at the Federal Institute of Education,
Science and Technology of Rio Grande do Sul, campus Caxias do Sul. The work was modeled
on the didactic engineering for design, implementation and validation of the instructional
sequence and includes a literature review on the topic proposed in the National Curriculum
Guidelines for high school, a critical analysis of two textbooks recommended by the National
Te xtbook Program of 2012 and a instructional sequence that involves a review of some types
of relations between quantities (direct, inverse, direct proportionality, inverse proportionality),
an introduction to the study of functions, the function definition we adopt, linear functions,
linear type functions, affine functions, affine type functions, homographic functions in the
form k / x and homographic type functions, inverse function and concludes with an evaluation

of the implementation and results.

Key-words: Function. Linear Function. Affine Function. Homographic Function. Quantities.

Directly Proportional Quantities. Inversely Proportional Quantities. Inverse Function.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

O foco do trabalho que aqui apresentamos estd em uma proposta diferenciadora quanto
ao assunto Funcdes (reais de varidvel real) no intuito de retomar o estudo das grandezas no
Ensino Médio traduzindo para a linguagem de fungdes.

Consideramos realmente diferenciadora nossa proposta, pois num primeiro momento
realizamos uma revisdo da literatura relacionada ao tema, sem termos obtido trabalhos que
desenvolvessem o tema de forma semelhante ao por n6s proposto.

A ideia inicial de desenvolver este trabalho surgiu quando, em um férum de discussdes
do programa de pés-graduacdo em Ensino de Matematica da UFRGS, a professora Cydara
Cavedon Ripoll fez criticas mengdo & abordagem usualmente apresentada nos livros didaticos
quanto ao topico Funcdes, nos deixando curiosos e interessados, ao mesmo tempo em que
manifestava seu ponto de vista que no Ensino Médio deveria se retomar proporcionalidade e
outras relagdes entre grandezas ao trabalhar-se funges.

Como professor' de Matematica ha treze anos, na cidade de Santa Maria - RS, sempre
trabalhei com turmas de primeiro ano de Ensino Médio, onde o tema FuncGes é apresentado
aos alunos, sendo que, durante este periodo, trabalhei em uma escola publica estadual, quatro
escolas particulares e dois cursos preparatorios para vestibulares. Durante esta prética,
observei, por varias vezes, nos livros didaticos adotados, incoeréncias em relagdo ao tema,
sendo assim, sentimo-nos no compromisso de abordar também inversibilidade de funcdes
reais de variavel real para mostrarmos como a auséncia de énfase, defendida por nés, no
contradominio de uma funcdo e, consequentemente, no conceito de sobrejetividade, se reflete
neste conceito.

Para elaboracéo deste trabalho elencamos como alguns de nossos principais objetivos:

- revisdo e aprofundamento de grandezas diretamente e inversamente proporcionais,
bem como definir relacionamento entre grandezas onde temos a retomada no Ensino Médio
da ideia de proporcionalidade direta e proporcionalidade inversa, bem como de outros tipos de
relacionamento entre grandezas introduzindo a definicdo de grandezas que variam com o
mesmo sentido e com sentido contrarios, ndo s6 com o objetivo de tentar desfazer o obstaculo
didatico muitas vezes detectado entre os alunos de que todo par de grandezas que se

relacionam estd relacionado a proporcionalidade direta mas também com o objetivo de

1 Utilizarei aqui a primeira pessoa do singular por estar explicitando um pouco de minha prépria experiéncia
profissional.
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preparar o aluno para a reflexdo que ele deverd fazer sobre o par de variaveis reais
relacionadas por uma func&o real de variavel real;

- elaborar uma proposta didatica que contemple a definicdo de funcéo e que corrija as
incoeréncias e mal encaminhamentos usualmente encontrados em livros didaticos;

- abordar as fungdes Linear, Afim, Mondtonas e Homografica incluindo-as como
tradugdo dos relacionamentos entre grandezas estudados, incluindo a definigdo dessas
funcdes;

- introduzir o aluno ao pensamento matematico. Inicialmente salientamos que, neste
texto, denominamos demonstracdo o que € esperado como argumentacdo na matematica
como ciéncia, o que, em geral, consiste de uma organizacdo de encadeamentos logico
dedutivos a partir de hipdteses, ou ainda, de uma sequéncia de implicagdes baseadas em
definicdes e resultados previamente estabelecidos com este mesmo padrdo de argumentacéo, e
que muitas vezes precisam ser elaboradas fazendo uso de elementos genéricos de um
conjunto. Assim, ndo estamos nos referindo aqui as diferentes etapas que o processo de
argumentacdo pode assumir em sala de aula, como aponta Martins (2011), mas sim a ultima
delas, aquela que realmente € aceita pela matemética como ciéncia.

Mas também néo estamos subentendendo que uma argumentagdo, para ser legitimada
pela ciéncia mateméatica como demonstracéo, precise fazer uso da simbologia usualmente
utilizada pela matematica. Na nossa opinido, instigar a argumentacdo matemaética deve ser
anterior a fazer uso da simbologia, e por isso utilizamos uma metodologia que permite ao
aluno argumentar por meio de suas proprias palavras.

Um objetivo que surgiu no decorrer do desenvolvimento da proposta didatica foi a
inversibilidade de fungdes.

Consideramos de fundamental importancia que a proposta por nos elaborada fosse
testada, para verificar se os objetivos formulados de fato poderiam ser alcancados; entdo faz
parte deste trabalho, além de uma discussdo sobre o tema relacdes entre grandezas retomadas
no Ensino Médio, também a elaboracdo e implementacdo de uma Sequéncia Didética que
aborda o estudo das Grandezas (que variam com mesmo sentido, que variam com sentido
inverso, diretamente proporcionais e inversamente proporcionais) no Ensino Médio e a
traducdo destas relagGes para a linguagem de fungdes.

Durante o desenvolvimento do tema sentiu-se a necessidade de ampliar a discussao -
que ja envolvia definicdo de funcéo, fungdo linear com proporcionalidade direta, funcdo Afim
com grandezas que variam com mesmo sentido ou com sentidos inversos, funcéo

Homogréfica da forma k/x com grandezas inversamente proporcionais - incluindo o estudo da
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funcdo Inversa, isto por que sentimo-nos na obrigacdo de mostrar que nossa proposta
mantinha-se ainda consistente quando consideramos este tipo de fungdes.

E possivel encontrar nos PCN orientagdes para o estudo das fungdes associadas ao
estudo das grandezas (incluindo a homografica como equacionamento da relagcdo de
proporcionalidade inversa via linguagem de funcbes). Porém, observamos que, nos livros
didaticos, quase que em sua totalidade, a funcdo Homogréfica da forma k/x, ndo é apresentada
0 que nos motivou, mais ainda, a inclui-la em nosso trabalho.

Sabendo que o tema Grandezas é, normalmente, tratado nas séries finais do Ensino
Fundamental e, que nosso trabalho consistia em tornar a enfoca-lo no Ensino Médio, optamos
por elaborar um Questionario Sondagem o qual constou de quinze exercicios envolvendo
todos os casos de relagdes entre grandezas (que variam com mesmo sentido, que variam com
sentido inverso, diretamente proporcionais, inversamente proporcionais e que ndo se
relacionam), para que pudéssemos verificar o nivel de conhecimento/lembranga de nossos
alunos em relacdo ao tema. Os exercicios que foram usados neste questionario foram todos
incorporados novamente a Sequéncia Didéatica implementada posteriormente.

A Sequéncia Didéatica que elaboramos foi aplicada a uma turma de primeiro ano do
Ensino Médio, do Curso Técnico em Fabricacdo Mecéanica do Campus Caxias do Sul do
Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul (IFRS) na cidade
de Caxias do Sul, RS. Esta turma consistia de trinta e dois alunos, sendo trinta e um do sexo
masculino Do total de alunos, 71,8% haviam concluido o Ensino Fundamental em escolas
publicas, trés eram repetentes, e as idades variavam entre 14 e 17 anos.

Relatamos nos proximos pardgrafos o que é encontrado em cada capitulo deste
trabalho.

No segundo capitulo, abordamos os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) para o
ensino de Matematica e as Orientagbes Complementares aos Pardmetros Curriculares
Nacionais (PCN+) referentes ao estudo das fun¢bes no Ensino Médio.

No terceiro capitulo apresentamos uma anélise critica de dois dos sete livros didaticos
para o ensino de Matemética no Ensino Médio, aprovados no Plano Nacional do Livro
Didatico 2012. Esta analise fixou-se no tema func¢des, com especial atencdo as funcdes Linear
e Afim, uma vez que em nenhum deles encontramos a fun¢do homogréfica da forma k/x.
Nesta analise, apontamos incoeréncias geradas pelos textos bem como o que consideramos

encaminhamentos inadequados do ponto de vista da formagdo matematica de um estudante.
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O quarto capitulo consiste de uma apresentagéo do referencial no qual nos embasamos
para a construcdo desta proposta, tanto do ponto de vista da educagdo matematica
propriamente dita, quanto do ponto de vista das convic¢des matematicas que aqui seguimos.

No quinto capitulo apresentamos a implementacdo da Sequéncia Didatica elaborada e
explicitamos nossos objetivos e expectativas em relacdo as proposicdes feitas, bem como
relatamos o passo a passo da implementacdo da mesma. Incluimos na Sequéncia Didética,
além de objetivos, “bilhetes ao professor”. Estes se destinam aqueles que quiserem
implementa-la, e neles explicitamos muitas vezes sobre o que se espera do aluno naquele
momento. Incluimos neste capitulo também os raciocinios dos alunos, seus erros, seus acertos
e expectativas (correspondidas ou ndo). Estas observacfes serviram para que pudéssemos
aprimorar nossa proposta e produzir a proposta final que segue anexa a este trabalho.

No sexto capitulo chamado de consideragdes finais apresentamos as conclusdes a que
chegamos apds toda esta caminhada: PCN, Livros Didaticos, Literatura, planejamento e

Implementacdo da Sequéncia Didatica.
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CAPITULO 2 - PCNEM - PARAMETROS CURRICULARES NACIONAIS PARA O
ENSINO MEDIO

Encontramos nos Pardmetros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio do ano de
2002 (PCNEM) concepcdes e orientaces sobre o ensino de fungdes. Vemos, em Varios
momentos, algumas de nossas concepgbes contempladas nesse documento de referéncia
nacional, mesmo aquelas que ndo estdo em sintonia com o que encontramos nos livros
didaticos (e que sdo relatadas no Capitulo 3). Porém algumas outras de nossas concepcdes e
crencas no ensino de fungdes ndo estdo contempladas nos PCNEM. Elas ficam claras ao longo
deste capitulo.

A Sequéncia Didéatica que explicitamos no capitulo 4 e no anexo est4 em grande parte
em consonancia com este documento nacional. Os topicos que sdo abordados por nos e que
ndo estdo contemplados nos PCNEM sdo devidamente justificados ao longo do seu
desenvolvimento.

Introduzindo o texto a respeito dos conhecimentos de matematica, encontramos nos
PCNEM (2002, p. 69):

De acordo com a Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (Lei
n® 9.394/96), o ensino médio tem como finalidades centrais ndo
apenas a consolidacdo e o aprofundamento dos conhecimentos
adquiridos durante o nivel fundamental, no intuito de garantir a
continuidade de estudos, mas também a preparagdo para o trabalho e
para o exercicio da cidadania, a formacao ética, o desenvolvimento da
autonomia intelectual e a compreenséo dos processos produtivos.

[...]

Conforme destacam os PCNEM (2002) e os PCNEM+ (2002), o
ensino da Mateméatica pode contribuir para que os alunos
desenvolvam habilidades relacionadas a representagdo, compreens&o,
comunicagdo, investigacdo e, também, a contextualizagdo
sociocultural.

Afirmamos que as finalidades centrais do Ensino Médio destacadas neste trecho foram
respeitadas quando da elaboracéo e aplicacdo de nossa Sequéncia Didética, pois, além de
retomar e aprofundar conhecimentos adquiridos durante o nivel fundamental, nos
preocupamos com a elaboracéo de um material que primasse pela apresentacdo dos conteudos
de uma forma que despertasse, em nossos alunos, a busca por um saber matematico que ndo
fosse baseado em memorizagdes ou, simplesmente, em reproducéo de um modelo tradicional,

indo ao encontro de uma autonomia intelectual.
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Em relagdo as habilidades esperadas, tentamos elaborar um material que contemplasse
uma contextualizagdo com situagdes que fossem reais e que fizessem com que nosso aluno se
tornasse questionador e ndo um mero receptor de conhecimento.

Ainda na introducéo das orientacdes, encontramos nos PCNEM (2002, p. 69):

Ao final do ensino médio, espera-se que o0s alunos saibam usar a
Matemética para resolver problemas praticos do quotidiano; para
modelar fenbmenos em outras areas do conhecimento; compreendam
que a Matematica é uma ciéncia com caracteristicas proprias, que se
organiza via teoremas e demonstracdes; percebam a Matemética como
um conhecimento social e historicamente construido; saibam apreciar
a importancia da Mateméatica no desenvolvimento cientifico e
tecnoldgico.

Partindo do exposto acima, declaramos que tivemos o cuidado de elaborar uma
Sequéncia Didatica que levasse em consideragdo o fato de que a Matematica é uma ciéncia
dedutiva e também que tentasse estimular nossos alunos a praticar o ato de demonstrar, ato
este, normalmente, negado ao aluno ja nos livros didaticos e também, muitas vezes, omitido
pelo proprio professor em sala de aula. Sera possivel constatar neste trabalho que optamos por
deixar os alunos argumentarem primeiramente por meio de palavras para s6 entdo, quando
cabivel, reescrever seus argumentos usando a simbologia matematica.

Vemos esta forma de trabalhar os contetidos em consonancia com o que é apontado
nos PCNEM (2002, p. 69-70):

A forma de trabalhar os contetdos deve sempre agregar um valor
formativo no que diz respeito ao desenvolvimento do pensamento
matematico. Isso significa colocar os alunos em um processo de
aprendizagem que valorize o raciocinio mateméatico nos aspectos de
formular questdes, perguntar-se sobre a existéncia de solugéo,
estabelecer hipoteses e tirar conclusdes, apresentar exemplos e
contraexemplos, generalizar situagOes, abstrair regularidades, criar
modelos, argumentar com fundamentagéo I6gico-dedutiva.

Também significa um processo de ensino que valorize tanto a
apresentacdo de propriedades matematicas acompanhadas de
explicacdo quanto a de férmulas acompanhadas de deducdo, e que
valorize o uso da Mateméatica para a resolugdo de problemas
interessantes, quer sejam de aplicacdo ou de natureza simplesmente
tedrica.

Contrariando as orientagdes acima citadas, pudemos perceber que muitos livros
didaticos continuam sem uma preocupagdo efetiva com o método dedutivo caracteristico da
matematica. A grande maioria dos livros ainda mantém modelos baseados no formato “veja

como se faz e repita”, bem como ndo oportunizam ao aluno o questionamento sobre uma

solucdo ser tnica ou ndo. De fato, muitos livros, ao fazerem uma pergunta que possui resposta
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Unica, ndo permitem por meio de seus questionamentos que o aluno tente chegar sozinho a
esta conclusdo sobre a unicidade, pois o préprio questionamento j& a denuncia, como, por
exemplo, “qual o valor de x?”, no lugar de questionar “é possivel encontrar um valor para x?
Em caso afirmativo, quantos?”.

Em nossa Sequéncia Didética tentamos, sempre que possivel, levar o aluno a
questionar primeiramente a existéncia e a quantidade de solugbes para um problema, e
posteriormente, tentar determina-la. Preocupamo-nos também em néo reproduzir “receitas” na
resolucdo de problemas e exercicios, mas sim, em sugerir encaminhamentos que levassem o
aluno a construir o conhecimento, e que o mesmo tenha de fato clareza da informagéo que
estd adquirindo.

Tivemos a preocupacao, que é referendada por este trecho dos PCNEM 2002, de tentar
demonstrar ou deduzir a maior parte das formulas ou propriedades envolvidas no tema em
questdo, utilizando uma linguagem acessivel ao aluno. Para as demonstracdes, estimulamos 0s
alunos a criarem argumentos com suas palavras para, so depois, tentar transporté-los para a
simbologia matematica, com o objetivo de ndo deixar se formar a ideia de que uma
“demonstracdo” s6 é de fato uma demonstracdo se estiver expressa através de simbologia
matematica.

Com respeito ao que é tratado especificamente sobre o tema Funces nos PCNEM e
PCNEM+, temos, nos PCNEM (2002, p. 72) inicialmente sugestdes de como iniciar o estudo
do tema e também de como prosseguir:

O estudo de Fungdes pode ser iniciado com uma exploragéo
qualitativa das relagdes entre duas grandezas em diferentes situagdes:
idade e altura; area do circulo e raio; tempo e distancia percorrida;
tempo e crescimento populacional; tempo e amplitude de movimento
de um péndulo, entre outras. [...]

O estudo de Fungdes pode prosseguir com os diferentes modelos que
devem ser objeto de estudo na escola: modelos linear, quadratico e
exponencial.

Tivemos o cuidado de, antes de definir Func&o, retomar com os alunos relagdes entre
grandezas, incluindo os conceitos de grandezas diretamente proporcionais e inversamente
proporcionais, bem como definir grandezas que variam com mesmo sentido e grandezas que
variam com sentido inverso, para, depois, apresentar aos alunos uma série de exercicios que
trabalham as relagdes entre duas grandezas.

Parte do foco desta dissertagdo - conceito de fungdo e fungdo linear - estdo
contemplados nos PCNEM 2002. No entanto, abordamos também a funcdo homogréafica de

formula k/x (k constante ndo nula) por ser objetivo da mesma traduzir para a linguagem de
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funcbes ndo s6 a relacdo de proporcionalidade direta, mas também a relagdo de
proporcionalidade inversa.

Em relacdo ao tema inversibilidade de fungfes, encontramos quase nenhuma
recomendagdo nos PCNEM. O pouco que encontramos encontra-se nos PCNEM+ (2002, p.
120):

E importante evitar detalhamentos ou nomenclaturas excessivos. Por
exemplo, se o Unico caso de fungbes inversas que os alunos verdo no
ensino médio forem as fungBes exponencial e logaritmo, ndo h&
necessidade de todo o estudo sobre fungdes injetoras, sobrejetoras e
invertiveis.

Em nossa Sequéncia Didéatica, optamos por incluir o estudo de fungdes inversas para
mostrar ao leitor que as mudangas que propomos quanto a conceitos relativos ao tema fungoes
se mantém consistente quando abordamos inversibilidade.

Quanto ao estudo de gréficos, um detalhe de muita importancia est4d posto nos
PCNEM (2002, p. 72) no seguinte trecho: “A elaboracdo de um gréafico por meio da simples
transcricdo de dados tomados em uma tabela numérica ndo permite avangar na compreensao
do comportamento das fungdes”.

Entendemos, por esta colocagdo, que alguns poucos valores em uma tabela ndo séo
suficientes para comprovar ou deduzir o comportamento do grafico de uma funcéo cujo
dominio extrapola os valores tabelados.

Constatamos que esta orientagcdo, na grande maioria das vezes, ndo é considerada nos
livros didaticos que analisamos (veja Capitulo 3). Neles observamos que o estudo de gréficos
é justamente apresentado como a transcricdo de uma tabela em um gréafico. Na nossa opinido,
corroborada pela frase mencionada acima, a definicdo de funcdo e o estudo de gréfico
necessitam de muito mais cuidado ao serem abordados.

Na Sequéncia Didatica proposta neste trabalho, definimos gréfico e esboco do grafico,
e apresentamos a diferenca entre estes termos. A razdo para esta distin¢do ficard clara por
ocasido da Sequéncia Didética.

O préximo ponto aborda, justamente, o tema que deu origem ao nosso trabalho: a
retomada do relacionamento entre grandezas no Ensino Médio, mais especificamente no
estudo das funcdes. As orientagdes quanto a esta questdo, trazidas nos PCNEM (2002, p. 72-
73) sdo muito claras:

As ideias de crescimento, modelo linear (f(x) = ax) e
proporcionalidade direta devem ser colocadas em estreita relacéo,
evidenciando-se que a proporcionalidade direta € um particular e
importante modelo de crescimento. Nesse momento, também ¢é
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interessante  discutir o modelo de decrescimento com
proporcionalidade inversa (f(x) =a/x). O professor deve estar atento ao
fato de que os alunos identificam sistematicamente, de forma
equivocada, crescimento com proporcionalidade direta e
decrescimento com proporcionalidade inversa, e aqui é interessante
trazer situagbes do quotidiano para ilustrar diferentes tipos de
crescimento/decrescimento de grandezas em relagdo. Situagbes em
que se faz necessaria a funcéo afim (f(x) = a.x + b) também devem ser
trabalhadas.

Neste trabalho, tivemos o cuidado de focar o estudo da Funcdo Linear como a
tradugdo para a linguagem de fungdes de uma relacdo entre duas grandezas diretamente
proporcionais. Incluimos também, a Funcdo Afim como a tradugdo do relacionamento entre
duas grandezas que sdo apenas no mesmo sentido ou no sentido inverso e a Fungdo
Homogréfica da forma k/x (k constante ndo nula) como a traducdo do relacionamento de
proporcionalidade inversa. No entanto, discordamos da afirmagdo que “a proporcionalidade
direta € um particular e importante modelo de crescimento”, pois na fungdo linear o
coeficiente angular pode ser negativo sem que a proporcionalidade seja perdida. Maiores
detalhes séo apresentados no Capitulo 5.

A opcdo por iniciarmos nossa proposta para Sequéncia Didatica pela retomada do
tema “relacionamento entre Grandezas” deve-se ao fato de que, como bem é colocado nos
PCNEM 2002, os alunos de fato consideram “crescimento” e “proporcionalidade direta”
sindbnimos, bem como “decrescimento” e “proporcionalidade inversa”.

Damos especial atencéo a fungdo Afim, que descreve a relacdo entre duas grandezas as
quais sdo apenas grandezas que variam com mesmo sentido ou com sentido inverso e ndo
necessariamente sdo proporcionais, tentando desfazer a concepgéo erronea que o aluno traz do
Ensino Fundamental bem apontada nos PCNEM 2002, de associar crescimento a grandezas
diretamente proporcionais.

Um detalhe que julgamos merecer especial atencdo por discordarmos da forma como
estd apresentado nos PCNEM, diz respeito & displicéncia com que € tratado o dominio de uma
funcdo. Explicamo-nos: é possivel notar que fungdes escritas nas formas f(x) =a.x ou

f(x) = a.x + b sdo, em geral, referidas como fungdes respectivamente Linear e Afim,
independente do dominio. No entanto, ao defini-las, sempre se exige que dominio seja o
conjunto dos nimeros reais. A grande maioria dos livros didaticos define fungdo Linear, por
exemplo, da seguinte forma: “funcdo Linear é uma funcdo f: R — R definida pela formula

f(x) = a.x”.
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Esta incoeréncia aparece no trecho a seguir, retirado dos PCNEM (2002, p. 75): “As
progressdes aritmética e geométrica podem ser definidas como, respectivamente, fungdes
afim e exponencial, em que o dominio é o conjunto dos nimeros naturais”.

Por isso discordamos dos PCNEM e dos livros didaticos. Acreditamos que, ao definir
estas fungdes tendo como dominio o conjunto dos ndmeros reais, os livros didaticos acabam
criando um desservico para a Educacdo Matematica, pois, ao se definir tais fungdes, se
enfatiza a questdo do dominio R, porém, ao trabalhar com situacBes contextualizadas
normalmente o dominio ndo é R. Um exemplo classico que € dado como funcdo Afim é o
valor de uma corrida de taxi, onde se atribui um valor para a bandeirada e outro para cada
quilometro rodado. O dominio desta funcdo é um conjunto de nUmeros reais positivos,
enquanto que a definicdo da fungdo Afim exige que o dominio seja o conjunto dos nimeros
reais.

Em nossa Sequéncia Didatica, optamos por chamar de fungdo “do tipo” as fungdes que
podem ser expressas por formulas linear e afim, mas que tém dominio ndo necessariamente
igual a R. Julgamos esta distingdo importante de ser salientada, pois, por exemplo, uma
funcdo que é apenas do tipo quadrética, ndo necessariamente tem como ponto de minimo ou
de méximo, o valor da abscissa que corresponde ao veértice da pardbola que contém o seu
gréfico, ja que este valor pode nem fazer parte do dominio da fung&o.

Por isso, em nossa Sequéncia Didatica introduzimos a nomenclatura “do tipo” e
salientamos que, com esta nomenclatura, Progressdo Aritmética na linguagem de fungBes
corresponde apenas a uma funcdo do tipo Afim, pelo fato de ter como dominio apenas o
conjunto dos nimeros naturais.

Também dos PCNEM+ (2002, p. 118) selecionamos alguns trechos que consideramos
importantes a respeito do estudo de Fungdes, sendo que 0S mesmos séo apresentados como
Tema 1 Algebra: Nameros e Funges:

O estudo das fungdes permite ao aluno adquirir a linguagem algébrica
como a linguagem das ciéncias, necessaria para expressar a relagdo
entre grandezas e modelar situagdes-problema, construindo modelos
descritivos de fendmenos e permitindo varias conexdes dentro e fora
da propria matematica.
Discordamos quando é colocado que “o estudo das funcbes permite ao aluno adquirir a
linguagem algébrica”, pois sabemos que o estudo da Algebra se inicia no Ensino
Fundamental. Em nossa opinido, mais adequado seria o termo “reforcar” ou “sedimentar”, no

lugar de *“adquirir”, considerando que o estudo das funcdes permite ao aluno uma maior
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familiarizacdo com a élgebra e, assim, talvez, a partir do estudo de fun¢des, fique mais fécil
perceber uma importante utilidade da &lgebra dentro da matematica.

Nos PCNEM+ (2002, p. 118) quanto ao conceito de funcdo, encontramos: “... a énfase
do estudo das diferentes fungdes deve estar no conceito de fungdo e em suas propriedades em
relacdo as operacdes, na interpretacéo de seus gréaficos e nas aplicagbes dessas fungdes”.

Nos livros didaticos analisados, percebemos que a falta de cuidado ao conceituar
funcdo acaba gerando algumas contradicdes. Um exemplo claro disto é a atengdo que Varios
autores ddo ao contradominio de uma fun¢do numérica, sugerindo que fungdes com mesmo
dominio e mesma formula acabem sendo consideradas diferentes s6 porque tém
contradominios diferentes.

Em nossa Sequéncia Didatica tentamos ndo repetir este tipo de contradicdo no caso de
funcOes reais de varidvel real, dando nenhum destaque ao contradominio, considerando-o
sempre igual a R (maiores detalhes s&o apresentados no Capitulo 4).

Ainda com relacéo ao pardgrafo mencionado acima, tirado dos PCNEM+, ressaltamos
a falta de clareza quanto & énfase “em suas propriedades em relacdo as operacfes”: a que tipo
de operagdes referem-se: seriam as operacdes que aparecem em suas formulas ou seriam as
operagdes com fungbes?

Quanto a abordagem utilizada para se chegar a definicdo de funcdo dizem os
PCNEM+ (2002, p.118):

Tradicionalmente o ensino de fun¢des estabelece como pré-requisito o
estudo dos numeros reais e de conjuntos e suas operacdes, para depois
definir relagdes e a partir dai identificar as fungdes como particulares
relacbes. Todo esse percurso &, entdo, abandonado assim que a
definicdo de funcéo é estabelecida, pois para a analise dos diferentes
tipos de fungdes todo o estudo relativo a conjuntos e relages €
desnecessario. Assim, o ensino pode ser iniciado diretamente pela
nogdo de funcdo para descrever situagdes de dependéncia entre duas
grandezas, 0 que permite o0 estudo a partir de situagdes
contextualizadas, descritas algébrica e graficamente.

Concordamos com os PCNEM+ 2002 quando sugerem que o ensino de funcdo pode
iniciar diretamente pela nogéo de funcdo para descrever situacdes de dependéncia entre duas
grandezas, porém ndo podemos esquecer que, mesmo que ndo seja feita referéncia a funcéo
numérica, continuamos utilizando operacfes entre conjuntos, haja visto que, ao definirmos
funcdo, estamos associando varidveis e o universo no qual ela estd inserida € um conjunto.
Também devemos considerar que toda funcdo é um subconjunto do produto cartesiano e,

portanto, consideramos que as operagdes entre conjuntos ndo sao simplesmente abandonadas.
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Quanto & excessiva formalidade no estudo de funcdes, temos nos PCNEM+ (2002, p.
118): “Toda a linguagem excessivamente formal que cerca esse tema deve ser relativizada e
em parte deixada de lado, juntamente com os estudos sobre fungdes injetoras, sobrejetoras,
compostas e modulares”.

Concordamos com os PCNEM+ 2002 no sentido de sugerir deixar de lado toda e
qualquer formalidade desnecesséria. Ressaltamos que, em nossa Sequéncia Didética,
trabalhamos o conceito de fungéo inversa sem depender do conceito de sobrejetora (por
coeréncia com a discussdo feita acima sobre a énfase no contradominio) e envolvendo a
composicdo de fungbes sem, em nenhum momento, precisar defini-la (Maiores detalhes no
Capitulo 5 quando da Implementacdo da Sequéncia Didatica).

No proximo capitulo apresentamos uma andlise de dois dos livros didaticos
recomendados pelo Programa Nacional do Livro Didatico para o ano de 2012 (PNLD 2012).
Convém salientar que os dois livros didaticos por nos analisados trazem, cada um, um

capitulo/Capitulo que trata exclusivamente da fun¢do modular aqui ndo abordada por nos.
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CAPITULO 3 - ANALISE CRITICA DE LIVROS DIDATICOS

Este capitulo trata da analise critica de dois Livros didaticos de matematica para o
Ensino Médio, no que diz respeito a contetdos referentes a funcdes, escolhidos entre os sete
Livros didaticos selecionados no Plano Nacional do Livro Didatico (PNLD) do ano de 2012.

Os livros escolhidos foram Matematica Contexto e Aplicacdes, Volume 1, de Luiz
Roberto Dante, 2012, Editora Atica, que neste texto sera chamado de Livro 1 e Matematica
Ciéncia e AplicacOes, de Gelson lezzi, Osvaldo Dolce, David Degenszajn, Roberto Périgo e
Nilze de Almeida, Volume 1, 2012, Editora Saraiva, que neste texto sera chamado de Livro 2.
A escolha do Livro 1 deu-se pelo fato de o autor do presente trabalho ter utilizado o autor
Dante durante todos os anos em que atuou em uma escola publica estadual. O Livro 2 foi
escolhido por termos tido a informacdo de que estes dois livros representariam em torno de
65% do total de livros didaticos de Matematica comprados pelo Governo Federal para as
escolas publicas, por conta da implementagdo do PNLD.

Nossa motivagéo para esta andlise critica deriva de alguns fatores importantes. Um
deles é o papel que os Livros indicados pelo PNLD exercem sobre os educadores e alunos das
escolas publicas brasileiras, servindo muitas vezes como Unica fonte de referéncia para o
professor:

Né&o tendo oportunidade e condi¢bes para aprimorar sua formagdo e
ndo dispondo de outros recursos para desenvolver as praticas da sala
de aula, os professores apoiam-se quase exclusivamente nos Livros
didaticos, que, muitas vezes, sdo de qualidade insatisfatoria.
(BRASIL, 1998, p. 21-22).

Consideramos grave o fato de termos livros didaticos com problemas de estruturagdo
quando temos em nosso pais a realidade de grande parte dos nossos professores se utilizarem
apenas deles como recurso para a sua prética profissional.

Por experiéncia propria, que a grande maioria dos estudantes raramente busca outro
recurso para estudar matematica além do livro didatico adotado em sua escola. Consideramos
este um fato muito importante durante nossa analise, pois ao nos depararmos com um livro
que contem erros, frases inadequadas ou ma condugdo dos contetidos, damo-nos conta que um
estudante que se utilize somente deste livro provavelmente levard consigo 0s mesmos erros
apresentados, outras vezes tera grande dificuldade em compreender determinados conteiidos
por ter se baseado em um texto inadequado. Uma vez que este conhecimento errado é
internalizado, ndo é uma tarefa fécil a reconstrucdo do conhecimento. Exemplos claros disto

podem ser vistos em muitos alunos de Licenciatura em Matematica, tanto calouros quanto
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alunos ja nos periodos finais do curso, levando consigo defini¢Bes equivocadas. Também é
preocupante o fato de que, uma vez que o professor leva consigo o erro, provavelmente o
reproduzird em suas aulas, gerando a propagacéo do mesmo.

Somos de opinido que a pratica de analise de livros didaticos deveria ser muito mais
difundida entre estudantes de licenciatura, pois desta forma, além de o futuro professor se
tornar mais preparado para este tipo de prética, acreditamos ndo s6 que os autores passariam a
dar maior atengdo ao que apresentam nos livros mas também por imaginarmos que 0s atuais
estudantes de Matematica se tornem no futuro autores de livros didaticos, e entdo a tendéncia
seria de estes também futuramente preocuparem-se com uma escrita mais cuidada.

Registramos aqui esta analise também por considerarmos de suma importancia a
forma com que é tratado o aprendizado de nossos alunos, esperando que a condugdo dos
assuntos seja feita de forma correta e clara. Ela serviu como estimulo para que nos
esforcidssemos por tentar que a Sequéncia Didatica apresentada no capitulo 5 ficasse bem
estruturada em todos os sentidos.

Nos livros analisados, varios problemas foram constatados; escolhemos iniciar
apontando algumas incoeréncias apresentadas pelos autores quanto ao método matematico
empregado na condugdo do assunto funcdes e seguir fazendo as criticas preferencialmente na

ordem em que os contelidos sdo tratados nos proprios livros.

3.1 SOBRE O METODO MATEMATICO: DEMONSTRACAO X “OBSERVE E VEJA O
QUE ACONTECE”

Observamos que, na maioria das vezes, a demonstracdo dos fatos é deixada de lado
pelos autores de ambos os livros, e simplesmente é usado o método de observar o que
acontece pela apresentacdo de alguns exemplos e, a partir dai, considerar-se como verdadeiro
também para todo e qualquer outro caso que se encaixa nas hipoteses de tal afirmagdo. Para

que nos fagamos claros, observemos o exemplo a seguir retirado do Livro 1:
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. Graéfico da funcac inversa

Vamos observar, através de exemplos, como ficam dispostos os gréficos de uma funcéo f e da sua funcéo
inversa f~' em um mesmo sistema de eixos.
19) Seja a funcao f dada por f(x) = x + 2 e a sua fun¢do inversa dada por f~'(x) = x — 2.

f

X y = f(x)
0 2 ,retay =x
1 3 §1
2 4

£ X Se (a, b) pertence ao grafico
X y = f(x) de f, entdo (b, a) pertence

ao gréafico de £71.

0 =
1 — ]
2 0

163

Capitulo 3 | Fum;ﬁés
Figura 1 — Recorte do Livro 1, pagina 103.

2°) Seja a funcdo bijetiva f: R, =R, dada porf(x) = X e a sua funcdo inversaf~: IR, = IR, dada porf~1(x) = /x_

f
X y = f{x)
0 0 | (a,b) e (b, a) sdo pontos
1 1 f simétricos em relacdo
£
X y =f(x)
0 0
S e =
1 1
| 4 2

Os exemplos dados sugerem que o gréfico de uma fun
mrelacio aretay = x, que represents z bissetr
:asos de duas funcées inversas.

cao f e o gréfico da sua funcio inversa £~ sdo simétricos
iz dos quadrantes impares. E possivel provar que isso ocorre em todos os

Figura 2 — Recorte do Livro 1, pagina 104.

Observe que a simples comparacéo entre duas tabelas, com apenas trés valores cada,
serviu ndo apenas para eshogar o grafico com infinitos pontos como também para estabelecer
que os graficos sdo simétricos em relagdo a bissetriz dos quadrantes impares. Ressalte-se que,
com a frase “é possivel mostrar”, o autor manifesta sua escolha pela ndo énfase ao método
matematico, pois esta € uma demonstracdao que ndo foge do nivel de um aluno de ensino

médio.
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Também muitas vezes observamos que os autores alimentam a crenca comum de que a
resposta para problemas matematicos é sempre Unica (provavelmente atrelada ao fato de que a
matematica é uma ciéncia exata). Isto ocorre em varios momentos onde os autores perdem a
oportunidade de deixar o estudante questionar se diferentes solu¢bes sdo possiveis, pois as
perguntas sdo feitas ja de forma que a resposta seja Unica, como no item (c) do exemplo 5

abaixo, retirado do Livro 1:

2. Observe na tabela a medida do lado (em cm) de uma e) Com um custo de R$ 120,00, quantas pegas podem
regido quadrada e sua area (em cm?). ser produzidas? :
Medida do lado el 7 5. Um cabeleireiro cobra R$ 12,00 pelo corte para clientes

com hora marcada e R$ 10,00 sem hora marcada.
Ele atende por dia um ntimero fixo de 6 clientes com ho-
ra marcada e um nuimero variavel x de clientes sem

(em cm)
Areafemem? | 1| 9 |16(3025{100|... | £

a) O que é dado em funcéo do qué? hora marcada.
b) Qual é a variavel dependente? a) Escreva a férmula matemaética que fornece a quan-
¢) Qual é a variavel independente? tia Q arrecadada por dia em funcédo do nlmero x.
»
Capituln 3 | Funcies g 73

Figura 3 — Recorte do Livro 1, pagina 73.

b) Qual foi a quantia arrecadada num dia em que fo-
ram atendidos 16 clientes?

) Qual foi o ndmero de clientes atendidos num dia

i d) Qual é a regra que associa um nimero natural ao
f seu sucessor?

epiqueor e e) Qual .é o sucessor do maior nimero natural de trés
d) Qual é a expressao que indica 0 nimero C de clien- ‘ SESHETE
tes atendid i 5 - i
‘ atendidos por dia em funcio de x? | Desafioc em dupla oA e

Figura 4 — Recorte do Livro 1, pagina 74.
Jano Livro 2, destacamos 0s seguintes trechos de dois exercicios:

2 1.uma fungdo real é dada pela lei f(x) = x2— 3x + 5.
Determine os vaiores de g, tais que:

fla)-fa +1) = —;-.f(za)

STOCKXPERT/IMAGE PLUS

2 2.Sabendo que f(x) = 4x - 5, simplifique a expresséo

in:;ﬁ, definida para x # 3.

23 Sejaafungéof:R — R definida por f(x) = 2x2-3x + 4.
Determine o valor de m tal que f(m) = f(m - 1).Faga
a verificagdo da resposta encontrada.

Figura 5 — Recorte do livro 2, pagina 51.

Nos trechos mostrados, damos especial énfase ao fato de os autores ignorarem o
questionamento sobre a existéncia dos valores questionados. Consideramos muito mais

educativo questionar o estudante sobre a existéncia desses valores e também se, em caso
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afirmativo, eles sdo Unicos. E comum encontrarmos estudantes, inclusive de graduago, que
apresentam grande dificuldade em aceitar problemas matematicos cuja solu¢do ndo seja Unica
ou talvez ndo exista, isto observado pelo autor e pela orientadora deste trabalho em suas
experiéncias em sala de aula, principalmente em periodos iniciais dos cursos de graduacéo em
Matemética.

Seguindo nossas observacfes em relacdo a énfase a0 método matematico nos livros
analisados, apontamos na Figura 4 outro trecho do Livro 1, exibindo um exemplo no qual ha
uma falta de cuidado com que as informagdes sdo apresentadas. Primeiramente, tem-se ai uma
funcdo cujo dominio é o conjunto dos numeros reais; porém, para construir o esbogo do
grafico, se utiliza, sem maiores comentarios, de uma tabela que ainda falha no sentido de sé
apresentar nimeros inteiros. A seguir, o autor até coloca bem que “agora o grafico é o
conjunto de todos os pontos”, porém segue conduzindo mal o assunto, quando afirma,
novamente sem maiores comentarios, que este conjunto resulta na reta que € apresentada na
figura. SO a seguir o autor indica que, mais adiante, o aluno leitor vera que este tipo de funcéo
tem como esbogo do grafico efetivamente uma reta, e que entdo bastariam dois pontos para
traca-la.

Outro item a ser destacado, ainda sobre 0 método matematico empregado, diz respeito
a determinacdo de dominio e da imagem de uma funcéo a partir dos esbocos dos gréficos. Por

exemplo, no Livro 1 encontramos:

Determinacdo do dominio e daimagem de uma funcéo, conhecendo o grafico

Observando o gréfico de uma fungdo no plano cartesiano podemos, as vezes, determinar o dominio D e o
conjunto imagem Im da funcao, projetando o grafico nos eixos:

y y
ailczoas .
imagem : gréfico G
T E /Vdef : 2
g vgréﬁcodeg
e |
; .‘ x E 03 “"x‘f x
0 2 L 4 -1 0 1
dom’inic
Df)=xeRl2<x<4=[24] D@=xeER|I-1<x=s1}=1-1,1]
imff)={yeRl1<y<5}=[1,5] Img)=fyeRI03=<y<2=1[03;2]
Capitulo 3 | Fungfes 85

Figura 6 — Recorte do Livro 1, pagina 85.
Nossa primeira critica neste momento se da ao fato de o autor, no trecho em destaque,
colocar que o dominio e o conjunto imagem de uma funcdo podem ser determinados “as

vezes”, sem deixar claro ao leitor quais sdo “as vezes” em que isto é possivel de ser feito.
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Criticamos também a forma como foram determinados dominio e imagem nos esbogos que
foram apresentados, pois, a0 ndo conhecermos as fungdes que os geraram, ndao podemos
afirmar que os tracados séo de fato continuos. Por exemplo, nada nos garante que o dominio
ndo esteja contido no conjunto dos nimeros racionais. Além disso, o uso de apenas exemplos
triviais, cujo dominio é finito, ndo leva o estudante a analisar casos onde o dominio é infinito
ou ndo continuo, enfim a avaliar a dificuldade geralmente embutida na questdo de
determinagdo do conjunto imagem.

Sobre a maneira como os autores introduzem o estudo das fungdes, foi possivel
constatar que, dos dois Livros analisados, o Livro 2 foi bastante coerente em sua motivacéo
para o estudo de funcdes, conduzindo de forma clara e correta a apresentagdo das situagoes
que geram fungBes. Ja no Livro 1, constatamos que foram geradas algumas incoeréncias

principalmente nos exemplos utilizados, conforme nos mostra a Figura 7:
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2. Explorando intuitivamente a nocao de funcao

A ideia de funcdo estd presente quando relacionamos duas grandezas variaveis. Vejamos alguns exemplos.

°) Ndmero de litros de gasolina e preco a pagar Néimero de litros | Prego a pagar (RS)
Considere a tabela ao lado que relaciona o nimero de litros de gasolina ] 2.40
comprados e 0 preco a pagar por eles (em maio de 2009). 2 4’80
Observe que o pre¢o a pagar é dado em fungdo do niimero de litros com- 3 7'2 0
praclos, ou seja, 0 preco a pagar deperide do ndmero de litros comprados. 5 9'60
preco a pagar = R$ 2,40 vezes o nimero de litros comprados ou ':
p = 2,40x - lei da fungdo ou férmula matemdtica da funcdo 40 96,00
ou regra da fungdo X 2,40x

%) Lade do quadrade e perimetro
Veja agora a tabela que relaciona a medida do lado de um quadrado (£) e o seu perimetro (P):

Medida dolado (¢) | Perimetro(P) |
-] = 1 4
2 8 e
: p é simbolo de semiperimetro.
¢ 2,5 10 Néo existe um simbolo para
3 12 perimetro. Muitas pessoas uti-
lizam 2p para representé-lo.
41 16,4 Aqui usaremos P para indicar
&= re : s perimetro. L
@ £ : 4¢

Observe que o perimetro do quadrado é dado em fungdo da medida do seu lado, isto &, 0 perimetro depende da
medida do lado: A cada valor dado para a medida do lado corresponde um tnico valor para o perfmetro.
. perimetro = 4 vezes a medida do lado ou ’
P = 4¢ — lei da fun¢do ou férmula matemdtica da fungdo ou regra da funéo

Comoo perfmeiro depende da medida do lado, ele é a varidvel dependente, e a medida do lado é chamada de
varidvel independente.

2} A méquina de dobrar :
Observe ao lado o desenho imaginério de uma maquina de dobrar ntimeros.
Veja que os nimeros que saem séo dados em fungdo dos nimeros que entram na méquina, ou seja, 0s nimeros
que saem dependem dos nimeros gue entram. Assim, a
varidvel dependente é o nimero de safda e a varidvel inde-
pendente é o nimero de entrada.
Neste caso, temos:
ndmero de saida (1) é igual a duas vezes ¢
numero de entrada (x) ou

n = 2x — regro da fungdo ou lei da funcdo, ou, ainda,
férmula matemdtica da funcdo

102:8535.43.5.x
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Figura 7 — Recorte do Livro 1, pagina 72.

Acreditamos que, quando o autor inicia o capitulo com a frase “As funcdes, descri¢des
algébricas da dependéncia entre grandezas”, ele leva o aluno leitor a crer que fungdes
restringem-se a variaveis numeéricas. O termo “algébrica” é usado inadequadamente, pois 0
autor também trabalha em seu livro com fungdes transcendentes (exponencial, logaritmica e

trigonométricas).
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Nossa critica a maneira de introduzir o assunto funcgdes, no que diz respeito a escolha
dos exemplos, esta na falta de cuidado do autor com os exemplos apresentados e 0s exercicios
que séo propostos logo em seguida. Acreditamos que, na tentativa de contextualizar o assunto,
0 autor do Livro 1 peca ao esquecer alguns detalhes, como no primeiro exemplo, ao
apresentar uma tabela usando apenas niimeros inteiros para a quantidade de litros: o autor
esquece que € um habito comum, ao abastecer um carro, o cliente solicitar que seja colocado
uma quantidade de litros correspondente a um valor inteiro do preco a pagar (por exemplo, o
cliente pede para abastecer o suficiente para R$ 100,00).

Outro detalhe importante a se observar neste livro é que todos os exemplos de
motivacao ndo sO tratam de fungdes do tipo Linear, como também sdo todos numéricos,
enquanto que ja no primeiro exercicio apresentado (veja Figura 8) temos uma tabela sem
valores numéricos (exercicio 1), revelando uma incoeréncia com a primeira frase do capitulo,

ja mencionada:

e

icios ropostos. WoscARa .

. A tabela a seguir indica 0 nome de alguns estados e d) Qual éalei dafuncio que associa a medida dolado

de suas respectivas capitais. com a rea?
e) Qual é a drea de uma regido quadrada cujo lado
Estados Capitais mede 12 cm?
Ceara Fortaleza f) Qual é a medida do lado da regido quadrada cuja
Minas Gerais Belo Horizonte area é de 169 cm??
Sao Paulo Séo Paulo 3. Responda as seguintes questdes:
Parand Curitiba a) A diagonal (d) de um quadrado ¢é dada em fungéo
Pernambuco Recife do seu lado (€). Qual é a férmula matematica que

'\ OCEANOC ATLANTICO

£

N

:}
!
¢ i
]
e
§, % ::t' 3

4

Fyont'é:' Adaptédo de Atlas geogrdfico escolar.

a) O nome da capital é dado em fungéo do nome do

estado?

b) O nome da capital depende do nome do estado?

Rio de Janeiro: IBGE, 2007.

¢) A cada estado corresponde uma Unica capital?

indica essa funcdo?

b) O comprimento (¢) da circunferéncia é dado em
funcéo do seu raio (r). Qual é a expressdo que indica
essa fungdo?

<) O ndmero de diagonais (d) de um poligono é dado
em fungao do niimero de lados (n) do poligono. Qual
é a formula matematica que indica essa fungéo?

4, A tabela abaixo indica o custo de produgéo de certo
numero de pegas para informatica: '

Namero
de pecas
Custo (R$)[1,2012,40|3,60(4,80|6,00|7,20|8,40|9,60

1 r203 Al 51610708

a) A cada niimero de pegas correspende um tnico
valor em reais?

b) O que é dado em funcdo do qué?

¢) Qual é a férmula matemética que dé o custo (c) em
fungéo do niimero de pegas (x)2

d) Qual é o custo de 10 pegas? E de 20 pegas? E de 50
pecas? i

Figura 8 — Recorte do Livro 1, pagina 73.

Mais adiante, no Livro 1, o autor apresenta o seguinte exercicio:
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b) Qual foi a quantia arrecadada num dia em que fo- d) Qual é a regra que associa um nimero natural ao
ram atendidos 16 clientes? seu sucessor?

c) Qual foi o nimero de clientes atendidos num dia e) Qual é o sucessor do maior nimero natural de trés
em que foram arrecadados R$ 212,007 algarismos?

d) Qual € a expressao que indica o numero C de clien-
tes atendidos por dia em funcao de x? ' pesafio em dupla

G. Considere a correspondéncia que associa a cada nu- Examinem e depois completem esta tabela no caderno.

mero natural o seu sucessor. x 1 -2 -1 5 ] 2 3 4 5

a) Canstrua uma tabela que indique essa correspon- - ==
déncia. y | -9 -4 1 6 / /%;//’

b) O sucessor de um ndmero natural depende dont- | paseybram o padrao e escrevam a lei da funedo aus re-

? i
LG n}atura[. ; . presenta os dados da tabela.
) O que é dado em funcdo do qué? P

Figura 9 — Recorte do Livro 1, pagina 73.
O que criticamos neste exercicio € a falta de cuidado com o dominio da func&o.
Por estar introduzindo o assunto fungdes, o autor ndo da especial atencéo ao dominio,
porém, ao pedir que o estudante construa uma tabela, 0 mesmo ignora o fato de que o dominio
proposto é infinito, e portanto uma tabela ndo é o melhor recurso para motivar/discutir

explorar as questdes que ele pretende explorar.
3.2 SOBRE A DEFINICAO DE FUNCAO
Diferente do Livro 1, o Livro 2 apresenta uma introducdo coerente com relagdo ao

estudo das funcbes que apresenta; porém, em nossa Opinido, 0 mesmo peca ao tratar

“férmula” e “lei” como sindnimos. Copiamos na Figura 10 alguns trechos retirados do livro 2:
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Exexcicios )

-
1. Natabela & dado o preco pago em funcio da quan- b) Dispondo-se de R$ 350,00, qual ¢ a quantidade
tidade de carne adquirida em um acougue: méxima de carne que pode ser adquirida?
) Qual é a lei que relaciona o preco (p) em funcéo
da quantidade em quilos (n) comprada?

05 7,00 2. Na cidade, um velculo de passeio consome um litro

1,0 14,00 de gasolina a cada 9 quilémetros rodados.

1,5 21,00 a) Faga uma tabela que forneca a distancia percor-

20 28,00 rida pelo veiculo ao se consumirem: 0,25 £;0,5 li;
! : ; 24;34;104;25 €;40 £ de gasolina.

3,5 49,00 ; b) Qual ¢ a férmula que relaciona a distancia per-

corrida (d) em funcdo do niimero de litros (£)
consumidos?

3. um moderno avido é capaz de manter uma velo-
cidade média de cruzeiro de aproximadahiente
800 km/h.
a) Qual & a distancia percorrida pelo avido em
15 minutos, meia hora, 2 horas e 5 horas? Repre-
sente em uma tabela.

b) Em quanto tempo o avido percorre 5 200 km?*

¢) Relacione, por meio de uma lei, a distancia per-
a) Quanto pagarad um cliente que comprar- corrida (d), em quilometro, em funcéo do tempo
4,5 quilos de carne? ; (t), em horas.

[45]

Figura 10 — Recorte do livro 2, pagina 45.

Nossa critica a estes trechos esta no fato de que, em matematica, formula ndo é a
mesma coisa que regra ou lei. Sabemos que existem funcdes que podem ser definidas por uma
regra e que ndao podem ser expressas por uma férmula que s6 envolva, por exemplo, as
operagdes elementares?. No item (c) do exercicio 1 acima citado, o autor solicita ao aluno que
apresente a lei da funcdo, porém é visivel que o mesmo esta querendo que o estudante
apresente uma formula matematica que relaciona as duas grandezas em questdo. J& nos
demais exercicios, o autor sugere ao leitor que os termos formula, regra e lei sdo considerados
sinbnimos.

O autor do Livro 1, em determinado momento, define funcdo da seguinte forma:

2 Ressalte-se aqui que sdo aceitas como “regra” descricdes muito mais amplas do que uma férmula; para uma
féormula precisamos convencionar os simbolos/ operacfes que vamos aceitar em tais expressdes. Por exemplo, a
notacgdo maior inteiro vai ser aceita em uma férmula ou queremos que nas formulas aparecam apenas operacdes
elementares?
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Definicdo e notacao

Dados dois conjuntos né&o vazios A e B, uma fungdo de A em B é uma regra que indica como associar cada elemento
X € A aum Unico elementoy € B.

Usamos a seguinte notagéo:

f:A—>BouA = B (I&-se: f é uma funcdo de A em B)
A funcéo f transforma x de Aem y de B.
Escrevemos isso assim:

y = f(x)

Figura 11 — Recorte do Livro 1, pdgina 75.

Nossa critica a essa definicdo esta na inclusdo, em uma definicdo matematica, de um
termo matematicamente impreciso — regra. Além disso, h4 uma contradi¢do do autor consigo
mesmo, pois, ao introduzir o estudo de fungGes, o autor inicia seu texto com “As funcgdes,
descri¢des algébricas da dependéncia entre grandezas” e agora diz que funcdo é uma regra,
porém sabemos que nem toda regra pode ser expressa por uma expressao algébrica, como a ja
mencionada funcdo que a cada estado associa a sua capital (veja Figura 8). Esta contradicéo
possivelmente levara um estudante a apresentar dificuldades em compreender o conceito de

funcdo. No livro 2 observamos a seguinte sequéncia de informagoes, ao definir fungéo:

Dados dois conjuntos nao vazios A e B, uma relagdo (ou correspondéncia) que associa a cada elemento x € A
um {inico elemento y € B recebe o nome de funcio de 4 em B.

——
- -Observe a relagéo ao lado entre os elementos dos conjuntos
A={a b, cd eleB={123,45,6,7}
Essa relagdo é uma fungdo porque a todo elemento de A
corresponde um tinico elemento B. Tal relagdo também po-
deria ser descrita por uma tabela em que cada x € A tem
um {nico correspondente y € B.

[T I =V Ao T I = ol B V)
=i WwiN

A mesma relagdo poderia, ainda, ser descrita por um conjunto f de pares ordenados do tipo (%, y)
emquex €A,y €B, ey é o correspondente de x:

f={@2) (b 3), (c 5), (d 7), (e, 1)}

|47]
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Figura 12 — Recorte do livro 2, pagina 47.

Nessa funcdo, dizemos que: ‘

X = a corresponde a y = 2 ou X = a estd associadoay = 2ou2éa imagem de a.
Da mesma forma:

3éaimagemdeb, 5¢éaimagemdec, 7 é aimagemdede1éa imagem de e.
Notemos, mais uma vez, que cada x € A tem uma Gnica imagem y € B.

\ )

Notacdo

De modo geral, se f & um conjunto de pares ordenado (%, y) que caracteriza uma funcdo de A em B,
indicamos: :

ffA—>B
Se, nessa funcdo, y € B é imagem de x € 4, indicamos:

y = f(x)
Retomando o exemplo anterior, temos: f(a) = 2; f(b) = 3; f(c) =5;f(d) = 7; f(e) =1

Pense nisto: f = f(x)? Por qué?

Figura 13 — Recorte do livro 2, pagina 48.

O autor define fungdo de uma forma bastante coerente, porém, nossa critica neste
momento se deve ao fato de que, anteriormente a motivacao, para o estudo de funces, o autor
usou grandezas mensuraveis (tempo e espaco, mercadoria e preco, passageiros e pre¢o da
passagem, tempo e temperatura), enquanto que a abstracdo foi toda feita com conjuntos
numéricos (A = {0, 1, 2, 3} e B={-1, 0, 1, 2, 3}) e 0 primeiro exemplo apresentado apés a
definicdo tem para dominio um conjunto de letras (A = {a, b, c, d, e}). Outro ponto a se
considerar é que o autor s6 define produto cartesiano quando aborda grafico de funcéo, o que
é posterior a definicdo; obviamente isto pode causar confusdo para um estudante, pois este
recém esta sendo introduzido no assunto fungoes.

Quanto ao Livro 1, comparando novamente o trecho “As fungdes, descri¢des
algébricas da dependéncia entre grandezas”, com as colocagdes que sdo apresentadas mais

adiante no mesmo livro:

5. Funcdes definidas por formulas matematicas

Grande parte das fun¢des aue estudamos é determinada por férmulas mateméticas (regras ou leis).
No inicio do capitulo vimos uma correspondéncia entre o nimero de litros de gasolina e o preco a pagar

expressa por:
preco a pagar = 2,40 vezes o namero de litros comprados

em que o prego de 1€ é R$ 2,40. Essa funcédo pode ser expressa pela férmula matematica:
y = 2,40x ou f(x) = 2,40x

Figura 14 — Recorte do Livro 1, pagina 77.
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Salientamos novamente a incoeréncia do autor ao utilizar a expressédo “grande parte
das fungdes” na frase, pois se fosse verdade que “as funcdes sdo descri¢des algebricas”,
necessariamente teremos uma formula para representa-las.

No livro 2 deparamo-nos com outro problema relacionado a fungbes definidas por
formulas: o hébito de sugerir/levar o leitor a pensar que existe uma Unica fungéo interpolando
um conjunto finito de pontos. A Figura 15 reproduz um trecho retirado do livro, salientando o

emprego do artigo definido, sugerindo a unicidade mencionada:

Exercicios J

( ’ i
7k Verifique,em cada caso, se o esquema define ou nao 8. Emcada caso, verifique se o esquema representa
uma fungdo de A em B: umafuncdodeAemB,sendo A ={-1,0,1}eB ={-2,
a) —1,0,1,2}.Em caso afirmativo, dé a lei que define tal
: funcao: :
e e e
: A B : :
b) ;
:
: A B S
G : - ; :
. Ny (4]
; A g B
: :
A B

Figura 15 — Recorte do livro 2, pagina 49.

O erro do autor pode ser comprovado quando verificamos as respostas aos exercicios
propostos, apresentadas no final do livro. No item (a) do exercicio 8 apresentado acima, onde
0 autor apresenta uma Unica resposta: y = X, ignorando que y = x3, y = x5, y =x..., y = X"

sendo n impar, sdo todas formulas que também se adequam & tabela apresentada.

3.3 EXEMPLOS DE FUNCAO
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Alguns exemplos que sdo usados durante o desenvolvimento do conteddo funcbes sao
muito interessantes, porém os autores, na nossa opinido, por varias vezes, 0s apresentam de

forma equivocada. Por exemplo, no Livro 1:

2. Explorando intuitivamente a no¢ao de funcao

A ideia de funcéo estd presente quando relacionamos duas grandezas variaveis. Vejamos alguns exemplos.

°) Namero de litros de gasolina e pre¢o a pagar Nimero de litros | Prego a pagar (R$)
Considere a tabela ao lado que relaciona o ndmero de litros de gasolina 7 2.40
comprados e o preco a pagar por eles (em maio de 2009). 2 480
Observe que o preco a pagar é dado em fungdo do niimero de litros com- 3 720
prados, ou sejfa, 0 preco a pagar depende do ndmero de litros comprados. 2 9,60
preco a pagar = R$ 2,40 vezes o nimero de litros comprados ou : :
p = 2,40x —s lei da fun¢do ou férmula matemdtica da funcde 40 96,00
ou regra da funcdo x 2,40x

%) Lade do quadrade e perimetro
Veja agora a tabela que relaciona a medida do lado de um quadrado (€) e o seu perimetro (P):

Medida dolado §) | Perimetro(P) |
- U 1 4
: ’ p é simbolo de semiperimetro. i
¢ 25 10 Néo existe um sfmbolo para
3 2 perimetro. Muitas pessoas uti-
lizam 2p para representé-lo.
41 16,4 Aqui usaremos P para indicar
& =l : ; perimetro.
¢ , [4 40

Observe que o perimetro do quadrado é dado em fungdo da medida do seu lado, isto &, 0 perimetro depende da
medida do lado: A cada valor dado para a medida do lado corresponde um tnico valor para o perfmetro.
perimetro = 4 vezes a medida do lado ou
P =4 — lei da fungdo ou férmula matemdtica da fungdo ou regra da funcdo

Como o perfmeiro depende da Med!da do lado, ele é a varidvel dependente, e a medida do lado é chamada de
varidvel independente.

?) A méquina de dobrar
Observe ao lado o desenho imagindrio de uma maquina de dobrar ndimeros.
Veja que os niimeros que saem sdo dados em fungdo dos nlimeros que entram na méquina, ou seja, 0s nimeros
que saem dependem dos nlimeros gue entram. Assim, a
varidvel dependente é o nimero de safda e a varidvel inde-
pendente é o ndmero de entrada.

102:3435.43.5.x

g(
Neste caso, temos: °§
i e i gg
ndmero de saida (n) é igual a duas vezes o ge
o
nimero de entrada (x) ou g%
n = 2x — regro da fun¢do ou lei da funcdo, ou, ainda, “ ]

férmula matemdtica da funcéo 2.4..6..7..86..10.. 2

matematica

Figura 16 — Recorte do Livro 1, pagina 72.
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49) Numa rodovia, um carro mantém uma velocidade constante de 90 km/h. Veja a tabela que relaciona o tempo ¢

{em horas) e a distancia d (em quilémetros):

Tempo (h) 0,5 1

1,5

2 3 4 t

Distancia(km) | 45 90

135

180 270 | 360 90t

Observe que a distancia percorrida é dada em fungdo do tempo, isto &, a distancia percorrida depende do inter-
valo de tempo. A cada intervalo de tempo considerado corresponde um tnico valor para a distancia percorrida.
Dizemos, entdo, que a distancia percorrida é func¢do do tempo e escrevemos:

disténcia = 90 - tempo

Brcicios propostos:

i A tabela a seguir indica o nome de aiguns estados e
de suas respectivas capitais.

Estados Capitais
Ceard Fortaleza
Minas Gerais Belo Horizonte
Séo Paulo Sao Paulo
Parana Curitiba

Pernambuco Recife

/\ OCEANOATLANTICO
] £QUADOR

Fontvé:‘A;iaptadc’: de Atlas geogrdfico escolar.
Rio de Janeiro: IBGE, 2007.

a) O nome da capital é dado em fungéo do nome do
estado?

b) O nome da capital depende do nome do estado?

¢) A cada estado corresponde uma Unica capital?

2. Observe na tabela a medida do lado (em cm) de uma
regiao quadrada e sua &rea (em cm?).

Medida do lado 113lalss!0 ¢
(emcm)
Area(emcm? | 1| 9 |16(30,25|1001 ... | £

a) O que é dado em funcéo do qué?
b) Qual é a varidvel dependente?
¢) Qual é a varidvel independente?

L_» variavel dependente

d =90t

L varidvel independente

NAO ESCREVA NO LIVRO. |

d) Qual é a lei da funcao que associa a medida do lado
com a area?

e) Qual ¢ a drea de uma regido quadrada cujo lado
mede 12 cm?

f) Qual é a medida do lado da regido quadrada cuja
area é de 169 cm??

3. Responda as seguintes questdes:

a) A diagonal (d) de um quadrado é dada em fun¢ao
do seu lado (€). Qual é a férmula matemética que
indica essa fungao?

b) O comprimento (c) da circunferéncia é dado em
fungdo do seu raio (r). Qual é a expressdo que indica
essa fungdo?

¢) O ntmero de diagonais (d) de um poligono é dado
em fun¢do do niimero de lados (n) do poligono. Qual
é a férmula matemética que indica essa funcéo?

4. A tabela abaixo indica o custo de produgéo de certo
numero de pegas para informética: '

Nomwro |, | o bslals|elrla
de pecas
Custo (R$)|1,202,40(3,60|4,80|6,00|7,20|8,40/9,60

a) A cada nimero de pegas correspende um Gnico
valor em reais?

b) O que é dado em fung8o do qué?

¢) Qual é a férmula matemética que dé o custo (¢) em
fungdo do nimero de pegas (x)?

d) Qual é o custo de 10 pegas? E de 20 pegas? E de 50
pecas? :

e) Comn um custo de R$ 120,00, quantas pecas podem
ser produzidas?

5. Um cabeleireiro cobra R$ 12,00 pelo corte para clientes
com hora marcada e R$ 10,00 sem hora marcada.
Ele atende por dia um ntimero fixo de 6 clientes com ho-
ra marcada e um ndmero varidvel x de clientes sem
hora marcada.

a) Escreva a formula matemética que fornece a quan-

tia Q arrecadada por dia em fungéo do nlimerc x.
»

tapitute 3 | funcies

73

Figura 17 — Recorte do Livro 1, pagina 73.
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Ao analisarmos a maneira como o autor encaminha os exemplos e as conclusoes,
observamos algumas incoeréncias. O autor apresenta quatro exemplos para explorar
intuitivamente a ideia de funcdo, todos eles com dominio restrito a nimeros positivos (embora
ainda ndo aborde a questdo do dominio de uma funcéo) e todos eles geram func¢bes que em
nossa proposta chamamos do tipo Linear. Consideramos esta maneira de conduzir o assunto
um tanto quanto deseducativa, pois pode parecer a um estudante que esteja recém iniciando o
estudo das fungdes, que a linearidade, isto é, a proporcionalidade, faz parte da definicdo de
funcdo, o que certamente vai gerar dificuldades na compreensdo do conceito de fungéo.
Outros dois pontos a salientar dizem respeito & maneira como o autor coloca no segundo
exemplo que “perimetro” é variavel dependente e “medida do lado” é variavel independente:

- sem definir o que é uma variavel dependente ou o que é uma variavel independente,
0 que pode gerar no estudante a ddvida: o que isto significa?

- pelo fato de o autor ter usado apenas fungBes do tipo Linear, que sdo invertiveis,
pode-se escolher livremente qual é a varidvel dependente.

Novamente no exercicio 4 da Figura 17 temos uma fungdo do tipo Linear, que é
invertivel, e portanto ndo temos determinado de forma univoca quem é variavel dependente e
quem ¢é varidvel independente. Portanto, a solicitagdo que aparece em (b) exige um pouco
mais de discussdo, uma vez que a forma como foi colocada a pergunta induz a uma resposta

Unica - a resposta apresentada pelo autor ao final do livro é de fato tnical

3.4 FRASES QUE ENVOLVEM UMA CONTEXTUALIZACAO FORCADA

Outro ponto importante observado durante a andlise dos livros diz respeito aos
exemplos e exercicios apresentados com o objetivo de contextualizar o assunto com temas do
dia a dia, mas que acabam exagerados. Acreditamos ser de grande importancia, inclusive no
sentido da educacdo matemaética, a tentativa de contextualizar assuntos do dia a dia e associa-
los a funcBes ou a qualquer outro contetdo de matemética. Porém o que observamos foi uma
contextualizagdo forgada em alguns momentos, ndo dando os autores a devida importancia a

detalhes que podem gerar confusdes. Observe 0s exercicios encontrados no Livro 1:
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Medida do lado 5. Um cabeleireiro cobra R$ 12,00 pelo corte para clientes

TIsilRaitss ol @ a
(emcm) com hora marcada e R$ 10,00 sem hora marcada.
Ele atende por dia um niimero fixo de 6 clientes com ho-

ra marcada e um ndimero varidvel x de clientes sem

Area(emcem? | 1| 9 [16{30,25]100] ... | £

a) O que é dado em funcéo do qué? hora marcada.
b) Qual é a variavel dependente? a) Escreva a férmula matematica que fornece a quan-
¢) Qual é a variavel independente? tia Q arrecadada por dia em funcdo do némero x.
»
Ccapituto 3 | funcées ‘ 73

Figura 18 — Recorte do Livro 1, pagina 73.

b) Qual foi a quantia arrecadada num dia em que fo-
ram atendidos 16 clientes?

¢) Qual foi o niimero de clientes atendidos num dia

{ d) Qual € a regra que associa um ndmero natural ao
|

em que foram arrecadados RS 212,067 ! e) Qual é o sucessor do maior ntimero natural de trés
1

seu sucessor?

” ~ . . 5 i ?
d) Qual € a express3o que indica o nimero C de clien- g o
tes atendidos por dia em funcdo de x?

Desafio em dupla
Figura 19 — Recorte do Livro 1. Pagina 74.

No exercicio 5 das Figuras 18 e 19, temos o problema de ndo limitar o nimero de
clientes por dia. A falta de discussdo sobre o dominio descontextualiza a discussdo,
confirmada pela resposta ao item (a), 0 que da margem ao questionamento: “E possivel que o
cabeleireiro atenda, por exemplo, a 1000 clientes em um Gnico dia? Temos ai duas possiveis
respostas: sim e ndo: sim se olharmos a resposta dada pelo autor; ndo se pensarmos na
situagio descrita. E verdade que, talvez, para o aluno leitor, seja imperceptivel essa falta de
cuidado, mas se perguntadssemos qual seria 0 nimero ideal de atendimentos em um dia, ja
estariamos oportunizando o conceito de dominio e de dominio contextual.

Também o Livro 2 encontramos descuido com relagcdo ao dominio, se analisamos 0s

exercicios e exemplos que contextualizam de forma forcada o assunto fungdes:
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10dugdo: a nocdo intuitiva de funcao

No estudo c1fant1f1co de qualquer fendmeno, sempre procuramos identificar grandezas mensuréveis ligadas
a ele e, em seguida, estabelecer as relacbes existentes entre essas grandezas.

if
Tempo e espago
Uma pista de ciclismo tem marcacdes a cada 500 m. Enquanto um

ciclista treina para uma prova, o técnico anota seu desempenho.
0 resultado pode ser observado na tabela abaixo.

s

| Instante (min) | 0 | 1 | 2 3 4 5
Distaneia (m) | 0 | 500 | 1000 | 1500 | 2000 | 2500

’ Exemplo

A cada instante (x) corresponde uma Gnica distancia (¥). Dizemos, por isso, que a distancia é
fungdo do instante. A férmula que relaciona y com x é:

\ y = 500x J

Figura 20 — Recorte do livro 2, pagina 44.

Da mesma forma que no Livro 1, a ideia é boa, porém falta a devida atencdo a
questdes de fato contextuais. Este autor apresenta ainda uma tabela, com reticéncias, ficando a
pergunta no ar: o ciclista ndo ird se cansar jamais e conseguira manter a proporcionalidade

explicitada na formula?

3.5 REPRESENTACOES DE FUNCOES (DIAGRAMA, GRAFICO E ESBOCO DO
GRAFICO, TABELA, FORMULA)

Ao tratarem da representacdo de fungdes, os livros analisados apresentam-nas de
VArios tipos.

No Livro 1, quando o autor estuda a funcdo por meio de diagramas, varias sdo as vezes
em que acaba gerando incoeréncias. Na Figura 21, reproduzimos o exemplo 12 onde €
solicitado ao estudante que identifique alguns aspectos da funcédo e, mais adiante, na Figura

22, quando novamente usa diagramas para outro exemplo:
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12. Considere a fungio A - B dada pelo diagrama e a) D(f); f) x,quando flx) = 1;
determine: b) Im(f); g) f(x), quando x = 6;
) f(4); h) y, quando x = 3;
e d)y, quando x = 5; i) x,quandoy =7.
/ ’ 3'//%\/—_\,5; o e) x,quandoy = 3;
4,»_:“\(’,,,/ o 13. ConsidereA—g—>Bafungéo paraaqual A = {1, 3,4},
B =1{3,9, 12} e g{x) é o triplo de x, para tcdo x € A.
3 = ) \ a3 a) Construa o diagrama de flechas da funcao.
. SRy b) Determine D(g), CD(g) e Im(g).
k// : ¢) Determine g(3).
A B d) Determine x para o qual g(x) = 12.

Figura 21 — Recorte do Livro 1, pagina 77.
Mais adiante, o autor apresenta o seguinte exemplo:
semplos:
} Afuncéo f: IR — IR dada por f(x) = x2 — 1 ndo é injetiva, pois:
¢ parax = 1 corresponde f(1) = 0;
e parax = —1 corresponde f(—1) = 0.

Neste caso, para dois valores diferentes de x encontramos um mesmo valor para a funcéo.
No diagrama:

R i R

Afuncéo f: IR — IR dada por f(x) = 2x é injetiva, pois faz corresponder a cada ntimero real x o seu dobro 2x
€ ndo existem dois ndmeros reais diferentes que tenham o mesmo dobro. Simbolicamente:

Para quaisquer Xy %, € R, X, # X, = 2X, # 2x, = f(x,) # f(x,)

servacdo: Podemos verificar se uma funcéo & injetiva olhando seu grafico. Sabemos que, se a funcio é
2tiva, ndo ha elemento do conjunto imagem que sejaimagem de mais de um elemento do dominio. Assim,

aginando linhas horizontais cortando o gréafico, essas linhas s6 podem cruzar o gréfico uma tnica vez para
la valor de y.

Figura 22 — Recorte do Livro 1, pagina 94.

No exemplo 12 o autor usa o diagrama para que o estudante reconhega, entre outros
aspectos, o dominio da fungdo, sendo obviamente esperado que o mesmo utilize todos os
valores apresentados no diagrama. Porém, mais adiante, 0 mesmo usa um exemplo que tem
como dominio o conjunto de todos os numeros reais, portanto infinito, e apresenta um
diagrama limitado a dois valores (-1 e 1). Mais uma das incoeréncias do autor consigo
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mesmo, pois, 0 primeiro exemplo sugere ao estudante que o dominio é o conjunto de todos 0s
valores que séo apresentados no diagrama (exemplo 12), e portanto, no exemplo seguinte,
teriamos uma funcdo cujo dominio deveria ser apenas o conjunto {-1, 1}. Consideramos um
tanto preocupante esta falta de énfase no fato de que tanto tabelas quanto diagramas séo
inadequados para representar fungdes de dominio infinito.

O autor do livro 2 € passivel de critica analoga:

0es ;;eﬁmdas or formulas

Existe um interesse espec1al no estudo de fungoes em que y pode ser calculado a partir de x por meio de
uma férmula (ou regra, ou lei).

Alei de correspondéncia que associa cada niimero racional x ao niimero racional ¥, sendo y o dobro
de x, & uma fungdo f definida pela formula y = 2x, ou f(x) = 2x.

Nessa fungdo:

mparax =5,vemy = 2 - 5 = 10. Dizemos que f(5) = 10.
=aimagemdex =-3éf(-3) =2 - (-3) =-6.

Q f Q

: EXem‘plo § (@)

=X = 11,5 corresponde ay = 2 - (11,5) = 23.
wy =7 éaimagem de x = —
=f(3) =6

Figura 23 — Recorte do Livro 2, pagina 48.

No entanto, este autor, em alguns outros exemplos, mas ndo em todos, faz uso do
diagrama para visualizar um conjunto infinito, porém “tenta melhorar” essa visualizacdo
colocando “...” sugerindo que o aluno entenda que se trata da representagdo de uma parte do
conjunto que € infinito. Observe na figura abaixo:
i
SendoA=ZeBé/Z,amnciof:A-»B

tal que f(x) = 2x tem dominio A e contradomi-
nio B.

Exemnplo [\

Figura 24 — Recorte do Livro 2, p4gina 51.
Continuando com a andlise: no Livro 2, em determinado momento nos deparamos com

0 seguinte exemplo, que trata de analise de (esbogo de) gréaficos:
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‘ -
18 |  Observemos ao lado o gréfico da fungio de

e R em R dada pory = x? - 4.

Ja vimos que esse grafico é uma parabola.
Como a pardbola corta o eixo 0x nos pontos de \
abscissas 2 e —2, entéo: 2, -
X=2y=xX0-4=2~-4=(0 e
x=-2=y=xl-4=(-2)2-4=0
Os valores de x que anulam y sdo chamados
raizes ou zeros da funcio,
Note que, para x < - 2 ou x > 2, os pontos
do gréfico estdo acima do eixo Ox, portanto
apresentam y > 0. Veja também que, para
-2 < x < 2, os pontos do gréfico estdo abaixo
do eixo Ox, portanto apresentam y < 0.

Exemplo

e
\mfnimo

61|

Figura 25 — Recorte do livro 2, pagina 61.

Notamos aqui que o autor transforma “condicéo necesséria” em “condicéao suficiente”,
pois 0 mesmo parte do esboco do gréafico para concluir que, parax =2 e X = - 2, teremos y =
0. O mesmo conduz a anéalise como se esta condigdo ndo dependesse da formula que definiu a
funcdo. O prdprio esbogo do gréafico € um resultado da formula e ndo o contrario, neste caso.

Ao tratar de funcdo Afim, o autor do Livro 2 apresenta o seguinte exemplo:

3. Obter a equacio da reta que passa pelos pontos P(-1,3) e Q(1, 1).
Solugéao:
A reta PQ tem equacdo y = ax + b.Precisamos determinar a e b.
Como (-1, 3) pertence a reta, temos:
3=a(-1) + bouseja,—a+b=3
Como (1, 1) pertence a reta, temos:
1=a-1+bousejaat+tb=1

3 % , —-a+b=3
Assim, a e b satisfazem o sistema:
atb=1

K cuja solugdo é a = —1 e b = 2.Portanto, a equagéo procurada éy = —x + 2.

Figura 26 — Recorte do livro 2, pagina 73.

Nossa critica estd no erro de logica apresentado pelo autor. Sabemos que uma equagéo
da forma y = ax + b gera uma reta como grafico, porém nem toda reta admite para equacédo
uma expressao desta forma - por exemplo, a reta vertical que passa pelos pontos (3,5) e
(3, -2). Por conducBes deste tipo certamente s6 contribuem par encontrarmos alunos com

dificuldades para compreender principios basicos da matematica.

Sobre plano cartesiano, o autor do livro 2 apresenta ao leitor uma no¢édo do mesmo:



Nogoes basicas de plano cartesiano
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Usaremos a notacéo (a, b) para indicar o par ordenado em que a é o primeiro elemento e b é o segundo.

Vejamos:

= (1, 3) & o par ordenado em que o primeiro elemento & 1 e o segundo é 3.

= (3, 1) & o par ordenado em que o primeiro elemento & 3 e o segundo é 1.
Note que os pares (1, 3) e (3, 1) diferem entre si pela ordem de seus elementos.
Existe uma maneira geométrica de representarmos o par ordenado (a, b):

= 1° passo:
deles;

= 2° Passo:

= 3% passo:

w 4% Passo:

= 5° passo:

= 6% passo:

desenhamos dois eixos perpendiculares e usamos a sua intersec¢do 0 como origem para cada um

marcamos no eixo horizontal o ponto P, correspondente ao valor de a;

marcamos no eixo vertical o ponto P,, correspondente ao valor de b;

tracamos por P, uma reta r paralela ao eixo vertical;

tragamos por P, uma reta s paralela ao eixo horizontal;

destacamos a interseccdo das retas r e s chamando-a de P, que é o ponto que representa grafica-

mente o par ordenado (a, b).

R

O autor

Figura 27 — Recorte do livro 2, pagina 56.

fala em eixo horizontal e eixo vertical apds ter dito que “desenhamos dois

eixos perpendiculares”. Ao estudante pode gerar a confuséo de que eixos perpendiculares

serdo sempre um vertical e um horizontal.

Mais adiante, 0 mesmo autor apresenta um exemplo, onde solicita ao aluno leitor que

este analise algumas informacdes a respeito de um grafico (mais precisamente, de um esbogo

de grafico):



Analise de graficos

Muitas informages a respeito do comportamento de uma funcéo podem ser obtidas a partir do seu grafico.
Por meio dele, podemos ter uma viséo do crescimento (ou decrescimento) da funcéo, dos valores méximos (ou
minimos) que ela assume, de eventuais simetrias, do comportamento para valores de x muito grandes, etc.

Agora vamos analisar os gréficos ja apresentados e observar os comportamentos das respectivas fungdes.

Exempl

Observemos ao lado o grafico da fungdo de R em R dada por y = 2x. y L
Jé vimos que esse grafico é uma reta. ﬁ
Como a reta corta o0 eixo Ox no ponto x = 0, entdo x = 0 = §
=y=2x=2-0=0. /
0 valor de x que anula y é chamado raiz ou zero da funcio. 21
Note que, para x > 0, os pontos do grafico estio acima do / b
eixo Ox, portanto apresentam y > 0. Veja também que, para =0 ;
x <0, os pontos do gréfico estdo abaixo do eixo 0x, portanto X /
apresentam y < 0. e
Quanto maior o valor dado a x, maior serd o valor do cor- / St 9
respondente y = 2x. Dizemos, por isso, que essa furgio & Vis 2X/
crescente.

Quando os valores dados a x sdo cada vez maiores e positivos, os valores de y = 2x crescem
ilimitadamente, e y pode tornar-se maior que qualquer nimero em que se pense. Basta, para
isso, escolher um x suficientemente grande. Por exemplo, se quisermos y > 1000000, basta
tomarmos x > 500000.

Por outro lado, quando os valores dados a x sdo cada vez menores e negativos, os valores de
y = 2x decrescem ilimitadamente, e y pode tornar-se menor que qualquer nimero em que se
pense. Basta, para isso, escolher um x suficientemente pequeno. Por exemplo, se quisermos
y < -2000000, basta tomarmos x < — 1000 000.

Desse modo, o conjunto imagem dessa fungdo é Im = R.

Notamos também que f(1) = 2 e f(=1) = ~2; £(2) = 4 e f(-2) = ~4; etc.

De modo geral, f(x) = 2x e f(~x) = 2 - (-x) = —2x; portanto, f(-x) = ~f(x) para todo x. Isso
faz com que o gréfico seja simétrico em relagdo ao ponto 0 (origem). !

Figura 28 — Recorte do livro 2, pagina 61.
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Nossa critica, neste momento, refere-se ao erro cometido pelo autor quando se refere a

“no ponto x = 0”. Talvez por isso, muitas vezes alguns estudantes de nivel médio e inclusive

alguns de graduacéo, quando solicitados a identificar os pontos de um gréfico através do seu

esboco, cometam o erro de identificar um ponto apenas, quando sdo dois (por exemplo, é

mostrado onde o eshogo intercepta 0s eixos coordenados e pede-se que o aluno identifique

estes pontos, supondo que no eixo das abscissas fosse em x = 3 e no eixo das ordenadas em

y=5, e 0 aluno ao invés de identificar (3, 0) e (0, 5) acaba por identificar o ponto (3, 5).

Outro detalhe a se considerar é a forma como os esbocos de graficos sdo apresentados.

No livro 2, o autor comega construindo um esbogo para um dominio discreto, e a seguir

utiliza a mesma férmula mudando os dominios:
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Vejamos como construir o grafico da funcdo dada por y = 2x, com dominio D = {-3, -2, -1,

0,15 23]
1° passo:
X . =1 = = 0 il 2 3
¥ -6 -4 -2 0 2 o 6
2° passo:

Representamos os pares ordenados que estdo na tabela
por pontos, a saber:

A(-3, -6) E(1, 2)
B(-2,-4) F(2, 4)
C(-1, ~2) 6(3, 6)
D(0, 0)

Quando o conjunto D ndo é finito, podemos construir uma
tabela e obter alguns pontos do grafico; entretanto, o
grafico da funcdo serd constituido por infinitos pontos.

D=2
y D=R
......... J y
D =[44] G
y e -
81 s £
o1 /i T K
o E —~,!/i E : E
2 : g
2468 =i !
8 -6 X X
—8—6—4—2 o X i /|P
-4 e i HC
: -5 1
; e B
..... ..8 : :/A
L A
e

| 58 |

Figura 29 — Recorte do livro 2, pagina 58.

Nossa critica reside na forma como os esbocos sdo apresentados, pois além de o autor
fazer uso da expressdo gréafico em vez de eshoco de grafico, ndo ha uma uniformidade nas
representagdes: em determinados momentos ha pontilhados, em outros, sem explicar, ha setas
nos graficos, além de ser tracada uma reta como grafico sem provar que de fato o gréafico é
uma reta. O autor ndo aprofunda, de forma coerente, a diferenca sutil, mas importante, que
haveria entre um esbogo cujo dominio é o conjunto dos reais e um esboc¢o cujo dominio é

apenas o conjunto dos racionais.
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3.6 GRAFICO X ESBOCO DO GRAFICO

Muitas das criticas que estamos aqui fazendo estdo relacionadas a forma como os
autores tratam dos graficos de funges. Ha visivelmente uma grande diferenca entre gréfico e
esboco de grafico. No livro 2, quando o autor comeca a tratar do assunto construgdo de
graficos, o mesmo define, mesmo que de forma ndo tdo clara para o estudante, que grafico é o

conjunto de pontos (pares ordenados) obtidos pela correspondéncia entre x e a lei da fungéo
y= f(x):

S
Vamos construir o gréfico da fungio dada por y = x? - 4 com dominio R:

S x
E’:‘}
& =3
gé
e =2 0 B
=1 =3 c
0 ~4 D
1 ~3 E
2 0 E
3 5 G
-1,5 | -1,75 H
~0,65=3.75 1
03558 023575 d
1,5 | -1,75 K

Essa curva é chamada parabola.

Figura 30 — Recorte do livro 2, pagina 59.

A critica a este exemplo reside novamente no fato de o autor fazer uso de uma tabela,
da qual obtém alguns pontos do gréfico, e, a partir dela, esbocar o grafico sem maiores
comentarios a respeito desta passagem tabela — gréfico (afinal o dominio é o conjunto dos
numeros reais) — e, 0 que é pior, afirmar ao final que o gréafico é uma parabola. Consideramos
esta falta de rigor e clareza prejudicial ao estudante, que leva consigo essa falsa ideia do que é
grafico, bem como do que é uma parabola (por exemplo, serd que o gréfico de y= x* também
é uma pardbola?) Nada é discutido sobre como um subconjunto finito do dominio é
insuficiente para dar conta da construgdo de um gréfico, e que neste caso s6 podemos encara-

lo como um esbogo do mesmo, como nos evidencia a situagdo abaixo.
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Observe a tabela abaixo e os esbogcos que foram produzidos utilizando o software
Geogebra para as fungdes f(x) = x e g(x) = x3, com dominiol®:

x| y=fx)
-1 -1

Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda

NEENECERENEEER —q
» Janela de Algebra %] [ » Janela A [

e
= Reta 8 2
S ayex
¥
B
! 4
o
E
-
o
Entrada; (<]

Figura 31 — Esboco do gréfico da fungdo f(x) = x.

Arquivo Editar Exibir Opgdes Ferramentas Janela Ajuda

A Q - (@l
]l AB O] O] 4] e +] 0o
» Janela de Algebra [xI[» Janela 4 ]
= Funcio s
9 f(x) ==
= Reta
O ay=x E
B
! 4

Entraga; Q=]

W T e i 5 21:54
(€] ‘ P \ w§ H‘E a0 % s

Figura 32 — Eshoco do grafico da funcio f(x) = x3.
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Para os valores de x apresentados na tabela as duas fungdes seriam iguais, porém pelos
esbocos podemos verificar que nao.

Também o autor do Livro 1 evidencia incoeréncia entre grafico e esboco de grafico:

Construcao de graficos de fun¢des

Para construir o gréfico de uma funcéo dada por y = f(x), com x € D(f), no plano cartesiano, devemos:
' constrLﬁf uma tabela com valores de x escolhidos convenientemente no dominio D e com valores correspondentes
paray = f(x);
» a cada par ordenado (x, y) da tabela associar um ponto do plano cartesiano;
» marcar um nimero suficiente de pontos, até que seja possivel esbogar o gréfico da fungéo.

Figura 33 — Recorte do Livro 1, pagina 84.

Consideramos esta abordagem do autor mais falha ainda do que a do livro 2, que ao
menos tinha uma definicdo de grafico mais precisa. Aqui, apontamos duas questdes que
consideramos muito prejudiciais ao aprendizado do assunto pelo estudante:

1) quando os livros sugerem ao aluno leitor “construir uma tabela com valores de x
escolhidos convenientemente no dominio”. Fica a pergunta: Qual a definicdo de
“conveniente” neste contexto?

2) quando os livros sugerem ao aluno leitor “marcar um ndmero suficiente de pontos,
até que seja possivel esbocar o gréfico da fungdo”. Também fica a pergunta: Como saber
quantos pontos sdo suficientes?

Encerramos esta discussdo salientando que ndo encontramos nos PCN qualquer alerta
quanto a distingdo entre grafico e esboco do grafico. Uma breve alusdo no documento a este
aspecto poderia, na nossa opinido, evitar um tanto de mal entendidos na formagdo do

estudante com relagéo ao tema fungdes.
3.7 FUNCOES A PARTIR DE GRAFICOS
Muitos livros didaticos exploram a explicitacdo de uma fungéo (mais precisamente de

sua formula) por meio dos esbogos de seus gréficos, ponto muito criticAvel. E os livros

analisados ndo foram diferentes. No livro 2, o autor j& comega essa tematica com um deslize:
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Leitura informal de graficos

Vamos observar alguns gréficos extraidos de jornais, a partir dos quais podemos descobrir algumas pro-
priedades das fungbes que cada um represénta.

——————|  periodo de 1995 a 2007.

Média de anos de estudo das pessoas de 10 anos ou mals de idade

e
1 1 0 grafico mostra o avanco da escolaridade do brasileiro com 10 ou mais anos de idade, no
(@]
[l
(e F
= 8,00

]

b

[

6,40

4,80]

3,20

1,60

0,00
1995 1996 1997 1998 1999 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007
Disponivel em: <www.ibge.gov.br/series_estatisticas>. Acesso em: 09/11/2008.

Observe que a cada ano destacado no gréfico corresponde um tnico valor referente aos anos
de estudo. Assim, 0 mesmo tempo de escolaridade & fungédo do ano.

Por exemplo, em 1995, a média girava em torno de 5 anos de estudo; em 2003, avancou para
6.4 anos e, em 2007, a média ja se aproximava dos 7 anos de estudo.

Note, como tendéncia geral, que o tempo de estudo cresce (aumenta) & media que o tempo
avanca (aumenta). Dizemos que essa funcdo é crescente. i

H

|53

Figura 34 — Recorte do livro 2, pagina 53.

Da forma com que a frase “Vamos observar alguns graficos extraidos de jornais, a
partir dos quais podemos descobrir algumas propriedades das funcdes que cada um
representa.” foi posta, pode-se entender que todo grafico representa uma funcdo, o que

sabemos que nao é correto. No Livro 1 o aspecto sob andlise é introduzido da seguinte forma:

- Determinacéo do dominio e daimagem de uma funcdo, conhecendo o grafico

Observando o gréfico de uma funcdo no plano cartesiano podemos, as vezes, determinar o dominio D e o
conjunto imagem Im da funcéo, projetando o grafico nos eixos:

Figura 35 — Recorte do Livro 1, pagina 85.
Em todo o livro, ndo ha distincdo entre “grafico” e “esboco do grafico”, ponto
relevante ao tratar-se de tentativa de explicitar a fungdo a partir de seu grafico. Nossa atencao

também se volta aqui para a expressao “as vezes” utilizada no texto e ndo explicada.
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3.8 A ENFASE NO CONTRADOMINIO (A DETERMINACAO DO DOMINIO, IMAGEM
A PARTIR DO GRAFICO)

Discutimos aqui a énfase ao contradominio que é dada pelos autores dos livros
analisados no caso de fungdes numéricas e, posteriormente, as incoeréncias geradas por ela.
No Livro 1 encontramos a frase: “... uma fungdo consta de trés componentes: dominio,
contradominio e lei de correspondéncia.”

A frase acima sugere que uma fungdo so fica univocamente determinada a partir da
terna (dominio, contradominio, lei), o que implica que as fun¢bes que so diferem pelo
contradominio, como por exemplo, f: Z — R e g: Z — 2Z com f(x) = 2x = g(x) sédo distintas.

Sugerimos ao leitor a seguinte reflexdo: Ser& que realmente queremos que as funcgdes f
e g, cujos graficos sdo formados exatamente pelos mesmos pares ordenados, sejam funcgdes

diferentes, a tal ponto de, por exemplo, uma ser invertivel e a outra ndo?

4, A tabela abaixo indica o custo de produgéo de certo
niimero de pegas para informatica:

3

it

P \ Mo | lzfsla]lslel 7]

BN \:/“ de pecas

$ N - |custo (R$)|1,20|2,40(3,60|4,80{6,00{7,2018,40|9,60
Fonte: Adaptado de Atlas geogrdfico escolar. a) A cada ndmero de pegas correspende um Unico

Rio de Janeiro: IBGE, 2007. valor em reais?

b) O que é dado em fun¢éo do qué?

¢) Qual éaférmula matematica que dé o custo (c) em
fungéo do niimero de pegas (x)2

d) Qual é o custo de 10 pegas? E de 20 pegas? E de 50

a) O nome da capital é dado em fungéo do nome do
estado?

b) O nome da capital depende do nome do estado?

¢) A cada estado corresponde uma Unica capital?

pegas?
2. Observe na tabela a medida do lado (em cm) de uma e) Com um custe de R$ 120,00, quantas pegas podem
regido quadrada e sua 4rea (em cm?). ser produzidas?

Figura 36 — Recorte do Livro 1, pagina 73.

Neste exercicio o autor limita a tabela, o que da a ideia de dominio limitado e, ao ndo
explicitar o contradominio, sugere que o mesmo coincide com a imagem da fungdo. No
entanto, ao perguntarem, no item (e), a quantidade de pecas produzidas com R$ 120,00, o
mesmo esta afirmando que o valor 120 esta na imagem, porém 120,00 ndo consta da tabela.

Este exercicio ja nos permite reiterar a reflexdo que propomos, no que diz respeito a
discussdo do papel do contradominio em fungfes numéricas. Por exemplo, serd que o ndo
conhecimento do contradominio faz com que deixemos de ter uma fungdo bem determinada
acima?

Resumindo, apontamos a incoeréncia gerada pelo autor a partir dos seguintes fatos:
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- ao incluir o item (b) no exercicio, o autor esta dizendo que ali se tem uma funcéo;

- ndo estd mencionado o contradominio e, portanto, a funcdo nao estaria, segundo o
préprio autor, bem caracterizada.

Na Sequéncia Didatica que construimos e implementamos, apresentada no Capitulo 4,
procuramos evidenciar que a énfase no contradominio é desnecessaria quando tratamos de
uma funcao real de variavel real, mesmo quando queremos abordar o aspecto inversibilidade,

0 préximo ponto sob analise.
3.9 FUNCAO INVERTIVEL E A FUNCAO INVERSA

No que diz respeito a inversibilidade de uma fungdo, em ambos os livros sdo
introduzidos antes os conceitos de funcgdo injetiva, sobrejetiva e bijetiva. Observa-se que esta
nomenclatura se deve principalmente a forma com que os autores definem funcéo inversa. Por

exemplo, o autor do Livro 1 coloca:
Definicao de funcdo inversa

Dada uma funcdo f: A — B, bijetiva, denomina-se fungéo inversa de f a funcio g: B — A tal que, se f(a) =, enféo
yb)=2acomaEAebEB.

Como ja vimos, representamos a funcao inversa de f com o simbolo £
Exemplificando no diagrama de flechas:

FADB gGBoA
e
//:\'\J\:”* ‘/,Z::\\ Ot Ll
\ [ - \
} S | e o
e e e O !\ St &8 Tt Atencéo! 2
\ \ / \\ /;/ b }
\ / i 1ng = /
ij——w \\9\‘:/7‘( e flaoe /
A B B A AR Ta

De modo geral, se f é bijetiva, temos:

5 Vv ‘ : = ~ s i
S6 existe funcéo inversa
! de uma fungéo bijetiva.)

fly)=x

r que g: B — A é a funcdo inversa da funcao f: A — B, uma vez que se tem:
gly) = g(f(x)) = x para todo x € A e f(g(y)) =y paratodoy € B.

Figura 37 — Recorte do Livro 1, pagina 102.
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Salientamos neste trecho a condicdo citada pelo autor (e também pela grande maioria
dos autores de livros didaticos) de que a funcdo seja bijetiva para ser invertivel. Portanto, em
particular, a funcdo precisa ser sobrejetora, isto é, seu contradominio deve coincidir com o
conjunto imagem. Novamente constata-se ai, nesta defini¢cdo, obviamente uma énfase ao
contradominio.

No entanto, o Livro 1 apresenta um processo para determinacdo da funcéo inversa sem

explicitar quem séo os conjuntos A e B, como podemos ver na figura 34:

Processe para determinar a funcdo inversa de uma funcio bijetiva dada

No exemplo dado anteriormente, a fungdo bijetiva f: A — B, definida por f(x) = 4x, tem como funcéo inversa é
ngdo g: B — A, definida por gly) = %;— uma vez que:
’/Z_
|2
Vejamos um roteiro que nos permite, a partir da férmula da funcio bijetiva f, chegar a férmula de

escrevemos f(x) = 4x na formay = 4x;
emy = 4x, trocamos y por x e x por y, obtendo x = 4y;

4
gly) = g(f(x)) = g(4x) = % =x paratodoxEA e f(gly) =f ] =4- % =y, paratodoy € B

= y = X st S ; ;
em x = 4y, determinamos y em funcéo de x, obtendo y = . (pois ndo é comum, neste nivel, considerar y como
varidvel independente);

LK i X A
escrevemosy = = na forma f~'(x) = T que éainversa de f.

Figura 38 — Recorte do Livro 1, pagina 102.

Ressalte-se aqui: se A=IN e B=R entdo, segundo este autor, que enfatiza o
contradominio, a fungéo ndo seria invertivel, fato ndo salientado por ele.
Convidamos o leitor a observar os dois trechos retirados do Livro 2, flagrantemente

incoerentes:

refle

S6 existe fungéo inversa
de uma funcéo bijetivaj

Figura 39 — Recorte do Livro 1, p4gina 102.

|

62. Seja a funcio f(x) = 3x — 4 definida de IR em IR. De- 5 65. Seja uma fungéo injetiva f que passa pelo ponto

termine: ] (2, 5). Sua inversa passa pelo ponto (5, y). Qual é o
a) f(x); b)#=1(2). valor de y?

Figura 40 — Recorte do Livro 1, pagina 103.
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Na Sequéncia Didatica que elaboramos, baseados no fato de defendermos que funcéo
seja definida como conjunto de pares ordenados, discutimos o tema inversibilidade, levando o
aluno a concluir que, para uma fungdo possuir inversa, basta que a mesma seja injetora.
Estamos assim evitando varias das incoeréncias apontadas até aqui. Além disso, convidamos
0 leitor deste trabalho a refletir quanto & simplificacdo que a abordagem que propomos
propicia no que diz respeito ao estudo de fungdes reais de variavel real (pelo menos em um

primeiro contato do aluno do Ensino Médio com o tema funcéo).

3.10 AFUNCAO AFIM

Passamos agora a analise dos livros quanto ao texto sobre uma familia especifica de

funcdes, a das fungbes Afins. Vamos iniciar pela definicdo apresentada no livro 2:

Definicao
Chama-se func¢do polinomial do 1° grau, ou fungdo afim, qualquer funcdo f de R em R dada por uma
lei da forma f(x) = ax + b, em que a e b sdo nimeros reais dados e a # 0.

Na lei f(x) = ax + b, o0 niimero a é chamado coeficiente de x e o niimero b é chamado termo constante
ou independente.

Figura 41 — Recorte do livro 2, pagina 71.

Salientamos os seguintes aspectos:
- odominio é E;
- alei/regra/formula é a formula ax + b
- arestricdo a#0
O autor logo se contradiz, propondo exemplos em que chama também de fungdo Afim

funcdes cujo dominio néo é todo o conjunto dos reais:
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Introducao

Antes de apresentarmos o conceito de fungio afim, vejamos a resolucio de alguns problemas envolvendo
questdes do dia a dia.

Antdnio Carlos pegou um téxi para ir 4 casa de sua namorada que fica a 15 km de distancia.

0 valor cobrado engloba o preco da parcela fixa (bandeirada{) de R$ 4,00 mais R$ 1,60 por quilé-
metro rodado.

Ou seja, ele pagou 15 - R$ 1,60 = R$ 24,00 pela distancia percorrida e mais R$ 4,00 pela bandei-
rada; isto &: R$ 24,00 + R$ 4,00 = R$ 28,00.

Se a casa da namorada ficasse a 25 km de distancia, Antonio Carlos teria pago, pela corrida:

25 - R$ 1,60 + R$ 4,00 = R$ 44,00.

Podemos notar que, para cada distancia x percorrida pelo taxi, ha certo preco p(x) para a corrida.
0 valor p(x) é uma funcéo de x.

Para encontrar a formula que expressa p(x) em funcdo de x, fazemos:

p(x) = 1,60 - x + 4,00

que é um exemplo de funcdo polinomial do 1° grau ou funcdo afim. J

Figura 42 — Recorte do livro 2, pagina 70.

Além disso, ao dizer que a funcdo “é dada por uma lei da forma f(x) = ax + b” faz com
que, para um estudante que esta estudando a funcdo Afim pela primeira vez, possa ser levado
ao erro de ndo identificar como funcdo Afim uma funcéo que é apresentada pelo proprio autor

em um exercicio mais adiante, e onde registramos flagrante incoeréncia do autor consigo

mesmo.
Exercicios J
38.Classiﬁque cada uma das fungées afim dadas pelas - b)
leis segqintes em crescente ou decrescente:
a) y=3x-2 d)y=>9x ‘
b)y=-=x+3 e) y=(x+3)2~(x+ 1)2
5 2%
c)y=TX— f) y=3-5x :
nl A\ =

Figura 43 — Recorte do livro 2, pagina 84.

Em nossa sequéncia didatica adotamos para definicdo de “funcdo Afim” funcbes de

dominio R que podem ser (re)escritas na forma f(x) = ax + b e para “fun¢éo do tipo Afim”

para representar funcGes que podem ser (re)escritas dessa forma e que tém dominio nédo

necessariamente igual ao conjunto de todos os reais.

A incoeréncia sobre o dominio aparece também no Livro 1. Observe a definicdo dada

pelo seu autor e um exemplo que vem apresentado logo ap6s esta definigéo:
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e —

nicao de funcdo afim

T w———

2. Defi

Uma funcéo f: IR — IR chama-se funcdo afim quando existem dois ndmeros reais aebtalquef(x) = ax + b,
para todo x € IR. L . , L C i

Por exemplo:
nf0Q = 2%+ 1w & (@=2b=1)
= xt4 @=-1,b=4
= o™
9 = 5%+ 5 (a_3,b_s)
f(x) = 4x (@=4,b=0)

<
k3
S
o
o}
<
a

Observe outro exemplo:

Um motorista de taxi cobra uma taxa fixa.de R$ 3,20 pela
bandeirada” mais R$ 1,80 por quilémetro rodado. Assim, o
ireco de uma corrida de x quilémetros é dado, em reais, por:

f(x) = 1,80x + 3,20 s
Figura 44 — Recorte do Livro 1, p4gina 112.
Salientamos também a restricdo a # 0 presente na definicdo em um livro e ausente no
outro, impede que a fungdo constante seja considerada uma funcédo afim no livro 2, e é uma
exigéncia na nossa opinido inadequada.
Ainda falando da funcdo Afim, mais especificamente de seu grafico, o Livro 1
novamente peca ao nao dar a devida atengdo a algumas frases, se observamos os seguintes

trechos:

No estudo da Geometria analitica, que veremos no volume 3, os elementos geo- [ERERERTE
métricos sdo descritos por equacdes. Entre eles, a reta, que particularmente nos inte- | , .

< 5 5 . i ) § A reta vertical ndo é grafico
ressa, pois a equacao que descreve uma reta néo vertical € uma funcao afim. de uma funcéo. Por qué?

Figura 45 — Recorte do Livro 1, p4gina 121.

52) A reta, grafico de uma funcio afim, passa pelos pontos (—2, —63) e (5, 0). Vamos determinar essa funcao e f(16).
Trata-se de uma funcéo afim, entdo f(x) = ax + b.

Figura 46 — Recorte do Livro 1, pagina 126.

Fazendo um comparativo entre as duas citagdes, observamos que, enquanto a primeira
sugere ao aluno refletir sobre a afirmacdo de que a reta vertical ndo € o grafico de uma funcéo,
a segunda sugere que “reta” e “grafico de uma fungdo Afim” sdo sindbnimos, dando margem a
que o aluno registre uma informacé&o errada.

Mais adiante, o autor do Livro 1 resolve demonstrar que o gréfico da funcdo Afim é

uma reta. Consideramos a atitude louvavel, haja visto que, boa parte, tanto de autores de
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livros didaticos da escola basica quanto de professores, tem uma tendéncia natural de ndo
demonstrarem muitas afirmacdes e propriedades.
A seguir o trecho do Livro 1, onde apar ece a forma utilizada pelo o autor para

demonstrar:

ﬂ' ry e ~ '® AR
9, Graficoda funcao afimf(x) =ax + b

Vamos provar gue o gréfico de uma funcédo afim f(x) = ax + b é uma reta. Para isso basta mostrar que trés
pontos quaisquer do gréfico sao colineares, ou seja, estdo numa mesma reta:

A B L P
kih s s s maa s 2. P E P.‘(X], ax1 i b)
it | e e SEe P,(x, ax, + b)

: P,(x; ax, + b)

Para que isso ocorra é necessario e suficiente que um dos trés nimeros d(P,, P.), d(P,, P,) e d(P,, P) seja igual a
soma dos outros dois. Supomos x, < x, < X, @ mostramos entéc que:
d P )= dP: P + dP,P)
118 Matematica

Figura 47 — Recorte do Livro 1, p4gina 118.

Reiteramos: achamos a atitude de demonstrar extremamente importante; nossa critica
aqui esta no argumento escolhido pelo autor para demonstrar o afirmado. O autor opta por
provar que o grafico de uma funcdo afim é uma reta usando distancia entre pontos, o que de
fato ndo é dificil, porém o aluno de ensino médio normalmente s6 estudara distancia entre
pontos quando do estudo da Geometria Analitica, que ocorre no Ensino Médio usualmente
apos o estudo de funcBes. Seria mais recomendado, no nosso ponto de vista, utilizar o método
de semelhanca de triangulos, contetdo abordado no ensino fundamental.

No Livro 1, encontramos mencionado, no capitulo que trata de funcdo Linear, o tema

proporcionalidade. Destacamos o trecho a seguir:

. Funcdo linear

E possivel provar que, se uma funcao f: IR* = IR* é uma proporcionalidade, entdo f(x) = ax, em que a = f(1),
dara todo x positivo.

Por outro lado, j& vimos que a fungdo linear f: IR — IR é definida por f(x) = ax, em que a € IR é uma constante.

Quando a > 0, a fungéo linear f(x) = ax transforma um ndmero real positivo x no niimero positivo ax. Portanto,
lefine, com essa restric8o, uma proporcionalidade f: IR* — IR*. O coeficiente a chama-se fator de proporcionalidade
du constante de proporcionalidade.

E por isso que dizemos que a funcao linear é o modelo matemético para os problemas de proporcionalidade.
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Figura 48 — Recorte do Livro 1, pagina 140.

Novamente aqui o autor apresenta fun¢do que tem para dominio e contradominio o
conjunto dos nimeros reais positivos e a chama de Linear.

O autor usa o termo “proporcionalidade” de maneira incorreta. Sabemos que
proporcionalidade pode ocorrer de duas formas, direta ou inversa. O autor usa o termo
proporcionalidade referindo-se exclusivamente a proporcionalidade direta. Encontramos a
ultima frase redigida de forma idéntica no livro A Matemaética do Ensino Médio — Volume 1 —
de autoria do Prof. Elon Lages Lima. No entanto, Elon ja havia convencionado anteriormente
que o termo “proporcionalidade” seria empregado fazendo referéncia exclusivamente a
proporcionalidade direta, o0 que ndo ocorre com o autor do livro que estamos analisando.

Também alertamos para a inadequada exigéncia a > 0, que sugere que pro-
porcionalidade direta requer relacionamento entre grandezas que variam exclusivamente com
mesmo sentido, o que € incorreto, pois podemos ter proporcionalidade direta mesmo no caso
a < 0. Em outras palavras, qualquer funcdo Linear serve de modelo matematico para

problemas de proporcionalidade, e ndo apenas aquelas de coeficiente angular positivo.
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CAPITULO 4 - METODOLOGIA E FUNDAMENTACAO

Neste capitulo, apresentamos a metodologia que adotamos para a elaboracdo deste
trabalho, bem como a fundamentacdo tedrica de alguns conceitos utilizados para embasar
nosso ponto de vista em relacdo a alguns itens da Sequéncia Didéatica que elaboramos.

A metodologia que seguimos para a elaboragdo deste trabalho foi a seguinte:
inicialmente fizemos uma anélise dos PCNEM e uma anélise de dois livros didaticos para o
ensino de Matematica no Ensino Médio, bem como uma busca por outra bibliografia
relacionada ao tema que pretendiamos abordar.

Foi um cuidado nosso escolher os livros didaticos dentro da colecdo dos livros
indicados pelo Programa Nacional do Livro Didatico para o ano de 2012 (o Gltimo programa
para a disciplina de Matemaética relativo ao Ensino Médio). No capitulo 3, apresentamos a
analise critica destes livros relativa ao tema Funcdes.

Como segunda etapa deste trabalho, elaboramos um questionério sondagem com o
tema relacionamento entre grandezas para ser aplicado na turma em que implementariamos a
proposta, com o objetivo de verificar o nivel de conhecimento e traquejo de nossos alunos em
relacdo ao tema. O questionario (ver Apéndice) inclui grandezas que variam com mesmo
sentido, grandezas que variam com sentido contrério, grandezas diretamente proporcionais e
inversamente proporcionais, além de incluir também pares de grandezas que ndo se
relacionam. As questdes ai apresentadas sdo todas retomadas durante o desenvolvimento da
Sequéncia Didatica que propomos.

A seguir, passamos a elaboracdo da Sequéncia Didéatica a ser implementada em uma
sala de aula de primeiro ano do Ensino Médio. Durante o planejamento da mesma, tivemos
em mente permanentemente a analise critica que haviamos realizado tanto em relacdo aos
PCN quanto em relagdo aos livros didaticos. Assim, por exemplo, tivemos a preocupacéo de
tentar evitar que fossem geradas as incoeréncias apontadas no Capitulo 3. Tivemos também o
cuidado de registrar, durante o planejamento, as expectativas sobre as atividades que
propunhamos, bem como os objetivos das mesmas.

Ao refletir sobre a traducdo para a linguagem de fungdes, vimo-nos for¢ados a incluir
no planejamento a motivagdo, o conceito e a definicdo de funcdo, antes de tratarmos das
fungbes que nos interessavam (monotonas, linear, afim, homografica da forma k/x com k
constante ndo nula). E durante a elaboracéo desta parte, sentimo-nos também na obrigacéo de

ainda incluir fungdes invertiveis, para mostrar que uma das ideias que defendemos, a saber,
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nao dar énfase ao contradominio de uma funcéo real de variavel real, ndo causa inconsisténcia
com a inversibilidade de funcdes.

Apos a elaboracéo da Sequéncia Didética, a proxima etapa foi a implementacdo da
mesma em uma turma de 1° ano de Ensino Médio de um Curso Técnico do Instituto Federal
de Educacédo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul no Campus Caxias do Sul, em
Caxias do Sul, RS. Tanto as expectativas e objetivos com relacdo as atividades propostas
como observacdes sobre a implementacdo estéo explicitadas no Capitulo 5.

A (ltima etapa do trabalho consistiu na validagio da Sequéncia Didética. E natural que
esta fase j& va ocorrendo mesmo antes de finalizada a aplicacdo da Sequéncia Didética, pois
durante a implementagdo as expectativas anteriormente registradas vdo ou ndo se
confirmando, e os resultados ja vao se tornando validos ou ndo. Esta etapa foi ocorrendo ao
final de cada aula de aplicacdo da Sequéncia Didatica, e as observaces a ela pertinentes sdo
também apresentadas no Capitulo 5.

Encerramos este capitulo apresentando abaixo alguns trechos de bibliografias nas
quais nos orientamos para que o leitor compreenda com clareza os motivos que nos levaram a
optar:

- pela definicéo de funcéo que aqui seré apresentada;

- por ndo dar énfase ao contradominio quando passamos a tratar de funces reais
de variavel real;

- por aqui fazer uma discussdo sobre inversibilidade e apresentar uma
caracterizagao para esta condicdo;

- pela definigdo que aqui apresentamos de grandezas diretamente proporcionais.

41 QUANTO A OPCAO PELA DEFINICAO DE FUNCAO QUE AQuI
APRESENTAMOS

A dissertacdo de Mestrado em Educacdo Matematica da PUC/SP apresentada por Ciro
Braga sob o titulo “O Processo Inicial de Disciplinarizacdo de Fungdo na Matematica do
Ensino Secundério Brasileiro”, em 2003, apresenta um resgate historico de como o conceito
de fungéo foi introduzido no Ensino no Brasil.

Quanto a representacdo algébrica de funcéo, o percurso de seu desenvolvimento tem o
inicio vinculado a Fermat e Descartes; a seguir, temos a introdugdo da palavra fungéo por

Leibiniz em 1673, e em 1837 Dirichlet nos d& a seguinte defini¢do para funcéo:
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“Se uma varidvel y esta relacionada com uma variavel x de tal modo que, sempre que é
dado um valor numérico a x, existe uma regra segundo a qual um valor Unico de y fica
determinado, entdo diz-se que y é funcéo da variavel x. (BOYER, 1974, p. 405)”

Apesar de se restringir a varidveis numéricas e envolver termos imprecisos como
regra, esta definicdo e suas variagOes atenderam as demandas do desenvolvimento da
matematica por algum tempo. Segundo Ciro, nas décadas finais do século XIX, sentia-se uma
necessidade de ampliagdo da defini¢do de funcdo para além dos conjuntos numéricos, e essa
necessidade foi suprida por uma nova conceituacdo explicitada pelo grupo Bourbaki na
segunda metade dos anos 30 do século XX.

Com o advento da Matematica Moderna, a ideia de dependéncia funcional foi
eliminada da definicéo corrente de funcg&o.

A dissertacdo de Ciro nos apresenta ainda outro trecho:

Em quase todos livros didaticos de Algebra, uma fungio é agora
definida como uma relagéo entre elementos de dois conjuntos (n&o
necessariamente numéricos) ou membros do mesmo conjunto, tal que
cada elemento do dominio tenha apenas uma imagem. Algumas
definicbes modernas incluem mencao a uma regra; porém, a nogdo de
dependéncia se foi. Assim, o ensino de fungdes em classes de Algebra
tende a enfatizar interpretacdes estruturais mais do que processuais
(KIERAN, 1992, p.38 apud BRAGA, 2003).

Sobre o tema proporcionalidade versus fungédo, Ciro Braga fala sobre o livro Curso de
Matemética Elementar — Volume 1l de Euclides Roxo, o qual tinha por objetivo atender ao
programa de ensino do 2° ano do curso secundario do Colégio Pedro Il, no Rio de Janeiro. No
capitulo VIII do livro mencionado, intitulado Nocdo de Funcdo — Proporcionalidade, é
introduzido o tema funcdo, o Unico tema abordado no livro que ndo fazia parte do programa
do Colégio Pedro Il. Foi considerado de grande importancia para 0 movimento modernizador:
tentava adequar-se as ideias de Felix Klein sobre a inser¢cdo da matemética do seculo XIX na
Escola.

4.2 QUANTO A NAO ENFASE AO CONTRADOMINIO QUANDO TRATAMOS DE

FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL.

Neste trabalho, definimos fungéo real de variavel real de forma que o contradominio €
sempre R(o que, num certo sentido, ndo é uma informacdo adicional, uma vez que estamos
tratando de fun ¢des reais de variavel real). Esta é uma forma de nos mantermos coerentes
com a definicdo de fungdo que escolhemos apresentar (fungdo é um conjunto de pares

ordenados satisfazendo determinadas condigdes).
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Esta pouca énfase ao contradominio é referendada por Friedrichsdorf e Prestel,® onde
se lé:

...veremos duas fungdes f e g como idénticas se, e somente se,
possuem o mesmo dominio de defini¢do e, além disto, para todo x do
dominio de definicdo, sempre vale f(x) = g(x). A informagdo do
“contradominio” B pela escrita f: A — B d& uma informagcao adicional
sobre onde se deve procurar o valor de f(x) para um x de A. Esta
informacdo adicional é extremamente (til para as consideracdes
matematicas. No entanto, ela pode ter nenhum papel para a identidade
de fungBes, pois cada funcéo de A em B pode ser também entendida
como uma funcdo de A em C, onde podemos tomar C como um
sobreconjunto de B. Por isso uma funcéo € unicamente determinada
pelo conjunto das aplicagcbes “x — y; onde x esta no dominio de
definicéo e f(x) = .
A sugestdo de tratar funcdes reais de variavel real sempre com contradominio igual a
Ik e a falta de énfase ao conceito de sobrejetividade refere-se apenas, num primeiro momento,
a uma introducgdo ao tema FungBes. Futuramente os alunos terdo a oportunidade de discutir
outros tipos de fungdes e outras questdes que envolvem fungdes, em contextos mais abstratos,
mesmo dentro de fungdes numéricas. Por exemplo, a questdo sobre um conjunto numérico ser

ou ndo enumerdvel envolve, sem duvida, o conceito de sobrejetividade.

4.3 QUANTO A EQUIVALENCIA ENTRE AS CONDICOES “SER INJETORA” E “SER
INVERTIVEL”

Outro ponto no qual nos concentramos em nossa proposta diz respeito a definicdo de
funcdo invertivel. Em nossa Sequéncia Didatica, devido & ndo importancia ao contradominio
quando tratamos de funcdes reais de veriavel real, defendemos ndo ser necesséario definir
funcdo sobrejetiva e, consequentemente, funcdo bijetiva. No entanto, sentimo-nos
compromissados a mostrar que esta proposta, na nossa opinido facilitadora para o ensino de
funcdes reais de variavel real no ensino médio pelo menos em um primeiro momento, pode
ser mantida mesmo se queremos chegar a abordar inversibilidade de tais fungdes.
Desenvolvemos, entéo, a ideia de tentar “desmanchar a acdo de uma fungéo”, mostrando que,
para levarmos esta ideia a cabo e definir a funcdo inversa de f como uma fungdo que

desmancha a agdo de f e é desmanchada pela acéo de f, continua desnecesséria a condicdo de

3 Este livro esta sendo traduzido pelo Prof. Samuel Volkweis Leite, da UFSM. O paragrafo mencionado foi
tirado da tradugdo parcial ja existente
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sobrejetividade. E, novamente, sentimos refor¢ada nossa convicgdo em outro trecho do livro
de Friedrichsdorf e Prestel:

Normalmente denotamos fungbes por f: A — B em argumentos
matematicos onde, paralelamente & funcdo, seu dominio de definicdo
bem como um “dominio alvo” j& sdo conhecidos, no qual a imagem
est4 contida como subconjunto.

Agora, com a escrita f: A — B, fica expresso que o dominio alvo
corresponde & imagem de f. Assim, o conceito de fungéo sobrejetiva
faz sentido apenas quando € dado um dominio alvo. Em contrapartida,
0 conceito de funcdo injetiva faz sentido sem a informagdo do
dominio alvo, pois a afirmacéo de que dois elementos distintos do
dominio de definicdo sdo sempre aplicados em duas imagens distintas
pela funcdo refere-se apenas a funcéo.

4.4 QUANTO A DEFINIGAO DE PROPORCIONALIDADE

Cabe ressaltar que encontramos em livros diferentes de um mesmo autor definigdes
diferentes para proporcionalidade. A definicdo que defendemos:

Diz-se que duas grandezas sdo proporcionais quando elas se
correspondem de tal modo que, multiplicando-se uma quantidade de
uma delas por um nimero, a quantidade correspondente da outra fica
multiplicada ou dividida pelo mesmo nimero. No primeiro caso, a
proporcionalidade se chama direta e, no segundo, inversa; as
grandezas se dizem diretamente proporcionais ou inversamente
proporcionais.

(-.)

Em suma, a definicdo tradicional equivale a dizer que a grandeza y é
diretamente proporcional a grandeza x quando existe um ndmero a
(chamado constante de proporcionalidade) tal que y = a.x para todo
valor de x. (LIMA, et al 2006, p. 93)

Que as fungdes Linear e Homogréfica da forma k/x (k constante ndo nula) sdo,
respectivamente, a traducdo para a linguagem de fungdes da relagdo de proporcionalidade
direta e proporcionalidade inversa entre duas grandezas confirma-se também neste livro:

Uma proporcionalidade é uma funcdo f: B — R tal que, para
quaisquer numeros reais c, X tem-se f(cx) = ¢ . f(x) (proporcionalidade
direta) ou f(cx) = f(x) / c, se ¢ # 0 (proporcionalidade inversa).

(-.)

Em suma, a definicdo tradicional equivale a dizer que a grandeza y é
diretamente proporcional & grandeza x quando existe um numero a
(chamado constante de proporcionalidade) tal que y = ax para todo
valor de x. (LIMA, et al 2006, p. 93)

No entanto, no livro Temas e Problemas da colecdo PROFMAT da SBM também de

autoria (parcial) de Elon Lages Lima, a definicio de grandezas diretamente proporcionais é
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outra: agora exige-se que grandezas diretamente proporcionais sejam grandezas que variam

com mesmo sentido:

Segundo Braga

Sejam x e y dois tipos de grandezas. Diz-se que y é proporcional a x
quando:

i)  As grandezas x e y acham-se de tal modo relacionadas que a
cada valor de x corresponde um valor bem determinado de y. Diz-se
entdo que existe uma correspondéncia x — y e que y é funcéo de x.
Quando escrevermos x — Yy estaremos querendo dizer que y é o valor
que corresponde a X.

i) Quanto maior for x, maior serd y. Em simbolos, se x -y e xX’—
y’ entdo x<x’ implica y<y’.

iii) Se a um valor xo corresponde yo € ¢ € um numero qualquer,
entdo o valor de y que corresponde a cxo € cyo. Simbolicamente: se cxo
— CYyo entdo cxo — cyo.” (LIMA, 2012).

(2003, p. 108):

Este capitulo VIII inicia explorando o conceito de variavel dependente
e independente em diversas contextualizagbes e nas diferentes
representacdes, algébrica, tabular e gréfica. Apresenta, em seguida, a
funcdo proporcional e justifica o seu gréfico, uma reta passando pela
origem, relacionando a proporcionalidade com a tangente
trigonométrica. Observa, em decorréncia, a relacdo entre a declividade
dareta e a constante de proporcionalidade.

Entendemos, com este trecho, a fun¢do Linear como o modelo matematico para

representar os problemas que envolvem grandezas diretamente proporcionais, ja sendo

apresentada aos estudantes, embora sem o uso do nome “fungéo Linear”.
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CAPITULO 5 - IMPLEMENTACAO DA SEQUENCIA DIDATICA

Neste capitulo apresentamos a Sequéncia Didatica que desenvolvemos e aplicamos aos
alunos.

Esta Sequéncia Didatica foi aplicada a uma turma de primeiro ano do Ensino Médio,
do Curso Técnico em Fabricacdo Mecénica do Campus Caxias do Sul do Instituto Federal de
Educagéo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul (IFRS) na cidade de Caxias do Sul. No
total foram trinta e dois alunos, sendo trinta e um do sexo masculino e uma aluna do sexo
feminino, sendo que 71,8% dos mesmos haviam concluido o Ensino Fundamental em escolas
publicas, destes trinta e dois alunos, trés eram repetentes, e as idades da turma variavam entre
14 e 17 anos.

A implementagéo teve duracéo de pouco mais de dois meses, divididos em duas aulas
semanais, num total de dezenove aulas, sendo cada aula com duracdo de uma hora e quarenta
minutos. Cabe ressaltar que o desenvolvimento da implementacdo foi adaptado a carga
horaria da instituicdo destinada ao ensino da Matematica, o que o autor considera um tanto
quanto inferior ao ideal, haja visto que nas institui¢des que o autor atuava anteriormente a esta
a carga horéaria semanal para a disciplina de Matematica era 50% maior do que a disponivel
aqui.

Relataremos neste capitulo quais foram nossos objetivos e expectativas, bem como as
observagOes decorrentes da aplicacdo.

Para o relato das observagdes durante a implementagdo nos utilizamos de algumas
gravacOes de audio e também anotacBes que foram sendo feitas durante o desenvolvimento.
Alertamos para o fato de ndo ter sido recolhido material dos alunos. Também tivemos a
avaliagdo final da atividade um tanto prejudicada por, em se tratando de uma instituicdo
publica, termos tido uma greve durante o ano letivo da aplicacéo.

Para melhor compreensdo do leitor, apresentamos a Sequéncia Didatica proposta em
quadros, nos quais constam o material que foi usado pelo professor e pelos alunos, lembrando
que o material dos alunos ndo contém os bilhetes “Ao Professor”.

AULA 1

Iniciamos nossa primeira aula apresentando 6 atividades que tratam sobre grandezas,
solicitando que cada aluno trabalhasse de forma individual, com o intuito de que o aluno saiba
relacionar duas grandezas e classificar as mesmas quanto a: diretas, inversas, diretamente
proporcionais e inversamente proporcionais e que também saiba identificar quando ndo ha

relagdo nenhuma entre as grandezas.
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Nossa expectativa quanto a primeira atividade era que o aluno reconhecesse que
estamos dobrando, triplicando e quadruplicando a quantidade de porcdes e portanto é preciso

dobrar, triplicar e quadruplicar as quantidades de ingredientes.

51 REVISANDO GRANDEZAS DIRETAS, INVERSAS, DIRETAMENTE
PROPORCIONAIS E INVERSAMENTE PROPORCIONAIS.

Ao Professor: As atividades a seguir buscam que o aluno comece a trabalhar com grandezas
ainda sem ter sido apresentado as definicdes de grandezas diretas, inversas, diretamente
proporcionais e inversamente proporcionais.

Motivacéo:

Atividade 1

A receita de p&o de queijo a seguir rende 5 porcoes:

Pao de Queijo Mineiro

4 copos de polvilho doce

1 colher de sal

2 copos de leite

1 copo de éleo

2 0V0S

4 copos de queijo minas ralado

6leo para untar

Pergunta-se:

Que quantidades de ingredientes devemos usar se quisermos 10 porgdes?

E 15 porgdes?

E 20 porgdes?

O que vocé observa comparando as novas quantidades com as quantidades originais da
receita?

Ao Professor: Espera-se que o aluno observe que, como a receita rende 5 porcdes, ao
pedirmos 15, ele deve triplicar a quantidade de ingredientes e ao pedirmos 20 que ele

quadruplique a quantidade.

Observamos que os alunos néo tiveram dificuldade em interpretar e concluir o que se

esperava, isto por que rapidamente deram-se conta que 15 e 20 porgdes tratam-se,
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respectivamente do triplo e quadruplo das cinco porgdes apresentadas na receita, alguns
alunos deram-se conta muito rapidamente, o que fez com que todos concordassem, portanto
ndo permitindo mostrar-se se alguns alunos tivessem dudvidas quanto a atividade.

Para a proxima atividade tivemos como expectativas que os alunos observassem que
em a) a quantidade de porcdes é o dobro da quantidade na receita e portanto, deve-se dobrar a

quantidade de ingredientes e em b) que trata-se da metade.

Atividade 2

Gustavo resolve impressionar a namorada e quer preparar um bolo de cenoura para ela. Para
isso utiliza a seguinte receita:

Bolo de cenoura (rendimento: 8 porcoes)

1/2 xicara de 6leo

3 cenouras médias raladas

4 ovos

2 xicaras de agucar

2 1/2 xicaras de farinha de trigo

1 colher de fermento em pé

Cobertura:

1 colher (sopa) de manteiga

3 colheres (sopa) de chocolate em po

1 xicara (cha) de agucar

a) A namorada acha o bolo uma delicia e pede a Gustavo que ele prepare o bolo para toda a
familia que é formada por 4 pessoas. Estimando que cada familiar ir4 comer 4 porgdes, que
quantidades de ingredientes Gustavo deve usar para que seja possivel satisfazer a toda a
familia?

b) E se o bolo for preparado novamente apenas para o casal, sabendo que cada um ir4 comer
apenas 2 porgdes, quais devem ser as quantidades de cada ingrediente? Pensando que ndo

haja sobras!

Observamos que os alunos resolveram a atividade de forma muito rapida, afinal ja
tinham entendido o questionamento, que era praticamente idéntico ao da atividade 1, portanto

novamente tivemos bastante agilidade no desenvolvimento da atividade.
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Para a proxima atividade nossas expectativas concentraram-se na pergunta a)
esperando que os alunos identifiquem que o peso vai simplesmente aumentando e em b) onde

a intencéo é que se dessem conta que o0 peso ndo dobra dobrando a quantidade de pessoas.

Atividade 3

Num elevador est4 escrito: “CAPACIDADE MAXIMA: 6 pessoas ou 480 kg”.

a) A cada andar entra uma pessoa no elevador, o que vai acontecendo com o peso do mesmo?
b) Primeiramente entram duas pessoas e 0 elevador atinge um determinado peso, a seguir
entram mais duas, ou seja, 0 numero de pessoas dobra. Considerando que neste grupo de
pessoas, todas tem 0 mesmo peso, pergunta-se: o peso deste elevador dobra?

Observamos que a pergunta a) foi respondida como esperado, j& na pergunta b) gerou-
se uma certa discussdo, sendo que a maioria respondeu que dobrando o nimero de pessoas
dobraria 0 peso do elevador. No momento da discussdo um dos alunos se deu conta que 0
peso realmente ndo dobrava pois o peso do elevador sozinho ndo muda. Foi preciso
exemplificar a situagdo, atribuindo um peso aleatério ao elevador e somando o peso das
pessoas que iam entrando, esse didlogo foi sendo desenvolvido com anotagfes na lousa para
que o raciocinio fosse acompanhado. Desta maneira 0s demais se convenceram do que
realmente acontece.

Para a atividade 4 nossa expectativa era de que os alunos observassem facilmente que

ao aumentar o nimero de contas, diminui-se a quantidade de dinheiro disponivel.

Atividade 4

Tomemos o salario mensal de um trabalhador e o nimero de contas fixas (luz, agua, telefone,
condominio, etc. a pagar todos 0s meses.

a) A cada conta que for sendo paga, 0 que vai ocorrendo com a quantidade de dinheiro que
sobra para outros gastos?

b) Explique a relacdo existente entre quantidade de dinheiro disponivel para gastos e

quantidade de contas a pagar.

Observamos no decorrer da atividade 4 que rapidamente os alunos deram-se conta que
aumentando a quantidade de contas a pagar diminuia o dinheiro, ocorrendo portanto o
esperado. Esta discusséo foi feita basicamente por dois alunos e acompanhada pelos demais.
Um dos alunos questionou se seria um caso semelhante ao da atividade 3, porém foi

imediatamente corrigido por um colega que usou do argumento, correto, que em nenhum




67

momento mencionava-se o0 valor de cada conta e portanto ndo teriamos contas iguais. Ao
questionar os demais, tivemos a concordancia de todos.
Para a atividade 5 nossa expectativa era de que 0s alunos observassem que aumentar o

ndmero de maquinas significa diminuir o nimero de dias, mantendo-se uma proporgao.

Atividade 5

Uma empresa precisa produzir 500 pecas. Uma méquina leva 10 dias para produzi-las.
Supondo que todas as méquinas desta empresa tém o mesmo rendimento, em quantos dias as
pecas serdo produzidas se a empresa usar duas maquinas? E cinco maquinas? Se a
quantidade de maquinas for maior, 0 que ocorre com a quantidade de dias necessarios para

produzir as pegas?

Pudemos observar que a grande maioria dos alunos usou a relagdo de que uma
maquina produz 50 pecas por dia e a partir dai foram calculando o nimero de dias e assim
concluindo que o mesmo diminuia aumentando-se a quantidade de méaquinas. Dois deles
resolveram montar o esquema e resolver, por regra de trés, utilizando assim conhecimentos do
Ensino Fundamental haja visto que ndo falamos em regra de trés em nenhum momento. A
grande maioria conseguiu observar que ao dobrar o nimero de maquinas cairia pela metade a
quantidade de dias, sendo que um dos alunos fez este comentério e os demais concordaram.
Questionamos os mesmos em relacéo a questéo de diminuir os dias e diminuir de forma igual,
questionamento este que por alguns ndo foi entendido, reformulamos o questionamento e
assim um aluno imediatamente afirmou que se uma méaquina produz cinquenta pegas por dia,
entdo duas vdo produzir cem e assim sucessivamente logo o nimero de dias ndo diminui
aleatoriamente e sim de forma igual, os demais ao serem indagados concordaram. Considero a
expectativa atendida ja que a ideia ndo era montar via regra de trés e sim usar o raciocinio
I6gico o que ocorreu com a maior parte dos alunos.

Para a atividade 6 nossa expectativa era de que os alunos identificassem que a relagéo
existente ndo é previsivel e portanto que ndo possa ser dada por uma férmula, entre o horério

que a neve cai e a quantidade de neve.
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Atividade 6

No inverno Nova lorquino de 2012, nevou pela primeira vez dia 21 de janeiro. Considerando
que nevou o dia todo, em alguns horéarios mais e em outros menos, pergunta-se: existe
alguma relacédo entre a quantidade de neve que vai caindo com o horério em que ela caiu?

Justifique.

Observamos que nossa expectativa foi atendida, visto que nenhum aluno teve
dificuldade em compreender o que ocorre; alguns mencionaram que o raciocinio € igual ao da
quantidade de chuva que cai em um determinado dia. Deram-nos portanto uma dica de que
ndo precisdvamos ter ido tdo longe para criar uma situacéo de grandezas diretas.

Depois de trabalhadas as atividades acima definimos o que séo Grandezas que variam
com mesmo sentido, que variam com sentidos contrarios, Diretamente Proporcionais e

Inversamente Proporcionais.
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5.2 DEFINICOES

Definimos grandeza como tudo aquilo que pode ser medido ou contado.

Exemplos de grandezas: idade, comprimento, tempo, temperatura, massa, prego, entre outras.
Dizemos que duas grandezas estéo relacionadas quando uma alteragdo em uma delas provoca
alguma alteracdo na outra. Tal relacionamento pode ser de vérios tipos, alguns deles muito
especiais, e por isso recebem nomes especiais. Listamos a seguir aqueles com os quais vamos
aqui trabalhar:

Grandezas gue variam com mesmo sentido: Duas grandezas que se relacionam - e que vamos

aqui denotar por x e y — séo ditas Grandezas Diretas quando uma variagdo em uma delas
provoca uma variacdo na outra tal que: se uma cresce a outra também cresce; se uma
decresce, a outra também decresce.

Grandezas gue variam com sentidos contrarios: Duas grandezas que se relacionam - e que

vamos aqui denotar por x e y — séo ditas Grandezas Inversas quando uma variagdo em uma
delas provoca uma variagdo na outra tal que: se uma cresce a outra decresce; se a primeira
decresce, a segunda cresce.

Grandezas Diretamente Proporcionais: Duas grandezas x e y que se relacionam s&o

diretamente proporcionais se o valor de x aumenta (ou diminui) o valor de y também
aumenta (ou diminui), de tal forma que o quociente y/x se mantém constante, ou seja, de tal
forma que existe uma constante k tal que y/x = k para qualquer valor da grandeza x e 0
correspondente valor de y.

Grandezas Inversamente Proporcionais: Duas grandezas X e y que se relacionam s&o

inversamente proporcionais se o valor de x aumenta (ou diminui) o valor de y diminui (ou
aumenta), de tal forma que o produto y.x se mantém constante, ou seja, de tal forma que
existe uma constante k tal que y.x = k, para qualquer valor da grandeza x e o correspondente

valor dey.

AULA 2

Esperamos que, apds terem sido apresentadas as definicdes acima, os alunos saibam
reconhecer que tipo de grandeza estava envolvida em cada atividade.

Atividade 7

Apos definirmos alguns tipos de relagbes entre grandezas, complete, se possivel, a
tabela a seguir, assinalando o tipo de relagdo que ocorreu em cada uma das atividades

trabalhadas no inicio deste capitulo:




70

Com Com Diretamente |Inversamente |Nenhuma das
mesmo |sentido |Proporcionais |Proporcionais |Anteriores
sentido |contrério

Atividade 1

Atividade 2

Atividade 3

Atividade 4

Atividade 5

Atividade 6

Depois de definirmos os tipos de grandezas, voltamos a cada uma das atividades para
analisar o tipo de grandeza envolvida em cada uma e marcar na tabela. Como cada atividade
j& havia sido discutida antes de definirmos os tipos de grandezas, os alunos ndo tiveram
dificuldades no momento de apontar a qual tipo de grandeza se referia cada uma das
atividades. Mesmo na atividade 5 em que poderia haver uma certa confuséo entre grandezas
inversas com inversamente proporcionais.

Esperamos que apds termos definido os tipos de grandezas os alunos consigam

identificar a relagdo entre as grandezas apresentadas.

Considerando as defini¢cbes acima, classifique as relagbes entre grandezas apresentadas a
seguir, marcando: MS variam com mesmo sentido, SC variam com sentido contrario, DP
para diretamente proporcionais, IP para inversamente proporcionais e NDA para nenhuma
das anteriores.

() velocidade x tempo

( ) idade x altura

() quantidade de trabalho a ser executado x nimero de operarios para executa-lo (supondo
que todos trabalham no mesmo ritmo)

() namero de unidades de producédo de determinado produto x pre¢o unitario do mesmo

() disténcia percorrida x combustivel gasto para percorré-la de automével (supondo que o
mesmo mantém um rendimento constante)

() medida do lado de um poligono regular x perimetro do mesmo

() medida do lado de um poligono n&o regular x perimetro do mesmo
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() peso x altura de uma pessoa

() temperatura de uma taca de café fervente e tempo que o café leva para atingir a
temperatura ambiente

() tempo de producéo de determinado produto x nimero de itens produzidos

() escala x representagéo

Durante a realizacao da atividade houve uma certa discussao em relagdo a comparagdo
de algumas grandezas, por exemplo, idade x altura, para muitos houve a confusdo de
pensarem que tratava-se de grandezas diretamente proporcionais, porém alguns alunos deram-
se conta que em determinado momento para-se de crescer porém a idade segue aumentando.
Outro item que mereceu especial discussdo foi “nimero de unidades de producéo de
determinado produto x pre¢o unitario do mesmo” pois a interpretacdo dada por um dos alunos
foi que ndo existiria relacdo entre as grandezas pois preco unitério foi interpretado como
constante, e esta interpretacéo foi aceita pela ampla maioria da turma.

Na proxima atividade esperamos que os alunos identifiquem o tipo de relacéo entre as

grandezas x e y sem ter dividas sobre o tipo de relacéo estabelecida.

Atividade 8

Ao Professor: Observe que nas tabelas 1 e 3 temos respectivamente grandezas diretamente
proporcionais e inversamente proporcionais, ja nas tabelas 2 e 4 temos respectivamente
grandezas diretas e inversas e na tabela 5 temos nenhuma das situacdes anteriores.

Nas tabelas a seguir esta indicada uma relacdo entre duas grandezas x e y. Supondo que nelas
estdo registrados todos 0s possiveis valores de X, classifique as grandezas x e y em: diretas,
inversas, diretamente proporcionais, inversamente proporcionais ou nenhuma dessas
relacGes.

Tabela 1:

AIWINFP|X
0o hINK
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Tabela 2:
X y
1 2
2 7
3 9
4 10
5 11
6 13
7 20
8 22
9 47
Tabela 3:
X y
1 8
2 4
4 2
8 1
16 Y
32 Y,
Tabela 4
X y
1 15
2 13
4 11
8 10
16 8
32 6
64 5
Tabela 5:
X y
1 2
2 7
3 11
4 3

Observamos que a identificacdo do tipo de relacdo apresentada foi mais facil do que
nas situacOes contextualizadas. Ao menos ndo houve discussdes como nas situagoes

contextualizadas, haja visto que em nimeros ndo se permite muitas interpretacGes, ficou
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visivel que a comparacéo entre niameros nas colunas das tabelas facilitou a interpretacéo e
também por se tratarem de tabelas limitadas.

Na atividade 9 a expectativa era de que os alunos conseguissem determinar os valores
das grandezas procuradas por raciocinio multiplicativo sem recorrer a regra de trés habitual no
Ensino Fundamental e que o aluno consiga determinar valores de grandezas sabendo a forma

com que esta se relaciona com outra grandeza de valores conhecidos.

Atividade 9

Ao Professor: Os exercicios a seguir foram usados na integra ou adaptados de um
questionario sondagem aplicado anteriormente a este trabalho.

Resolva os exercicios a seguir:

1) Para construir um muro de 80 m de comprimento, 10 homens levam nove dias. Para
construir o mesmo muro e mantendo todos o mesmo ritmo de trabalho, quantos dias levarao,
a) 5 homens?

b) 15 homens?

c) 20 homens?

2) Trés sdcios A, B e C, para abrir um negdcio, investiram, respectivamente, R$ 6.000,00, R$
8.000,00 e R$ 12.000,00. Ao final de um ano de funcionamento, tiveram um lucro de R$
286.000,00. Explique o que vocé consideraria, nesta situacdo, ser uma “divisdo justa dos
lucros” e, a seguir, calcule, deste ponto de vista, quanto caberia a cada um.

3) Quatro pedreiros, trabalhando 8 horas por dia, constroem 50 metros de calgada em uma
semana. Quantos metros de calgada serdo construidos, ainda em uma semana, por 6 pedreiros
trabalhando 8 horas por dia, supondo que esses trabalhadores tenham o mesmo rendimento
nas duas situagoes?

4) Quatro pedreiros, trabalhando 8 horas por dia, constroem 50 metros de calgada em uma
semana. Quantos metros de calgada serdo construidos, ainda em uma semana, por 6 pedreiros
trabalhando 6 horas por dia, supondo que esses trabalhadores tenham o mesmo rendimento

nas duas situagoes?

Observamos que 0s alunos conseguiram determinar o valor das grandezas procuradas
sem grandes dificuldades, a partir de discussdes entre si e de ideias que cada um teve, haja
visto que esta atividade foi desenvolvida em pequenos grupos, onde o professor apenas fazia a
mediacdo. Um Unico aluno usou regra de trés para determinacdo dos valores até o exercicio 3.

No exercicio 4, que teoricamente é regra de trés composta, nenhum aluno usou desse artificio
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para resolucdo, uns poucos ndo conseguiram resolvé-lo e os demais foram resolvendo por
partes. Notou-se que 0s alunos ndo tem muita clareza de quando realmente se pode usar regra
de trés simples, o que também ndo foi discutido, ja que nossa intencdo é que os alunos

desenvolvam por raciocinio multiplicativo.

AULA 3

5.3 INTRODUCAO AS FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Neste capitulo vocé encontrara as nocdes de:

-produto cartesiano

-funcéo real de variével real

-gréfico de uma funcao real de variavel real

-funcéo monétona

-func&o linear

-funcgdo afim

-fungdo homografica da forma f(x) = k/x

-funges inversiveis

-inversdo das fungdes linear, afim e dadas por f(x) = k/x, bem como das fungdes do
tipo linear, do tipo afim e do tipo f(x) = k/x,
- exploragéo da relacdo entre as fungBes acima com grandezas diretas, inversas, diretamente

proporcionais e inversamente proporcionais.

5.3.1 Produto cartesiano
Descricdo: Introduzimos inicialmente a definicdo de par ordenado; a seguir, introduzimos a
condigdo para que dois pares ordenados sejam iguais. Apds a definicdo de produto cartesiano
de dois conjuntos, seguida de exemplos nos quais se espera que o aluno saiba identificar um
produto cartesiano, bem como construir pares ordenados e determinar a sua quantidade em
funcdo da quantidade de elementos dos conjuntos que formam um produto cartesiano.
Ao Professor: Os alunos, neste momento, ja tiveram contato com a no¢do de conjuntos e de

operacdes entre eles.
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Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, se escolhermos um elemento x € A e um elemento y
€ B, denotaremos por (X, y) o par ordenado formado por x e y tomados nesta ordem. O par
ordenado (X, y) representa o conjunto {x, y} no qual foi imposta a seguinte ordem: x é o
primeiro elemento e y é o segundo elemento.

Assim, dois pares ordenados, (X, y) e (s, t), sO sdo considerados iguais se tivermos
simultaneamente x =sey=t.

Simbolicamente, escrevemos:

X, y)=(st) ox=sey=t

Defini¢do: O conjunto de todos os pares ordenados (X, y), nos quais X € Aey € B, é
denotado por A x B e é chamado de produto cartesiano de A por B.

Simbolicamente, escrevemos:

AxB={(x,y)|xe Aeye B}

Quando ocorrer que A = B, costuma-se denotar A x A por A2,

Ao Professor: Neste momento os alunos ja devem ter conhecimento do conceito de variavel,

por ocasido do estudo de conjuntos por compreenséo.

A seguir apresentamos a Atividade 10, onde espera-se que os alunos consigam
escrever os conjuntos que formam os produtos cartesianos pedidos e que encontrem a relagéo
existente entre nimero de elementos de cada conjunto com o nimero de elementos do produto

cartesiano.
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Atividade 10

Ao professor: Na Atividade 10, espera-se que os alunos reconhecam a relacdo que existe
entre nimero de elementos dos conjuntos que formam o produto cartesiano e 0 nimero de
pares ordenados do produto cartesiano. Antes de passarmos ao raciocinio genérico, iremos
propor mais um exemplo, desta vez sem conhecer os elementos dos conjuntos, justamente
com a finalidade de estimular esta generalizacéo.

Dados os conjuntos A ={-2, 3,5}y e B={-1, 2,4, 7}, determine Ax B, Bx A, A2e B2

a) Observando A x B e B x A, pergunta-se: séo iguais? Justifique.

b) Quantos elementos possui A x B?

c) Quantos elementos possui A2?

d) Vocé encontra alguma relacdo entre o nimero de elementos de A2 e o nimero de
elementos do conjunto A? Em caso afirmativo, qual?

e) Vocé encontra alguma relacdo entre o nimero de elementos de B2 e o nimero de
elementos do conjunto B? Em caso afirmativo, qual?

f) Vocé encontra alguma relagdo entre o nimero de elementos de A x B e o numero de

elementos dos conjuntos A e B? Em caso afirmativo, qual?

Observamos que formar os pares ordenados e escrever o produto cartesiano foi
tranquilo para a maioria, apenas dois alunos apresentaram dificuldade em gerar os pares.
Quanto a determinar a relacdo entre nimero de elementos dos conjuntos com o nimero de
elementos do produto cartesiano, dois alunos foram bem rapidos e identificaram
imediatamente 0 que acontece, 0s mesmos se anteciparam e ja esclareceram aos demais a
relagdo existente, os demais concordaram com os dois e alguns tiveram certa dificuldade em
visualizar o que acontece, para estes orientou-se especial atencdo nas atividades a seguir (11 e
12). O uso de diagramas n&o foi citado aqui e nem indicado por nenhum aluno. O motivo de
nao té-lo citado deve-se ao fato que apds a atividade 12 sera pedido para que o procedimento
se repita, agora sim usando diagramas.

Nossa expectativa para a atividade 11 era de que o aluno conseguisse perceber que
basta multiplicar o nimero de elementos de cada conjunto para obter o nimero de elementos

do produto cartesiano.
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Sera que as relagdes que vocé encontrou na atividade 10 sdo sempre validas? Sugerimos que
VOCE as teste em outra atividade:

Atividade 11

Um conjunto A possui 2 elementos e um conjunto B possui 3 elementos, determine o nimero

de elementos de A x B, B x A, A% e B?, justificando sua resposta.

Observamos que a maioria dos alunos criou conjuntos com 2 e 3 elementos e
desenvolveu o produto cartesiano para chegar a resposta, mas a seguir a grande maioria
percebeu a ndo necessidade de ter-se os elementos explicitados. Nenhum aluno percebeu que
0 uso de “esquema” deixaria a visualizagdo mais facil, porém novamente ndo os alertei a
respeito considerando a solicitacdo que vira apos a atividade 12.

Na atividade 12 esperamos apenas que os alunos concluissem que basta multiplicar m

pors.

Atividade 12
Generalizando: é possivel determinar o nimero de elementos de A x B a partir do nimero de
elementos dos conjuntos A e B (digamos, sabendo que A tem m elementos e que B tem s

elementos)? Justifique.

Observamos que, como na atividade 11 os alunos perceberam que bastava multiplicar
as quantidades de elementos de cada conjunto, agora na atividade 12 os mesmos concluiram
rapidamente que bastava substituir os nimeros por m e s e portanto m x s.

Esperavamos na questéo a seguir, que os alunos os alunos conseguissem trabalhar com

os diagramas.

Para uma visualizagdo desta relacdo, tente construir, por meio de diagramas, os produtos
cartesianos A x B, B x A, A2 e B2 da atividade 10.
Ao professor: Aproveite a oportunidade para evocar aqui o Principio Multiplicativo.

Observamos que a maioria executou a atividade rapidamente e acharam mais facil de
visualizar do que escrevendo por extenso cada par. Esta atividade seria aplicada dependendo

do desencadeamento das atividades 10, 11 e 12; como em nenhum momento os alunos




78

haviam percebido a utilidade dos diagramas, a mesma foi de extrema valia. A visualizagéo foi

a facilidade mais apontada pelos alunos.

AULA 4
Nosso objetivo a seguir foi apresentar aos alunos o plano cartesiano, pois é um pré-

requisito para o estudo de gréficos de funcdes reais de varidvel real.

5.3.1.1 Um produto cartesiano especial e o plano cartesiano

Ao professor: Para o estudo dos graficos de funcbes reais de variavel real iremos usar o
Sistema Cartesiano Ortogonal.

O produto cartesiano B x R admite uma visualizacdo geométrica, fazendo-se uso de dois
eixos perpendiculares entre sSi que sSe interseccionam precisamente no ponto
escolhido/etiquetado por zero em cada um deles, por isso denominado Sistema Cartesiano
Ortogonal. Costuma-se posicionar 0s eixos na horizontal e na vertical para facilitar a
comunicacdo, bem como chamar ponto de intersecgdo dos eixos de origem do sistema

cartesiano, e denoté-lo por O. Assim, O = (0,0).
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OBS: As flechas aqui apenas indicam o sentido de crescimento escolhido para este eixo.
Cada eixo que compde o Sistema Cartesiano sera nomeado da seguinte forma:

-eixo Ox, 0 eixo horizontal, que sera chamado de eixo das abscissas.

-eixo Oy, o0 eixo vertical, que sera chamado de eixo das ordenadas.
Ao Professor: Mostre a seus alunos como se representa um ponto na visualizacdo geometrica.
Vamos, no Sistema Cartesiano Ortogonal abaixo, representar os seguintes pontos A(-2, 3),
B(3, 5), C(4, -1), D(0, 7), E(5, 0) e F(-1, -2).

v

4 3 2 01 2 3 45 87T

Esperamos com a proxima atividade que os alunos tenham compreendido e consigam

localizar os pares por meio dos pontos.

Atividade 13
Dados os conjuntos A = {-2, 3,5} e B = {-1, 2, 4, 7}, represente os conjuntos A x B, B X A,
A? e B2, no sistema cartesiano ortogonal. (Observe que se trata dos mesmos conjuntos da
atividade 10).




80

A A
10 10
9 9
[] []
] 7
[] ]
[} [
d L]
3 ]
2 H
1 1
Y Y
4 -3 -2 81 2 3 4 5 & 7 x 4 -3 -2 1 0] 1 2 3 4 5 8 7 x
| 1 | -
¥ 2
" 7N
10 10
9 9
1 [
7 7
§ é
8 L}
4 4
3 3
2 2
1 1
Y S
4 3 -2 -1 01 2 3 45 &7 x 4 -3 -2 1 0] 1 2 3 4 5 8 7 %
| 1 | o
3 T2

Observamos que a maioria realizou a atividade sem dificuldades. Dois alunos tiveram
dificuldades em representar A2 e B2, pois demoraram para visualizar que nos dois eixos

deveriam usar os mesmos elementos, depois de alertados a dificuldade foi superada.

AULA 5
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5.3.2 Funcdes reais de variavel real

Ao Professor: Estamos neste trabalho introduzindo algumas demonstracdes com o intuito de
que os alunos comecem a familiarizar-se com as mesmas, visto que € muito raro 0 uso de
demonstracdes durante o Ensino Basico, o que faz com que alunos de graduagdo tenham
muita dificuldade em trabalhar com as mesmas. Salientamos que “demonstracdo” nao é
sinbnimo de “linguagem formal” e nem pressupde a utilizacdo de simbologia. Espera-se aqui
apenas argumentagdes completas.

Ao professor: No texto que segue, tratamos primeiramente do conceito geral de funcdo para
em seguida tratarmos de funcdo real de variavel real.

Para motivarmos o estudo de fungdes que queremos aqui fazer, vamos comegar observando

algumas situagoes.

A partir daqui nossas expectativas gerais sdo de que o aluno comece a reconhecer que
ha uma possibilidade de unificar todas as situacGes a ele apresentadas via a linguagem de
produto cartesiano.

Na atividade 14, espera-se que 0s alunos consigam escrever 0s pares ordenados e

visualizar que ha mais do que uma Unica regra possivel para a correspondéncia.

Atividade 14

A tabela abaixo foi encontrada em uma pégina rasgada de um antigo livro.

X |Y
1] -
0] o0
1|1

Observando a parte que ficou visivel desta tabela, pergunta-se:
a) Pode-se reescrever a informag&o constante nesta tabela fazendo uso de pares ordenados?
b) Vocé consegue determinar uma regra que explique como a tabela foi gerada?

c) Existem outras regras compativeis com essa tabela?
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Durante a realizagdo da atividade 14 pudermos observar que, no item a, ndo tiveram
dificuldades, no item b a maioria foi rapida em dizer que tratava-se de y = x, porém o item (c)
envolveu uma grande discussdo, alguns alunos rapidamente responderam que n&o, outro
imediatamente respondeu “provavelmente sim”, mas ao questiond-los quais seriam estas
regras nenhum deles conseguiu explicitar que regras poderiam ser, depois de incit-los um
pouco mais a observar a tabela um aluno deu-se conta que podiam ser y = x", entdo y = x> , y
= x° e y = x’ e assim por diante, desde que o expoente de x fosse impar, questionei entdo os
demais se concordavam, praticamente uma resposta unanime que sim, ainda assim para
alguns ndo estava claro, foi preciso montar algumas tabelas comy = x® , y=x>ey = X,
depois deste procedimento acabaram convencidos. Chamou a atengéo o aluno que visualizou
y = x" ndo ter anunciado primeiramente as condigbes y = x3, y=x>e y = x'.

Para a atividade 15 a expectativa € de que os alunos ndo encontrem uma “regra”

determinando a correspondéncia.
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Atividade 15

Jodozinho estava andando na rua e, num determinado momento, se deparou com um pedaco
de papel jogado no chdo. Como ele ndo gosta de ver lixo jogado ao chdo, resolveu junta-lo,
mas ao olhar para o papel viu que nele esté registrada a seguinte tabela:

X Y
-3 1
-1 3
1 7
3 9]
9] -2
7 3
9 -8

Ao professor: Fica o alerta de que o fato de ndo se adivinhar como a tabela foi gerada néo
significa que a tabela ndo tenha sido gerada por uma regra. Lembre que, se a relacdo é
funcional, entdo sempre existe uma funcdo polinomial que interpola um numero finito de
pontos (por exemplo, a construida a partir do Polinbmio Interpolador de Lagrange vai nos
proporcionar a fungdo polinomial de menor grau que interpola esses pontos).

Pergunta-se:

a) E possivel reescrever a informag&o constante nesta tabela fazendo uso de pares ordenados?

b) Vocé consegue enunciar/determinar uma regra compativel com essa tabela?

O que observamos ap0s a atividade 15 foi que, ao realizarem a mesma, o0 item a)
novamente ndo apresentou dificuldades para ser respondido, no item b) novamente abriu-se
uma discussdo com alguns achando que era possivel obter uma regra, outros achando que nao,
porém, como era esperado, nenhum aluno conseguiu imaginar uma regra para geracdo da
tabela. Expliquei a eles que é possivel determinar uma regra mas que ndo era esta nossa
intencdo imediata.

Na atividade 16, a expectativa era de que 0s alunos conseguissem escrever 0S
elementos da tabela por meio de pares ordenados e de diagramas, e que futuramente utilizem
esta atividade como justificativa para o fato de que, para se ter uma funcdo, ndo
necessariamente precisa existir uma relacdo de “causa e efeito” entre as variaveis dependente

e independente (aqui representadas por dia do més e mm de chuva no dia).
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Atividade 16

Ao professor: A tabela desta atividade foi colocada na horizontal, esperando-se que o aluno
consiga formar os pares ordenados, independentemente da forma com que uma tabela é
construida.

Suponha que na cidade ficticia de Caxiap0lis os indices pluviométricos nos 10 primeiros dias

de um més sejam dados pela seguinte tabela:

indice Pluviométrico
Dia |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Mm |23 14 0 0 3 7 11 0 0 16

Ao professor: Espera-se aqui que o0 aluno faga uso de pares ordenados.
a) E possivel representar os dados desta tabela de outras formas? Se sim, que formas vocé

escolheria entdo?

Observamos, bem como era esperado, que a maioria transcreveu a tabela por meio de

pares ordenados. Apenas dois alunos transcreveram na forma de diagramas.

Ao professor: Espera-se aqui que o aluno se conscientize que o contexto determina que é
impossivel existir uma regra que determine a quantidade de chuva em funcdo dos dias,
mesmo existindo uma funcdo interpoladora. Obviamente o contexto nos diz que ele ndo fara
0 menor sentido se quisermos “prever” quantos mm podera chover no préximo dia.

b) E possivel estabelecer alguma relacio entre a quan tidade de chuva que cai e a sequéncia
de dias que vai transcorrendo? Em outras palavras, existe alguma relagdo entre as grandezas
tempo (representado pelo dia do més) e a quantidade de chuva (representada em mm)?
Justifique.

O que observamos neste momento é que apenas um aluno achou que ha relagdo entre
as grandezas, porém ndo conseguia explicitar qual, e logo foi corrigido pelos demais alunos
que o alertaram da impossibilidade de se prever a quantidade de chuva de acordo com o

transcorrer dos dias. Alguns lembraram da atividade que falava da neve em New York.

AULA 6
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Na atividade 17 insere-se a linguagem de diagramas para representar a funcéo, e
espera-se que o aluno consiga expressar a relacdo por meio de pares ordenados. Na pergunta
a) comegamos introduzindo a proporcionalidade direta, na pergunta b) espera-se que o aluno

represente a informacéo contida no diagrama por meio de pares ordenados.

Atividade 17

Algumas criancas estavam brincando com um jogo onde deveriam sortear 3 cartas, e a cada
carta era atribuida uma certa pontuacéo. As cartas eram numeradas de 1 a 5 e a pontuagdo
correspondente a cada carta, como indicado no manual com as instru¢des do jogo, esta
mostrada através do seguinte diagrama:

A B

—
—

Observe o digrama que estabelece carta sorteada x pontuacdo obtida e reflita sobre as
seguintes questoes:

Ao Professor: Na questdo a) espera-se que o aluno identifique que a pontuacdo obtida € o
triplo do nimero da carta e consiga estabelecer a formula y = 3x.

a) O que vocé observa sobre a pontuagdo da carta (B) em relagcdo ao nimero da carta (A)?
Por exemplo, é possivel estabelecer alguma formula que relacione o nimero de pontos com o

nimero da carta?

Verificamos que a grande maioria observou de imediato que a pontuagéo era baseada
no triplo do valor da carta, porém no momento de tentar representar isso por meio de uma
formula houve uma certa dificuldade por boa parcela da turma. Notei aqui uma grande

dificuldade que nossos alunos tém em usar simbologia na matematica.

b) Vocé consegue representar, por meio de um conjunto de pares ordenados, a relacdo
estabelecida entre a carta sorteada e a pontuagdo correspondente? Se sim, quais Sd0 estes

pares?
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Como nas outras atividades j4 era pedido para escreverem pares ordenados, ndo houve
dificuldade em transcrever o diagrama para a forma de pares ordenados.

Nossa expectativa para a atividade 18 € de mostrar que até mesmo uma relacdo de
correspondéncia entre varidveis que ndo sdo numeéricas pode ser representada por um produto

cartesiano.

Atividade 18
Um curso de Inglés tem turmas de cinco alunos. Observe a tabela, de uma dessas turmas, que

associa a cada aluno o seu nimero de matricula:

Aluno Matricula
Alex 8731
Beténia 8739
Claudia 9142
Daner 5766
Michelsch 7391

E possivel escrever por meio de um conjunto a relagio estabelecida entre o nome do aluno e

0 niimero de matricula do mesmo?

Observamos que nesta atividade criou-se uma discussdo a respeito da mesma, pois
para boa parte dos alunos, pelo fato de a tabela ndo ser exclusivamente numérica, entenderam
como ndo sendo possivel reescrever a informagdo por meio de conjuntos. Foi preciso retomar
a definicdo de conjunto.

Para a atividade 19 esperavamos que o0 aluno conseguisse montar a tabela a partir de

uma férmula pré estabelecida.

Atividade 19
Sabendo que o célculo do comprimento C de uma circunferéncia, é dado através da formula

C =2=nr, onde r é a medida do raio desta circunferéncia, complete a tabela:
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Agora pede-se que voceé represente por meio de um conjunto a relagéo entre a medida do raio

e 0 comprimento da circunferéncia por ele determinada.

Para a grande maioria a realizagdo da atividade foi tranquila, alguns alunos acabaram
utilizando para © o valor 3,14. Foi preciso retomar a discussdo a respeito do nimero n haja
visto que ja havia sido discutido/trabalhado quando definimos conjuntos.

Para a atividade 20 esperamos que o0 aluno ja comece a se familiarizar com esbocos de

gréficos, e que possa transformar dados do esboco em pares ordenados.

Atividade 20

Observe 0 eshogo a seguir:

Importancia da Hora da Soneca

120%
100%
80%
60%
40%
20%

0%
43série Ensino Médio
Jardim de Infancia T2 série Universidade

Fonte: http://trolldeplantao.blogspot.com.br/2011_03_13_archive.html
Observe que é possivel relacionar o0 momento da vida com o percentual de importancia da
hora da soneca. E possivel explicitar essa relagdo na forma de pares ordenados? Se sim,

apresente-a nesta forma.
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Pudemos observar que a grande maioria dos alunos respondeu sem dificuldade
nenhuma a proposta da atividade. Alguns tiveram um pouco de dificuldade pois tentaram
transformar Jardim de Infancia, Ensino Médio e Universidade em nimeros. Novamente veio a
tona o fato de que para nossos alunos matematica € apenas nimeros. Sugeri retomarmos a
atividade 18 para que houvesse o convencimento necessario; feita a discussdo mostraram-se

convencidos.

Vocé pode observar que todos os exemplos acima dizem respeito a relagdes entre duas
varidveis. Na maioria deles as variaveis sdo grandezas. Independente disto, todos os
exemplos mencionados possuem uma caracteristica em comum, vocé consegue identificar
que caracteristica é essa?

Ao professor: Neste momento, quer-se que 0s alunos observem que todos os exemplos
puderam ser escritos na forma de pares ordenados — as vezes por extensdo, as vezes sO por
compreensdo, este Gltimo necessario quando se trata de um conjunto infinito de pares
ordenados. Essa caracteristica comum € precisamente a base da definicdo de funcdo que
adotaremos neste texto.

O que observamos nas situacBes apresentadas pelas atividades acima é que nem todas as
relacbes sdo de causa e efeito, nem sempre existe férmula, nem sempre existe regra, nem
sempre é possivel construir tabela ou diagrama, mas sempre € possivel representar as

relagdes na forma de par ordenado.

A expectativa que respondessem que é sempre possivel escrever as relagcbes por meio
de pares ordenados ndo foi correspondida. A resposta que surgiu foi a de que é possivel
sempre associar as grandezas, neste momento, visto que a expectativa ndo havia sido
correspondida, foi preciso induzi-los ao fato de que é possivel sempre escrever em forma de
par ordenado. Foi necessario rever uma a uma cada uma das atividades anteriores para que

ficasse visivel aos alunos essa condi¢do. Mas feito este alerta, todos concordaram com ele.

AULA7
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5.3.2.1 A definicéo de funcéo

As atividades anteriores nos fizeram ver que todas as relacbes possuem a caracteristica
comum de poderem ser escritas por meio de pares ordenados.

Algumas dessas atividades ainda satisfazem outras condigdes as quais quando satisfeitas
chamamos de fungdes.

Estas condigdes, listadas a seguir, definem quando um conjunto de pares ordenados de um

produto cartesiano é uma fung&o.

Sejam A e B dois conjuntos nao vazios. Uma funcdo de A em B é um conjunto f de

pares ordenados, do produto cartesiano A x B que satisfaz as seguintes condigdes:
i) paratodo x € A existe y € B tal que (x, y) € f

i) ndo existem dois pares ordenados distintos de f com 0 mesmo primeiro elemento.

Simbolicamente:

x,y)e fe(x,2)e f— y=z

(18-se “se (x,y) e (X,z) séo pares de f entdo y=z")

Ao Professor: Ressalte para seus alunos o significado do simbolo “—” e estimule a “tradugdo
em palavras” da frase simbdlica acima, fazendo os alunos reconhecerem que o que esta ali
escrito em simbolos reflete de fato as condicdes escritas acima.

Observe que as atividades de 14 a 20 satisfazem a definicéo, portanto temos ai funcdes.

Voltamos a cada uma das atividades de 14 a 20 e fizemos a analise baseados na
definicdo dada. Os alunos mostraram-se muito interessados e também conseguiram com

facilidade enxergar a definigdo nas atividades, convencendo-se que tratavam-se de funges.
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Ao Professor: Retome as atividades citadas e verifique com seus alunos a veracidade desta
informacao.

Observe 0 exemplo a seguir:

Atividade 21

Cinco pessoas foram consultadas e deveriam assinalar em uma tabela suas preferéncias por

algumas guloseimas. A tabela a seguir indica como foi a escolha:

Nome | Chocolate | Brigadeiro | Quindim
Carlos X
Barbara X X X
Eduardo X X
Liliana X
Valéria X X

Represente essa tabela por meio de diagramas, onde o primeiro conjunto mostra as pessoas
consultadas, e o segundo as guloseimas sugeridas.
Pergunta-se: Seguindo a definicdo, a relagdo que associa cada pessoa a suas guloseimas

favoritas pode ser considerada uma funcdo? Sim ou N&o? Justifique.

Observamos que os alunos construiram a representacdo por meio de diagrama de
forma muito rapida e sem erros. Para que respondessem a pergunta, num primeiro momento a
maioria quis escrever na forma de pares ordenados. Logo deram-se conta, sem interferéncia
minha, que por diagrama ficava mais fécil a visualizagdo do que por meio de conjunto de
pares ordenados. Neste momento achei positiva esta descoberta, e deixei para mais tarde
interferir nesta conclusdo, dando exemplos que envolvessem conjuntos com muitos elementos
ou até mesmo infinitos para evidenciar o desconforto e até mesmo impossibilidade da

representacdo por diagramas.
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Ao Professor: Evoque com seus alunos a definicdo de funcdo e induza-os a observarem que
no exemplo anterior e no proximo, a mesma néo esta satisfeita.

Mais um exemplo:

Atividade 22

Tomando dois conjuntos, A = {1, 3, 4, 6} e B = {2, 4, 6, 8, 10}, escreva por extenso a
relagdo que associa a cada elemento do conjunto A o seu dobro no conjunto B.

Pregunta-se: Essa associacdo é uma fungéo? Justifique.

Na atividade 22, a maioria dos alunos optou por visualizar via diagrama. Logo
observaram que sobrava o 6 no conjunto A sem ter correspondente e portanto “ndo tem a
condigdo i” (comentéario de um aluno, e aceito pela grande maioria, para alguns foi preciso
voltar & definicdo e analisar as duas situacdes i e ii). Como as duas atividades, 21 e 22,
estavam postas no quadro, na forma de diagramas, aproveitei para questiona-los a respeito do
que podiam observar. Um dos alunos respondeu que nenhuma das duas era fungdo, os demais
concordaram, segui 0 questionamento perguntando o que os levava a observar isto, e alguns
responderam que na 21 “tinha mais de uma flecha partindo de um do mesmo elemento” e na
22 “tinha elemento no conjunto A sem flecha”. Segui 0 questionamento entdo perguntando
como as condicdes i e ii estariam satisfeitas no diagrama. Apds alguns momentos pensando,
um dos alunos respondeu “que tem que sair s6 uma flecha de cada elemento do primeiro
conjunto, mas tem que sair de todos”. Questionei os demais se concordavam, alguns se
mostraram receosos, porém voltamos & definicdo e fomos aos diagramas verificar, o que fez

com que todos concordassem.

Outras nomenclaturas associadas as fungdes:

Para cada par (x, y) € f, dizemos que y € o valor de f em x e escrevemos isso como y = f(x).
Assim, ao escrevermos y = f(x) estamos indicando que o valor assumido pela variavel y fica
determinado em fungdo da varidvel X, isto &, pelo conhecimento do valor que a variavel x

estd assumindo (situagdo garantida pela condicéo (ii) acima).

Aqui foi facil a aceitagdo dos alunos quanto & questdo da nomenclatura. Foram
apresentados alguns exemplos de funcbes na forma de conjunto de pares ordenados e na
forma de diagramas e escritos com a nova nomenclatura. Exemplo: Se o par (2, 3) pertence a

uma funcéo f, entdo temos que y = f(2) = 3.
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Atividade 23

Dada a fungéo que associa a cada nimero natural o seu triplo, pergunta-se:

a)Para cada par (X, y) associado pela condic&o descrita, qual é a formula que pode representar
essa fungédo?

Ao Professor: Queremos que o aluno conclua que temos y = 3x ou f(x) = 3x.

Responderam muito rapidamente e sem dificuldade.

b)Determine (7).

Para os poucos alunos que apresentaram um pouco de dificuldade em determinar f(7),
foi preciso detalhar um pouco mais a questdo proposta; para os demais a resposta esperada

veio rapidamente.

c)Qual(is) é(sdo) o(s) valor(es) de x que determina(m) f(x) = 15?

Para responder ao item ¢ houve um pouco de duvida, pois varios alunos responderam
que deveria ser 45 (note que o triplo é 15). Tive que questiona-los se f(x) = 15 era a mesma
coisa que f(15)? A resposta foi undnime que ndo. Entdo aproveitei para alertd-los da
nomenclatura e de como interpretar o que estava sendo perguntado. Achei necessario fazer
mais alguns exemplos, porém tive o cuidado de ndo apresentar o exemplo f(x) = x2 por se
tratar da atividade seguinte. Pareceu-nos entdo que estavam convencidos da diferenca, haja
visto que ndo houveram novos questionamentos apds os exemplos. Note que até este

momento ainda ndo foi definido o que é Dominio, Contradominio e Imagem de uma funcéo.

Pela definicdo de fungéo o conjunto A é denominado dominio da funcdo f e o conjunto B é
dito contradominio de f.
No exemplo anterior podemos dizer que A é o conjunto dos Naturais e B pode ser o conjunto

dos Naturais ou dos Inteiros, ou mesmo dos Reais.
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Ao Professor: Alerte seus alunos para que ndo fagam confusdo e acabem por deduzir que o
contradominio pode ser qualquer conjunto. Evoque o fato de que o contradominio pode ser
muito mais amplo do que os nimeros que s&o apresentados como contradominio em cada
funcéo, por exemplo, quando associamos cada numero natural ao seu triplo, o contradominio
pode ser o conjunto dos Naturais ou dos Inteiros ou mesmo dos Reais, e mesmo assim nao
deixamos de ter uma funcéo.

O conjunto dos valores de y € B determinado por y = f(x) € chamado imagem de f.

Simbolicamente: Im(f) ={y e B/y =1f(x)}

Aqui tivemos um momento delicado, sempre que se apresenta a simbologia na
Matematica ha um certo desconforto entre os alunos, pois como j& mencionado, h4d uma certa
resisténcia a tudo que ndo € apresentado com numeros a eles. Foi preciso usar varios
exemplos mantendo a mesma regra e 0 mesmo Dominio e ir alterando o Contradominio para
que se convencessem que o Contradominio pode ser qualquer conjunto que contenha 0s
elementos associados pelos elementos do Dominio, e sempre ressaltando cada elemento do

Dominio com sua correspondente Imagem.

AULA 8

Atividade 24

Seja uma funcdo f que associa a cada nimero real x o seu quadrado, ou seja f(x) = x2.
Pergunta-se:

a)Qual a imagem de x = 3?

b)Qual(is) elemento(s) do dominio tem imagem 25?

A pergunta a) foi respondida sem duvidas, ja na pergunta b) o problema foi que muitos
nao enxergaram que para uma imagem 25, na fungdo que foi dada, temos dois elementos do
dominio (5 e -5). Alguns ainda se equivocaram e calcularam f(25). Foi necessario

conversarmos um pouco em relacdo a atencdo que deve-se dar ao dominio e a imagem.
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Ao Aluno: Aqui é preciso ter cuidado para que ndo ocorra confusdo de notagdo. Usamos a
notacdo f para nomear o subconjunto do produto cartesiano que gera a fungéo, enquanto f(x)
é 0 nome do segundo elemento do par ordenado de um elemento genérico de f, ou seja, f(x)
refere-se a imagem gerada pelo valor correspondente de x.

Ao Professor: As atividades a seguir devem ser desenvolvidas em conjunto professor-aluno.

Observe as seguintes situagoes:

Nossa expectativa para a atividade 25 é que o aluno consiga reconhecer o dominio, o
contradominio, a imagem, pares ordenados e identifique imagens de alguns elementos

especificos.

Atividade 25
Um curso de Inglés tem turmas de cinco alunos. A matricula de cada aluno é formada por um
namero de quatro algarismos significativos. Observe a tabela que associa a cada aluno o seu

nimero de matricula:

Aluno Matricula
Alex 8731
Beténia 8739
Claudia 9142
Daner 5766
Michelsch 7391

Esta atividade, j& citada na motivagdo para o estudo de funcdes, envolve uma funcéo,
considerando um dominio especifico, pois esta correspondéncia satisfaz todos os requisitos
explicitados na definig&o.

VVamos responder a alguns questionamentos:

a) Qual conjunto representa o dominio desta fungéo?

Neste item da atividade 25 alguns responderam que seria 0 conjunto A, questionei-0s
quem seria o tal conjunto A e a resposta foi unanime de que era o conjunto com os alunos.

Alertei-os para ndo nomearem o conjunto haja visto que a atividade néo o fez. Entendemos
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que esta confuséo dos alunos em nomear o conjunto tenha surgido pelo que tratamos logo

apos a atividade 23.

b) Qual conjunto representa o contradominio da funcéo?

Considerando toda a discussdo ja feita anteriormente a respeito do contradominio, a
resposta da maioria foi que poderia ser qualquer nimero. Tivemos que voltar ao enunciado do
problema pra que observassem a exigéncia de que o nimero deveria ter 4 algarismos
significativos, logo um aluno respondeu que entdo deveria ser de 1234 até 9876. Note que a
compreensdo de “significativo” foi confundida com “repetido”. Foi preciso alerta-los a
respeito dessa diferenca. Em seguida convenceram-se de que bastavam nimeros de 1000 a
9999.

¢) Qual conjunto representa a imagem da fungéo?

Foram rapidos em responder que era 0 conjunto com 0s nimeros de matricula

apresentados nas tabelas.

d) Qual a imagem correspondente ao elemento Claudia do dominio?

Todos responderam de forma correta.

e) Qual o elemento do dominio cuja imagem é 87317

Todos responderam de forma correta.

f) O par (Firmino, 6785) pertence a fun¢éo?

Unénimes em dizer que n&o.
Na atividade 26 queremos que o aluno consiga reconhecer o dominio, bem como
identificar alguns pares ordenados e a imagem de algum elemento especifico. E também que o

aluno reconheca que é impossivel representar em uma tabela toda a fungdo em quest&o.




96

Atividade 26

Considere a relacdo que calcula o comprimento C de uma circunferéncia, através da formula
C=2xr,

onde r é a medida do raio desta circunferéncia. Esta relacdo entre comprimento e medida do

raio, j4 citada anteriormente, também é funcdo, pois da mesma forma esta relagéo satisfaz as

condi¢bes adicionais da definicdo. Por isso, podemos também escrever C(r) para o

comprimento associado ao raio.

Solicita-se que vocé complete a tabela:

r C(r)

Pergunta-se:

a) Qual conjunto representa o dominio desta fungéo?

Aqui as respostas foram contraditérias, pois para a maioria 0 dominio era o conjunto
dos nimeros naturais ou inteiros de 1 a 5. A resposta esperada, e que foi discutida logo em
seguida, é que fosse o conjunto dos nimeros reais positivos, haja visto que trata-se de uma
medida (raio). A tabela com certeza gerou a confusdo e a reposta diferente do que era

esperado.

b) Qual a imagem correspondente ao elemento 4 do dominio?

Resposta correta de todos.

c) Qual o elemento do dominio cuja imagem € 4xn?

Resposta correta de todos.

d)O par (8, 16m) pertence a funcdo? E o par (11, 54x)?

Resposta correta de todos.

e) E possivel sequir completando esta tabela até um Gltimo valor possivel de r?

Como a questdo do dominio j& havia sido muito discutida em a) a resposta acabou

vindo de forma fécil e corretamente aqui.
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Ao Professor: Sugere-se que, neste momento, seja introduzida a questdo “E possivel gerar
nesta tabela um par formado sé por nGmeros inteiros? E s6 por nldmeros racionais?
Justifique”, aproveitando para trabalhar com niimeros irracionais.

Ao Professor: Deseja-se que para a atividade anterior o aluno se dé conta, e consiga provar,
que uma funcdo desta forma tem necessariamente dominio e imagem positivos.

Usando a atividade anterior, prove que a imagem da funcdo C(r) é R..

AULA 9
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Funcdes Reais de Variavel Real

Ao professor: Como nosso estudo, a partir daqui, tratara apenas de fungdes numéricas, isto €,
aguelas em que o dominio e o contradominio sdo formados exclusivamente por nimeros,
sugerimos convencionar que toda funcdo aqui considerada a partir de agora terd como
contradominio o conjunto dos nimeros Reais. A justificativa para uma tal convencédo &,
principalmente, uma coeréncia com a nogdo de igualdade entre funcgdes: segundo a defini¢ao
aqui adotada para funcéo, fica claro que o que interessa sobre uma fungdo séo os pares
ordenados que a formam, e ndo os elementos que ndo fazem parte da imagem: basta voltar a
Atividade 2 e perceber que ndo haveria nenhuma mudanca significativa se trocassemos R«
por R. O professor deve refletir sobre a seguinte situacdo relacionada a esta sugestdo: “a
funcdo exponencial” é normalmente apresentada nos livros didaticos com contradominio
igual a imagem (f(x) = a* onde f: R — R+*); porém se o contradominio for o conjunto dos
Reais, em nada se alteram os pares ordenados que constituem a fungdo. (Além disso, reflita
sobre a questdo: por que a funcdo quadratica f dada por f(x) = x? ndo € entdo apresentada com
contradominio [0, +)?). Se voltarmos aos exemplos motivadores acima apresentados e que
sdo funcbes numéricas, podemos observar que as situacdes ndo deixam de ser funcdes se
restringimos o contradominio apenas aos valores apresentados como imagem, ou se tomamos
como contradominio todo o conjunto dos numeros Reais. E é esta a parte importante que
queremos ressaltar — ser ou ndo fungdo - e ndo quem tomamos para contradominio.

Nosso estudo sobre funcdes, neste texto, tratard apenas de fungdes numeéricas, isto &, de
funcbes cujo dominio e contradominio sdo formados apenas por numeros reais. Por isso
vamos, a partir de agora, considerar sempre como contradominio o conjunto dos nimeros
Reais, isto é, B = R.

Convencéo: Neste texto, trataremos daqui em diante, ndo mais de fungbes quaisquer entre
conjuntos A e B e sim apenas de fun¢Bes chamadas fungdes reais de variavel real, que sdo
funcdes de Aem Ecom A c E.

Notacéo: f: A— R subentendendo A cR.

Bastou relembrar a discusséo a respeito de contradominio ja feita anteriormente para

que se convencessem do que acabamos de definir.
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Atividades:

Atividade 27

Verifique se os conjuntos de pares ordenados abaixo podem ou néo representar fungdes f : A
— R (subentendendo A contido em R) para uma conveniente escolha de dominio; em caso
afirmativo, explicite o dominio e a imagem de tais fungdes.

a) f={(1,3) (2.5) (3.7) (4.9)}

b) f={(-11) 2.3) (-1.4) (2,7) (-1.8) (211)}

Na atividade 27 alguns poucos alunos ainda fizeram confuséo no momento de
determinar o dominio acreditando ser o conjunto dos nimeros reais, dadas as devidas
explicacOes e retomando a definicéo esta ddvida acabou sanada, outros ao tentarem responder
de forma rapida, acabaram ignorando a definigéo e respondendo que em b) tinhamos fungéo e
que o dominio era o conjunto {-1, 2}, porém foram rapidamente corrigidos por varios colegas
que haviam verificado de forma correta as condi¢des da definicdo de fungéo. Alguns acharam

melhor representar os conjuntos na forma de diagramas para visualizarem melhor.

Atividade 28

Dados os conjuntos A= {-3,-2,-1,0,1,2,3}, B=Ref={(x,y)) x EAey eBtalquey=
2x}.

a) Verifique se o conjunto f é ou ndo uma fungéo. Justifique.

b) E se A={inteiros pares}, mantendo B e ?

Durante a atividade 28 alguns alunos (poucos) tiveram dificuldade em “ler” a regra.
Os demais responderam de forma correta sem dificuldades, aqui sempre justificam evocando

que as condicdes i) e ii) da definigdo de funcédo estéo satisfeitas.

Atividade 29
Comosconjuntos A={-3,-2,-1,0,1,2,3},B=Ref={(x,y)/ x EAey eBtalquey =

x2}, verifique se o conjunto f é ou ndo uma funcéo. Justifique.

Na atividade 29 escreveram o conjunto f sem dificuldades. A seguir foram verificar se
as condigdes i) e ii) da definicdo de funcéo estavam satisfeitas, novamente grande parte deles

usou diagramas para essa analise.
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Atividade 30
Comos conjuntos A= {0, 1, 4,9}, B=Ref={(x, y)/ x eAey B tal que x = y?}, verifique

se o conjunto f é ou ndo uma funcdo. Justifique.

Enquanto realizavam a atividade 30 a maioria respondeu de forma errada,
considerando que estariam satisfeitas as condic@es i) e ii) da definicdo de fungdo e também
pois nas atividades anteriores se habituaram a ter y = ... Foi preciso uma boa dose de
convencimento e muita discussdo a respeito para convencé-los do que estava ocorrendo nesta

atividade.

Atividade 31
O conjunto dos pares ordenados cujo primeiro elemento € um nimero natural e o segundo

elemento € o dobro do primeiro é uma funcéo?

Para realizacdo da atividade 31 alguns alunos montaram tabelas, outros diagramas e
um deles fez o seguinte questionamento: “ndo é igual a atividade 28?”. Entramos na discussdo
de ser ou ndo igual, logo se convenceram de que a regra € a mesma porém para conjuntos

diferentes.

Ao Professor: Para a questdo a seguir, lembramos que existem numeros reais que admitem
duas representacdes decimais, tais como 3,0=2,999... ou 4,230=4,229999...

Atividade 32

Decida se a regra que associa a cada nimero real x o algarismo dos décimos da expanséo

decimal de x é ou ndo uma funcéo.

Durante a realizagédo da atividade 32 pudemos notar que os alunos tiveram uma certa
dificuldade em entender o enunciado, porém como o0s alunos dessa turma ja trabalharam com
Progressdes, foi facil usar os exemplos acima do alerta ao professor e transformar as dizimas
periddicas. Para estes alunos a igualdade 3,0 = 2,999... ndo gerou duvidas. Porém foi preciso

vérios exemplos de nimeros nessas condiges para convencé-los do que queriamos.
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Atenc&o para o Dominio de Fungdes!
Em alguns casos, o dominio de uma funcéo ndo nos € apresentado explicitamente;

Exemplos:

No quadro acima foram apresentados alguns exemplos apenas sendo mostrada a

formula da funcéo e foi pedido que calculassem a imagem para alguns valores que apenas eu

sabia que ndo faziam parte do dominio, por exemplo: era dada a funcéo f(x) = 2—X3 e era
X_

pedido que calculassem f(3). Alguns alunos tiveram dificuldade pois o fato de ndo existir a

divisdo por zero ainda gera dificuldade em muitos, também se usou outros exemplos como
f(x) = 7x—5 e era pedido f(2). Aqui foi preciso bastante cautela e muitos exemplos para

convencé-los a respeito das situagdes apresentadas.

Em outros momentos o contexto pratico faz com que o dominio seja menor do que o dominio
que a Matematica comportaria. Chamamos estes diferentes dominios de dominio matematico
(aquele que é regido exclusivamente pela regra que forma a funcdo) e dominio contextual
(que é o dominio matemaético alterado pela situacdo pratica). Vamos analisar as seguintes
situacdes:

Ao Professor: Na questdo a seguir falamos em maior dominio possivel sugerindo ao aluno
explorar o dominio matematico.

a)Qual é o maior dominio da fungéo f dada pela formula f(x) = x2?

b)Uma funcéo que associa a area (A) de um quadrado em fungéo do comprimento do lado (1)

desse quadrado. Qual a férmula que representa essa funcéo? E qual o seu dominio?

A questéo a) foi respondida sem dificuldades, um aluno sugeriu que ndo valesse para X
= 0, porém questionado a respeito ndo soube argumentar, acredito que tenha feito confusdo
com ndo se poder dividir por zero. Na discussao da questdo b) a formula foi dada rapidamente

haja visto que j& trabalharam geometria do Ensino Fundamental, porém no momento de
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determinar o dominio um Unico aluno deu-se conta que s6 podemos usar valores positivos
para 0 comprimento, os demais acabaram concordando e assim convencendo-se da diferenca

nas questdes a) e b).

Observe que as situacdes (a) e (b) acima sdo funcdes definidas pela mesma formula, porém
os dominios de ambas sdo distintos. Na atividade (a) temos o dominio matemaético,
determinado exclusivamente pela regra (no caso férmula) que definiu a funcéo. J& em (c),
embora a formula seja a mesma, precisou-se levar em consideragdo o contexto do problema:
no caso, a variavel independente é o comprimento do lado, e consequentemente ndo podemos
ter valores negativos nem nulos para ela; temos ai entdo o que chamamos um dominio
contextual.

Ao Professor: Na questdo a seguir falamos em maior dominio possivel sugerindo ao aluno
explorar o dominio matematico.

2X+3

c)Uma funcdo definida por uma formula: f: A —R onde f(x) = . Qual é o maior

dominio possivel A desta fungéo?

Consideramos que a fungéo que escolhemos néo foi a mais adequada, pois a mesma dé
margem para a interpretacdo errénea de que nao poder dividir por zero implica o dominio
todos 0s nimeros reais exceto 0 zero, ou seja, caso fosse dado uma fungdo com denominador
3x + 5, por exemplo, alguns imediatamente responderam que o dominio era o conjunto dos
ndmeros reais exceto o zero. Porém a situacao foi contornada retomando os exemplos que ja
haviamos usado no quadro anterior. Alertei-os novamente para que ndo fizessem confuséo na

hora de obter o dominio desse tipo de funcéo.

AULA 10
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5.3.3 Gréfico de uma funcéo real

Ao professor: Ndo podemos fazer confusdo entre o que é grafico e o que é funcdo. Vamos
denominar grafico de uma funcéo f o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) que tenham
“a” pertencente ao dominio da funcdo e b = f(a). O leitor pode entdo se perguntar: “Portanto
grafico é o mesmo que funcdo?” A resposta é: “em termos de conjuntos sim”, mas o que
estamos aqui querendo salientar € que uma funcdo pode ndo nos ser apresentada diretamente
pelos pares ordenados que a formam — note que foi precisamente isto 0 que aconteceu na
grande maioria dos exemplos motivadores, bem como nas atividades acima. Além disso,
muitas vezes é impossivel representar no plano cartesiano todo o conjunto f, por isso falamos

esboco/caricatura do grafico ao invés de grafico propriamente dito.

O grafico de uma funcao f, f: A — E, é o conjunto de todos os pares ordenados (a, b) que

tenham a pertencente ao dominio da funcéo e b a sua imagem, isto é, b= f(a).

Simbolicamente: G(f)={(a,b) | a e Ae b =1(a)}

Observe que muitas vezes uma funcdo nos € apresentada diretamente através do seu gréfico.
Mas outras vezes ndo. Por exemplo, com relagéo a atividade 31 acima temos G(f) = {(x, y) / x
€INey=2x}

Salientamos que, apesar de serem muitas as possiveis formas de representar uma funcéao
(como tabelas, diagramas ou esquemas), o fato de agora estarmos tratando especificamente de
funcdes reais de variavel real tem a grande vantagem de podermos “visualizar” uma fungao
(pelo menos em partes ou através de um esbogo no plano cartesiano, que tem o papel de uma
caricatura do G(f)). Ressaltamos que muitas vezes € praticamente impossivel e outras vezes é
realmente impossivel representar-se com precisdo o conjunto G(f), por isso, é comum nos

contentarmos com um esboc¢o do mesmo.
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Ao professor: Sugerimos que saliente bastante junto a seus alunos a diferenca entre funcéo,
grafico, representacdo geométrica e esboco do gréafico, trazendo exemplos em que o esboco
ndo € apenas uma caricatura, bem como outros em que € apenas uma caricatura sem a menor
chance de vir a ser aprimorado a uma representacgéo fiel.

Atividade 33

Vamos observar e analisar se 0s desenhos a seguir podem representar o esbo¢o de uma
funcdo real de variavel real, assinalando se representam ou ndo e justificando com as razbes

para sim ou néo:

6_
4_
~ ,_//
r AL 1T T o Tl T
() sim ( )ndo Justificativa:

() sim ( )ndo Justificativa:
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gk

()sim ( )ndo  Justificativa:

# ! r ' 2\
-1

()sim ( )ndo  Justificativa:

Para a atividade acima, primeiramente os deixei pensarem individualmente por alguns
instantes. A seguir passei a questionar os alunos através da definicdo de gréafico. Poucos
conseguiram formular algum raciocinio baseado nos esbocos. Tive entdo que analisar um a
um os esbogos apresentados. Um dos alunos, que é repetente, argumentou “lembro que é s6
desenhar uma reta e cortar uma vez s0”, aproveitei a “lembranga” do aluno para poder
analisar os esbogos usando a defini¢éo de fungdo. Mostraram-se convencidos depois de toda a

discusséo gerada.

AULA 11
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A partir da préxima atividade nossa expectativa era de que 0s alunos conseguissem
observar a diferenga nos esbogos e conseguissem diferenciar fungdes mondtonas das ndo

monatonas.

5.3.4 Fung¢do monotona

Motivacdo: Os esbocos abaixo representam fungdes, convenga-se disto e a seguir observe
atentamente cada um dos esbocos.

Ao professor: Sugerimos que, antes de iniciar a atividade, sugira aos alunos certificarem-se
de que todos os desenhos abaixo podem sim representar esbogos de fungdes reais de variavel

real (para um conveniente dominio).

Esboco 1:
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Esbogo 2:
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Esboco 4:

I~

N

.

Esboco 5:

4t

s\(.

Esboco 6:
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Esboco 7:
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Esboco 8:
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Vamos separar 0s esbocos acima em dois grupos:

Grupo 1: eshogosdel ad e

Grupo 2: eshogos de 5 a 8.

Agora responda aos seguintes questionamentos:

a) Vocé reconhece alguma caracteristica comum aos esbocos do Grupo 1?

Ao professor: Encaminhe a discussdo sobre as diferencas entre o Grupo 1 e o Grupo 2 em
direcdo a salientar o fato de os esbocos do Grupo 1 estarem associados a fungcGes mondtonas
e 0 Grupo 2 néo.

b) Que diferenca(s) vocé observa comparando os esbo¢os do Grupo 1 aos esbogos do Grupo
2? Explique, com suas palavras, a(s) diferenga(s) observada(s) (sugestdo: tente utilizar

usando o0s termos “estritamente crescente”, “estritamente decrescente”, “nem crescente nem

decrescente”).

Infelizmente nenhum aluno conseguiu responder da forma esperada. O Unico
questionamento foi de um aluno se poderia ligar os pontos do esbog¢o 1. Tentei argumentar
mais um pouco e incita-los a obter a resposta pretendida, porém em vdo. Tivemos que passar

a préxima etapa.

As fungdes representadas no Grupo 1 sdo chamadas mondtonas, por serem estritamente
crescentes (1 e 2) ou estritamente decrescentes (3 e 4).

J& no Grupo 2 isso ndo ocorre pois temos momentos de crescimento e momentos de
decrescimento no mesmo gréfico.

Tornemos precisos tais conceitos:

Funcdo mondtona crescente € toda fungdo que preserva a condicdo de que, & medida que a
varidvel independente cresce, a varidvel dependente também cresce.

Funcdo mondtona decrescente é toda funcéo que preserva a condicéo de que, & medida que a

varigvel independente cresce, a dependente decresce.

Depois de definir o que séo funcBes mondtonas, as respostas a motivacdo apresentada
foram sendo dadas de forma correta, pois assim que definimos, voltamos a analise dos dois
grupos de fungdes. Mesmo assim dois alunos ainda apresentaram uma certa ddvida, neste caso

foi preciso a intervencdo do professor de forma individualizada com os dois.
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Abaixo, ilustramos a ideia fazendo uso de flechas, em 1 temos “funcdo mondtona crescente”
e em 2 “funcdo monotona decrescente
1

N

Afix) A f(x)

}ixlz f{xh

fix)q fix)o

X9 32' 3(2"r

—_—y

J’r

Ao Professor: Alerte seus alunos para o fato de que a hip6tese nas condi¢des acima é a
mesma: sempre observamos 0 que acontece enquanto a varidvel independente vai
aumentando.

Usando a simbologia matematica: dada uma funcéo f :A — R, temos:

i) f € monotona crescente se para quaisquer X € X2 € A com X3 < Xz, temos f(x1) < f(x2). Ou
aindavxiexs €A, [xi<x2 — f(xi) <f(x2)] (¥

ii) f € mondtona decrescente se para quaisquer X1 € X2 € A com X; < Xz, temos f(x1) > f(x2).

OuaindaVxiex: €A, [x1<x2 — f(xi))>f(x2)] (*%)

Depois de conceituar e usar a simbologia para caracterizar monétonas crescentes e
decrescentes, os alunos mostraram que haviam agora sim compreendido 0s conceitos que na

visualizagéo dos esbogos ndo haviam ficado claros.

Ao Professor: A atividade a seguir deve ser respondida usando a definicdo de funcéo
mondtona, e ndo através do esboco do grafico. Deixaremos para tratar do
crescimento/decrescimento da funcdo linear e da afim (reta) quando tratarmos
particularmente da funcdo Linear e da fungdo Afim. Sugerimos que a atividade seja
respondida inicialmente com palavras e posteriormente seja reescrita a resolucéo fazendo uso

de simbolos, preenchendo-se um quadro da forma:
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Resolucéo em palavras Resolucgéo fazendo uso da simbologia matemética

Atividade 34
Determine se as funcBes abaixo, de dominio R, sdo ou ndo monotonas (estritamente

crescentes, estritamente decrescentes ou nenhum dos casos):

a) f(x) = 3x

Ao Professor: Refor¢ando que argumentacéo nada tem a ver com formalismo, sugerimos que
a resolucdo a seguir seja feita de duas formas, uma em palavras e outra simbolicamente,
conforme quadro apresentado abaixo. Neste primeiro caso trazemos um exemplo de

preenchimento do quadro:

Resolucdo em palavras Resolugcdo fazendo uso da simbologia

matematica

Observamos que, a medida que o valor de|Para cada xi, x2 escolhidos no dominio de f,
X aumenta, por propriedades dos nimeros|temos x1 < Xxo —(propriedade: multiplicando
reais, o valor de 3x vai também aumentar. ambos os lados de uma desigualdade por 3 a
Assim, temos uma funcdo estritamente|mesma permanece inalterada) 3xi1 < 3x2 —
crescente. f(x1) < f(x2).

Pela definicdo concluimos: f é uma funcao

estritamente crescente.

b) f(x) = - 6x

Resolucdo em palavras Resolugcdo fazendo uso da simbologia

matematica
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c)f(x) =2x+3

Resolucdo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia
matematica

d) f(x) =5

Resolucdo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia
matematica

e) f(x) = x?

Resolucdo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia
matematica

f) f(x) = x3

Resolucdo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia

matematica
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g f(x)=-2x+1

Resolucdo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia

matematica

Como foi apresentado um exemplo e discutido 0 mesmo, o desenrolar da atividade 34
ndo apresentou muitas dificuldades, exceto no quadro onde deveriam fazer uso da simbologia
que fui chamado Vérias vezes para auxilid-los, haja visto que a atividade foi desenvolvida em

pequenos grupos. Mais uma vez o problema em fazer uso da simbologia vem a tona.

Vamos trabalhar dois exercicios e neles observemos a monotonicidade nestas situagdes:

Ao professor: Neste proximo exemplo comece evocando o fato de que se pode tratar o
problema na linguagem de fungdes, e que, neste caso, trata-se de uma fungdo monétona
crescente.

Atividade 35

Trés trabalhadores constroem um muro de 20 metros em uma semana. Supondo que O
rendimento seja 0 mesmo, quantos metros de muro construirdo em uma semana:

a) Seis trabalhadores?

b) Nove trabalhadores?

c) Doze trabalhadores?

d) Quinze trabalhadores?

e) Dezoito trabalhadores?

Durante a atividade 35 os alunos responderam de forma rpida a atividade, a partir dai
questionei os mesmos se podia ou ndo trabalhar o problema em linguagem de fungdes? A
maioria concordou que sim, questionei entdo quem seria 0 dominio e a imagem, novamente
varios foram rapidos ao dizerem que se tratava do nimero de trabalhadores e da quantidade de
muro construido. Perguntei a seguir se se tratava de uma fun¢do mondtona e a resposta foi

“sim, e é crescente”. Considero as expectativas atendidas.
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Atividade 36
Quatro torneiras de mesma vazédo, quando funcionando juntas, enchem um tanque em seis
minutos. Se fecharmos uma delas, em quanto tempo as outras trés, funcionando juntas,

demorariam para encher o mesmo tanque? E se fecharmos duas? E se fecharmos 3?

A resolucdo da atividade 36 trouxe a tona 0 mesmo questionamento da atividade 35, e
basicamente respondida da mesma forma, também logo deram-se conta que tratava-se de uma
funcdo mondtona decrescente.

Nossa intencdo com a proxima atividade € de que aos alunos seja apresentada uma

funcdo que ndo fosse nem crescente e nem decrescente.

Ao professor: Na proxima atividade, queremos abordar o caso de uma fungdo que nao
€ crescente nem decrescente.
Atividade 37
Uma pessoa resolve fazer uma dieta que promete a perda de 0,5 kg por semana. Porém esta
pessoa ndo controla muito bem sua alimentacéo. Ao final da primeira semana seu peso ndo
muda, ao final da segunda continua 0 mesmo e ao final da terceira novamente, ao se pesar,
ela constata que continua com 0 mesmo peso da semana anterior. Ela desiste da dieta. Em
termos de funcdo podemos dizer que a relacdo “tempo X peso”, por exemplo, representa uma

funcdo? Se sim, ela é crescente, decrescente ou nenhum dos dois? Justifique.

Durante a atividade 37 os alunos observaram rapidamente que se tratava de “algo” que
nao cresce nem decresce. Porém houve um pouco de discussao para decidir se era funcdo ou
ndo. Um dos alunos sugeriu que ndo poderia ser pois o resultado era sempre 0 mesmo, o que
levou outros ao mesmo erro. Questionei usando a definicdo de funcéo e imediatamente varios
observaram que as condicdes i) e ii) da definicdo estdo satisfeitas, logo é fungdo. Um aluno
ainda levou em conta que se visualizarmos na forma de diagramas “vai sair uma flecha s6 de
cada um” (visualizagéo bastante adotada por eles, porém sempre avisados por mim de quando

ndo é bom o uso de diagramas).

AULA 12
Nossa expectativa nestas proximas atividades é que o aluno saiba reconhecer se ocorre

ou ndo monotonicidade, através do esbocgo do gréafico de fungdes.
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Exercicios:

Ao Professor: Evoque neste momento as condi¢Oes para que o esbogo de um grafico
represente uma fungdo estritamente crescente, estritamente decrescente ou nenhum dos
casos. Sugere-se analisar 0s esbocos utilizando:

i) geometria (trabalhando com o sentido das flechas)

ii) a simbologia matematica utilizada em (*) e (**) definida acima.

Atividade 38
Considerando que as curvas abaixo representam esbocos de graficos de fungdes. Vamos

agora analisar quanto a monotonicidade os mesmos:
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Ao professor: Queremos que os alunos reconhecam tanto a monotonicidade quanto a nédo
monotonicidade de uma fungdo também a partir da féormula, isso fica evidenciado nas
atividades 43 e 44.

Os alunos néo tiveram dificuldades em realizar a atividade, usaram 0 esquema das

flechas apresentado anteriormente.
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Atividade 39

Observe as fungdes representadas pelos conjuntos a seguir. Determine, sem fazer o seu
esboco, se as fungdes aqui representadas sdo crescentes, decrescentes ou nenhum dos casos.
d)f ={(-12) (0.2) (1,2) (2,2) (3,2) (4,2)}

Agora faga 0 esboco das mesmas e confirme geometricamente suas conclusoes.

Quando da realizagdo da atividade 39, a primeira observagdo de um aluno foi que
todas tinham o mesmo dominio, e por ter alertado a todos tirou-se dos demais a oportunidade
de tal visualizagdo, em seguida outro acrescentou que estava em ordem crescente, e assim foi
facil determinarem a monotonicidade de cada uma. Apresentaram um pouco de desconfianca
na quest&o c) pois, pela repeticdo da imagem 4 alguns ndo se sentiram seguros em verificar se
a mesma era crescente ou ndo, mas a seguir convenceram-se e assim a questdo d) nao teve

dificuldade nenhuma.
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Atividade 40
Sejam A = { -1, 0, 1, 2, 3, 4} e a funcdo f: A -> R tal que f(x) = -3x. Determine se f €
estritamente crescente, estritamente decrescente ou nem crescente nem decrescente.
Justifique sua resposta:

i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas)

ii) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**)
Atividade 41
Sejam A = { -1, 0, 1, 2, 3, 4} e a fungdo f:A ->I tal que f(x) = 5x + 1. Determine se f €
estritamente crescente, estritamente decrescente ou nem crescente nem decrescente.
Justifique sua resposta:

i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas)

ii) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**)
Atividade 42
Sejam A = {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}e a fungdo f:A -> R tal que f(x) =x?> . Determine se f é
estritamente crescente, estritamente decrescente ou nem crescentes nem decrescentes.
Justifique sua resposta:

i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas)

ii) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**)
Atividade 43
Considere uma funcéo f: E -> R tal que f(x) = 4x. Determine se f é estritamente crescente,
estritamente decrescente ou nem crescentes nem decrescentes. Justifique sua resposta:

i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas)

ii) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**)
Atividade 44
Considere a uma fungédo f: R -> & tal que f(x) = -7x. Determine se f é estritamente crescente,
estritamente decrescente ou nem crescentes nem decrescentes. Argumente:

i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas)

ii) a simbologia matematica utilizada em (*) e (**)

As observagdes sdo as mesmas para as atividades de 40 a 44, haja visto que foram
realizadas primeiro pelos alunos e depois houve minha intervencgdo. A atividade foi realizada
de forma rapida e sem dificuldades, o unico porém foi o fato de alguns alunos terem ligado os

pontos, motivo pelo qual tive que intervir e trabalhar novamente toda a questdo do dominio,
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refeita a atividade mostraram-se convencidos. Apresentaram uma leve dificuldade no

momento de usar a simbologia, porém menos do que em outros momentos.

AULA 13

A partir de agora passamos a tratar de funcGes que podem ser dadas por formulas,
iniciando pelos mais simples tipos de férmulas e ressaltando caracteristicas particulares de
cada uma delas para depois explorar a relagcdo que existe entre as variaveis dependente e
independente, no sentido de serem ou ndo grandezas diretas, inversas, diretamente

proporcionais, inversamente proporcionais ou nenhum destes casos.

Ao professor: Esclarecemos que por “mais simples tipos de formulas” estamos nos referindo

as fungdes Linear, Afim e Homografica, que pode ser expressa pela formula f(x)=k/x.

A partir de agora objetivamos que os alunos sejam capazes de decidir se uma fungéo é
ou ndo linear ou do tipo linear e de identificar que toda fungdo linear € uma relacdo entre

grandezas diretamente proporcionais.

5.3.5 Funcdo linear

Uma funcéo f: R — R que pode ser escrita na forma f(x) =kx é chamada Func&o Linear. Neste
caso, a constante k é chamada coeficiente angular de f.

Uma funcdo f: A — R, com A # R, que pode ser escrita na forma f(x) =kx, onde k é uma

constante real, é chamada Funcéo do tipo Linear.

Neste momento apenas definimos a fungdo Linear e a do tipo Linear, houve o
questionamento de quando seria do tipo Linear, apresentei um exemplo de cada e a seguir

deixei que trabalhassem a atividade 45.

Ao professor: Atente para o termo “que pode ser escrita” na definicdo, e o trabalho requerido
do aluno em decidir nos exemplos abaixo (de c a f) sobre a possibilidade de a funcéo ser
reescrita na forma f(x) =kx, onde k é uma constante real. Também ressaltamos a
nomenclatura “do tipo” que aqui introduzimos e que ndo é usual na literatura nem nos livros

didaticos para os casos em que o dominio ndo coincide com o conjunto E.
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Atividade 45
Verifique se cada funcéo a seguir, explicitada por uma férmula, é ou ndo linear (ou do tipo

linear), justificando sua resposta:

a) f(x) = 2x
b) f(x) = -5x
c) f(x) =2x+ 3
_ 3x*-9x
V="
_ -5x® +10x* —5x
9109 = x> —2x+1
_2x® —4x
N=—5
g) f() =0

Para a realizacdo da atividade 45 foi dado aos alunos alguns minutos para que
tentassem decidir sozinhos se tratavam-se de funcgdes lineares ou do tipo lineares ou nenhum
caso. Como foi apresentado um exemplo de cada antes de iniciar a atividade o desenrolar da
mesma foi tranquilo em relagdo a determinar o dominio das funcdes e observar 0s casos em
que ndo seriam lineares, mas que poderiam ser do tipo linear. A dificuldade toda surgiu
quando nas letras (d) (e) e (f) foi necessario usar fatoracdo para tentar visualizar a forma kx.
Aqui foi preciso parar e retomar o estudo de fatoracdo do Ensino Fundamental. A seguir
retomamos a atividade e entdo os alunos conseguiram responder tranquilamente as letras (d) e
(e) porém na (f) tiveram novamente um pouco de dificuldade, pois para alguns ficou mal
entendido que sempre deveria ser possivel a simplificacdo, o que ndo ocorria neste momento.
Novamente utilizei outros exemplos para ajuda-los nas conclusbes, a seguir mostraram-se

convencidos.

Ao Professor: Na questdo a seguir deseja-se que o aluno conclua que, quando se tem uma
funcéo (do tipo) linear, que pode ser dada, digamos, por f(x) =kx, entdo:

—se k >0, a funcdo (do tipo) linear é crescente;

—se k <0, a funcdo (do tipo) linear é decrescente.
Note que esta atividade requer que o aluno trabalhe necessariamente com a fungéo (do tipo)

linear reescrita na forma f(x) =kx.
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Atividade 46
Para cada fungdo apresentada na tabela a seguir, marque com um “x” as caracteristicas que
dizem respeito a cada uma delas e, na ultima coluna, complete com o valor do coeficiente

angular, se este existir:

FUNCAO Linear |Do tipo|Cres- |Decres- |Nenhuma | Coeficiente
linear  |cente |cente delas angular

f(x) = 2x
f(x) = -5x
f(x) =2x+3

3x” —9x
f(x)= —/—— ==
==
(x) = 5x2+10x 5X

X®—-2x+1

2x° — 4x
f(x) = —/— =
==
f(x) =0

Ao Professor: Estimule seus alunos a responderem fazendo uso da expresséo analitica de f.

Como vocé justifica cada uma de suas respostas?

Durante a realizagdo da atividade 46, responder quanto a linear ou do tipo linear ndo
houve erros, haja visto que haviam recém trabalhado na atividade 45. Quanto a ser crescente,
decrescente ou nenhum dos casos, acabaram “concluindo” atribuindo valores as fungdes (a
grande maioria usou x=1, x=2, x=3 etc., questionando os mesmos do por que escolher estes
valores e ndo outros, a resposta foi porque acham mais fécil, observam-se novamente habitos
trazidos do ensino fundamental, onde privilegiam-se demais 0s nimeros inteiros positivos).
Neste momento foi preciso alertd-los novamente de que uma tabela pode ser Util, porém ndo
100% segura ao afirmarmos certas propriedades. Erroneamente alguns alunos responderam na
funcdo f(x) = 0 que o coeficiente angular poderia ser qualquer nimero pois “sempre vai dar
zero”, alertei-os da confusdo que estavam fazendo entre a imagem que obteriam na funcdo e o

coeficiente angular.
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Algumas fungbes podem ser definidas por vérias formulas, uma para cada intervalo do
dominio, essas fungdes dizemos que sdo fungdes por partes. Vocé tera uma funcdo por partes
na atividade a seguir.

Ao Professor: A seguir apresentamos um exercicio de aplicacdo no dia a dia de funcéo
definida por partes que esté sendo apresentado pela primeira vez neste capitulo, todas elas do
tipo linear. Note que, no item “a”, a0 mencionarmos as taxas extras, ja estamos preparando o
aluno para o que seré perguntado no item “c”.

Atividade 47

Uma companhia de energia elétrica calcula as tarifas relativas ao fornecimento de energia
elétrica residencial padréo de acordo com a tabela a seguir:

TARIFAS DE ENERGIAELETRICA

Faixa de Consumo em kWh  [Tarifa em R$ por kWh
até 20 0,68
até 50 0,83
acima de 50 1,02

a)Considerando apenas 0 consumo mensal, (ignorando as taxas extras que fazem
parte de uma conta real de fornecimento de energia elétrica, tais como taxa de transmisséo,
distribuicdo, encargos, ICMS, PIS, COFINS, e taxa de iluminacdo publica) quais seriam os
valores cobrados para um consumo de 15 kWh, 30 kWh e 60 kwh?

b)Introduzindo as variaveis q e ¢ nesta situacdo, q para representar a quantidade
consumida em kWh e c para representar o valor a ser cobrado, é possivel estabelecer uma s6
formula para representar a relacdo entre q e ¢? Ou é necessario mais de uma férmula, ou
seja, seria uma fungéo por partes?

c)Sabendo que as taxas extras sdo valores fixos cobrados além do consumo, se
introduzirmos por exemplo, a taxa de iluminacdo puablica no valor de R$ 3,65 ao valor

cobrado “c”, a fungéo continuaria sendo linear? Justifique.

Observe que muitas situacdes praticas podem ser equacionadas matematicamente por meio
de férmulas. Este fato é uma grande vantagem, pois assim podemos determinar mais

rapidamente e muitas vezes mais facilmente alguns valores procurados.

Pudemos observar, durante a realizagdo da atividade 47 que, no item “a” ndo tiveram

dificuldade, responderam rapidamente sem erros. No item “b” houve um pouco de dificuldade
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em introduzir as variaveis q e ¢, pois 0s mesmos ja estavam demais habituados a usar X ey,
foi necessario retomar alguns casos, como a funcdo que calcula o perimetro de um quadrado
usando p para perimetro e | para lado, em seguida conseguiram usar as variaveis pedidas sem
problemas, a maioria conseguiu observar que se tratava de uma fungdo por partes, poucos
tiveram dificuldade e tentaram escrever toda a situagdo com uma formula apenas. No item “c”
dois alunos compreenderam de foram errénea pois somaram os R$ 3,65 ao valor da tarifa por
kWh, os proprios colegas os alertaram que esta taxa era um valor extra, além da tarifa, que
dependia do consumo e mais a taxa, e ai observaram que desta forma ndo tinha o formato de

funcéo linear.

Descricdo: No que segue, espera-se que os alunos se deem conta da proporcionalidade direta
estabelecida entre as duas grandezas envolvidas em qualquer fungéo linear para, a seguir,

tratarmos da reciproca.

5.3.5.1 Propriedades da funcéo linear

Ao Professor: Neste momento é necessario relembrar os tipos de relagbes entre duas
grandezas que estudamos no inicio deste capitulo.

Para estudarmos algumas propriedades da funcdo linear vamos relembrar as definicdes de
grandezas diretas, inversas, diretamente proporcionais e inversamente proporcionais
estudadas no inicio deste capitulo. (Neste momento devemos voltar ao inicio deste capitulo e
rever cada uma das defini¢cdes de grandezas ja vistas 1a).

Ao Professor: Oportunize a seus alunos formas de chegarem ao raciocinio genérico esperado,
com o questionamento a seguir.

Agora pergunta-se: a relagdo entre as duas variaveis estabelecida por uma funcdo linear se
encaixa sempre em algum dos tipos estudados?

Ao Professor: Espera-se que os alunos intuam, ap6s alguma reflexdo ou exemplos, que:

Toda fungéo linear ou do tipo linear estabelece uma relagdo de proporcionalidade
direta entre as grandezas por ela relacionadas (estas grandezas sdo a variavel dependente y

ou f(x) e a varidvel independente x).

Foram revisadas as definicbes de grandezas, porém diferente do esperado, num

primeiro momento nenhum dos alunos respondeu prontamente, foi preciso retomar mais um
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pouco as defini¢des, direcionando 0s mesmos ao que era esperado, ainda assim parecia que
ndo estava claro para eles o que se esperava aqui. Entdo pedi que tomassem a funcgéo linear e
observassem se havia relacdo entre as variaveis x e y, 0 que prontamente foi respondido que

sim, neste momento ficou claro aos mesmos que era uma relagéo de proporcionalidade direta.

Ao Professor: Cabe aqui ressaltar que apenas intuicdo ou alguns testes ndo nos permitem
afirmar que a afirmacdo acima é verdadeira em matematica, e que precisamos nos certificar
de que ela é verdadeira para todas as funcBes lineares. Novamente reforcando que
argumentacdo nada tem a ver com formalismo, sugerimos também que a demonstracdo que
aqui buscamos seja feita de duas formas, uma em palavras e outra simbolicamente, conforme
quadro apresentado abaixo.

Vamos neste momento demonstrar esta importante propriedade para fungdes lineares ou do

tipo lineares:

Resolucéo em palavras: Resolucdo fazendo wuso da simbologia

matematica:

Ao Professor: Demonstracdo Sugerida:

Tomemos uma Funcdo Linear ou do tipo linear, digamos, dada por f(x) =kx. Denotando por y
a variavel dependente temos que variavel dependente e independente se relacionam através
da formula y =kx.

Uma propriedade da propor¢do direta € que os valores de uma das grandezas “y” e 0s
correspondentes valores da outra grandeza “x”, baseado na definigdo, determinam sempre o
mesmo quociente, quaisquer que sejam os pares (X, y) escolhidos.

Ora, no caso da funcdo linear ou do tipo linear acima, temos, para quaisquer valores ndo
nulos x1, X2 escolhidos para a variavel independente x (desde que pertencentes ao dominio da
funcéo, caso estejamos tratando de uma fungéo do tipo linear):

yi/x1 = kxq X1 =K e Yo/ X2 = kX2 /X2 =K.
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Portanto a fungdo f estabelece uma relagdo de proporcionalidade direta entre as grandezas y e
X.

O que vocé acaba de fazer acima (tanto na primeira quanto na segunda coluna), é o que em
matematica chamamos de demonstragcdo para a afirmagdo “Toda fungdo linear estabelece
uma relacdo de proporcionalidade direta entre as grandezas por ela relacionadas”. Uma
demonstracdo nada mais € do que uma justificativa/argumentacdo completa para uma
afirmacdo em matematica, independentemente de termos feito uso de simbologia

matematica.

Aos alunos, “demonstrar” ainda € algo muito novo e na concep¢do dos mesmos
complicada. Fazendo a resolucdo em palavras notei que ficou muito mais facil a compreenséao
dos mesmos para a seguir utilizar a simbologia. N&o conseguiram sozinhos fazer a
demonstracdo usando simbologia, mas conseguiram acompanhar sem dificuldade a
construcdo da demonstragdo feita por mim, conforme a sugestao apresentada. Ao final, notei
uma certa satisfacdo em terem acompanhado uma demonstracdo sem apresentarem

dificuldades e participando da constru¢éo da mesma.

Atividade 48

Confirme a veracidade da propriedade acima, via definicdo, para as fungbes Lineares a

seguir:
a) f(x) = 2x
b) f(x) = -5x

Ao verificarmos a propriedade da fung&o linear, foi preciso retomar as definicdes de
grandezas e como ja falado anteriormente 0s mesmos tiveram que ser induzidos a concluir a
propriedade, logo aqui na atividade 48 ndo tiveram dificuldade em fazer a verificagdo, quase
todos justificaram que em *“a” f(x) dividido por x resultava na constante 2 e em “b” resultava
na constante — 5, poucos alunos ndo se posicionaram, porém ao serem questionados

responderam que concordavam com os argumentos dos colegas.

AULA 14




127

5.3.5.2 Esboco do grafico de uma funcéo linear

Objetivo(s): Que o aluno conclua que:

— 0 grafico de uma Fungdo Linear € uma reta que passa pela origem do sistema
cartesiano, e que no caso de coeficiente angular positivo (negativo) trata-se de uma fungéo
mondtona crescente (decrescente);

— no caso da fungdo nula, temos para grafico uma reta horizontal (precisamente o eixo
das abscissas);

—no caso de uma funcdo do tipo linear teremos uma reta suporte para o grafico,
porém nao continuo.

Ao Professor: Espera-se que na proxima atividade o aluno inicie o seu raciocinio apelando
para 0 uso de uma tabela de valores. Recomenda-se que seja reforcado com os alunos que
uma tabela, apesar de incapaz neste caso de identificar a funcdo de maneira univoca por se
tratar de uma funcdo com dominio infinito pode servir como recurso interessante para, a
partir dela, serem geradas conjecturas. Espera-se que a conjectura gerada seja a de que a
representacdo do grafico € uma reta. Explore também o fato de que esta reta particularmente
passa pela origem do sistema cartesiano ou nas do tipo linear tem uma reta suporte, mas sem
que esta conclusdo seja obtida por tabela de valores (¢ muito tradicional os livros didaticos
chegarem a esta concluséo exclusivamente a partir de tabelas, o que consideramos uma
pratica falha na educacdo matematica), mas sim pela demonstracdo destes fatos. Sugere-se
que os alunos sejam também incentivados a relacionarem o sinal do coeficiente angular com
a inclinacdo desta reta (ou reta suporte, no caso de funcéo do tipo linear).

Atividade 49

Esboce o grafico de cada uma das funcdes Lineares, até aqui trabalhadas:

i) f(x) = 2x

i) f(x) = -5x
Ap0s a construcdo dos esbocgos, pergunta-se:

a)\Vocé encontrou alguma forma conhecida como esbogo das fungdes acima? Qual
forma geométrica vocé observa em relacdo aos esbocos tracados?

b)Podemos generalizar e dizer que a forma geométrica que Vocé encontrou coincide
com o gréfico da funcdo?

Ao Professor: Na proxima pergunta espera-se que o aluno conclua que a inclinagdo de uma

reta esta associada ao sinal do coeficiente angular. Caso isto ndo ocorra, tente direciona-los a
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este raciocinio.

c)Qual a principal diferenga entre os tracados de i) e ii)?

Antes de discutir com os alunos os resultados encontrados por eles, foi dado um tempo
para que trabalhassem sozinhos e tentassem chegar a suas conclusdes. A grande maioria usou
tabelas para determinar pontos do gréafico, a seguir questionei-os se 0s pontos usados eram
suficientes. A turma ficou dividida no momento da resposta, pois varios achavam que sim, e
aos que achavam que ndo, questionei-os sobre a razdo de ndo ser suficiente e para minha
satisfacdo a resposta que obtive foi que “ndo, pois o dominio é o conjunto dos Reais, logo néo
bastam apenas alguns valores”, resposta que considerei muito boa, pois nota-se que jé estdo se
preocupando com a questdo do dominio da fungdo mesmo antes de responderem a outros
questionamentos. Ao passar as perguntas, em “a” a resposta foi imediata, que seria uma reta,
porém observei que aqueles que usaram apenas alguns valores (construiram tabelas) ja sairam
ligando os pontos em forma de reta sem terem garantia disso. Passamos a pergunta “b”, e ao
questiond-los da possibilidade de generalizar, eles responderam que ndo era possivel se ndo
provassemos primeiro, o que me deixou satisfeito também, pois pude observar que estdo em
busca da prova matematica antes de concluir/generalizar o que observam. Na pergunta “c”
ndo responderam ao esperado de imediato, foi preciso usar mais dois exemplos para que 0s
mesmos notassem o que estava sendo questionado, porém, feito isso, ndo tiveram dificuldades

em responder o esperado.

“O grafico de toda fungéo linear é sempre uma reta”

Ao Professor: O aluno deve perceber que para x = 0 teremos imagem nula e portanto,
observa-se que o grafico, neste caso, sempre passa na origem.

O que acontece com toda funcéo do tipo f(x) =kx quando x = 0?

Ao trabalhar o questionamento dado, a respeito de x = 0 ndo houve dificuldade em
responder que teriamos f(0) = 0. Questionei os alunos o que isto representaria no gréafico, e a
maioria respondeu que teriamos o ponto (0, 0), novamente questionei-os sobre o que isto
representaria, imediatamente um deles respondeu que era a origem, entdo alertei os mesmos
que isto aconteceria sempre no caso da fungéo linear, visto que, independentemente do valor
de k para x = 0, sempre teriamos o ponto (0, 0), sendo que eles concordaram sem ddvidas.

Na atividade 50 nossa expectativa é que o0s alunos concluam que o gréafico é uma reta
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porém € interrompido para valores ndao pertencentes ao dominio da funcao.

Atividade 50

Esboce o gréafico de cada uma das fungdes do tipo Lineares até aqui trabalhadas:

. 3x® —9x
|) f(X) = X—_?,

—5x® +10x? —5x
X% —2x+1

i) f(x) =

ii)f(x) =0
Apos a construcao dos esbogos, pergunta-se:

a)Mocé encontrou alguma forma conhecida como esbogo das fungdes acima? Qual
forma geométrica vocé observa em relacdo aos esbocos tragados?

b)Podemos generalizar e dizer que a forma geométrica que Vocé encontrou coincide

com o gréfico da funcdo?

Como o enunciado da atividade ja menciona que se tratam de func¢des do tipo lineares,
os alunos primeiramente foram buscar a forma f(x) =kx, e a seguir j& comecaram a responder
que o gréfico se tratava de reta, pois j& haviam feito o mesmo na atividade 49. Neste momento
foi preciso intervir, pois eles ndo haviam se dado conta do problema gerado pelo dominio das
funcbes apresentadas, questionei-os se desta vez as funcbes eram validas para todos o0s
nameros reais e a resposta foi undnime que ndo, entdo questionei os mesmos da influéncia
disto no grafico? Houve um certo instante de siléncio, voltei a questionar 0s mesmos, e em
seguida um dos alunos me respondeu que “para 0s nimeros que ndo estdo no dominio ndo
vale, entdo ndo pode ter grafico nesses pontos”, tive que alertd-los que os tais pontos citados
pelo mesmo ndo existem visto que ndo estdo definidos no dominio e portanto o gréafico se
interrompe nesses pontos, tracei 0 esbogo dos mesmos alertando do que deve acontecer para
os valores ndo definidos no dominio da funcdo, os mesmos concordaram. No caso da funcéo
f(x) = 0 observaram imediatamente que ndo tinhamos problema de dominio porém tiveram
dificuldade tentando encontrar a inclinagdo da reta, foi preciso comparar com um caso de
funcdo linear (ou do tipo) crescente e um decrescente e pedir que comparassem com 0 que
concluiram a pouco a respeito das mesmas. Logo um aluno deu-se conta que, neste caso, nao
temos inclinagdo na reta, que a funcéo é constante, questionei 0 mesmo em relag&o a posigao
desta reta no sistema cartesiano e 0 mesmo ndo conseguiu me responder, a seguir alertei a

todos do que ocorre neste caso, sendo que houve concordancia do aluno e também dos
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demais.

“Q grafico de toda fungéo do tipo linear € sempre uma reta, porém nao continua”

Tente, no quadro abaixo, fazer uma argumentacdo completa, a ponto de podermos decidir se
as afirmacfes acima sdo ou ndo verdadeiras. Vocé pode ou ndo fazer uso de simbologia
matematica. Reiteramos: a ndo utilizacdo da simbologia matematica ndo torna o seu
argumento invalido ou menos rigoroso.

Ao Professor: Use a simbologia para escrever a demonstragédo feita pela argumentacdo dos

seus alunos.

Ao Professor: Demonstracdo Sugerida:

Tomando uma funcgéo do tipo f(x) =kx teremos que os pontos A = (0,0) e B = (1, k) pertencem
ao grafico desta funcdo. Tomemos a reta que liga esses dois pontos, e seja C = (X, y) um
outro ponto qualquer desta reta.

SeD =(1,0) e E=(x 0),sdo as projecdes dos pontos B e C sobre 0 eixo X, vemos que 0S
triangulos retangulos ADB e AEC sdo semelhantes, por semelhanga de tridngulos, o que
implica que esses tridngulos possuem lados proporcionais. Logo:

BD_CE k _vy _

— = ——— == 5 y=kx

DA EA 1 X
Como as coordenadas de C (x, y) satisfazem y =kx temos que C (X, y) pertence ao grafico da
funcéo.

O que demonstra que o grafico € uma reta que passa na origem.
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y /c
k

A(0,0)  p(1,0) E(x0)

Importante: A demonstragdo acima nos permite afirmar ndo sé que uma reta serve de esboco
para o grafico de uma funcéo linear como — mais exato ainda — a representacdo do grafico €
uma reta.

E que vantagem podemos tirar deste fato?

Um dos principios da geometria nos diz que “Por dois pontos passa uma e s6 uma reta”. Para
esbocar o grafico de uma funcéo linear, podemos fazé-lo com um minimo de trabalho,
resumindo-nos a uma tabela de uma Unica linha, pois j& sabemos que um dos pontos € a
origem do sistema cartesiano ortogonal, entdo basta determinarmos outro ponto.

No caso da fungdo do tipo Linear, devemos primeiramente nos ater ao dominio da mesma,
observando que a reta é interrompida nos pontos cuja abscissa ndo esta definida no dominio

da fungéo.

Para a atividade 51 esperamos Que o aluno observe que a diferenca esta apenas no

caso do grafico em “b” ser interrompido em x = -2.

Atividade 51
Construa o grafico das fungdes:
a) f(x) = 5x
2
b) (x) = 5x° +10x
X+2

Que diferenga vocé observa entre os tracados de ambos os gréficos?

No desenvolvimento da atividade 51 os alunos ndo tiveram dificuldade alguma em
construir o gréfico em ambos o0s casos, apenas 3 alunos ndo encontraram diferenca alguma,
porém foram imediatamente corrigidos pelos colegas, que acertaram imediatamente.

Na atividade 52 esperamos que o0s alunos consigam determinar o coeficiente angular

por meio de um exercicio pratico.
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Atividade 52

Fonte: http://www.oqueeufiznasferias.com.br/blog/2010/11/ouro-preto-minas-gerais/

A imagem acima reproduz uma das ladeiras da cidade de Ouro Preto em Minas Gerais, e nos
mostra a inclinagdo da rua e a maneira como as edificacfes séo feitas para se driblar esse
detalhe. Olhando para a situacdo gerada estime o valor do coeficiente angular gerado pela

inclinagdo desta ladeira.

Durante a atividade 52, primeiramente alertei os alunos que deveriam usar régua
graduada para esta atividade. Os mesmos ndo tiveram dificuldade para o calculo, questionei-
0s quanto a razdo de tamanha rapidez em determinar 0 mesmo, sem ser necessaria minha
orientacdo, e obtive como resposta o fato de que ja sabiam como proceder, pois ja haviam
usado um triangulo para provar que o grafico era uma reta, entdo bastou usarem o triangulo

aqui.

Ao Professor: Note que a questdo acima oportuniza uma pesquisa sobre a maior declividade
de acesso permitida para automdveis, caminhdes, bicicletas, cadeirantes, pedestres. Esta

questdo sera tratada no capitulo de fungdes afins.

A partir de agora esperamos que o aluno consiga, a partir do gréafico de uma funcéo
linear, estimar o valor do seu coeficiente angular e assim determinar a formula aproximada

para a mesma.
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Atividade 53

Ao Professor: Tente levar seus alunos a concluirem que o valor de k ocorre quando a variavel
independente x for igual a 1, isto é, k = f(1). Nos casos em que ndo for possivel obter k por
meio de x=1, como no segundo esboco a seguir, oriente-0s para o fato de que o conhecimento
de um Unico par pertencente ao grafico € suficiente para determinar o coeficiente angular.
Sabendo que cada esbogo abaixo diz respeito a uma funcédo linear (ou do tipo linear), estime

o valor do coeficiente angular bem como uma férmula para a fungéo por ele representada:

1)

2)




134

3)

Nos eshogos 1 e 2 ndo houve dificuldades para a determinagéo do coeficiente angular,
alertei-os para a facilidade de determinar quando x = 1, ao passo que fui imediatamente
alertado por um aluno de que no caso 2 ndo era visivel o par para x = 1, entdo aproveitei para
questiond-los a respeito do que fazer se isto ndo fosse conhecido, varios responderam que
podia ser qualquer outro ponto, alguns tiveram um pouco de duvida por ndo haver a
necessidade de saber dois pontos (j& que para uma reta é necessario ter dois pontos para o
tracado), porém alertei-os que eram sabidos dois pontos sim, sendo um deles a origem,
mostraram-se convencidos e entdo passamos ao esboco 3, neste houve uma certa
dificuldade/dlvida se se tratava de uma reta ou apenas um segmento de reta, questionei os
mesmos do que mudaria se fosse apenas o0 segmento, imediatamente um aluno respondeu que
seria 0 dominio, questionei os demais se estavam de acordo e obtive como resposta que sim.

Na atividade 54 esperamos que os alunos consigam determinar a formula da funcéo

linear conhecendo um unico par ordenado pertencente ao grafico.

Atividade 54

a) Sabendo que o par ordenado (1, 3) pertence ao grafico de uma funcéo linear, obtenha a
formula que representa essa funcéo.

b) Obtenha a formula da fungéo linear cujo grafico contém o par ordenado (-2, -14).

c) Existe alguma func&o linear cujo gréfico contenha os pontos (1,3) e (-2,12)? Justifique.
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Ao desenvolver a atividade 54, um aluno questionou imediatamente se a atividade era
idéntica a 53 s6 que sem esboco, respondi com a pergunta “vocés acham que sim ou ndo?” e
unanimes responderam que sim, assim ndo tiveram dificuldade em realizar a atividade,

somente na pergunta “c” alguns tiveram dificuldade em montar a férmula da funcdo e
verificar, porém a maioria conseguiu rapidamente realizar a atividade montando a formula da
funcdo com o par (1, 3) e usando o par (-2, 12) apenas para testar se existia ou ndo a fungéo,
0s que ndo conseguiram foram ajudados pelos colegas que se deram conta ja na primeira

tentativa.

AULA15

Nossa expectativa € que o aluno consiga identificar, a partir da definicdo, que a mesma

é uma generalizacdo da Fungdo Linear.

5.3.6 Fungdo afim

Uma fungdo f: B — R que pode ser escrita na forma f(x) =kx + b, onde k e b séo constantes

reais, € chamada Funcdo Afim. Neste caso, a constante k é chamada coeficiente angular e a

constante b é chamada coeficiente linear.

Uma fungéo f: A — R, com A # R, que pode ser escrita na forma f(x) =kx + b, onde k e b s&o

constantes reais, € chamada Funcéo do tipo Afim.
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Ao Professor: O comentario a seguir serve para que o aluno se dé conta que toda fungdo
Afim é uma generalizagdo da funcdo Linear.

Inicialmente observe que se b=0 entdo teremos a funcdo Linear f(x) =kx, justificando-se
assim para k a mesma nomenclatura “coeficiente angular” na funcéo afim.

Ao Professor: Ressaltamos novamente a expressao “que pode ser escrita” na definicdo acima,
observando o que ocorre nos itens ¢, d e e na atividade a seguir.

Atividade 55

Verifique se as fungdes a seguir, sdo ou ndo fungdes afim ou do tipo afim, justificando sua
resposta.

a) f(x) =2x+5

b)f(x)=-3x+1

2 —
c)f(x):3x 9x
X-3
2
d) f(x) = 2X° +6X
2 —
e)f(x):u
X—2

Os alunos responderam a atividade de forma muito rapida, justificando que j& haviam
feito este trabalho na funcdo Linear, ndo foi preciso intervencdo minha para a resolugdo do
mesmo.

Esperamos que o aluno observe que a funcdo Afim de coeficiente linear ndo nulo ndo

envolve mais grandezas diretamente proporcionais, mas ainda grandezas diretas ou inversas.
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5.3.6.1 Propriedades da funcao afim

Para estudarmos algumas propriedades da fungdo afim vamos relembrar as defini¢ces de
grandezas diretas, inversas, diretamente proporcionais e inversamente proporcionais
estudadas no inicio deste capitulo.

Apos relembrar as defini¢des de Grandezas responda aos seguintes questionamentos:

Ao Professor: Depois de voltar ao inicio deste capitulo e rever cada uma das defini¢fes de
grandezas ja vistas la, discuta com seus alunos como se justifica a questdo (a) e apresente a
eles o termo “contraexemplo” bem como o seu significado. A seguir estimule-os de forma
que concluam que a fungdo Afim gera uma relacdo direta ou inversa entre grandezas e a

seguir trabalhe a demonstracéo deste fato.

a) O tipo de relagdo entre as variaveis dependente e independente proporcionada por uma
funcdo Linear, a saber, proporcionalidade direta, ainda se mantém para a funcdo Afim?
Justifique sua resposta.

b) Alguma dessas defini¢des encaixa-se na relagdo proporcionada por uma fungéo afim?

Alguns alunos, sem analisar o suficiente deram ao item “a” a resposta sim, porém
foram imediatamente corrigidos pelos colegas, que observaram que ndo podia ser relacéo
diretamente proporcional pois ndo gerava uma constante a razdo entre as grandezas X e Y,
considerei a resposta muito boa, pois realmente mostraram que dominaram a condigdo l&
quando analisaram a fungé@o Linear. A seguir os questionei qual seria essa relacdo entdo e a
resposta foi que seriam apenas grandezas diretas, questionei-os novamente pois claramente
ndo estavam se dando conta da relagdo de grandezas inversas, pedi que observassem a
diferenca entre os itens “a” e “b” da atividade 55, o que gerou algumas discussdes em

pequenos grupos, apds um pouco de questionamentos e debates tivemos a resposta aguardada.
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Toda funcdo Afim f relaciona as varidveis dependente y = f(x) e independente x de forma

direta ou inversa, diferente da Fungdo Linear que relacionava as grandezas sempre de

forma diretamente proporcional.

Ao Professor: Cabe aqui ressaltar que apenas intuicdo ou alguns testes ndo nos
permitem afirmar que a afirmacéo acima é verdadeira em matematica, e que precisamos nos
certificar de que ela é verdadeira para todas as funcgdes lineares. Novamente reforgando que
argumentacdo nada tem a ver com formalismo, sugerimos também que a demonstracdo que
aqui buscamos seja feita de duas formas, uma em palavras e outra simbolicamente, conforme

quadro apresentado abaixo.

Convidamos Vocé a demonstrar esta afirmagéo:

Resolugdo em palavras: Resolugdo fazendo uso da simbologia

matematica:

Confirme a propriedade demonstrada acima para as fungdes Afins a seguir:
a) f(x) =2x+5
b)f(x)=-3x+1

A resposta neste momento foi muito répida, apenas confirmaram a discussdo ja
ocorrida na atividade 55.
Queremos no bilhete ao professor que € apresentado a seguir, que 0s alunos observem

que a propriedade continua valendo, porém é preciso observar o dominio.

Ao Professor: Questione seus alunos, neste momento, se a propriedade continua valendo para

as funcdes do tipo Afim?

Apbs o questionamento alguns alunos ficaram pensativos, mas em seguida obtive a
resposta que “achavam que sim”, questionei-os do por que acharem, e um dos alunos
imediatamente respondeu que “deve ter alguma coisa com o dominio”, em seguida a maioria
concordou, trabalhamos entdo um pouco mais a questdo do dominio e a seguir concluiram que
continua valida porém temos que observar o dominio da funcdo. Cabe ressaltar aqui que 0s

alunos ja estdo tendo por habito analisar o dominio de qualquer funcdo antes de partirem para
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outros questionamentos.
Na atividade 56 nossa expectativa é que os alunos ndo tenham dificuldade na execucéo

da atividade.

Ao Professor: Na atividade a seguir temos um problema que traz uma aplicagcdo pratica da
Func&o do tipo Afim.

Atividade 56

Suponhamos que uma determinada operadora de telefonia oferece os planos a seguir.

Plano A: Taxa fixa de R$ 30,00, inclusos 20 minutos, mais R$ 0,80 por minuto excedente.
Plano B: Taxa fixa de R$ 50,00, inclusos 30 minutos, mais R$ 0,60 por minuto excedente.
Plano C: R$ 1,80 por minuto, sem taxa fixa.

Pergunta-se:

a) Quais serdo os valores cobrados pela operadora, em cada plano, para uma utilizagdo de 15
min, 40 min e 60 min, por més?

b) Qual sera o plano mais econdmico para uma utilizacdo de 50 min por més?

Conforme nossas expectativas para a atividade 56, a resposta veio mais rapido que o
esperado, talvez por ja terem trabalhado com uma situacéo parecida la na fungéo Linear. N&o

vi dificuldades na resolucédo da mesma e também todos apresentaram respostas corretas.

Ao Professor: A pergunta a seguir requer que os alunos representem, por meio de formulas,
as trés situacOes apresentadas no enunciado do nosso problema.

c) Se escolhermos as variaveis A, B e C para representar os valores cobrados: A para o plano
A, B para o plano B e C para o plano C e m para representar os minutos utilizados, que
formulas representariam os trés planos citados? Em cada caso, qual € a variavel independente

e qual é a dependente?

O célculo dos valores no item “a” foi feito de forma correta, porém agora no momento
de escrever as formulas que representam cada plano, tiveram uma certa dificuldade em
escrever, foi preciso questiond-los vérias vezes a respeito, fui colocando no quadro as
sugestdes dadas pelos alunos e calculando os valores do item “a” para que 0S mesmos vissem
que as sugestdes de formulas até entdo ndo estava corretas, a dificuldade toda se mostrou no

termo “excedente”, apds mais alguns exemplos, utilizando ndmeros, 0s mesmos se
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convenceram de como deveria ser escrito. Noto que ainda aqui ha uma certa resisténcia em
usar a simbologia, mesmo depois de ja terem concordado na importancia do uso de
demonstracdes e simbologia.

Queremos a seguir que o aluno conclua que o grafico de uma Fungdo Afim é uma reta,

porém diferente da Linear, nem sempre passa pela origem do sistema cartesiano.

5.3.6.2 Esboco do grafico da funcédo afim
Ao Professor: Explore a construcéo do gréfico da Fungéo Afim de modo a levar seus alunos a
intuirem o fato de ser uma reta e que neste caso, na maioria das vezes, ndo passa pela origem,
aproveitando para explicitar as intersecces do mesmo com o0s eixos. Também leve seus
alunos a constatar que o sinal do coeficiente angular determina a inclinagdo dessa reta. N&o
deixe de salientar que, no entanto, intuicdo e experimentacdo ndo € demonstragdo (porque a
Matemaética ndo é uma ciéncia empirica, e sim uma ciéncia dedutiva).
Atividade 57
Esboce o gréafico de cada uma das fungdes abaixo:

i) f(x)=2x+6

i) f(x) = -5x + 10
3x* +6X

6X

a)Vocé encontrou alguma forma conhecida como esboco dos graficos das funcbes

i) f(x)=

acima? Qual forma geométrica vocé observa em relacdo aos esbocos tracados?

Na atividade 57 os alunos foram rapidos quanto a determinar que tratava-se de uma
reta, alguns ficaram se “enrolando” um pouco ao tentar que a mesma passasse pela origem.
Questionei os mesmos da razéo do gréfico da Linear passar pela origem? Neste momento tive
que passar a pergunta “e” antes das demais, visto que a mesma trata disso. Obtive como
resposta o fato de que na funcdo Linear f(0) € 0, logo temos o par (0, 0), entdo questionei-0s
se na funcdo Afim o mesmo ocorre? Obtive algumas respostas que sim e outras que ndo,
porém observei que os alunos estavam “chutando”, ndo haviam se concentrado. Pedi que
novamente analisassem 0 gque aconteceria na fungdo Afim, e agora obtive a seguinte resposta
de um aluno: “na i) a f(0) é 6, na ii) a f(0) é 10 e na iii) ndo da pra calcular, pois 0 zero ndo ta
no dominio”, perguntei aos demais se concordavam, e a resposta foi sim, a seguir perguntei
entdo o que isso implica e obtive novamente do mesmo aluno, que: “entdo ndo passa no ponto

(0, 0)”. Pedi entdo que me respondessem a pergunta “e” ja neste momento, e a resposta foi
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que “ndo”, aproveitei para questiona-los “onde entdo passa a reta se x = 0?”, e imediatamente
obtive a resposta de um aluno: “no coeficiente linear”. \oltei ao grafico de i) e ii) para que 0s

mesmos confirmassem, 0 que ocorreu.

b)Podemos generalizar e dizer que a forma geométrica que Vocé encontrou coincide

com o gréfico da funcdo?

Conforme as expectativas, esperava que 0S mesmos respondessem que sim, porém o0s
mesmos me responderam que “teremos que provar primeiro”. Fiquei satisfeito com a resposta
pois observa-se que 0s mesmos ja estdo ndo mais aceitando as “verdades” por simples

deducdes e sim estdo esperando provas reais das mesmas.

Ao Professor: Espera-se que na pergunta a seguir o aluno conclua que o grafico da
Linear sempre passa pela origem, enquanto o da Afim nem sempre.

c)Que diferenga Vocé encontrou com relacéo ao gréafico de uma funcéo linear?

Como a pergunta “a” havia gerado muita discusséo, a resposta esperada para o item c)

foi a obtida. Ndo houve questionamentos nesse momento.

Ao Professor: Na pergunta a seguir, espera-se que 0s alunos respondam que a
diferenca esta na inclinacdo da reta, caso isso nao ocorra naturalmente, tente induzi-los a
iSs0.

d)Qual a principal diferenca entre os tragados de i) e ii)?

Aqui os alunos responderam novamente de forma correta, levando em consideracao a
discussdo que j& haviam feito na fungdo Linear. Um aluno deu a seguinte resposta: “igual ao
que ocorreu na Linear, se o coeficiente angular for positivo é crescente e se for negativo é

decrescente”, questionei 0s demais se concordavam e a resposta foi que sim.

e)A reta que representa o grafico da funcdo Afim passa pela origem do sistema

cartesiano ortogonal? Justifique.

Esta questéo foi tratada quando respondemos a letra “a”.
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“O grafico de uma fungdo Afim é sempre uma reta”.

Tente, no quadro abaixo, fazer uma argumentagdo completa, a ponto de podermos decidir se
a afirmacdo acima é ou ndo verdadeira. Vocé pode ou ndo fazer uso de simbologia
matemaética. O ndo uso da simbologia matematica ndo torna o seu argumento menos valido.

Ao Professor: Use a simbologia para reescrever, caso necessario, a demonstracdo feita pela

argumentacdo dos seus alunos.

Qual a vantagem que a demonstragdo acima nos proporciona?

Da mesma forma que na funcgéo Linear, o grafico de uma funcéo afim é sempre uma

reta, e portanto, para esbocé-lo, basta-nos determinar dois pontos do gréfico.

A Unica diferenca entre os graficos de uma funcéo Linear e de uma funcdo Afim é que a reta

que representa o grafico da fungdo Afim nem sempre passa pela origem.

Como os alunos ja haviam demonstrado na fungdo Linear que o gréafico era uma reta,
aqui na funcdo Afim ndo houve dificuldade alguma em deduzirem e aceitarem o fato de o
gréfico também ser reta, inclusive acompanharam de forma muito participativa a
demonstracdo. Um dos alunos questionou o fato de na fungéo Linear preocuparem-se apenas
com um ponto e agora serem dois, tive que alerta-los que, em se tratando de reta, sempre é
necessario dois pontos para o correto tragado, porém no caso da fungdo Linear um deles ji é
conhecido antes de iniciarmos qualquer discussdo a respeito (no caso a origem), como o aluno
e os demais concordaram com a explicagdo passamos para a atividade seguinte.

Na atividade 58 queremos que o aluno visualize geometricamente as solugdes

determinadas algebricamente na atividade 57.
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Atividade 58
Esboce o gréfico das fungdes da Atividade 57 e responda as mesmas perguntas, agora

geometricamente.

Realmente, como a atividade 57 foi muito discutida, e também em seguida foi feita a
demonstracdo, os alunos foram muito rapidos em construir os gréaficos aqui nesta atividade.

Achei oportuno neste momento, antes de passar a atividade 59, que 0os mesmos
fizessem a comparagdo entre os graficos das seguintes fungdes f(x) = 2x, f(x) = 2x + 5, f(x) =
2x + 8, f(x) = 2x — 3. Deixei que 0s mesmos trabalhassem na sua construgdo e quando obtive a
confirmagdo de que todos haviam acabado resolvi questiona-los sobre a principal diferenca
encontrada entre todos os graficos tragados, a primeira resposta obtida e que obteve
concordancia de todos foi que o coeficiente angular de todas era igual e, portanto, todas as
funcdes eram crescentes (boa resposta), entdo questionei-os sobre o que mais observavam.
Para minha surpresa ndo obtive a resposta esperada (que os graficos nada mais sdo do que o
deslocamento da fungéo Linear f(x) = 2x), ficaram em siléncio, entdo pedi aos mesmos que
tentassem sobrepor no mesmo sistema cartesiano todos os gréficos tracados, eis que entdo
veio a seguinte resposta: “séo paralelos, muda onde corta o eixo y”, boa resposta, pois
ficamos algum tempo discutindo o ocorrido. Entdo surgiu uma pergunta interessante: “nas do
tipo Afim, fica tudo igual né professor, so vai ter um buraco no gréfico quando o x néo tiver
no dominio né?”, Otima colocacdo pois aproveitei para construir com os alunos alguns
gréficos de fungdes do tipo Afim que tivessem coeficiente angular 2, ao final mostraram-se
bem participativos e convencidos das diferencas e caracteristicas entre as funcdes Linear,
Afim e do tipo Afim.

AULA 16
Para a atividade 59 queremos que o aluno consiga determinar uma formula para a
funcdo do tipo afim representada no eshogo, e que se dé conta de que sdo necessarios pelo

menos dois pontos para determina-la.

Atividade 59
Sabendo que as curvas abaixo sdo retas, determine as fun¢des do tipo Afim representadas nos

gréficos:
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1)
'1'_
3_
2
1_
0
0 1 i2 3
.]_
2)
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3)

Apoés determinar cada uma das fungBes representadas, raciocine: pode-se determinar o

coeficiente angular e o coeficiente linear apenas observando o gréfico?

O inicio da atividade foi um pouco tumultuada, pois a maioria lembrou da funcédo
Linear, e tentou determinar o coeficiente angular pelo x = 1, tive que alerta-los que embora o
gréfico seja reta também, ha caracteristicas diferentes. Quanto ao coeficiente linear, a maioria
ndo teve dificuldade em 1 e 2, porém em 3 reclamaram que o mesmo ndo estava mostrado no
gréfico. Como no inicio do ano letivo haviamos feito uma grande revisdo incluindo sistemas
lineares, varios foram direto ao uso de sistemas (tomando dois pares ordenados conhecidos),
sem tentar pela visualizacdo. Alguns ainda tiveram dificuldade, pois “imaginaram” que o
coeficiente angular seria o ponto em que a reta corta o eixo X, para que corrigissem esse
pensamento errdneo pedi aos mesmos que observassem os graficos que construiram logo ap6s
a atividade 58, e se era isso que acontecia, neste momento a resposta foi unanime que nao,
entdo passamos & discussdo da situagdo apresentada, no final “deduziram” que a maneira mais

segura para eles seria encontrar os coeficientes usando sistemas lineares.

Ao Professor: Atencdo: A proxima atividade sO deve ser trabalhada caso seus alunos ja

tenham estudado Progressdes Aritmeticas.
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Na atividade extra queremos que o aluno observe que as funcg@es do tipo linear e do
tipo afim com dominio em Progressdo Aritmética geram imagens também em Progressao

Aritmética.

Atividade Extra:
Ao preencher a tabela a seguir, escolha para valores da varidvel independente das funcbes
nimeros em Progressdo Aritmética e a seguir calcule a imagem correspondente em cada uma

das fungOes apresentadas.

Dominio |Imagem para|lmagem para
f(x) = 3x f(x) =3x + 2

Ao Professor: Trabalhar com progressdes € uma forma de perceber o comportamento distinto
das funcOes, basta observar o comportamento das quadraticas, das exponenciais e das
logaritmicas em comparagdo com as lineares e afins. Sugere-se que retome esta discussao
futuramente, por ocasido do estudo de tais funcdes.

Questionamento: é verdadeira ou falsa a afirmagdo “toda funcdo (do tipo) afim leva

progressdes aritméticas em progressoes aritméticas”?

A atividade foi realizada com certa rapidez pelos alunos, porém o que observou-se €
que a maioria usou para dominio a sequéncia 1, 2, 3, 4, 5, 6, e 7. Questionei 0s mesmos sobre
0 motivo desta escolha, e a resposta que mais apareceu foi que “é mais facil”, sugeri entdo que
0s mesmos mudassem a sequéncia, ai alguns usaram uma sequéncia de nimeros impares,
outros escolheram um primeiro valor e a seguir atribuiram uma razdo para a PA, enfim,

efetuaram a atividade de forma correta. No momento de responder ao questionamento a
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resposta foi quase unanime que sim, pedi que cada um que usou dominios diferentes e citasse

0s mesmos e fizemos um comparativo, porém ndo houve discordancia de que PA leva em PA.

No quadro abaixo, tente escrever uma argumentagdo completa, por meio de palavras e

simbologia matemaética, para justificar a resposta dada ao questionamento acima.

Por palavras: Por meio da simbologia matematica:

Ao professor: Saliente aos seus alunos de que acima (com ou sem simbologia matematica),

acabamos de fazer novamente o que chamamos em matematica de demonstracao.

A demonstracdo foi acompanhada de forma participativa pelos alunos, observei aqui
uma certa seguranga dos alunos em relacdo a demonstragdes.
Para a atividade a seguir esperamos que os alunos observem geometricamente que PA

leva em PA no caso de fungdes Lineares ou Afins.

Vamos agora demonstrar geometricamente que, toda vez que o dominio de fun¢Ges do tipo
Linear ou do tipo Afim for uma PA, sua imagem também seréa PA.

GEOMETRICA:

Ao Professor: Sugere-se evidenciar, no desenho abaixo, 0s termos das progressdes

aritméticas, bem como as razoes das mesmas.
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Portanto, agora podemos afirmar que toda vez que o dominio de uma funcéo do tipo linear ou
de uma fungdo do tipo afim for um conjunto cujos elementos estdo em Progresséo
Aritmética, as correspondentes imagens também estardo em Progressdo Aritmética, ou seja,

pelas funcgdes do tipo Linear e do tipo Afim, PA leva em PA.

Os alunos usaram os valores que empregaram no quadro da atividade extra para se

certificarem desta propriedade.
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Ao Professor: Sugere-se trabalhar neste momento desenhando algumas rampas no quadro,
atribuindo medidas e pedindo aos alunos para que estimem o coeficiente angular. Para que as
rampas de acesso a pessoas com necessidades especiais sejam construidas, existem algumas
regras que devem ser seguidas: elas podem ser encontradas na ABNT NBR 5090. Na
atividade a seguir, sugerimos que o professor explique aos alunos o significado da
porcentagem aqui empregada.
Contextualizando: Segundo a ABNT (Associacdo Brasileira de Normas Técnicas) NBR
5090, as rampas de acesso a portadores de necessidades especiais devem ter inclinagdes
maximas de acordo com a seguinte formula:
i = (h x 100)/c,

onde

i éa inclinacdo, em %,

h é a altura do desnivel,

c é o comprimento da projecdo horizontal (h e ¢ devem estar na mesma unidade de

medida).
Ainda segundo especificagbes da ABNT o percentual maximo de inclinagdo é de 10%.
Vamos supor que deve ser construida uma rampa de acesso com 5% de inclinagdo. Pergunta-
se:

a) a fungcdo que determina esse comprimento em relacdo a altura da desnivel é uma
funcdo de que tipo?

b) qual o comprimento da projegéo horizontal desta rampa, se ela tiver 1m de altura,

2m de altura, 3m de altura e 4m de altura?

Alguns alunos tiveram um pouco de dificuldade pela maneira como a férmula foi
apresentada e, principalmente, por terem tentado usar a porcentagem na forma centesimal, foi
preciso intervir e alerta-los para o uso correto da porcentagem. Em seguida, ao responderem a
pergunta “a”, ndo tiveram dificuldade em responder que tratava-se de uma fungdo Linear, ja
na pergunta “b” calcularam corretamente, porém alguns ndo conseguiram entender o
“comprimento” obtido para a rampa, bastou que fizesse alguns desenhos ilustrando 0s

célculos para que a davida fosse sanada.

AULA 17

Nosso objetivo para a proxima pergunta é que o aluno determine o dominio da funcéo
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k . A - « -
f(x) = — e, por meio dele, se dé conta que o gréafico de uma funcdo desta forma néo ira
X

interceptar o eixo V.

5.3.7 Fungdes que podem ser expressas por f(x) = E

X

Aqui iremos tratar do caso especifico da funcdo real de variavel real definida por f(x) =

< | X

com k uma constante real ndo nula.

Qual o dominio de uma funcéo da forma f(x) = E’? O que significa isto geometricamente?
X

Como os alunos ja estdo bem acostumados a trabalhar com o dominio das funcgdes, a
resposta para o dominio foi dada de forma muito rapida, porém ao terem que responder o que
significava geometricamente demoraram um pouco, tiveram que ser um pouco induzidos por
mim, porém em seguida lembraram que ja havia ocorrido em outros momentos
(principalmente na funcéo do tipo Afim) de o zero ndo estar no dominio da funcdo. Um dos
alunos fez o seguinte comentario: “se a fun¢do ndo vale pra x = 0, entdo ndo passa na origem
do sistema cartesiano”, observa-se que 0 mesmo se baseou nas retas das fungdes Lineares e
Afins (ou do tipo), porém ninguém deu a resposta esperada, tive que retomar o significado de
um numero ndo pertencer ao dominio e entdo alerta-los para o fato de o gréafico entdo nao
interceptar o eixo y, o que fez com que concordassem imediatamente pois lembraram que toda
vez que construimos gréafico das fungdes do tipo Linear e do tipo Afim existia todo um “eixo”

vertical que o gréafico ndo poderia interceptar.

Ao Professor: Sugere-se que a prova pedida nesta atividade seja feita por comparacdo de
dominios e/ou por absurdo.

Uma funcéo desta forma pode ser do tipo Linear? Pode ser do tipo Afim? Justifique sua
resposta.

Ao Professor: Demonstragdes sugeridas:

1° demonstragédo: comparando dominios
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Ao tomarmos uma funcéo da forma f(x) = k/x, observamos que o dominio matematico € R —
{0} enquanto as funcdes f(x) =kx e f(x) =kx + b tém dominio matematico R, logo, por
comparagéo, a funcdo f(x) = k/x ndo pode ser do tipo linear nem do tipo afim.

2° demonstragéo: por absurdo.

Queremos provar que f(x)= k/x ndo é linear. Por absurdo vamos supor que f(x) = k/x é linear.
Para isto deve existir um namero real ¢, c e k # 0, tal que k/x = f(xX) = cx para todos os valores
x do dominio de f, logo k/x = cx — cx? = k — x? = k/c — x = + \k/c 0 que é um absurdo.

Portanto f(x) = k/x ndo é linear.

Prove que a funcdo da forma f(x) = LS também ndo é uma funcdo Afim.
X

Atividade 62

. Em

. . . « k
Verifique se as fun¢des dadas abaixo podem ou ndo ser expressas na forma f(x) = —
X

caso afirmativo, especifique seus dominios:

a) f(x) = %

5x+10
b) f(x) =
Al X% +2x
2
Q) f(x) = ==
X

Durante a atividade 62 alguns alunos apresentaram dificuldade em simplificar a letra
b, ao verificar o que estava ocorrendo, vi que tentavam colocar x em evidéncia no numerador,
apos alertar os mesmos da impossibilidade do que estavam tentando, conseguiram verificar.
Na letra c, alguns perguntaram se 0 termo ao quadrado ndo deveria estar no denominador,
alertados de que ndo, simplificaram de forma correta.

Com o questionamento a seguir esperamos que os alunos observem que a funcdo da

k « . .
forma f(x) = — gera uma relagéo entre grandezas inversamente proporcionais.
X
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5.3.7.1 Propriedades da funcéo da forma f(x) = k com k # 0.
X

Recomendamos a Vocé mais uma vez relembrar as definicdes de Grandezas Diretas,
Inversas, Diretamente Proporcionais e Inversamente Proporcionais.

Ao Professor: Oportunize a seus alunos formas de chegarem ao raciocinio genérico esperado
com esse questionamento.

Apos, responda ao seguinte questionamento: a relacdo entre a varidvel dependente e a

variavel independente estabelecida por uma funcdo da forma f(x) = — é alguma das relagdes

< | X

especiais mencionadas acima? Justifique.

Como as defini¢bes ja haviam sido retomadas duas vezes anteriormente, agora, ao
retomar pela terceira vez, antes de acabar a retomada das defini¢des os alunos ja responderam
que X e y tratavam-se de grandezas inversamente proporcionais. Considerei satisfeito com a

rapidez com que chegaram a concluséo esperada.

x k « L .
Toda funcéo da forma f(x) = — estabelece uma relagdo de proporcionalidade inversa entre
X

as grandezas por ela relacionadas (estas grandezas séo a variavel dependente y ou f(x) e a

varigvel independente x).

Ao Professor: Mais uma vez, refor¢cando que demonstragdo nada tem a ver com formalismo e
simbologia, sugerimos que a demonstracdo a seguir seja feita de duas formas, uma em
palavras e outra simbolicamente, conforme quadro apresentado abaixo.

Vamos neste momento demonstrar esta importante propriedade para fungfes da forma f(x) =
k

X

Resolucdo em palavras: Resolucdo fazendo uso da simbologid

matematica:
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Na atividade 63 esperamos que primeiro os alunos simplifiquem as fungdes e a seguir

concluam a veracidade da propriedade apresentada.

Atividade 63

Verifique a veracidade da propriedade acima para as fungdes da forma f(x) = k a sequir:
X

a) f(x) = %

5x +10

D)9 = X% +2X

Como ja haviam simplificado as fungfes, na atividade 62, este passo foi apenas
confirmado. A seguir, alguns alunos tentaram estabelecer a razéo entre x e y (ou f(x)),
observaram que ndo encontravam uma constante, alertei-os para a resposta que 0s proprios
tinham me dado quando revisamos as defini¢cGes de grandezas, que o que estavam fazendo era
vélido para grandezas diretamente proporcionais, convencidos de que estavam usando o
raciocinio erréneo, lembraram-se que para grandezas inversamente proporcionais o produto
entre as varidveis € que deve ser constante. \Verificaram que realmente nos dois casos isto
ocorre e, portanto, a propriedade que ja haviam demonstrado era valida.

Na atividade 64 nossa expectativa era de que o aluno conseguisse determinar uma

formula para a funcdo homogréfica da qual estamos aqui tratando.

Atividade 64
Precisamos dividir o total de R$ 500,00 entre algumas pessoas.

a)Quanto cada uma recebera se forem 10 pessoas? 20 pessoas? 40 pessoas?

b)Qual formula representa a quantidade g=q(x) que cada pessoa receberd, sendo x o
namero de pessoas?

c)Qual o dominio contextual desta fungéo?

Aqui os alunos jé estdo mais “espertos” e fazem comparagdes com as outras fungdes ja
estudadas. Para responder a letra “a” nenhum aluno respondeu de forma err6nea, ao
passarmos a letra “b”, um aluno fez a seguinte pergunta: “é s6 colocar x no lugar do 10 ou do

20 ou do 40 né professor?”, perguntei aos demais se concordavam e a resposta foi sim, entéo
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passamos a letra “c”. Ai veio a minha pergunta: “por que estamos empregando o termo
contextual?”, imediatamente um aluno respondeu: “igual quando a gente montou a funcéo do
perimetro e da area, que dependia dos lados e tinha que ser positivo, aqui divide por pessoas,
e pessoas tem que ser inteiros”, resposta muito boa, mostrou que ainda lembrava de um
momento bem anterior a esse, questionei 0s demais se concordavam e a resposta foi sim,
porém lancei outro questionamento: “o dominio entdo é s6 nGmeros inteiros?”, a maioria
retornou que sim, porém um dos alunos deu-se conta: “os inteiros tem nimeros negativos
também, e aqui é pessoas, sd pode ser inteiro e positivo”, resposta esperada. Como todos

concordaram, de imediato, passamos a proxima atividade.

Ao Professor: Trabalhe a questdo a seguir com seus alunos, de forma que 0s mesmos
visualizem que, para dominios convenientes, as fungdes do tipo k/x séo mondtonas, como na

atividade anterior, por exemplo.

. N .k ; .
Curiosidade: Algumas funcdes do tipo — sdo monotonas. Quando isto ocorre?
X

Foi preciso retomar a definicdo de fungcdo mondtona para que os alunos pudessem
responder. Muitas duvidas e muitas respostas erradas nessa atividade, talvez respondessem de
forma mais rapida caso ja conhecessem o grafico da funcdo, porém a ideia aqui era responder
ao questionamento apenas utilizando a fungdo, alguns na tentativa de acertar usaram tabelas, o
que neste trabalho estamos tentando ndo utilizar, devido a fragilidade em dar afirmacdes
baseado em tabelas, porém acabou “funcionando”, a resposta correta veio de um aluno que
usou uma tabela: “se a gente usar so X positivo ou s6 x negativo a funcéo fica s6 crescente ou
sO decrescente”, considerei valida a resposta porém aproveitei para discutirmos juntos essa
condicdo sem usar tabelas, apenas observando o dominio, o que mostrou-se valido, pois a
maioria concordou ao final da discusséo.

No préximo quadro esperamos que o aluno consiga visualizar/identificar o esbogo que

. « k . .
representa o gréafico de uma fungéo da forma f(x) = —, e que observe que existem assintotas
X

ndo s6 no esbogo, como também no gréfico tanto em x=0 como em y=0.
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5.3.7.2 Esbogo do gréfico da funcéo da forma f(x) = K
X

Ao Professor: Induza seus alunos de forma a observarem que o grafico ndo pode ser uma
reta, visto que ja provaram que a funcdo ndo é linear, nem afim. Questione-os para que
participem sugerindo ideias do que imaginam que possa ser o grafico de uma funcao dessa
forma. A seguir, alerte-os para as assintotas existentes em x=0 e em y=0 (é necessario
introduzir o conceito de assintota neste momento). Sugerimos abaixo um conceito de
assintota e que faca alguns esbogos com seus alunos para que os mesmos se familiarizem
com este conceito. Nossa sugestdo de conceito apresenta uma forma mais simples do que a
definicdo formal por julgarmos que alunos de 1° ano de ensino médio teriam dificuldade em
entender o conceito por meio de limites e para curvas em geral.

Sugestao:

Assintota vertical: A reta de equacdo x = a é dita assintota vertical para o gréafico de uma
funcdo f se a ndo pertence ao dominio da f, mas existem valores no D(f) tdo préximos de a
quanto quisermos, ou seja, f estd definida para valores de x tdo proximos de a quanto
quisermos.

Assintota horizontal: A reta de equacéo y = b é dita assintota horizontal para o gréafico de
uma funcéo f se b ndo pertence a imagem da f, mas existem valores na Im(f) tdo préximos de

b quanto quisermos.

Definir assintotas foi facil, pois os mesmos ja estavam habituados com as mesmas
desde o grafico das funcBes do tipo Linear e do tipo Afim, mais especificamente com a
assintota vertical, pois necessitaram usar quando tracaram esbocos das funcbes do tipo, nos
pontos onde ndo estava definido no dominio das funcbes, porém o termo assintota até aqui
nao havia sido empregado. Foram apresentados alguns exemplos de assintotas para que 0s
mesmos relembrassem e, principalmente, observassem o caso da assintota horizontal e a

seguir passou-se a atividade seguinte.
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Atividade 65

Ao Professor: Embora saibamos que tabelas ndo sdo formas seguras de se esbogar um
grafico, sugerimos que, neste caso, a abordagem comece com o uso de tabelas, mas em
seguida informe seus alunos de que o grafico é uma hipérbole, porém a demonstracdo deste
fato se torna extremamente dificil para um aluno de 1° ano de Ensino Médio, portanto ndo
trataremos da demonstracdo do mesmo.

Esboce o gréafico das seguintes funcdes:

D f()= ;
) f(x)=- ;
0 fX= %
9 f=- 2—1X
Q) 9=

Como ja citado anteriormente, a ideia deste trabalho é ndo usar tabelas para construir
graficos, porém considerando que estamos tratando com alunos de 1° ano de Ensino Médio,
achamos um tanto complicado para 0os mesmos, e aqui sugeri, conforme bilhete ao professor,
que usassem tabelas, os mesmos concordaram, lembrando-me que ja haviam usado para
responder a “curiosidade” anteriormente, muitos conseguiram obter o esbogo de forma
correta, alguns tentavam encontrar uma reta, tive que alertd-los que ndo estavamos mais
tratando de funcdo Linear ou Afim, foi necessario esbocar todos os itens de i a v no quadro
para que 0s mesmos se certificassem dos tracados. A questdo das assintotas teve que ser muito
frisada, principalmente o motivo de termos uma assintota horizontal em y = 0. Considero que
as expectativas foram atendidas até mais rapidamente do que o esperado, pois participaram
muito da discussdo no momento em que tragamos 0s esho¢os.

Nossa expectativa para a atividade 66 é que um problema simples pode ser

representado por uma fungédo da forma f(x) =

< | X
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Atividade 66
Para construir um muro, 10 homens levam nove dias. Mantendo 0 mesmo ritmo, quantos dias
levardo, para construir o mesmo muro,

a)5 homens?

b)15 homens?

)20 homens?

d)30 homens?

e)Para um numero x de homens, quantos dias seriam necessarios? Podemos
representar essa situacdo por meio de uma funcdo? Se sim, de que forma e qual seria seu

dominio?

Os alunos responderam muito rapidamente a atividade e de forma correta, porém vi
que isto ocorreu pois esta atividade é muito parecida com a atividade 64, que j& havia sido

discutida.

Atividade Extra:(Provédo 2002)

A margem de erro em uma pesquisa eleitoral é inversamente proporcional & raiz quadrada do
tamanho da amostra. Se, em uma pesquisa com 3600 eleitores, a margem de erro é de 2%,
em uma pesquisa de 1600 eleitores ela sera de:

a) 25% Db)2,75% c)2,82% d)3% e)3,125%

Durante a atividade extra os alunos usaram a condicdo de inversamente proporcionais
de forma correta, ou seja, deram-se conta que o produto das grandezas eleitores e
porcentagem deveria ser constante, porém a grande maioria apresentou resultados errados, por
ndo ter prestado atencdo que tratava-se da “raiz quadrada”, e usaram 0s nimeros de eleitores.
Ao constatar o erro, pedi que relessem o enunciado com calma, e de fato varios deram-se

conta do erro que haviam cometido, corrigido o erro obtiveram o resultado correto.

AULA 18

Esperamos a partir de agora que o aluno compreenda a defini¢do de funcdo inversa e,

quando existir a inversa, 0 mesmo saiba determina-la.
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5.3.8 Funcdes inversiveis

5.3.8.1 Inversibilidade de funces reais de variavel real

Introducéo:

Certamente no Ensino Fundamental vocé escutou falar que a subtracéo é a operacdo inversa
da adicdo e que a divisdo é a operacdo inversa da multiplicacdo. Assim, por exemplo, a agdo
de somar 3 € desmanchada pela acéo de subtrair 3 e vice-versa, a acdo de multiplicar por 2 é
desmanchada pela ac¢éo de dividir por 2.

Na linguagem de fungOes, as acdes ou operacdes de somar 3 e de subtrair 3 podem ser
expressas, respectivamente, pelas fungdes f(x) = x + 3 e g(x) = x - 3.

Ao Professor: Ressaltamos que restringimos as operagdes a “somar 3” e “subtrair 3”
simplesmente para podermos tratar de funcdo de UMA variadvel real apenas. Sugere-se que
voceé leve seus alunos a reconhecerem f(x) = x + 3 como uma outra forma de escrever a agéo
“somar 3”.

Observe que, com a linguagem de funcdes, é possivel também mostrar que a agéo de subtrair
3 desmancha a acdo de somar 3 e vice-versa:

de fato, para um valor a,

aplicando f aplicando g

a b=fla)=a+3 gb)=b-3=a+3-3=a

voltando assim ao valor inicial a.

Ou seja: g desmancha a agéo de f.

aplicando g aplicando f

a b=g(@)=a- 3 f(lop)=b+3=a-3+3=a

Analogamente para um valor a

Ou seja: f desmancha a agéo de g.

Na linguagem de funcdes dizemos também que duas funces f e g sdo inversas uma da outra,
se uma desmancha a agéo da outra.

Ao Professor: Estimule seus alunos a responderem a questdo raciocinando com palavras,
antes de “confirmarem a conta”.

Atividade 67
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Decida se a afirmacao abaixo é verdadeira ou falsa e justifique.

X -

ol

A inversa da funcéo f dada por f(x) = 3x + 5 é a funcéo g(x) =

w ‘

Durante a atividade 67 os alunos mostraram que estavam aptos quanto a operacgdes que
desmancham a agdo uma da outra (subtracdo desmancha adi¢do, divisdo desmancha

multiplicacéo, etc.). Porém na hora de se certificarem se g era inversa da f, o primeiro aluno a

. « N . « X
responder disse que ndo seria pois 0 mesmo encontrou para g(x) a seguinte fungéo g(x) = 28

5, sendo que a maioria da turma concordou com 0 mesmo, porém observou-se que 0S mesmos
ndo estavam desmanchando as operagdes na ordem correta.
Na atividade 68 esperamos que o0s alunos consigam obter as inversas quando

existirem.

Ao Professor: Fazer um exemplo de como seria “em palavras”.
Atividade 68
Determine, caso exista, a inversa da funcéo f (sugestéo: no primeiro momento interprete com

palavras a acdo da f para conseguir decidir se esta agédo pode ser desmanchada), conforme o

exemplo:
y Inversa em|Lei da inversa , que por ora
5 Acao em
Funcdo palavras vamos denotar por g
palavras ) )

(caso exista) (caso exista)
a)f(x)=x+5 somar 5 subtrair 5 g(x)=x-5
b) f(x) =x-7

c)f(x) =2x+3

(X)=x2+9

(x) =5-2x

Observamos, durante a resolugdo da atividade, que em b) ndo tiveram dificuldade
alguma, porém em c) repetiu-se o erro da atividade 67, porém neste momento retomei a
discusséo da atividade 67 para que os alunos observassem o erro que estava ocorrendo e a

seguir refazer a atividade novamente. Observa-se que compreenderam pois ao refazerem foi
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de forma correta. Em d) a acéo foi registrada de forma correta, porém na hora de “escrever” a
inversa foi sugerida pelos alunos trés formas de escrita, porém incorretas, foi preciso discutir
muito esta questdo, pois eu esperava gque 0S mesmos tivessem se dado conta que para
desmancharmos x2 teriamos ++/x , a grande maioria havia esquecido deste “detalhe” porém
ap0s instigd-los um pouco deram-se conta e a0 mesmo tempo observaram que neste momento
ndo poderiamos ter inversa, como era esperado. Em e) o problema maior esteve no sinal

negativo do — 2, pois os alunos escreveram corretamente a agdo e a inversa, porém no

. . X—5 . .
momento da escrita da inversa (chegaram a —2) o sinal negativo atrapalhou, e com um

pouco de dificuldade os mesmos entenderam que

é a mesma coisa porém escrita de

forma mais clara.

Se existir a inversa para uma fungéo f entéo, toda vez que tivermos f(a) = b, denotando por g
a inversa da f, teremos necessariamente g(b) = a (note que s6 assim g tem chances de
desmanchar a agéo de f). Isto deve ocorrer para todos os valores a do D(f) e b do D(g).

O esquema acima nos ajuda a comprovar que uma desmancha a agéo da outra.

De fato:

aplicando f aplicando g
a - b=1(a) - g(f(a)) = a,
Bem como:
aplicando g aplicando f
a - b=g(a) - f(9(a) = a,

Qual a importancia das conclusdes as quais chegamos acima?
Observe que, quando temos uma funcéo f que possui inversa g, necessariamente ocorre que
f(g(x)) = x e g(f(x)) = x. Queremos mostrar que esta condi¢cdo pode ser utilizada para

determinarmos a inversa da funcéo quando esta ndo for evidente.

Na atividade 69 queremos que os alunos consigam obter as inversas por meio da

condigéo especificada.
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Atividade 69
Vamos verificar a conclusdo acima utilizando as mesmas fungGes da atividade 68.

Determine, caso exista, a inversa da fungéo f, conforme o exemplo:

Ao Professor: Observe que esta atividade tem o mesmo enunciado que a atividade 68, porém

neste momento o aluno deve ser estimulado a fazer uso da forma f(g(x)) = x para determinar

a inversa.

Funcéo Verificagao

a)f(x)=x+5 Se existir a inversa g, teremos f(g(x)) = x. Como f(g(x)) = g(x) + 5
concluimos g(x) +5 =x, se e so se, g(x) =x-5.

b) f(x) =x-7

c)f(x) =2x+3

d) (x)=x2+9

e) (x) =5-2x

Enquanto realizavam a atividade 69 alguns alunos tiveram um pouco de dificuldade
em “substituir” a g(x) em x. Porém para aqueles que tiveram um pouco de dificuldade em
realizar a atividade apenas utilizando as operagdes, 0 uso da condicéao facilitou a obtencéo da
inversa, inclusive em d) ficou mais visivel a questdo do + Vx, inclusive um aluno anteviu o
problema e langcou a seguinte pergunta: “como vai ficar em d?”, e também podemos ter
funcdes que sejam bem complicadas de inverter pelo simples desmanchar das operagdes (ex:

2X+5
3X-7

f(x) = ), 0 que a condigdo permite determinar sem erros.
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Atividade 70

Ao Professor: Nesta atividade (tomando f fungdo e g sua inversa) queremos que o aluno
encontre a funcdo inversa e também observe que existindo a inversa, se f(a) = b teremos g(b)
= a. Os itens a, b, d e e servem para que o aluno observe essa caracteristica de uma funcéao e
sua inversa.

Tomando a funcdo f(x) = 2x + 5, verifique se a fungéo f possui inversa e em caso afirmativo,
denotando por g a inversa, determine os valores de:

a) f(1)

b) f(3)

c) 9(7)

d) g(11)

Na atividade 70 os alunos determinaram a inversa de forma facil, muitos apenas
“desmanchando” as operagdes e outros usando a condicao f(g(x)) = x, da mesma forma que no
momento de responderem aos itens ¢ e d alguns deram-se conta que como f(1) = 7 e f(3) = 11
teriamos, pelo que ja foi estudado e concluido, que g(7) = 1 e g(11) = 3, o que considero bom,
alguns calcularam utilizando a férmula obtida para a inversa, porém concordaram na nao
necessidade ap6s debatermos a questao.

Queremos com a atividade 71 preparar os alunos para a definicdo de funcédo injetora

que sera apresentada em breve.

Atividade 71

Ao Professor: Esta atividade serve como preparacdo para definirmos fungdo injetora e
mostrarmos, mais adiante, que toda funcdo inversivel é injetora. Para responder ao item c)
estimule seus alunos a argumentarem exclusivamente em torno dos itens (a) e (b).

Dada a funcédo f(x) = x?, determine:

a) f(3)

b) f(-3)

c) Ainversa de f existe? Justifique.

Durante a realizagdo da atividade 71 os itens a e b ndo apresentaram dificuldade
alguma em serem respondidos, no momento de responderem ao item c, alguns tentaram
usando a condicdo f(g(x)) = x e deram-se conta que a inversa ndo existe neste caso, porém

alguns alunos observaram que f(3) e f(-3) s@o iguais a 9 e (utilizaram diagrama), se
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tentassemos inverter teriamos necessariamente dois pares com a mesma abscissa, 0 que ndo
caracteriza fungdo. Como acabou o tempo da aula antes que pudéssemos discutir a atividade
mais a fundo, ela foi retomada no inicio da aula seguinte, agora sim apresentando as razdes de

ndo termos inversa por meio de diagramas e pares ordenados.

AULA 19

Atividade 72

Ao Professor: A proxima atividade serve para que os alunos concluam que, no caso de existir
a inversa, cada imagem precisa ser imagem de um Unico elemento do dominio e que, desta
forma, a imagem da funcdo passa a ser dominio da inversa, e vice-versa. Atencdo: estaremos
utilizando diagramas, porém € preciso alertar aos alunos que ndo é a representacdo mais
precisa para 0 conjunto dos nimeros reais, mas para uma melhor compreensdo estaremos
adotando neste momento.

Observe a funcéo f: A — R representada no diagrama abaixo:

A B

=

Pergunta-se:
a) E possivel representar por extensdo a fungéo f?
b) E possivel inverter a funcdo 2 Por qué? Justifique.

¢) Quem sdo o dominio e a imagem da funcéo inversa de f?

Antes de realizarem a atividade 72 imaginamos que o0s alunos teriam alguma
dificuldade no item b, pois visualizando por meio de diagramas poderiam surgir duvidas (por
exemplo, sobrar elementos no conjunto de partida ao invertermos), porém foram muito
rapidos em afirmar que sim, é possivel inverter, questionei-os a respeito e varios justificaram
que, invertendo a ordem dos pares ordenados, continudvamos satisfazendo as condigdes i) e
i) da definicdo de funcdo. Considero muito satisfatdria a resposta obtida, pois nota-se que 0s

mesmos realmente aprenderam a definicdo de funcdo, concordei com 0S mesmos e mesmo
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assim discuti com os mesmos para que néo fizessem confusdo quando usassem diagramas. O
item ¢ também foi respondido de forma correta, e aqui achei que poderia haver duvidas pela
representacdo por diagramas, mas ndo houve.

Para a proxima atividade nossa expectativa é que os alunos observem que valores

diferentes do dominio tem imagens iguais e portanto ndo teremos inversa.

Atividade 73

Observe a fungéo f: A — R representada no diagrama abaixo:

[
}*\4

Pergunta-se:
a) (1)
b) f(4)

c) e possivel inverter a funcdo f? Justifique.

Os alunos foram répidos e responderam de forma correta. Ao questiona-los a respeito,
observaram que alguns pares ao serem invertidos teriam abscissas iguais e, portanto, ndo
satisfaz as condicdes i) e ii) da definicdo de fungéo, como ja haviam observado na atividade
72. Como estamos querendo que 0s mesmos concluam que uma funcéo seja inversivel caso
seja injetora, ja fui induzindo os mesmos a observarem o que foi ocorrendo nas atividades 72
e 73.
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Ao Professor: A proxima atividade serve para que os alunos certifiquem-se do que foi tratado
nas atividades 72 e 73.
Atividade 74

Tomando uma funcéo f: A — R representada pelo diagrama abaixo:

E possivel inverter essa fungéo f? Justifique.

Para a atividade 74 tivemos nossas expectativas atendidas, pois os alunos novamente
responderam que, se tomarmos os pares que formam a funcdo e os invertermos, continuam
satisfeitas as condicdes i) e ii) da defini¢cdo de fungdo. Para a pergunta que sera feita a seguir,

foram colocadas no quadro novamente as trés situagdes das atividades 72 a 74.

Atencéo:

Vocé podera encontrar em alguns livros didaticos e, até em provas de concurso, a notagéo f
para indicar a inversa de uma funcdo f. Optamos por ndo utilizar esta nomenclatura para
evitarmos um erro muito comum de interpretacdo que ocorre ao se perguntar um valor

especifico para uma funcéo inversa. Por exemplo, ao se perguntar f *(5) poderia ocorrer de

alguém tentar determinar da forma f 1(5) = % 0 que é totalmente equivocado.

Afinal, quando podemos garantir que uma funcéo é inversivel?

Ao Professor: “Quando ndo repete valores” é a resposta esperada dos alunos.
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A resposta esperada para a pergunta feita era “quando ndo repete valores”, porém
como as trés atividades questionadoras apresentaram diagramas, a resposta dada por um aluno
e que teve a concordancia de todos os demais foi: “s6 se quem for imagem leva s uma
flechada”, concordei com o mesmo, questionei os demais se realmente concordavam, obtive
um sim como resposta. O proximo passo foi traduzir com 0s mesmos o0 que a resposta do
aluno significava. Para evitar que ficassem presos ao diagrama, perguntei como seria olhando
0 conjunto de pares ordenados, neste momento um dos alunos respondeu 0 que mais préximo
do esperado estava: “ndo pode ter dois y iguais”. Observei que o “dois” fora dito pois a
atividade 73 apresenta duas vezes duas repetices do y, questionei-os se s6 dois ou poderia ser
mais, e a maioria concordou que dois ou mais, ai considerando que 0s mesmos ja haviam me

dado a resposta esperada, embora em outros termos, finalizamos a discussao.

ATENCAO:
As atividades 72, 73 e 74 servem para intuir um fato muito importante nas fungdes inversas:
“para que a inversa exista € necessario que cada elemento da imagem seja imagem de um

Unico elemento do dominio”

5.3.8.2 Fungéo injetora

A condi¢do mencionada acima nos motiva a definir o que chamamos de fung&o injetora.
Funcéo Injetora: Uma funcéo f € dita injetora quando ndo existem dois elementos distintos no
dominio com mesma imagem. Em outras palavras: para {x1, x2}€ D(f) temos X1 # x> — f(x1)
# f(x2). Ou ainda: se x1, X2 € D(f) sdo tais que f(x1) = f(x2) entdo x1= Xz.

Ao Professor: A atividade a seguir deve ser resolvida usando valores distintos do dominio (na
letra d induza seus alunos a criarem um contraexemplo a fim de completarem a
argumentacdo matematica).

Atividade 75

Verifique se as fungdes a seguir séo injetoras ou ndo, justificando sua resposta.

a) f(x) = 3x

b) f(x) = 5x + 7

&) f(x) = %

d) f(x) =x>+5
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Esperava um pouco de dificuldade na resolucéo e também que ndo usassem tabelas. A
grande maioria escolheu dois valores distintos para x e os aplicou, obtendo neste caso as
quatro funcgdes apresentadas como injetoras, pedi a0s mesmos que usassem entdo os valores 3
e — 3 que continuam sendo distintos, entdo concluiram que o item d ndo era injetora, porém
questionei-os se obtendo as respostas dessa forma poderiam se considerar satisfeitos,
concluiram que ndo, haja visto o prdprio erro que haviam cometido no primeiro momento,
como ndo quis adiantar a discussdo da atividade 76, trabalhei com os alunos a analise dos
itens a, b e ¢ por meio do gréfico, como ainda ndo trabalhamos grafico da funcdo quadratica
apresentei o grafico do item d alertando-os que o estudariam mais adiante, 0 que se mostrou
muito valido pois os mesmos mostraram ter compreendido a defini¢cdo de injetora vendo o

gréfico.

Atividade 76

Quais das funcgdes da atividade 75 sdo inversiveis?

Como era esperado, na atividade 76, os alunos identificaram imediatamente que 0s
itens a, b e ¢ eram inversiveis enquanto d ndo. Perguntei entdo que relacdo 0s mesmos
observaram com isto, e imediatamente um dos alunos respondeu: “se tem inversa é injetora”.

Todos os demais concordaram, pois € isto que as atividades 75 e 76 nos mostram.

Uma funcéo que possui inversa é necessariamente injetora.

\amos agora provar o que as atividades 72, 73 e 74 nos fizeram intuir.

Ao Professor: A demonstracdo abaixo € por absurdo, e entdo seria interessante retomar a
ideia de uma prova por absurdo antes de apresenta-la.

Ao Professor: Prova sugerida:

Sabemos que uma funcdo f que possui inversa g satisfaz f(a) = b se e s6 se g(b) = a (ja que
uma desmancha o que a outra faz e vice-versa).

Vamos supor a existéncia de uma funcao f inversivel (de inversa g) mas ndo injetora. Entdo
existe b € Im(f) e existem a; e a, distintos tais que f(a1) = b e f(az2) = b; mas sendo g a inversa
de f temos necessariamente que g(b) = a1 e g(b) = a2, 0 que é uma contradicdo pois neste caso
g ndo seria funcdo (lembre-se que a1 e a; sao distintos). Vemos assim que inversivel e ndo
injetora nos levam a um conflito/absurdo. Assim, para que uma funcdo possua inversa, ela

necessariamente tem que ser injetora.
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Ao Professor: Intua com seus alunos de que toda fungdo injetora é inversivel. Serd que é

coincidéncia ou vale também a reciproca?

Também vale a reciproca:

Toda fungéo injetora possui inversa.

Vamos provar que toda fungdo injetora possui inversa:
Ao Professor: Prova sugerida:

Para que uma funcéo seja injetora temos {x1, X} € D(f) para x1 # X2 — f(x1) # f(x2).

Nas atividades acima era esperado que os alunos acompanhem as demonstragoes e
certifiquem-se das conclusdes apresentadas.
Como esperado os alunos acompanharam as demonstragdes questionando quando

algum passo ndo havia ficado muito claro.

Antes de seguirmos nosso estudo sobre fungbes inversiveis e suas inversas, reflita sobre as
questdes abaixo:

a) e verdade que toda funcéo linear é inversivel? Justifique.

b) é verdade que toda funcéo afim é inversivel? Justifique.

c) e verdade que toda funcdo da forma f(x) = k/x, com k # 0 é inversivel? Justifique.

Quando feito 0 questionamento acima, a resposta foi “sim” aos trés questionamentos,
e, como justificativa, usaram a atividade 75, que apresentou as trés fungdes em sua aplicagéo,
considerei o argumento dos mesmos valido. Porém ndo fiquei satisfeito, pois vamos em
seguida analisar cada uma dessas fung¢Ges de forma individual.

Para a atividade 77 esperamos que o aluno consiga inverter a fungéo Linear (o que se
espera que consiga fazé-lo facilmente, através do raciocinio “desmanchar”), e que observe

que ocorre a inversdo da constante de proporcionalidade.
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5.3.8.3 Inversibilidade da funcéo linear (f(x) =kx)

Atividade 77

Determine a inversa, caso exista, de cada uma das fungdes da tabela usando as duas

linguagens pedidas:

Fungdo Linguagem de operagdes Linguagem de fungdes
fx)=0
f(x) = 2x
f(x) = -5x
3x? —9x
f(xX) = ————
==

2

Ao Professor: Queremos que o aluno seja induzido a observar que o que ocorre € a inverséo

do coeficiente angular.

Observando cada funcéo do tipo linear inversivel e sua inversa, o que se pode observar como

principal caracteristica disto?

Sera que isto vale sempre?

Durante o desenvolvimento da atividade 77, os alunos responderam, de forma muito

répida, que a inversa de uma funcéo linear também era uma funcéo linear, questionei o que



170

mais podiam ver (0 esperado era em relagdo ao coeficiente angular ser o inverso) e surgiu a
seguinte resposta: “se a funcéo € crescente a inversa também é”, resposta esta que nao estava
sendo a esperada mas foi valida, incitei-os um pouco mais a respeito, e, como a resposta
esperada ndo foi dada, pedi que comparassem o coeficiente angular de cada fun¢éo com sua
inversa, neste momento alguns responderam que era 0 “oposto” (confusdo frequentemente
feita pelos alunos entre oposto e inverso, ja foram alertados inimeras vezes, porém a confusao
sempre volta a aparecer), questionei-os se realmente era oposto, ao passo que deram-se conta
e responderam entdo que era o inverso um do outro. Quando questionados se vale sempre, um
dos alunos imediatamente respondeu: “temos que provar”, realizamos a prova e mostraram-se
entdo convencidos, e encerrando esta parte tivemos o comentério de um aluno: “agora nem
precisa mais ficar calculando, é sO inverter o coeficiente”, questionei os demais se
concordavam, obtendo resposta positiva ao questionamento. Considerei satisfeitas as

expectativas.

5.3.8.4 linversibilidade da fungdo afim (f(x) =kx + b)

Atividade 78

Determine a inversa de cada uma das fungdes da tabela usando as duas linguagens pedidas:

Fungdo Linguagem de operagdes Linguagem de fungdes

f(x) =2x+3

f(x) =-5x+4

2X% + 6X

f(x) = o

Pergunta-se: A inversa de uma funcdo afim é sempre afim?

Observamos durante o desenvolvimento da atividade 78 que ao inverter as fungdes ndo
houve nenhuma dificuldade. Quando questionados se a inversa da afim € afim a resposta foi
que sim também, aproveitei aqui para questiona-los quanto ao coeficiente angular se ocorria o

mesmo que na funcdo linear e para minha surpresa a resposta foi que ndo, ao analisar a razéo
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da resposta que me foi dada observei que ocorria o seguinte, por exemplo na fungéo f(x) = 2x

. X—3 ) .
+ 3 encontraram de forma correta a inversa g(x) = — porém ao responderem o coeficiente

angular olhavam como sendo 1, ou seja, estavam esquecendo o denominador 2, discutimos

entdo as trés funcdes apresentadas, lembrando-os da matemaética bésica que estd envolvida,

apods este alerta quanto a escrita da funcdo deram-se conta que como na linear o coeficiente

angular da inversa é o inverso do coeficiente da funcéo.

Queremos com a atividade 79 que o aluno consiga inverter a fungéo da forma k/x e

observe que neste caso a inversa é igual & propria funcdo. Aqui espera-se também que a

inversibilidade seja facilmente constatada, pelo argumento “desmanchar”.

5.3.8.5 Inversibilidade da funcdo da forma f(x) = K

Atividade 79

X

Verifique se cada uma das fun¢des da tabela € inversivel usando as duas linguagens pedidas:

Fungdo Linguagem de operagdes Linguagem de fungdes
f(x) = 2/x

f(x) = -5/x

f(x) = 3x/x2

O que vocé observa de cada fungéo inversivel acima em relacdo a sua inversa?

Como nas atividades 77 e 78, durante a atividade 79, também ndo houve dificuldade

alguma em obterem a inversa de cada fungdo. Quando questionados a respeito do que

observavam, um dos alunos deu a seguinte resposta: “os coeficientes angulares sdo iguais
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desta vez”, tive que intervir rapidamente, pois nota-se uma pequena confusdo com as fungdes
Linear e Afim, haja visto que nunca foi falado em coeficiente angular para funcdo desta
forma, ap6s uma répida conversa e alerta-los do equivoco, observaram imediatamente que a
inversa é igual & propria fungéo. A seguir fizemos a prova algebricamente. Aproveitei neste
momento para compararmos as trés funcées Linear, Afim e da forma f(x) = k/x, observando as
caracteristicas da inversa de cada uma.

Na atividade 80 queremos que o aluno consiga relacionar as fungdes estudadas com

grandezas diretas, inversas, diretamente proporcionais e inversamente proporcionais.

5.3.9 Relag&o das funcdes do tipo linear, afim e da fungdo que pode ser dada por f(x)

com grandezas diretas, inversas, diretamente proporcionais e inversamente

< | =~

proporcionais.
Ao Professor: Nas atividades a seguir, seus alunos deverdo relacionar as grandezas de forma
direta, inversa, diretamente proporcionais e inversamente proporcionais ou nenhuma delas e
associar, quando for o caso, a uma das fungdes estudadas. Observe que alguns destes
exercicios foram escolhidos e adaptados a partir do questionario sondagem.
Atividade 80
Nos exercicios a seguir, verifique se existe alguma relacdo entre as grandezas envolvidas e,
nos casos afirmativos, diga se tal relacdo pode ser tratada como funcdo, e, em caso
afirmativo, diga que tipo de fungédo pode representar tal relacionamento.
Ao Professor: Neste exercicio, queremos que o aluno reconheca a relacdo de grandezas
diretas entre nUmero de bactérias e tempo, e que a mesma ndo pode ser descrita por nenhuma
das fungdes estudadas.
a) Numa cultura de bactérias, a cada hora, o nimero de bactérias duplica.
Se em um determinado momento temos 30 bactérias, quantas bactérias teremos 1h
ap6s? E 2h apds? E 3h ap6s? Vocé conseguiria representar algebricamente essa
situacao para qualquer nimero inicial de bactérias?

Existe relacdo entre as grandezas nimero de bactérias e tempo? ( ) Nao ( ) Sim.
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Em caso afirmativo, qual tipo de relagéo ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim.
Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a variavel dependente?

Esta fungdo é uma das fungBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Nao ( ) Sim.

Em caso afirmativo, qual?

Observamos durante a atividade 80 que a primeira resposta obtida foi unanimemente
sim. Na segunda pergunta, houve alguns que responderam “grandezas diretas proporcionais”,
mas a maioria respondeu corretamente “grandezas diretas”. Neste momento, retomamos mais
uma vez a diferenca entre serem apenas diretas e diretamente proporcionais, lembrados das
definicbes ndo houve mais dividas quanto ao tipo de relacBes envolvidas. Na terceira
pergunta, “A relacdo determina uma fungdo?” tivemos uma discussdo muito interessante,
aqueles que se pronunciaram responderam que sim, e neste momento um dos alunos usou o
seguinte raciocinio: “vai ser funcdo sim, se o dominio for s6 nimeros inteiros e positivos,
porque o problema fala que duplica a cada hora, entdo ndo sei o que acontece enquanto a hora
vai passando e, como é tempo, s6 pode ser positivo” , este comentério gerou uma 6tima
discussdo pois aproveitamos para retomar dominio de funcbes e acabamos de forma coletiva
concluindo que, baseado nestas condi¢des, temos sim uma fungdo, no préximo item quanto a
varidvel independente a resposta foi correta, que tratava-se das horas, mais uma vez um aluno
relembrou que s6 usamos “hora inteira” e quanto a variavel dependente responderam que
deveria ser o nimero de bactérias, ndo foi preciso discutir o item pois ao questiona-los da
razdo de serem estas as grandezas foi da maioria 0 comentério que o nimero de bactérias
depende das horas, o que €é correto e portanto objetivo cumprido neste item. No item que
perguntava quanto a ser uma das fungdes ja estudadas, novamente alguns foram muito rapidos
em dizer que se tratava da funcéo linear, porém tive que intervir e questiona-los se realmente
era? Neste momento um dos alunos fez o seguinte comentario: “para ser linear tem que ser
grandezas diretamente proporcionais, e essas ndo séo, sao so diretas”, comentario correto do
aluno. Alguns alunos ndo se mostraram convencidos, entdo tive que lembra-los da definigéo
de grandezas diretamente proporcionais e verificar com 0s mesmos que neste caso ndo se

aplica, depois de discutido isto tive a concordancia de todos, e entdo ao questiona-los que caso
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seria, a resposta imediata de um aluno foi: “afim, porque sdo sO6 grandezas diretas”,
novamente questionei-os se estava correta a afirmacdo e muitos afirmaram que sim, neste
momento questionei os mesmos se o formato desta fun¢éo obtida era o da fungéo afim, neste
momento os alunos observaram que ndo, entdo questionei-0s que caso seria e a resposta,
agora sim a resposta esperada, que ndo se trata de nenhum dos casos estudados, apenas

alertei-os que trata-se de uma funcéo do tipo exponencial que s seré estudada mais adiante.

Ao Professor: O aluno deve reconhecer a relagéo de grandezas inversas entre quantidade e
tempo, e que ndo se trata de nenhuma das fungGes estudadas.

b) Um determinado material radioativo se reduz & metade de sua quantidade a cada 10 anos.
Existe relacdo entre as grandezas quantidade e tempo? () Ndo ( ) Sim. Qual tipo de

relacdo ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a varidvel dependente?

Esta fungdo é uma das funcBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Né&o () Sim. Em caso afirmativo,

qual?

A primeira observagéo feita continua sendo o fato de que se a atividade ndo apresenta
nameros explicitos, os alunos acabam atribuindo valores para que possam fazer as analises
necessarias e também acabam chegando a conclusGes errbneas pois utilizam poucos valores.
O mesmo problema apresentado na atividade anterior foi visto aqui, a maioria dos alunos usou
apenas dois valores e “chegou” a suas conclusGes. Concluiram errado que tratava-se de
grandezas inversamente proporcionais e que era uma fungdo da forma f(x) = k/x. Ao retomar
0s questionamentos a primeira pergunta que fiz foi se a quantidade de valores que 0s mesmos
usaram era suficiente para responder? A partir dai varios alunos ja observaram que haviam
chegado a conclusbes erradas. Retomei o primeiro item e imediatamente alguns alunos
observaram que se tratava de grandezas inversas, mas ndo proporcionais, e compararam com a
atividade anterior afirmando que a relagdo era uma fungdo sim, mas nenhum dos casos
estudados novamente. O mesmo aluno que observou a questdo do dominio na atividade
anterior observou novamente esta questdo nesta atividade, e tivemos a concordancia do

restante da turma. E quanto as varidveis dependente e independente também foram répidos e
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corretos, novamente ajudados pela discussdo j4 feita na atividade anterior.

Ao Professor: O aluno deve observar que existe uma relagdo entre grandezas inversas, mas
ndo proporcionais, e que trata-se de uma fungéo do tipo afim.

c) Uma vela acesa vai diminuindo de tamanho com o passar do tempo. Se a mesma comega
medindo 15 cm e sabe-se que, a cada hora que passa, a mesma diminui 2 cm, qual sera a
altura da vela passados x horas?

Existe relacdo entre as grandezas altura e horas? () Ndo () Sim. Qual tipo de relagéo

ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a variavel dependente?

Esta fungdo é uma das fungBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Né&o () Sim. Em caso afirmativo,

qual?

Como em a) e b) foi muito discutida a questdo das relagcOes entre grandezas e
verificacdo do tipo de funcdo que pode ser ou ndo, os alunos foram rapidos em responder, ja
estdo bem rédpidos em verificar se as grandezas sao diretas ou inversas e, em caso afirmativo,
a grande maioria ja usa para verificagdo o produto e a razdo entre as grandezas para ver se é
constante (isso para as diretamente e inversamente proporcionais). Quanto a identificar as
varigveis na independente foram corretos em responder que eram horas, na dependente alguns
por ndo estarem atentos ao proprio enunciado da atividade responderam que era a vela, porém
claramente fazendo aluséo ao tamanho(altura) da mesma. Para verificar o tipo de funcéo
envolvida pela relagdo entre as grandezas, muitos usaram tabelas para identificar, e a grande
maioria identificou de forma correta como sendo uma fungdo afim, inclusive muitos

determinaram a formula da funcéo.
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Ao Professor: O aluno deve reconhecer a relagdo de proporcionalidade direta entre precgo de
venda e custo, e tratar-se de funcéo do tipo linear.

d) Sabendo que, numa determinada farméacia, cada medicamento € vendido com um lucro
equivalente a metade do preco de custo, qual serd o preco de venda de um medicamento que
tem um custo fixo x?

Existe relacéo entre as grandezas preco de venda e custo? () Ndo ( ) Sim. Qual tipo de

relacdo ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a varidvel dependente?

Esta fungdo é uma das fungBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Né&o () Sim. Em caso afirmativo,

qual?

Como na atividade c¢) aqui também os alunos foram rapidos nas respostas, alguns
fizeram uma pequena confuséo inicial, pois analisaram o pre¢o de venda usando apenas 0
lucro, porém os préprios colegas os alertaram. Corrigido este pequeno lapso as respostas
foram corretas. Também como em c) usaram a condicéo de verificacdo (razdo entre grandezas
constante) para determinar que trata-se de grandezas diretamente proporcionais. E como ja
haviam identificado que trata-se de fungdo também foram incisivos em afirmar que tratava-se

da funcéo linear.

Ao Professor: O aluno deve observar a relagcdo diretamente proporcional entre valor a ser
pago e preco de venda, e tratar-se de funcéo do tipo linear.

e) Uma loja oferece um desconto de 12% sobre o prego de venda para pagamento a vista.
Qual serd o preco a ser pago se o pre¢o de venda da mercadoria é x?

Existe relacdo entre as grandezas valor a ser pago e preco de venda? ( ) Ndo ( ) Sim. Qual

tipo de relacéo ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a varidvel dependente?

Esta fungdo é uma das fungBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Né&o () Sim. Em caso afirmativo,

qual?
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No inicio da atividade, alguns poucos alunos cometeram o engano de usar para valor
pago 0,12x, mas foram logo alertados pelos colegas que este teria que ser o desconto, entdo
alguns j& haviam escrito direto que o valor pago era 0,88x e outros chegaram a esse valor
fazendo 100% - 12% para chegar aos 88%, enfim, de forma correta. Ndo erraram na hora de
identificar as varidveis como dependente e independente. Novamente pela condicdo de
verificacdo determinaram como sendo grandezas diretamente proporcionais e imediatamente

associaram a funcéo linear.

Ao Professor: O aluno deve reconhecer que existe uma relacdo entre grandezas diretas, mas
estas ndo proporcionais, e que trata-se de uma fungéo do tipo afim.

f) Uma peca tem um custo fixo de R$ 3,00 e mais R$ 0,80 por cada centimetro que aumente
o tamanho da peca. Qual serd o valor da peca se ela tiver x cm de comprimento?

Existe relacéo entre as grandezas valor e comprimento? () Ndo () Sim. Qual tipo de

relacdo ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a varidvel dependente?

Esta fungdo é uma das fungBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Né&o () Sim. Em caso afirmativo,

qual?

Para responder a pergunta do enunciado “Qual sera o valor da peca se ela tiver x cm de
comprimento?” a grande maioria foi rapida e correta em responder, e reponderam logo “3 +
0,80x”, um dos alunos questionou se ndo seria 3,80x, porém foi corrigido pelos proprios
colegas de que “os trés reais ndo mudam independentemente do tamanho da peca”, discuti
com 0S mesmos a respeito e apds todos concordarem passamos ao proximo item que teve
alguns respondendo de forma errbnea afirmando que se tratava de grandezas diretamente
proporcionais, porém vi que o erro estava na tentativa de responder rapido, ou seja, nao
fizeram a analise antes de responder, porém varios alunos “mais ligados” deram-se conta
imediatamente apds a resposta dos colegas que seria apenas grandezas diretas, discuti com 0s
mesmos se concordavam e obtive a concordancia de todos. Quando perguntados se “A relagéo

determina uma fung&o?” com o sim da resposta veio a constatagdo que o que haviam escrito
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era uma funcao afim, esse comentario foi feito por varios alunos e com a concordancia dos
demais, 0 que ja respondeu a Ultima pergunta sem nem ter sido feita. E quanto as variaveis,
novamente a resposta obtida foi correta.

Para a pergunta do item g esperamos que o aluno reconhega que ndo h4 nenhum tipo
de relacdo estudada entre as grandezas envolvidas e que portanto ndo temos nenhuma das

funcdes estudadas.

Ao Professor: O aluno deve reconhecer que ndo existe relacdo direta nem inversa entre
tempo e comprimento de lado.

g) Um jardineiro levou 5 horas para limpar um canteiro quadrangular com 6m de lado.
Quanto tempo precisard para limpar, no mesmo ritmo, um canteiro também quadrangular,
mas com o dobro do lado? E com o triplo do lado?

Existe relagéo entre as grandezas tempo e comprimento do lado? () Ndo ( ) Sim. Qual

tipo de relacéo ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a varidvel dependente?

Esta fungdo é uma das fungBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Né&o () Sim. Em caso afirmativo,

qual?

Para responder a pergunta inicial os alunos ficaram por alguns instantes efetuando
célculos, durante este tempo um dos alunos me chamou para que verificasse se 0 raciocinio
que 0 mesmo usou estava correto, e de fato estava, 0 mesmo calculou a area do quadrado
inicial como sendo 36 m? e que levava 5 h para ser limpo, se dobrasse o comprimento do lado,
0 canteiro passaria a ter 12 m de lado e portanto 144 m? de area que dividido pelos 36 m? do
original, daria uma éarea 4 vezes maior e portanto levaria 20h e triplicando o lado, ou seja 18
m teriamos 324 m? de area 0 que equivale a 9 vezes a area original e portanto 45 horas de
tempo, raciocinio correto. Alguns ainda tentavam calcular por regra de trés, porém, como
esperado, ndo estavam conseguindo. Deixei o aluno apresentar aos demais o raciocinio que
havia usado. A ideia do aluno foi muito bem aceita por todos. Quando questionados “Existe
relacdo entre as grandezas tempo e comprimento do lado?” a resposta foi quase que unanime

que sim, porém novamente observei a rapidez em tentar responder contra o raciocinio correto.
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Pedi aos mesmos que prestassem mais atengdo no que estava sendo perguntado,
imediatamente um deles respondeu “realmente a relacdo é entre tempo e area e nao
comprimento”, questionei os demais se concordavam e a resposta foi sim, porém preferi
discutir mais um pouco a respeito com 0s mesmos. Ao final mostraram-se convencidos do que
realmente ocorre entre as grandezas. Apds toda a discussdo um aluno fez o seguinte
comentario “entdo quer dizer que pode até ser funcdo mas ndo vai ser nenhuma das que nos
estudamos, nem precisa responder o resto”, entrei na discussdo para questiond-los mais um
pouco porém foram bem répidos em determinar que a situacdo apresentada ndo se encaixava
em nenhum dos tipos de grandezas estudadas e portanto ndo se encaixaria em nenhuma das
funcbes também estudadas até agora.

Na pergunta h esperamos que os alunos além de identificar que as grandezas sdo

inversamente proporcionais também temos uma funcdo da forma f(x) = k/x.

Ao Professor: O aluno deve observar que as grandezas comprimento e largura Sao
inversamente proporcionais neste caso e que ela estabelece uma fungdo da forma k/x.

h) Uma sala retangular precisa ter 6 m? de area. Supondo que seu comprimento seja X e sua
largura seja y, qual deve ser a largura dessa sala para que a area seja respeitada?

Existe relagéo entre as grandezas comprimento e largura? () Ndo ( ) Sim. Qual tipo de

relacdo ocorre?
A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a varidvel dependente?

Esta fungdo é uma das funcBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Né&o () Sim. Em caso afirmativo,

qual?

Durante a resolugdo do item h, a primeira pergunta feita por um aluno foi para
confirmar o célculo da area do retangulo, respondido a todos seguiram nos célculos. Para
minha surpresa (devido a rapidez) um aluno fez o seguinte comentério “se a area do retangulo
é comprimento vezes largura, aqui nds temos x vezes y igual a 6 (x.y = 6) e assim pela
definicdo nds temos grandezas inversamente proporcionais, entdo é fungdo e é aquela da
forma k/x”, ou seja, resumiu em uma unica frase todas as respostas. Como o aluno foi correto

em responder, questionei 0s demais se concordavam ou ndo, a maioria disse que sim, porém
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preferi retomar cada item para que ndo ficasse davidas em relacdo aos questionamentos, o que
pude ver é que realmente haviam concordado por terem acompanhado o raciocinio do colega

e concordarem com ele.

Para o item i espera-se que 0s alunos consigam determinar as inversas das que forem
possiveis usando a injetividade.

Ao Professor: O aluno deve observar que temos uma funcdo da forma k/x pois temos
grandezas inversamente proporcionais.

i) Quatro torneiras de mesma vazdo, quando funcionando juntas, enchem
um determinado tanque em seis minutos. Se fecharmos uma delas, em quanto tempo,
as outras trés, funcionando juntas, demorariam para encher o mesmo tanque? E se
fecharmos duas? E se fecharmos 3?

E se tivermos x torneiras sendo fechadas, como se expressa o tempo que demora para encher
o tanque?
Existe relacdo entre as grandezas nimero de torneiras e tempo? ( ) Ndo () Sim. Qual tipo

de relacdo ocorre?

A relagéo determina uma fungdo? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo:

Qual é a variavel independente?

Qual é a varidvel dependente?
Esta fungdo é uma das fungBes que vocé estudou (linear, afim, que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x ou do tipo de uma destas)? ( ) Ndo ( ) Sim. Em caso afirmativo,

qual?

Ao Professor: A atividade objetiva reforgar a nogédo de inversibilidade de uma funcéo e o
critério estabelecido para reconhecer inversibilidade.
Para as fungOes a seguir:

i) verifique se elas sdo inversiveis

ii) determine a inversa daquelas que s&o inversiveis

Ao Professor: Estimule a resolucdo de (i) via o critério estabelecido (inversivel se e s6 se €
injetora); e, para (ii), via definigdo (“desmanchar’)

a) f(x) = 7x

b) f(x) = - 13x

¢) f(x) = 34X
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d) f(x) =4x + 2
e)f(x) =-3x+6
f) f(x) = x? - 16
g) f(x) = 7/x

h) f(x) = -9/x

A Unica fungdo que apresentou um pouco de ddvida foi a da letra c), isto devido a raiz
cubica, porém os alunos usaram a condigdo (f(g(x)) = x) para verificar a inversibilidade.
Como o enunciado ndo falava em “injetora” questionei 0S mesmos sobre quais entdo seriam?
O primeiro aluno a responder fez o seguinte comentario “todas as que tem inversa, pois se tem
inversa € injetora”, questionei os demais se concordavam e a resposta foi que sim. Um aluno
ainda fez a observacdo de que as Unicas fungdes que ndo estavam nas estudadas eram a c) e a

f) porém parecidas com a f) j& haviam aparecido quando estudado fungéo inversa.
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CAPITULO 6 - CONSIDERACOES FINAIS

Nessa dissertacdo, pretendemos focar o estudo do relacionamento entre grandezas, na
Matemética do Ensino Médio e sua traducdo para a linguagem de funcGes. No entanto, a partir
deste tema inicial, nossa proposta acabou ganhando uma dimensdo maior, pois durante o seu
desenvolvimento, novas questdes foram surgindo. Por exemplo, sentimo-nos no compromisso
de abordar inversibilidade de fung@es reais de variavel real para mostrarmos como a auséncia
de énfase, defendida por nds, no contradominio de uma funcdo e, consequentemente, no
conceito de sobrejetividade, se reflete neste conceito.

Retomamos no Ensino Médio a ideia de proporcionalidade direta e proporcionalidade
inversa, bem como de outro tipo de relacionamento entre grandezas, ndo s6 com o objetivo de
tentar desfazer o obstaculo didatico muitas vezes detectado entre os alunos de que todo par de
grandezas que se relacionam esté relacionado a proporcionalidade direta mas também com o
objetivo de preparar o aluno para a reflexdo que ele deveré fazer sobre o par de variaveis reais
relacionadas por uma funco real de varigvel real.

A Sequéncia Didatica que elaboramos foi aplicada a uma turma de primeiro ano do
Ensino Médio, do Curso Tecnico em Fabricacdo Mecénica do Campus Caxias do Sul do
Instituto Federal de Educagdo, Ciéncia e Tecnologia do Rio Grande do Sul (IFRS) na cidade
de Caxias do Sul, RS. Esta turma consistia de trinta e dois alunos, sendo trinta e um do sexo
masculino Do total de alunos, 71,8% haviam concluido o Ensino Fundamental em escolas
publicas, trés eram repetentes, e as idades variavam entre 14 e 17 anos.

Iniciamos a proposta didatica para o primeiro ano do Ensino Médio com uma
abordagem de grandezas que variam com 0 mesmo sentido, grandezas que variam com
sentidos contrérios, grandezas diretamente proporcionais e grandezas inversamente
proporcionais na Matematica do Ensino Médio. As duas primeiras sdo novas para os alunos
deste nivel de escolaridade, mas as duas Ultimas sdo encaradas como uma revisdo e
aprofundamento do Ensino Fundamental, portanto ndo inéditas aos alunos. Minha avaliacdo
quanto a introducdo desta parte no curriculo do primeiro ano é positiva pois ndo s foi
possivel com ela reinterpretar a relacdo entre as varidveis, em algumas familias de funcdes
reais de variavel real estudadas, como também tentou-se com a abordagem deste tema corrigir
uma concepgéo errada que muitos alunos trazem do Ensino Fundamental de que todo par de
grandezas que se relacionam o fazem via proporcionalidade direta, isto muito observado
durante os treze anos em que atuei como professor de primeiro ano de Ensino Médio.

Para trabalhar a tradugéo destes diferentes tipos de relacionamento entre grandezas
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para a linguagem de fungGes e, consequentemente, a abordagem das fungdes Linear, Afim,
Mondtonas e Homogréfica da forma k/x (k constante ndo nula), foi necessario trabalhar
também a definicdo de fungdo. E ai enfrentamos um problema que acabou gerando um
objetivo paralelo para a proposta inicial, porem ndo menos importante. Explicamo-nos
melhor: como professor de Ensino Médio ha 13 anos, utilizei* varios livros didaticos durante
este periodo, porém sempre observando algumas contradi¢des em alguns deles no que diz
respeito ao tema funcdes, incluindo a defini¢do de funcdo.

Cabe ressaltar que a preocupagdo com a coeréncia e consisténcia que consistem em
aspectos indiscutiveis para a matemética e para os matematicos, ndo foi o que encontrei na
maioria dos livros didaticos. Por isso, senti-me no compromisso de apontar estas incoeréncias,
definicBes e encaminhamentos inadequados usualmente encontrados nos livros didaticos e
propor um texto alternativo para conseguir seguir adiante com a proposta de traduzir as
relagdes entre grandezas estudadas para a linguagem de fungdes.

Assim, ao desenvolvermos e implementarmos uma Sequéncia Didética que
contemplasse esta proposta, tivemos ndo s6 o cuidado de tentar contemplar as orientacdes
mencionadas nos PCN e nos PCN+, como também:

- fazer uso de uma linguagem clara e facilitadora ao estudante;

- apresentar ndo so situagdes variadas de relacdo univoca entre varidveis como também
apresentar uma defini¢éo de funcdo que contemplasse todas elas;

- estimular no aluno a reflexéo;

- introduzir o aluno ao pensamento matematico, através de demonstragdes, sempre que
possivel, de toda conclusdo ou propriedade intuida, utilizando uma linguagem
adequada ao nivel do aluno e ndo necessariamente fazendo uso de simbologia
matematica, de modo a transmitir ao aluno.

Como estratégia para que o interesse pela demonstracdo ocorresse, utilizamos quadros
onde os alunos pudessem formular suas demonstracbes, primeiramente utilizando suas
proprias palavras num quadro chamado “justificativa com palavras” e, a seguir, tentassem
repetir a argumentacdo por meio da simbologia matemética, agora no quadro chamado
“justificativa com simbologia”. Confirmou-se a expectativa sobre a dificuldade dos alunos
com a simbologia matematica que, acreditamos estar relacionada ao fato de no Ensino

Fundamental a linguagem simbodlica ndo ser muitas vezes apresentada aos alunos. De fato,

4 A partir deste momento novamente utilizei a primeira pessoa do singular por tratar-se de um relato de
experiéncia minha.
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parece ter sido este o primeiro momento em que estes alunos foram convidados a fazer uso de
simbologia. Assim, foi inevitavel, em alguns momentos, que a conclusdo do quadro
“justificativa com simbologia” ficasse a cargo do professor.

No entanto pudemos notar que, gradativamente, este obstaculo foi sendo vencido.
Além disto, a estratégia utilizada para trabalhar as demonstracdes fez com que os alunos se
envolvessem no processo matemético de argumentacdo, a ponto de, ao final da proposta, ja
tornar-se comum 0s mesmos procurarem demonstrar afirmagdes sem serem solicitados para
tal.

Pude constatar, como consequéncia destes cuidados, uma motivacdo diferente nos
estudantes durante a implementacdo da Sequéncia didatica. Por exemplo, ao comparar com
minha experiéncia de anos anteriores (quando a defini¢do de funcdo adotada era a constante
nas bibliografias utilizadas nas escolas, e que pudemos ver, no Capitulo 2, nem sempre
coerentes), percebi que a definicdo por nds adotada fez com que os alunos apresentassem
maior seguranca ao analisar uma relacdo entre varidveis e decidir se a mesma era funcéo ou
nao.

A necessidade da introducdo das fungGes do tipo linear, do tipo afim, do tipo k/x (k
constante ndo nula) foi percebida pelos alunos, por exemplo, ao tratarem do problema de
custo de uma corrida de t&xi: tem-se ai uma funcéo cujo dominio é diferente dos nimeros
reais, mas que é equacionada da mesma forma que uma fun¢éo Afim.

Foi trabalhada a inversibilidade de uma forma que os alunos ndo usassem, em nenhum
momento, a tradicional receita que envolve inclusive o truque (pois este nunca € justificado)
“trocar x por y”. Considerando que a fungéo inversa tem o papel de desmanchar o que a
funcédo original constrdi, adotamos este procedimento para obter a inversa das funges onde
fosse possivel. Observamos que para os alunos ficou claro o real sentido da funcdo inversa. A
injetividade da fungdo foi outro ponto que também me pareceu que lhes foi de fécil
compreensao.

Com respeito ao estudo das fungBes Linear, Afim, Monotonas e Homografica,
consideramos cumprido nosso maior objetivo, a saber, fazer com que os alunos associassem
cada uma delas ao tipo de relacionamento entre as grandezas envolvidas. Ao final de nossa
Sequéncia, os alunos ndo demonstraram dificuldades nas atividades finais da proposta, cujo
objetivo era esse.

N&o podemos deixar de citar aqui que, embora consideremos nossas expectativas
cumpridas, em alguns momentos houveram dificuldades na implementacéo deste trabalho.

Observei, em certos momentos, uma certa inseguranga nos alunos ao utilizarem as operagoes
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bésicas, principalmente na inversibilidade de fungdes: por um lado 0s mesmos mostravam-se
bastante seguros na escolha das operacOes a serem usadas; por outro lado, no momento de
transcrever isto para a formula a qual representaria a funcéo inversa, revelou-se a dificuldade
de ordenar corretamente tais operagoes.

Finalizo este trabalho considerando-me satisfeito com os resultados obtidos a partir da
implementacdo da Sequéncia Didatica, onde procuramos, e espero que tenhamos conseguido,
sermos bem cuidadosos no tratamento de um tema de tamanha importancia na Matematica,
que é o tema FungBes, principalmente, em se comparando com o0s treze anos anteriores de
minha experiéncia com alunos deste nivel de ensino, pude notar uma seguranga muito maior
nos alunos em varios aspectos:

- tinham bem clara a defini¢éo de funcdo;

- souberam muito tranquilamente associar cada funcéo (linear, afim e homogréfica) ao
tipo de relacionamento entre grandezas associado;

- compreenderam bem a injetividade da fungao;

- a inversibilidade foi aprendida de uma maneira onde realmente se priorizou o
entendimento e ndo receitas.

Esperamos assim, que este trabalho possa ser bem aproveitado e utilizado por outros
professores e que possam também obter resultados positivos como os que julgamos ter

conseguido aqui.
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APENDICE

PARTE A - APRESENTACAO

Este trabalho consiste de uma proposta didatica que visa retomar com alunos do
Ensino Médio a ideia de proporcionalidade que o aluno traz do Ensino Fundamental, ampliar
a discussdo sobre relacionamento entre grandezas, definindo também grandezas que variam
com mesmo sentido e grandezas que variam com sentido inverso e, a seguir, reconhecé-las
também em contextos que fazem uso da linguagem de funcdes.

Para atingirmos este objetivo, é necessario inicialmente discutir os conceitos de funcéo
e de fungdo real de varidvel real. Por isso, antes de iniciarmos o tema fun¢bes abordamos
produto cartesiano e plano cartesiano.

Ao longo da discusséo sobre fungdes, buscamos também corrigir varias incoeréncias e
confusbes usualmente encontradas em livros didaticos. As mais importantes sdo listadas a

seguir:

I) PARA MANTER A COERENCIA ENTRE

- 0 conceito de fungéo;

- o conceito de funcdo real de variavel real,

- igualdade de funcdes reais de varidvel real;
foi necessario refletir sobre a énfase normalmente dada ao contradominio de uma func&o real
de variavel real. Salientamos que a definicdo aqui adotada para fungdo (uma fungdo é um
especial conjunto de pares ordenados) evidencia que, para termos uma funcdo, basta
conhecermos os pares ordenados que a formam, e por isso 0 contradominio pode variar sem
que necessariamente mudem seus pares ordenados.

Convidamos o leitor a refletir sobre um exemplo tipico abordado em livros didaticos
para o ensino médio:

Para fretar um dnibus de excursdo de 40 lugares, paga-se ao todo R$ 360,00. Essa
despesa deverd ser igualmente repartida entre os participantes.

A férmula que relaciona a quantidade que cada um deverd desembolsar (y) com o

. . .. _ 360
namero de passageiros (x) ey = —.
X

Por outro lado, depois de trabalharem muitos exemplos deste tipo, nos quais o
contradominio ndo é informado, o que sugere que ele ndo é um dado importante quando se

trata de funcBes numéricas, ndo sdo raros os livros didaticos nos quais a funcéo exponencial é
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definida com enorme énfase no contradominio: f:R - R *, f(x) = a* Cabe aqui ressaltar

que:

se o contradominio for o conjunto dos Reais, em nada se alteram 0s pares
ordenados que formam a fungéo;

outras funcBes estudadas antes da fungdo exponencial, como a quadrética f dada
por f(x) = x? ndo é apresentada com contradominio igual a sua imagem, situacdo

que consideramos um tanto forgada para a fungéo exponencial.

Fazemos uso desta observagdo adiante quando, ao nos dedicarmos exclusivamente a fungdes

reais de varidvel real, adotamos para contradominio sempre o conjunto dos nimeros reais, em

consonancia com Friedrichsdorf e Prestel:

“Funcbes, como objetos matematicos, s&o
abstragdes de uma forma especial de ‘instrucdo’; vemos
duas fungbes f e g como idénticas se e somente se
possuem o mesmo dominio de definicdo e, além disto,
para todo x do dominio de defini¢do, sempre vale f(x) =
g(x). A informag&o do ‘contradominio’ B pela escrita f:A
— B d& uma informacéo adicional sobre onde se deve
procurar o valor de f(x) para um x de A . Esta
informacdo adicional é extremamente util para as
consideracbes matematicas. No entanto, ela pode ter
nenhum papel para a igualdade de funcdes, pois cada
funcdo de A em B pode ser também entendida como uma
funcdo de A em C, onde C pode ser tomado como um
sobreconjunto de B.”

Il) PARA MANTER A COERENCIA ENTRE:

de variavel real;

a pouca énfase que propomos que seja dada ao contradominio de uma fung&o real

o0s conceitos de inversibilidade e de funcdo inversa de uma fungéo real de variavel

sentimo-nos na obrigacdo de incluir aqui também uma proposta de abordagem no ensino

medio sobre o tema inversibilidade de uma funcéo real de variavel real.

Estamos nesta proposta estimulando o estudante a praticar e aprender a fazer algumas

demonstra¢des com o intuito de que os alunos comecem a familiarizar-se com o pensamento e

0 método matematicos. E muito raro o uso de demonstragdes durante o Ensino Basico, o que
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faz com que alunos encarem-nas como competéncia apenas dos (cientistas) matematicos, e
ndo como uma das caracteristicas da matematica como ciéncia. Salientamos que
“demonstracdo” ndo € sindnimo de “linguagem formal” e nem pressupde a utilizacdo de

simbologia. Referimo-nos aqui a argumentagdes completas.

I11) PARA EVITAR CONFUSOES GERADAS PELA EXPRESSAO “GRAFICO”.

Fazemos, nesta proposta, distingdo clara entre “gréfico” e “esbogo do grafico” de uma
funcdo numeérica.

Denominamos “grafico de uma funcdo” f o conjunto de todos os pares ordenados (a, b)
que tenham “a” pertencente ao dominio de f e b = f(a). O grafico de uma funcéo €, portanto,
um objeto matematico. Ja o esboco deste conjunto é uma tentativa de representa-lo no plano
cartesiano, quando a fungdo é real de variavel real. Julgamos relevante para a formacédo do
aluno propor situagdes em que se evidencie a impossibilidade de uma representagéo fiel ou
completa do grafico, gerando entdo a aceitacdo de apenas uma “caricatura” para 0 mesmo, por
isso chamamos tal representagdo de “esboco do grafico”. O eshogo do grafico de uma funcéo

ndo é um objeto matematico.

Na Parte B apresentamos o Questionario Sondagem que foi utilizado como auxiliar do
planejamento desta Proposta Didatica. Cabe ao professor a decisdo de utiliza-lo ou ndo.

Na Parte C apresentamos a Proposta Didatica.
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PARTE B - QUESTIONARIO SONDAGEM

ALUNO TURMA
DATA

Este questionario deve ser respondido da forma mais clara possivel, isto €, todo raciocinio
adotado deve ser transcrito na resolucdo, incluindo a justificativa para 0 mesmo. Lembramos
que ndo é necessario (apesar de permitido) o uso de férmulas ja conhecidas por vocé.
Definimos grandeza como tudo aquilo que pode ser medido (sendo contagem um caso
particular de medida). Podemos exemplificar: idade, comprimento, tempo, temperatura,

massa, preco, entre outras.

Grandezas que variam com mesmo sentido

Duas grandezas que se relacionam sdo ditas grandezas que variam com mesmo sentido
quando uma variagdo em uma delas implica uma variacdo ou mudanca na outra, da seguinte

forma: se uma cresce a outra cresce também; se uma decresce, a outra decresce também.

Grandezas que variam com sentidos contrarios

Duas grandezas que se relacionam sao ditas grandezas que variam com sentidos contrarios
quando uma variagdo em uma delas implica uma variagdo ou mudanca na outra, da seguinte

forma: se uma cresce a outra decresce; se a primeira decresce, a segunda cresce.
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1) Trés trabalhadores constroem um muro de 20 metros em uma semana. Supondo que O
rendimento seja 0 mesmo, quantos metros de muro construirdo em uma semana?

a) Seis trabalhadores?

b) Nove trabalhadores?

c) Doze trabalhadores?

d) Quinze trabalhadores?

e) Dezoito trabalhadores?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

2) Quatro torneiras de mesma vazédo, quando funcionando juntas, enchem um determinado
tanque em seis minutos. Se fecharmos uma delas, em quanto tempo, as outras trés,
funcionando juntas, demorariam para encher o0 mesmo tanque? E se fecharmos duas? E se

fecharmos 3?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

3) Uma escola tem 1 professor para cada grupo de 10 alunos e 4 funcionarios para cada 10
professores. Qual o nimero de alunos por funcionério? E se a proporgao for alterada para 2
professores para cada grupo de 10 alunos, mantendo-se o nimero de 4 funcionarios para cada

10 professores, qual serd o numero de alunos por funcionario?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA
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4) Um jardineiro levou 5 horas para limpar um canteiro quadrangular com 6m de lado.
Quanto tempo precisara para limpar, no mesmo ritmo, um canteiro também quadrangular, mas
com o dobro do lado? Vocé consegue identificar, neste contexto, alguma relagdo de

proporcionalidade? Se sim, entre quais grandezas?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

5) Para construir um muro de 80 m de comprimento, 10 homens levam nove dias. Mantendo o
mesmo ritmo de trabalho, quantos dias levaréo, para construir 0 mesmo muro,

a) 5 homens?

b) 15 homens?

c) 20 homens?

d) 30 homens?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

6) Um carro flex, abastecido com alcool e rodando a uma velocidade média de 80 Km/h, fez
uma viagem de 150 Km. Sabendo-se que, nessa velocidade, o carro tem um consumo de 10
Km/litro, ou seja, que percorre 10 Km com 1 litro de &lcool, responda:

a) Quantos litros de &lcool foram consumidos na viagem?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA
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b) supondo-se que o rendimento desse carro, quando abastecido com gasolina, seja de 15
km/litro e que os pregos do litro do &lcool e da gasolina, no periodo em que foi realizada a
viagem, eram, respectivamente, R$ 1,90 e R$ 2,80, pergunta-se: compensaria ter feito a

viagem usando gasolina? Justifique.

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

7) Numa cultura de bactérias, a cada hora, 0 nimero de bactérias duplica. Se em um
determinado momento temos 30 bactérias, quantas bactérias teremos 1h ap6s este momento?
E 2h ap6s? E 3h ap6s? Vocé conseguiria representar algebricamente essa situacdo para
qualquer numero inicial de bactérias? Que relacdo ha entre as grandezas tempo decorrido e

nlimero de bactérias?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

8) Trés sdcios A, B e C, para abrir um negdécio, investiram, respectivamente, R$ 6.000,00 , R$
8.000,00 e R$ 12.000,00 . Ao final de um ano de funcionamento tiveram um lucro de R$
286.000,00. Explique o que vocé consideraria, nesta situagdo, o que seria uma “diviséo justa

dos lucros” e, a seguir, calcule, deste ponto de vista, quanto caberia a cada um.

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA
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9) Quatro pedreiros, trabalhando 8 horas por dia, constroem 50 metros de calcada em uma
semana. Em uma semana, quantos metros de calcada serdo construidos, se trabalharem 6
pedreiros, 8 horas por dia, supondo que esses trabalhadores tenham o mesmo rendimento nas

duas situagdes?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

10) Quatro pedreiros, trabalhando 8 horas por dia, constroem 50 metros de calcada em uma
semana. Em uma semana, quantos metros de cal¢ada serdo construidos, se trabalharem 6
pedreiros, 6 horas por dia, supondo que esses trabalhadores tenham o mesmo rendimento nas

duas situagdes?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

11) Classifique as relagbes entre grandezas apresentadas a seguir, marcando: MS para
grandezas que variam com mesmo sentido, SC para grandezas que variam com sentidos
constrarios, DP para grandezas diretamente proporcionais, IP para grandezas inversamente
proporcionais e NR para grandezas que nao se relacionam.

) velocidade e tempo

) idade e altura

) quantidade de trabalho a ser executado e nimero de operarios para executé-lo

) quantidade de determinado produto e prego unitario do mesmo

) distancia percorrida e combustivel gasto para percorré-la

e e e e e )

) medida do lado de um poligono regular e perimetro do mesmo




195

() medida do lado de um poligono néo regular e perimetro do mesmo

() peso e altura de uma pessoa

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

12) Um determinado material radioativo se reduz & metade de sua quantidade a cada 10 anos.
Que tipo de relacdo pode ser atribuida as grandezas quantidade e tempo? Posso afirmar que

essas grandezas séo proporcionais? Por qué?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

13) Dividindo 63 em partes diretamente proporcionais a 2, 3 e 4, qual serd a parte maior?

Justifique brevemente.

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

14) Sabendo que, numa determinada farmacia, cada medicamento é vendido com um lucro
equivalente & metade do seu preco de custo, qual serd o prego de venda de um medicamento
que tem custo de:

- R$ 20,00?

- R$ 30,007
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- R$ 40,007
- R$ 50,007
- R$ 60,007
O que se observa no prego de venda de um medicamento, a cada aumento de R$ 10,00 no seu

preco de custo?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

E possivel escrever uma expressio algébrica que represente a situagio acima? Se sim, qual?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

15) Uma loja oferece um desconto de 12% sobre o preco de venda para pagamento a vista.
Qual serd o prego a ser pago se o prego de venda da mercadoria é:

a) R$ 100,00

b) R$ 200,00

c) R$ 300,00

d) R$ 400,00

O que se observa, no pagamento a vista da mercadoria, a cada aumento de R$ 100,00 no

preco de venda da mesma?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA

E possivel escrever algebricamente uma relagio que represente essa situaco? Se sim, qual?

RESOLUCAO JUSTIFICATIVA
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PARTE C - PROPOSTA DIDATICA

“RETOMANDO O RELACIONAMENTO ENTRE
GRANDEZAS NO ENSINO MEDIO E TRADUZINDO ALGUNS
DELES PARA A LINGUAGEM DE FUNCOES”

REVISANDO GRANDEZAS QUE VARIAM COM MESMO SENTIDO, COM
SENTIDO INVERSO, DIRETAMENTE PROPORCIONAIS E INVERSAMENTE
PROPORCIONAIS E TRADUZINDO-AS PARA A LINGUAGEM DE FUNGOES.

Objetivo(s): Que o aluno saiba reconhecer relacionamentos entre duas grandezas e
classifica-los (grandezas que variam com o mesmo sentido, grandezas que variam com 0
mesmo sentidos contrarios, grandezas direta e inversamente proporcionais), bem como saiba
identificar quando ndo héa relagdo alguma entre as grandezas que lhe sdo apresentadas.

Ao Professor: As seis atividades a seguir servem para que o aluno comece a trabalhar
com grandezas ainda sem ter sido apresentado as defini¢des de grandezas que variam com o
mesmo sentido, com sentidos contrarios, diretamente proporcionais e inversamente
proporcionais. A Gltima pergunta pretende que o aluno reconheca que, neste relacionamento,
existe uma constante, um dado invariante (no caso, o fator multiplicativo) que, futuramente,
receberd o nome de constante de proporcionalidade.

Motivacéo:

Atividade 1

A receita de p&o de queijo a seguir rende 5 porcdes:

Pao de Queijo Mineiro

4 copos de polvilho doce

1 colher de sal

2 copos de leite

1 copo de 6leo

2 0V0S

4 copos de queijo minas ralado

6leo para untar

Pergunta-se:

Que quantidades de ingredientes devemos usar se quisermos 10 porgdes?
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E 15 porgdes?

E 20 porgdes?

O que vocé observa comparando as novas quantidades com as quantidades originais da
receita?

Ao Professor: Espera-se que o aluno observe que, como a receita rende 5 porgoes,
quando perguntado sobre 15 porc¢oes, ele deve triplicar a quantidade de ingredientes e, quando

perguntado sobre 20 porgdes, que ele quadruplique a quantidade.

Atividade 2

Gustavo resolve agradar a namorada e quer preparar um bolo de cenoura para ela. Para
isso utiliza a seguinte receita:

Bolo de cenoura (rendimento: 8 porcoes)

1/2 xicara de 6leo

3 cenouras médias raladas

4 ovos

2 xicaras de agUcar

2 1/2 xicaras de farinha de trigo

1 colher de fermento em pé

Cobertura:

1 colher (sopa) de manteiga

3 colheres (sopa) de chocolate em po

1 xicara (cha) de aglcar

a) A namorada acha o bolo uma delicia e pede a Gustavo que ele prepare outro para
toda a familia que é formada por 4 pessoas. Estimando que cada familiar ird comer 4 porcdes,
que quantidades de ingredientes Gustavo deve usar para que seja possivel satisfazer a toda a
familia?

b) E se o bolo for preparado novamente apenas para o casal, sabendo que cada um ira
comer apenas 2 porcdes, quais devem ser as quantidades de cada ingrediente? (Estamos aqui

imaginando que ndo haja sobras.)

Atividade 3
Num elevador esté escrito: “CAPACIDADE MAXIMA: 6 pessoas ou 480 kg”.
a) Sabendo que a cada andar entra uma pessoa no elevador, pergunta-se: o que vai

acontecendo com o peso do mesmo?
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b) Primeiramente entram duas pessoas e o elevador atinge um determinado peso, a
seguir entram mais duas, ou seja, o nimero de pessoas dobra. Considerando que neste grupo

de pessoas, todas tém 0 mesmo peso, pergunta-se: o peso deste elevador dobra?

Atividade 4

Tomemos o salario mensal de um trabalhador e o nimero de contas fixas (luz, agua,
telefone, condominio, etc. a pagar todos 0s meses.

a) A cada conta que for sendo paga, o que vai ocorrendo com a quantidade de dinheiro
que sobra para outros gastos?

b) Explique a relacdo existente entre quantidade de dinheiro disponivel para gastos e

quantidade de contas a pagar.

Atividade 5

Uma empresa precisa produzir 500 pecas. Uma méaquina leva 10 dias para produzi-las.
Supondo que todas as maquinas desta empresa tém o mesmo rendimento, em quantos dias as
pecas serdo produzidas se a empresa usar duas maquinas deste tipo? E cinco maquinas? Se a
quantidade de méaquinas for maior, o que ocorre com a quantidade de dias necessarios para

produzir as pegas?

Atividade 6

a) No inverno Nova lorquino de 2012, nevou pela primeira vez no dia 21 de janeiro.
Sabendo que nevou o dia todo, pergunta-se: existe alguma relacdo entre a
quantidade de neve cai em uma parte especifica da cidade e 0 momento em que ela
caiu? Justifique.

b) Uma caixa de agua esté furada e vazando, e a cada minuto diminui 3 litros do seu
volume de &gua. Existe alguma relacdo entre a quantidade de tempo que vai

passando (em minutos) e o volume de 4gua que sobra na caixa de agua? Justifique.

DEFINICOES:

Definimos grandeza como tudo aquilo que pode ser medido ou contado.

Exemplos de grandezas: idade, comprimento, tempo, temperatura, massa, prego, entre
outras.

Dizemos que duas grandezas estéo relacionadas quando uma alteragdo em uma delas

provoca alguma alteracdo na outra. Tal relacionamento pode ser de varios tipos, alguns deles
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muito especiais, e por isso recebem nomes especiais. Listamos a seguir aqueles com os quais

vamos aqui trabalhar:

Grandezas gue variam com 0 mesmo sentido: Duas grandezas que se relacionam s&o
ditas Grandezas que variam com 0 mesmo sentido quando uma variagdo em uma delas
provoca uma variacdo na outra de tal modo que: se uma cresce a outra também cresce; se uma
decresce, a outra também decresce.

Grandezas gque variam com sentidos contrarios: Duas grandezas que se relacionam séo

ditas Grandezas que variam com sentidos contrarios quando uma variagdo em uma delas
provoca uma variagdo na outra de tal modo que: se uma cresce a outra decresce; se uma
decresce, a outra cresce.

Grandezas Diretamente Proporcionais: Duas grandezas que se relacionam — e que aqui

vamos denotar por x e y - sdo ditas diretamente proporcionais se, ao variar o valor de x, 0
correspondente valor de y também varia, mas de tal forma que o quociente y/x se mantém
constante. Mais precisamente, de tal forma que x=0 se e s6 se y=0 e existe uma constante k tal
que y/x = k, para qualquer valor ndo nulo da grandeza x e o valor de y que Ihe corresponde.

Grandezas Inversamente Proporcionais: Duas grandezas que se relacionam — e que

aqui vamos denotar por x e y — sdo ditas inversamente proporcionais se, ao variar o valor de x,
o correspondente valor de y também varia, mas de tal forma que o produto x.y se mantém
constante. Ou seja, de tal forma que existe uma constante k tal que y.x = k, para qualquer

valor da grandeza x e o valor de y que lhe corresponde.

Atividade 7
Apos definirmos alguns tipos de relagbes entre grandezas, complete, se possivel, a
tabela a seguir, assinalando o tipo de relagdo que ocorreu em cada uma das atividades

trabalhadas no inicio deste capitulo:

De No Diretamente |Inversamente |Nenhuma das
mesmo |sentido |Proporcionais |Proporcionais |Anteriores

sentido |inverso

Atividade 1

Atividade 2

Atividade 3
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Atividade 4

Atividade 5

Atividade 6

Obijetivo(s): Que o aluno saiba identificar com precisao, apds as defini¢Ges, o tipo de
relacdo existente entre os pares de grandezas apresentados e saiba também justificar, em
cada caso, sua resposta.

Considerando as definicdes acima, classifique as relagbes entre grandezas
apresentadas a seguir, marcando: MS para grandezas que variam com mesmo sentido, Sl para
para grandezas que variam com sentidos contrarios, DP para grandezas diretamente
proporcionais, IP para grandezas inversamente proporcionais e NA para nenhuma das
anteriores.

() velocidade x tempo

() idade x altura

() quantidade de trabalho a ser executado x niumero de operarios para executa-lo
(supondo que todos trabalham no mesmo ritmo)

() numero de unidades de producdo de determinado produto x prego unitario do
mesmo

( ) distancia percorrida x combustivel gasto para percorré-la de automovel (supondo
gue 0 mesmo mantém um rendimento constante)

() medida do lado de um poligono regular x perimetro do mesmo

() medida do lado de um poligono néo regular x perimetro do mesmo

() peso x altura de uma pessoa

() temperatura de uma taca de café fervente e tempo que o café leva para atingir a
temperatura ambiente

() tempo de producéo de determinado produto x numero de itens produzidos

() escala x representacao

Atividade 8

Objetivo(s): Que o aluno saiba identificar o tipo de relacdo entre duas grandezas,
relacéo esta, dada na forma de tabela.

Ao Professor: Observe que nas tabelas 1 e 3 temos respectivamente grandezas

diretamente proporcionais e inversamente proporcionais; ja nas tabelas 2 e 4 temos
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respectivamente grandezas que variam com o mesmo sentido e grandezas que variam com
sentidos contrarios, e, na tabela 5, temos nenhuma das situagdes anteriores.

Nas tabelas a seguir esta indicada uma relagdo entre duas grandezas x e y. Supondo
que nelas estdo registrados todos os possiveis valores de X, classifique as grandezas x e y em:
grandezas que variam com mesmo sentido, grandezas que variam com sentidos contrarios,
grandezas diretamente proporcionais, grandezas inversamente proporcionais ou nenhum

desses tipos de relacéo.

Tabela 1:
X y
1 2
2 4
3 6
4 8
Tabela 2:
X y
1 2
2 7
3 9
4 10
5 11
6 13
7 20
8 22
9 47
Tabela 3:
X y
1 8
2 4
4 2
8 1
16 Y
32 Yy
Tabela 4:
X y
1 15
2 13
4 11
8 10
16 8
32 6
64 5
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Tabela 5:

X y
1 2
2 7
3 11
4 3
Atividade 9

Objetivo(s): Que o aluno consiga determinar valores de uma grandeza sabendo a
forma com que esta se relaciona com outra grandeza de valores conhecidos.

Ao Professor: Os exercicios a seguir foram usados na integra ou adaptados do
questionario sondagem que pode ser aplicado anteriormente a este trabalho (veja Parte B do
Apéndice).

Resolva os exercicios a seguir:

1) Para construir um muro de 80 m de comprimento, 10 homens levam 9 dias. Para
construir o mesmo muro e mantendo todos o mesmo ritmo de trabalho, quantos dias levarao,

a) 5 homens?

b) 15 homens?

c) 20 homens?

2) Trés socios A, B e C, para abrir um negdcio, investiram, respectivamente, R$
6.000,00 , R$ 8.000,00 e R$ 12.000,00 . Ao final de um ano de funcionamento, tiveram um
lucro de R$ 286.000,00. Explique o que vocé consideraria, nesta situacao, ser uma ““divisao

justa dos lucros™ e, a seguir, calcule, deste ponto de vista, quanto caberia a cada um.

3) Quatro pedreiros, trabalhando 8 horas por dia, constroem 50 metros de calgada em
uma semana. Quantos metros de calgada serdo construidos, ainda em uma semana, por 6
pedreiros trabalhando 8 horas por dia, supondo que esses trabalhadores mantenham o mesmo

ritmo de trabalho nas duas situagdes?

4) Quatro pedreiros, trabalhando 8 horas por dia, constroem 50 metros de calcada em

uma semana. Quantos metros de calgada serdo construidos, ainda em uma semana, por 6
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pedreiros trabalhando 6 horas por dia, supondo que esses trabalhadores mantenham o mesmo

ritmo de trabalho nas duas situagdes?

INTRODUCAO AS FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Neste capitulo séo discutidas as no¢des de:

- produto cartesiano

- funcdo real de variavel real

- gréfico de uma funcéo real de variavel real

- funcdo mondtona

- funcdo linear

- funcéo afim

- funcdo homografica da forma f(x) = k/x (k constante ndo nula)

- diferenca entre “grafico” e “esbogo de grafico”

- fungdes invertiveis

- inversdo das funges linear, afim e dadas por f(x) = k/x (k constante ndo nula), bem
como das fungdes do tipo linear, do tipo afim e do tipo f(x) = k/x (k constante ndo nula),

- relagéo entre as funcdes acima com grandezas que variam com 0 mesmo sentido,
grandezas que variam com sentidos contrarios, grandezas diretamente proporcionais e
grandezas inversamente proporcionais.

PRODUTO CARTESIANO

Objetivo(s) da Capitulo: Que o aluno saiba determinar o produto cartesiano entre

dois conjuntos.

Pré-Requisitos: nogdes de conjunto e de operagdes entre conjuntos; conceito de
variavel (que aparece por ocasido do estudo de conjuntos por compreensao)

Descricdo: Introduzimos inicialmente a definicAo de par ordenado; a seguir,
introduzimos a condicao para que dois pares ordenados sejam iguais. Apos a defini¢do de
produto cartesiano de dois conjuntos, seguida de exemplos nos quais se espera que o0 aluno
saiba identificar um produto cartesiano, bem como construir pares ordenados e determinar a
sua quantidade em funcéo da quantidade de elementos dos conjuntos que formam um produto

cartesiano.
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Dados dois conjuntos ndo vazios A e B, se escolhermos um elemento x € A e um
elemento y € B, denotaremos por (x, y) o par ordenado formado por x e y tomados nesta
ordem. Assim,

- 0 par ordenado (X, y) representa o conjunto {x, y} no qual foi imposta uma ordem: x é
0 primeiro elemento e y é o segundo elemento.

- dois pares ordenados, (x, y) e (s, t), sO sdo considerados iguais se tivermos
simultaneamente x =sey =t.

Simbolicamente, escrevemos:

Xy) =@t o x=sey=t

Defini¢do: O conjunto de todos os pares ordenados (x, y), nos quaisx € Aey € B, e
denotado por A x B e é chamado de produto cartesiano de A por B.

Simbolicamente, escrevemos:

AxB={(x,y)|x A e y€eB}

Quando ocorrer que A = B, costuma-se denotar A x A por A%

Atividade 10

Ao professor: Espera-se, nesta atividade, que os alunos reconhecam a relacdo que
existe entre 0 numero de elementos dos conjuntos que formam o produto cartesiano e o
nimero de pares ordenados do produto cartesiano. Antes de passarmos ao raciocinio
genérico, propomos mais um exemplo, desta vez sem conhecer o0s elementos dos conjuntos,
justamente com a finalidade de estimular o pensamento generalizador.

Dados os conjuntos A ={-2,3,5}eB={-1,2,4,7},

a) determine Ax B, B x A, A2e B2

b) Observando os conjuntos A x B e B x A, pergunta-se: séo eles iguais? Justifique.

c) Quantos elementos possui A x B?

d) Quantos elementos possui A2?

e) Vocé encontra alguma relagdo entre o nimero de elementos de A2 e 0 nimero de
elementos do conjunto A? Em caso afirmativo, qual?

f) Vocé encontra alguma relacdo entre o nimero de elementos de B2 e o nimero de
elementos do conjunto B? Em caso afirmativo, qual?

g) Vocé encontra alguma relacdo entre o nimero de elementos de A x B e o numero de

elementos dos conjuntos A e B? Em caso afirmativo, qual?
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Serd que as relagcBes que vocé encontrou na Atividade 10, itens (e), (f) e (g), séo

sempre validas? Sugerimos que voceé as teste em outra atividade:

Atividade 11
Sabendo que um conjunto A possui 2 elementos e um conjunto B possui 3 elementos,

determine o nimero de elementos de A x B, B X A, A2 e B2, justificando sua resposta.

Atividade 12

Generalizando: é possivel determinar o nimero de elementos de A x B a partir do
nimero de elementos dos conjuntos A e B (digamos, sabendo que A tem m elementos e que B
tem s elementos)? Justifique sua resposta.

Para uma visualizacdo desta relacdo, tente construir, por meio de diagramas, 0S
produtos cartesianos A X B, B x A, A% e B2 da Atividade 10.

Ao professor: Aproveite a oportunidade para evocar aqui o Principio Multiplicativo.

UM PRODUTO CARTESIANO ESPECIAL E O PLANO CARTESIANO

Obijetivo: apresentar aos alunos o plano cartesiano, pois este é um pré-requisito para
0 estudo de graficos de funcles reais de variavel real.
Ao professor: Para o estudo dos graficos de funcOes reais de variavel real iremos usar

o Sistema Cartesiano Ortogonal.

O produto cartesiano R x R admite uma visualizacdo geométrica, fazendo-se uso de

dois eixos perpendiculares entre si interseccionando-se precisamente no ponto
escolhido/etiquetado por zero em cada um deles, por isso ser denominado Sistema Cartesiano
Ortogonal. Costuma-se posicionar os eixos na horizontal e na vertical para facilitar a
comunica¢do, bem como chamar ponto de interseccdo dos eixos de origem do sistema

cartesiano, e denota-lo por O. Assim, O = (0,0).

P
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OBS: As flechas aqui apenas indicam o sentido de crescimento escolhido para cada

eixo.

Cada eixo que compde o Sistema Cartesiano sera nomeado da seguinte forma:

- eixo Ox, o eixo horizontal, que sera chamado de eixo das abscissas.

- eixo Oy, o eixo vertical, que sera chamado de eixo das ordenadas.

Ao Professor: Mostre a seus alunos como se representa um ponto na visualizacao
geométrica.

Vamos, no Sistema Cartesiano Ortogonal abaixo, representar os seguintes pontos:
A=(-2, 3), B=(3,5), C=(4, -1), D=(0, 7), E=(5,0) e F=(-1,-2).

7y

~

4 3 2 1.2 3 4 5 & 7

oAl gl ] el o Al o el oW oe

Atividade 13

Dados os conjuntos A ={-2, 3,5} e B ={-1, 2, 4, 7}, represente 0s conjuntos A x B,
B x A, A% e B?, no sistema cartesiano ortogonal. (Observe que se trata dos mesmos conjuntos
da Atividade 10)

5 5
EEEE 12 3 4 5 6 7 x EEEE 12 3 4 5 8 7 x
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4 3 24
+ 4 3 -2 -1

FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL

Ao Professor: Estamos, neste trabalho, introduzindo algumas demonstragdes com o
intuito de que os alunos aprimorem o pensamento matematico e comecem a familiarizar-se
com as mesmas, visto que é muito raro o uso de demonstracfes durante o Ensino Bésico.
Salientamos que é comum alunos de graduacao terem muita dificuldade em trabalhar com as
mesmas. E — muito importante! - salientamos também que ““demonstra¢ao” ndo € sinbnimo
de “linguagem formal e nem pressupde a utilizagdo de simbologia. Espera-se em uma
demonstracdo matematica apenas argumentacgdes completas, e ndo o uso de simbologia. Por
iSso, nesta proposta, estimulamos o aluno a escrever uma demonstragdo primeiro com
palavras, e depois, se possivel, reescrevé-la fazendo uso da simbologia. Lembrando que
mesmo que o aluno ndo consiga fazer uso adequado da simbologia, mas tenha conseguido
desenvolver por meio de palavras, 0 mesmo demonstrou.

Ao professor: No texto que segue, tratamos primeiramente do conceito geral de
funcdo para, em seguida, tratarmos de func&o real de variavel real.

Para motivarmos o estudo de fungGes que queremos aqui fazer, vamos comegar
refletindo sobre algumas situagdes.

Objetivo(s): Que o aluno comece a reconhecer que h& uma possibilidade de unificar
todas as situacdes de relacionamento entre grandezas a ele apresentadas via a linguagem de
produto cartesiano, e que tabelas, relaces de causa e efeito, diagramas, nem sempre sdo

possiveis de serem utilizadas.

Atividade 14
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Objetivo(s): Nesta atividade, espera-se que 0s alunos consigam escrever 0S pares
ordenados e visualizar que ha mais do que uma regra possivel para a correspondéncia, tal
como y=x, mas também y=x3e, mais geralmente, y=x" com n um natural impar.

A tabela abaixo foi encontrada em uma pégina rasgada de um antigo livro.

X Y
-1 -1
0 0
1 1

Observando a parte que ficou visivel desta tabela, pergunta-se:

a) Pode-se reescrever a informagdo constante nesta tabela fazendo uso de pares
ordenados?

b) Vocé consegue determinar uma regra que explique como a tabela foi gerada?

c) Existem outras regras para essa mesma tabela?

Atividade 15

Objetivo(s): Neste exemplo, espera-se que os alunos ndo encontrem uma ““regra”
determinando a correspondéncia, mas reconhecam que, mesmo sem ela, é possivel reescrever
toda a informacao na forma de pares ordenados.

Jodozinho estava andando na rua e, num determinado momento, se deparou com um
pedaco de papel jogado no chdo. Como ele ndo gosta de ver lixo jogado ao chédo, resolveu

junta-lo, mas ao olhar para o papel viu que nele esta registrada a seguinte tabela:

x |y
3| 1
1| 3
1 | 7
3 | 5
5 | -2
7 | 3
9 | -8

Ao professor: Fica o alerta que o fato de ndo se adivinhar como a tabela foi gerada
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ndo significa que a tabela ndo tenha uma regra que permita gera-la. Lembre que, se a
relacdo € funcional, entdo sempre existe uma funcdo que interpola um namero finito de
pontos (por exemplo, a construida a partir do Polinbmio Interpolador de Lagrange vai nos
proporcionar a fungdo polinomial de menor grau que interpola esses pontos).

Pergunta-se:

a) E possivel reescrever a informacio constante nesta tabela fazendo uso de pares
ordenados?

b) Vocé consegue enunciar uma regra que explique como esta tabela foi gerada?

Atividade 16

Objetivo(s): Neste exemplo, espera-se que os alunos consigam escrever os elementos
da tabela por meio de pares ordenados e de diagramas, e que futuramente utilizem esta
atividade como justificativa para o fato que, para se ter uma fungéo, ndo necessariamente
precisa existir uma relacdo de “causa e efeito” entre as variaveis dependente e independente
(aqui representadas por dia do més e mm de chuva no dia).

Ao professor: A tabela deste exemplo foi colocada na horizontal, esperando-se que o
aluno consiga formar os pares ordenados, independentemente da forma com que uma tabela

¢ construida.

Suponha que na cidade ficticia de Caxiap6lis os indices pluviométricos nos 10

primeiros dias de um més sejam dados pela seguinte tabela:

indice Pluviométrico

Dia |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

mm |23 |14 |0 0 3 7 11 |0 0 16

Ao professor: Espera-se aqui que o aluno faca uso de pares ordenados.

a) E possivel representar os dados desta tabela de outras formas? Se sim, que formas
vocé escolheria entédo?

Ao professor: Espera-se aqui que o aluno se conscientize que 0 contexto determina
que é impossivel existir uma regra que determine a quantidade de chuva em fun¢édo dos dias.
De fato, mesmo existindo uma fungdo interpoladora, obviamente o contexto nos diz que ele
ndo fard o menor sentido se quisermos “prever’” quantos mm podera chover no préximo dia.

b) E possivel estabelecer alguma relagdo entre a quantidade de chuva que cai e a



212

sequéncia de dias que vai transcorrendo? Em outras palavras, existe alguma relacdo entre as
grandezas tempo (representado pelo dia do més) e a quantidade de chuva (representada em

mm)? Justifique.

Atividade 17

Objetivo(s): Neste exemplo, insere-se a linguagem de diagramas para representar a
funcéo, e espera-se que o0 aluno consiga expressar a relacdo por meio de pares ordenados. Na
pergunta a) comegamos introduzindo a proporcionalidade direta, na pergunta b) espera-se

que o aluno represente a informacéo contida no diagrama por meio de pares ordenados.

Algumas criangas estavam brincando com um jogo onde deveriam sortear 3 cartas, e a
cada carta era atribuida uma certa pontuacdo. As cartas eram numeradas de 1 a 5 e a
pontuagdo correspondente a cada carta, como indicado no manual com as instrugdes do jogo,

estd mostrada através do seguinte diagrama:

A B

—

I

O digrama acima estabelece a carta sorteada (representada no conjunto A) x pontuacao
obtida (representada no conjunto B). Reflita sobre as seguintes questdes:

Ao Professor: Na questdo (a) espera-se que o aluno identifique que a pontuacio
obtida é o triplo do nimero da carta e consiga estabelecer a formula y = 3x.

a) Vocé observa alguma relacdo entre a pontuacdo da carta e 0 nimero da mesma? Por
exemplo, € possivel estabelecer alguma férmula que relacione o nimero de pontos com o
ndmero da carta?

b) Vocé consegue representar, por meio de um conjunto de pares ordenados, a relagdo
estabelecida entre a carta sorteada e a pontuagdo correspondente? Se sim, quais sdo estes

pares?
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Atividade 18

Objetivo(s): Mostrar que até mesmo uma relacdo de correspondéncia entre variaveis
que ndo sdo numeéricas pode ser representada por um produto cartesiano.

Um curso de Inglés tem turmas de cinco alunos. A tabela abaixo representa uma

dessas turmas, associando a cada aluno o seu niUmero de matricula:

Aluno Matricula

Alex 8731
Beténia 8739
Claudia 9142
Daner 5766
Michelsch 7391

E possivel escrever por meio de um conjunto a relagio estabelecida entre o nome do

aluno e o nimero de matricula do mesmo?

Atividade 19

Objetivo(s): Que o aluno consiga construir uma tabela a partir de uma formula pré
estabelecida.

Sabendo que o calculo do comprimento C de uma circunferéncia, é dado através da
formula C = 2z r, onde r é a medida do raio desta circunferéncia, tomando os circulos abaixo,
com seus raios indicados, complete a tabela, que informa o perimetro de cada circulo

representado:
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4

5

Agora represente, por meio de um conjunto a relacdo entre a medida do raio dos

circulos e os seus perimetros.

Atividade 20

Obijetivo(s): Que o aluno ja comece a se familiarizar com (esbocos de) gréficos, e que
possa transformar dados de um grafico em pares ordenados.

Observe o grafico a seguir: (fonte:
http://trolldeplantao.blogspot.com.br/2011_03_13 archive.html)
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Importéancia da Hora da Soneca

120%
100%
80%
60%
40%
20%

0%
43série Ensino Médio
Jardim de Infancia 73série Universidade

Observe que é possivel relacionar alguns momentos da vida do ser humano com o
percentual de importancia da hora da soneca. E possivel explicitar essa relacio na forma de

pares ordenados? Se sim, apresente-a nesta forma.

Vocé pode observar que todos 0s exemplos acima dizem respeito a relagdes entre duas
variaveis. Na maioria deles as variaveis sdo grandezas. Independente disto, todos os exemplos
mencionados possuem uma caracteristica em comum. Vocé consegue identificar qual é esta
caracteristica? Escreva-a no quadro abaixo.

Ao professor: Neste momento, quer-se que os alunos observem que todos os exemplos
desde a Atividade 14 puderam ser escritos na forma de pares ordenados — as vezes por
extensao, as vezes s6 por compreensao, este Ultimo recurso necessario quando se trata de um
conjunto infinito de pares ordenados a serem explicitados. Essa caracteristica comum €

precisamente a base da definicdo de funcdo que adotaremos neste texto.

O que observamos nas situacGes apresentadas pelas atividades acima é que nem todas
as relagdes sdo de causa e efeito, nem sempre existe formula, nem sempre existe regra, nem
sempre € possivel construir tabela ou diagrama, mas sempre é possivel representar as relages

na forma de par ordenado.
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A DEFINICAO DE FUNCAO

As atividades anteriores nos fizeram ver que todas as relagdes possuem a caracteristica
comum de poderem ser escritas por meio de pares ordenados.

Algumas dessas relagdes ainda satisfazem outras condi¢fes que, quando satisfeitas,
d&o as relagdes um nome especial: fungdes.

Estas condigdes, listadas a seguir, definem quando um conjunto de pares ordenados de

um produto cartesiano é uma funcéo.

Definigéo:

Sejam A e B dois conjuntos ndo vazios. Uma fungédo de A em B é um conjunto f de
pares ordenados, do produto cartesiano A x B que satisfaz as seguintes condiges:

i) paratodo x € Aexistey € B tal que (X, y) € f

i) ndo existem dois pares ordenados distintos de f com 0 mesmo primeiro elemento.

Simbolicamente, escrevemos:
x,yyefe x2ef—- y=1z

(leia-se “se (x,y) e (x,z) sdo pares de f entdo y=z")

Ao Professor: Sugerimos que vocé ressalte a seus alunos o significado do simbolo
“—” e estimule a “traducdo em palavras” da frase simbodlica acima, fazendo os alunos
reconhecerem que o que esta ali escrito em simbolos reflete de fato a condicao escrita em (ii).

Observe que as atividades de 14 a 20 satisfazem a definicdo, portanto temos, em cada
uma delas, exemplos de funcdes.

Ao Professor: Retome as atividades citadas e verifique com seus alunos a veracidade

da afirmacdo acima, reiterando o Ultimo paragrafo que antecede esta Capitulo.

Atividade 21
Cinco pessoas foram consultadas e deveriam assinalar em uma tabela suas
preferencias entre as guloseimas chocolate, brigadeiro e quindim. A tabela a seguir indica

como foi a escolha:

Nome Chocolate | Brigadeiro | Quindim

Carlos X

Béarbara X X X
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Eduardo X X
Liliana X
Valéria X X

Pregunta-se: Seguindo a definicdo, a relacdo que associa cada pessoa a suas
guloseimas favoritas pode ser considerada uma fungdo? Sim ou N&o? Justifique.

Ao Professor: Evoque com seus alunos a definicdo de fungdo e induza-os a
observarem que, no exemplo acima e também no proximo, as condicfes la explicitadas ndo

estdo sendo satisfeitas.

Atividade 22

Tomando dois conjuntos, A = {1, 3, 4, 6} e B = {2, 4, 6, 8, 10}, explicite os pares
ordenados que descrevem a relacdo que associa a cada elemento do conjunto A o elemento do
conjunto B (caso exista tal elemento), que é igual ao seu dobro.

A seguir responda: essa associacdo é uma fungdo? Justifique.

Outras nomenclaturas associadas as fungdes:

Para cada par (X, y) € f, dizemos que y é o valor de f em X e escrevemos isso como

y = f(x).

Assim, ao escrevermos y = f(x), estamos indicando que o valor assumido pela variavel

y fica determinado em funcéo da varidvel x, isto é, pelo conhecimento do valor que a varigvel

X estd assumindo (situacdo garantida pela condigdo (ii) acima).

Atividade 23

Dada a fungéo que associa a cada nimero natural o seu triplo, pergunta-se:

a) Para cada par (X, y) associado pela condicdo descrita, qual é a formula que pode
representar essa fungéo?

Ao Professor: Esperamos que o aluno nédo tenha dificuldades de responder y = 3x ou
f(x) = 3x. Talvez a maior dificuldade seja a maneira como esta posta a pergunta, ja que esta é
a primeira vez em que se fala em representar uma funcéo.

b) Determine f(7).

c) Qual(is) é(sdo) o(s) valor(es) de x tais que f(x) = 15?

O conjunto A mencionado na definigdo de funcéo é denominado dominio da funcéo f e
0 conjunto B é dito contradominio de f.
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No exemplo anterior, podemos afirmar que o dominio da funcdo em questdo é o
conjunto dos nimeros naturais, mas B pode ser o conjunto dos nimeros naturais ou dos
ndmeros inteiros, ou mesmo dos nimeros reais ou qualquer conjunto que contenha o conjunto

dos nimeros naturais que sdo multiplos de 3.

Ao Professor: Alerte seus alunos para o fato que o contradominio pode ser qualquer
conjunto que contenha o conjunto dos nimeros naturais que sao multiplos de 3, levando-os
ao completo entendimento desta afirmacéo: qualquer conjunto B satisfazendo esta condicgéo
vai proporcionar o mesmo conjunto de pares ordenados (ou seja, a mesma fungdo!) Ressalte
também o fato que, se para B tomarmos qualquer conjunto que deixe de conter algum
multiplo de 3, entdo deixamos de ter em maos uma fungao.

O conjunto dos valores de y € B determinados por y = f(x) para todos os valores de x é

chamado imagem de f e representado por Im(f). Simbolicamente:
Im(f) ={y eB/y=1(x)}

Atividade 24

Considere a funcdo f que associa a cada namero real x o seu quadrado, ou seja, que é
determinada pela formula f(x) = x2. Pergunta-se:

a) Qual a imagem de x = 3?

b) Qual(is) elemento(s) do dominio tem(tém) imagem igual a 25?

Ao Aluno: Aqui € preciso ter cuidado para que ndo ocorra confusdo de notacao.
Usamos a notagdo f para nomear o subconjunto do produto cartesiano que gera a funcgéo,
enquanto que f(x) € o nome do segundo elemento do par ordenado de um elemento genérico
de f, ou seja, f(x) se refere a imagem gerada pelo valor correspondente de x.

Simbolicamente:

f={(xf()) | x€A}

Ao Professor: As atividades a seguir devem ser desenvolvidas em conjunto professor-
aluno.

Atividade 25

Objetivo(s): Que o aluno consiga reconhecer em uma atividade ja trabalhada no
momento ““motivacdo”, o dominio, o contradominio, o conjunto imagem, pares ordenados

pertencentes a funcao e identifique imagens de alguns elementos especificos.
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Um curso de Inglés tem turmas de cinco alunos. A matricula de cada aluno € formada
por um numero de quatro algarismos significativos. Observe a tabela que associa a cada aluno

0 seu numero de matricula:

Aluno Matricula
Alex 8731
Beténia 8739
Claudia 9142
Daner 5766
Michelsch 7391

Nesta tabela esta representada uma funcao, pois o conjunto de pares ordenados que ela
origina satisfaz todos os requisitos explicitados na definig&o.

VVamos responder a alguns questionamentos:

a) Qual conjunto é o dominio desta fungédo?

b) Qual conjunto € o contradominio da fungédo?

c) Qual conjunto é a imagem da funcdo?

d) Qual é a imagem do elemento Claudia do dominio desta fungéo?

e) Qual o elemento do dominio cuja imagem é 87317

f) O par (Firmino, 6785) pertence a funcdo explicitada pela tabela?

Atividade 26

Objetivo(s): Que o aluno consiga reconhecer, ao refletir sobre o item (c), que o
dominio neste caso é um conjunto infinito, bem como identificar alguns pares ordenados, e
tanto a imagem quanto a pré-imagem de algum numero especifico. E também que o aluno
reconheca que é impossivel representar em uma tabela toda a fungdo em questdo, uma vez
que o dominio é um conjunto infinito.

Considere a relacdo entre as grandezas perimetro do circulo (C) e raio do circulo (r)
estabelecida pela formula

C=2xr.
Esta relacdo entre perimetro e medida do raio, j& citada anteriormente, também

estabelece uma funcdo, pois o conjunto de pares ordenados (r,C) que ela origina satisfaz todos
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o0s requisitos explicitados na definicdo de funcdo. Por isso, podemos também escrever C(r)
para 0 perimetro associado ao raio.
Solicita-se que vocé complete a segunda coluna da tabela abaixo, que envolve alguns

valores do raio, dados em centimetros:

r | C(r)

2,3

3/5

4,2

Pergunta-se:

a) Qual a imagem correspondente ao elemento 4,2 do dominio?

b) O par (8, 16x) pertence a fungdo? E o par (11, 54x)?

¢) E possivel completar a tabela acima com todos os valores possiveis de r?

d) Qual é, afinal, o dominio desta funcéo?

e) Existe algum elemento do dominio cuja imagem é 4z?

Ao Professor: Deseja-se que, para a atividade acima, o aluno se dé conta, e consiga
provar, que uma func¢éo desta forma tem necessariamente dominio e imagem positivos. Mas
espera-se sim alguma dificuldade da parte do aluno no item (e) com o raciocinio “todo real
positivo é imagem de alguém”.

Ao Professor: Sugere-se que, neste momento, aproveitando para trabalhar com
nameros irracionais e relembrar alguns fatos sobre eles, seja introduzida a questdo paralela
“E possivel gerar nesta tabela um par formado s6 por ndmeros inteiros? E s por nlimeros

racionais? Justifique”.

Usando a atividade anterior, prove que a imagem da fungdo C(r) é ®+ , escrevendo no

quadro abaixo.
Convencionamos aqui R + = [0, +), R.= (-o0, 0], R"+ = (0, +0), R". = (-o0, 0].
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Funcdes Reais de Variavel Real

Ao professor: Como nosso estudo, a partir daqui, tratara apenas de fungGes
numéricas, isto é, aquelas onde o dominio e o contradominio sao formados exclusivamente
por nimeros reais, sugerimos convencionar que toda funcéo aqui considerada a partir de
agora terd como contradominio o conjunto dos nimeros Reais. A justificativa para uma tal
convencdo é, principalmente, uma coeréncia com a no¢do de igualdade entre funcdes:
segundo a definicdo aqui adotada para funcéo, fica claro que o que interessa sobre uma
funcdo sdo os pares ordenados que a formam, e ndo quais elementos ndo fazem parte da
imagem: basta voltar a Atividade 2 e perceber que ndo haveria nenhuma mudanca
significativa se trocadssemos R+ por &. O professor deve refletir sobre a seguinte situacéo
relacionada a esta sugestdo e que pretende justificar e motivar tal convengdo: “a funcgéo
exponencial” é normalmente apresentada nos livros didaticos com contradominio igual a
imagem ( f(x) = a*onde f: B — R +*); porém, se o contradominio for o conjunto &, em nada
se alteram os pares ordenados que formam a funcgéo. (Além disso, reflita sobre a questéo: por
que a funcdo quadrética f dada por f(x) = x? ndo é entdo apresentada com contradominio [0,
+00)?). Se voltarmos aos exemplos motivadores acima apresentados que tratam de funcdes
numéricas, podemos observar que as relacbes ndo s6 nao deixam de ser funcbes se
restringimos o contradominio apenas ao conjunto imagem, ou Se tomamos como
contradominio todo o conjunto B como o conjunto de pares ordenados formados ndo se
altera, ou seja, sdo fungdes iguais (pela definicdo de funcdo que aqui adotamos —
importante!), e por isso, com tal convencdo, ndo estaremos excluindo de nossos estudos

nenhuma funcéo rela de variavel real.

Nosso estudo sobre fungdes, a partir daqui, tratara apenas de fungdes numeéricas, isto é,
de fungdes cujo dominio e contradominio sdo formados apenas por nimeros reais. Por isso
vamos, a partir de agora, considerar sempre como contradominio o conjunto & dos nimeros

Reais.
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Convencéo: Neste texto, trataremos daqui em diante, ndo mais de fungdes quaisquer
entre dois conjuntos A e B e sim apenas de fun¢es chamadas funcdes reais de variavel real,
que sdo fungbes de Aem R com A € R.

Notacdo: f:A->R,com ACR.

Atividade 27
Verifique se 0s conjuntos de pares ordenados abaixo podem ou ndo representar

funcbes f : A — R (com A S R) para uma conveniente escolha do dominio A; em caso

afirmativo, explicite o dominio e a imagem de tais fungdes.
a) f={(1.3) (2,5) 3.7) (4.9)}
b) f={(-1,1) (2,3) (-1,4) (2,7) (-1,8) (2,11)}

Atividade 28
Dados os conjuntos A ={-3,-2,-1,0,1,2,3}ef={(x,y)/ X€E Ay € K e y=2x}.

a) Verifique se o conjunto f é ou ndo uma funcdo. Justifique.

b) E se A = {inteiros pares}, mantendo o conjunto f, ainda temos uma fungao?

Atividade 29
Sabendo que A={-3,-2,-1,0,1,2,3}ef={(x, y)/ X €A, y € Eey = x4}, verifique

se o conjunto f é ou ndo uma funcdo. Justifique.

Atividade 30
Sabendo que A = {0, 1, 4,9}ef={(x, y)/ x € A,y €E R e x = y?}, verifique se 0

conjunto f é ou ndo uma funcéo. Justifique.

Atividade 31
O conjunto dos pares ordenados cujo primeiro elemento € um ndmero natural e o

segundo elemento é o dobro do primeiro é uma funcdo?

Ao Professor: Para a questdo a seguir, lembramos que existem numeros reais que
admitem duas representacgdes decimais, tais como 3,0=2,999... ou 4,230=4,229999... (e por

iSSO a expressdo ““de uma” e ndo “da’ no enunciado abaixo)
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Atividade 32
Decida se a regra que associa a cada namero real x o algarismo dos décimos de uma

expansdo decimal de x é ou ndo uma funcéo.

Dominio matemético x dominio contextual.

Atencdo para o Dominio de Fungdes!

Em alguns casos, o dominio de uma funcéo néo nos é apresentado explicitamente; s&o
muitas as situacBes em que uma fungdo nos é apresentada sem que seu dominio seja
evidenciado, como na Atividade 26, onde vocé foi convidado a refletir e explicita-lo.

A atividade 26 é também um exemplo de situacdo em que o contexto pratico (raio do
circulo e seu perimetro, que obedecem a formula C = 2z r) faz com que o dominio seja menor
do que o dominio que a Matematica comportaria (aqui estamos pensando exclusivamente na
formula y = 2z x, onde podemos considerar valores negativos para x). Chamamos estes
diferentes dominios de dominio matematico (aquele que é regido exclusivamente pela regra
matemética que forma a funcdo e que é o maior conjunto possivel de numeros reais que
poderiamos tomar para dominio) e dominio contextual (que é o dominio matematico alterado
pela situacdo prética, e que é formado apenas pelos valores do dominio matemético que fazem

sentido na situacgéo pratica em questéo). Vamos analisar mais alguns exemplos:

Atividade 33

Ao Professor: Na questdo a seguir falamos em maior dominio possivel sugerindo ao
aluno explorar o dominio matematico.

a) Qual é o maior dominio (isto é, o dominio matemético) da funcdo f dada pela
formula f(x) = x2?

b) Considere a fungdo que associa a &rea (A) de um quadrado em fungdo do
comprimento do lado (1) desse quadrado. Qual a férmula que representa essa fungdo? E qual o

seu dominio?

Observe que as situacdes (a) e (b) acima séo funcbes definidas pela mesma férmula,
porém os dominios de ambas séo distintos. Na atividade (a) temos o dominio matematico,
determinado exclusivamente pela regra (no caso formula) que definiu a funcdo. J& em (b),
embora a férmula seja a mesma, precisou-se levar em consideracdo o contexto do problema:

no caso, a varidvel independente € o comprimento do lado e, consequentemente, ndo podemos
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ter valores negativos nem nulos para ela; temos ai entdo o que chamamos um dominio
contextual.

Ao Professor: Na questédo a seguir falamos em maior dominio possivel sugerindo ao
aluno explorar o dominio matematico.

2X+3

Considere a fungdo f: A — R definida pela férmula f(x) = . Qual é o maior

dominio possivel A para esta fungdo?

O GRAFICO DE UMA FUNCAO

O grafico de uma fungdo f: A — R, com A € R € o conjunto de todos os pares ordenados

(a,b) que tenham a pertencente ao dominio A da funcdo e b= f(a). Simbolicamente:

G(M={(ab)|a €A e b=f@)}

Ao professor: E muito provavel que um aluno atento questione ““Portanto grafico é o
mesmo que fun¢do?”” Uma sugestdo de resposta é: ““em termos de conjuntos sim”, mas o que
estamos aqui querendo salientar é que uma func@o pode ndo nos ser apresentada diretamente
pelos pares ordenados que a formam — note que foi precisamente isto 0 que aconteceu na
grande maioria dos exemplos motivadores, bem como nas atividades acima. E disso que trata

0 paragrafo a seguir.

Observe que, muitas vezes, uma funcdo nos é apresentada diretamente através do seu
grafico. Mas outras vezes ndo. Por exemplo, na Atividade 31, a fungdo foi apresentada por
uma regra, enquanto

G ={(x,y)/xeM e y=2x}.

Ao professor: O que queremos salientar a seguir é a diferenca entre ““grafico” e
“esboco de grafico”: muitas vezes é impossivel representar no plano cartesiano todo o
conjunto f, por isso falamos em esboco/caricatura do grafico no lugar de gréafico
propriamente dito.

Salientamos que, apesar de muitas vezes ser possivel representar uma fungdo de outra

forma (como foérmulas, regras, tabelas, diagramas ou esquemas), o fato de agora estarmos
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tratando especificamente de fungBes reais de variavel real tem a grande vantagem de
podermos “tentar visualizar” uma funcdo, tentando localizar no plano cartesiano os pares
ordenados que a formam. Esta tentativa, que muitas vezes trata apenas de partes de f, €
denominada esboco do grafico de f, e tem o papel de ser uma caricatura do G(f)).
Ressaltamos que muitas vezes é praticamente impossivel e outras vezes € realmente
impossivel representar-se com precisdo o conjunto G(f), por isso, € comum nos contentarmos
com um esboco do mesmo. As proximas atividades pretendem evidenciar isto.

Ao professor: Sugerimos que seja bem reforcada com os alunos a diferenga entre
funcdo, gréfico, representacdo geométrica e esboco do gréafico, trazendo tanto exemplos em
que o0 esbogo ndo é apenas uma caricatura, quanto exemplos em que apenas uma caricatura é
obtida, sem a menor chance de a mesma poder ser aprimorada a uma representacao fiel do
G(f).

Atividade 34
Analise se os desenhos a seguir podem representar o esboco de uma funcéo real de

varigvel real, assinalando se representam ou ndo, justificando a seguir sua resposta:

6
4]
ol ,—_—/
()sim ( )ndo  Justificativa:
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()sim ( )ndo  Justificativa:

-1.5 -1 a.5
()sim ( )ndo  Justificativa:
fi)
()sim ( )ndo  Justificativa:

FUNCAO MONOTONA

Objetivo(s): Espera-se que os alunos observem a diferenca nos esbogos e consigam
diferenciar funces mondtonas das ndo monétonas.
Motivacdo: Os esbocos abaixo representam fungdes (convenga-se disto!); a sequir,

observe atentamente cada um deles.
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Ao professor: Sugerimos que, antes de iniciar a atividade, seja reiterada aos alunos a
orientagdo de certificarem-se antes de tudo que todos os desenhos abaixo podem sim

representar esbogos de fungdes reais de variavel real (para um conveniente dominio).

Esboco 1:
y
E
ER )
y
A
24 L]
N
alC
2 A o 7 2
]
]
L] 24
Esbogo 2:
' /
‘ /
/
3 /
/
‘ /
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Esbogo 4:
~_
™
\ x
1 2 3 4\i
Esboco 5:

WANANVANANAY

BAVALVARVARVARVARN

Esbogo 6:

\




Esboco 7:

Esboco 8:

Vamos separar 0s esbocos acima em dois grupos:
Grupo 1:eshogosdelad e
Grupo 2: eshogos de 5 a 8.

Agora responda aos seguintes questionamentos:

229
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a) Vocé reconhece alguma caracteristica que € comum aos esbogos pertencentes do
Grupo 1 e que nenhum esboco do Grupo 2 possui?

Ao professor: Encaminhe a discussé@o sobre as diferencas entre o Grupo 1 e o Grupo
2 em direcdo a salientar o fato de os esbogos do Grupo 1 estarem associados a funcoes

monotonas e 0 Grupo 2 nao.

b) Que diferenca(s) vocé observa comparando os esbogos do Grupo 1 aos esbocgos do
Grupo 2? Explique, com suas palavras, a(s) diferenca(s) observada(s) (sugestéo: tente utilizar
0s termos “estritamente crescente”, “estritamente decrescente”, “nem crescente nem

decrescente”).

As fungdes representadas no Grupo 1 sdo chamadas mondtonas, por serem
estritamente crescentes (1 e 2) ou estritamente decrescentes (3 e 4). J& no Grupo 2 isso nao
ocorre, pois temos momentos de crescimento e momentos de decrescimento no mesmo

grafico. Tornemos precisos tais conceitos:

Funcdo mondtona crescente é toda funcdo que preserva a condicdo de que, a medida
que a variavel independente cresce, a variavel dependente também cresce.

Funcdo mondtona decrescente é toda fungdo que preserva a condicdo de que, a medida
que a variavel independente cresce, a dependente decresce.

Na figura, ilustramos a ideia de funcGes monétonas fazendo uso de flechas: na

esquerda temos uma fungdo mondtona crescente e na direita temos uma fungdo mondtona

decrescente.
1 2
Af(x) A ()
‘fmz / f{xh »
fix)4q = ()2 \a
*1 » 2 > X{ X3 >

Ao Professor: Alerte seus alunos para o fato de que a hipotese nas condi¢Ges acima é
a mesma: sempre observamos 0 que acontece enquanto a variavel independente vai

aumentando.
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Reescrevemos as defini¢des acima usando agora simbologia matematica: dada uma

funcdo f :A — R, dizemos que:

i) f € mondtona crescente se, para quaisquer x1 e x2 € A e satisfazendo a condicéo
X1 < X2, ocorre f(x1) < f(x2). Ou ainda
VX, X2 EAL[Xe<x2 — f(x1) <f(x2)] (*)
i) f € monGtona decrescente se, para quaisquer xi1 € X2 € A e satisfazendo a
condicdo x1 < Xz, ocorre f(x1) > f(x2). Ou ainda

VX1, X2 EA, [Xi<xe — f(x) >f(x2)] (%)

Ao Professor: A atividade a seguir deve ser respondida usando a defini¢do de funcéo
mono6tona, e nao através do esboco do grafico. Deixaremos para tratar do
crescimento/decrescimento da funcéo linear e da afim quando tratarmos particularmente
destas fungdes. Sugerimos que a atividade seja respondida inicialmente com palavras e
posteriormente seja reescrita a resolugdo fazendo uso da simbologia matematica,
preenchendo-se um quadro da forma abaixo, tentando evitar que se crie para o aluno a ideia
que uma ““argumentacdo matematica” ou ““demonstracdo” tem que necessariamente envolver
simbologia matematica. Acreditamos também que, desta forma, a simbologia se torne mais
“simpatica” para o aluno, no momento em que ele percebe que ela é a ideal para se

expressar com precisao.

matematica

Resolucéo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia

Atividade 35

Determine se as fungdes abaixo, de dominio R, sdo ou ndo mondtonas (estritamente

crescentes, estritamente decrescentes ou nenhum dos casos):

a) a funcdo f dada por f(x) = 3x
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Ao Professor: Reforcando que “argumentacdo” em matematica nada tem a ver com

“formalismo”, trazemos um exemplo de preenchimento do quadro que sugerimos para a

resolucéo desta atividade. Sugere-se que o aluno seja estimulado a justificar cada implicacéo

matematica que ele utilize.

Resolucéo em palavras

Resolugdo fazendo uso da simbologia

matematica

Observamos que, a medida que o
valor de x aumenta, por propriedades dos
ndmeros reais, o valor de 3x também
aumenta, ou seja, o valor de f(x) também
aumenta. Assim, temos uma funcéo

estritamente crescente.

Para cada xi, X2 escolhidos no dominio de

f, temos

X1<X |— [3x1<3x2 | = | f(x0) <f(x2)

1) (2)

(1):pela propriedade: multiplicando ambos os
lados de uma desigualdade por 3 a mesma
permanece inalterada

(2): pela definicdo de f Pela definicdo de funcéo
monotona, concluimos que f é uma funcéo

estritamente crescente.

b) a fungdo f dada por f(x) = - 6x

Resolucdo em palavras

Resolugdo fazendo wuso da simbologia

matematica

c) a funcdo f dada por f(x) =2x + 3

Resolucdo em palavras

Resolugdo fazendo wuso da simbologia

matematica
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d) a funcéo f dada por f(x) =5

Resolugéo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia

matematica

e) a fungdo f dada por f(x) = x?

Resolugéo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia

matematica

f) a funcéo f dada por f(x) = x3

Resolugéo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia

matematica

g) a funcéo f dada por f(x) =-2x + 1

Resolugéo em palavras Resolucdo fazendo uso da simbologia

matematica
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Tente agora reconhecer a monotonicidade em situagdes contextualizadas:

Ao professor: Neste préximo exemplo comece evocando o fato de que se pode tratar o
problema com a linguagem de funcg@es, e que, neste caso, trata-se de uma funcdo mono6tona
crescente.

Atividade 36

Trés trabalhadores constroem um muro de 20 metros em uma semana. Supondo que o
rendimento seja 0 mesmo, quantos metros de muro construirdo em uma semana:

a) Seis trabalhadores?

b) Nove trabalhadores?

c) Doze trabalhadores?

d) Quinze trabalhadores?

e) Dezoito trabalhadores?

Ao professor: Neste proximo exemplo, deve-se alertar que, fazendo uso da linguagem
de fungdes, temos em maos uma fungdo mondtona decrescente.

Atividade 37

Quatro torneiras de mesma vazéo, quando funcionando juntas, enchem um tanque em
seis minutos. Se fechassemos uma delas, em quanto tempo as outras trés, funcionando juntas,

demorariam para encher o mesmo tanque? E se fechassemos duas? E se fechassemos trés?

Ao professor: Na proxima atividade, queremos abordar o caso de uma funcdo que €
nem crescente e nem decrescente. Particularmente, trazemos a discussdo uma situagdo que
incomoda a muitos alunos: “funcéo constante é uma funcao?”

Atividade 38

Uma pessoa resolve fazer uma dieta que promete a perda de 0,5 kg por semana. Porém
esta pessoa ndo controla muito bem sua alimentagdo. Ao final da primeira semana seu peso
ndo muda, ao final da segunda continua 0 mesmo e ao final da terceira novamente, ao se

pesar, ela constata que continua com o mesmo peso da semana anterior. Ela desiste da dieta.
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Em termos de funcdo podemos dizer que a relagédo “tempo x peso” representa uma funcéo? Se

sim, ela é crescente, decrescente ou nenhum dos dois? Justifique.

Obijetivo(s): Que o aluno saiba reconhecer se ocorre ou ndo monotonicidade, através
do esboco do grafico de funcgdes.

Ao Professor: Evogque neste momento as condi¢bes para que o esbogo de um grafico
represente uma funclo estritamente crescente, estritamente decrescente ou nenhum dos
casos. Sugere-se analisar os esbocos utilizando:

i) geometria (trabalhando com o sentido das flechas)

ii) a simbologia matematica utilizada em (*) e (**).

Atividade 39
Considerando que as curvas abaixo representam esbogos de graficos de funcoes,

analise as ali representadas quanto & monotonicidade:
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Atividade 40

Observe as fungdes abaixo e, sem apelar para o esbogo do grafico das mesmas, decida
se elas funcBes aqui representadas s@o crescentes, decrescentes ou nenhum dos casos.

a) f={(-1.2) (0,3) (1.4) (2,5) 3.6) (4.7)}

b) f={(-1,12) (0,10) (1,8) (2,6) (3,4) (4,2)}

c) f={(-1.2) (0.3) (1.4) (2.4) B.:4) (4.7)}

d) f={(-1.2) (0.2) (1.2) 22) 3.2) (4,2)}

Agora faga o esboco do grafico de cada uma delas e confirme geometricamente suas
respostas.

Ao professor: Queremos que os alunos reconhegam tanto a monotonicidade quanto a
ndo monotonicidade de uma fungdo também a partir da férmula que a descreve, isso fica
evidenciado nas préximas atividades.

Atividade 41
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Considere a funcdo f:A — R dada por f(x) = -3x, sendo A ={ -1, 0, 1, 2, 3, 4}. Decida

se f é estritamente crescente, estritamente decrescente ou nem crescente nem decrescente.
Justifique sua resposta
i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas);

i) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**) .

Atividade 42
Considere a funcdo f:A — R dada por f(x) =5x + 1, sendo A ={-1, 0, 1, 2, 3, 4}.

Decida se f é estritamente crescente, estritamente decrescente ou nem crescente nem
decrescente. Justifique sua resposta
i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas);

ii) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**) .

Atividade 43
Considere a funcdo f:A — & dada por f(x) = x?, sendo A = {-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3}.

Decida se f é estritamente crescente, estritamente decrescente ou nem crescente nem
decrescente. Justifique sua resposta
i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas);

ii) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**) .

Atividade 44

Considere a funcdo f: B — R dada por f(x) = 4x. Decida se f € estritamente crescente,

estritamente decrescente ou nem crescente nem decrescente. Justifique sua resposta
i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas);

ii) fazendo uso da simbologia matemética utilizada em (*) e (**).

Atividade 45

Considere a funcdo f: R — R dada por f(x) = -7x. Decida se f é estritamente crescente,

estritamente decrescente ou nem crescente nem decrescente. Argumente
i) geometricamente (trabalhando com o sentido das flechas);

ii) usando a simbologia matemaética, como em (*) e (**).
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A partir de agora, passamos a tratar exclusivamente de funcdes que podem ser dadas por
formulas, iniciando pelas formulas mais simples.

Queremos ressaltar caracteristicas particulares de cada uma delas e depois explorar a
relacdo que existe entre as variaveis dependente e independente, no sentido de serem ou ndo
grandezas que variam com mesmo sentido, grandezas que variam com sentidos contrarios,
grandezas diretamente proporcionais, grandezas inversamente proporcionais ou nenhum destes

Casos.

Ao professor: Esclarecemos que por “férmulas mais simples™ estamos nos referindo
as funcdes Linear, Afim e Homograéfica expressa pela formula f(x)=k/x com k constante nao

nula.

FUNCAO LINEAR

Obijetivo(s): Que os alunos sejam capazes de decidir se uma fun¢éo € ou ndo linear ou
do tipo linear e de identificar que toda funcdo linear € uma relacdo entre grandezas
diretamente proporcionais.

Ao professor: Introduzimos nesta proposta a nomenclatura “fungéo do tipo™ (que néo
é usual na literatura nem nos livros didaticos) para evitar a incoeréncia de definir, por
exemplo, funcdo linear exigindo dominio igual a R e depois considerar situacdes onde o
dominio contextual ndo é igual a R e continuar chamando a funcao de linear.

Uma funcdo f: B — R que pode ser escrita na forma f(x) =kx, onde k é alguma

constante real € Func8o Linear. Neste caso, a constante k € chamada coeficiente angular de f.

Uma fungdo f: A — R, com A € E, que pode ser escrita na forma f(x) =kx, onde k é
alguma constante real, € chamada Funcéo do tipo Linear.

Ao professor: Atente na definicdo para o termo “que pode ser escrita”, e o trabalho
requerido do aluno em decidir nos itens abaixo (de c a f) sobre a possibilidade de a funcéo

ser reescrita na forma f(x) =kx, onde k é uma constante real a ser encontrada.

Atividade 46

Verifique se cada funcdo a seguir explicitada por uma férmula € ou ndo linear (ou do



tipo linear), justificando sua resposta:

a) f(x) = 2x
b) f(x) = -5x
c) f(x) =2x +3
_ 3x*-9x
d) f(x) = 3
&) f(x) = —5x% +10x* —5x

X2 —2x+1

f) f(x) = (2x3-4x) / (x - 2)

g) f(x) =0
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Ao Professor: Na atividade a seguir, espera-se que o aluno conclua que, quando se

tem uma funcé&o (do tipo) linear, que pode ser dada, digamos, por f(x) =kx, entdo:

—se k>0, a funcdo (do tipo) linear é crescente;

—se k <0, afuncdo (do tipo) linear é decrescente.

Note que esta atividade requer que o aluno trabalhe necessariamente com a funcéo

(do tipo) linear reescrita na forma f(x) =kx (k constante).

Atividade 47

Para cada funcdo apresentada na tabela a seguir, marque com um ““x’” as caracteristicas

que dizem respeito a cada uma delas e, na Gltima coluna, complete com o valor do coeficiente

angular, se este existir:

FUNCAO linear |do tipo|cres- |decres- [nenhuma |coeficiente
linear  |cente |cente |delas angular
f(x) = 2x
f(x) = -5x
f(x) =2x+3
3x* —9x
f(x)=
) X—3
() = 5x” +10x° —5x

X% —2x+1
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f(x) = (2x3 - 4x)/(x - 2)

f(x) = 0

Ao Professor: Estimule seus alunos a responderem a questéo a seguir fazendo uso da
expressdo analitica de f.

Como voce justifica cada uma de suas respostas?

Algumas fungdes podem ser definidas por vérias formulas, cada uma delas valendo em
apenas uma parte do dominio; tais func@es séo ditas funcbes definidas por partes. Vocé tem

uma funcgéo definida por partes na atividade a seguir.

Ao Professor: A seguir apresentamos um exercicio de aplicacdo no dia a dia de
funcéo definida por partes, sendo todas as formulas do tipo linear. Note que, no item ““a, ao
mencionarmos as taxas extras, ja estamos preparando o aluno para o que sera perguntado no
item “c”.

Atividade 48

Uma companhia de energia elétrica calcula as tarifas relativas ao fornecimento de
energia elétrica residencial padrao de acordo com a tabela a seguir:

TARIFAS DE ENERGIA ELETRICA

Faixa de Consumo em kWh Tarifa em R$ por kWh
até 20 0,68
até 50 0,83
acima de 50 1,02

a) Considerando apenas o consumo mensal, e ignorando as taxas extras que fazem parte
de uma conta real de fornecimento de energia elétrica, tais como taxa de transmisséo,
distribuicdo, encargos, ICMS, PIS, COFINS, e taxa de iluminagdo publica, quais
seriam os valores cobrados para um consumo de 15 kWh, 30 kWh e 60 kWh?

b) Introduzindo as variaveis g e c nesta situacdo, sendo q para representar a quantidade
consumida em kWh e c para representar o valor a ser cobrado, explicite a fungdo que
representa a relagdo entre g e ¢ usando, se necessario, mais de uma férmula (ou seja,
seria esta uma funcdo definida por partes?)

c) Vocé deve ter percebido que a fungdo q é afinal composta por fungdes do tipo linear.
Se ao valor cobrado ¢ a taxa extra de iluminagdo publica no valor de R$ 3,65 e

sabendo que as taxas extras sdo valores fixos cobrados além do consumo, pergunta-se:
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a funcdo continuaria q continuaria sendo formada por fungdes do tipo linear?

Justifique.

Observe que muitas situacbes praticas podem ser equacionadas
matematicamente por meio de férmulas. Este fato é uma grande vantagem,
pois, assim, muitas propriedades da funcdo podem ser detectadas pela analise

da(s) formula(s) que a define(m).

Ao Professor: No que segue, espera-se que o0s alunos se deem conta da
proporcionalidade direta estabelecida entre as duas grandezas envolvidas em qualquer
funcdo linear para, a seguir, tratarmos da reciproca (sera que toda proporcionalidade entre

duas grandezas pode ser equacionada por uma funcéo linear?)

Propriedades da funcgéo Linear

Ao Professor: Neste momento é necessario relembrar com os alunos os tipos de
relagdes entre duas grandezas que estudamos no inicio desta proposta.

Para estudarmos algumas propriedades da funcéo linear, sugerimos que vocé recorde
as definicdes de grandezas que variam com mesmo sentido, grandezas que variam com
sentidos contrarios, grandezas diretamente proporcionais e grandezas inversamente

proporcionais estudadas no inicio deste capitulo.

Ao Professor: Oportunize a seus alunos formas de chegarem ao raciocinio genérico
esperado, com 0 questionamento a seguir.
Agora pergunta-se: a relacdo entre as duas variaveis estabelecida por uma fungéo

linear se encaixa sempre em algum dos tipos estudados?

Ao Professor: Espera-se que os alunos intuam, ap6s alguma reflexdo ou exemplos,

que:

Toda funcdo linear ou do tipo linear estabelece uma relagdo de
proporcionalidade direta entre as variaveis por ela relacionadas (estas

grandezas sdo a varidvel dependente e a varidvel independente).

Ao Professor: Cabe aqui ressaltar que apenas intuicdo ou alguns testes ndo nos
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permitem afirmar em matematica que a afirmagédo acima é verdadeira, e que precisamos nos
certificar de que ela é verdadeira para todas as fun¢des lineares e para todos os valores que
as variaveis podem assumir. Novamente reforgando que em matematica “argumentacao’ nao
necessariamente envolve “formalismo” ou “simbologia matematica’, sugerimos também que
a demonstracdo que aqui buscamos seja feita inicialmente em palavras, para s6 depois ser
reescrita fazendo uso de simbologia matematica, conforme quadro apresentado abaixo. Neste
momento, talvez o aluno ja perceba a dificuldade que se tem se ndo fazemos uso da

simbologia.

Vamos neste momento demonstrar esta importante propriedade para fungdes lineares

ou do tipo lineares:

Justificando matematicamente a afirmagdo|Justificando matematicamente a afirmacéo
acima com palavras acima fazendo wuso da simbologia

matematica:

Ao Professor: Demonstra¢do Sugerida fazendo uso da simbologia matematica:

Denotemos por f uma fungdo linear ou do tipo linear, digamos, dada por f(x) =kx (k
constante). Denotando por y a variavel dependente, temos que variavel dependente e
independente se relacionam através da formula y =kx.

Por definicdo de proporcionalidade direta, as variaveis x e y sdo diretamente
proporcionais se e s6 se todos os valores de “x” e os correspondentes valores de “y”
determinam sempre 0 mesmo quociente.

Ora, no caso da funcéo f acima, temos:

- ao valor x=0 corresponde o valor y=k.0=0;

- para quaisquer valores ndo nulos x1, x2 escolhidos para a variavel independente x e
pertencentes ao dominio da funcdo, temos que os valores de y que lhes correspondem sao,

respectivamente, y1= kxi e y>= kx.
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Dai:

Portanto a funcdo f, que é uma fun¢do (do tipo) linear, estabelece uma relacao de
proporcionalidade direta entre as varidveis dependente e independente, quaisquer que sejam

os valores escolhidos para a variavel independente.

O que vocé acaba de fazer acima (tanto na primeira quanto na segunda coluna), é o
que em matematica chamamos de demonstracéo para a afirmacdo “Toda funcdo linear ou do
tipo linear estabelece uma relacdo de proporcionalidade direta entre as grandezas por ela
relacionadas”. Uma demonstracdo em matematica muitas vezes, como no caso acima, é um
encadeamento de deducBes que mostram que a afirmacdo em questdo é consequéncia légica

de defini¢des ou resultados ja aceitos ou provados como verdadeiros.

Atividade 49

Confirme a veracidade da propriedade acima, via definigéo, para as funcGes Lineares a
sequir:

a) f(x) = 2x

b) f(x) = -5x

Esbocgo do Gréafico de uma Funcéo Linear

Objetivo(s): Que o aluno conclua que:

— 0 grafico de uma Funcdo Linear é uma reta que passa pela origem do sistema
cartesiano, e que, no caso de coeficiente angular positivo (negativo) trata-se de uma funcgéo
monotona crescente (decrescente);

—no caso da funcdo nula, temos para grafico uma reta horizontal (precisamente o
eixo das abscissas);

—no caso de uma funcdo do tipo linear teremos para grafico um subconjunto de uma

reta passando pela origem.

Ao Professor: Sugere-se que, na primeira parte da proxima atividade, os alunos
fiqguem livres para construir um esboco do gréafico das funcdes propostas. Neste momento

(esbogo) aceita-se que uma tabela de valores, apesar de conter apenas parte da informacéo
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sobre a fun¢do, seja construida para ajudar na intuicdo de que uma reta € um bom esboco.
Dai, surge naturalmente a questdo: “mas sera que o grafico é de fato uma reta?”’, explorada
nos itens a e c. Este ultimo, na verdade, requer como resposta uma demonstragdo (sugere-se
que seja chamada a atencé@o dos alunos para o fato que aqui uma tabela de valores ndo ajuda
a responder a pergunta. E muito comum os livros didaticos validarem esta conclusio por
meio de tabelas, o que consiste uma pratica falha na educacdo matematica). Sugere-se

também que esta demonstracdo seja baseada na geometria e na semelhanca de triangulos.

Atividade 50

Esboce o grafico de cada uma das funces lineares, até aqui trabalhadas:
i) f(x) = 2x

i) f(x) = -5x

Ap0s a construcdo dos esbocos, pergunta-se:
a) Vocé encontrou alguma forma conhecida como esboco das fungdes acima? Qual é

ela?

Generalizando o raciocinio para estabelecer propriedades da funcéo linear:

Ao Professor: O aluno deve dar-se conta que para x = 0 teremos imagem nula e
portanto, observa-se que o gréafico, neste caso, sempre passa na origem.

b) o que acontece com toda funcdo linear quando a variavel independente assume o
valor 0?

c) Podemos generalizar a resposta dada ao item a e dizer que a forma geométrica que
\Vocé encontrou coincide com a representacdo geométrica do grafico da fungdo? Escreva no
quadro abaixo sua(s) conclusdo(des), argumentando matematicamente, (isto é, a ponto de
podermos decidir se suas conclusdes sdo ou ndo verdadeiras). Vocé pode ou ndo fazer uso de
simbologia matematica. Reiteramos: a ndo utilizacdo da simbologia matematica ndo torna o

seu argumento invalido ou menos rigoroso.
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Ao Professor: Certifique-se que no quadro acima fique registrada a demonstracgéo da
afirmacéo abaixo. E recomendavel nesta demonstracao, que antes de inicia-la, seja discutida

com os alunos a questdo: “Como é que se demonstra que dois conjuntos sdo iguais?”

“A representacdo geométrica no plano cartesiano do grafico de toda funcéo

linear é sempre uma reta passando pela origem.”

Ao Professor: Demonstracao sugerida fazendo uso da simbologia matematica:

Denotando por f uma funcgéo linear, digamos, f(x) =kx (k constante), temos que 0s
pontos A = (0,0) e B = (1, k) pertencem ao gréafico desta funcdo. Tomemos a reta que liga
esses dois pontos, e seja C = (m, n) um outro ponto qualquer desta reta. Note que com 0s
pontos D = (1, 0) e E = (m, 0) temos construidos triangulos retangulos ADB e AEC, e estes

triangulos séo semelhantes (acompanhe na ilustragéo)

y /c
k

A(0,0) D(1,0} E(x,0)

Por propriedade da semelhanca de tridngulos, estes triangulos possuem lados
proporcionais:
|BD| / |DA| =|CE]| / |EA]
Reescrevendo a igualdade acima, obtemos:
k/T =n/m
ou seja,
X = km.

Assim, as coordenadas m,n do ponto C satisfazem a formula y =kx que define a
funcéo f, e portanto C, que foi tomado como um ponto qualquer da reta que une dois pontos
do grafico de f pertence ao grafico da funcdo. Concluséo: qualquer ponto da reta que passa
pela origem e pelo ponto B=(1,k)=(1, f(1)) pertence ao conjunto G(f).

Agora mostremos que, reciprocamente, a representacdo geométrica de qualquer par
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P=(x,f(x))=(x,kx) do G(f) pertence a reta que passa pela origem e pelo ponto B=(1,k).
Novamente, consideremos os pontos A = (0,0), B=(1,k) do G(f) , D = (1, 0), bem como o
ponto Q=(x,0). Das igualdades
|[PQ]| / |BD| =kx/k=x e |QA|/|DA|=x/1=x,

concluimos que os triangulos retangulos ADB e AQP sdo semelhantes. Mas entédo os angulos
internos destes dois triangulos sdo congruentes dois a dois, e portanto os pontos A, B e P séo
colineares. Assim, o ponto P que representa um par qualquer do gréafico de f pertence a reta
reta que passa pela origem e pelo ponto B=(1,k). Em outras palavras, todos os elementos do
conjunto G(f) séo representados por pontos da reta que passa pela origem e pelo ponto
B=(1,k).

Portanto o conjunto G(f) tem para representacdo geométrica uma reta que passa pela

origem.

Importante: A demonstracdo acima nos permite afirmar ndo s6 que uma reta serve de
esboco para o grafico de uma funcdo linear como — mais exato ainda — a representacdo do
conjunto G(f) é de fato uma reta.

Ao Professor: Para o proximo item, espera-se que o aluno conclua que a inclinagéo
de uma reta esta associada ao sinal do coeficiente angular. Espera-se que a demonstracado
geométrica feita no item b ajude na intuicdo desta propriedade, por exemplo, considerando a

representacdo geométrica dos pares A=(0,0) e B=(1,k) pertencentes ao conjunto G(f).

d) Qual a principal diferenca entre a representacdo geométrica obtida em i) e em ii)?

Ao Professor: O objetivo da proxima atividade é explorar a propriedade acima para
funcdes do tipo linear.
Atividade 51

Esboce o grafico de cada uma das fungdes do tipo linear até aqui trabalhadas:

2_
i)f(x):3x 9x

X-3
. —5x® +10x? —5x
i) f(x) =
) 1) X% —2x+1

iii) f(x) = 0
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Apos a construcdo dos esbocos, pergunta-se: Vocé encontrou alguma forma conhecida

como esboco das fungdes acima? Qual é ela?

Generalizando o raciocinio para estabelecer propriedades da funcéo do tipo linear:

Podemos generalizar e dizer que a forma geométrica que Vocé encontrou coincide com
a representagdo geométrica do grafico da fungdo? Escreva no quadro abaixo sua(s)
concluséo(des), argumentando matematicamente, (isto €, a ponto de podermos decidir se suas

conclusdes séo ou ndo verdadeiras).

Ao Professor: Certifique-se que no quadro acima fique registrada a demonstracdo da

afirmacéo abaixo.

“A representacdo geométrica no plano cartesiano do grafico de toda funcéo

do tipo linear é sempre uma reta passando pela origem ou parte dela.”

Que vantagem(ns) podemos tirar das propriedades salientadas acima sobre a funcéo
linear e a funcdo do tipo linear?

Um dos principios da geometria estabelece: “Por dois pontos passa uma e s6 uma
reta”. Assim, para eshogar o gréafico de uma funcéo linear, podemos fazé-lo com um minimo
de trabalho, resumindo-nos a uma tabela de uma Unica linha, pois ja sabemos que um dos
pontos € a origem do sistema cartesiano ortogonal, entdo basta determinarmos outro ponto. E
se levarmos em conta que ao valor x=1 corresponde o valor do coeficiente angular e este
estiver explicito, entdo podemos até dispensar a tabela de uma Unica linha.

No caso da funcdo do tipo linear, devemos primeiramente nos ater ao dominio da
mesma, observando que a reta é descontinua nos pontos cuja abscissa ndo estd definida no

dominio da fungo.

Ao Professor: Sugere-se que antes de propor a atividade abaixo, vocé discuta com 0s
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alunos a seguinte questdo: “quando é que duas fun¢des sdo iguais?”’. Certamente os alunos
ja passaram por exemplos de funcdes que podem ser definidas por formulas diferentes (por
exemplo, na Atividade 46, item d), e entdo espera-se aqui que os alunos respondam ““quando
forem formadas exatamente pelos mesmos pares ordenados”.

Atividade 52

Construa o gréfico das fungdes:

i) f(x) = 5x

i) f(x) =5x% + 10x/ x + 2

As fungdes definidas em (i) e em (ii) sdo iguais?

Em caso negativo,

a) que diferenca vocé observa entre os graficos das mesmas?

b) que diferenca vocé observa entre as representacdes dos graficos de ambas?

Atividade 53

Objetivo(s): Que o aluno consiga, a partir do esboco do grafico de uma funcéo
sabidamente (do tipo) linear, estimar o valor do seu coeficiente angular e, a partir dele,
determinar uma férmula aproximada para a funcao.

Ao Professor: Sugere-se que, caso surja alguma dificuldade por parte dos alunos na
estimativa do valor do coeficiente angular, que seja relembrado a eles que este € o valor da
variavel dependente em correspondéncia ao valor 1 da variavel independente. Nos casos em
que 1 ndo pertence ao dominio da funcao do tipo linear, como no segundo esbogo a seguir,
basta que seja reiterado aos alunos o fato de que o conhecimento de um Unico (e qualquer)
par pertencente ao grafico é suficiente para determinar o coeficiente angular da funcao.

Cabe também salientar que, como se trata de esbogos (que podem apenas estar
representando parte do grafico da funcao), existe uma liberdade para a escolha do dominio

das funcdes ali representadas.
Sabendo que cada esboco abaixo diz respeito a uma funcéo linear (ou do tipo linear),
estime o valor do seu coeficiente angular e, a partir desta estimativa, estabeleca uma formula

para tal funcdo, explicitando também o seu dominio:

1)



2)

3)
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Atividade 54
Objetivo: Que o aluno consiga estimar o coeficiente angular de uma funcéo (do tipo)

linear por meio de um exercicio pratico.

Figura 49 — Ladeira de Ouro Preto.

Fonte:http://www.oqueeufiznasferias.com.br/blog/2010/11/ouro-preto-minas-gerais/

A Figura 49 reproduz uma das ladeiras da cidade de Ouro Preto em Minas Gerais, e
nos mostra a inclinacdo da rua e a maneira como as edificagdes sdo feitas para se driblar esse
detalhe. Olhando a figura e usando seus conhecimentos sobre fungdo linear, como vocé

poderia estimar a inclinagdo desta ladeira?

Ao Professor: Note que a questdo acima oportuniza uma discussdo sobre a relacio

entre “inclinacdo da reta” com o valor do coeficiente angular. Ndo se espera aqui a definigédo
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de inclinagdo, mas uma reflexdo por parte do aluno que o leve a concluir que se ele tentar
imaginar um sistema cartesiano de eixos e encontrar uma férmula para uma funcéo linear
que tem para esboco do seu grafico a rua, entdo o coeficiente angular de tal fungdo da uma
ideia da inclinacdo da mesma.

A questdo abre espaco para uma pesquisa sobre a maior declividade de acesso
permitida para automdveis, caminhdes, bicicletas, cadeirantes, pedestres, que neste trabalho,
é tratada no capitulo de funcdes Afim.

Sugere-se que agora seja discutido o significado da placa de transito da Figura 50

Figura 50 — Arquivo Pessoal Professora Cydara Cavedon Ripoll

Atividade 55

Objetivo(s): Que o aluno consiga ndo s6 determinar a formula da funcdo linear
conhecendo um Unico par ordenado pertencente ao grafico como reconhecer a sua unicidade.
Sugere-se que na justificativa seja aceito o esboco do gréfico da funcédo, mas que o aluno
também seja estimulado a apresentar a formula associada a funcéo.

a) Quantas fungdes lineares existem contendo o par ordenado (1,3) ? Justifique.

b) Quantas fungdes lineares existem contendo o par ordenado (-2, -14) ? Justifique.

c) Quantas funcdes lineares existem contendo os pontos (1,3) e (-2,12)? Justifique.

FUNCAO AFIM
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Obijetivo(s): Que o aluno consiga identificar, a partir da definicao, que fungéo afim é
uma generalizacéo de funcgéo linear.
Uma funcéo f: R — R que pode ser escrita na forma f(x) =kx + b, onde k e b séo

constantes reais, ¢ chamada Funcdo Afim. Neste caso, a constante k é chamada coeficiente

angular e a constante b é chamada coeficiente linear.
Uma funcéo f: A — R, com A € R, que pode ser escrita na forma f(x) =kx + b, onde k

e b sdo constantes reais, € chamada Funcdo do tipo Afim.

Ao Professor: O comentario a seguir serve para que o aluno se dé conta que toda
funcao Afim é uma generalizacdo da funcdo Linear.

Inicialmente observe, na definicdo acima, que se b=0 entdo teremos a funcdo afim é
também linear, dada entdo por f(x) = ax, justificando-se assim a mesma nomenclatura

“coeficiente angular”, tanto para funcéo linear quanto para fungdo afim.

Ao Professor: Ressaltamos novamente a expressdo ““que pode ser escrita” na
definicdo acima, que pode ser enfatizada aos alunos por ocasido da resolugéo dos itens ¢, d e
e na atividade a seguir.

Atividade 56

Verifique se as funcgdes a seguir, sdo ou ndo fungdes afim ou do tipo afim, justificando
sua resposta.

a) f(x) =2x +5

b) f(x) =-3x+1

2 —
¢) f(x) = —3XX - :?X

d) f(x) = (2x* + 6x) / 2x
e) f(x) = (2x2 - 4x) / (x - 2)

Propriedades da fungdo Afim

Objetivo(s): Que o aluno observe que a fungdo Afim de coeficiente linear néo nulo
ndo estabelece mais uma relacdo de proporcionalidade direta entre as variaveis dependente e
independente, mas sim uma relacé@o entre grandezas que variam com mesmo sentido ou com
sentidos contrrios.

Para estudarmos algumas propriedades da funcdo afim, sugerimos que vocé relembre
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antes as definicdes de grandezas que variam com mesmo sentido, grandezas que variam com
sentidos contrarios, grandezas diretamente proporcionais e grandezas inversamente
proporcionais estudadas no inicio deste capitulo. Apos relembrar tais defini¢Ges, responda aos
seguintes questionamentos:

Ao Professor: Sugere-se que, ao discutir com seus alunos o item a, saliente-lhes o
raciocinio que motiva tal pergunta: como fun¢do linear é um caso particular de funcdo afim,
é razoadvel perguntar-se se uma das propriedades da funcdo linear é também uma
propriedade da fungéo afim.

Pode também ser salientado aos alunos que uma forma de justificar a questdo (a) é
apresentando um ““contra-exemplo™ (explicando-lhes também o significado deste termo). A
seguir estimule a discussé@o de forma que leve os alunos a concluirem que a funcéo Afim gera
uma relacéo direta ou inversa entre grandezas, trabalhando, inclusive, a demonstracio deste
fato.

a) O tipo de relagdo entre as variaveis dependente e independente proporcionada por
uma funcdo Linear, a saber, proporcionalidade direta, ainda se mantém para a fungdo Afim?
Justifique sua resposta.

b) Que(quais) tipo(s) de relagdo entre as variaveis dependente e independente é

proporcionada por uma funcdo afim? Justifique sua resposta, escrevendo-a no quadro abaixo.

Ao Professor: Cabe novamente ressaltar aos alunos que alguns testes servem para
intuir uma propriedade (no caso, o tipo de relacdo entre as variaveis) mas eles ndo séo
suficientes para comprova-la/demonstra-la para todas as fungdes afins. Novamente
reforcando que argumentagdo nada tem a ver com formalismo, sugerimos que a
demonstracdo que aqui buscamos seja feita de duas formas, uma em palavras e outra

simbolicamente, conforme quadro apresentado abaixo.

Demonstracdo em palavras: Demonstracdo fazendo uso da simbologia

matematica:
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A relagdo entre as varidveis dependente e independente em
qualquer funcdo afim é uma relacdo entre variaveis que variam com
mesmo sentido ou com sentidos contrarios.

c) Confirme a propriedade demonstrada acima para as fungdes afins a seguir:
a) f(x) =2x +5
b) f(x) =-3x+1

Ao Professor: O objetivo da proxima atividade é explorar a propriedade acima para
funcdes do tipo afim.

Atividade 57
Verdadeiro ou Falso? Justifique.
A relagdo entre as variaveis dependente e independente em qualquer funcdo do tipo

afim é uma relacdo entre variaveis que variam com mesmo sentido ou com sentidos
contrarios.

Ao Professor: Na atividade a seguir trazemos uma aplicacéo de funcgéo do tipo afim.
Atividade 58

Uma operadora de telefonia oferece os planos a seguir.

Plano A: Taxa fixa de R$ 30,00, inclusos 20 minutos, mais R$ 0,80 por minuto
excedente.

Plano B: Taxa fixa de R$ 50,00, inclusos 30 minutos, mais R$ 0,60 por minuto
excedente.

Plano C: R$ 1,80 por minuto, sem taxa fixa.
Pergunta-se:

a) Quais serdo os valores cobrados pela operadora, em cada plano, para uma utilizagéo
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de 15 min, 40 min e 60 min, por més?

b) Qual é o plano mais econémico para uma utilizacdo de 50 min por més?

Ao Professor: A pergunta a seguir requer que os alunos representem, por meio de
formulas, as trés situacOes apresentadas no enunciado do nosso problema.

c) Se escolhermos as varidveis A, B e C para representar os valores cobrados,
respectivamente, para os planos A, B e C e a variavel m para representar o nimero de minutos
utilizados, que férmulas representariam os trés planos citados? Em cada caso, que variavel

vocé escolheu para variavel dependente? E para variavel independente?

Esbocgo do Gréafico de uma Funcéo Afim

Objetivo(s): Que o aluno conclua que:

- 0 gréfico de uma Funcdo Afim é também uma reta, porém, diferentemente da funcao
Linear, ela nem sempre passa pela origem do sistema cartesiano.

— no caso de coeficiente angular positivo (negativo) trata-se de uma funcédo
monotona crescente (decrescente);

—no caso da funcdo nula, temos para grafico uma reta horizontal (precisamente o
eixo das abscissas);

—no caso de uma funcédo do tipo afim teremos para gréfico um subconjunto de uma
reta que ndo necessariamente passa pela origem.

Ao Professor: Sugere-se que, na primeira parte da proxima atividade, os alunos
fiquem livres para construir um esboco do gréfico das funcBes propostas. Neste momento
(eshogo) aceita-se que uma tabela de valores, apesar de conter apenas parte da informagéo
sobre a fungéo, seja construida para ajudar na intuicdo de que uma reta € um bom eshoco.
Dai, surge naturalmente a questao: ““mas sera que o grafico é de fato uma reta?”’, explorada
nos itens a e c. Este Gltimo, na verdade, requer como resposta uma demonstragéo (sugere-se
que seja chamada a atencéo dos alunos para o fato que aqui uma tabela de valores ndo ajuda
a responder a pergunta. E muito comum os livros didaticos validarem esta conclusio por
meio de tabelas, o que consiste uma pratica falha na educacdo matematica). Sugere-se
também que esta demonstracéo seja baseada na geometria e na semelhancga de tridngulos.

Uma alternativa é explorar a constru¢do do grafico da Funcdo Afim genérica,
digamos, dada por f(x)= ax+b, de modo a levar seus alunos a intuirem o fato de 0 mesmo ser
uma reta, uma vez que ja sabem que isto acontece quando b=0. Sugere-se aproveitar a

discussdo para explicitar as intersecgdes da mesma com 0s eixos coordenados, concluindo
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que a reta nem sempre passa pela origem, associando a este fato o valor do coeficiente linear.

Também leve seus alunos a constatar que o sinal do coeficiente angular tem relacdo com a

inclinacdo dessa reta, estimulando os alunos a raciocinarem genericamente.

Para a demonstracdo de que a representacdo geométrica do grafico é uma reta,

sugere-se novamente que seja reiterado o fato que intuicdo e experimentagdo ndo servem

como demonstracao (porque a Matematica ndo € uma ciéncia empirica, e sim uma ciéncia
dedutiva).

ela?

Atividade 59

Esboce o gréafico de cada uma das fungdes abaixo:

i)f(x)=2x+6

i) f(x) = -5x + 10

Ao Professor: Espera-se, no item a seguir, que os alunos reconhecam que ali esta uma

funcéo do tipo afim.
2
i) ) = XX
3%
Responda, a seguir:
a) Vocé encontrou alguma forma conhecida como esbogo das fungbes acima? Qual é

Ao Professor: Use a simbologia para reescrever, caso necessario, a demonstracao

feita pela argumentacgéo dos seus alunos no item a seguir.

b) Podemos afirmar que a forma geométrica que Vocé encontrou acima efetivamente

coincide com a representacdo do grafico da funcdo? Justifique sua resposta, escrevendo-a no

quadro abaixo.

“QO grafico de uma funcdo Afim é sempre uma reta”.

Ao Professor: Espera-se que, na pergunta a seguir, o aluno aponte que a

representacdo geométrica do grafico de uma funcéo afim € uma reta que nem sempre passa

pela origem.



257

c) Que diferenca(s) Vocé encontra entre as representacbes geométricas dos graficos de
uma funcéo linear e de uma fungéo afim?

Ao Professor: Na pergunta a seguir, espera-se que os alunos respondam que uma
diferenca esta na da inclinacdo da reta, caso isso ndo ocorra naturalmente, tente induzi-los a
iss0.

d) Que diferenca(s) Vocé aponta entre os tracados obtidos em i) e em ii)?

e) O grafico de uma funcéo Afim sempre contém o par (0,0)? Justifique.

E qual a vantagem que a propriedade do grafico de uma funcéo afim evidenciada
acima nos proporciona?
Da mesma forma que na fungdo Linear, o grafico de uma funcdo afim é sempre uma

reta, e portanto, para esboca-lo, basta-nos determinar dois pontos do gréfico.

Objetivo(s): Que o aluno reflita sobre a Unica diferenca entre os graficos de uma
funcdo Linear e de uma funcdo Afim, a saber, a reta que representa o grafico da funcao Afim

nem sempre passa pela origem.

Atividade 60
E possivel tracar a reta que representa o grafico de uma funcdo afim apenas

conhecendo um par (a,f(a)) como acontece com qualquer funcdo linear? Justifique.

Atividade 61

Objetivo(s): Que o aluno construa geometricamente o esbogo, agora usando a
maneira econdmica salientada acima, bem como atente para o dominio, quando a fun¢éo é
apenas do tipo afim.

Esboce o grafico das funcbes a seguir:

i) f(x) = -(5/2) x + 10/3

ii) f(x) = (x2 + 10x)/x

Atividade 62

Obijetivo(s): Que o aluno consiga determinar uma férmula para uma funcdo do tipo
afim representada no esboco, atentando especialmente para os dominios que podem ser
considerados.

Ao Professor: Sugere-se que na proxima atividade sejam estimuladas dois tipos de
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resolucdo: uma que faz uso de dois pontos e outra que, a partir do grafico, tenta determinar o
coeficiente angular e o coeficiente linear. O aluno deve perceber que esta Ultima nem sempre

é possivel de ser aplicada.
Sabendo que as curvas abaixo sdo retas, determine funcdes do tipo Afim cujos gréaficos

podem ser representados por estas curvas:
1)

2)

3)
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Ao Professor: Atencdo: A préxima atividade so deve ser trabalhada caso seus alunos

ja tenham estudado Progressdes Aritméticas.

Atividade Extra:

Objetivo(s): Que o aluno observe que as fungdes do tipo linear e do tipo afim com

dominio em Progressdo Aritmética geram imagens também em Progressdo Aritmética.

Ao preencher a tabela a seguir, escolha para cada uma das funcGes apresentadas,

valores da variavel independente que estejam em Progressdo Aritmética e, a seguir, calcule a

imagem destes valores.

Valores de

X

Imagem para
f(x) = 3x

Imagem para
f(x) =3x +2

Ao Professor: Trabalhar com progressdes é uma forma de perceber o comportamentos

distintos das diferentes familias de funcdes; sugere-se que futuramente, por ocasiao do estudo

de outras fungdes tais como quadraticas, exponenciais e logaritmicas, seja realizada uma

atividade semelhante a esta, oportunizando aos alunos uma comparacéo de comportamento

das mesmas em relacdo as funcgdes lineares e afins.
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Talvez os alunos tenham dificuldades em interpretar a frase ““toda fungéo (do tipo)
afim leva progressdes aritméticas em progressdes aritméticas’ por conta do verbo empregado
“levar”. Esta interpretacdo de funcdo, olhando-a como uma *“acdo” que transforma
elementos do dominio em elementos do contradominio vai ser Gtil por ocasido da discussao
sobre inversibilidade, e por isso ter-se optado por uma redacao nesta forma ja aqui.

Decida se € verdadeira ou falsa a afirmagdo “toda funcdo (do tipo) afim leva
progressdes aritméticas em progressoes aritméticas™? Justifique.

No quadro abaixo tente escrever sua argumentacdo, tanto por meio de palavras quanto

por meio de simbologia matematica.

Justificativa em palavras: Justificativa fazendo uso de simbologia

matematica:

Ao professor: Sugere-se que, novamente, seja reiterado aos seus alunos de que acima
(com ou sem simbologia matematica), acabaram de fazer o que chamamos em matematica de

demonstracdo da veracidade da afirmacao.

Vamos agora mostrar geometricamente o que foi demonstrado acima: toda vez que
tomarmos no dominio de fungdes (do tipo) linear ou (do tipo) afim valores em progressdo
aritmética, suas imagens também estdo em progressdo aritmética.

Ao Professor: Sugere-se evidenciar, no desenho abaixo, os termos das progressoes

aritméticas, bem como as razdes das mesmas. Sugere-se

também que os alunos verifiquem esta propriedade em

outras retas e outros valores, por exemplo, retas com

declividade negativa, para valores negativos do dominio,

para o esboco de uma fungéo constante.

NN

)
)
)
)
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Uma aplicagdo do que estudamos até aqui

Objetivo: Que o aluno entenda o significado de uma porcentagem indicando a
inclinacao de uma reta.

Ao Professor: Sugere-se que inicialmente sejam desenhadas algumas rampas no
quadro, atribuindo-lhes algumas medidas e que seja solicitado aos alunos que estimem o
coeficiente angular de fungdes cujos graficos podem ser representadas por estas retas. Para
que as rampas de acesso a pessoas com necessidades especiais sejam construidas, existem
algumas regras que devem ser seguidas e que podem ser encontradas na ABNT NBR 5090.

Na atividade a seguir sugere-se que 0 professor relembre com seus alunos o

significado da porcentagem empregada para expressar inclinagdo de retas.

Segundo a ABNT (Associacdo Brasileira de Normas Técnicas) NBR 5090, as rampas
de acesso a portadores de necessidades especiais devem ter inclinagdes maximas de acordo
com a seguinte formula:

i = (h x100)/c,

onde

i é ainclinacdo da rampa, em %,

h é a altura do desnivel,

c é o comprimento da projecdao horizontal (h e ¢ devem estar na mesma unidade de

medida).

Ao Professor: na pergunta a seguir, talvez o aluno apresente uma natural dificuldade
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em imaginar um dado que a principio é uma variavel, como uma constante.
a) Supondo fixada uma certa inclinagdo i, pergunta-se: de que tipo é a funcdo que

determina o comprimento ¢ em relago a altura h do desnivel?

Ainda segundo especificaces da ABNT, o percentual maximo de inclinacdo € de
10%.
b) Supondo que devera ser construida uma rampa de acesso com 5% de inclinacao,
pergunta-se: qual o comprimento da projecao horizontal desta rampa se, ela tiver
i) 1m de altura?
i) 2m de altura?
iii)  3mde altura?

iv) 4m de altura?

FUNCOES QUE PODEM SER EXPRESSAS PELA FORMULA f(x) = k/x (k cons-
tante ndo nula).

Ao Professor: Estas especiais fungbes homograficas sdo abordadas neste texto por
contemplarem a traducdo para a linguagem de fungdes qualquer relagdo de
proporcionalidade inversa entre grandezas.

Entenda-se por funcdo homogréfica toda funcéo real de variavel real f que pode ser

i X
escrita na forma f(x)= ax+b
cx+d

com ¢ # 0 e ac-bd # 0. No entanto, para o objetivo deste texto,

s0 sdo relevantes as homogréficas da forma f(x) = k/x (k constante ndo nula).

Passamos a tratar agora de fungdes reais de variavel real que podem ser definidas por

formulas da forma f(x) = k/x, com k uma constante real ndo nula.

Atividade 63

Obijetivo(s): Que o aluno determine o dominio da fungéo f(x) = k/x e, por meio dele, se
dé conta que a representacdo geométrica do grafico de uma tal funcéo néo intercepta o eixo
y. Caso o0 aluno tenha dificuldades em imaginar k como uma constante, sugere-se que, em um
primeiro momento, a atividade seja realizada substituindo k por 2 e, num segundo momento,
estimulando a discussdo sobre: mudaria alguma coisa se, no lugar de 2, tivéssemos algum
outro valor real ndo nulo?

i) Qual o dominio (matematico) da funcdo f dada por f(x) = k/x se k é uma
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constante real ndo nula?

i) Sem tentar representar geometricamente o grafico da funcdo dada em (i),
pergunta-se: qual o significado geométrico da sua resposta em (i) com relacdo
a representacdao geométrica do grafico da fungédo?

iii)  Afuncdo f € uma funcgdo (do tipo) linear? Justifique sua resposta.

Ao Professor: Sugere-se que a argumentacdo para as questdes acima sejam por
absurdo e/ou via comparacdo de dominios, e entdo seria interessante retomar o significado
de uma prova por absurdo antes de apresenta-la.

Algumas demonstracdes sugeridas:

- Comparando dominios:

Inicialmente vemos que nao se trata de uma funcéo linear nem de uma funcao afim, ja
que o dominio matematico de f é R — {0}, enquanto que funcdo linear e afim tém R para
dominio.

Logo, resta-nos apenas decidir se f pode ser do tipo linear ou do tipo afim. Aqui € que
fazemos uso do raciocinio por absurdo.

- Fazendo uso do raciocinio por absurdo para o caso de funcédo do tipo linear (a
prova para o caso de funcdo do tipo afim é analoga):

Vamos supor que f é uma funcédo (do tipo) linear. Entdo ela pode ser reescrita na
forma f(x) = cx, para todos 0s x do dominio de f, onde ¢ € um nimero real c. Assim, para todo
x ndo nulo, temos

k/x = f(x) = cx,
logo k/x = cx, ou ainda,
cx? =k, para todo x ndo nulo,

0 que é um absurdo porgue, por exemplo, ora k teria que ser igual a ¢ (quando x
valesse 1), ora k teria que ser igual a 4c (quando x valesse 2 ou -2); para isso acontecer, s6 se
k=c=0, o que é impossivel, ja que k é uma constante ndo nula.

Concluséo: a funcdo f ndo € (do tipo) linear.

iv) A funcdo f é uma funcdo (do tipo) afim? Justifique sua resposta.

Atividade 64

Verifique se as fungBes dadas abaixo podem ou ndo ser expressas na forma f(x) = k/x,
para alguma constante ndo nula k. Em caso afirmativo, especifique seus dominios:

a) f(x) = 2x / x?

b) f(x) = (5x + 10) / (x*> + 2x)
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c) f(x) = 5x/x

Propriedades das funcGes f que podem ser definidas por férmulas da forma f(x) = k/x,

para alguma constante ndo nula k.

Atividade 65

Recomendamos a Vocé mais uma vez relembrar os tipos de relagbes entre grandezas
abordadas no inicio deste texto.

Feito isto, responda: a relacdo estabelecida entre as varidveis dependente e
independente pela fungdo f dada por f(x) = k/x, onde k é uma constante ndo nula é de

( ) proporcionalidade direta

( ) proporcionalidade inversa

() variaveis que variam com mesmo sentido

() variaveis que variam com sentidos contrarios
() nenhuma das respostas anteriores

Justifique sua resposta.

Ao Professor: Sugere-se que seja oportunizado aos alunos formas de chegarem ao
raciocinio genérico esperado com esse questionamento. Caso haja dificuldades em
raciocinar com uma constante k genérica, sugere-se que, num primeiro momento, k seja
substituida pelo, digamos, valor 3, para, num segundo momento, ser lancada a reflexao: e se
o valor 3 for substituido por algum outro valor, a concluséo sera outra?

Mais uma vez, reforcando que demonstracdo nada tem a ver com formalismo e
simbologia, sugere-se que a justificativa seja feita de duas formas, uma em palavras e outra

simbolicamente, conforme quadro apresentado abaixo.

Justificativa com palavras: Justificativa fazendo uso da simbologial

matematica:

Toda fungdo que pode ser definida pela formula f(x)=k/x
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para alguma constante ndo nula k, estabelece uma relagédo de
proporcionalidade inversa entre as varidveis dependente e

independente.

Atividade 66

Comprove a propriedade acima para as funcbes apresentadas nos itens (a) e (b) na
Atividade 64.

Atividade 67

Objetivo(s): Que o aluno consiga determinar uma formula para a fungdo homografica
que estamos estudando.

Quer-se dividir o total de R$ 500,00 igualmente entre algumas pessoas.

a) Quanto cabera a cada uma, se forem 10 pessoas? E se forem 20 pessoas? E se forem

40 pessoas?

b) E possivel obter uma formula que relaciona a quantidade g que cada pessoa
receberd, com o nimero n de pessoas?

c) A férmula obtida em (b) define uma fun¢do? Em caso afirmativo, qual é a variavel

independente e qual € a varidvel dependente? Qual o dominio contextual desta fungéo?

Esboco do Gréfico da Funcdo f definida por f(x) = k/x, onde k é uma constante
nao nula.

Obijetivo(s): Que o aluno consiga esbocar o grafico da funcdo homograéfica f dada por
f(x) = k/x (j constante ndo nula), que reconheca que a fungédo ndo é monotona e que intua a

existéncia de retas assintotas, tanto em x=0 como em y=0.

Atividade 68

Esboce o grafico das seguintes funcdes:

i) f definida por f(x) = 2/x;

i) f definida por f(x) = -3/x;

iii)  fdefinida por f(x) = 1/2x;

Ao Professor: Sugere-se nos itens acima que o ponto de partida para uma reflexdo

seja uma tabela de valores, como recurso para intuir o feitio da curva que representa o
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grafico da funcdo homografica apresentada, mas nao sem antes deixarem muito claro o que
se espera de uma tal curva, a partir da analise do dominio da funcdo: é uma curva
necessariamente interrompida. Além dela, espera-se que os alunos atinem para o fato que o
grafico de tal funcdo ndo pode estar contido em uma reta, visto que ja provaram que a funcao
ndo € do tipo linear nem do tipo afim. Sugere-se que os alunos sejam estimulados a
participarem da discussdo, uma vez que trata-se de uma curva totalmente nova para todos. A
partir de raciocinios do tipo ““0 que acontece com a variavel y quando x aumenta/diminui’,
tanto na situacdo de x ser positivo quanto na situacdo de X ser negativo, espera-se que 0S
alunos intuam o conceito de reta assintota (no caso as de equacéo x=0 e y=0) através de uma
processo de limite ndo formalizado. Nao se recomenda que a definicdo de reta assintota seja
apresentada aos alunos. Se os alunos mostrarem curiosidade quanto ao nome da curva que
representa o grafico de tais funcdes, sugere-se apenas que Ihes seja apenas apresentado o
nome hipérbole.

Ao Professor: Para a generalizacdo sugerida no item a seguir, o aluno deve se dar
conta, inspirado pelos itens anteriores, de que deve dividir o seu raciocinio em dois casos: k
positivo e k negativo.

iv)  fdefinida por f(x) = k/x, onde k € uma constante ndo nula.

Ao Professor: Trabalhe as questdes (v) e (vi) com seus alunos de forma que 0S mesmos
percebam, tanto geometricamente quanto analiticamente (isto é, analisando a férmula que
define a funcdo) que nenhuma destas fungBes homograficas € mondtona, mas que, para
dominios convenientes, existem sim funcbes do tipo k/x que s@o monotonas, como a da
atividade anterior, por exemplo.

V) Alguma das funcbes apresentadas em (i), (ii), (iii), (iv) é uma funcdo

mondtona? Justifique.

vi)  Alguma fungéo do tipo k/x & uma fun¢do monotona? Justifique.

Atividade 69

Esboce o grafico das seguintes funcdes:
a) f definida por f(x) = 3x/x?

b) f definida por f(x) = (-x+3) /(5x?-15X)

Atividade 70
Objetivo(s): Mostrar que um problema talvez ja abordado no ensino fundamental (e

certamente abordado no questionario sondagem) pode ser representado por uma funcdo
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definida pela formula f(x) = k/x com conveniente dominio.

Para construir um muro, 10 homens levam nove dias. Mantendo 0 mesmo ritmo,
quantos dias levardo, para construir 0 mesmo muro,

a) 5 homens?

b) 15 homens?

c) 20 homens?

d) 30 homens?

e) Quantos dias sdo necessarios para que n homens realizem esta mesma tarefa?

f) Podemos representar essa situagdo por meio de uma fun¢do? Em caso afirmativo, de

que forma (ndo deixe de explicitar aqui quem seriam as variaveis independente e

dependente, qual seria seu dominio)?

Atividade Extra: (Provao 2002)

Objetivo(s): Que o aluno saiba aproveitar a linguagem de fun¢ées em um problema
que envolve a relacdo de proporcionalidade inversa.

A margem de erro em uma pesquisa eleitoral é inversamente proporcional a raiz
quadrada do tamanho da amostra. Se, em uma pesquisa com 3600 eleitores, a margem de erro
é de 2%, em uma pesquisa de 1600 eleitores ela sera de:

a) 2,5% Db)2,75% c)2,82% d)3% e)3,125%

INVERSIBILIDADE DE FUNCOES REAIS DE VARIAVEL REAL
Obijetivo(s): Que o aluno compreenda as defini¢cbes de funcao invertivel e de funcéo
inversa, saiba reconhecer se existe ou nao inversibilidade e, em caso afirmativo, 0 mesmo

saiba determinar a fungéo inversa.

Introducéo:

Certamente no Ensino Fundamental vocé escutou falar que a subtracdo é a operacao
inversa da adicdo, bem como a divisdo é a operacdo inversa da multiplicagdo. Assim, por
exemplo, a acdo de somar 3 é desmanchada pela acdo de subtrair 3 e vice-versa; a agdo de
multiplicar por 2 é desmanchada pela agéo de dividir por 2.

Na linguagem de fungdes, as agdes ou operagdes de somar 3 e de subtrair 3 podem ser
expressas respectivamente pelas fungdes f(x) = x + 3 e g(x) = x-3.

Ao Professor: Ressaltamos que restringimos as operacgbes de adicdo, subtracéo,

multiplicacdo e divisdo a “‘somar 3, “subtrair 3, “multiplicar por 2”, dividir por 2~
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simplesmente para podermos tratar de fun¢do de UMA variavel real apenas. E essencial,
neste momento, que os alunos reconhecam f(x) = x + 3 como uma outra forma de escrever a
acao ““somar 3”.

Observe que, com a linguagem de funcgdes, € possivel também mostrar que a acdo de
subtrair 3 desmancha a agdo de somar 3 e vice-versa:

de fato, para um valor a,

aplicando f aplicando g

a b=fa)=a+3 gb)=b-3=a+3-3=a

voltando assim ao valor inicial a.

Ou seja: se encaramos uma fun¢do como uma ac¢ado que transforma valores da variavel
independente em valores da variavel dependente, entdo o quadro acima nos mostra que a
funcdo g desmancha a agéo da funcéo f.

Analogamente, para um valor a,

aplicando g aplicando f

a b=g@)=a- 3 flb)=b+3=a-3+3=a

Ou seja: novamente se encaramos uma fungdo como uma acgéo que transforma valores
da variavel independente em valores da variavel dependente, entdo o quadro acima nos mostra
que a fungdo f desmancha a a¢éo da funcdo g.

Com esta ideia de acdo em mente, na linguagem de fungbes passamos agora a
considerar a questdo de uma funcdo desmanchar a acdo de outra. Dizemos entdo que uma
funcdo é invertivel se existe uma funcdo que desmancha a agdo de f e cuja acdo é também

desmanchada por f ; neste caso, tal funcdo é dita uma inversa para f.

Ao Professor: Salientamos 0 emprego da expressdo “uma inversa” no lugar de “a
inversa” na frase acima. A razdo para isto é o fato de que néo foi e ndo sera discutido o fato
de que a inversa de uma fun¢do, quando existe, € necessariamente Unica. Por ora, talvez o
fato seja intuitivo para o aluno, mas o correto emprego da linguagem ajuda a sua formagéo
matematica, mostrando-lhe como em matematica devemos ser cuidadosos antes de fazer

afirmacoes.
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Atividade 71

Ao Professor: Estimule seus alunos a responderem a questdo a seguir raciocinando
com palavras (isto é, fazendo uso das expressdes “somar 5, “multiplicar por 3”’), antes de
fazerem contas.

Decida se a afirmagao abaixo é verdadeira ou falsa e justifique.

A funcéo f dada por f(x) = 3x + 5 é invertivel e uma inversa para ela é a fun¢éo g dada
porg(x) = (x-5)/3.

Atividade 72
Determine, caso exista, a inversa de cada funcéo f (sugestdo: num primeiro momento,
interprete com palavras a acdo da f para conseguir decidir se esta acdo pode ser

desmanchada), conforme o exemplo:

Definicdo  da|Acdo de f, em|Acgédo da inversa de f, em

Defini¢do de uma inversa para

f, que, caso exista, por ora

funcdo f palavras palavras, caso exista

vamos denotar por g
a) f(x) =x+5 somar 5 subtrair 5 g(x)=x-5
b) f(x) =x-7

c)f(x) =2x+3

d) f(x) =x>+9

e) f(x) =5-2x

Se existe inversa para uma fungéo f entéo, toda vez que tivermos f(a) = b, denotando
por g uma inversa para f, teremos necessariamente g(b) = a (note que s6 assim g tem chances
de desmanchar a acdo de f). Isto deve ocorrer para todos os valores a do dominio de f. Mas,
também, toda vez que tivermos g(b) = a deve ocorrer f(a) = b (pois sé assim g tem chances de
desmanchar a acéo de f). E isto deve ocorrer para todos os valores b do dominio de g.

O esquema abaixo (j& utilizado anteriormente) nos ajuda a verificar se uma dada

funcdo g desmancha a agéo de uma funcéo f:

aplicando f aplicando g

A - b = f(a) - 9(f(@)) = a,
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Bem como:

aplicando g aplicando f

A - b=g(a) - f(g(a)) = a,

f(a(b)) =b e g(f(a)) = a, (*)
para todos os valores a do dominio de f e todos os valores b do dominio de g. Queremos agora

mostrar que estas condi¢Ges podem ser utilizada para descobrir a inversa de uma funcao.

Atividade 73
Determine, caso exista, a inversa de cada funcdo f da atividade 72, mas agora fazendo

uso das condigdes salientadas em (*):

Definigdo da funcdo f |\erificando se f é ou ndo invertivel

a)f(x) =x+5

b) f(x) =x-7

c)f(x) =2x+3

d) f(x) = x2 + 9

e) f(x) =5-2x

Ao Professor: Sugere-se a seguinte argumentacdo para o item (a) acima:
Se existir uma inversa g para f, deve ocorrer f(g(x)) = x, para todo x do dominio de g. Como
f(g(x)) = g(x) + 5 concluimos que g, se existir, deve ser tal que g(x) + 5 = x, para todo x do
dominio de g, o que acontece s6 se g(x) = x — 5. Resta-nos mostrar que esta funcdo g (cuja
acdo é desmanchada pela f), também desmancha a acdo da f. E, de fato, para cada x
pertencente ao dominio de f (no caso o conjunto R),
g(f(x)) = f(x) — 5=(x+5)-5=x.

Concluséo: f é invertivel e a fungdo g dada por g(x)=x-5 € uma inversa para f.

Atividade 74
Objetivo: Que o aluno pratique a metodologia de determinar a inversa para uma
funcdo f e também observe que, uma vez existindo a inversa (aqui denotada por g), tem-se

f(a) = b se e s6 se g(b) =a.
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Verifique se a funcdo f definida por f(x) = 2x + 5 possui uma inversa; em caso
afirmativo, denotando por g tal inversa, determine os valores de:

a) f(1)

b) f(3)

c) 9(7)

d) g(11)

Atencgéo:

\Vocé poderd encontrar em alguns livros didaticos e até em provas de concurso a
notacdo f * para indicar a inversa de uma funcdo f. Optamos por ndo utilizar esta
nomenclatura para evitarmos um erro muito comum de interpretacdo desta simbologia. Por
exemplo, ao se perguntar a imagem de 5 pela funcdo inversa f -, poderia ocorrer a alguém

tentar determina-lo fazendo uso equivocado de uma notagdo utilizada com ndmeros reais,

escrevendo f 1(5) = % 0 que é totalmente equivocado: %:(f(S))'1 que ndo é a mesma

coisa que f - 1(5).

Atividade 75

Objetivo(s): Preparar os alunos para a definicdo de fungéo injetora.

Ao Professor: Esta atividade serve como preparagdo para definirmos funcéo injetora
e mostrarmos, mais adiante, que toda funcao invertivel é injetora. Sugere-se que os alunos
sejam estimulados a responder ao item (c) baseados exclusivamente dos itens (a) e (b).

Dada a funcdo f definida por f(x) = x?,

a) determine f(3);

b) determine f(-3).

c) Refletindo sobre suas respostas aos itens (a) e (b), responda: a funcéo f é invertivel?

Justifique.

Atividade 76

Obijetivo(s): Que os alunos concluam que, no caso de existir uma funcéo inversa, cada
elemento do conjunto imagem precisa ser imagem de um Unico elemento do dominio e que,
desta forma, a imagem da funcéo passa a ser dominio da sua inversa e vice-versa.

Ao Professor Atengdo: estamos nesta atividade utilizando diagramas, com o objetivo
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de ajudar na compreensao/visualizacao; porém € preciso alertar aos alunos que esta ndo é a
melhor representa¢do para o conjunto dos nimeros reais, uma vez R é um conjunto infinito.
Observe a fungéo f: A — R parcialmente representada no diagrama abaixo (no qual

A={2, 3, 7}, mas apenas alguns elementos de & estdo representados):

a) Reescreva f fazendo uso de pares ordenados.
b) E f uma funcdo invertivel? Justifique e, em caso afirmativo, explicite quem sio o

dominio e a imagem da fungdo inversa de f.

Atividade 77
Observe a fungéo f: A — R parcialmente representada no diagrama abaixo (no qual

A={1, 2, 3, 4, 5}, mas apenas alguns elementos de R estdo representados):

A IR

a) Determine f(1);
b) determine f(4).

c) A funcdo f é invertivel? Justifique.

Atividade 78

Ao Professor: A proxima atividade serve para que os alunos certifiquem-se do que foi
tratado nas atividades 76 e 77.

Observe a fungdo f: A — IR parcialmente representada no diagrama abaixo (no qual

A={1, 2, 3, 4, 5}, mas apenas alguns elementos de IR estdo representados), responda: é
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invertivel essa fungdo? Justifique.

De que outra forma podemos garantir que uma funcéo € invertivel?

Ao Professor: “Quando ndo repete valores” é a resposta esperada dos alunos, e
sugere-se que sejam retomadas as atividades 76, 77 e 78 para que a injetividade fato seja
intuida. Ainda, ressaltamos que este texto tem uma abordagem desta questdo diferente de
muitos livros didaticos: a forma como estamos tratando de funcbes reais de variavel real
dispensa o conceito de sobrejetividade, de modo que injetividade se torna uma condigédo
também suficiente para a inversibilidade de uma funcao.

As atividades 76, 77 e 78 servem para intuir um fato muito importante sobre funcdes
inversiveis:

“para que a inversa exista é necessario que cada elemento da imagem seja imagem de
um Unico elemento do dominio™

Antes de provarmos que esta intuicdo é de fato verdadeira, damos um nome a esta
condicdo: uma funcdo f é dita injetora quando ndo existem dois elementos distintos em seu
dominio D(f) com mesma imagem. Simbolicamente:

Se x1, x2€ D(f) séo tais que x1 # X2 entdo f(x1) # f(x2). (****)

Ou, de outra forma:

Se x1, X2 € D(f) sdo tais que f(x1) = f(x2) entdo x1 = x2. (**)

Atividade 79

Ao Professor: Sugere-se que a argumentacdo na atividade a seguir faga uso
preferencialmente de (**); ja para o item (d) sugere-se que os alunos sejam estimulados a
completar a argumentagdo criando um contra exemplo. Se for utilizado o recurso esboco
para intuir a resposta, sugere-se que seja reiterado ao aluno o fato de que *““esboco” serve
apenas para intuicdo, e em matematica nao é possivel evitar o raciocinio preciso.

i) \Verifique se as fungdes definidas pelas formulas a seguir s&o injetoras ou néo,
justificando sua resposta.



274

a) f(x) = 3x
b) f(x) =5x + 7
c) f(x) = 10/x
d) f(x) =x2+5
i) Quais funcdes acima sdo invertiveis? Justifique.
iii) A partir de (i) e (ii), complete o0 quadro abaixo:
Objetivo(s): Que o aluno intua, apés completar o quadro, que afinal uma funcédo é

invertivel se e s6 se é injetora.

Definigdo da fungéo f Injetora? Invertivel?
a) f(x) = 3x
b) f(x) =5x + 7
c) f(x) = 10/x
d) f(x) = x? +5

Das atividades 76, 77 e 78 intuimos um fato importante sobre funcdes invertiveis, a
saber, que para que exista uma fungdo f seja invertivel € necessario que cada elemento da
imagem seja imagem de um Unico elemento do dominio, ou seja, que f seja uma funcédo
injetora. O que a atividade 79 agora sugere € que também toda funcéo injetora é invertivel.

VVamos agora nos dedicar a reflexdo: estas intui¢des séo de fato verdadeiras?

Atividade 80

Decida se sdo verdadeiras ou falsas as afirmagdes abaixo, justificando sua resposta.

i) Toda funcéo invertivel é injetora

i) Toda funcdo injetora é invertivel.

Ao Professor: A demonstracdo sugerida abaixo € por absurdo, e entdo seria
interessante retomar o significado de uma prova por absurdo antes de apresenta-la.

Demonstracao sugerida para (i)

Denotemos por f uma funcao invertivel e por g uma inversa para f. Entdo sabemos que

f(a) = b se e s6 se g(b) = a (***)

(j& que uma desmancha o que a outra faz e vice-versa).

Suponhamos que f ndo é injetora. Isto significa que existe b € Im(f) e existem a; e az
distintos no dominio de f tais que f(a:) = b e f(az) = b; mas por (***) temos entdo

necessariamente que g(b) = a1 e g(b) = a2, 0 que é uma contradi¢do pois neste caso g ndo
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seria funcao (lembre que a1 e a2 sdo distintos). Vemos assim que invertivel e ndo injetora nos
levam a um conflito/absurdo.
Concluséo: para que uma funcdo possua inversa ela necessariamente tem que ser

injetora.

Atividade 81

Objetivo: Que o aluno traduza geometricamente a ideia de injetividade e que intua
geometricamente a inversibilidade das fun¢des linear, afim e homograéfica.

Antes de seguirmos com o estudo sobre fungdes invertiveis e suas inversas,
convidamos vocé a refletir sobre as questdes abaixo:

Ao Professor: Sugere-se para a reflexdo sobre a questao (a) apelar para a condicdo
(****). ApOs a intuicdo geométrica nos itens (b), (c) e (d), sugere-se a comprovagdo da
inversibilidade via a condicdo de injetividade, que é facil de ser constatada algebricamente,
através da condicao (**).

a) O que um bom esboco para o grafico de uma funcédo real de variavel real injetora
deve satisfazer?

b) E verdade que toda funcéo linear é invertivel? Justifique.

¢) E verdade que toda func&o afim é invertivel? Justifique.

d) E verdade que toda funcio f da forma f(x) = k/x, com k # 0 é invertivel? Justifique.

Atividade 82
Objetivo(s): Que o aluno consiga inverter a fungdo Linear ndo nula (o que se espera
que consiga fazé-lo facilmente, através do raciocinio “desmanchar), e que observe a
relacdo que existe entre os coeficientes angulares da funcéo e de sua inversa.
i.  Determine uma funcdo inversa, caso exista, para cada uma das fungdes da
tabela usando duas formas de argumentar, uma via operages e outra via

funcgdes:

Funcéo Linguagem de operacdes Linguagem de funcGes

f(x) = 0

f(x) = 2x
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f(x) = -5x

3x% —9x
fx) = —/—————
() 3

ii. Vocé deve ter observado que todas as fungbes em (i) sdo fungbes (do tipo)
linear. Para aquelas que sdo invertiveis, que tipo de funcdo é a fungdo inversa
que vocé obteve em (i) ?

iii.  Decida se é verdadeira ou falsa a afirmacdo a seguir: a Unica funcéo linear que
ndo é invertivel é a fungdo nula.

Ao Professor: Ao final da demonstracdo da afirmacdo a seguir, sugere-se que seja
salientado aos alunos a relacéo entre os coeficientes angulares da funcéo e de sua inversa.
Decida se é verdadeira ou falsa a afirmacdo a seguir: se uma fungéo (do tipo) linear é

invertivel, entdo uma funcdo inversa para ela também é (do tipo) linear.

Atividade 83
Objetivo(s): Que o aluno perceba a inversibilidade da fungdo (do tipo) afim néo
constante e que sua inversa e também uma funcéo (do tipo) afim.
i) Determine uma fungdo inversa, caso exista, para cada uma das funcdes
definidas pelas formulas abaixo:
a) f(x)=2x+3

b) f(x) =-5
c) f(x)=-5x+4
d) ) = 2Xx% +6X

i) Decida se é verdadeira ou falsa a afirmacdo a seguir: a Unica funcédo linear que
ndo é invertivel é a fungdo nula.
iii) A inversa de uma funcéo (do tipo) afim invertivel é sempre uma funcéo (do

tipo) afim? Justifique.

Atividade 84

Objetivo(s): Que o aluno consiga inverter a fungdo da forma k/x (k constante ndo
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nula) e que observe que neste caso a inversa € igual a prépria funcdo. Aqui espera-se também

que a inversibilidade seja facilmente constatada, pelo argumento “desmanchar”
i) Verifique se € invertivel cada uma das funcbes da tabela abaixo. A seguir,
determine uma funcéo inversa, caso exista, usando duas formas de argumentar,

uma via operagdes e outra via funcdes:

Funcéo Linguagem de operacdes Linguagem de funcGes
f(x) = 2/x
f(x) = -5/x
f(x) = 3x/x?

i) Decida se é verdadeira ou falsa a afirmacdo a seguir: toda funcdo real de
varigvel real f dada por f(x)=k/x (k constante ndo nula) é invertivel, e ela

prépria Ihe serve como funcgéo inversa.

Conclusoes:
Se uma funcdo real de variavel real é invertivel f e g € uma inversa para ela entdo
vae D(f),g(f(a=a (1) eVbeD(g), f(g(b)=b(2)
destas condigdes retiramos também a seguinte informagao:
Para uma funcdo real de varidvel real ser invertivel f deve existir uma funcéo g tal que
De (1): D(f) € Img e Im(f) < D(g) (3)
De (2): D(g) < Imf e Im(g) < D(f) (4)
Juntando as condicdes (3) e (4) concluimos também: se uma funcédo real de variavel real é

invertivel f e g € uma inversa para ela entdo D(g) = Im(f) e Im(g) = D(¥).

Fechamento da Proposta
Objetivo(s): Que o aluno consiga relacionar as fungdes estudadas com as relacdes

entre grandezas estudadas no inicio desta proposta.
Ao Professor: Nas atividades a seguir seus alunos dever&o relacionar as grandezas de

forma direta, inversa, diretamente proporcionais e inversamente proporcionais ou nenhuma
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delas e associar, quando for o caso, a uma das fungdes estudadas. Observe que alguns destes

exercicios foram escolhidos e adaptados a partir do questionario sondagem.

Atividade 85

Em cada item a seguir, verifique se existe alguma relacdo entre as grandezas
envolvidas (grandezas que variam com mesmo sentido, grandezas que variam com sentidos
contrarios, grandezas diretamente proporcionais, grandezas inversamente proporcionais, ou
outra situacdo) e, nos casos afirmativos, diga se tal relacdo pode ser explicitada com a
linguagem de funcbes; em caso afirmativo, explicite o tipo de fungdo que pode representar tal
relacionamento.

Ao Professor: No item (a) espera-se que o aluno reconheca nimero de bactérias x
tempo como relacédo de grandezas que variam com o mesmo sentido, e que a funcéo que as
relaciona € monoétona crescente, mas nédo (do tipo) linear, (do tipo) afim, ou que pode ser
escrita na forma f(x)=k/x.

a) Numa cultura de bactérias, a cada hora, o nimero de bactérias duplica. Se em um
determinado momento temos 30 bactérias, quantas bactérias teremos 1h ap6s este momento?
E 2h apds? E 3h ap6s? Vocé conseguiria representar algebricamente essa situagdo para
qualquer nimero inicial de bactérias?

Existe relacdo entre as grandezas nimero de bactérias e tempo? ( ) Ndo ( ) Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacdo determina uma funcdo? ( ) Ndo () Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo é uma das fungdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, monotona crescente, mondtona decrescente)? Em caso
afirmativo, como vocé a classifica?

Ao Professor: No item (b) espera-se que o aluno reconheca quantidade x tempo como
grandezas que variam com sentidos contrarios, e que a funcdo que as relaciona é mondtona
decrescente, mas nédo (do tipo) linear, (do tipo) afim, ou que pode ser escrita na forma
f(x)=k/x.

b) Um determinado material radioativo se reduz a metade de sua quantidade a cada 10
anos.

Existe relacdo entre as grandezas quantidade de material e tempo? ( ) Nao ( ) Sim.
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Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacéo determina uma fungéo? ( ) Ndo ( ) Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo € uma das funcdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, mondtona crescente, monétona decrescente)? Em caso
afirmativo, como vocé a classifica?

Ao Professor: No item (c) espera-se que o aluno reconheca tamanho x tempo como
grandezas que variam com sentidos contrarios, mas nao proporcionais, e que trata-se de uma
funcéo do tipo afim.

c) Uma vela acesa vai diminuindo de tamanho com o passar do tempo. Se a mesma
comecga medindo 15 cm e sabe-se que a cada hora que passa a mesma diminui 2 cm, qual sera
a altura da vela passados t horas?

Existe relacdo entre as grandezas altura e horas? ( ) Ndo ( ) Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacéo determina uma fungéo? ( ) Ndo ( ) Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo € uma das funcdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, mondtona crescente, monétona decrescente)? Em caso
afirmativo, como vocé a classifica?

Ao Professor: No item (d) espera-se que o aluno reconheca preco de venda x custo
como uma relagéo de proporcionalidade direta, e que se trata de fungéo do tipo linear.

d) Sabendo que, numa determinada farmacia, cada medicamento é vendido com um
lucro equivalente & metade do preco de custo, qual serd o preco de venda de um medicamento
que tem um custo c?

Existe relacdo entre as grandezas prego de venda e custo? ( ) Ndo () Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacéo determina uma fungéo? ( ) Ndo ( ) Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?
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Esta funcdo € uma das funcdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, mondtona crescente, monétona decrescente)? Em caso
afirmativo, como vocé a classifica?

Ao Professor: No item (e) espera-se que o aluno reconheca valor a ser pago x preco
de venda como uma relacé@o de proporcionalidade direta, e que se trata de funcdo do tipo
linear.

e) Uma loja oferece um desconto de 12% sobre o pre¢o de venda para pagamento a
vista. Qual ser o preco a ser pago se o preco de venda da mercadoria é p?

Existe relacdo entre as grandezas valor a ser pago e preco de venda? ( ) Ndo ( )
Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacédo determina uma fungéo? ( ) Ndo ( ) Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo é uma das fungdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, monotona crescente, mondtona decrescente)? Em caso
afirmativo, como vocé a classifica?

Ao Professor: No item (f) espera-se que o aluno reconhega valor x comprimento como
uma relagdo de grandezas que variam com mesmo sentido, e que trata-se de uma funcéo do
tipo afim.

f) Uma peca tem um custo fixo de R$ 3,00 e mais R$ 0,80 por cada centimetro que
aumente o tamanho da peca. Qual serd o valor da pega se ela tiver x cm de comprimento?

Existe relagéo entre as grandezas valor e comprimento? ( ) Nao ( ) Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacéo determina uma fungéo? ( ) Ndo ( ) Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo é uma das fungdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, mondtona crescente, monétona decrescente)? Em caso

afirmativo, como vocé a classifica?
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Ao Professor: No item (g) espera-se que 0 aluno reconhega tempo x comprimento do
lado como uma relagdo de grandezas que variam com mesmo sentido, mas ndo de forma

proporcional, e que uma fungéo que descrevesse esta relacéo seria monotona crescente.

g) Um jardineiro levou 5 horas para limpar um canteiro quadrangular com 6m de lado.
Quanto tempo precisara para limpar, no mesmo ritmo, um canteiro também quadrangular, mas
com o dobro do lado? E com o triplo do lado?

Existe relacéo entre as grandezas tempo e comprimento do lado? ( ) Ndao ( ) Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacdo determina uma funcdo? ( ) Ndo () Sim.
Em caso afirmativo:

Qual varidvel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo é uma das fungdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, monotona crescente, mondtona decrescente)? Em caso
afirmativo, como vocé a classifica?

Ao Professor: No item (h) espera-se que o aluno reconhega largura x comprimento
como uma relagédo de grandezas inversamente proporcionais e que ela estabelece uma fungéo
da forma ki/x.

h) Quer-se construir uma sala retangular com 6 m? de area. Supondo que seu
comprimento seja x, qual deve ser a largura dessa sala para que a area seja respeitada?

Existe relacdo entre as grandezas comprimento e largura? ( ) Ndo ( ) Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacdo determina uma funcdo? ( ) Ndo () Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo é uma das fungdes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, monotona crescente, monétona decrescente)? Em caso
afirmativo, como vocé a classifica?

Ao Professor: No item (i) espera-se que o aluno reconheca numero de torneiras
abertas x tempo como uma relacdo de grandezas inversamente proporcionais, e que trata-se
de uma funcéo do tipo k/x.

i) Quatro torneiras de mesma vazdo, quando funcionando juntas, enchem um
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determinado tanque em seis minutos. Se fecharmos uma delas, em quanto tempo, as outras
trés, funcionando juntas, demorariam para encher o mesmo tanque? E se fecharmos duas? E
se fecharmos 3?

E se tivermos x torneiras sendo fechadas, como se expressa o tempo que demora para
encher o tanque?

Existe relacdo entre as grandezas nimero de torneiras e tempo? () Ndo () Sim.

Em caso afirmativo, qual tipo de relagdo ocorre?

A relacéo determina uma fungéo? ( ) Ndo ( ) Sim.
Em caso afirmativo:

Qual variavel podemos tomar como independente?

Qual variavel podemos tomar como dependente?

Esta funcdo é uma das fungBes que vocé estudou ((do tipo) linear, (do tipo) afim, que
pode ser escrita na forma f(x)=k/x, monotona crescente, mondtona decrescente)? Em caso

afirmativo, como vocé a classifica?

Atividade 86

Ao Professor: A atividade objetiva reforcar a nogéo de inversibilidade de uma funcéo
e o critério estabelecido para reconhecer inversibilidade.

Para as funces a seguir:

i) verifique se elas sdo invertiveis

ii) determine a inversa daquelas que séo invertiveis

Ao Professor: Estimule a resolu¢éo de (i) via o critério da injetividade.

a) f(x) = 7x
b) f(x) = - 13x
c) f(x) = 3/x

d) f(x) =4x + 2
&) f(x) = - 3x + 6
f) f(x) = x? - 16
0) f(x) =
X

h) f(x) = -

x | ©



