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Resumo

Neste trabalho discutimos a semissimplicidade de algebras de Hopf finito-dimen-
sionais e construimos o Duplo de Drinfeld D(H) de uma tal dlgebra H. Além
disso, apresentamos um resultado mostrando a equivaléncia entre as categorias de
representagoes dos médulos sobre D(H) e dos moédulos de Yetter-Drinfeld sobre
He<P. Como consequéncia deste estudo, apresentamos um resultado que caracteriza

uma algebra de Hopf quase triangular.



Abstract

In this work we discuss the semisimplicity of some finite-dimensional Hopf Al-
gebras and we set up the Drinfel "d double D(H) of such an algebra H. In addiction,
we present a result showing the equivalence between the representation category of
modules over D(H) and the Yetter-Drinfeld modules over H®P. As a consequence

of this, we present a result that features a quasitriangular Hopf algebra.
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Introducao

Neste trabalho discutiremos a semissimplicidade de algebras de Hopf de di-
mensao finita e a construgao do Duplo de Drinfeld de D(H) de uma &algebra de
Hopf H finito dimensional. Vamos mostrar que D(H) é uma &lgebra de Hopf quase
triangular e discutir a semissimplicidade do mesmo. Apds, mostraremos que a ca-
tegoria dos médulos sobre o Duplo de Drinfeld é uma categoria monoidal trancada:
Para isso verificamos que essa categoria coincide com uma categoria muito conhe-
cida, a categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H°P. Por fim,
caracterizaremos as algebras de Hopf H de dimensao finita, para as quais a categoria

dos moédulos de H é uma categoria monoidal trancada.

O Duplo de Drinfeld de uma algebra de dimensao finita foi definido por Drinfeld
a fim de proporcionar solugoes para a equacao de Yang-Baxter quantica decorrente
da mecanica estatistica. A construcao de Duplo de Drinfeld relaciona uma algebra
de Hopf, a qual sabemos que nem sempre é quase triangular, com uma &lgebra de
Hopf quase triangular, que é o Duplo de Drinfeld. Essa estrutura quase triangular

estd vinculada com a estrutura quase triangular de alguns grupos quanticos.

A categoria dos mddulos de Yetter-Drinfeld sobre uma algebra de Hopf H é uma
categoria monoidal e, no caso da antipoda sobre H ser bijetora, é uma categoria

trangada. Esse exemplo de categoria é muito importante, pois satisfaz a equacao



de Yang-Baxter quantica, ja que a equacao das trancas é verificada. Com isso

conseguimos uma equivaléncia com a categoria do Duplo de Drindeld.

O trabalho esta dividido em 4 capitulos, cujos assuntos abordados sao descritos

abaixo.

No Capitulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos que sao utilizados ao longo
do trabalho. Entre eles, estao os conceitos e algumas propriedades de algebra,
coalgebra, moédulos, comddulos e algebras de Hopf, assim como as subcoalgebras
das Matrizes. Além disso, mencionaremos um pouco sobre algebras semissimples e

algebras separaveis.

No Capitulo 2, fazemos um estudo a cerca da semissimplicidade de algebras
de Hopf de dimensao finita. Para desenvolver esse capitulo, estudamos as notas
Lectures on Hopf Algebras (veja [25]), juntamente com [10]. Um dos resultados
que caracteriza semissimplicidade de uma &lgebra de Hopf de dimensao finita (que
é nosso caso) é devido a Maschke, o qual a relaciona com o espaco das integrais.
Como muitas vezes temos dificuldade em calcular o espago das integrais de algumas
algebras de Hopf, temos um segundo Teorema, devido a Larson e Radford, que
utiliza somente a antipoda S da algebra de Hopf para tratar a semissimplicidade.
Outro resultado importante, devido & Radford, é uma férmula para S*, a qual é
muito util para mostrarmos que a ordem da antipoda de uma algebra de Hopf de

dimensao finita é finita.

No Capitulo 3, os objetivos sao a construcao do Duplo de Drinfeld de uma
algebra de Hopf de dimensao finita, mostrar que é uma algebra de Hopf quase tri-
angular e discutir a sua semissimplicidade. As principais bases para esses resultados
foram o capitulo 10 de [16], [10], [22] e [12]. Também apresentamos exemplos do
Duplo de Drinfeld de duas algebras de Hopf conhecidas: a algebra de grupo (kG) e
a algebra de Taft (7).



No capitulo 4, estudamos a categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld sobre uma
algebra de Hopf H, que é uma categoria monoidal trancada quando a antipoda de
H for bijetora (veja [1] e [I7]). Além disso, mostraremos a equivaléncia entre a ca-
tegoria dos médulos de Yetter-Drinfeld com a categoria de representagoes do Duplo
de Drinfeld e, por fim, mostraremos que uma algebra de Hopf é quase triangular
se, e somente se, a categoria das representacoes dessa algebra for trancada. Nesses

ultimos dois resultados, utilizamos como embasamento teérico [10] e [16].

Para comodidade de escrita denotaremos o produto tensorial sobre um corpo k
simplesmente por ®. Outras notagoes, serao explicadas ao longo do texto. Para
unificacao dos resultados deste trabalho estamos utilizando uma &dlgebra de Hopf
H de dimensao finita, apesar de alguns resultados nao exigirem essa finitude. Para

facilitar a leitura, lembraremos este fato ao leitor, em cada resultado.



Capitulo 1

Pré-requisitos

No primeiro capitulo desta dissertacao serao apresentados algumas das proprie-
dades bésicas de algebras e médulos de Hopf, para o bom entendimento do trabalho.

Para mais detalhes o leitor pode encontrar esses resultados em [5], [26] ou [16].

1.1 Algebras de Hopf

Nesta secao introduziremos os conceitos necessarios para definir uma &algebra
de Hopf. Com o objetivo de apresentar os conceitos duais de algebra e coalgebra,
vamos iniciar apresentando a definicao de algebra via diagramas, os quais serao

dualizadas para obtermos o conceito de codlgebra.

Defini¢ao 1.1.1. Uma k-dlgebra (ou simplesmente dlgebra) é um k-espago veto-
rial A com duas aplicagoes k-lineares, m : A® A — A (multiplicagao) e u : k — A

(unidade), tais que os sequintes diagramas sao comutativos:



AQAR A9 A9 A A® A

| e

idA®@m m k@A m A@k

e M \é\\ //{/

" A

Note que o primeiro diagrama representa a associatividade da multiplicacao e o

segundo, a existéncia de unidade de A, dada por 14 = u(1y).
Com isso, podemos fazer a seguinte definicao:
Definigao 1.1.2. Sejam A e B dlgebras com multiplicacoes my e mp e unidades

uy € ug, respectivamente. Uma aplicacio f : A — B €é um homomorfismo de

dlgebras se os sequintes diagramas sao comutativos:

AoA—1%" _peB k— "4 . A
ma mp up f
A - B B

Assim, dualizando os diagramas acima obtemos a definicao de coalgebra e de

homomorfismo de codlgebras.

Defini¢ao 1.1.3. Uma k-codlgebra (ou simplesmente codlgebra) é um k-espago
vetorial C' com duas aplicagoes k-lineares, A : C — C @ C (comultiplica¢ao) e

e :C =k (counidade), tais que os sequintes diagramas sao comutativos:

C A CeC /C\
A A®ido k®C A C ek
COC—r=Celal s



Definicao 1.1.4. Sejam C' e D codlgebras com comultiplicagoes Ax e Ap e couni-
dades ec e ep, respectivamente. Uma aplicacao f : C'— D é um homomorfismo

de codlgebras, se os sequintes diagramas sao comutativos:

C ! D c—71 .p
Ao Ap o D
C®C 7Y D®D

Agora, apresentaremos a notacao de Sweedler, a qual é muito eficaz para o

calculo de longas composigoes envolvendo a comultiplicacao A.

A definicao recursiva da sequéncia de aplicagoes (A,,),>1 € definida como A; = A
e, paran > 2, A, : C — CRC...QC (n+1 vezes) temos que A,, = (ARid")A,, ;.
A notagao de Sweedler para A se escreve como A(c) = ¢; ® ¢y (omitiremos o
somatorio), para qualquer ¢ € C, evitando assim a escrita A(c) = ch ® Cio.
Indutivamente, A, (¢) = ¢; ® ... ® ¢,11, para todo n > 2. Para mais detalhes ver

5], p-4].

Entao as comutatividades dos dois diagramas da definicao de codlgebras na

notacao de Sweedler nos dao que

A(C)2011®012®02261®021®c22:cl®02®c3

c=¢(cy)ee = cre(cg)

Dando sequéncia, estamos em condigoes de definir uma bialgebra:

Definicao 1.1.5. Um k-espaco vetorial B € dito uma bidlgebra se existem aplicacoes
k-linearesm : B B — B,u:k — B,A: B— B®B ec: B — k tais que (B, m, u)
¢ uma dlgebra, (B, A, &) é uma codlgebra e vale uma das sequintes condigoes (equi-

valentes):



(i) A e e sao homomorfismos de dlgebras,

(1) m e u sao homomorfismos de codlgebras.

E, consequentemente, definimos:

Definigao 1.1.6. Sejam B e B’ duas bidlgebras. Uma aplicagio f: B — B’ € dita
um homomorfismo de bidlgebras se f ¢ simultaneamente um homomorfismo

de dlgebras e de codlgebras.
Nosso proximo objetivo serd apresentar o conceito de dlgebras de Hopf, para
isso, precisamos da seguinte definicao:

Definicao 1.1.7. Sejam (C,A ) uma codlgebra e (A, m,u) uma dlgebra. Defi-
nimos no conjunto Homy(C, A), dos homomorfismos k-lineares, uma estrutura de
dalgebra em que a unidade € dada por uwo e e a multiplicacao € dada pelo produto

convolucao *:

frg=mo(feg)oA

para todos f,g € Homy(C, A).

Usando a notacao de Sweedler temos:
(f*9)(c) = fler)g(ca)
para todos f,g € Homy(C,A) e c€ C.

Definigao 1.1.8. Seja (H,m,u, A, €) uma bidlgebra. Dizemos que H € uma dlgebra
de Hopf se existe um elemento S € Homy(H, H) que € o inverso de idy com

relacao ao produto convolu¢ao *, isto é:
S(hl)hg = €(h)1H = hls(hz)

para todo h € H. A aplicagio S € chamada antipoda de H.



Abaixo, listaremos alguns exemplos de algebras de Hopf que serao utilizados ao
longo deste trabalho:
Exemplo 1.1.9. Algebra de grupo. Sejam G um grupo e kG = {Z kg; g € G}

geG
o k-espaco vetorial com base {¢g},eq. Entao kG é uma &algebra de Hopf com as

seguintes estruturas: para todos h,g € G,

m(g ® h) = gh u(ly) = 1
Alg)=g®g e(g) = 1k
S(g) =g ".

Exemplo 1.1.10. O dual de uma algebra de Grupo. Seja G um grupo finito,
temos que (kG)* = {py; g € G} onde py(h) = 6,,. Logo, com as estruturas abaixo,
(kG)* é uma &lgebra de Hopf: Dados h,g € G,

m(py @ pr) = 0g.nPg u(ly) = Zpg = lka)-
geG
A(pg) = Zpgh*1 X DPn 5(pg) = 51,9
heG
S(pg) = pgfl.

Exemplo 1.1.11. Algebra de Sweedler (H,). Assumimos que car(k) # 2. Seja
H, uma k-dlgebra gerada por c e x, satisfazendo as relacdes ¢ = 1, 22 = 0 e
xe = —cx. Ouseja, Hy =k < c,x:c* —1,2% xc+ cx >. A estrutura de codlgebra

e da antipoda ¢é dada por:

Alc)=c®ec Alz)=c@r+z®1
e(c)=1 e(z) =0
S(c)=c! S(x) = —cux.



Com estas condicoes H, é uma algebra de Hopf.

Generalizando o exemplo descrito acima, temos a seguinte algebra de Hopf:

Exemplo 1.1.12. Algebra de Taft (Tq). Sejam n > 2, n € N e q uma raiz
n-ésima primitiva da unidade. Consideramos a k-algebra definida pelos geradores

g e x, com as relagoes:
g"=1,2"=0exg9 = qgx.

Ou seja, Tg=k < x,g: 2", ¢g" — 1,xg — qgxr >. Esta algebra possui estrutura de

coalgebra dada por

E antipoda definida por:
S(g)=g"" S(x) = —g"'z.

Com estas estruturas, 7, é uma algebra de Hopf.

Exemplo 1.1.13. Grupos Quanticos. Sejam ¢ € k*, ¢ = 1, [ > 5. Definimos
a k-algebra Uq = Uq(sly) =k < E,F,K,K™' : KE = *EK,KF = ¢*°FK,EF —
FE=——— KK '=1=K'K >,

q

Definindo-se A : U, — U, ®U,, e : Uy, — ke S : Uqg — U, de modo que

AE)=E@K'+K®F AF)=FK'+KeF
AK)=K®K AKHY=K'gK!
e(F) =¢(E) =0 f(K) =1

S(E) = —q2E S(F) = —¢2F S(K) =K.



Pode-se verificar que U, é uma élgebra de Hopf.

Analogamente, aos conceitos dados acima, podemos definir um homomorfismo

de algebras de Hopf, como segue:

Definicao 1.1.14. Uma aplicacao f : H — H' € dita um homomorfismo de

algebras de Hopf se ¢ um homomorfismo de bidlgebras.

Agora apresentaremos algumas propriedades das algebras de Hopf, muito uti-
lizadas durante este trabalho. Todos esses resultados podem ser encontrados com

mais detalhes em [5].

Proposicao 1.1.15. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entao, para
todos g, h € H,

(i) S(hg) = S(g)S(h).
(i) S(1y) = 1y.

(#i1) A(S(h)) = 32 5(h2) @ S(ha).

As propriedades (i) e (i7) significam que S é um anti-homomorfismo de algebras,

e as propriedades (iii) e (iv), que S é um anti-homomorfismo de codlgebras.

Observagao 1.1.16. Seja H uma algebra de Hopf com a antipoda S bijetiva.
Usando as propriedades listadas acima para S, é facil ver que S~! satisfaz, para

todos h,g € H:
(i) S~H(hg) = S~ (g)S™H(h).

(ZZ) S_l(hQ)h]_ = hQS_l(hl) = E(h)lH



Definicao 1.1.17. Sejam H wma dlgebra de Hopf e : H® H — H® H € o
isomorfismo tal que T(h ® k) = k ® h, para todos h,k € H.

(1) Dizemos que H é comutativa se mo 1 =m.

(7i) Dizemos que H e cocomutativa se A =10 A.

Lema 1.1.18. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. As sequintes afirmacoes

sao equivalentes:
(i) S? = id.
(i7) heS(hy) = e(h)1ly, para todo h € H.
(17i) S(h2)hy = e(h)1g, para todo h € H.

Coroldrio 1.1.19. Se H ¢é comutativa ou cocomutativa entdo S = id.

Seja S a antipoda de H, denotaremos por S* a antipoda de H*. Com isso, temos

o seguinte resultado:

Teorema 1.1.20. Se H ¢ uma dlgebra de Hopf de dimensao finita com antipoda

S, entao H* ¢ uma dlgebra de Hopf com antipoda S*.
Observacao 1.1.21. H é cocomutativa se, e somente se, H* é comutativa.

Definigao 1.1.22. Sejam C' uma codlgebra e c € C, ¢ é dito um elemento group-
like, se A(c) =c®c ec(c) =1. O conjunto de todos elementos group-like de C' é
denotado por G(C).

Observagao 1.1.23. Se H é uma algebra de Hopf, entdo o conjunto G(H) dos

elementos group-like de H é um grupo. De fato:

1. 1H € G(H), pOiS A(1H> = 1H X 1H [§ 8(1]{) = 1]1<-

2. Se g,h € G(H) entao A(gh) = A(9)A(h) = (¢ ® g)(h® h) = gh® gh e
e(gh) = e(g)e(h) =1, ou seja, gh € G(H).
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3. Dado g € G(H), temos g~' = S(g) € G(H) pois, por [L.L1.15, A(S(g)) =
S(g) ® S(g), e(S(g)) = e(g) = 1k e, pela definigdo, de S temos S(g)g =

95(9) = €(9)ln = 1n.
Com isso, podemos concluir que se I' é um grupo entao G(kI') ~ T.

Proposicao 1.1.24. Com as notacoes acima, se g # h € G(H) entdo {g,h} é

linearmente independente sobre k.

Demonstracao: Suponha que A\g + ph = 0, para certos A\, u € K. Suponhamos
que A # 0, em particular, podemos supor A = 1. Seja x = g + ph = 0. Assim,

g=—phe

0=A(z) = Alg)+ pnA(h)
= gRg+ph®h
= —ph@g+ph@h

= pu(h®—g+h)=0.

Ou seja, 4 = 0 ou g = h. Absurdo, pois no primeiro caso teriamos g = 0 e no
segundo g # h por hipdtese. Logo A = 0 e consequentemente p = 0, ou seja, {g, h}

é linearmente independente. [ |

Analogamente, utilizando o processo de inducao, mostra-se que se ¢y, ..., g, €
G(H) e g; # g, para todo i # j, entdo {g1, ..., g } ¢ linearmente independente sobre
k.

Observacao 1.1.25. ([5], Example 4.1.5 (3)) Seja H = (H,m,u,A,e,S5) uma
algebra de Hopf com antipoda bijetiva. Entao, a partir de H podemos construir

novos exemplos de algebras de Hopf:

1. H® = (H,m,u,A,e,S1) é uma dlgebra de Hopf, onde m®” = mo .
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2. H*P = (H,m,u, AP e, S71) é também uma &lgebra de Hopf, onde A®P =

T70A.

3. (HoP)P = (H,m u, AP ¢,S) é também uma &dlgebra de Hopf. Neste caso,

nao é necessario que S seja bijetiva.

1.2 Modbdulos de Hopf

Vamos comecar esta secao apresentando a definicao de médulo via diagramas,
com o objetivo de dualiza-las, para determinar entao o conceito de comddulo e por

fim, introduzir o conceito de médulos de Hopf.

Definicao 1.2.1. Sejam M um k-espaco vetorial e A uma k-dlgebra. Dizemos que
M € um A-mddulo a esquerda, se existe uma aplicagao k-linear pp; : AQ M —

M, tal que os sequintes diagramas comutam:

A Ae M9 Ao M A® M
UAW
mA®idy K k® M %
Ao M TY: M \M

Note que os diagramas nos dizem que, para todos a,b € A e x € M temos:
(1) a.(b.x) = (ab).x e

(77) 1p.x = x.

Analogamente, definimos A-mdédulo a direita.

Definicao 1.2.2. Seja A uma dlgebra. Um A-modulo M ¢é dito A-modulo livre
se ele possui uma base, ou seja, se todo elemento de M pode ser escrito unicamente

como uma combinacdo linear finita de elementos da base com coeficientes em A.

13



Definicao 1.2.3. Sejam M e N A-mddulos a esquerda. Uma aplicacao k-linear
f: M — N é um homomorfismo de A-modulos a esquerda se o sequinte

diagrama € comutativo:

A M—4% Ao N
j73Ys KN
M 7 N

Dualizando os diagramas acima, obtemos os conceitos de comdédulo e de homo-

morfismo de comodulos como segue.

Definicao 1.2.4. Sejam M um k-espaco vetorial e C' uma k-codlgebra. Dizemos
que M é um C-comddulo a direita se existe uma aplicagao k-linear ppy - M —

M @ C tal que os sequintes diagramas sao comutativos:

M i M®C M
PM idpy QA p]\/I\M ® ]k
%:c
M@C—-——>-MaCeC Mo d

A notacao de Sweedler é usada também para comddulos, ou seja, para qualquer
m € M, denotamos py(z) = 9 ® x1. Entdo, o segundo diagrama nos diz que
x = xoe(xy). Isto é chamado de propriedade da counidade. Similarmente para o

primeiro diagrama.

Analogamente, definimos C-comédulo a esquerda. Ao longo desse trabalho, para

qualquer comédulo usamos a mesma notagao p para designar sua estrutura.

Definicao 1.2.5. Sejam M e N C-comddulos a direita. Uma aplicagao k-linear

f: M — N é um homomorfismo de C-comddulos a direita se o sequinte

14



diagrama comuta:

M PN

Agora definiremos um médulo racional. Para isso, sejam C' uma k-codlgebra e
C* = Homy(C, k) sua k-dlgebra dual. Se M é um k-espago vetorial e p : M —
M ® C' é uma aplicacao k-linear onde p(m) = >, m; ® ¢;, nés definimos a estrutura

de C*-médulo a esquerda sobre M pelo homomorfismo p, : C* ® M — M, dado
por i,(c* ®@m) =), c*(c;)m;.

Com isso, temos o seguinte resultado:

Proposicao 1.2.6. (M, p) € um C-comédulo a direita se, e somente se, (M, pu,) €

um C*-mddulo a esquerda.
Agora definimos:
Oy : M — Hom(C*, M), por Oy(m)(c*) = c*m, m € M,c* € C*.
Sejam j : C' — C*™*, j(c)(c¢*) = ¢*(c) a injec@o canodnica, e

fu: M@ C* — Hom(C*, M),

fa(m @ c)(c") = ¢ (c")m
que é um homomorfismo injetor. Segue que
Y M@ C — Hom(C*, M), vy = fu(id ® j)

¢ injetor. E claro da definicdo que vy (m @ ¢)(¢*) = ¢*(¢)m, para c € C, ¢* € C* e

me M.
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Definigao 1.2.7. M ¢ um C*-mddulo a esquerda racional se,

Ori(M) C v (M @ CO).

Portanto, se M é um C*-mddulo a esquerda racional, entao M é um C-comddulo

a direita.

Observagao 1.2.8. Se v (M ® C') = Homg(C*, M), entdao M é um C*-mdédulo
racional. De fato, pois 0y, (M) C Homy(C*, M) = vy (M & C).

Observacao 1.2.9. M é um C*-mdédulo racional se, e somente se, para todom € M,

existem duas familia finitas de elementos (m;); € M e (¢;); C C tais que

c-m=>, c(c;)m;

para todo ¢* € C*.

Observagao 1.2.10. Se (' é uma codlgebra de dimensao finita, entao C* é um
C*-moddulo a esquerda racional. Basta mostrar que yo«(C* ® C') = Hom(C* @ C*),

o que nao é dificil pois ja temos por hipdtese que vo« é injetor.

Apoés todas essas definicoes podemos introduzir os médulos de Hopf, os quais

serao muito uteis para exemplos das agoes utilizadas no capitulo 2.

Definicao 1.2.11. Sejam H wuma dlgebra de Hopf e M um k-espaco vetorial. Di-

zemos que M é um H-modulo de Hopf a direita, se:
(1) M € um H-mddulo a direita via M @ H — M, tal que x ® h — xh.
(19) M € H-comddulo a direita via M — M @ H, tal que x — 1o ® x71.

(1ii) p(xh) = xohy @ x1he, para x € M, h € H, com A(h) = h; ® ha.

Analogamente, definimos H-mddulo de Hopf a esquerda.
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Exemplo 1.2.12. Seja H uma dlgebra de Hopf. H é um H-mddulo de Hopf tanto
a esquerda como a direita.
Mais adiante, mostraremos outro exemplo de médulo de Hopf (ver [2.1.13)).

Definicao 1.2.13. Sejam M, N H-mddulos de Hopf a direita e f : M — N
aplicacao k-linear. Dizemos que f ¢ um homomorfismo de H-mddulos de
Hopf a direita se f ¢ homomorfismo de H-mddulos a direita e de H-comodulos
a direita.

Definigao 1.2.14. Seja M um H-mddulo a esquerda. O conjunto

MH" ={m e M;h.m = e(h)m,Vh € H},

¢ um subespaco vetorial chamado subespagco dos invariantes de M.

Definicao 1.2.15. Seja M um H-comodulo a direita via p : M — M Q@ H. O

conjunto
M ={z e H;p(x) =r® 1y},

¢ um subspaco vetorial chamando subespaco dos coinvariantes de M.

Teorema 1.2.16. (Teorema Fundamental dos Mddulos de Hopf) Se M é
um H-mddulo de Hopf a direita, entdo a aplicacdo f : M @ H — M tal que
x® h+— xh, para x € M°", h € H, é um isomorfismo de H-mddulos de Hopf a

direita.

1.3 Algebras semissimples e separaveis

Nesta se¢ao, fazemos um resumo de conceitos e resultados que vamos necessitar
neste trabalho sobre algebras semissimples e algebras separaveis. Maiores detalhes,

porém, podem ser encontrados em [0], [2] e [13].
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Definicao 1.3.1. Sejam R um anel e M um R-mddulo a esquerda. Entao dizemos
que M € um R-modulo simples se M € nao nulo e s6 admite os submoddulos
triviais 0 e M. O anel R ¢ dito simples se ndo possui ideais (bilaterais) além dos
triviais. Ainda, M é dito um R-mddulo semissimples se é uma soma (direta) de
R-mddulos simples. Um anel R € dito semissimples (a esq.) se o R-mddulo reqular

rR € semissimples.

Apresentaremos a seguir alguns resultados que caracterizam a semissimplicidade

para anéis e médulos (veja [13]).

Teorema 1.3.2. (Wedderburn-Artin) Seja R um anel semissimples a esquerda.

Entao, temos que

R~ M,,(Dq) x ... x M, (D,)

para adequados anéis de divisao D1, ..., D, e inteiros positivos nq, ...,n,. Além disso,
r € unicamente determinado, assim como os pares (ny, D1), ..., (ny, D,) (a menos
de permutagdo), e existem exatamente r mdédulos a esquerda simples sobre R mu-

tuamente nao-isomorfos.

Como M, (D;) x ... x M, (D,) é semissimples tanto a direita como a esquerda,
concluimos pelo Teorema acima que um anel R é semissimples a esquerda se, e
somente se, R é semissimples a direita. Isto permite falarmos em anéis semissimples,

sem nenhum adjetivo de lateralidade.

Teorema 1.3.3. Seja R um anel. Para que um R-modulo M seja semissimples é

necessario e suficiente que cada R-submddulo de M seja um somando direto de M.

Teorema 1.3.4. Seja R um anel. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) O R mddulo regular a esquerda rR € semissimples.
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(77) Todos R-mdédulos a esquerda sio semissimples.

(17i) Toda sequéncia exata de R-mddulos a esquerda cinde.

Definicao 1.3.5. Uma dlgebra de Hopf H € dita semissimples se é semissimples

como uma k-dlgebra, ou seja, se todo H-mddulo a esquerda é semissimples.

Agora definiremos a separabilidade de uma k-algebra:

Definicao 1.3.6. Seja A uma k-dlgebra. Dizemos que A é separdvel se ezistem
ri, i € A, 1 <i<n (dimA=n), tais que:

(i) >, mili =1.

(i) Ve e A, Y o @l =), @ Lz em A® A.

Se a familia {(r;,1;) Y1, satisfaz os itens acima, podemos mostrar que e := Z T ®
l; € AR A € um elemento idempotente chamado idempotente de separabiliidade

de A.

Apresentemos agora alguns exemplos de algebras separaveis.

Exemplo 1.3.7. O anel R é uma R- élgebra separdvel, mais geralmente, R =
R®&R® ... D R é também uma R-algebra separavel. De fato, sabemos que os
elementos e; = (1,0,...,0), ea = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0, 0,...,7}) de R™ sao
idempotentes ortogonais e formam uma base de R™. Entdo, e = Z ej ®e; é um
idempotente de separabilidade de R. =

Exemplo 1.3.8. A R-élgebra M,(R), das matrizes de ordem n x n sobre R, é
separavel. De fato, consideremos as matrizes canonicas E;;, para i,j € {1,2,...,n},

n
e definimos entao e = E E;j®FE;;, onde o indice j é fixo. Assim, e é um idempotente

1=1
de separabilidade de M, (R).

Observemos que, neste exemplo, fica claro que o idempotente de separabilidade

de uma &lgebra separavel nao é tinico necessariamente.
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Exemplo 1.3.9. Sejam R um anel e G um grupo multiplicativo finito, de ordem n,
tal que n = nlg é um elemento invertivel em R. Entao pode-se mostrar facilmente
que a R-algebra RG é separavel sobre R, com idempotente de separabilidade dado

1 . -
por, e = — E g®g~'. E, reciprocamente, se RG é uma algebra separavel, entao n
n
geG
é um elemento inversivel em R.

1.4 Subcoalgebras de Matrizes

Nesta secao serao mencionados alguns resultados importantes sobre as subcodl-
gebras de matrizes, as quais sao importantes para a demonstracao do iltimo teorema
do capitulo 2. Para maiores detalhes, esses resultados podem ser encontrados na

segao 7.3 de [3].

A codlgebra das matrizes C' = M¢(n,k), para algum inteiro positivo n, é uma

k-codlgebra com as seguintes estruturas:
Alcy)= Y cp®@cy e eley) =0y,
1<p<n
para (¢;;)1<ij<n base de C.

Neste caso, temos que C* ~ M, (k) é a dlgebra das matrizes, onde os elementos

de C* sao da forma (E;;)1<ij<n C C*, definidos por Ejj(c¢,s) = 0;0js.

Identificando C* e M, (k), podemos considerar também o traco de ¢* € C*,
Tr(c*), o qual é a soma de todos os coeficientes dos E;s na representacao de C* na

base (Cij>1§i,j§n de C*.

Definimos uma forma bilinear ( | ) : C x €' — k por (¢jic,,) = 6is0;r, para
todos 1 < 4,7,7, s < n. Esta forma induz uma aplicagao linear ¢ : C' — C*, por

&(c)(d) = (c|d), para todos ¢, d € C. Claramente temos que &(c¢;;) = E;;, para todos
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1,7, assim £ é um isomorfismo de espagos vetoriais.

Lema 1.4.1. ([5], Lema 7.3.1) Com as nota¢ées acima, para qualquer c¢,d € C,

temos:

(i) (cld) = Tr(&(c)(d)).

n

(i) e(c) = > _(clex) = Tr(=(c)).

i=1

Se £ é um isomorfismo linear, nés podemos transferir a estrutura de k-algebra

de C* = M, (k) para o espago C, de tal modo que a multiplicacdo é definida por

cod = £1(&(e)é(d)), para todos ¢,d € C. Er% particulau;Z Cij O Crs = 0isCrj. O

elemento identidade de (C,0) é dado por 5_1(2 E;) = ch- e denotamos por
i=1

i=1
n
XC: E Cii-
i=1

Denotamos por ¢ o elemento coco...oc (r vezes) e =V o inverso de ¢ em

(C,0). Com estas notagoes, temos os seguintes resultados:

Proposicao 1.4.2. ([5], Proposition 7.3.3) Seja ¢ : C' — C' um homomorfismo
linear. Entdo ¢ ¢ um homomorfismo de codlgebras se, e somente se, existe t € C,
invertivel em (C,0) tal que ¢(c) =t"Y ocot, para todo c € C. Mais ainda, neste

caso, nds temos que Tr(¢) = e(t)e(tY).

Proposicao 1.4.3. ([5], Lema 7.3.10) Seja H uma dlgebra de Hopf cossemissimples,
A € [[(H*) e C uma subcodlgebra de matrizes de H. Seja t € C um elemento
invertivel em (C,0) tal que S*(c) = t"Y ocot, para todo c € C. Entdo e(t) # 0 e
e(t=D) £ 0.
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Capitulo 2

Semissimplicidade

Nesse capitulo apresentaremos trés teoremas importantes, muito titeis na carac-
terizacao de algebras de Hopf semissimples. Eles estao presentes, por exemplo, em

[25], [5], [19] e [14]. O texto que segue esta fortemente baseado em [10].

2.1 O espaco das integrais

O objetivo dessa secao é mostrar um teorema devido a Larson e Sweedler para
algebras de Hopf de dimensao finita, o qual mostra que a antipoda dessas algebras
é bijetiva. Além disso, o resultado mostra a unidimensionalidade do espacgo das

integrais.

Definicao 2.1.1. Seja H uma dlgebra de Hopf. O k-espaco linear das integrais a

esquerda e a direita de H sao definidos, respectivamente, como:
I(H):={he€ H: zh=¢(x)h,Yr € H} e (2.1)

I.(H):={h€ H: hx =¢(x)h,Vr € H} (2.2)
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H serd chamado unimodular, se I[}(H) = I.(H).

Observagao 2.1.2. Com esta definicao, o espago das integrais [;(H) de H ¢é o
ideal dos invariantes (a esq) com respeito a agdo de H sobre si mesma, dada pela

multiplica¢do. Afirmagao similar pode ser feita para I,.(H).

Exemplo 2.1.3. Seja H a Algebra de Grupo definida no Exemplo com G

finito, e consideremos t = Zg. Entao t € I}(H) et € I.(H).
geG

De fato, para todo h € G

ht:th:Zhg:Zg:tzs(h)t,

geG geqG geqG

pois hg percorre todo G e £(h) = 1, para todo h € G. Analogamente, th = ¢(h)t.
Portanto, t € [;(H) et € I,(H).

Exemplo 2.1.4. Seja H = (kG)* a algebra definida no Exemplo |1.1.10, com base

{py : g € G}, onde p,(h) = d,p. Set =p;, entdao t € [}(H) et € I.(H).

De fato, para todos g € G e f € (kG)*, temos

f(lH)u se gle
0, se g+#1py.

(f*p1)(9) = f(g)p1(g) =

Por outro lado,

f(lH)7 se g=1ly
0, se g+# 1g.

en-([)pi(g) = f(lu)pi(g) =

Logo, t = p; € [;(H). Analogamente, mostra-se que t = p; € I.(H).

Exemplo 2.1.5. Sejam H = T, a Algebra de Taft definida no Exemplo [1.1.12,

Entao temos:

t = (I+g+..+g" 2"t el(T,) e

= (""" g+ .+ 1" " e L(T)).
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Observe que para mostrar que t e ' sao integrais basta verificar (2.1)) e (2.2)

para os elementos g e x, geradores de T},. Assim, temos que:

ot = x(1+g+..+g" ™!

= (z+xg+zg®+ ... +xg" )"

= (z+qgr +qgzg + ... + qgzg" )"

n—1 n—1 n—1

= (r4qgr+ g+ .. + ¢ g n)x
— (1+qg+q292+“._i_qnflgnfl)xxnfl

= (14+q9+ ¢+ .. +¢"'g" "

= 0.
e
te = ("' +q¢" g+ .. +1g" Ha" e
— (qn—ll _|_qn—29+ ot 1gn—1)wn
= 0.
Por outro lado, como e(z) = 0, temos xt = 0 = ¢(z)t e t'x =0 = e(z)t'.
Além disso, temos
gt = g+g+..+g" """
— (g_i_gQ_i__i_gnfl_i_gn)xnfl
= (g+¢*+..+g" "+ 12"}
= .
e

tg = (" +q¢"2g+..+1g" Ha" g
— (qn—11+qn—29+“._i_lgn—l)qn—lgxn—l

— (qn—llqn—lg + qn—qun—lg N 1gn—1qn—1g)xn—1
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— (qn—2g+qn—3g2_’_‘”_i_qn—l]_)xn—l

Por outro lado, como e(g) = 1, segue que gt =t =e(g)t et'g =1 = e(g)t'.

Portanto, t = (1 + g+ ... + g" V2"t € [(Tq) et = (¢" "1 +¢" %9+ ... +
lg" Yzt e I[,(Tq).

Observacao 2.1.6. Note que se n = 2 e ¢ = —1 nds obtemos que H é a &algebra

de Sweedler, geralmente denotada por Hy. Assim, para H, temos

t= (1 +g)l’ € II(H4> et = (1 — g)l’ € IT<H4)

O préximo resultado caracteriza integrais a esquerda de H*.

Lema 2.1.7. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entdo ¢ € I;(H*)

se, e somente se, para todo h € H,

d(h)1g = hig(hsy).

Demonstragao: De fato, ¢ € I;(H*) se, e somente se, ¢ = ey+(1))¢p, para todo
Ve H".

Lembramos que a multiplicacao em H* é o produto convolugao e a counidade é

dada por eg«(f) = f(1g), para todo f € H*, temos

Vxp(h) =en-(Y)p(h) < Y(h)o(ha) = Y(1u)y(h)
& P(ho(he)) = P(o(h)1x).

Como ¢ € H* foi tomada arbitraria, segue que hy¢(hs) = ¢(h)1g. [ |
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Exemplo 2.1.8. Usando o Teorema acima podemos (re)obter a integral a esquerda

de (kG)* dada no Exemplo De fato, dado g € kG, temos

¢ € L((kG)") < ¢(9)le = g9(9)

< g=lg

& ¢ =D

Logo, ¢ = p1 € [;((kG)*). E mais, neste caso, k - (p1) = L;((kG)*).
Se A é uma &algebra de dimensao finita, faremos uso da seguinte notagao:
< f,a>= f(a) fe€A* acA.

Vamos construir agora exemplos de agoes e coacaos, as quais serao necessarias

para a prova de um Lema de Larson e Sweedler adiante.

Observacao 2.1.9. Seja H uma algebra de Hopf de dimensao finita. N6s podemos
considerar H* como um H-comoédulo a direita. Logo pela Proposicao temos
que H* é um H*-mdédulo, via a multiplicagao (produto convolucdo) e em particular

é racional pela Observagao [1.2.10, Assim, temos:
< g hy >< fihy >=<g, f1 >< fo,h >, Vg,f € H",YVhe H.

De fato, pois se a aplicagao

p H — H'®H

f = p(f)=f®h

da a estrutura de H-comodulo a direita, como acima, entao segue que da Observagao

7 que g * f = g(fl)f07 ou Seja7 < g* fah >=< g>f1 >< anh >, para todos
he H, f,g € H*. Portanto,
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< g, hy >< fiho >=<gx*x f,h>=<g, f1 >< fo,h >, Vg,f € H*,Vhe H..

Exemplo 2.1.10. Seja H uma &algebra de Hopf. Consideremos H como um H-
comddulo & direita, via a coacao p : H — H ® H, dada por p(h) = ho® h;. Entao,

H é um H*-médulo a esquerda via:
h* — h =< h*, h; > hy,
para todos h* € H* e h € H.
De fato, vamos verificar os dois itens da defini¢ao:
i)13;, ~h=¢e—h=<e,hy >hg=h, pois Héum H-comddulo.
i1) Sejam f,g € H*. Entao
(fxg)—=h = < fxg,hs>hg
= < f,hi><g,hia>hy
= < f,h1 ><g,hy > hg
= [ = (<g,h> ho)
= f—=(g—h)
para todo h € H.
Analogamente, temos que H é um H*-moddulo a direita via:
h — h* =< h*, hg > hy,

para todos h* € H* e h € H.

Agora introduziremos as seguintes estruturas de H-modulos:

Exemplo 2.1.11. Como H é um H-médulo a direita via multiplicacao, podemos

induzir uma acao de H em H* pela direita, via a aplicagao
~— H"®@H — H

B oh s (B — h)(g) =< h* hg >,
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para todos f,g € H e h* € H*.

De fato, seja h* € H*, Entao:

i) < h* — 1,9 >=< h*,1gg >=< h*,g >, para todo g € H. Assim, h* ~—

1y = h*, para todo h* € H*.

i1) Para todos h, k,g € H, temos

<(h*—=h)—k,g> = <h"—hkg>
= < h* h(kg) >
= < h*, (hk)g >

= <h"+ (hk),g>.
ou seja, (h* — h) — k = h* — (hk), para todos h* € H* e h,k € H.
Analogamente, temos que H* é um H-modulo a esquerda, via

< h—h* g>=<h* gh >,

para todos h* € H* e h,g € H.

Exemplo 2.1.12. Por meio da antipoda, ndés obtemos acoes de H em H* pela

direita, ou seja, H* é um H-moddulo a direita, via:

< h* <~ h,g>=<S(h) = h*,g >=< h*,gS(h) >.

De fato, seja h* € H*. Entao:

i) < h* «— lg,g >=< h*,gS(ly) >=< h*,g >, para todo g € H. Assim,
h* <~ 1y = h*, para todo h* € H.

i1) Para todos h,k,g € H,
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<(h*~h)~k,g> = <h"<~ h,gSk)>
= < h*,gS(k)S(h) >
= < h*, gS(hk) >
= <h" < (hk),g>.
ou seja, (h* ~— h) ~ k = h* «— (hk), para todos h,k € H e h* € H*.
Analogamente, mostra-se que H* é um H-moddulo a esquerda, via
<h—h*g>=<h*+~ S(h),g >=< h*,S(h)g >
Conseguimos determinar para H* uma estrutura de H-comoédulo e de H-moddulo

ambos a direita. Com isso podemos mostrar o seguinte resultado.

Lema 2.1.13. (Larson-Sweedler, 1969) Seja H uma dlgebra de Hopf de di-
mensao finita. Entao H* é um H-modulo de Hopf a direita, com acdo ~— e coagdo

p, dadas anteriormente.

Demonstragao: De fato, pelos Exemplos [2.1.12] e [2.1.9] H* é um H-moédulo com
acao ~— e H-comédulo com coagao p, ambos a direita. Falta apenas mostrar a

compatibilidade, ou seja, se f € H* e h € H, entao

p(f ~h) = fo~ h1® fih,.

Para isso, basta mostrar que vale a seguinte relagao:

g(f ~ h) = g(fih2)(fo ~ h1),

para todos f,g € H* e h € H.

De fato, pois se x € H, entao temos
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< g(fth)(fo ~— hl),ﬂf > = < g,flhz > f() ~— hl,.’lf >

< g, fiha >< fo,xS(h1) >

< h24.gaf1 >< vamS(hl) >

-
¥
IS

< hg — g, (l’S(hl))l > f, (JIS(hl)Q) >

< hg — g,xls(hg) >< f, SL’QS(hl) >

< g,21S(ha)hs >< f,225(hy) >
= < g,x1(he) >< f,225(hy1) >
= <g,x1 >< f,22S8(h1e(hy)) >
= <g,x1 >< f,225(h) >
= <gx(f~h),z>,
mostrando assim a relagao dada. |

O préximo teorema, devido a Larson e Sweedler é uma consequéncia do Teorema

1.2.16| (Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf) e do Lema [2.1.13

Teorema 2.1.14. (Larson - Sweedler, 1969) Seja H uma dlgebra de Hopf de

dimensao finita. Entao:
(3) dim(L(H)) = dim(1,(H)) = 1.
(i7) A antipoda S é bijetiva e S(I,(H)) = I.(H).
(i7i) Para 0 # X € [;(H*), a aplicacdo H — H*, dada por h — (h — X), é

um isomorfismo linear a esquerda.

Demonstracao: (i) Consideremos a estrutura de H*-médulo de Hopf apresentada

pelo Lema [2.1.13] Aplicando-a ao Teorema [1.2.16] segue que
(H*)COH ® H >~ H*
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Como dim(H) < oo, nés podemos afirmar que dim((H*)®")=1. De fato, seja
dim(H) = n, entdao dim(H*) = n. Logo n = dim(H*) = dim((H*)*" @ H) =
dim((H*)°H)dim(H) = n dim((H*)¢P). Portanto, dim((H*)*")=1.

Pela Observagao [2.1.9] temos que < 9, f1 >< fo,h >=< 1, hy >< f, hy >, para
todos v, f € H* e h € H, onde p(f) = fo ® fi. Em particular, se ¢ € (H*)°H =
{p € H*: p(p) = ¢ ® 1}, temos que < 1,1 >< ¢, h >=< 1, hy >< ¢, hy >. Logo,

¢ € (H)" —= <, 1><¢,h>=<1),h; >< d, hy >

— <P, <P, h>1g>=<, < p,hyg > hy >
TEL b h > g =< b hy > hy
27 ¢ e L(H).

Portanto, dim([;(H*)) = 1. Por fim trocando, H* por H** ~ H (novamente

usamos que H tem dimensao finita), obtemos dim(I;(H)) = 1.
Para provarmos que dim(I.(H)) = 1, primeiro vamos verificar o préximo item.

(77) O intem anterior nos dé o isomorfismo

o:L(H) © H— H*

A ® h— A h (2.3)

Queremos mostrar que S é bijetiva. Para isso, sejam 0 # X\ € [;(H*) e h € H

tal que, h € Ker(S), ou seja, S(h) = 0. Entao,
AR h)(1g) =X~ h(ly) =S(h) = X1g) = A1xS(h)) = A(150) = 0.

Pelo fato de ¢ ser um isomorfismo, segue que A ® h = 0, e portanto, h = 0.

Logo S é injetiva e, pelo fato da dim(H) < oo, concluimos que S ¢ bijetiva.
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Finalmente, podemos provar que dim(I.(H)) = 1. Seja h € I,(H),

S(hk = S(h)S(S~'(k))

Logo, S(h)k = e(k)S(h), ou seja, S(h) € I,(H). Com isso, mostramos que
S(I,(H)) C I.(H). Analogamente, mostra-se que I,.(H) C S(I;(H)). Portanto,
S([;(H)) = I,(H), de onde segue que dim(l,.(H)) = 1.

(7i7) Recordando o isomorfismo (2.3), nés temos, para qualquer 0 # pu € I;(H*),
H*=pu~— H=S5H)— u.

Assim, como S é bijetiva, concluimos que H* = H — H*. Portanto, a aplicacao
H — H* dada por h — h — )\, para todos h € H e \ € H* é sobrejetiva.
Mas como dim(H) < oo, concluimos que esta aplicagdo é um isomorfismo linear a

esquerda, como queriamos demonstrar. [ |

Agora, com esse resultado, voltamos aos exemplos do inicio desta secao:

Exemplo 2.1.15. No Exemplo [1.1.9 mostramos que se ¢t = Zg, entao t € [;(kG)
geG
et e I,(kG). Como a dimensao de kG ¢ finita, segue do Teorema anterior, que

k-t=k-Y g=1IL(kG)=I(kG).

geG

Portanto, kG é unimodular

Exemplo 2.1.16. No Exemplo[1.1.10| mostramos que se t = py, entao t € [;((kG)*)

et e I,((kG)*). Aqui também temos dimensao finita, logo pelo Teorema anterior
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temos
k-t =k pr = L((kG)") = I,((kG)").
Portanto, (kG)* é unimodular

Exemplo 2.1.17. No Exemplo|l.1.12|mostramos que se t = (1+g+...+¢" H)z"!,

entdo t € [;(T,). Temos também que a dimensao é finita logo pelo Teorema anterior

k-t=k-(1+g+..+g" ") =L(T).

Analogamente, tinhamos que se ¢’ = (¢"'1 + ¢"2g + ... + 1g" 1)z, entdo

t' € I,(1,). Logo pelo Teorema anterior

ke t' =k ((¢""1+¢" g+ ..+ 19" )a"") = I(Ty).

Portanto, T'¢ ndo é unimodular, ja que [,(T},) # 1,(T,).

2.2 Algebras de Frobenius

Nessa segao serao apresentados alguns resultados importantes envolvendo algebras
de Frobenius para, ao final, mostrarmos um Teorema de Maschke para algebras
de Hopf de dimensao finita. Esse resultado caracteriza a semissimplicidade dessas

algebras, via o espago das integrais.

Se A é uma k-élgebra, a representacao regular a esquerda (resp. a direita) de A
é a estrutura de médulo em A dada pela multiplicagao a esquerda (resp. a direita).

Ela é denotada por 4A (resp. Ay).

Recordamos que se M é um A-médulo a direita, entdao o espaco dual M* é um

A-modulo a esquerda por

<a-fm>=<f,m-a>,
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para todoa € A, f € M*, m € M.

Definigao 2.2.1. Sejam A uma dlgebra de dimensao finita, f € A* er;,l; € A, 1 <
i < n=dim(A). Entio f é chamado um homomorfismo de Frobenius, com bases
duais (r;,1;), se vale uma das sequintes condigoes:

(i) z=>, < f,lix>r,VeeA

(it) x =), l; < f,or; >, Vo € A.

Proposicao 2.2.2. Seja A uma dlgebra de dimensao finita e seja f € A*. Entdao
as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) A aplicacao
pa A — Al
z — (z— f)a) = f(az)
é um isomorfismo de A-mdédulo a esquerda.

(17) Existe r;,l; € A, 1 < i < n = dim(A), tal que f é um isomorfismo de

Frobenius com base dual (r;, ;).
(7ii) A aplicacao
p: Ay — JAT
z — (f=x)(a) = flza)
¢ um isomorfismo de A-mdédulos a direita.

Demonstracao: (i) = (i7) Seja (l;)I; uma base de A e seja (f;)"; a base dual
de A*. Por hipétese, 4A ~ A%, entao existe r; € A, 1 <7 < ntal que f; =r;, — f.

Assim, para x € A, temos

Z’ZZ<fi,l'>lizz<’l"i4f,x>lizz<f,.fl?Ti>li.
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Logo, f é um homomorfismo de Frobenius com bases duais (r;,[;), 1 <i < n.

(13) = (i4i) Suponha que existem 7;,l; € A, 1 < i < n, tais que f é homomor-
fismo de Frobenius com bases duais (r;,1;), ou seja, x =y . I; < f,xr; >, para todo

r e A

Queremos mostrar que ¢ @ Ay —r4 A* é um isomorfismo de A-mddulos a
direita. E facil ver que ¢ estd bem definida e é um homomorfismo de A-modulos,

logo mostraremos apenas o isomorfismo linear.

Seja x € A tal que x € Keryp, ou seja,
< fe—uxy>=< fixy >=0,
para todos x,y € A. Em particular, < f,zr; >=0, Vi = 1,...,n. Logo
r=>1l; < fixr; >=0.

Ou seja, ¢ ¢ injetora. Como A é uma k-édlgebra de dimensao finita, segue que ¢
¢ um isomorfismo.
(i7i) = (ii) Analogamente ao que se fez em (i) = (i1).

(i7) = (i) De maneira similar a (#i) = (#i), mostra-se que ¢ ¢ um isomorfismo

linear. |

Definicao 2.2.3. Seja A uma k-dlgebra de dimensao finita. Se A satisfaz qual-
quer das condigoes equivalentes da Proposicao anterior, entao A € chamada uma

Algebra de Frobenius.

Corolario 2.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensado finita entao H € uma

algebra de Frobenius.

Demonstracao: De fato, pelo Teorema [2.1.14] temos que para 0 # X\ € [;(H*) a

aplicaggo H — H*, dada por h — h — X (resp. h — A — h) é um isomorfismo
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de H-médulos & esquerda (resp. a direita). Logo, pela Proposigao anterior, H é

uma algebra de Frobenius. [

O préximo resultado segue diretamente da aplicacao do Corolario anterior com

o Teorema [2.2.2

Corolario 2.2.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao existe

um isomorfismo linear ¢ : H — H* que satisfaz: ¢(xy) = x — ¢(y), para todo

z,y € H e¢ '(fg) = ¢ ' (f) — g, para todo f,g € H*

Observagao 2.2.6. Seja ¢ € H*, entao pelo isomorfismo anterior, existe A € H tal

que € = A~ A. Afirmamos que A € I,(H).
De fato, se k € I.(H) entao:
< AN—=k,h>=< A Nkh>=<e h>< k>,

logo < A\ — k,h >=<¢e,h >< A\ k >, paratodo h € H. Ou seja, A — k=< A\ k >

E.

Desta forma podemos escolher k tal que < A\, k >= 1, logo A\ — k = e. Como
h —— X — h é um isomorfismo entao nés temos que k = A. Assim A € I.(H).

Consequentemente, e = A — A &< \,A >= 1, para A € [.(H).

Teorema 2.2.7. Seja 0 # X € [;(H*) e seja A € H tal que e = X\ — A. Entao \ é

um homomorfismo de Frobenius com bases duais (S(A1), As).
Demonstragao: Primeiramente, observemos que, pelo Lema [2.1.7] temos:
¢ € L(H*) &< ¢,h > 1y =hy < ¢,hy >, para todo h € H.
Entao, seja x € H e tomemos h = Ayx € H. Como A € [;(H"),

< /\,AQIE > 1y = Agl'l < )\,A3l’2 >.
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Agora, vamos mostrar que A satisfaz (i) da Defini¢ao [2.2.1}

S(A1) < A, Agx > = S(A1)Agzy < A\, Agzy >
= e(A))x < A\ Agay >
= x1 < A\ e(A1)Asxy >
= x1 <\, Azy >
= 1< A=A\ x>
= 11 <¢g,x9>

= .

para todo, x € H. Portanto, A é um homomorfismo de Frobenius. [ |

De uma forma semelhante, pode-se ver que se 0 # v € [.(H*), entdo existe
I' e [}(H) tal que I' = v = ¢. E também temos que v ¢ um homomorfismo de

Frobenius com bases duais (I'y, S(I';)).

No que segue, fixamos 0 # A\ € [(H*) e A € [.(H) tal que < \,A >= 1. E

analogamente, 0 # v € I.(H*) e I" € [;(H) tal que < 7, >= 1.

Observacao 2.2.8. Seja A uma algebra de Frobenius, com homomorfismo de Fro-
benius f € A* e bases duais (r,0;). Entdo, em A ® A, nds temos a seguinte

identidade:

Zm“i@li :Zﬁ@)lix, Vr € A.

i
De fato, consideramos a aplicacao linear.

niA®A -2 A A" -2 End(A)

a®b — aRf—br—<f—b—>a

onde A é uma k-algebra de dimensao finita e f é o homomorfismo de Frobenius.
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Vamos mostrar que 1 é um isomorfismo linear. Para tanto, vamos verificar
que ¢ e @ os sdo. Inicialmente, observamos que segue diretamente do item (ii7)
da Proposicao que ¢ é um isomorfismo, ja que f € A* é homomorfismo de

Frobenius com bases duais (r;, ;).
Agora, consideremos

p: AR A" — End(A)

a®f — < f_>a

e seja a ® f € Kerp, com a # 0. Entao p(a® f) =< f,_>a =0. Como a # 0,
segue que < f,_ > é o homomorfismo nulo, o que implica que a ® f = 0, mostrando
assim que @ é injetora. Agora, como A é uma k-algebra de dimensao finita, segue

que o é um isomorfismo linear.

Com isso temos,

U(Z.rm@li)(a) = Z<f;li,a>xri
= xz<f,lia>ri

= xIa.

n(Zn®li:v)(a) = Z<f;lix,a>ri
= Z<f,lima>ri

= xIa.

Como 7 é isomorfismo, segue que Zxri ®Il; = Zri ® l;x.

Esta observacao nos faz lembrar a Definicao O objetivo é investigar a
semissimplicidade para algebras de Hopf. Para isso mostraremos um resultado

importante chamado de Teorema de Maschke para élgebras de Hopf.
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Teorema 2.2.9. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao as sequin-

tes sentencas sao equivalentes:
(1) H € semissimples;
(1) H é separdvel;
(1ii) < e, (H) >#0;

(idi') < e, I,(H) > 0;

Demonstracgao:

(1ii) < (i17") Note que como S([;(H)) = I.(H) e €(S(x)) = e(x), para todo

x € H, entao temos que:
<egl(H)>#£0&<¢,I.(H) >#0.

(73i") = (1) Lembramos que toda algebra de Hopf de dimensao finita é uma élgebra

de Frobenius com bases duais (r;,p;) = (S(I'1),I'2), onde 0 # I' € I,.(H). Entao,

Zripi =Sy =<¢e, T > 1y.

Definindo entao ¢ :=< &,I" >, temos ¢ # 0 e chamando I; = t1p;, (1 < i <

dim(H)) temos que Z r; ® l; ¢ um idempotente de separabilidade de H. De fato,

7

vamos mostrar que ZTZ» ® [; satisfaz os itens da Definicao [1.3.6}

° anl = Ztilripi = til(z szz) =1.

Oan®li = Za:n@t_lpi
= t_lzﬂ“z'@Pi

E:m t_lzn-@pix
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= Z i @ t_lpiw

K3
Portanto, H é separavel.

(17) = (i) Sejam X um H-modulo de dimensao finitae Y C X um H-submédulo
de X. Pela Definicao [1.3.5, basta provarmos que, existe um H-submédulo Z tal
que X =Y ¢ 7.

Sejam : X — Y aprojegao linear e defina Il : X — Y, viall(z) = Z rim(lix)

onde Z r; ® [; ¢ um idempotente de separabilidade. Nos afirmamos que II é uma

(2
projecao H-linear. Para mostrarmos isto, precisamos da seguinte observacao:

H® X é H® H-moédulo a esquerda via a acao:
(h@h) (g@x)=hg®h -z, Vh,h, g€ HeVre X.

Assim, temos

2 S neth) - (ly o)

7

Entao definindo, 1) = - o (id ® ), temos

Z hrim(l; - x) = Zrnr(l,-h - T).

)

Como Y é um H-submédulo, segue da observagao acima que II(z) C Y. Logo,

40



para todos h € H, x € X, temos

[(h-x) = Z ri(lh - )

Portanto, II(xz) é H-linear. Agora, seja y C Y. Entao temos
(y) = Zrﬂr(liy) = aniy =Y.
Logo, II? = II. Seja, Z =Kerll C X, como H-submdédulo. Afirmamos que
X =Y @& Z. De fato, seja x € Y N Kerll, entao II(z) = 0, mas como = € Y,

temos x = II(z) = 0. Resta mostrar que todo elemento de x € X se escreve como

r=y+z,comyceYeze.

Note que, = = x + Il(z) — II(x) = I(x) + (z — I(x)). Mas ji sabfamos que
II(z) C Y, logo falta apenas vermos que = — II(z) € Kerll = Z. De fato, como
II(z) CY, Vx € X, segue que

H(z — (x)) = U(z) — I*(z) = U(z) — (z) = 0.

Portanto, x = y & z, ou seja, H ¢é semissimples.

(1) = (4i1) Suponha H semissimples, entao pela Proposicao toda sequéncia

exata curta de H-mdédulos (a esq.)
0—U-5V-5W-—0

cinde. Isto é, existe uma aplicacao H-linear n: W — V tal que mon = idw.
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Aplicando isso a sequéncia exata curta 0 —Ker ¢ S H Sk — 0, temos
que ela cinde, ou seja, existe n : k — H tal que € on = idx. Em particular,

<& n(ly) >= 1.
Agora, se h € H e n é H-linear entao,
hn(le) = n(hl)
= n(h <en(l) >)
= (< e hn(ly) >)
= n(<eh><en(l) >)
= <g, h > 77(< 5777(1]1&) >)
= < 5,h > 77(]-]k)
Logo, n(1x) € I;(H). Como H tem dimensao finita, sabemos que dim/;(H) = 1

e, mais ainda, < €,n(ly) >= 1x # 0, entdo < ¢, [;(H) ># 0, como querfamos

demonstrar. [ |

Observacao 2.2.10. Este Teorema nos diz que, em dimensao finita, temos:
H ¢é semissimples &< ¢, [;(H) ># 0 << ¢,I,(H) ># 0.

Entao, nessas condigoes, para 0 # A € I.(H), que tinhamos fixado anterior-

mente, temos < €, A ># 0, pois dim(I,(H)) = 1.

Observacao 2.2.11. Trocando H por H* no Teorema acima, nés obtemos que H*

é semissimples << A\, 1 ># 0, para algum 0 # X € [;(H*).

De fato, em H* < e+, [[(H*) ># 0 &< ey+, A ># 0 &< A\, 1 ># 0 para algum
04\ € L(H).

Corolario 2.2.12. Seja G um grupo finito. Entao

H =kG ¢ semissimples < car(k) 1 |G].
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Demonstracao: Sabemos pelo Exemplo[2.1.16/que 0 # ¢t = Zg € (H)=1.(H).

geG

Entao

<5,t>#0©<€,29>#0©2<€,9>7é0<:*|G’1k750©0a7’(k)“G\~

geG geG
Logo, pelo Teorema [2.2.9) kG é semissimples < car(k) 1 |G| [

Observagao 2.2.13. Do Coroldrio acima temos que se a car(k) = 0 entdo kG é
semissimples, para todo grupo G finito.
Corolario 2.2.14. A dlgebra de Taft (T,,) nao € semissimples.

Demonstragao: De fato, pelo Exemplo [2.1.17, sabemos que 0 #t = (1+g+ ... +
g Ha"t e I(T,), logo

<gt>=<e,(1+g+.+g" Ha"l>=<egl+g+.+g" ! ><ea"!>=0.

Logo, pelo Teorema [2.2.9, T, nao ¢ semissimples. |

Definicao 2.2.15. Uma dlgebra de Hopf de dimensao finita é chamada cossemais-

stmples se H* é semissimples.

Exemplo 2.2.16. Seja G um grupo finito. Entao kG é uma &algebra de Hopf

cossemissimples.

De fato, vamos mostrar que (kG)* é semissimples. Sabemos pelo Exemplo[2.1.16
que 0 # t = p; € L(kG)*) = I,(kG)*), logo < €,p1 >= 011 = 1 # 0. Portanto,
pelo Teorema [2.2.9] (kG)* é semissimples, ou seja, kG é cossemissimples.

Exemplo 2.2.17. Seja G um grupo finito, entao (kG)* é cossemissimples se, e

somente se, a caracteristica de k nao divide a ordem de G.

De fato, como dim(H) < oo, (H*)* ~ H, logo ((kG)*)* ~ kG que é semissimples
< car(k) 1G]
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2.3 A Férmula de Radford para S*

Nessa secao mostraremos uma importante férmula para a antipoda, chamada
Férmula de Radford para S*. Ela ¢ fundamental para provarmos que a ordem da

antipoda de uma algebra de Hopf de dimensao finita é finita.

Recordamos que se A é uma k-algebra de dimensao finita, pela demonstracao
de nés temos o seguinte isomorfismo canonico ¢ : A* ® A — End(A) dado

por

o(f @v)(w) =< f,w >v.

Vo,we Ae f e A*. Via essa identificacao temos que a fungao traco é dada por
Tr: A*® A — konde Tr(f ®v) =< f,v >, paratodov € A e f € A*. De fato,
sejam dz’m(/%l) = n, {v1,v2,...,v,} uma base de A e {v}, v}, ...,v} sua base dual.
Entao v = Zv:‘ (v)v;, para qualquer v € A. Assim calculando o trago da matriz

i
f ® v na base dada cima temos,

n

Tr(f@v) =Y vi(f(e)v) = Y flo)vi(v) = fQ_vi(v)w) = f(v)

7 7

para todo v € A. Essa identificagdo do trago sera util nos resultados que seguem.

Lema 2.3.1. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita e F' € End(H). Entdo

o traco de F € dado por

Tr(F) =< X\, F(As)S(A)) >.

Demonstragao: Seja F' € End(H). Sabemos pelo Teorema [2.2.7) que para todo
r e H,

Flz) =< \, F(2)S(A1) > As,
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pois, A é um homomorfismo de Frobenius com bases duais (S(A1), Ag).

Dado o isomorfismo H*® H ~ End(H) conhecido, temos a seguinte identificagao
Fr—<\ F(—)S(A1) ® Ay >. Entao:
Tr(F) = Tr(< )\ F(=)S(A1) > @A)

Como queriamos demonstrar. [ |

Em uma algebra de Hopf de dimensao finita, o traco e a antipoda desempenham
um papel muito importante como veremos a seguir. Mas antes observemos que,
para um elemento h € H, chamamos L; € End(H), o endomorfismo de H dado por
Ly(z) = hx, x € H (multiplicacdo a esquerda). Isto define uma aplicacdo k-linear
Tryg: H— k da forma

Try(h) =Tr(Ly), (2.4)
para todo h € H.

Esta aplicacao sera de grande importancia no futuro, como veremos. Como uma

consequéncia do Lema anterior, nés temos a seguinte proposicao:
Proposicao 2.3.2. Seja H uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo:
(1) Tr(S?) =< e, A >< A\ 1 >;

(it) Se S? = id, entao Tr(H) =<¢e,A > \;

Demonstragao: (i) Tomando F' = S?, temos, pelo Lema anterior, que:
Tr(S* = <X S*Ay)S(A) >
= <\ S(A1S(Ag)) >
= <\ SE)ly) >
= <\eN)S(1g) >

= <gA>< A1y >.
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Portanto, Tr(S?) =< g, A >< \, 1 >.
(i) Suponhamos que S? = id. Segue do Lema [1.1.18| que hyS(hy) = e(h)1y,
para todo h € H. Tomando F = Tr(L;) e, utilizando o Lema [2.3.1] temos que
Tr(Ly) = <A Lp(A2)S(A1) >
= < ANhAS(A) >
= < \he(A)ly >
= <gA>< A\ h>
para todo h € H. Mas por (2.4)), Tr(Ly) = Try(h). Comisso, Try(h) =< e, A ><
A, h >, para todo h € H. Portanto, Tryg =< e, A > A\ [
Corolario 2.3.3. Com as mesmas notacoes anteriores, temos:
(i) H e H* sio semissimples se, e somente se, Tr(S?) # 0.

(it) Se S? =id e a caracteristica de k ndo divide a dimensio de H, entdo H e

H* sao semissimples.

Demonstracao: (i) Pelo Teorema de Maschke 2.2.9] H é semissimples se, e so-
mente se, < €, A ># 0. Além disso, H* é semissimples se, e somente se, < eg+, A >=

< A\, 1>#0. Lembrando que A € I;(H) e A € I,(H) foram fixados anteriormente.

Logo, pelo item (i) da Proposi¢ao anterior, Tr(S?) =< e,A >< \|1 ># 0 &

<eg,A>#0e <\ 1>#0.

(i1) Se S? = id entao Tr(S?) = Tr(id) = dim(H), logo
H e H* sdo semissimples < Tr(S?) = (dim(H))1x # 0 < car(k) t |H]|.
O resultado entao segue. [ |

Combinando os Corolarios [1.1.19 e [2.3.3] temos o seguinte resultado:
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Proposicao 2.3.4. Sejam k um corpo de caracteristica zero e H uma dlgebra de
Hopf de dimensao finita cocomutativa. Entao H € semissimples e cossemissimples.

Além disso, se k € algebricamente fechado H, entao H é uma dlgebra de grupo.

Demonstragao: Por hipdtese H é cocomutativa. Logo, pelo Corolario [1.1.19]
temos S? = id. Agora, se car(k) = 0, entdo o Coroldrio nos diz que H é

semissimples e cossemissimples.

Vamos mostrar agora que se k é algebricamente fechado, entao existe um grupo
finito T" tal que H ~ kI'. Suponhamos dim(H) = n. Entao dim(H)* = n. Da
primeira parte, temos que H* é uma algebra semissimples e, pelo Teorema de We-
derburn (ver[1.3.2)), segue que H* ~ @7, M,,.(D;), onde cada M,,,(D;) é uma matriz
sobre um anel de divisao D;. Pela Observacao [1.1.21, H* é comutativa, logo todas
essas matrizes tem ordem 1 x 1, e pelo fato de k ser algebricamente fechado temos

que D; ~k, 1 <i <n. Portanto, H* ~ k™ como algebras.

Podemos entao considerar {di, ds, ..., d,} base linear de H*, com §;0; = ; ;0;.
Seja {e1, €9, ...,e,} a base dual de H, isto é, d;(e;) = 6; 4, parai,j = 1,...,n. Como

A(e;) € H® H, temos que
Ae;) = Z < 0; ® O, Alej) > e; @ ey,

ik

- Z<5i*5k;€j>ei®ek
ik

= Z5i,k<5i,€j>€i®€k
ik

= Z<5i76j>ei®ei

7
= E 51',]'61' X €;
i

= 6j®€j-

Logo, {e1,...,e,} é uma base de H, formada por elementos grouplikes. Mas

sabemos, por [1.1.23] que o conjunto dos elementos grouplikes de H formam um
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grupo com a multiplicagao induzida pela multiplicacao de H. Como essa base de
elementos grouplikes tem cardinalidade igual a dimensao de H e como o conjunto
de grouplikes é linearmente independente sobre k (veja [1.1.24]), concluimos que

H ~ kT, onde I = {ey, ..., e, } é um grupo finito. [ |

No que segue nés desenvolveremos uma férmula para S*, devido a Radford, que
¢ valida sobre um corpo arbitrario k. Também provaremos a finitude da ordem da

antipoda para algebras de Hopf de dimensao finita.

Observacgao 2.3.5. Se 0 #t € I.(H) e h € H, entao ht € I.(H). De fato, pois

tel.(H) & tg=ce(g), Vge H
& htg = he(g)t
& htg = e(g)ht, Yge H
& htel.(H).

Como H é uma élgebra de Hopf de dimensao finita, segue que a dim(I,(H)) = 1,
e entdo nés podemos encontrar um «a = a(h) € k, tal que ht = a(h)t. Isto define

um elemento o« € H* de modo natural.

Agora observemos que o € Alg(H,k) = G(H*). Note que t = 1t = a(1)t =1
e também que k(ht) = ka(h)t = a(h)a(h)t. Por outro lado, (kh)t = a(kh)t, V
0#tel.(H). Logo a(kh) = a(k)a(h).

Outra observacao importante é que a nao depende da escolha particular do
elemento ¢ escolhido no espago das integrais. De fato, seja, 0 £t € [.(H)e0 # o' €
G(H*) tal que ht' = o/(h)t'. Mas t’ = kt, para algum k € k pois a dim([,.(H)) =1
et € I.(H). Assim o/ (h)t' = ht' = hkt = kht = ka(h)t = a(h)kt = a(h)t'. Entao,
o/ (h)t' = a(h)t', para todo 0 # t' € I.(H). Logo, o/(h) = a(h), para todo h € H.

Portanto, o = «a.

De maneira andloga, mudando as fungoes de H e H* na discusao anterior temos
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que se 0 # k € I,(H*), entdo f xk € I.(H*) para toda f € H*. Com isso, nds
podemos encontrar um elemento a € H tal que fxk = f(a)k, pois a dim(I.(H*)) =
1. Continuando o mesmo raciocinio, temos que a é um elemento grouplike em H

(a € G(H)) e a nao depende da escolha particular de I no espago das integrais.

Definicao 2.3.6. Sejam a € G(H) e a € G(H*) como acima. Entio a, o sao

chamados de elementos modulares de H.

Como a € G(H), seque que S(a)a = ue(a), ou seja, S(a) = a~'. Analogamente
como o € G(H*) entao S(a) = a™t.
Observagao 2.3.7. Segue, a partir da Definicao acima que:

(1) H é unimodular < a = ¢.

(1) H* é unimodular < a = 1.

De fato, recordamos que H é unimodular se [;(H) = I,(H). Assim, e se 0 #
t € I.(H) entao ht € I,(H), para todo h € H, ou seja, ht = a(h)t. Logo, 0 #
tel.(H)=I(H) < eh)t=ht =a(h)t < a=c¢, pois vale para todo h € H e

0#t € [.(H). De maneira andloga, mostra-se o segundo item.

Observacao 2.3.8. Se H ¢é semissimples, entao H é unimodular.

De fato, seja 0 # t € I.(H), como H ¢é semissimples, segue do Teorema

que < g,t ># 0. Além disso, ht = a(h)t. Aplicando ¢ nessa igualdade, temos

<eght> = <eah)t>
<egh><et> = <a,h><e,t>
<eh> = <a,h>,

pois < €,t ># 0. Logo temos que € = «, pois h € H foi tomado arbitrario. Pelo

primeiro item da observacao anterior, segue entao que H é unimodular.
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Seja v € I.(H*) o homomorfismo de Frobenius de H condiderado inicialmente.
Entao pela Proposicao , v determina um isomorfismo H — H* tal que
h+—— h — v, V he H. Agora, para x € H fixado, nés podemos considerar um
elemento ¢, € H*, definido por ¢,(y) =< 7, zy >.

Observamos também que pelo isomorfismo acima, como ¢, € H*, existe um
tnico p = p(z) € H, tal que, ¢, = p(x — =), isto é, < v,xy >=< v,yp(x) >,
para todo y € H. Em outras palavras, 7 «— = = p(z) — 7. Assim, a aplicac¢do

p: H— H, dada por, z — p(z), para x € H, define claramente um isomorfismo

de H.

Definicao 2.3.9. O isomorfismo p definido acima é chamado de Automorfismo

de Nakayama de H com respeito ao homomorfismo de Frobenius .

As duas proposicoes que seguem nos auxiliarao na prova da Férmula de Radford
para S*. Para isso, sejam 0 # v € I.(H*), T' € I;(H) tais que < 7,I' >= 1. Mais
ainda, sejam ¢ = S(I'), a e a os elementos modulares de H. Entao, podemos

enunciar o seguinte resultado:

Proposicao 2.3.10. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Com as
notacoes anteriores temos:

(i) (S7(ty),t1) sdo bases duais para o homomorfismo de Frobenius .

(it) Para todo h € H, p(h) =< o, hy > S72(hy).

Demonstracao: (i) Seja h € H, usando o fato que t = S(I') e que S é um
antimorfismo, temos que:
S7Hty) < v, tth > = SHS(T)) <7, S(I)1h >
= S7HS(T1)) <, S(T2)h >
= TI'1 <v,8()h >

= h.
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Essa tltima igualdade vem do Teorema , 0 qual nos diz que (I'y, S(I'2)) séo
bases duais para 7. Logo, h = S7Y(t3) < 7,t1h >, ou seja, (S71(¢2),1;) sao também

bases duais para 7.
(17) Sejam h € H e p(h) € H. Entao por (i), temos
p(h) = S7'(t2) <~,tip(h) >
= S (ty) < v, hty >,
onde esta iltima igualdade segue da defini¢ao da p.

Aplicando S? em ambos os membros da igualdade acima e, lembrando que v €

I.(H*), nés obtemos:

S*(p(h)) = S*S7H(t2) <, hty >)

<7, ht; > S(tz)
= <7, htl > 1HS(t2)

<7, hltl > hgtzS(tg)

<7, hqty > h2€<t2)1H

<7, h1€(t2)t1 > hg

= <7, hit > ho

= < ’y,a(hl)t > hy

= <a,h; ><7v,t> hs.

Note que < 7,t >= 1. De fato, 1z € H, logo por (i), 1g = S™(t2) < 7,11 >.
Aplicando € nessa igualdade, temos:
1, = E(lH) = €(S_l(t2) <7, t >)

= <7t ><e S Hty) >
= < v7,t ><¢g,ly >

= <, te(ty) >=<,t>.
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Portanto,
SQ(p(h)) = <uq, hl > h2
p(h) = 5_2(< «, hy > hg)

= <uq, hi > 572(h2).

Como queriamos demonstrar. [ |

Proposicao 2.3.11. Novamente, com as notagoes anteriores, e supondo dim(H) <

oo temos:
(1) (S(t1)a,t2) sao bases duais para .

(i1) Para todo h € H, p(h) = a='S?(hy) < a, hy > a.

Demonstragao: (i) Primeiramente note que, para todo f € H*, temos
T <Y, Ty >=a < 7vy,x >, (2.5)
onde a é elemento modular de H.

De fato, sabemos que f *vy = f(a)y. Entao para qualquer z € H, f(x1)y(z2) =
f(a)y(x). Logo, f(z1 < v,22 >) = f(a < v,z >). Como esta igualdade vale para

toda f € H*, obtemos que x1 < 7,29 >=a < v,x >.

Portanto, para todo h € H, temos que

S(t)a <y, tah > E2 St tohy < 7, tahs >
= e(t)1ghy < y,tahy >
= hy <7v,e(ty)tahe >
= hy < v,thy >

tel,(H)

= hy <’Y,8(h2)t>
= h1€(h2) <7, t>

= h<~vyt>=h.
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Nessa ultima igualdade usamos que < v, >= 1, mostrado na Proposi¢ao ante-

rior. Portanto, (S(t1)a,ts) sdo bases de Frobenius para .

(73) Por (i) podemos escrever,

p(h) = S(ti)a < v,t2p(h) >, Vh € H.

Entao,

aS~(p(h))a”" -

IS

telr(H)=hatel,(H)

<yt>=1

Logo,

aS~2(S(t))a < v,tap(h) >)a™*
aS~?(S(tr))aa™t < v,tap(h) >
aS~(t)) < v, tap(h) >
aS_l(tl) < 7, hty >

a < 7, hty > S7(t)

<, haty > hta S (1)

< 7, hoty > hye(ty)

<y, hoe(ty)ta > hy

< 7y, haot > hy

<, a(hg)t > hy

< a,hy ><y,t > hy

< Oé,hg > hy.

aS7*(p(h))a™ =< a,hy >y & S7(p(h)) =a"' < a,hy > hia

& p(h) = S*(a™' < a,hy > hia),

ou seja, temos que

S%(a™"

< a,hy > hja)

= <uq, ho > 52(a_1h1a>
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= < a,hy > S(S(a)S(hy)S(a™))
= < a,hy > S*(a1)S?*(h)S?(a)

= < a,hy>a'S*(h)a.

Portanto, p(h) = a1S%(hy) < a, hy > a. |

Antes de apresentarmos a Férmula de Radford para S?, relembremos as estru-

turas de H*-mddulo a esquerda e a direita dadas no Exemplo [2.1.11

h* —h="hy <h* hy >

h — h* =< h*, hy > ho,

para todos h € H e h* € H*. Com isso, podemos finalmente enunciar o nosso

préximo resultado, que apresenta uma férmula para S*, devido a Radford

Teorema 2.3.12. (Radford, 1976) Sejam a € G(H) e a € Alg(H, k) = G(H")

elementos modulares de H. Entao temos a sequinte férmula para S*:
Sth)=ala™ =~ h—a)a ' =a ' = (aha™) ~ a. (2.6)

para todo h € H.

Demonstracao: Primeiro, mostraremos que , para todo h € H, temos

1

ala™t =~ h—a)at =a™! = (aha™) — a.

Facilmente percebe-se que a ordem em que realizamos as agoes acima nao fazem
diferenca. Entao sem perda de generalidade vamos calcular da esquerda para a
direita essas acoes, ou seja,

-1 -1

—~he—a)at = alhy <a ' hy>—a)a!

ala

= a(hy —a)<a hy>at
= a<a,hy >hy<a ' hg>al

= <a,h; >ahat <at hy>.
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Por outro lado, lembrando que a € G(H), o € Alg(H, k), temos

a ' = (aha™) —a = (aha ' <a tahyat >) — a
= (ahia ™) —a<a 't ahya™ >
_ -1 -1 -1 -1
= < a,ahia” >ahsa™ < a ,ahza” >

-1

= (a,a) <o, hy > (a,a ahya (a7t a) <a™ hs > (a7t a™)

= <oa,h >ahat <al hy>.

Portanto, a(a™ — h ~— a)a™! = a™t — (aha™!) ~ «a.

Agora, pelas Proposicoes [2.3.10] e [2.3.11], temos que, para todo h € H,

< a,h; > S7%(hy) = p(h) = a1S?*(hy)a < a, hy >.

Aplicando agora S? e depois conjugando por a, obtemos
a<a,hy>hyat = S*hy) < hy >,
ou seja,
<a,hy >ahya™t = S*hy) < a,hy >.
Agora, note que:

S*h) = S*hie(hy))
= 54(h1)6<h2)
= 54(h1) < Oé*Oéil,hQ >

= S*h) <o hy><a ' hy>

~
<a,h1>ahoa=1

= <a,h; > ahsa™t < ofl,hg > .

Portanto, para todo h € H,
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S*h) = <a,h >ahsa™t <at hs >

-1 -1

= ala” —h+—a)a

= a ' = (aha™) — a.

Como queriamos demonstrar. [ |

O Teorema acima possui uma importante consequéncia, a saber:

Corolario 2.3.13. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao, a ordem

da antipoda € finita.

Demonstragao: Primeiro mostraremos que

(SH%(h) = a*(a™? = h — a*)a™ 2

S
N
N
S~—
no
|

(S* o0 S*)(h)

SH(S*(R)

15

-1 -1

— aha™! — a)a)a

a? = aha ! — a?)a?

I
)

= a(<a?ahza >< a® ahia™t > ahya t)a!

= a(<a® ahia™ > ahya ™t < a % ahzat >)a !
= <d)a><ao’ h><a’al >achataT <ata><a i hyg><aal >
= d*(<a® hy > hy < a2 hy >)d?

= d*(a? = h+a*)a?
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Raciocinando por indugao, podemos concluir que, V. m € N,

(SH™ =a™(a™™ — h+— a™)a™. (2.7)

Mas a € G(H), e como |G(H)| < dim(H), existe n’ € N tal que a” = 1. Além

disso, a € G(H*), e como |G(H*)| < dimH*, existe n” € N tal que o = ¢.
Tomando entdo n = mme {n’,n”}, temos, por (2.7), que |S*| < n, de onde segue
que |S| < 4n. |
Corolario 2.3.14. Seja H uma dlgebra de Hopf finito-dimensional. Mantendo as
notacoes anteriores, temos:

(i) Se H ¢ unimodular, entao S* é a conjugagao por a € G(H) e |S| < 4

dim(H).

(ii) Se H e H* sio unimodulares, entdo S* = id.

Demonstracao: (i) De fato, por m H ¢é unimodular se, e somente se, a = ¢.
Logo pela Férmula de Radford , seque que
S*h) = ala = h—a)a?
= <a,h > ahsa™t < 04_1, hs >
< e, hy >ahyat <t hy >
= a<ehy>hat <e hy>

= ah1 <€,h2 >CL_1

= aha "

Logo, S*(h) = aha™!. Portanto pelo Coroldrio anterior, |S*| < dim(H) e, com

isso, |S| < 4 dim(H).

(71) Novamente por m, H e H* sao unimodulares se, e somente se, € = o e

a = 1. Logo por (i) temos, para todo h € H, que

SY(h) = aha ' =
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e, portanto, S* = id. |

2.4 Um Teorema de Larson e Radford (1988)

Nosso objetivo agora é encontrar uma importante caracterizacao da semisimpli-
cidade de H e H*, envolvendo a antipoda. Inicialmente, vamos recordar um fato

importante de algebra linear, muito utilizado nos proximos resultados.

Observagao 2.4.1. Sejam M e N espagos vetoriais com bases {b1, ..., b, } e {c1,...,cm },
respectivamente. Seja o : M — N uma aplicagao k-linear com matriz [o] = [a;i],
n
onde o(b;) = Zaﬁ-cj. Entao, o induz uma aplicacao k-linear ¢* : N* — M*,
j=1

dado por 0*(g) = go o, Vg € N*, cuja matriz relativa as bases duais, é dada por

[0*] = [o]!, onde [o]" significa a transposta de [o].

Lema 2.4.2. Seja A uma dlgebra de Frobenius com homomorfismo de Frobenius ¢
e bases duais (r;,1;). Sejam k € k e e € A tais que € = ke. Se f € End(eA), entdo

temos:
(i) KTr(f) =< ¢, > fleli)ri >.

(i1) KTr(f) =< d)’zli fler;) >.

Demonstragao: (i) Seja x € A, nés podemos escrever ex = Z < ¢, exr; > 1,

por [2.2.2] Multiplicando entao essa igualdade por e e ja utilizando a hipotese que

e? = ke, obtemos
kex = Z < ¢, exr; > el;
i

Agora aplicando f € End(eA) na relagao acima, obtém-se:
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f(kezx) = f(z < ¢, exr; > el;)

ou seja,

kf(ex) = Z < ¢,exr; > f(el;)

Como no Lema dado o isomosrfismo candnico: (eA)* ® eA — End(eA),

temos a seguinte identificacao kf — Z < ¢, —r; > @f(el;). Portanto, kTr(f) =

)

Tr(kf) =Y <o, f(eliri >.

(73) A prova é anédloga ao anterior apenas usando que exr = Zri < ¢, liex >,
i
pois A é uma algebra de Frobenius. |

Para o que segue, vamos lembrar a definicao de Cardcter e algumas propriedades

bésicas.

Definicao 2.4.3. Seja V. um H-mddulo a esquerda de dimensao finita, e seja
pv + H — End(V), onde py(h)(v) = hv. Entdo, o elemento Xy € H*, defi-

nido por < Xy,h >=Tr(py(h)) é chamando cardcter de V.

Em particular, quando consideramos H como um H-moédulo a esquarda com a
multiplicagao, temos que Xy = Try. De fato, recordamos que chamamos L; €
End(H) o endomorfismo dado por Lp(x) = hz, para todo x € H, e também
tinhamos que Try(h) = Tr(Ly), Vh € H. Logo

< Xg,h >=Tr(pug(h)) =Tr(Ly) = Try(h),

para todo h € H. Portanto, Xy = Try.

O proximo resultado é bastante conhecido da algebra linear e sua demonstracao

serd omitida por esta razao. Para o leitor interessado, recomendamos [11].
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Lema 2.4.4. Sejam V, W dois H-mddulos a esquerda de dimensao finita. Entao:
(i) < Xy, 1 >= dimV.
(17) Se V ~W, entao Xy = Xy .
(1i1) Xvew = Xy + Xw.
(iv) Xyew = Xy * Xy .

(U) X\/* = Xvs

Com estas propriedades, podemos mostrar o seguinte resultado.
Lema 2.4.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Com as notacoes
anteriores, temos:

(i) X% = (dim(H))Xy.

Demonstracao: (i) Seja V um H-médulo de dimensao finita. Denotamos por V.
o H-médulo trivial no espago vetorial V' dado por h.v = e(h)v, para todos h € H e

v € V. Consideremos a aplicacao linear:

b HRV. — HRV

h®@v — h1®h2.U

Afirmamos que ¢ é um isomorfismo de H-moédulos. De fato, primeiro vamos

mostrar que ¢ é um homomorfismo de H-médulos. Sejam [, h € H. Entao

S(L(h@v)) = d(lLih®lsw)
= ¢(hh©e(l)v)
= ¢(l1€(12)h X U)

= ¢(lh®v)
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= l1hy ® lhev
= [.(h1 ® hy.v)
= lLo(h®v).
Para provarmos o isomoformismo desejado, definimos uma aplicacao inversa da
o. Seja
YV HRV — HQV.

h®@v +—— h1 ®S(h2)v

Entdo,
pop(h@v) = ¢(h1® S(ha)v)
=y ® hyS(hs).v
=y ®e(ho)lg.
= Ie(hy) ®v

= h®o.

Analogamentes mostra-se que Y o¢ = idygy.. Logo, HR®V. ~ H®V. Aplicando
entdo o item (i) do Lema [2.4.4] temos que Xpygy. = Xy € pelo item (iv) desse

mesmo resultado, obtemos Xy * Xy, = X Xy,

Observemos agora que, Xy, (h) = Tr(py.(h)) = Tr(e(h)idy) = Tr(idy)e(h) =
dim(V)e(h), para todo h € H. Entao, Xy x Xy = (dim(V)e)Xy = dim(V)(eXy) =
(dim(V')) Xy, pois Xy € H* e ¢ é aunidade. Em particular, para H = V, concluimos
que X% = (dim(H))Xg.

(17) Seja h € H, entao:

< S%.(Xp),h> B« xp082h>
= < Xy, S%(h) >

= Tr(pu(Sk(h))
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= Tr(Lszm)-

Ou seja, < S3.(Xpy),h >= Tr(Lsz )

Note que,

Lgz y(S*(1)) = S*(h)S*(1)
= S(S(D)S(h))
= S?(hl)

= (S2oLy)(l), VieH.

Como S é bijetiva (pois dim(H) < 00), segue que Lgz ) = S%0 L0572 Entao,
Tr(Lsz,ny) = Tr(S? o Ly 0 S7%) = Tr(Ly) = Tru(h), para todo h € H. Ou seja,

St (Xu)(h) = Tr(Lgz ) = Tru(h) = Xu(h), para todo h € H.

Portanto, S%.(Xy) = Xg em H*. |

Estamos agora em condigoes de provar o seguinte teorema:

Teorema 2.4.6. Sejam 0 # v € I,(H*),0# T € [,(H) tal que < v,T' >= 1. Entao

Try-(SH.) =< &, T >< 7,1 >= (dim(H))Tr(S?|x,u+).

Demonstracao: Seja I'* € (H*)*, definida por

<I'",f>=<f,I'> VfeH" (2.8)

Afirmamos que I'* ¢ um homomorfismo de Frobenius com bases duais (Sg+(71), 72)-

De fato, pois se f € H*, entao temos

62



Yo < T* f % Sp(m1) > Yo < f#Spe(m), T >

v2 < f,T1 >< Spe(m), T >

Yo < f,T1 ><v108k,Ty >

Yo < f,I'1 ><m,Su(Ts) > .

Aplicando agora esta tltima expressao em um elemento h € H, obtemos:

Yo < f,T1><m,Su(T2) > (h) = < [f,I'1><m,5u(I2) >1(h)
= <f7F1 >< %SH(F2)h>

= < f,h>.

A dltima igualdade decorre do fato de (I'y,S(I'z)) serem bases duais do ho-
momorfismo de Frobenius v. Como h € H foi tomado arbitrario, seque que
f =2 <T* fxSy«(71) >. Sendo assim, ['* é um homomorfismo de Frobenius com

bases duais (Sg+(71),72)-

Aplicando o Lema para S? € End(H*), e tomando e = 1 e k = 1, temos

Tr(s%) = <TI* S%(%2)S(nm) >
= <I",S(MmS(n) >
= <I™ Seg-(y)lg~) >
= <eg,y><I* 1y >
= <7,1><TI"e>

= <7 1><e'>.

Falta mostrar a outra igualdade. Vimos pelo Lema que S*(Xy) = Xy em

H*. Utilizando esse fato, observemos que S?|y, i+ € End(XgH*), pois para toda
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f € H*, temos S*(Xyuf) = S*(Xy)S?(f) = Xy S?(f) € XgH*. Com isso, podemos

utilizar novamente o Lema tomando e = Xy e k = dim(H), para obter

dZm(H)TT(Sz|XHH*) =

< I*, S*(Xgv2)S(m) >

< T, 8%(Xk)S*(72)S(n) >
<T*, S%(Xu)S(nS(12) >

<T", 8*(Xu)S(em- (7)) >
< e,y >< I S*(Xy),T >
<v,1>< S*(Xy),T >

<y, 1>< Xy, T >.

Novamente utilizando o Lema2.4.2)parae = 1, k = 1, f = Lr, onde Lr(h) = I'h,

e usando o homomorfismo de Frobenius I', temos:

TT(LF) =

<7, 8(I'2)Lr(Iy) >
<7, S([YHTT; >

< v,e(ST)ITy >
<7,e(l)TTy >

<~ IT >

<7, e()T >
<egl'><~y, T >

<egl >.

Mas < Xy, I' >= Tr(Lyr) =< ¢,I' >. Portanto, dim(H)Tr(S?|x,m) =<

v, 1 ><e, ' >.

Antes de apresentarmos o ultimo Teorema desta secao, vamos fazer algumas

observacoes.
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Observagao 2.4.7. Seja H uma &dlgebra de Hopf tal que 0 # A € I;(H*). Pelo
Teorema temos que ¢ : H — H*, dada por ¢(h) = X\ — h, Vh € H,
é um isomorfismo de H-mdédulos de Hopf a direita. Entao ¢ é um morfismo de
H-comoddulos a direita, e com isso temos também que ¢ é um homomorfismos de

H*-modulos a esquerda (por [1.2.6)), ou seja, Vh € H e p € H* nds temos que

se nos aplicarmos essa igualdade para um elemento g € H, nds obtemos

Al(g = p)S(h)) = A(gS(p — h)). (2.9)
Afirmamos agora que se C, D sao subcodlgebras de H tais que C'N D = 0, entao
A(cS(d)) = 0, para todos ¢ € C, d € D. De fato, tome X um subespaco linear de
H tal que H=C® D & X, e considere p € H* tal que a restrigao de p para D é 0
e a restrigdo de p para C' é ¢ (identidade na codlgebra). Entao para ¢ € C, d € D

nés temos:

A(eS(d)) = M(e — p)S(d) B aesp — d)) = 0.

Lema 2.4.8. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita cossemissimples com

a antipoda S. Entio S*(C) = C, para todo C C H subcodlgebra.

Demonstracao: Se C' = 0 essa igualdade é vélida. Agora vamos supor que C' # 0.
Como H é cossemissimples, existe < A\, 1 > 1, para algum 0 # A\ € [;(H). Mais
ainda, temos Ao S = A. A existéncia de uma tal integral nao nula mostra que a
antipoda é bijetiva. Observe que para este resultado, nao precisamos que a dimensao
de H seja finita, mas se o fosse, terifamos a bijetividade da antipoda pelo Teorema

2.1.14) e a hipotese de cossemissimplicidade nao seria necessaria.

Continuando a prova, temos que qualquer subcoalgebra nao nula é soma de
subcodlgebras simples, entao basta provar que S?(C') = C, para qualquer subcoalgebra

simples C' de H.
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Se C ¢ simples, entdao S%(C) é uma subcodlgebra simples de H, ji que S? é
um homomorfismo injetivo de coalgebras. Entao S%(C) = C ou C' N S?(C) =
0. Se acontecer a segunda situacao, entao para qualquer d,c € C, noés temos

A(S%(c)S(d)) = 0, pela argumentacio anterior ao Lema. Assim,
0 = A(S2()S(d)) = A(S(dS(c))) = (Ao 8)(dS(c)) = MdS(c)).

Com isso obtemos que A(dS(c)) = 0,Y ¢,d € C. Em particular, para qualquer

c € C, nés temos
e(c) = e(c)M(1) = Ae(c)1l) = M1 S(ez)) =0

Como C' é simples, seus tunicos ideias sdo os triviais, logo Ker(e) = 0 ou
Ker(e) = C. Mas, pelo que mostramos acima, para qualquer ¢ € C, ¢ € ker(e), ou

seja, C' = 0, uma contradigao. Portanto S?*(C) = C'. [

Por fim, apresentamos o ultimo resultado dessa secao, que serd muito 1til para
garantir a semisimplicidade de algumas algebras de Hopf de dimensao finita so-
bre um corpo de caracteristica zero, que até o momento do trabalho nao foram

apresentadas.

Teorema 2.4.9. (Larson e Radford, 1988) Seja k um corpo de caracteristica

zero. Seja H uma k-dlgebra de Hopf de dimensao finita. Sao equivalentes:

(1) H € semissimples.

(13) H* € semissimples.

(i11) S% = id.
Demonstracao: Como a caracteristica de k é zero e S% = id, segue do Coroldrio
2.3.3 que (iii) = (i) e (iii) = (id).

(i7) = (i) Suponhamos que H é uma algebra de Hopf cossemissimples sobre um

corpo k (pois H* é semissimples), e seja K uma extensdo de k. Claramente H é
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cossemissimples se, e somente se, K ® H é cossemissimples. Com isso nés podemos

assumir que k é algebricamente fechado.

Seja C' uma subcoalgebra de matrizes de H. Entao, pelo Lema [2.4.8] nds sabe-
mos que S?(C') = C e, pela Proposigao [1.4.2] existe t € (C, o) invertivel e tal que

S%(c) =tV ocot, para todo c € C.

Seja r a ordem de S?, pois sabemos que a ordem na antipoda é finita por [2.3.13]
Entdo, ¢ = S*(c) =t o c o t"), para todo ¢ € C. Multiplicando por ¢ essa
tltima igualdade temos que tM oc =t ot ocot) = cot(, ou seja, t) pertence

ao centro de (C, o).

Como C é simples, tome & : C' — M, (k) o isnomorﬁsmo de dlebras. Lembremos
que a identidade em (C,o0) é da forma Xo = Zcﬁ, e esta pertence trivialmente
ao centro, logo existe a € k tal que t") = OzXZC:.1 Ja que t é invertivel, nés temos
que a # 0 e entao, substituindo ¢ por oz_Tlt, nés podemos assumir que £ = X
Assim, £(t)" = id (matriz identidade), ou seja, o polinémio minimal de £(¢) divide
X" —1, onde temos somente raiz simples. Isto implica que a matriz é diagonalizavel

com autovalores raizes n-ésimas da unidade.

Ja que k tem caracteristica zero, nés podemos assumir que o corpo dos nimeros
racionais Q C k, e entdo, j4 que k é algebricamente fechado, Q C k (Q= fecho
algébrico de Q em C).

Como a inversa de uma raiz complexa da unidade é o conjugado da raiz, ou seja,
nés obtemos que &(t(1) é diagonalizével, com autovalores (complexos) conjugados

dos autovalores de £(t). Em particular,

Tr(E(t))Tr(E(t) = Tr(E())Tr(E(t) € Ry
onde R, sao os nimeros reais positivos. Assim temos:

Tr(5%]e) "2 e (0)2(V) (11) " Tr(E(1) Tr(E(1).
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Mais ainda, pelo Lema [1.4.3} temos que £(t),£(t("1) # 0. Portanto T7r(S?|¢) >
0. N6s concluimos assim que Tr(S?) é a soma de nimeros positivos, ja que H ¢ a
soma de subcodlgebras de matrizes (simples). Entao Tr(S?) > 0. Em particular,

Tr(S?) # 0, e pelo Coroldrio [2.3.3] concluindo que H é semissimples.

(1) = (ii) Suponnha que H é semissimples, entdao H* é cosemissimples e por

1) = (1), nés obtemos que H* é semissimples.
q p

Por fim, vamos provar que (i) e (i) = (i27) Suponhamos que H e H* sao
semissimples, logo ja vimos que pela Observacgao [2.3.8, H e H* sao unimodulares, e
consequentemente por [2.3.7la = 1 e a = € sao os elementos modulares. Entao pelo
Corol4rio St = id, ou seja, (S%)* = id. Logo, S% é diagonalizdvel e seus
autovalores sao todos iguais a 1 ou —1. Entao Tr(S%) < dimH. Temos também
que pelo Coroldrio [2.3.3] Tr(S%) # 0.

Note que Trp«(S%.) = Tr(S%), por 2.4.1] Com isso, podemos usar o Teorema
2.4.6] o qual nos diz que Tr(5%) = dim(H)Tr(S? x,u+), 0 que mostra que dim(H)
divide Tr(S%). Assim, Tr(S%) = +n, mas S?(1%;) = 13, isto é, um dos autovalores
é igual a 1. Concluindo entao que T7(S?) = dim(H), e isto forga que todos os

autovalores sejam iguais a 1. Portanto, S? = id, o que prova o Teorema. [ |

Vamos usar agora este resultado para discutir a semissimplicidade de certas

algebras de Hopf.

Exemplo 2.4.10. Seja H = kG a dlgebra de grupo sobre um corpo de caracteristica
zero dada em [1.1.9) Como S(g) = ¢!, para todo g € H, segue que S? = id
e aplicando o utimo Teorema (re)obtemos que kG é uma &lgebra semissimples.

Analogamente, (re)obtemos que (kG)* sao algebras semissimples.

Exemplo 2.4.11. Seja a dlgebra de Taft (7},) dada em[1.1.12temos que S(g) = g~*

e S(x) = —g~'z. Logo

S*(z) = S(—gtx) = —-S(x)S(¢g7"') =g 'zg = g lgrq! = ¢~ 'z # z. Portanto,
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pelo Teorema anterior (re)obtemos que 7, nao é semissimples. Além disso, obtemos
também que (7},)* nao é semissimples, resultado que até o momento nao tinhamos.

No préximo capitulo, calcularemos o dual de 75,

A semissimplicidade dos grupos quanticos nao havia sido abordada antes. Fa-

remos isto no proximo exemplo.

Exemplo 2.4.12. Consideremos os grupos quanticos, dados em[1.1.13], onde temos
que S(E) = —q%E, S(F) = —¢?F e S(K) = K~'. Logo, S*(E) = —¢*S(E) =

—q*E # E. Portanto pelo Teorema anterior, Uq e (Uq)* nao sdo semissimples.
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Capitulo 3

O Duplo de Drinfeld D(H)

Este capitulo tem como base o capitulo 10 de [16] juntamente com [10] e [12].
O principal objetivo serd a constru¢ao do Duplo de Drinfeld D(H) de uma algebra
de Hopf de dimensao finita H e verificar que D(H) é uma algebra de Hopf quase
triangular. Mostraremos também um resultado que caracteriza quando o Duplo de

Drinfeld é semissimples.

3.1 Algebras de Hopf quase triangulares

Nosso objetivo nesta secao, serda generalizar a nocao de Algebras de Hopf co-
comutativa, mas mantendo algumas de suas propriedades. Observemos que para a
primeira definicdo e a primeira proposicao, precisamos apenas que nossa Algebra
de Hopf H tenha antipoda S bijetiva, mas para o restante do capitulo vamos pre-
cisar que H seja de dimensao finita, logo, por comodidade, assumiremos desde ja

a finitude da dimensao de H e isto nos garante a bijegao da antipoda (Proposig¢ao

P,
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Definigao 3.1.1. Dizemos que uma dlgebra de Hopf H (de dimensao finita) é
quase cocomutativa, se existe um elemento invertivel R € H ® H tal que, para

todo h € H, temos
7A(h) = RA(h)R™, (3.1)
onde T € a aplicacao twist usual.

Nosso primeiro lema apresenta uma generalizagao de um fato basico sobre algebras

de Hopf cocomutativas [16].

Lema 3.1.2. Seja H uma dlgebra de Hopf quase cocomutativa e sejam V, W H -

modulos a esquerda. Entao V@ W =Z W ® V', como H-maodulos a esquerda.

Demonstracgao: Definimos a aplicagao k-linear,
p: VW — WV

1w — R Y w®v)

Claramente, ¢ é um isomorfismo linear. Vamos entao provar que ¢ é um homo-

morfismo de H-médulos. De fato, para todoshe Hy,v eV ew € W,

¢ph-(wew)) = é(hv® hyw)

R (hyw ® hyv)
= R'7(AM)(wew)
= R'RAR)R '(w®v)

= AMRR Y wav)

h-o(v®w).

Portanto, ¢ é um isomorfismo de H-modulos a esquerda. [ |
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Exemplo 3.1.3. Toda algebra de Hopf cocomutativa H é quase cocomutativa.

De fato, basta tomar R = 1 ® 1 e lembrar que a cocomutatividade nos da

T7A = A. Logo, para todo h € H temos:

TA(R) = A(h) = 1® 1AW ® 1 = RA(R)R™.

Neste mesmo caso, H pode também ser quase cocomutativa para um R nao

trivial, o que sera mostrado no préoximo exemplo:

Exemplo 3.1.4. Seja H = kZ,, onde Zy =< 1,9 | g*> = 1 >, com a multiplicagao

usual de grupo e a caracteristica de k é distinta de 2. Entao para
1
R:§@®1+1®g+g®1—g®@,

kZ, é quase cocomutativa.

De fato, vamos mostrar que vale (3.1)) para os geradores 1 e g de H. Para isso,

note que R~! = R, pois

1 1
RR = 5(1<§91+1<§§>g+g®1—g®g)§(1®1+1<§§>g+g®1—g®g)

1
= Zﬂ®1+1®g+g®1—g®g+1®g+1®1+g®g—g®1+g®l

+ gR9+1®1-1®7-—9gRg—9g®1-1®g+1®1)

1
= 4(1x1
A0

= 1®1
Para 1 € H temos que 7(A(1)) = 1 ® 1. Por outro lado,

1
RA(l)R_lz5(1@1+1®g+g®1—g®g)(1®1)R_1:RR_1:1®1.
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Para g € H, 7(A(g)) = g ® g. Por outro lado,

RA(g)R™' = %(1®1+1®g+g®1—g®g)(g®g)%(l®1+1®g+g®1—g®g)
_ Zll(g®g+g<z<>1+1<g<>g—1@1)(1@1+1<§<>g+g<}z>1—g®g)
= Zll(g®g+g®1+1®g—1®1+g®1+g®g+1®1—1®9
+ 1®94+101+9gRg—9gR1-101-1Q09g—gR1+g®g)
= }14.(9699)
= g®g.

1
Portanto, (kZa, 5(1 R14+1®g+9g®1—g®g)) é quase cocomutativa.

No préximo exemplo apresentamos de uma algebra de Hopf H nao-cocomutativa

com dimensao 4, mas que é quase cocomutativa.

Exemplo 3.1.5. Seja Hy =k < g,z | ¢* = 1,2° = 0,29 = —gz > a algebra de
Sweedler, sendo a caracteristica de k distinta de 2, onde a estrutura de coalgebra é

dada por:
Alg)=g®geAr)=g@r+r01.
Entao, para cada 0 # a € k, definimos:

1
Ra=5(101+109+901-g@g)+5(@@r-2®gr+gz @+ go® gz).

N D'
* ko

| 9

Afirmamos que (Hy, R,) é quase cocomutativa. Primeiramente note que

1
Ry'=5(1@l+10g+gal-gag)+5(r@r+rer—grar+gr® gr)

-~ -~
*/ *x!

fwlg

De fato, queremos que mostrar que R,R,' =1 ® 1. J4 mostramos no exemplo
anterior que x(¥') = 1 ® 1 e, por definicao de Hy, temos que x2 = 0, logo facilmente

observamos que * * (xx') = 0 ® 0.
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Entao para mostrar que R, R,! = 1®1, basta mostrar que *(**")+** (') = 0®0.
De fato, pois

@
*(k') + 5 (%) = Z((1®1+1®g+g®1—g®g)(:13®x—|—$®gx—gm®x—|—ga¢®gx)
+ Rr—2rRgr4+9grRr+9grR9r)(1®1+1Rg+9gR1—9g®g))

«
—(rRr+rR9gr—grR®r+grRgr+rR9r+r T — gr @ g

4
+ 92 R@r+grR®r+9grR®IGr —rRr +rRgr —gr X gr — gr  x
+ 2R9gr —rRr+rRr+rRxg+r9QQx —29 QX xr9 — T gr
+ TRT —29gRIr —2gRT +grRX T +9gr@xg —r QT+ Qg
+ gTRgr—gr@r—rQgr—r Q)
- %(0®0)
= 0®0.

Agora mostraremos que vale (3.1]), para os geradores de Hy. Note que como A
¢ um homomorfismo de algebras, nao precisamos mostrar esta propriedade para o

produto dos geradores.

Assim,

Ro(g®g)R,' = %(g®g+g®1+1®g—1®1)+%(mg®x9+xg®:v—m®xg+x®x)
+ %(1®1+1®g+g®1—g®g)+%(x@x—l—x@gx—gx@x—i—gx@gx)
= i@®g+g®1+1®g—1®1+g®g+1®1—1®g+1®g+1®1
+ gRg-g1-101-109-gRl+90¢)+~(tg@rg+rg@ T

4
+ Qg -2z +r9Q@r+29R29g+ 1R —2QR2Tg—TRQxg —TQRT

— 2GgRTg+rgRr+rRr+rR®rg+r9R0r —rg®rg+ grgr
+ g2R®r—-—2Rgr+rRr+gr@r+grRgr —rQ@xr+rR9gr +2 Q g

+ :E®x—gx®g:p+g:v®x—x®x—m®gm+gz®x—gm®gm)
2
«a

4(0®0)
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= }14.(g®g)+%(0®0)+0®0
=g®yg
=7(A(g)).

De forma anéloga, mostra-se

T(A(z)=7(gRz+2®1)=2R0g+1Qx=R,(g@z+2r1)R".

O préximo exemplo mostra que nem toda algebra de Hopf é quase cocomutativa.

Exemplo 3.1.6. Seja H = (kG)* a algebra de Hopf dada em |1.1.10} com G um
grupo nao abeliando. Entao existem V., W tais que V@ W 2 W ® V, e segue do

Lema [3.1.2) que (kG)* ndo é quase cocomutativa.

De fato, seja G um grupo finito nao abeliano. Dados g, h € G, tais que gh # hg,
consideremos V' = kp, e W = kpy,. Assim, V e W s@o (kG)*-médulos de dimensao
finita, dados pela multiplicacao em (kG)*, ou seja, p,.py = dp.gPg € Pn-Dh = On hDh,
Vn € G.

Suponhamos agora que existe um (kG)*-homomorfismo ¢ : V@ W — W @V
nao-nulo. Logo, dados o € (kG)*, devemos ter p(a-v @ w) = a - p(v @ w). Mas
isto nao acontece quando tomamos o = p,;,. De fato, pois claramente temos que
Pgh - (Dg @ Pr) = pg ® py €, por outro lado, py, - (pr, ® py) = 0, onde nesta tltima

igualdade utilizamos o fato que G nao é abeliano.

Portanto, como ¢(p, @ pr) = k(p, ®p,), com k € k, temos que pyp - p(pg @pp) =
Pgn - k(pr, @ pg) = 0. Por outro lado, ¢(pgp - pg @ pr) = ¢(py @ pr) que nao pode ser

zero, a nao ser que ¢ seja identicamente nulo. Logo V@ W 2 W @ V.

Lembramos que se H é cocomutativa, entao S% = id (ver|1.1.19)). Este fato pode
ser generalizado para o contexto de algebras de Hopf quase cocomutativas, como

mostra o seguinte resultado:
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Proposicao 3.1.7. Seja H uma dlgebra de Hopf quase cocomutativa. Entdo S? ¢é

um automorfismo interno de H. Mais precisamente, escrevendo R = g a; ®0b; e
i

U= Z S(b;)a;, entao u € invertivel em H e, para todo h € H,
S%(h) = vhu™! = S(u)"'hS(u).
Consequentemente, S(u)u é um elemento central de H.

Demonstragao: Vamos provar primeiro que uh = S*(h)u. De fato, por hipdtese
H é quase cocomutativa, entao para A(h) = hy ® hg, temos R(hy ®hs) = (ha®hy)R,
por (B.1)). Assim, podemos escrever (R®1id)(hi @ ho ® h3) = (ha ® by @ hs)(R®id).
Sejam R = Zai ®Rb;eu= Z S(b;)a;. Entao

Z aihl & blhg &® h3 = Z hgai 0% hlbl (%9 hg.

Aplicando ¢ = m(S? ® S ®id)(T ® id)(id ® 7)(T ® id) em ambos os lados desta

igualdade, temos:

252 h3)S(biha)aih, = 282 h3)S(hib;)haa;
ZSz(hg)S(hQ)S(bi)aihl = ZSQ (h3)S(b:)S (h1)haa;
Z S(h2S(hs))S(bi)aihy = Z S?(ha) S (bi)e(h1)a;
Z S(e(ha)1y)S(bi)ashy = Z S?(hoe(hy))S (bi)a;
| > 1uS(bi)ah = Z S*(h)S(bi)as,
isto é,
uh = S*(h)u (3.2)
Nosso préximo passo serd mostrar que u é invertivel. Escrevendo R~ = Z ¢ ®

d; ev—ZS ;)c;, temos
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5=
S
I
Qﬁ

Afirmamos que ZS(bidj)aicj = 1. De fato, pois 1 ® 1 = RR™! = (Z a; ®

1,J
bz)(z ¢ ®dj) = Z%’Cj ® b;d;. Aplicando 0 = m(S ® id)T na igualdade acima
J Y]

obtemos 1 = Z S(b;d;)aicj, como querfamos mostrar.

)

5*()

Assim, 1 = wv = u, ou seja, u tem inverso pelos dois lados e, pela
unicidade do inverso, segue que u~! = v = S?(v). Portanto, S*(h) = uhu™!, para

todo h € H, mostrando que S? é um automorfismo interno de H.

Para mostrarmos a tultima igualdade no enunciado, aplicando S em S*(h) =

uhu™!, temos
S3(h) = S(S?%(h)) = S(uhu™t) = S(u)"1S(h)S(u).

Como S é bijetiva, trocando S(h) por h, concluimos que S?(h) = S(u)~'hS(u).

Finalizando, como uhu™' = S(u)~'hS(u), claramente temos que, S(u)uh =

hS(u)u, para todo h € H, ou seja, S(u)u é um elemento central de H. [ |

Definicao 3.1.8. Uma dlgebra de Hopf H é quase triangular (QT, por brevi-
dade), se H é quase cocomutativa via R = Z a; @b, e HR H e

(A®id)(R) = R“WR* (3.3)
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(id® A)(R) = RYRY, (3.4)
onde, R? =30, 9b; @ 1,R® =>"1®a; @b e R®* =>. 0,01 ®1,.
Dizemos que H é triangular se também vale:
R'=71(R). (3.5)

Exemplo 3.1.9. Toda algebra de Hopf cocomutativa é quase triangular, tomando
R=1®1, como no Exemplo|3.1.3] Claramente uma tal algebra de Hopf é também
triangular.

1
Exemplo 3.1.10. Seja (kZs, R = 5(1 ®R1+1®g+9g®1—g®g)) dada no exemplo

3.1.4l Entao (kZs, R) é quase triangular.

J& mostramos em que kZs é quase cocomutativa, falta verificarmos ({3.3))
e (3.4). No nosso caso, temos

Rm:%O®1®1+1®g®1+g®1®1—g®g®n

R%:%O®1®1+1®1®g+1®g®1—1®g®m

RB:%O®1®1+1®1®g+g®1®1—g®1®m.
Assim,

(A®uMR)::(A®uM%ﬂ®1+1®g+g®1—g®m)

E por outro lado,

RBR® = 50®1®1+1®1®g+g®1®1—g®1®@ﬂ®1®1+1®1®g
+ 1®9R1-10g®g))
= iﬂ®1®1+1®1®g+1®g®1—1®g®g+1®1®g+1®1®1
4+ 1Q9R9g—109R014+9gR®1RX14+9gR1Rg+9gRINT —gRgR g

— g®R1IR®RI—gR1IR1—gRgRg+gRg®1)

78



1
:12-(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®g)

1
:5(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®g).

Logo vale (3.3). Analogamente, (id @ A)(R) = R¥R'? e vale (3.4).

Exemplo 3.1.11. Para 0 # « € k, a algebra de Hopf (Hy, R,), definida em m
é quase triangular. De fato, temos

1 «
Ra=5(101+1®9+9®1-g®g)+(e®r-2@gz+g2@ 2+ 92 ® go)

1 «
Rl‘f:5(1®1®1+1®g®1+g®1®1—g®g®1)+§(:B®:v®1—x®gx®
l4gr@2x1+gr®gr®1)

(6%

1
Ry =5(1010l+101eg+10g0l-10909)+5

2
gr+1®groz+1Q gr ® gr)

lerzer-10zr®

1 (67
R}=5(18191+1010g9+g8101-geleg+5(r0ler-101e

gr+grR1r+gr®1® gr)

Logo,
(A®id(R) = S(AN®1+AN)Eg+A) 1Al ©g)+ (AW e
— Az) ®@ gz + A(gr) @ z + A(gr) ® gx)

1 o'
— 5(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®g)+§

+ gRrxRr—1rR1Rgr—gRITRgr+grR9gR¥r+1Rg9grRQx

(z@1®x

+ gr®gRgr+1®gr® gr).

Por outro lado, usando a expressao da R¥R?3 do exemplo anterior temos:

Q
4
+ 102097 -102Q02+1R¢grR@egr+1QgarR@r+9gRQr

RUBR® = RPR®» 4+ —(11r07-101r0g¢gr+1®9gr02+1Qgr® gz

— gRITRITH+JRITRTr+gRIIRQRIgr —gRrRgr +9gRrQx

— gQgrRgr—gRegrRr+rR1Rr+rR01Rrg+rRgRx
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— QR —rTR1IRQgr—rzR1RQgrg —rRgRgr+ 1 g gryg
+ grR1IQr+9grlRrg+9grRgRr—grRgRrg+9gr®1Q gr

2
Q@
+ gr®1®grg+9grRgRgr — gr ® g ® grg) + —(0 ® 0)

4
1 «
= 5(1®1®1+1®1®g+g®g®1—g®g®g)+12-(w®1®x
+ 9RITRXr-—1R1IQgr—gRIrRXgr+grRgRr+1l1Qgrx

+ gr®gRgr+1®gr® gr).
Portanto, (A®id)(R) = R!3R?. Da mesma forma, mostra-se que (id®@A)(R) =
R13R12
« o
Exemplo 3.1.12. Pelo exemplo temos que se G' é um grupo nao abeliano entao

H = (kG)* nao é quase cocomutativa. Logo (kG)* ndo pode ser quase triangular.

Mais adiante vamos verificar que qualquer algebra de Hopf H de dimensao finita
pode ser imersa em uma algebra de Hopf quase triangular, chamada de Duplo de

Drinfeld de H.

Proposicao 3.1.13. Toda dlgebra de Hopf quase triangular (H, R) possui as se-

guintes propriedades:
(Z) R12R13R23 — R23R13R12.
(i1) (S®id)(R) = R'= (id® S™')(R).
(1ii) (S ® S)(R) = R.
() (e ®id)(R) = lpgn = (id @ ¢)(R).
Demonstragao: (i) Note que R”? = R®@ 1€ H® H® H. Assim,
Rzpspzs €3 R(A ®id)(R)
(R 1)) Ala) @ b)
= Y RA(a) @b
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" Z TA(CLl)R X bz

i

= (Z 7A(a;) @ b)(R® 1)
= (rA®id)() a;®b;)R"”
= (TA® id)(RZ)Ru

.3) RZBRBRL2.

(iv) Para mostrar esse item, vamos aplicar € ®id ® id em (A ®1id)(R) = R¥®R?.
Por um lado, (¢ ® id ® id)(A ® id)(R) = ((¢ ® id)A ® id)(R) = R, onde na tultima

igualdade estamos usando a propriedade da counidade.

Por outro lado,

(e @id®id)(R®R?) = (e@id®id)(D>_ a;® a; @ bib))
0,
= Z 5((11') ® a; & bzb]
]
~ Z 6((11)0@ ® blb]
]

= Y ela) @b)(> a; @ b))

4 J
= (e @id)(R))(R).
Logo, ((¢ ® id)(R))(R) = R e como R é invertivel em H ® H, segue que (¢ ®
id)(R) = lygn.
Analogamente, aplicando (id ® id ® €) em (3.4)), temos (id ® €)(R) = lygn.

11 omo e Invertivel, ao invés de mostrarmos que X1 = [, vamos
(i) Como R ¢ invertivel, ao invés d que (S®@id)(R) = R™,

mostrar que R((S ®id)(R)) = lugu. De fato,

R(S@id)(R) = (3 aeb)(Y S)eb)

? J

= Z CLZ'S(CL]‘) ® b’Lb]

4,7
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= (m®id)(>_ a® S(a;) @ biby)
]
= (m®id)(id® S @id)()_a;® a; @ bid;)
i,

(m ®id)(id ® S ® id)(R"R*)

EE
I

(m ®id)(id ® S @ id)(A ® id)(R)

(m ®id)((id ® S)A @ id)(R)

(m(id ® S)A ® id)(R)
= (c@id)(R)

= 1H®H~

Para mostrar a segunda igualdade de (i), afirmamos que (H°?,7(R)) ¢ uma

algebra de Hopf quase triangular. De fato, por [1.1.25| sabemos que HP é uma

algebra de Hopf com antipoda S~!. Facilmente percebemos a quase cocomutativi-

dade de HP, pois

AP (1)

= 7(rA(R)

Y
IZ

I
A,
=

3
—~
s
=
El

=y

L

= 7(R)A“P(h)T(R)™".

Agora seja RZ a; ®b; entdo 7(R) = Z b; ® a;. Como (H, R) é QT temos que

vale (83) e (34), logo

(A ®id)(R) = R¥R*

g Zaﬂ@aﬂ@bizzai@aj@bibj
i ij

e Zbi®ai2®aﬂ :Zbibj@)aj@a,;
i ij

& (id@ A")(r(R)) = (T(R))"(r(R))™.
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(id®A)(R)=R®R” & > a;®@by@bo=Y a;@b;®b
i ]

= Zbﬁ@bzl X a; = sz ®b] ®aiaj
i i,

& (A ®id)(r(R)) = (T(R))"(r(R))*.

Portanto, (H®?, 7(R)) é uma algebra de Hopf QT. Logo pela primeira igualdade

de (i1) e pelo fato acima obtém-se
(St ®id)(r(R)) =7(R)™"
Aplicando 7 em ambos os lados da igualdade acima, verifica-se que:
(id® S™')(R) = R™%.
(7ii) Precisamos verificar que (S ® S)(R) = R. Mas,
(S®S)R) = (id®S)(S®id)(R)
= (id®S)(R™)
9 (id® S)(id® ST)(R)
= (id® SS™")(R)
= R.

Concluindo assim a prova da proposicao. [ |

A equacao (i) da Proposicao anterior é chamada de Equagao de Yang Baxter
Quantica. Esta equacao emergiu de diversos sistemas fisicos e serviu de motivagao

original para o estudo de algebras de Hopf quase triangulares.

O préximo teorema nos da uma propriedade muito mais forte para a antipoda

das dlgebras de Hopf quase triangulares. Para sua demonstracao vamos usar a
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seguinte notacao: Se R = Z a; @ b;, entdao notaremos por RY € R®" com i < j e
n > 3, o elemento definido por R =1® ...®a¢; ® ... ®b; ® ... ® 1 € R®", onde a;

aparece na i-ésima entrada e b; na j-ésima entrada, sendo as demais todas iguais a

1.

Também vamos precisar da seguinte estrutura de modulos: Seja A = H @ H ®
H ® H visto como uma k-algebra. Afirmamos que H ® H é um A- médulo a direita

via
(h®k) (z®@y®z@w)=9S(2)hr® S(w)ky
para todos h, k,x,y,z,w € H. De fato,

(h@k) (1@ @2@w)) (T2QY ® 2 @wy) =
= (S(z1)hz1 @ S(w1)kyr) - (22 @ Y2 ® 29 ® wy)
= S(22)S(z1)hx129 @ S(w2)S(w1)ky1y2
= S(z129)hz129 @ S(W1Ww2) kY1 Y2
=(h®k) (2122 @ Y1y2 ® 2129 @ Wywy)

=(h®k) (11 @y @21 Qw) (T2 @Y ® 220 ® wa)).

e (h®k) - 1lg®1lg®1g®1y) = S(g)hly @ S(lg)kly = h @ k.

Portanto, H® H é um A-mddulo a direita. Agora podemos, apresentar o seguinte

resultado:

Teorema 3.1.14. Seja (H, R) uma dlgebra de Hopf quase triangular. Entdo, para

todo h € H, temos
S%(h) = ghg™,

onde g = uS(u)~! € um elemento grouplike de H, com u = ZS(b,-)ai, como na

2

Proposicao |3.1.7.
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Demonstragao: Nosso primeiro objetivo sera provar que g € G(H) e para isso pre-

cisamos calcular A(u) e A(Su). Comecaremos por mostrar que A(u) = (R R) ™ (u®

u) = (u® u)(R*R)™!, onde denotaremos por R*' o elemento 7(R) = Y., b; ® a;,

para simplificar notacao.

De fato,

—  7(R)TAM)R
—  7(RA)R
Y rrA@R)R
— AW7(R)R
—  A(w)R™R.

Agora é suficiente mostrar que A(u)R*'R = u ® u. Note que,

A(u)R*R

= A S(b)a;)R*R
= ZA(S(bi))A(ai)Rle

= Z(S ® S)(rA(b;)) R* RA(a;)

= > (5@ 8)(bi @ bin) (br @ ax)(a; @ by)(an @ aip)
i,k,j

Z S(bia)brajair @ S(bir)arbjan

i7k7j

= Z(Z b @ ag) - (aja;1 ® bjan @ big @ byy)
k

1,

= > R ((a;®b; ® 1y ® 1) (A(ai) @ TA(b)))

_ R (R2(A @ rA)(R)).

onde em (x) estamos usando o fato de H® H ser um A- médulo a direita, mencionado

antes.
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Como (H, R) é QT, segue que

AeidR) =Y a1 wmob @Y e (3.6)
7 7.k

(id@ A)R) = @i @by @ba B Y aa, @b, @by (3.7)
7 lr

Com isso, temos

R¥*(A®71A)(R)

R™((id ® id ® TA)(A ®id)(R))

S
IE

R2((id®id ® TA)(Y  a; ® a, ® biby))
gk

R*() " a; ® ap @ TA(b;by))

gk
= RIQ(Z a; @ ar @ bjobra ® bj1b1)

7.k
= RIQ((Z aj®1H®bj2®bj1)(Z 1y ® ap @ bz @ b))
k

J

=
I8

R aa, @1 @b @b)(O 1y ® aa, @ b, @b,))

l,r s,t

RZ(Y " wa, ® asa; @ bib, @ b,by)

l,r,s,t

— RIQ(R13R23R14R24)

— (R12R13R23)R14R24

(i), B113

(R23R13R12)R14R24

Assim temos A(u)R?*'R = R?' - (R®RBR"ZR"R?*). Agora usando a estrutura

de A-modulo a direita de H ® H, segue que

R21'R23 — Z(b@az Zl@aj(g)b ®1)
J

= ZS b]_@S )CLZ‘CL]‘

= E S j i®az~aj
i?j
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= ZS i) ® a;a;
= S®zd Zs 1) ® a;) Zb ® a;)]

(S® zd)[(zd ® SH(R)R*

(i), [31.13

= (S ®id)[R*R)*

(S®id)(1®1)

= 1®1.
Dando sequéncia, obtemos
(R . R®). R = Zai®1®bi®1)
= Z S(bi)la; © S(1)11
= u ® 1.

de onde segue que
(R - R®.R¥).R2R" — (u®1)- (Z@iaj @b ®1® b))

.3

N
Z ua;a; ® S(bj)b
Z S(b;)b; ® a;a; )

= (we)r(lel)

= u®l.

onde em () usamos que S(b;)b; ® a;a; =1 ® 1 o que foi obtido quando mostramos

que R¥*R* =1 ® 1 acima.

Finalmente, temos entao

((R21 . R23 X Rld) 5 R12> . R14R24 — (u (059 1) . (Z 1® a; X 1® bz)
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ZS Jul @ S(b;)1a;

Logo, A(u)R*'R = u ® u e, portanto, R* RA(u) = A(u)R* R = u ® u, ou seja,
(u®u)(R¥R)™L.

A(u) = (R*'R)~

u®u) =

Para calcular A(S(u)) vamos observar inicialmente que (H, R) e (H,7(R) = R?")
sao QT, e portanto temos (S ®id)(R) = R™' = (id®@ S™Y)(R) e (S7! ®1id)(R*') =
(R~ = (id @ S)(R*) (3.1.13[ (z7)). Assim,

(S® S)(RR*)™

Segue dai que

A(S(w))

—
*
R

(
(
(
(

S® S)((R*)'R™)
S®S)(R)(S®S)(rR™M)™

S® 9)(id® S™H(R)(S ® S)(S™ @id)(R*)
S ®id)(R)(id ® S)(R*)

(
(R21) 1

(R R)”

S®S)(TA(u))

S@S)(r((R*'R)™(u®wu)))

(

(
(r(R*'R)"'r(u @ u))
S®S)((RR*Y) Y u®u))
(u

S®S

( )
( )
(S®S)
( )
( J(u®@u)(S®S)(RR*)™
(

S(u) ® S(u))(R*R)~.

onde em (x) estamos usando a igualdade 7(R?*'R)~! = (RR*')~!, a qual é facilmente
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verificada. Agora, se g = uS(u)~!, entao temos

Alg) = A(w)A(S(u)™
= (u@u)(R*R)7[(S(u) ® S(u))(R*R)™']™
= (u@u)(R*'R)"(R*R)(S(u)"' @ S(u)™")
= uS(u)"' ® uS(u)~!

= g®g.

Portanto, g = uS(u)~! € G(H), como querfamos mostrar.

Finalizaremos a demonstracao mostrando que S* é dado por conjugacao pelo

elemento g = uS(u)™!

Teorema que S?(h) = vhu™' = S(u)~'hS(u), para todo h € H. Temos entao

. De fato, pois H é cocomutativa (por ser QT) e segue do

Sih) = S*(S*(h)
= uS?(h)u™*
= uS(u) thS(u)u?

-1

= ghg

Portanto, S*(h) = ghg™!, para todo h € H, e o Teorema estd mostrado. [

Como uma algebra de Hopf pode vir a ser quase triangular com estruturas
dadas por distintos elementos R € H ® H, encerraremos esta se¢ao com a noc¢ao de

equivaléncia entre estas estruturas, além de alguns exemplos pertinentes.

Definicao 3.1.15. (i) Se (H,R) e (H', R') sdo dlgebras de Hopf quase triangulares,
entao elas sao isomorfas como dlgebras de Hopf quase triangulares se existe um

isomorfismo f: H — H' de dlgebras de Hopf tal que R' = (f ® f)(R)

(79) Duas estruturas R, R’ de uma dlgebra de Hopf quase triangular H sdo equi-

valentes se (H, R) = (H, R') como dlgebras de Hopf quase triangulares.
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Exemplo 3.1.16. Seja H = kZs definimos no Exemplo [3.1.10] seja R =1® 1 e
1

R = 5(1 ®R1+1®0g+9g®1—g®g). Ja mostramos que (H, R) e (H, R') sdo quase

triangulares. Afirmamos que R nao é equivalente a R'.

De fato, Zs é gerado apenas por dois elementos e nosso isomorfismo f de H em
H satisfaz f(1) = 1, entdo f necessariamente é a identidade. Assim, facilmente

verificamos que (f ® f)(R) # R/

Exemplo 3.1.17. Seja H = H, como no Exemplo [3.1.11] onde mostramos que
) 1 «

(Hy, R,) ¢ QT com R, = 5(1®1+1®g+g®1—g®g)—|—§(x®x—x®

gr + gr ® x + gr ® gx), para 0 # a € k. Se k é algébricamente fechado, entao

(H,R,) = (H, Ry) para todo a # 0.

De fato, definimos o isomorfismo f : H — H tal que f(g) =g e f(x) = Q.
Note que k é algébricamente fechado, logo a2 € k e f(1) = f(¢?) = ¢* = 1,
preservando também a unidade. Seguindo da mesma forma, claramente temos que
f é um isomorfismo de algebras de Hopf. Falta apenas mostrarmos que R, =
(f ® f)(Ry). Para tanto, basta observar que

1 1
(f®f)(§(1®1—|—1®g+g®1—g®g)—l—§(:v®$—m®g$+gx®x+gx®gx)) =

1 1, 1 1 1 1 1 1 1
=5;(I191+10g+9g®1—g®g)+5(a2r®@arr—azz®ga2r+ga2r@a2r+ga2r®
garr = 1(101+10g+g01—gRg)+2(r@r—2@gr+gr @+ gr®gr) = R,.

3.2 O Duplo de Drinfeld

O Duplo de Drinfeld de uma algebra de Hopf de dimensao finita foi definida
por Drinfeld (ver [7]) a fim de proporcionar solugdes para a equancao de Yang-
Baxter Quantica, decorrente da mecanica estatistica. Um dos objetivos dessa secao
¢ mostrar que o Duplo de Drinfeld é sempre uma algebra de Hopf quase triangular.

Logo conseguimos ver toda algebra de Hopf de dimensao finita imersa numa algebra
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de Hopf quase triangular. Apds essa construcao estudaremos a semissimplicidade do
Duplo de Drinfeld além de apresentar dois exemplos onde ilustramos a construgao

do Duplo de Drinfeld de algumas algebras de Hopf conhecidas.

Seja H qualquer &algebra de Hopf de dimensao finita sobre k com antipoda
S e seja S* a antipoda de H*. Para facilitar a notagao utilizaremos S para as
duas antipodas, nao havendo perigo de confusao, pois vamos deixar claro em quais
elementos aplicaremos cada antipoda. Para a construcao do Duplo de Drinfeld nés

precisamos definir algumas novas agoes de H em H*.

Definicao 3.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetiva e sejam h € H
e f € H*. Entao:

(1) A agdo coadjunta a esquerda de H em H* € dada por

h—sf=h — f— S (hy). (3.8)

(1) A agdo coadjunta a direita de H em H* é dada por

feh =5 (hy) = f = hy, (3.9)

onde — e “— sao as acoes dadas em [2.1.11] e|2.1.1(}, respectivamente.

Podemos escrever (i) e (ii), para todo elemento k € H, da forma

<h—=>fk>=<f S (ho)khy > e < f«—h k >=< f, hokS™'(hy) > . (3.10)

Analogamente, se H tem dimensao finita, nés podemos inverter as fechas para

obter acoes a esquerda e a direita de H* em H, dadas por

f=h=fi—=h~=Sf) e he=f=5f)—=h~—f. (3.11)
Para melhorar a escrita das acoes vistas até aqui, apresentemos o seguinte lema:
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Lema 3.2.2. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao, temos:
(i) f—~h=< f,h3S7 (hy) > hy, Vf € H*,Vh e H.
(ii) h«—f =< f,S7 Y (h3)hy > hy, ¥V f € H*,Vh € H.

(iti) h—f =< f3S7(f1),h > fo,Vf € H*,Yh € H.

Demonstracao: (i) Dados f € H* e h € H, temos

f—sh fr = h— ST

L0 p (< STN(fa) > hy)

< S fa),h1 > f1 = ho
=" < S fa),h1 > hy < f1,h3 >
RERY

< fz,S_l(hl) > fl,hg > hg

< fl,hg > fQ,S_l(hl) > hg

= < f, h3571(h1) > ho.

(77) Sejam f € H* e h € H. Entao

hef B2 s p) ~he gy
< S_l(fl),hz > hi — fo
< S_l(fl),hg > fg,hl > hg

< fl,S_l(hg) > fz,hl > hg

TS @ @

< f, Sil(hg)hl > hz.

(i7) Dado k € H, temos

(< fsS57Hf) b > o) (k) = < f3S57' (), h >< fo, k>
= < fo,hy >< ST f1), by >< fo, k >

= < fa, b >< f1, 87 (ko) >< fo, k>
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< f1,57 (ha)k >< fo, by >

= < £,S Y (ho)khy >
ED (k).

Assim, a prova do Lema esta completa. [ |

Definicao 3.2.3. Seja H uma dlgebra de Hopf. Um H-mddulo codlgebra a
esquerda C € uma codlgebra com uma estrutura de H-modulo a esquerda tal que
A:C— C®C € um homomorfismo de H-mddulos, ou seja, para todos c € C' e

h e H, temos
A(h-c)=h-A(c).

A préxima proposicao sera muito util para mostrar que o Duplo de Drinfeld,

que sera construido mais adiante, é de fato uma algebra de Hopf.
Proposicao 3.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao:
(1) (H*)*P € um H-mddulo codlgebra a esquerda via — .
(1) H € um (H*)*P-mdédulo codlgebra a direita via “— .

Demonstragao: (i) Vamos mostrar que para todos f € (H*)®P e h € H, temos

A“P(h— ) = h—A“P(f), onde A°? = 7A. De fato, seja l® k € H® H. Entao

<APh—=flok> = < (h=>f)l><(h—f)1,k>

= < (h=>f,l><(h—f),k>x1

12

<h—f kl>

(13.10)

< f,5 Y (ha)klhy > .

e, por outro lado,
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<h—=AP(f k> = <h=>(fo®fi),l®k>
= <h—=fQh—>I0k>

= <h1—“f27l>®<h2—“f1,k>

<hi—=fo,l >< hy—f1,k > ®1

<hi—= fo,l >< hy— f1,k >

B
g 1

< f2, ST (ho)lhy >< f1, 8™ (ha)khs >

< f, 8 Y hy)khsS " (ho)lhy >

< f, S (h3)ke(hy)lhy >

= < f, S_l<h3€(h2))klh1 >

= < [, (hy)klhy > .

(73) Agora vamos provar que A(h« f) = A(h)« f, para todos h € H e todo
f € (H*)P. De fato, pois

Alha ) EE A< ST By Ry > hy)

= < f, Sil(h3)h1 > A(hg)

= < f, Sil(h4)h1 > ho ® hs.
e, por outro lado,

A(h)«f = hy“—fy @ hy = fi

(i), 2.2

< fQ,S_l(h3)h1 > hy® < fl, S_l(hG)h4 > h5

= < f1,87 (he)hy >< fo, ST (h3)hy > hy ® hs

< f, Sil(h6)h4571<h3>h1 > hy ® hsy

= < f,5Yhs)e(hs)1hy > hy ® hy

= < f, S_l(h4)h1 > hy ® hs.
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Podemos agora definir o Duplo de Drinfeld de uma &lgebra de Hopf finito-

dimensional, como seque:

Definicao 3.2.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. O Duplo de
Drinfeld de H é uma dlgebra de Hopf D(H), onde D(H) := (H*)®? > H ~
(H*)*P® H, como espago vetorial. As estruturas de dlgebra de Hopf sao dadas por:

Multiplicagao: (f =< h)(g>=<k) = f(h1—g2) > (ha«—gy k.

Unidade: 1(p+)cor DX 1y = €7 4 1.

Comultiplicagcao: A(f < h) = foahy ® f1 < ho.

Counidade: ¢ = g(p+)con X €.

Antipoda: Spiy : D(H) — D(H), dada por Spiy(f > h) = (Sua(hs) —
Streyeor(f1)) 2 (f2 = Su(h1)).

Para todos f,g € (H*)P?, hy,k € H e frah,g<k € D(H).

No que segue, vamos mostrar que D(H) é de fato uma &algebra de Hopf de
dimensao finita (pois H possui dimensao finita), com as estruturas definidas acima.
Antes porém, vamos mostrar um resultado que serd muito util. A partir de agora,
vamos continuar escrevendo apenas S para as antipodas dadas acima pois nao ha

perigo de confusao, como observamos antes.

Lema 3.2.6. Com as notagoes anteriores, temos que:
(1) S(f pah) = (S(f2) <= 1) > (S(h2) = S(f1))-
(i) h—e =<¢e,h >e.

(1ii) H ~ (e > H) € uma subdlgebra e uma subcodlgebra de D(H), onde € €

(H*)cop'
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() (H*)P ~ ((H*)®P > 1) é uma subdlgebra e uma subcodlgebra de D(H),
onde 1 =1p.

cop

(v) D(H) € gerado como dlgebra e como codlgebra por H e (H*)

Demonstracao: (i) Aplicando S(f < h) em k ® id, para todo k € H, temos

<S(fh),k®id> = < (S(thy) = S(f1))<x(fo = S(h)), k®id>
= < S(ha) = S(fi), k >pa (fo = S(h))
= Lggeyeer 29< S(ha) = S(f1), k> (fa = S(hy))
FE 4 eyeon 1< S(f1), kS (h2) > (fo = ()
PLI0 | ey < S(f1), kS (hs) >< fa, S(hy) > S(hs)
ZLT 1 peyeor 59< f1, S(kS(h3)) >< fo, S(h1) > S(hy)

1(H*)cop > f, SQ(hg)S(k’)S(hl) > S(hg)

Por outro lado,

< (S(f2) = h1) > (S(ha) = S(f1)), k®id > =

=< S(f2) < h1,k > S(hy) — S(f1)

1(H*)c0p D S(fg) — hy, k> S(hg) — S(fl)

1(H*)cop 1< S(fg), hlk > S(hz) — S(fl)

N

]_(H*)cop X1 S(fg), hlk’ >< S(fl),S(hg) > S(hg)

HE I

1(H>s<)cop DA< fy, S2(h3> >< fo, S(hlk’) > S(hg)

= 1(H*)c0p > f, SZ(hg)S(/{?)S(}h) > S(hg)

o que mostra (7).

(1) para todos € € (H*)*P, h e k € H, temos
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(h—se)(k) = < o S~ (h))khy >
= <& 8 Nh) ><e khy >
= <& hy ><e khy >
= <e¢e,ke(hy)hy >
= <egkh>
= <egk><eh>

= <egh><e k>, Vk € H.

Logo h—e =< e,h > €.

(7i1) Para mostrar que H ~ (¢ 1 H) é uma subélgebra de D(H), vamos mostrar

que o produto em ¢ 1 H é fechado. De fato,

(exah)(e k) e(hy—¢) < (hg—e)k

(4

=  e<ehy >ex(haee)k

=

@E23 _ _ e, hy >a< &, S~ (ha)ha > hak

eXx< g, hy ><e,hyg >hy<e hy >k

e hk € e H.

Logo, H é uma subdlgebra de D(H). Por fim A(e M1 h) = e h; ® € X1 hy €
H ® H. Ou seja, H é também uma subcoalgebra de D(H).

iv) Analogamente ao item anterior, mostra-se que (H*)P ~ ((H*)“P? 1) é
(iv) g

uma subdlgebra e uma subcodlgebra de D(H).
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(v) Temos, para todos f € (H*)*? e h € H:

(fxal)(eah) = f(l—e)x(le—e)h
fl<egl>e)x(<e, 1> 1h)

= fexh

fah.

Logo, (f <t h) = (f = 1)(e > h) C ((H*)P < 1)(e <t H) ~ (H*)*P >q H.
Como, pelos itens (ii7) e (iv), temos H ~ (e >1 H) e (H*)P ~ ((H*)*P 1 1), segue
que D(H) é gerado como &lgebras e como codlgebras por (H*)*? e H. [ |

Proposicao 3.2.7. Com as notagées anteriores D(H) € uma dlgebra de Hopf de

dimensao finita.

Demonstragao: Pelo item (v) do lema anterior sabemos que D(H) é uma algebra
e uma coalgebra com as estruturas dadas. Também poderiamos mostrar isso dire-
tamente, utilizando a definicao de algebra e codlgebra usuais, mas nao utilizamos
esse caminho pelo enorme tamanho dos calculos. Daremos apenas um exemplo,
mostrando que de fato, (¢ > 1) é a unidade de D(H). Para todo f € (H*)*? e
h € H, temos
(frah)(exal) = f(h1—>¢) < (hg4—e)1
L B0 f<e hy >ena(hye—e)l
WEZA ¢ o hy spac e, S (ha)hs > hyl

= fx<e hy><e hy>hy <e hy >

= f > h.

Analogamente, (e > 1)(f > h) = f > h.

Dando sequéncia, para mostrar que D(H) é uma bidlgebra precisamos apenas

mostrar que A e £ sdo morfismos de élgebras. De fato, pois se f,g € (H*)? e
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h,k € H, entao

A((feh)(gek) = A(f(hi—g2) < (ha“—g1)k)
= (f(hi—92))2 > ((ha“=g1)k)1 @ (f(h1—>g2))1 > ((ha “=g1)k)2
= fa(hi—g2)2 > (ha“=g1)1k1 ® fi(h1—>g2)1 > (ha“—g1)2k2

(i)7 fa(h1—>g3) > (hs“—g1)1k1 @ fi(ha—>ga) > (hs“—g1)1k2

(ii) fa(h1—>g4) < (hs“—g2)k1 @ f1(ha—>g3) > (hg“—g1)ko.

e, por outro lado,

A(foah)A(geak) = ((fapahy) ® (fi10<he))((g2 > k1) @ (g1 > k2))
= (f2>h1)(g2 > k1) @ (f1 D ha) (g1 > ka)

= fo(h1—ga) > (ho“=g3)k1 ® fi(hs—>ga) > (ha“—g1)ko.

Para mostrar que as equagoes acima coincidem, vamos aplicar ambas num ele-

mento [ ® id ® p ® id, para [,p € H. Assim, temos:

< fo(h1—>g4) < (h3“=g2)k1 @ fi(ha—g3) > (ha“—g1)ko, | ®id R pRid > =
=< fa(h1—g4),1 >>< (h3“=g2)k1® < fi(ha—>g3),p >>< (ha“—g1)k2
W fo,ly >< guS™ (ha)lohy >>< ga, S (ho)hs > hekr® < f1,p1 >< g3, S~ (ha)pahs >
< g1, S (hig)hs > hoks
=< f,p1li >< 9,8 (h10)hsS ™ (h7)hs S~ (hy)pahsS ™t (hohy) > heki ® 1 hoks
=< f,pili >< g, S (h7)e(hs)e(ha)pae(ha)lahy > hyky @ 14 hgks

=< f, plll >< g, Sil(h4)p212h1 > hok1 ® 11 hoks.
e também,
< fa(h1—>g4) > (ha“—g3)k1 @ fi(hs—>g2) > (ha“—g1)ko, [ ®id R p®id > =

=< fo(h1—=0g4), 1 > (ho“—g3)k1® < fi(hs—>g2),p >> (ha“—g1)k2
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—
*
<

= < f27l1 > g4,S_1(h2)l2h1 > gg,S_1<h5)h3 > h4k’1® < fl,pl > gg,S_l(h7)p2h6 >

< 01, Sil(hlo)hg > hgko

X

< f, plll ><gq, S_l(hlo)th_l(h7)p2h65_1(h5)h35_1(h2)l2h1 > h4k1 ® 1 hg/{fg
= < f, plll ><gq, S_l(h7)5(h5)p28(h4)6(h2)12h1 > h3k31 ® 1 thQ

= < f, p1l1 ><4g, S_l(h4)p2l2h1 > ]’LQICI ® 1 hgl{?g.

Onde em (x) estamos usando (3.10) e o Lema[3.2.2]

Além disso, temos ainda

(eqareyer D eg)((f b h)(g > k) =

= (e(r=yeor X £57) (f(h1—>g2) b (R “— g1 ) k)

= (ryeor (f(h1 = g2)) > e ((ha = 1))

= e(yeor (f(h1 = g2))en ((ha“—g1)k) b 1

COB2A (£ (hy s g2)) (L )en (< g1, S~ (ha)hy > ha)er(k) b 1
(1) (b= g2) (1) < g1, S~ (ha)hy > epr(hg)en (k) pa 1

f(le) < g2, 5 M (ho)lghy >< g1, S (hs)hsep (ha) > eg (k) > 1

~

3.10

= f(lg) < g2, em(h)lg >< g1, S Hhs)hy > eg(k) >l
= f(Im)en(h) < go, 1 >< g1,em(h2) > ep(k) > 1
— f()en(he(he)) < go, 1 >< g1, 1 > ex(k) a1
= f(Iu)en(h) < g, 1y > en(k) >l

= e(ueyeor (f)eryeor (9) D en(k)en (k)

= (5(H*)cop > gH)(f [ h)(g(H*)cop > €H>(g > k'),

onde em () estamos a utilizando o fato de que a multiplicacdo em (H*)P é o
produto convolucao. Portanto, A e (g(g+)eor > £p) sd0 morfismos de algebras, e

com isso, D(H) é uma bidlgebra.
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Para finalizarmos a prova que D(H) é uma &lgebra de Hopf, falta mostrarmos
que a antipoda dada no enunciado ¢é de fato a inversa convolutiva da identidade de
D(H) e um antimorfismo de algebras. Pelo que fizemos antes, basta verificarmos

isto para S(f >11) e S(e > h). Assim,
S(feal) = (S1) = S(f)pa(fz = S(1))
= 1=8(fi)x=fo—1
2L S(f) pa< fo, 1> 1
S(fr) e(f2)

= S(fie(f2)) =1
= S(f)m1.

Lembrando que a antipoda de (H*)*? ¢ dada por S~! e que estamos denotando-a

por S. Analogamente, mostramos que S(e > h) = e 1 S(h).

Com isso, vamos agora mostrar que £(g=ycor > e (f > 1) = S x4d(f > 1) =

S(fz > 1)<f1 > 1) De fato,

E(rryeor DX EF(f 1) = eqpeyeon(f)al
= ST fa)firal
= ST ([fs) feeryeen (f1) a1
= ST fs) fapaeumyeon(f1)
= ST fz)fara fu(1)
= ST fa)faa< i, STH)T > 1
= ST (fz) (1= fo) pa (14— fi)1
= (STHf2) = 1)(fina 1)
= S(fara1)(frpal).

Analogamente mostra-se que
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E(rryeor DX e (e DA h) = S *id(e > h) = S(e>a hy)(e >a hy).

Agora, mostraremos que a antipoda é um antimorfismo de algebras. De fato, pois

Slexh)S(fal) =
= (epa S(h))(STH(f)pal)
= e(S(h)1—S7"(f)2) 5 (S(h)o =S (f)1)1
= S(ha) = S7 (f1) 1 S(h1) “= S~ (f2)
"L ST )S T2 fa), S(ha) > STHfo) i< STH(fa), ha S (hs) > S(he)
=< S7HSTH(fs) 1), S(ha) > STH(fo) ba< ST (fa), haS(hs) > S(hs)
B ST (o) fr, ST (S () > 57 (fo) 59 fi, ST (S (hs) > S(ha)
=< ST (fa)fr, ha) > STH(fo) < fa, haST (M) > S(ho)
=< S f3), hy >< f1,hs > S f2) < fu4, hs >< f5, 5 (hy) > S(hy)
=< f1,hs >< ST f3), ha >< f5,S (1) > ST fo) < f1, hs > S(hy)
=< 157N f3), hs >< f5, 87 (h1) > ST (f2) < f1, hy > S(hy)
=< e(f3)e, hy >< f1, S Hhy) > S7Hfo) =< f1, hy > S(hy)
=<¢e,h3><e, f3>< f1,5(h1) > ST fo) << f1, hy > S(hs)
=< f3,5 1 (h1) > ST fo) < f1, hs > S(hy)
B 57 (f) > ST (fo) pa< STH (A1), S(hs) > S(he)
=< ST (fo)1.hu > ST (fa)a < STH(f1), S(ha)1 > S(ha)2
ST ()i > ST (fa)a b4 S(ha) = ST
FELS T (fo) = hu s S(he) = STH(f)
2 S(fo) = b 0 S(ha) = S(f)
= S(fah).

onde em (x) estamos convertendo S~ para S(g+)eor. Portanto, S((f > 1)(e < h)) =

S(feah)=S(Eerxh)S(fral), ouseja, S é um antimorfismo de algebras.
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Por fim, note que S é a inversa convolutiva da identidade de D(H), uma vez

que se f € (H*)®P e h € H, entao

Swid(feah) = S(foarahy)fieahy
= S((fa 2 ha)(e b b)) (f1 1) (€ b ha)
= S(eahy)S(fapahy)(f1>a1)(e b he)
)(STH(f2) 2 1) (fr pa 1)(e 2 fro)
= (e S(h)) (ST (fo) fr > 1)(e > hg)
= (e S(h1))(e(f) > 1)(e > o)
= e(f)(e a5 (h)he)
= e(f)ae(h)
= epm)(fah).

= (epaS()

Portanto, D(H) é uma algebra de Hopf de dimensao finita. [

Apoés termos mostrado que o Duplo de Drinfeld é uma algebra de Hopf de di-
mensao finita, nosso proximo passo sera verificar que a mesma é quase triangular.
Mas para isso, vamos dar uma descri¢ao mais simples da multiplicacdo em D(H),

da seguinte forma:

Lema 3.2.8. Seja H uma dlgbra de Hopf de dimensao finita. Com as notagoes

anteriores, para todos f,g € (H*)*? e h,k € H, temos:
(1) i = foa @ hg—fr = (h = [ = S7(h3)) @ he = fo @ (ST (f1) = h — f3).
(i) (f =) (g k) = f(hy — g = S~ (h3)) > hok.

(#43) (frah)(g>ak) = fgoa (S (g1) = h — g3)k.

Demonstracao: (i) Sejam h € H, f € (H*)*P. Para mostrar a primeira igualdade,
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vamos aplica-la em [ ® id, para qualquer [ € H. Assim,

<hi—=fo @ ho“— f1,l ®@id > = < hi = fo,l > ®hy— fi
= 1® < f2, STHRy > hy«fy
1® < fQ,Sillhl >< fl, Sil(hgl)hg > h4

1® < f, S (hs)hsS™ " (ha)lhy > hy

= 1® < f,S " (h)e(ho)lhy > hy
= 1® < f,S ' (h3)lhy > hy

= < f,8Hh3)lhy > @hs

=  <h = f~ S Yhs),l > Dhy

= <h = fe SV (hy) ® ol ®id > .

Portanto temos que hy — fo @ hy 4 fi = hy — f +— S7'(h3) ® hy. A segunda

igualdade segue direto da primeira, pois

< f, 87 (h3)lhy > @hy 1® < f1, 57 (h3) >< fo, l >< f3,h1 > ho

< fal >® < 1,5 (hs) >< fs, hy > hy

—
*

D el > ®(STNf) 2 h e fy),  YIEH

onde a igualdade (x) segue do fato que

STHA) = h—fs "= STHf1) =< fa, by > hy
= < f3,hi>S7(f1) — hy
=" < f3,hi1 >< ST f1),hs > ho

— < f3,h1 >< fl,S_l(hg) > hg.

A igualdade dada em (ii) segue diretamente do item anterior, pois se f,g €
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(H*)*? ¢ h,k € H, temos

(foah)(gak) = f(hi—>g2) > (ha“—g1)k

f(hy — g+ S7'(h3)) >x hak.

—
[|=
=

(771) Analogamente ao anterior temos que,

(foxah) (g k) = f(hi—>g2) > (ha*=g1)k

= [ (S (g1) = h— g3)k.
[ |

Proposicao 3.2.9. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, entao, com as

notagoes anteriores, D(H) é uma dlgebra de Hopf quase triangular.

Demonstragao: Precisamos construir um elemento R € D(H) ® D(H) invertivel,
que satisfaga as equagoes (3.1), (3.3) e (3.4). Para tanto consideremos {h;} uma
base de H, {h}} a base dual de H* e seja R = Za > h; @ hi >a 1. Note que R nao

depende da base {h;}. De fato, consideremos o isomorfismo ¢ : H ® H* ~ End(H)

dado em [2.2.8. Entao segue que gp(z h; @ hY)( Z < hi,k>h;=k=1idk),

para todo k € H, ou seja, chamando ¢ = Z hi®h; temos que ¢ é o correspondente
de idy no isomorfismo acima, para qualque escolha de {h;}. Portanto podemos

escrever R=ec®c® 1.

Agora para mostrarmos que R é invertivel, precisamos verificar que dado uma

base {h;} de H e {h;} sua base dual, temos que Z hiS(h;) ® hih; =1 ®e. Para

i,j
isso vamos avalia-los em id ® k, para todo k € H. Assim,

<ZhS )Q KRR idok > = ZhS V@ < hih k>

17y 7))

— ZhS ) < Bk >< B ky > ®1
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- Z<h k1>hlz<h ky > S(hy) @

= kS Z<h k2>h

= ¢k)l®l
= 1®e(k)
= <1®e¢,id® k), VkedH.
Mostrando assim, que de fato,
ZhS )@ hihi=1®e. (3.12)

Seja agora T = ZS(& > h) @Al = Z€D4 S(h;) ® b > 1. Entao

RT = > (ehi @ by pa 1)(e 51 S(hy) @ by pa 1)
,J
- > (e hi)(eva S(hy)) @ (i pa 1) (k1)
,J
CBEE S S (hy) @ B a1

.3

exl®enal
= Ipa @ 1pam
= Lpmepm)-
Analogamente, TR = 1pg)sp(m) € portanto R ¢é invertivel com R~ =T.

Agora passamos a verificagao da cocomutatividade, ou seja, que TA(f < h) =

A(frah)R™Y Y fxh € D(H). Assim, temos

= (fidahg)(eahy) @ (far<hy)(hial)
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=% flena (S7He) = hg — e)hi @ fohly < (STH(RY) — h1 — hiy)1
= hl > E,h4 >h3;8hi®fgh;k2 << S_l(h;-kl),hg > hl ;h;k?)
= fix<e hg >< e, hy > hsh; @ fohly >xa< STHhY), hs >< hiy, hy > hy

= f1 > hah; ® f2h;<2 > h:la Sil(hg) >< hig, hi > ho.
e, por outro lado,

RA(frah) = (epxah;®h;pal)(fapahy @ f1 < hy)
= (exthy)(forhy) @ (R < 1)(f1 < ho)
E ofs0a (ST ) = b folhu @ hifapa (STH(A) = 1= fa)ha
= f5x1< STHfa), his >< fo, hir > hishi @ b} fo < STHf1), 1 >< f3,1 > hy
=[5 x< STHfa), his >< fo, hit > hish1 @ b} fa i< e, fi >< €, f3 > hy

= f3xd< ST f2), his >< fa, hir > highy ® R} fy <4 ho.

Para mostrar que as equacoes acima de fato coincidem, vamos aplicar ambas em

(a ®id ®b® id), para todos a,b € H. Assim, temos:

< fixahyh; @ fohly << hiy, S H(hs) >< hig, hy > ho,a ®id @ bR id > =
=< fi,a >> hyhi® < fa, b1 >< iy, by >< i, ST (h) >< hiy, hy > hy
—< f,aby > hyh;® < b, 57 (hg)byhy >b<i hy
=< f,aby >x hy < hi, S (hs)bohy > by @ 1< hy
W £, aby >0 hyS™ (hy)bahy ® 1< ho
=< f,aby >x1¢e(hs)bohy ® 1 hy

=< f, aby > byh; ® 11 hg,

onde em (*) estamos usando o fato que ¢ = Z h;(c)h;, para qualquer ¢ € H, onde

{h;} é uma base de H e {h}} sua base dual. Antes de calcularmos o outro lado,
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precisamos aplicar (A ® id)A em ¢ dado acima. Logo,
c=Y hi(h; & (A®id)A(c)=(A®id)A Zh*
=4 (A@ld C1®CQ Zh* A@Zd hzl@hig)

ZN cl®62®0322h;‘ c)hi1 @ his ® hys.

Portanto, acabamos de mostrar que, para qualquer ¢ € H, temos

C1 & (&) & C3 — Z h;k(C)hzl & h12 (039 h13. (313)

E, por fim, temos que

< f3a< ST fa), hiz >< fa, hit > hioht @ bl fi X hy,a ®id @b id > =

=< fg,(l >DA<< fg, S_l(hig) > f4, hﬂ > high1® < h:, b1 > fl,bg > h2

BLH_ f3,a >< fo, S7H(b3) >< f1,b1 > bohi® < f1,by >< by

=< f, b45’_1(b3)ab1 > bohy @ 111 hy
=<< f, E(bg)abl > bohy ® 11~y

=< f, aby >x1byh; ® 111 ho.

Portanto, (TA(f >t h))R = RA(f > h),V f<xh e D(H).
Por fim mostremos e . Por um lado, temos
(A@id)(R) = (A@id)() eah®hjl)
= ZA@Mh)@h’-‘ml

= Z&N 1®€ )2®h;kl>41
Por outro lado, sendo

B=> exah@exl@h;al
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=) ,ex1®exh;®@h;al

temos que

RI3 R _ Z(gmhi(gqul@h;‘ml)(aml@&m@@fﬁml)
i,
= D (exah)(exl) @ (epal)(enahy) ® (A s 1)(h5pa )
i,
DB N7 o by @ e b hy @ B s L.

i,J

222 'L

Para verificar que as duas expressoes coincidem, basta mostrar que
S (i) ® (hi)s @ B; = Zh @ hy © Wik,
Para tanto, consideremos f ® g ® id, onde f,g € (H*)®P sado tomadas arbitraria-

mente. Entao como

Z<f®g®id,(hi)1®(hi)2®hf> = Z<f> i1 > ® < g, (hi)2 > ®h;

= 1®1®Z<fg,hi>h;‘
= 1®1® fg
= 1010Y <fh>h> <gh>h
i J
= Y < fihi>®<g.h;>Qhih;
,J
= Y < fo®g®idh;®h;®hh; >
,J
a igualdade desejada se verifica. Concluimos assim que (A ® id)(R) = R“¥R?.

Analogamente verificamos que (id @ A)(R) = R¥R*. Portanto, D(H) é quase

triangular. [ |

Agora vamos apresentar o Duplo de Drinfeld de duas algebras de Hopf conheci-

das.
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Exemplo 3.2.10. Pelos Exemplos e|1.1.10, conhecemos as estruturas de kG
e (kG)* como élgebras de Hopf. Com isto vamos dar a estrutura da dlgebra de Hopf

D(KG).

Pelo item (i7) do Lema para todos pg,pn € (kG)*)°? e [, s € kG, temos

(pg > 1) (ph 4 8) pe(ly = pr — S7'(I3)) <t Igs
Po(l — pp — l_l) > ls

=" pg(< (Pn)2,1 > (pn)1 — l_l) > 1s

- pg(z < pu,l > phu—l) I teals

pg(z SuiPhu—t — 171 > ls

I
I

Pg(Pri—1 — ™Y als
Po(< (pr-1)1, 17" > (pri-1)2) > ls

pg(z < Pur 171 > pumigr) pals

pg(z Oug-1Pu-1p1-1) B LS
= pylpi—1) > ls.

Portanto, a multiplicac¢ao é dada por (p, > 1)(py, > S) = py(pipi-1) > Is.

A unidade ¢ dada por upwa) = lua) > lkg = Zpg > 1q.
g

Além disso, temos

Alpg>al) = ((pg)2 <) ® ((pg)1<l2)

= ) (prn 1) @ (pgn-1 >a1).

Portanto, a comultiplicacao é dada por A(p, > l) = Z(ph > 1) @ (pgn-1 >al).

h
Para obter a counidade, consideremos p, € ((kG)*)*? e h € kG. Assim,
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epre)(Pg ™ 1) = (uayeor(pg) X eka(l)

= 51079 > 1lk-

Por fim, a antipoda pode ser escrita como:

Spway(pgpal) = S(I) = S(pgn-1) > pp = S(I)
= = Dhg—1 DX pp — I

2I1m - _
- Z<pu7l 1>phg*1u*1[>qph4l !

= Z < Puy 71 > gty X< pp, I > 1T

E 6u,l—1phg—1u—1 > 5h,l—1l_1
u

= Pr-1g-17 X h.

Exemplo 3.2.11. Suponha n > 1 e ¢ € k uma raiz primitiva n-ésima da unidade.

Consideremos a édlgebra de Hopf 7}, dada em [1.1.12| com as estruturas:

g"=12"=0e¢ 29 =qgx
Alg)=g®g, Alx)=z0g+1®x
S(g)=g7", S(x) = —xg™"

Agora definimos a algebra de Hopf H,(p, q), onde n € N, p, q € k, dada por:

ba = gab, db = gbd
ca = qac, dc = qcd
bec = ¢b, da — gqad = p(1 — be)
Ala) =a®b+1®a, A(D)=0®Db
Alc)=c®ec, Ald)=d®c+1®d
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g(a) =¢e(d) =0,e(b) =¢(c) =1
S(a) = —ab™!, S(b) ="
S(c)=ct, S(d) = —dc™!

Nés vamos considerar o caso quando p = 1 e ¢ é uma raiz primitiva da unidade.
Logo, H,(1, q) possui as relagoes de algebra dadas para H,(p, q), além das seguintes

relacoes:
a"=0,"=1,c"=1ed"=0.

Nosso objetivo serd mostrar que D(Ty,) = ((T,)*)*? = T, ~ H,(1,q). Para
nao alongar demasiadamente nosso texto, daremos as idéias da demonstragao desse
isomorfismo. O leitor interessado, podera consultar [4] e [3]. Vamos precisar dos

seguintes resultados para mostrar tal isomorfismo:

(i) T, ~ (T},)*. Para mostrar esse isomorfismo precisamos descrever o coproduto
de T;,. Observe que como espago vetorial a dim(T,) = n* e {g'2?|0 < i,j < n} é uma
base para T,. Sejam (0), = 0 e (0),! = 1. Para j > 0, sejam (j), =1+ ...+ ¢ ' =

% e ()g! = ()g(j — 1)g-..(1),. Observe que (j), # 0 para 0 < j < n.

O coproduto de T} é entao dado por:

i
A(giz’) = Z G) gt ® gi—l—(j—l)xl
q

=0

. Ny
para todos 0 < 7,7 < n, onde <‘7) = %, para todo 0 < [ < j, e estamos
1), G =0g)

convencionando (g)q =0,quando [ <0e j <.

Sejam G, X € (1,)" : T, — k funcionais lineares dados por
G(g'z?) = ¢'dj0 e X(g'a?) = 0;1, 0 < i,j <.
Vamos mostrar que ¢ : T, — (T,)*, dado por g — G e z — X.
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Note que estamos trabalhando em dimensao finita e assim, o isomorfismo linear
acima é claro. Para mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo de dlgebra vamos verificar

que X" =0,G"=1e XG =qGX.

Seja {g'z7} base de T,,. Lembremos que a multiplicagao em (7},)* é o produto

convolucao, logo

Xg'a?) = XxX(g'7)

-

I
—~

[\
~—
<

Procedendo da mesma forma, ao calcularmos n vezes o produto de X, vamos

n
obter que j = n. Com isso, na combinagao (l) temos o fator (n),! = (n),(n —
q

1—g"
1)4..-(1)4, € nele, (n), = (1—(]) = 0, pois ¢" = 1. Logo <7) = 0. Portanto,
X"(g'z?) =0,V 0<14,75<n.

Agora, por defini¢ao, G(g'a?) = ¢'d;,, logo

1, 7=0
0, j#0

Gn(gixj) = qm 5,0 =
e segue que
X (g2 HG (gt Daty

XG(g'a’) = i(?)

1=0 q
'/ o
= Z <l) 5j—l,1qz+(]_l)6l,0
1=0 q
1=0,j=1 e
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e, por outro lado, temos

GX(g'a)) = G(g'a" X (¢ V)

J
l

J

qi(sj—l,oél,l

Portanto, XG = ¢! = q¢' = ¢GX, ou seja, XG = ¢qGX. Logo, temos que ¢ é um
homomorfismo de algebras. Da mesma forma mostra-se que ¢ é um homomorfismo
de codlgebras, apenas lembrando que, a comultiplicagao no dual H* de uma algebra
de Hopf H é dada por: A*(f) = Zf(eiej)ef[ ® e;, onde f € H*, {e;} é uma base
de H e {ef} sua base dual. Por ﬁZI’il, o isomorfismo linear é claro, pois dim(T},) =

n? = dim((T,)*). Para maiores detalhes o leitor pode consultar [27] e [24].

(17) (T, ~ ((T;)??)*. Pela Observacao [1.1.25 sabemos que em (7;) a mul-
tiplicacao é dada por m® = m o 7. Com isso, similarmente ao item (i) verifica-se

esse isomorfismo. Logo a estrutura de ((7;)?)* é dada por

G'"=1,X"=0e GX = ¢XG
AG) =GG AX)=XG+1® X
e(G)=1,eX)=0
S(G)=G" S(X)=-XG .

(#1) ((T,)P)* ~ ((T,)*)®r. Novamente pela Observagao [1.1.25] segue que dada
uma algebra de Hopf H, entao H? = (H,m%,u, A,e,S ) e H®P = (H,m,u, AP, e, S1)
sao também algebras de Hopf. Ao dualizarmos H, a comultiplicacao A, dessa nova
algebra, é dada por A“P. Procedendo com um raciocicio similar, para as outras

estruturas, temos que (H)* ~ (H*)*? . Para maiores detalhes, ver [5] e [15].

(iv) ((Ty)*)P pa T, >~ ((T,)?)* > T,. Como T, possui dimensao finita, esse

isomorfismo segue diretamente do item anterior.

114



Finalmente estamos em condic¢oes de provar o nosso isomorfismo inicial, ou seja,

D(Ty) = ((Ty)")*" = T,

(iv)

((Tq)op)* > Ty = H,(1,q).

Sejam A=Xxl, B=Gx1,C=cxge D =cz. Entdo consideremos o

seguinte isomorfismo:

p: ((Ty)*F) > Ty — Ha(l,q)
A — a
B — b
C — ¢
D +— d

Vamos mostrar que (A, B, C, D) satisfazem as relagoes de algebra de H,(1,q).
De fato, claramente temos que A" = 0, B" =1, C" =1, D" = 0. Além disso,
temos:

BA=(Gx1)(X>x1)=(GXx1)=¢XGx1l=¢q(X >=1)(Gr1)=qgAB.

DC = (exz)(exg) = (e xag) = (¢ xqgr) = q(e < gz) = qCD.

CB=(exg)(Gx1l) = eg(¢g—G)>=(g4+-G)1
= <GS g>Gx<G, S 9)g>g
= <e(@),g><G,e(g) >Gxg
= G(g)Gryg
= Gidg
— (Geal)(emag)

= BC.

Analogamente, podemos verificar as demais relagoes de algebra. O homomor-

fismo de codlgebras também é facil de mostrar, pois as comultiplicagoes sao essenci-
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almente as mesmas. E finalmente, o isomorfismo linear vem do fato de dim(D(T)) =
n* = dim(H,(1,q)). Portanto, ¢ é um isomorfismo de 4lgebras de Hopf, ou seja,

D(T,) ~ H,(1,q).

O 1ltimo resultado deste capitulo dard uma caracterizacao da semissimplicidade
do Duplo de Dinfeld. Para isso apresentaremos algumas propriedades que nos serao
uteis para esta finalidade. Algumas demonstragoes estao simplificadas, para evitar
estender demaseadamente nosso texto. A referéncia para estes resultados é o artigo

de David Radford [23].

Proposicao 3.2.12. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, ¢ : H —
H* o isomorfismo do Corolcim'o d=¢"1(e) e g= ¢(1). Entao:

(1)de I,(H) ege I.(H").

(i1) ¢(x) =2 — g, parax € H e 971 (f) =d ~— f, para f € H*. Assim (H*,—)
¢ um H-mddulo livre a esquerda com base {g} e (H,~) é um H*-mddulo livre a

direita com base {d}.
(i7i) d — (x — f) =z, para todo x € H, e (d — f) — g = f, para todo f € H*.
(iv) g(d) =1 = g(5(d)).
(v) ST z) =d ~ (9 — x) = g(xdy)ds, para todo x € H.
(vi) Seja d' € I.(H) tal que g(d') = 1. Entio S(x) =d — (x — g) = g(dix)da,

para todo x € HP.

Demonstragao: (i) Por hipétese d = ¢~ '(¢), agora note que

b(ad) = ©— o(d)



para todo x € H. Observamos que na terceira igualdade estamos usando que €05 =
e. Por ¢ ser isomorfismo segue que zd = £(x)d, para todo x € H. Similarmente,

mostramos que g € [,(H*).

(77) A prova desse item se resume basicamente a observar que:

8(x) = ¢(x1) = a — ¢(1) =z — g, para todo z € H e
o (f)=9¢""ef) =07 (e) = f=d~ f,paratodo f € H*.
(iii) Utilizando o item anterior temos que
z=¢"'(¢(z)) =¢"(x—g)=d—(a—g)e
f=0(o7 (f))=0(d~f)=(d~f)—g.

(7v) Aplicando £ em ambos os lados da primeira igualdade do item anterior

quando x = 1, temos

ed—(x—g)=c(z) 5 ed—g)=1
2L (g(dy)dy) = 1
= (dlg(dg))

= g(d)=1.

Analogamente, aplicando os dois lados da segunda equacao do item anterior em

1, quando f = ¢, temos g(S(d)) = 1.

(v) Pelo exemplo [2.1.10 segue que S™!(z) — g = g — z para todo z € H. Logo

pelo item (i) temos que S~™'(x) = d «— (g — x) = g(xd;)d, para todo x € H.
(vi) Segue direto o item anterior. [

O seguinte resultado é uma consequéncia direta do anterior:
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Corolario 3.2.13. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita.

(i) Suponha que 0 # d € I;(H) ou 0 # d € I.(H), entao (H,~—) e (H,—) sdo
H*-mdédulos livre com base {d}.

(77) Suponha que 0 # g € I,(H*) ou 0 # g € I.(H*), entio (H*,~—) e (H*,—)

sio H-mddulos livres com base {g}.
Proposicao 3.2.14. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Suponha que
de [)(H) ege I,(H"). Sejaa € G(H) e € G(H*). Entao

(i) g(xy) = g(S*(y — a)x), para z,y € H.

(11) g2 @ g1 = a(g1 0 S%) @ ga.

(ZZZ) dy @dy =di ® 52(d2)a.

Demonstragao: (i) Nés podemos assumir que g(d) = 1. Pelo item (v) da Pro-
posicao noés temos que S~1(z) = g(wd)dy, para todo x € H. Logo S(y) =
S71(S?(y)) = g(S?*(y)dy)dy. Por outro lado, é facil de verificarmos que d “— « e
a~lg sao integrais a direita tais que a~'g(d «— o) = 1. Assim, segue do item (vi)

de [3.2.12| que

S(y) = o 'g((dy — a)y)ds
= a lg((di(y = a™))a)dy

= gldi(y — a™'))da.

Entao ¢(S?(y)di)dy = g(di(y — a'))ds, para todo y € H. Aplicando f € H*
em ambos os lados da tltima igualdade e usando o Corolario [3.2.13] temos que

9(S W) f(do) = gl (y = 0™ Nf(d) & g(S(w)di f(dh)) = g(di f(d) y ™))
TEE (S )r) = glaly o)

9(S*(y = a)z) = g(ay),
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para x,y € H. Portanto, o resultado segue.

(i7) Sabemos que f(zy) = fi(x)f2(y), pela defini¢ao de comultiplicagdo em H*.

Logo, pelo item anterior, temos que

91(2)g2(y) = (g1 0 5%)(y — @) ga(x)

g(zy) = 9(S(y = a)z) &

B(y)91(x) = (91 0 *)(< @, 11 > 2)g2()
<~
~

92(y) g1 (@) =< a,y1 > (g1 0 5%)(y2)g2(2)

92(y)g1(x) = algr © %) (y)ga(2).

Assim, go ® g1 = a(g1 0 5?) ® ga.

(737) Por hipédtese, d € I;(H), logo S(d) € I.(H). Temos também que go S €
I1,(H*), logo (goS) € I,(H*). Pela Observagao[2.3.5 temos que (goS)f = f(a™)(go
S), onde a € G(H). Por (ii), segue que

S(d); ®S(d); = a *(S*(S(d)1)) ® S(d),
S(dy) ® S(dy) = S(S*(dy)a) ® S(dy)

S(dz@dl) = S(d1®52(d2)a)

Como estamos trabalhando em dimensao finita, segue que S ¢é bijetiva e, por-

tanto, dy ® d; = dy @ S%*(ds)a. [
Lema 3.2.15. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, A € I;(H"),
Ael.(H),ae G(H) ex € G(H*). Entao:

(i) STHA3)a AL @ Ay = 1@ A.

(i) Aa @ Aza™1S7H () = A ®e.

(i17) hA = oY (h)A para h € H.

(iv) Ap=<p,a~' > X parap € H*.
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Demonstracao: Sejam A € I;}(H*), A€ I[,(H), a € G(H) e a € G(H*). Entao:

(i) Pelo Teorema [2.1.14] temos que S(t) = A, para algum t € I;(H). E pela
parte (i74) da Proposicao [3.2.14] temos que t, @ t; = t; ® S?*(t5)a. Agora aplicando

S ® S em ambos os lados desta equacao obtemos que

S(ty) ® S(t) = S(t) ® S(S?(ty)a) < A @Ay =N ® S(a)S*(S(t))
<~ A1 X A2 = A2 X a_182(A1>
A%’l A1 & A2 X S_l(A3) == AQ & A3 X S(Al)(l

& MRARS A =A@ A3 S(A)
BN S (A)a T @Ay = A ® S(A) ® Ay
E ST A)a T @A ® Ay = S(A) ® Ay ® Ag
TR S (Ag)a T AL ® Ay = S(A)A ® As
& ST A)a AL ® Ay = £(Ar) ® Ay
<~

Sil(Ag)ailAl X A2 =1 & A.

Portanto, S™'(Az)a A1 @ Ay = 1 ® A.

(71) Aqui também denotamos S a antipoda de H*. Analogamente ao anterior,
temos que S(p) = A, para algum p € [.(H*). Pela parte (ii) da Proposicao [3.2.14
nés temos que ps ® p; = aS?(p1) @ po. Um céleulo similar ao anterior, mostramos

que /\2 ® /\305_18_1()\1) = )\ R e.

(17i) Seja h € H. Como A € I,(H) segue que S(A) € I,(H) e mais, S(A)S(h) €
I)(H), para todo h € H. Logo,

(iv) De forma similar ao anterior mostra-se que A\p =< p;,a~! > X parap € H*.
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Estamos agora em condi¢oes de mostrar o seguinte resultado, do qual vai decor-

rer a caracterizagao da semissimplicidade dada de D(H).

Teorema 3.2.16. Suponha H uma dalgebra de Hopf de dimensdao finita. Sejam
A€ [(H*) e AN € I.(H). Entiao A<t A é uma integral a direita e a esquerda para
D(H). Em particular, D(H) é unimodular.

Demonstracao: Sejam a € G(H), « € G(H*), p € H* e h € H. Vamos primeiro

mostrar que A\ <1 A € I;}(D(H)). De fato, pois

peah)Aa ) B2 b (ST ) = b= A)A

GOBETH ) g 0=, S71 () — b= Ay > A

L i< a L, S ) =< Ag by > he > A
PR i< al < g by >< ST (M) by > he > A
= Pho X< Az, by >< ot by >< S7H(hy), hy > A
= plosa< Asa ST ) k> A
EZE ) b e(h)A
AU e(p)e(h)A > A

= epun(prah)Ap A

Portanto segue que A <1 A € I;}(D(H)). De uma forma similar podemos mostrar

que o mesmo percente a I.(D(H)).

(AoaA)poah) PEE N(A = p e S7U(A)) b Ash

(iv)v )\ < Al Ap Z_ Sil(A3)7a71 > Agh

B0\ < p, S7H(Ag)a AL > Agh

OBZI \ 1 spa Ak
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ASIUT) - p, 1 > A Ae(h)

= <p,1>¢e(h)Ax A

Como D(H) tem dimensao finita, pelo Teorema [2.1.14] segue que k- (A1 A) =
I(D(H)) = 1,(D(H)). Concluindo assim que D(H) é unimodular. [

Corolario 3.2.17. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. FEntao as

sequintes sentencas sao equivalentes:
(1) D(H) € semissimples.
(19) H e H* sao semissimples.
(1i1) H e H* sdo cosemissimples.

(iv) D(H) € cosemissimples.

Demonstragao: Esse resultado segue direto do Teorema de Maschke (2.2.9) e do

Teorema anterior, pois

H e Hs@o semissimples 223 e, [}(H) >#0 e<e, [;(H") >#0
BZ8 o L(D(H)) >#0

223 D(H)é semissimples.
E, pelo teorema de Teorema de Larson e Radford ([2.4.9)), temos que

H e H* sao semissimples < H e H* sao cosemissimples

e assim,

D(H) ¢ semissimples < D(H) é cosemissimples.
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o que completa a prova. [ |

Para finalizar o capitulo, discutiremos a semissimplicidade do Duplo de Drinfeld

das algebras de Hopf obtidas anteriormente.

Exemplo 3.2.18. Seja (D(kG)) dada no exemplo [3.2.10, Pelo Corolario [2.2.12
temos que kG é semissimples < car(k) 1 |G| e pelo Exemplo [2.2.16| sabemos que
(kG)* é semissimples. Logo pelo Corolario anterior temos que D (k&) é semissimples

< car(k) 1|G|.

Exemplo 3.2.19. Seja D(Tq) a algebra de Hopf dada no Exemplo [3.2.10, Por
2.2.14] e pelo Corolério anterior temos que D(Tq) nao é semissimples.

Observagao 3.2.20. O Duplo de Drinfeld construido neste capitulo é um caso

particular de Skew Hopf Pairing. Para mais detalhes o leitor pode consultar [I§].
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Capitulo 4

A categoria de representacao de

D(H)

Nesse capitulo apresentaremos dois resultados principais. O primeiro serd mos-
trar que a categoria de representacoes do Duplo de Drinfeld, de uma algebra de
Hopf finito-dimensional, equivale a categoria dos moédulos de Yetter-Drinfeld. O
segundo serd verficar que uma algebra de Hopf de dimensao finita é quase trian-
gular se, e somente se, a categoria de representacoes dessa algebra é trancada. As
duas primeiras se¢oes foram baseadas em [9], [I] e [I7]. E a terceira se¢ao, pode ser

encontrada em [10].

4.1 Categorias monoidais trancadas

Nesta se¢ao apresentamos os conceitos de categoria monoidal e categoria trangada.
Nosso principal exemplo, serd a categoria de representacoes de H, quando H for

uma bidlgebra cocomutativa.
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Definicao 4.1.1. Uma categoria C é definida como uma classe de objetos e uma

classe de conjuntos de morfismos que satisfazem os sequintes axiomas:

(1) Para todo par (U,V) de objetos em C existe um conjunto Home(U,V') de
morfismos de U para V' tal que Home(U, V) N Home(W,X) = 0 se, (U V) #
(W, X)), para (W, X) objetos em C. Um morfismo f € Home(U, V') é denotado por
f:U—YV.

(7i) Para quaisquer U,V e X objetos em C eziste uma fungdao
Home(U, V) x Home(V, X) — Home(U, X)
(f.9) — gof
chamada composicao de morfismos, que € associativa.

(1ii) Para cada objeto U em C existe um morfismo Iy € Home(U,U) tal que
foly=felyog=g, para todo f € Home(U, V) e g € Home(V,U), sendo V

um objeto qualquer em C. Tal morfismo é chamado morfismo identidade de U.

Exemplo 4.1.2. A classe dos conjuntos juntamente com a classe das funcoes é uma

categoria.

Exemplo 4.1.3. A classe dos anéis juntamente com a classe dos morfismos de anéis

¢ uma categoria.

Exemplo 4.1.4. Seja H uma algebra. A classe dos H-médulos a esquerda junta-
mente com a classe dos H-morfismos a esquerda é uma categoria, chamada cate-

goria de representacgoes de H e denotada por Rep(H).

Definicao 4.1.5. Sejam C e D categorias. Um funtor covariante (ou simples-
mente funtor) F' de C para D, denotado por F' : C — D, é um par de aplicagoes
(ambas denotadas por F'), uma aplica¢ao objeto qua associa cada objeto U em C a

um objeto F(U) em D e uma aplicagio morfismo que associa cada f: U — V em

C ao morfismo F(f): F(U) — F(V) em D, tal que:
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(Z) F(IU) = ]F(U); A ]U em C.

(i) F(go f)=F(g9)o F(f),V f,g emC.

Observemos que se C e D sao duas categorias entao C x D também é uma

categoria, logo podemos menionar o seguinte Exemplo:

Exemplo 4.1.6. Sejam C e D categorias. Entao 7: C x D — D x C que associa
cada objeto (U, V) em C x D ao objeto (V,U) em D x C e cada morfismo (f, g) em

C x D ao morfismo (g, f) em D x C é um funtor.

Definicao 4.1.7. Sejam C, D categoria e F : C — D, G : C — D funtores. Uma
transformacao natural o : F — G € uma aplicacao que associa cada objeto
U em C a um morfismo ay : F(U) — G(U) em D tal que, para cada morfismo

f:U—V emC, o diagrama abaizo comuta

F(U) ——=G(U)

ay

Chamamos o« um tsomorfismo natural quando oy for um isomorfismo em

D, para cada U € C.

Defini¢ao 4.1.8. Uma categoria monoidal é uma cole¢iao (C,®,1,a,l,1) onde,

para quaisquer objetos U, V e W de C:
(1) C é uma categoria e ® : CxC — C é um funtor, chamado produto tensorial.
(17) T é um objeto de C.

(t3i) apyw : VRWU) — (VaW)eU,ly: V —Velery : V — IV
sao isomorfismos naturais satisfazendo os axiomas do “pentdagono”e do “triangulo”,

ou seja, para quaisquer objetos U, V., W e X em C, os diagramas abairo comutam:
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UeV)e (WeX)

ay,v,wex aUueVv,Ww,XxX

U (Ve (WeX)) (UeV)eW)e X
IU®av,W,Xl TQU,V,W(X)IX
U (VW) X) T U(VeW)eX
U (IxV) oy U)oV
UV

Esses axiomas essencialmente mostram que o produto tensorial de um ntimero
finito de objetos estd bem definido, indiferente do lugar onde parenteses sao inseridos

e I é a unidade para o produto tensorial.

Exemplo 4.1.9. Seja, k um corpo e (H,m,u, A, ¢) uma biédlgebra sobre k. Consi-

deremos a categoria Rep(H), ® := ®y, o produto tensorial usual sobre k, [ =k, e

definimos:
aynp M@N®P) — (M®N)®P
menep) — (MAn)p
ry: M — kM e ly: M — Mk

m — 1, ®m mr—m® I

para quaisquer M, N e P H-moédulos & esquerda e elementos m € M, n € N e

p € P. Entao (Rep(H),®,k,a,l,r) é uma categorial monoidal.

Para justificar a afirmagao acima, nosso primeiro passo sera mostrar que ay; n p,

ry e Iy sao isomorfismos de H-mddulos. Note que se M e N sao H-médulos a

127



esquerda, entao M ® N também o é com agao dada por, h-(m®n) = hy-m® hy - n,

paratodos h€ H,m e M en € N.

De fato,

hk-(m®@n) = (hk);-m® (hk)y-n

= (hlk?l) M (hgk’g) n

= hl(l{ilm)®h2(l€2n)

= h-(k-m®kyn)

= h-(k-(m®n))

ely-(m®n)=1g - m1lyg-n=men,Vh ke H meMenéecN.

Da mesma forma, se f : M — M e g: N — N sao morfismos em Rep(H),

entao f ® g também o é, onde definimos, para todos m € M en € N,

f@g:MN — M @N

men — f(m)® g(n)

poisse h € H,m € M en € N, entao

(f ©@g)(h-(m&n))

f(hi-m) @ g(hy - n)
hy - f(m) ® hy - g(n)
h-(f(m) @ g(n))

h-((f © g)(m @ n)).

Assim o funtor ® esta bem definido. Além disso, k é um H-moddulo com a agao
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h - 1x = €(h)1k. De fato, pois como € é homomorfismo de algebras segue que:

h(g-1e) = h-e(g)l

e 1H'1k:€(1H)1]k:1k1k:1k7Vh>g€H-

Agora sejam M, N, P H-médulos & esquerda, m € M, n € N e p € P. Entao:

aynp(h- (M@ (n@p))) = aunplhi-m®hs-(nQp))
= aynplhi-m® (he-n® hs-p))
= (hy - m®hy-n)Rhg-p
= h-(m®n)®hy-p
= h-(m®n)®p)

= h® (CLMJ\QP(m ® (n ®p)))'

ba(h-m) = (h-m)® 1
= (he(he) - m) ® 1x
= hy-m®e(hy)ly
= h-m®hy- Ik
= h-(m® L)
= h-(la(m)).

Analogamente, mostra-se que 7y (h - m) = h - ry(m). Portanto, ay np, lu
e ry sao H-morfismos e, claramente, sao bijetores, ou seja, sao isomorfismos de

H-médulos a esquerda.
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Num segundo momento, verficaremos que a, [ e r sao transformagoes naturais.
Sejam M, N,P,M N ,P" H-médulos, f: M — M ,g: N — N eh:P — P
H-morfismos. Notemos que os diagramas abaixo comutam:

QMNP

M ® (N ® P) (M®N)® P
fe(g®h) (fog)®h
M®N@P)——(MeN)2 P
M ,N",P
M M Mok M ™ koM
f f®idy f 1dy® f
M ————M ®k M———koM
M M’

De fato, dados m € M, n € N e p € P, temos

(f@g)®h)oaunp(m®@(n®@p)) = ((f®9)®@N)(Mm&n)Rp)
= (f®g)(man)) & h(p)
= (f(m)®g(n)) @ h(p)
= ay ' p (f(m) ® (9(n) @ h(p)))

= ay n'p o (f®(gOR) (M (n®p)).

(f @idy) o lpr(m) = (f ®idy)(m @ 1)
= f(m)® I
= Ly (f(m))
= (L o f)(m).

mostrando a comutatividade dos dois primeiros diagramas. A comutatividade do
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terceiro diagrama ¢ mostrada de forma analoga. Logo a, [ e r sao transformagoes

naturais e mais, sao isomorfismos naturais.

Por fim, mostraremos que valem os axiomas do pentagono e do triangulo. Sejam
M, N, P,(Q H-médulos a esquerda, m € M, ne€ N, pe P e q€ @, temos
aMeN,p,Q © MN,Pe(M® (N ® (p® q))) =

= amenp((M®@n)® (p@q))

= (((men)ep)©q)

= (amnp @ idg)((m® (n®p)) ®q)

= (amnp ®idg) © annere(m @ ((n®p) ®q))

= (apmn.p ®idg) o apnepq © (idy ® anpg)(m @ (n® (p® q))).

ap kN © (ZdM (%9 TN)(m X n) = aMJk,N(m X (11k (%9 n))
= M1l n

Portanto, (Rep(H), ®,k, a,l,r) é uma categoria monoidal.

Observemos que a associatividade nem sempre é a trivial. Um exemplo neste

sentido aparece em [8]. Resumidamente apresentemos tal exemplo abaixo:

Exemplo 4.1.10. ([8], Example 1.3.7) Sejam G um grupo, A um grupo abeliano e
w um 3-cociclo de G com valores em A, isto é, w : G x G Xx G — A tal que satisfaz

a seguinte equacao, para todos g, h,m,n € G,
w(gh, m,n)w(g, h, mn) = w(g, h, m)w(g, hm,n)w(h, m,n)

Definimos a categoria C&4(A), onde os objetos sao da forma d, (rotulados por ele-

mentos de GG). Logo, existe somente um objeto para cada classe de morfismos e

Hom(d,, 65) = 0 se g # h e Hom(d,, d,) = A.
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O funtor ® ¢ definido por d,&d;, = dgp € 0 tensor produto de morfismos definidos

por a ® b = ab. A unidade é dada pela unidade do grupo.

Neste caso, o isomorfismo associativo a“ é definido pela formula:

g S = w(g, h,m)

para todos g,h,m € (. Portanto, com a estrutura acima, pode-se mostrar que

C&(A) é uma categoria monoidal onde o isomorfismo associativo nao é o trivial.

Definigao 4.1.11. Uma categoria (monoidal) trancada é uma cole¢io (C,®,1, a,l,r,c),
onde
(1) (C,®,L,a,l,r) € uma categoria monoidal.

(73) Para V., W objetos de C, cyw : VW — W @V € um isomorfismo
natural tal que os axiomas do hexdgono sao satisfeitas, ou seja, para quaisquer

VW, U objetos de C os diagramas abaixo comutam:

UeV)eW—We [UaV)

CURQV,W
W m
U (Ve Wel)eV  (H1)
W OV)—={UeW)s

VoW =(VeW)aU

-1 -1

UV)eW Ve (WaeU) (H2)

VeU)eaW—Ve (U eW)

aVUW
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Exemplo 4.1.12. Sejam k um corpo e H uma bidlgebra. Mostramos no Exemplo
que (Rep(H),®,k,a,l,r) é uma categoria monoidal. Se H for cocomutativa,

entao definindo, para quaisquer M, N H-mdédulos, a aplicacao

CM’N2M®N — NQM

mn — nem

Entao segue que (Rep(H),®,k,a,l,r, c) é uma categoria trancada.

Primeiramente, mostraremos que ¢y y ¢ um isomorfismo natural de H-modulos
a esquerda, para quaisquer M, N H-médulos. De fato, para todos h € H, m € M

en € N, temos

cun(h-(men)) = cun(hi-m® hy-n)

= hy-n®h;-m

—~
*
~

= h-(m®n)

h-(cyn(m®mn)).

Notemos que na passagem (x) estamos usando o fato de H ser cocomutativa.

Claramente cp; y é¢ um isomorfismo de k-espaco vetoriais.

Para mostrar que ¢ é uma transformacao natural, vamos mostrar que dados M,

M’', N, N' H-médulos, f: M — M'e g: N — N’ morfismos, o diagrama abaixo

comuta:
MoN—2Y  NoM
f®g g f
M @ N N oM

133



De fato, sejam m € M, n € N. Entao:

(g® floecun(m®@n) = (9@ f)(n®@m)
= g(n)® f(m)
= e (f(m) @ g(n))

= cawnvo(f®g)(men)

Portanto, cys,x ¢ um isomorfismo natural de H-moédulos. Por fim, mostraremos
que C satisfaz os axiomas do hexagono. Sejam M, N e P H-médulos, m € M,

n € N epe P, entao

apaN © Cuen,p © auNp(M® (N®p)) = apun © cuen,p((Mm @ n) @ p)
= apun(p® (Mm®n))
= (([p®@m)®n)
= (ecmp®idy)((m®p) @n)
= (cap®idy)oaypn(m® (p@n))

= (CM’p ® ZdN) o aM7p’N (@) (ZdM ® CN’p)(m ® (n ®p))

aﬁ,lP,M ©CM,NeoP © aJT/fl,N,P((m ®n)®p) = a;f,lP,M ocyner(M® (N®p))
= aJ_V,lP,M(n ® (p®@m))
= (idy ® cun)(n ® (m ® p))
= (idy ® cun) © ayy p((m @ n) @ p)

= (idy ® carw) © ay'yp © (Cary @ idw ) ((m @ n) @ p).

Portanto, (Rep(H),®,k, a,l,r, ¢) é uma categoria trancada.

Para finalizar essa secao faremos uma breve observacao referente a uma carac-

teristica muito conhecida sobre categorias trancadas. Para isso definimos,
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Definicao 4.1.13. Sejam V' um espaco vetorial ec: VRV — V&V um isomor-
fismo linear. Entao (V,c) € um espago vetorial trangado se ¢ é uma solugao da

equagado da tranca, ou seja, se
(c®id)(id ® c)(c®id) = (id ® ¢)(c ® id)(id & c) (4.1)
Uma consequéncia importante dos axiomas de categoria trancada é a equagao
das trangas dada acima. Com isso, temos o seguinte exemplo:
Exemplo 4.1.14. Seja (H, R) é uma algebra de Hopf quase triangular e

c:H®H — H®H
hok — 7T(R)kE®h
Entao (¢ ® id)(id ® ¢)(c ® id) = (id @ ¢)(c ® id)(id & ¢).
De fato, primeiro observemos que
(c®id)(id®c)(c®id)(h@k®]) = (c®id)(id®c)(T(R)k@h®I)
= (c®id)(T(R)k®T(R)l® h)
= 7(R)T(R)T(R){®k ® h.
e, por outro lado, temos
(ld®c)(c®id)(id@c)(h@k®l) = ([d®c)(c®id)(h@T(R) R k)
= ([d®c)(c®id)(h®T(R)l® k)
= (dec)(T(R)T(R)I®h® k)

= 7(R)T(R)T(R)I® k & h.

Logo temos a igualdade desejada. Ou seja, ((H, R),c) é um espago vetorial

trancado.
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4.2 Modulos de Yetter-Drinfeld

Nesta secao apresentamos a categoria dos modulos de Yetter-Drinfeld sobre
uma algebra de Hopf H, que é uma categoria trancada quando a antipoda de H for

bijetora.

Definicao 4.2.1. Seja H uma dlgebra de Hopf. Um mddulo de Yetter-Drinfeld

(YD) sobre H € um espago vetorial M tal que:
(1) M € um médulo a esquerda sobre (H,m,u).
(1) M é um comddulo a esquerda sobre (H,A,¢€).

(1i1) Vale a seguinte lei de compatibilidade:
p(h : m) = hlm,pg(hg) X h2 +Mmy.

para quaisquer h € H em € M.

Exemplo 4.2.2. Todo k-espaco vetorial ¢ um médulo de Yetter-Drinfeld.

De fato, basta considerar V' como um H-médulo dador por h-v = e(h)v e

H-comédulo dado por p(v) = 1y ® v.

Denotamos por 2£YD a categoria dos médulos de Yetter-Drinfeld & esquerda
sobre H, em que os objetos sao os modulos de Yetter-Drinfeld e os morfismos sao

aqueles que, simultaneamente, sao morfismos de H-médulos e de H-comddulos.

Apresentaremos no préximo lema varios resultados muito tteis para demos-
trarmos o principal teorema desta secdo, que afirma que a categoria #YD é uma

categoria monoidal trangada.

Lema 4.2.3. Sejam H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita, M, N e L € YD

de dimensado finita. Entdo:
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(i) M@N € ZYD via h-(m®n) = hy-m®hy-n e p(m@n) =m_in_1 @myRng.
(it) Se f e g sdo morfismos em YD, entio f @ g é morfismo em EYD.

(ii1) k € um mddulo em BYD via h- 1y = e(h)1y e p(ly) = 15 @ 1.

(iv) M@N)®L~M® (N®L) em BYD.

(W) M@k~M~k® M em EYD.

(vi) Se a antipoda de H é bijetiva entdo a aplica¢do

c:M®N — NM

men —— m_1-1& My

¢ um isomorfismo de mddulos Y D.

Demonstragao: (i) Sejam quaisquer m € M, n € N e h,k € H, entao:

- H age sobre M @ N via h-(m®n) = h; -m® hy -n, o que ja foi verificado no
exemplo [£.1.9

- A coagdo de M ® N sobre H é dado por p(m ®n) = m_1n_1 ® mg ® ng. De

fato, verificaremos a comutatividade dos diagramas abaixo:

M®N & Ho M@ N M
p idg®p k®M®N 2
H@M@NWH@)H@M@N M®NH®M®N

Sejam m € M en € N, entao

(idy @ p)op(m@n) = (idy ® p)(m-1n_1 ® mo ® no)
= M_1N_1 @ Mp-1Mp-1 & Moo & Moo
= M_oN_o2X@M_1n_1 X My X Ny

= (A®idygn)(m-1n-1 @ mo ® no)
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= (A®idygn)op(m@n).

e
(5 X idM@N) o) p(m X n) = (8 X idM®N)(m_1n_1 X my X TLO)
= e(m_1n_1) @®mg @ ng
= lx®e(m_1)mo®e(n_1)ng
= 1lp@men
~ men.
- Agora verificaremos a compatibilidade do item (7i7) da definigdo de médulos
YD, isto é,
plh-(m®n))=hi(m®n)_15(hg) ® hy - (Mm Q@ n)o.
Primeiro, note que, como M e N sao médulos YD, temos:
(hl . m)_1 & (h1 . m)g = p(hl . m) = hnm_ls(hlg) & h12 My (42)
e
(hg . 77/>,1 ® (hg . 7’L>0 = ,O(hg . n) = hzln,pg(hg'g,) ® h22 * Ny (43)
Assim,
plh-(m@mn)) = plhi-m®&hy-n)

= (hl . m)_l(h2 . n)_1 & (hl . m)o & (hl . n)o
HAchd hiim_1S(h13)hoin_15(haes) ® hia - Mo @ has - ng
= hlm_18<h3)h4n_18(h6> X hQ U X ]’L5 N

= hlmflé"(hg)n,lS(hg)) X h2 My X h4 * No
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= him_i1n_15(h4) ® hy - mo @ hs - ng
= him_1n_15(h3) ® hay - mg ® hag - ng
= hlm,ln,1S(h3) ® h2 : (mo ® no)

= hl(m ® n)_lS(hg) ® hg . (m ® TL)().

Logo, M ® N é um modulo de Yetter-Drinfeld a esquerda sobre H.

(i1) Sejam M, N, M’', N’ H-médulos em YD, f: M — M' e g: N — N’
morfimos em £YD.
Ja mostramos no Exemplo que f ® g é um morfismo de H-mddulos a

esquerda. Para mostrar que o mesmo ¢ um morfismo em £YD, falta apenas mostrar

que é um morfismo de H-comddulos a esquerda, ou seja, que o diagrama abaixo

comuta:
M®N 19 M @ N'
PMRN PM!'@N!
HoM® N — He M @ N’
idr®(f®g)

Primeiramente, note que f e g sao morfismos de H-comddulos a esquerda, logo

p(f(m)) = (idy @ f)op(m) = f(m)1 @ f(m)o=m_ @ f(mo) (44)

p(g(n)) = (idg ® g) o p(n) = g(n)-1 @ g(n)o = n_1 ® g(no) (4.5)

Assim, para quaisquer m € M en € N,

puren (f®@g)men) = p(f(m)®g(n))
= f(m)_1g(n) 1 ® f(m)o® g(n)o

mé m_1n_1 f(mo) ® f(no)
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= (idg ® (f ®g))(m_1n_1 ® my ® ny)

= (idg ® (f ©9)) o puen(m @n).

Portanto, f ® g é um morfismo em £YD, como querfamos mostrar.

(7ii) Pelo Exemplo sabemos que k é um H-mdédulo via h- 1, = (h)1y, para

qualquer h € H. Agora verificaremos que k é um H-comdédulo via p(1y) = 1y & 1.

De fato,
(idg @ p)op(ly) = (idg ®p)(lg ® 1y @ 1y)
= (A®idy)(1g ® 1)
e

(6 (059 de)p(lk) = 8(1[_]) X 1]k = 1k X 1k >~ 1]1(-

No caso da compatibilidade, temos que

hllHS(hg) X hg . 1k = hls(h3> & €<h2)1k
= h15<h3€(h2)) & 1k
= h1S(hy) ® 1k

= 6(]1)1}] & 1]k

Portanto, k ¢ um médulo em £YD.

(iv) Sejam M, N, P € #YD. Novamente pelo Exemplo sabemos que
¢ (M@N)® P— M ® (N ® P) é um isomorfismo de H-médulos a esquerda.
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Logo, falta apenas mostrar que é um morfismo de H-comddulos a esquerda, ou seja,
que poy = (idy ® @) o p.

De fato, para quaisquer m € M, n € N e p € P, temos

pop((m@n)®p) = p(m® (n®p))
= m(n®p)1®mR(nKp)

= m_1(n_1p_1) ® My ® (ng @ po).

Por outro lado, temos

(idy @ ) o p((m@n)@p) = (idy @ @)((Mm&On)1p1® (m&n) @ po)

= (m_1n_1)p_1 ® (Mo ® no) @ po.

Como a multiplicacao emH e o produto tensorial sao associativos, temos a igual-

dade desejada.

(v) Seguindo o mesmo raciocinio do intem anterior, precisamos apenas mostrar
que dado M € YD, ¢ : k® M — M é um morfismo de H-comédulos a esquerda

via ¢(1x ® m) = m, para qualquer m € M. De fato,

pod(ly@m) = p(m)
= m_1 ®my
= m_1 ® ¢(1x @ mg)
= (idg ® ¢)(m-1 ® Lx ® my)
= (idy ® ¢)(1gm_1 ® 1y ® my)

= (ZdH X ¢) o p(l]k X m)

Analogamente ¢’ : M — M ® k é um morfismo de H-comédulos a esquerda.

Portanto, M @ k ~ M ~k® M € £ZYD.
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(vi) Seja H uma algebra de Hopf, com a antipoda bijetiva. Dados M, N €

BYD, m € M en € N, consideremos a aplicagio
c M®N — NQM
mn —— Mm_j;-n&Qmy
Vamos mostrar que ¢ é um morfismo de H-modulos. De fato,

cth-(m®n)) = c¢lhy-m®hy-n)

(hl . m),l . (h2 . n) X (hl . m)o

™~
i

(hlm,ls(hg)m) ‘n& hz Mo

= (hlm_lé‘(hg)) ‘n h2 Mo

(hlm_1> ‘N hg My
= hy-(m_1-n)® hy-mg
= h- (m,1n®m0)
= h-(c(m®mn)).

para todos h € H, m, n € M.

Agora, mostramos que ¢ € um morfismo de H-comddulo, ou seja, dados m € M
en € N, temos p(c(m®n)) = (idg ®c) o p(m@n). Desde que m_; € H e N é um

H-moédulo em YD, temos:
p(m_y-n)=m_zn_15(m_1) ® m_ang (4.6)
Agora,

plec(m@n)) = p(m_1-n®m)

(m_1n)_1mo_1 ® (Mm_1m)o ® Mg

"~
1=

m_yn_1S(m_g)m_1 @ m_zng ® my

m_zn_1e(m_1) @ m_sng & my
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= Mm_on_1 ®m_1ng ® My
= m_in_1 ® c(my @ ng)
= (idy @ c)(m_1n_1 @ mg @ ng)

— (idu ® ) o p(m @ n).

Para ver que c é bijetiva, consideremos a aplicagao

cl'NOM — M®N

nem +— me®S Hm_1) n

1

Analogamente ao feito para o morfismo ¢, mostra-se que ¢~ é um morfismo em

1

BYD. Afirmamos que ¢! é a inversa de c. De fato, pois para quaisquer m € M e

n € N, temos:
cloctm®n) = ¢ Hm_1-n®mg)
= gy ® S~ (mo—1) - (m_1 - n)
= my® (S (m_1)m_s)-n
= my®e(m_1)l-n
= mee(m_1)®n

= men.

Por outro lado,

cocl(n®m) = c(m_1-n®my)
= (m_1S7*(m_2)) - n®@my
= g(m_1)l-n®my

= nQm.

Portanto, ¢ ¢ um isomorfismo de médulos em £YD. n

Estamos agora em condigoes de provar o seguinte resultado:
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Teorema 4.2.4. Seja H uma dlgebra de Hopf. Entdo BYD é uma categoria mo-

noidal.

Demonstragao: Precisamos definir a colecao (YD, ®,1,a,l,r). Consideremos
® := Qg o produto tensorial sobre k, que estd bem definido pelos itens (i) e (i7)
do Lema anterior. Pelo intem (iii) desse mesmo lema, definimos I := k que é um

objeto em £YD.

Agora seja,
aynp M@ N®P) — (M®N)®P
menhep) — (Mn)p
ry:- M — k@M e Iy : M — M®k
m — 1, ®m mi— mQ 1

para quaisquer M, N e P H-mddulos & esquerda e elementos m € M, n € N e
p € P. Claramente, ay n p, Iy € 7y sdo bijetoras. Pelo item (iv) do Lema m
ay np ¢ um morfismo em YD e, por (v), [y e ry também o sdo. Ainda, pelo
Exemplo temos que ann,p, lpr € 7y sao transformagoes naturais. Podemos
concluir assim que estas aplicacoes sdo isomorfismos naturais em £YD. Mais ainda,
novamente pelo Exemplo [4.1.9] estas aplicagoes satisfazem os axiomas do triangulo

e do pentagono. Portanto, (YD, ®,k,a,l,r) é uma categoria monoidal. [ |

Agora ao colocarmos hipéteses sobre a dlgebra de Hopf, obtemos novas propri-

edades para esta categoria. O teorema abaixo retrata o que acabamos de dizer.

Teorema 4.2.5. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda bijetora. Entio (YD, ®,k, a,l,r)

¢ uma categoria monoidal trancada.

Demonstragao: Definimos, para qualquer M, N em EYD e elementos m € M e
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n € N, a funcao

cun :MON — N@M

m@n —— m_1- -1 & My

J& mostramos pelo item (vi) do Lema que ¢ é um isomorfismo de médulos
em 2YD. Agora verificaremos que ¢ é uma transformacio natural, ou seja, dados
M, N, M', N" objetos em YD, f: M — M’ e g: N — N’ morfismos em YD,
entao o diagrama abaixo comuta:

CM,N

M ® N NQM

f®g g f
M/ ® N/CéN/ ® M/
M/ N
De fato, sejam m € M en € N. Assim

cnvo(f@g)(men) = cwn(f(m)®gn))
= f(m)-1-g(n)® f(m)o

m-1-g(n) ® f(mo)

IE]

g(m_y-n)® f(mo)

(9@ f)(m_1-n®mg)

= (g® f)ocun(m®@n).

Agora basta mostrarmos que c satisfaz os axiomas do hexdgono. Sejam M, N,

P objetos em YD, m € M, n € N ep € P, entao

(carp @id) o appy o (id @ enp)(m @ (n@p)) = (cup @id)oaypn(m® (ny-png))
= (eap ®@id)(m@n_y - p) @ ng)

= (m_1-(n_1-p) ®my) ®ng
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= apun((m-1n_1) - p® (Mo ® no))
= CLRM’N((m®n)71 'p®(m®n)0>
= apun © (cuen,p)((Mm@n) @ p)

= apmn © (Cugn,p) © apnp(Mm® (n®p)).

(id @ earp) 0 ayy p o (cun @id)(m@n) @p) = (id® cap) o ayy p((m_1-n®mp) @ p)
= (id® carp)(m_1 - n® (mg @ p))
= m_o-n®(m_1-pRmg)
- CLJ_V,IP,M((m—Q ‘m@m_y-p) @ mg)
= aypy(m_1-(n®p) @mp)
= a;,leM ocyner(M® (N ®p))

-1 —1
= ap.pu © CMNeP © Gy y p((Mm @ n) @ p).

Portanto, (YD, ®,k,a,l,r,c) é uma categoria trancada. [ |

O préximo exemplo retorna a ultima definicao apresentada na se¢ao anterior.

Exemplo 4.2.6. Todo moédulo de Yetter-Drinfeld é um espaco vetorial trancado.

De fato, seja M um médulo de Yetter-Drinfeld. Como a categoria HYD é
trangada, existe o isomorfismo cpy a0 M @ M — M ® M que satisfaz a equagao

da tranca.

4.3 A categoria Rep(D(H))

Seja H uma élgebra de Hopf de dimensao finita. Nesta se¢ao nosso objetivo é

provar dois resultados principais. O primeiro deles serd mostrar que a categoria dos
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moédulos Rep(D(H)) é uma categoria trancada e o segundo, serd dar uma condigao
necessaria e suficiente para que a categoria dos médulos Rep(H ) seja uma categoria

trancada. Para isso iniciaremos apresentando o seguite lema:

Lema 4.3.1. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Um k - espaco M
¢ um D(H)-mddulo a esquerda, se e somente se, para todos h € H, [ € (H*)*P e
me M:

(1) M € um H-mddulo a esquerda via h -m = (e > h) - m.

(1) M € um (H*)*P- mddulo a esquerda f-m = (f>al)-m.

(iii) h- (f -m) = (b= fa) - ((ha“= f1) - m)

Demonstragao: (=) Suponhamos que M é um D(H ) - médulo & esquerda. Vamos
mostrar que vale (i), (i) e (#ii).

(1) Esse fato segue do item (iii) de onde H < D(H) (como algebra), via
h— e h.

(i4) Analogamente ao anterior, temos por (iv) do Lema [3.2.6] que (H*)*? —
D(H) (como algebra), via f +— f 1.

(¢4i) Por fim, para todos h € H, f € (H*)*? e m € M,

h-(f-m) = (epah)-((fp<l)-m)
((epah)(frpal))-m

= (= far<hys=f1)-m
(1= fapal)(e b hy«=f1) - m

(= o 1) - (20 by fi) - m).

onde em (x) estamos usando a hipétese que M é um D(H)-médulo & esquerda.

Portanto, (i), (ii) e (i7i) valem.
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(<) Suponhamos que (i), (i7) e (ii7) sdo verdadeiras, logo

(9o k) - ((foah)-m) = (goa1)(esak)((foa1)(e > h) - m)
= g-k-(f-h-m)
g (ks f) (ke fi) - (hm)
D g (ki fo) - (koo fr1) - h) - m
D (g (k1) (ko= f) - h) - m
= (g5 1)(ks— fo 5 1))((e < ka e fi) (e b)) -
= (gl f2) 0 1) (e 51 (ky = fi)h) - m
= (gl = f2) 5 (ko= f)h) - m
= (g k)(f D)) -m.
e Ipgn -m = (e 1) -m 29 ;. Portanto, M ¢ um D(H)-médulo a esquerda.

Proposicao 4.3.2. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Um k- espaco
M ¢ um D(H)-mddulo a esquerda se e somente se, M é um H-mddulo a esquerda

e um H-comdodulo a direita, tal que vale
(hm)0® (hm)1 = hg -m0®h3m13_1(h1) (47)

para todos h € H em € M.

Demonstragao: Primeiramente observe que no Lema [4.3.1nao usamos a comulti-
plicacao de H*, logo por esse resultado temos que M é um D(H )-mé6dulo a esquerda
se, e somente se, M é um H-mddulo a esquerda e um H*-mddulo a esquerda satis-

fazendo
he(f-m)=(hi—fo) - ((ha“= f1) - m) (4.8)

para todos he H, f € H* e m € M.
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Como H tem dimensao finita, entao pela Observacao [1.2.8, M é um H*-mddulo
racional. Logo, M é um H*-médulo a esquerda, se e somente se, M é um H-
comodulo a direita. Ainda, se m — my ® m; é a aplicagao de coméodulos, entao
f-m =< f,my > myg, para qualquer f € H*. Usando esta relagao, vamos reescrever

(4.8]) nesta nova linguagem:
h-(f-m)=nh<f,mg>mg=<f mg>h-my.

Por outro lado,

(hi=fo) - (he=f1) -m) = <= fo, ((ha“=f1) - m)1 > ((ha“=f1) - m)o

(i), B-2.2

= < fl, S_l(h4)h2 > hlAfQ, (hg . m)1 > (hg . m)o

LT < £ S hs)hs >< fo, ST (ha) (ha - m)ihy > (ha - m)y

= < [, Y hs)h3S T (ha)(ha - m)1hy > (hg-m)g
= < f, S_l(h4)5<h2)(h3 : m)1h1 > (hg . m)o

= < f, S_l(h3)(h2 . m)1h1 > (hg . m)o.

Logo < f,mq > h-mg =< f, S (h3)(ha-m)ihy > (hy - m)o, para todo f € H*.

E isto é equivalente a
h - my Q@ my; = (hg . m)o X S_l(hg)(hg . m)lhl.

Portanto M é um D(H)-mdédulo & esquerda se, e somente se, M é um H-mddulo

a esquerda e um H-comddulo a direita satisfazendo

h-mo®m1 = (hg -m)0®5’_1(h3)(h2 -m)lhl. (49)
Para finalizar, mostraremos que é equivalente a

(h . m)o & (h . m)1 =hy - mg® hgmlS_l(hl).
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De fato, se vale , entao temos:
hy - my & thIS_l(hl) = (h:% ) m)o ® h58_1(h4)(h3 ) m)1h23_1(h1)
= (hg : m)o X h4S_1(h3)(h2 : m)la(hl)
= (hg . m)o ® €(h3)(h2 . m>1€(h1)

= (h-m)o® (h-m).

Por outro lado se vale a igualdade (h-m)y ® (h-m); = hy - mg ® hamy S~ (hy),

entao

(hg : m)o X Sil(hg)(hQ : m)1h1 = hg My @ Sil(h5)h4m1571(h2)h1
= hg My & €(h3)m1€(h1)

= h-m0®m1.

Concluindo entao que M é um D(H)-médulo a esquerda se, e somente se, M é

um H-médulo a esquerda e um H-comoddulo a direita satisfazendo
(h . m)o & (h . m)l =hy -my® hgmlS_l(hl)
para todos h € H e m € M. Isto conclui nossa demonstracao. [

Estamos agora em condigoes de mostrar o seguinte resultado.

Teorema 4.3.3. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao

gecor

Rep(D(H)) =" YD.

~ Hcop

Demonstracgao: De fato, lembrando que H? é uma élgebra de Hopf com antipoda

S~1, segue que para todos h € H e m € M, temos
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cop

M e YD << e M éum H®P —modulo a esquerda

Hcop

e M éum H? — comoddulo a esquerda

e p(h-m)=(h-m)_1® (h-m)y=hsm_1S ' (h1) ® hy - mg

e M éum H —mddulo a esquerda
e M éum H — coméddulo a direita via m —— mg Q@ my := mg @ m_;
® (hm)o®(hm)1 = hg-mo®h3m15*1(h1)

B2 )\ € Rep(D(H)).

Os dois proximos resultados sao entao evidentes, a partir do Teorema anterior

e do Teorema [4.2.5]

Corolario 4.3.4. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entdo a cate-

goria Rep(D(H)) é uma categoria monoidal tran¢ada.

Corolario 4.3.5. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita, entao
#YD = Rep(D(H?)).

Para demonstrar o ultimo resultado deste trabalho, precisamos do seguinte lema.

Lema 4.3.6. Seja H uma bidlgebra e considere o isomorfismo ayw,y dado no exem-
plo . Se existe um elemento Q € H ® H tal que, para todos V, W € Rep(H)

e elementosv € V ew € W, a aplicacao

vain®W — WV

1w — Q- (wwv)
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¢ um isomorfismo natural, entao para todos U, V., W € Rep(H), temos

(i) awuv o cugvw ©auyw = (cuw ®id) caywy o (id®@ cyw) se, e somente se,
(id® A)(Q) = Q?Q".
) a;}mU o Cyvew O a[}}V,W = (id®@cyw)o a;}aw o(cyv ®id) se, e somente se

(A ®@id)(Q) = Q¥Q".

Demonstracao: Sejamuc U,veV,weWeQ@ = Zai ® by

K3

(7) Por um lado, temos

aw,uy © cuevw © aryw (U ® (V@ w)) = awwpy o cugvw((u®v) @ w)
= awuv(Q - (w® (u®Wv)))
= Z awuy(aw @ (bjju @ bigv))
= ((;-w ® bjju) ® bigv

= ((ld @ A)Q)((w@u)®@wv).

e, por outro lado,

(cow ®id) o aywy o (id @ cyw)(u® (vRw)) = (cow @id)oapwy(u® (Q-(wv)))
= Z(CU,W ®id) o agwy(u® (a;w @ bv)))
= Z(CU,W ®id)((u ® a;w) & bv)
= ZQ~(aiw®u)®bw

= Z(ajaiw ® b;) ® biv

1,J
= (@"Q")(wau)w).
(74) Por um lado, obtemos
ay i © cuvew © agyy (U@ V) @w) = aylyy o cuvew(u® (v w))

= ayye(Q- (Ve w) @u))
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= Z a\_/,lt/V,U<<ai1U ® a;pw) @ bu)

7

= Z a;1v X ((ligw X blu)

= (A@id)(@Q))(ve (weu)).

e por outro lado, segue que

(id ® cuw) o aypw © (cuy ®id)(u®v) @w) = Z(zd ® cuw) © ay oy ((aw ® biu) ® w)

%

= ) (id® cyw)(aiv @ (bu @ w))

i

= Z c;v ® (ajw & bjbu)
0,

= (QPQP)(v® (wau)).

O lema esta demonstrado, entao. [ |

Finalizamos este trabalho com um resultado que caracteriza as algebras de Hopf

H finito dimensionais, para as quais Rep(H ) é uma categoria monoidal trangada.

Teorema 4.3.7. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensao finita. Entao existe
R € H® H tal que (H,R) € quase triangular se, e somente se, Rep(H) é uma

categoria monoidal trancada.

Demonstragao: (=) Suponhamos que (H, R) é quase triangular. Em particular,

H é quase-cocomutativa, logo pelo Lema se V, W € Rep(H), entao

CV7W:V®W — WV

vew — R (w®wv)

¢ um isomorfismo de H- médulos a esquerda, para todos v € V e w € W. Note que,
pelo Exemplo m Rep(H) ja é uma categoria monoidal para qualquer algebra de

Hopf H, com isso precisamos apenas mostrar que vale os axiomas do hexdgono.
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Como (H, R) é quase triangular, temos que vale e . Logo se (A ®
id)(R) = R¥R?, entao temos que (A ® id)(R™') = (R*)"'(R"®)~!. Tomando
R = @, onde @ é o elemento do Lema , temos que vale o segundo axioma do
hexagono.

De forma similar, se (id ® A)(R) = R™¥R", entdo segue que (id @ A)(R™') =
(R?)~1(R¥)~1. Assim, pelo Lema vale o primeiro axioma do hexdgono.

Portanto, Rep(H) é uma categoria monoidal trancada.

(<) Suponhamos que Rep(H) é uma categoria monoidal trangada, ou seja,
existe o isomorfismo de H- médulos cy . Suponhamos que existe @) € H ® H tal
que cyw(v@w) = Q- (w®v). Note que ¢y, é um isomorfismo se, e somente se, ()
é invertivel e ¢y satisfaz os axiomas do hexdgono se, e somente se, (A ® id)(Q) =

Q®QY e (id® A)(Q) = Q'2Q" pelo Lema [4.3.6]

Afirmamos que (H, R) é quase triangular com R = Q~!. Claramente, se existe
tal elemento Q € H ® H mencionado acima e R = Q~!, segue que existe R € H® H
é invertivel e valem as relagoes (3.3 e (3.4) da definigdo de dlgebra de Hopf quase

triangular.

Agora mostraremos a quase comutatividade de H. Dado h € H, temos

QTA(R) = Q(hy® hy)
= cpu(hi ® hy)
= cuyuh-(1g®1y))
= h-cyu(lg®1g)
= h-Q(ly ®1n)
- h-Q
= Ah)Q.

Ou seja, QTA(h) = A(h)Q, mas R = Q! e entao, TA(h) = RA(h)R™'.
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Para finalizar a demonstracao, precisamos mostrar a existéncia do elemento
Q € H® H. Note que H® H € Rep(H). Logo, definindo @ := cyer(ly ® 1g),
segue que cy g vale que cyer(lp ® 1y) = Q(lg ® 1g) = Q.

Agora, mostremos que para todos os V, W € Rep(H) temos que cy,w (v ® w) =

Q- (w®wv). De fato, Sejam V, W € Rep(H), v € V e w € W. Considere as

aplicagoes de H- médulos a esquerda

fo i H—V e fw  H—W

h—h-v h— h-w

Logo o diagrama abaixo comuta por naturalidade,

fv®fw

H®H VeWw

CH®H (777

HoH—on-Wwev

Logo,

cvw(@w) = cvw(fo® fu)(ln ® 1)
= (fo® fo)(cnu(ly ® 1))
= (fu® f:)(Q)
= Qwev)

Entéao, para todo cy existe @ tal que cyw(v ® w) = Q(w ® v). Concluindo

assim a prova de que (H, R) é quase triangular. [ |

1
Exemplo 4.3.8. Seja (kZs, R = 5(1 ®W1l+1®g+9g®1—g®g)). Sabemos do
Exemplo[3.1.10, que (kZs, R) é quase triangular. Logo pelo Teorema anterior temos

que Rep(kZs) é uma categoria trancgada.
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Exemplo 4.3.9. Sabemos do Exemplo [3.1.11] que (Hy4, R,) é quase triangular.

Logo pelo Teorema anterior Rep(H,) é uma categoria monoidal trangada.

Exemplo 4.3.10. Seja G um grupo nao abeliano. Entao pelo Exemplo [3.1.12
temos que H = (kG)* nao é quase triangular. Concluimos, entao, pelo Teorema

anterior, Rep((kG)*) ndo é uma categoria monoidal trancada.
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