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RESUMO

Este trabalho trata da fatoracao de polindmios em uma indeterminada.
A fatoragao polinomial é utilizada como uma ferramenta em diversas areas da ma-
temaética, seja para fins aplicados ou puramente tedricos. A teoria de fatoracao de
polinémios teve seus maiores avancos nas ultimas décadas com o desenvolvimento e

constante avanco dos computadores.

O objetivo desta dissertacao é apresentar um estudo do desenvolvimento
desta teoria, comecando com os primeiros algoritmos desenvolvidos e terminando
com os algoritmos utilizados nos softwares atuais, tais como Maple. A maioria
destes algoritmos foram implementados pelo autor no software Maple, embora de

forma simples e sem nos preocuparmos com a eficiéncia dos mesmos.
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ABSTRACT

This work deals with univariate polynomial factorization. Polynomial
factorization is used as a tool in several areas of mathematics, for both applied as well
as purely theoretical purposes. The theory of polynomial factorization had its major
advances in the past few decades, due to the creation and constant development of

computers.

The goal of this thesis is to present a study of this theory, starting with
the first algorithms developed and closing with the algorithms used in nowadays
softwares, such as Maple. Most of these algorithms were implemented by the author

in Maple, although in a simple way and with no worries about efficiency.



AGRADECIMENTOS

Agradeco & minha familia, especialmente aos meus pais, por apoiarem

todas as decisoes que tomei até aqui.

Agradeco também ao professor Vilmar Trevisan, pelo apoio durante
a maior parte de minha caminhada através desse mundo maluco da matematica,
e ao professor Luiz Emilio Allem, pelos conselhos e discussoes durante os vérios

seminarios realizados ao longo dos ultimos anos.

Agradeco ao professor Mark van Hoeij, a quem tive o prazer de conhecer
durante uma visita a Universidade do Estado da Florida através do programa Missao
Cientifica de Curta Duracao no Exterior, e cujos conselhos foram indispensaveis para

entender certos detalhes, imperceptiveis aos meus olhos.

Finalmente, agradeco a UFRGS, pelo ensino piblico e de qualidade e
por todo apoio que recebi durante minha graduacao e pos-graduagao, sem os quais

eu nao teria chegado onde cheguei.



1 INTRODUCAO

A fatoragao polinomial estd presente em muitas dreas da Matemética
Pura e, principalmente, da Matematica Aplicada. Fatoracao polinomial é uma area
da Matematica ou, mais especificamente, da Computacao Algébrica, que teve seus
maiores progressos nos ultimos 50 ou 60 anos com a invenc¢ao e constante desenvol-
vimento dos computadores. Antes disso, era impensavel e até humanamente impos-
sivel tentar fatorar um polinémio com, digamos, grau 100 e coeficientes com uma
magnitude de 100 digitos, como mostra a afirmagao de Charles Davies (1798-1876),
de 1857:

“When a polynomial is the product of two or more factors,
it is desirable to resolve it into its component factors. This

may often be done by inspection or by the aid of formulas

»1

E claro que Charles Davies ndo estava dizendo que devemos tentar
fatorar um polinémio de grau 100 por inspecao, pois resolver este problema parecia
envolver uma quantidade enorme de calculos e nenhuma utilidade pratica. Hoje em
dia, tal tarefa é essencial em vérias aplicagoes e pode ser executada em questao de

segundos, mostrando como o problema de fatoracao polinomial foi bem abordado.

Teoricamente, sempre existe uma fatoracao em fatores irredutiveis para
qualquer polindmio com coeficientes em um dominio de fatoragao tinica. Este fato ja
era conhecido por Gauss, no século XIX. Gauss demonstrou que se R ¢ um dominio

de fatoracdo tinica, entao o anel de polinomios sobre esse dominio também o é 2.

1“Quando um polinémio é o produto de dois ou mais fatores, é desejavel decompo-lo em seus
fatores. Isto pode ser feito por inspegao ou pelo auxilio de formulas.” Ver [13].
2Para uma demonstragao, ver [17], Teorema 6.8.



Entretanto, o que queremos sao métodos que nos fornecam essa fatoracao, ou seja,
queremos algoritmos que, em um numero finito de passos e, preferencialmente, em

um tempo pequeno, nos fornecam essa fatoracao.

A historia da fatoracao polinomial propriamente dita comega com Frie-
drich Theodor von Schubert, em 1793, quando este descreve o primeiro algoritmo
para fatoracao de polinémios com coeficientes inteiros. O algoritmo, descrito breve-
mente na proxima secao, ¢ baseado em fatos simples sobre polinomios. Infelizmente,
tal método possui complexidade exponencial no grau do polindmio e tem, portanto,

pouca utilidade pratica, exceto para polinomios de baixo grau.

Nesta dissertacao estudaremos os principais algoritmos de fatoragao,
desde os primeiros algoritmos eficientes, introduzidos no século passado, até os al-
goritmos atuais, utilizados nos melhores programas de computacao algébrica como,

por exemplo, o programa Maple.

E importante levar em consideracao sobre qual dominio de integridade
queremos calcular a fatoracao de um polindémio. Por exemplo, sobre o corpo dos
niimeros reais, nunca iremos obter um algoritmo que forneca a fatoragao exata de
um polindémio qualquer, visto que niimeros reais s6 podem ser aproximados com um
certo grau de precisao. Para este caso, existem varios métodos de aproximacgao das
raizes de um polinémio como, por exemplo, o Método da Bisseccao e o Método de
Newton. Na prética, o problema de fatorar um polinémio geralmente é considerado
sobre o anel dos inteiros e extensoes finitas de corpos finitos, do corpo dos niimeros

racionais e do corpo dos niimeros algébricos.

Comecaremos enunciando formalmente nosso problema. Seja R um
dominio de fatora¢ao tnica. Dizemos que f € R|x], deg(f) > 1, é irredutivel se toda

vez que tivermos f = gh, com g,h € R|x], entdo g € R ou h € R. Ou seja, nao



é possivel escrever f como um produto de dois polindmios, ambos com graus > 1.

Caso contrario, dizemos que f é um polinémio redutivel.

Dado um polinémio f € R|x] de grau n, queremos encontrar uma fa-
toracao para f em fatores irredutiveis. Ou seja, queremos encontrar polindmios

irredutiveis f1, fa, ..., fr € R[x] e inteiros positivos ey, e, ..., e, € Z, tais que

f=R 0

O capitulo 2 trata do caso em que R = F,, ou seja, fatoracao sobre
corpos finitos. Neste capitulo, estudamos dois tipos de algoritmos: o primeiro deles
divide o problema em 3 partes, a saber, fatoracao livre de quadrados, fatoracao
em graus distintos e fatoracao de mesmo grau. O segundo tipo sdao os algoritmos
baseados em Algebra Linear, cujo algoritmo principal é o algoritmo de Berlekamp.
Também neste capitulo é apresentado o algoritmo de Niederreiter. Embora seu
desenvolvimento pareca muito distinto do algoritmo de Berlekamp, existem diversas

ligacoes entre eles.

O capitulo 3 trata da fatoracao de polindémios com coeficientes racio-
nais. Veremos que é suficiente encontrar um algoritmo que fatore polinémios com
coeficientes inteiros. Veremos também como podemos encontrar uma fatoragao de
um polinémio com coeficientes inteiros através de sua fatoracao médulo um primo
p e uma técnica chamada Levantamento de Hensel. Por fim, estudamos o algo-
ritmo LLL, famoso por ser o primeiro algoritmo para fatoracao de polindmios com

coeficientes inteiros executado em tempo polinomial.

No capitulo 4 apresentamos o algoritmo de van Hoeij. Embora o al-
goritmo LLL tivesse complexidade polinomial, ele nao substituiu os algoritmos an-
teriores por nao ser eficiente na pratica. Neste capitulo, veremos como van Hoeij
contorna os problemas que levavam a ineficiéncia do algoritmo LLL, criando um

algoritmo que é eficiente tanto na teoria quanto na pratica.



Por fim, no capitulo 5, apresentamos uma aplicacao da fatoracao poli-
nomial. O problema consiste em encontrar todos os subcorpos de uma extensao de
corpos finita e separavel. Neste capitulo veremos como a fatoragao polinomial nos

permite resolver esse problema.

E interessante como um problema com uma formulacao tao simples
pode dar origem a uma teoria tao rica e em constante avanco. A proxima secao
apresenta um breve resumo da evolucao desta teoria, destacando os fatos que tiveram

importancia fundamental no desenvolvimento da teoria de fatoragao polinomial.

1.1 Um pequeno resumo da histéria da Fatoragao

Polinomial Univariada

Em muitos casos, fatorar um polindémio e encontrar suas raizes sao a
mesma tarefa. O problema de encontrar as raizes de um polinémio ja era estudado
ha muito tempo. Os Babilonios, por volta de 1900 — 1600 a.C., ja possuiam pro-
cedimentos numéricos para resolver certos tipos de equacoes quadraticas e cubicas.
Por exemplo, para encontrar o lado de um quadrado, sabendo que a area menos o

lado é 870, eles realizavam os seguintes passos

e Tome a metade de 1, ou seja, 0, 5.

Eleve esse nimero ao quadrado, obtendo 0, 25.

Some esse niamero a 870.

O resultado, 870,25, é o quadrado de 29,5. A seguir, some 0,5 a 29,5,
obtendo 30.

O resultado desses passos é a solucao para o problema proposto, ou

seja, o lado mede 30.



Note que, em notac¢io moderna, o problema equivale a resolver 22 —z =

870, e o que se fez foi calcular

b\? e ?
x = — c+ =
2 2
para uma solucao da equacao 22 — bx = ¢, com b e ¢ positivos.

Como estes problemas surgiam de aplicagoes praticas, solugoes nega-
tivas nao eram consideradas (somente no século XVI é que os ntimeros negativos
passam a ser considerados raizes e coeficientes de polinomios!). Por esse motivo, até
os tempos modernos, nao haviam razoes para se resolver uma equacao quadratica
da forma 22 + bz + ¢ = 0, onde b e ¢ sdo inteiros positivos, visto que esta equacdo

nao possui raizes positivas.

Mais de um milénio se passou até termos um progresso significativo
na historia da fatoracao polinomial. Foi no Renascimento que os proximos avangos
significativos ocorreram, quando matematicos italianos encontraram soluc¢oes simbo6-
licas para as equacoes ciibicas e quarticas por meio de radicais. Os principais nomes
relacionados sao Scipione del Ferro (1465-1526) e Nicolo Tartaglia (1500-1557), cu-
jos trabalhos foram publicados por Geronimo Cardano (1501-1576) no famoso Ars

Magna, de 1545.

A partir deste momento, varios outros progressos foram feitos. No
século X VI, Frangois Viéte (1540-1603) descobriu uma relag¢ao entre raizes e coefici-
entes de um polinémio. No século XVII, Pierre de Fermat (1601-1665), demonstrou
seu “Pequeno Teorema”. Este teorema, em notacao moderna, pode ser enunciado

como

al —x = H (x —a), (1.1)



onde p é um nimero primo. Ainda no século XVII, Isaac Newton (1642-1727) cria

seu método para aproximar raizes reais de um polinémio.

No final do século XVIII, duas ideias foram introduzidas e mais tarde
viraram a base dos algoritmos modernos de fatoracao sobre corpos finitos. A pri-
meira delas é devida a Adrien Marie Legendre (1752-1833). Legendre desenvolveu
um método para encontrar raizes em Z/pZ de um polinémio f € Z/pZ[x], para um

primo impar p. Simbolicamente, Legendre fatorava o polinémio 2 — x como

- x(ﬁ(p—l)/Q — 1)(x(p—1)/2 +1).

Legendre observou que o maximo divisor comum de f com cada um dos
dois tdltimos fatores divide o conjunto de zeros de f em dois subconjuntos: o dos
residuos quadraticos e os nao quadraticos, isto é, os elementos que sao o quadrado de
algum outro elemento e aqueles que nao sao. Em vista da equacgao (1.1), Legendre
calculava g = mdc(f, zP~! — 1) para encontrar o produto dos fatores (z — ) com
« uma raiz nao nula de f. Legendre também observou que se substituirmos x por
xr + s para qualquer s € Z/pZ, continuaremos a ter uma fatoracdo para z? — .
Assim, Legendre calculava mdc(g, (x + s)P~1/2 &+ 1) para encontrar as raizes de
f, com s € Z/pZ arbitrario. Essa ideia estd por tras da maioria dos algoritmos

probabilisticos que surgiram décadas depois.

A segunda ¢ devido a Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Gauss pos-
sui contribuicoes em quase todas as areas da matematica. Na area de fatoracao
simbolica ele é responsével, dentre outras contribuicoes, pelo calculo de polindmios
primitivos, por descobrir relagoes entre fatorar polinémios com coeficientes inteiros e
racionais e a eliminacao Gaussiana para sistemas lineares. Além disso, Gauss é res-
ponsavel pelo calculo da parte livre de quadrados de um polindmio e pelo algoritmo

que fornece uma decomposicao de graus distintos de um polindémio.



Este dltimo algoritmo é resultado da generalizacao de (Gauss para a

equagao (1.1). Essa generalizagao diz que

xpd_I:Hg>

onde o produtorio é sobre todos os polinémios monicos e irredutiveis g € Z/pZ|x]
cujo grau divide d. Gauss usou este resultado para separar o polindmio em blocos

cujos fatores irredutiveis possuem o mesmo grau.

Embora em teoria ja fosse possivel fatorar um polinémio com coefici-
entes em um corpo finito, métodos gerais e eficientes para se calcular a fatoracao
para valores grandes de p s6 foram desenvolvidos a partir de 1960. Foi a partir
desse periodo que esta teoria teve seus maiores avancos. Um dos principais motivos
foi a criacao e constante desenvolvimento dos computadores. Outro motivo foi a
necessidade pratica de se fatorar polinémios cada vez maiores, tanto em grau como

na magnitude de seus coeficientes.

Em 1967, E. Berlekamp [6] apresentou um algoritmo baseado em Al-
gebra Linear para fatorar polinémios sobre corpos finitos. Este algoritmo foi um
marco na histéria da fatoracao polinomial por ser um dos primeiros algoritmos de-
terministicos eficientes para fatoracao. A partir de entao, varios melhoramentos,
além de algoritmos com argumentos probabilisticos, foram publicados, permitindo
que cada vez mais polindmios pudessem ser fatorados. Em 1993, H. Niederreiter [33]
também apresenta um algoritmo para fatorar polinémios sobre corpos finitos base-
ado em Algebra Linear. O algoritmo de Niederreiter, porém, é baseado na equacio
diferencial

Embora os sistemas lineares encontrados nos algoritmos de Berlekamp e Niederreiter
provenham de desenvolvimentos bem distintos, existem diversas ligagoes entre eles.

Para mais detalhes, veja [15].



Alguns anos ap6s a publicagao do algoritmo de Berlekamp, David G.
Cantor (1935-2012) e Hans Zassenhaus (1912-1991), seguindo varias ideias encontra-
das nos trabalhos de Gauss, apresentam outro algoritmo, este probabilistico, para
fatorar polindomios sobre corpos finitos [10]. Este algoritmo possui um tempo de
execucao melhor do que o algoritmo de Berlekamp para valores grandes do primo
p. Este fato fez com que este algoritmo fosse usado nos principais programas de

computacao algébrica até os dias atuais.

Passamos agora para a fatoracao de polindomios com coeficientes in-
teiros. Isaac Newton (1643-1727), em seu livro Arithmetica Universalis, de 1707,
descreveu um método para encontrar os fatores lineares e quadraticos de um poliné-
mio univariado. Em 1793, o astrénomo Friedrich Theodor von Schubert (1758-1825)
mostrou como estender essa técnica para encontrar fatores de qualquer grau. O mé-
todo de Schubert foi redescoberto independentemente cerca de 90 anos depois por
Leopold Kronecker (1823-1891). O método deles pode ser explicado sucintamente
como segue. Suponha que queremos fatorar o polinémio f € Z[z|, de grau n. Esse

método baseia-se nos seguintes fatos:
1) Se f pode ser fatorado, entdo f possui um fator com grau m < |n/2].
2) Se g(z) é um fator de f(zx), entdo g(a) divide f(a) para todo inteiro a.
3) Existe um tinico polinémio de grau no maximo m que interpola m + 1

pontos.

O algoritmo de fatoracao de Schubert-Kronecker pode ser descrito em

4 passos:

1) Escolha m + 1 pontos ag, ay, .. ., apy.

2) Avalie f(z) em cada um dos pontos a;,0 < i < m.



3) Encontre o conjunto F; dos fatores(positivos e negativos) de cada inteiro

f(a;), para 0 <i < m.

4) Para encontrar os fatores de f(x) de grau d, escolha d+1 pontos (a;, b;),
onde b; € F;. Interpole esses pontos, obtendo um polindémio g(x). Teste

se g(x) divide f(x).

Exemplo 1.1. Suponha que queremos fatorar o polinémio f(x) = x* + 4 € Zx].
Neste caso, m = |4/2] = 2. Assim, escolhemos m + 1 = 3 pontos ag =0, a; =1 e
as = —1. Awvaliando f(x) em cada um desses pontos e calculando os fatores primos

do resultado obtemos
flag) = f(0) =4, Fy={+£1,42, +4}

fla1) = f(1) =5, Fy ={£1,4+5}
flag) = f(=1) =5, F= {:l:l,:l:5}

Vamos encontrar os fatores de grau d = 2. Para isso, precisamos escolher d+1 =3
pontos (a;,b;), onde b; € F;. Uma escolha seriam os pontos (0,1),(1,—1) e (—1,5).
O polinémio interpolador desses pontos é g(x) = 2> — 3z + 1. Como g(z) t f(x),
concluimos que esta nao foi uma boa escolha. Jd os pontos (0,2),(1,5) e (—1,1)
possuem polinémio interpolador g(x) = 2% + 2z + 2. Neste caso, g(z) divide f(x) e

portanto, € um fator de f(x).

A escolha dos pontos (a;,b;) deve ser tal que b; = g(a;), 1 <i<d+1,
para o mesmo fator g de f. A primeira escolha de pontos falha pois isso ndao acontece.
Essa condicao, de cardter combinatorial, faz com que a complexidade do método seja

exponencial, tornando-o ineficiente na prdatica para valores grandes do grau de f.

As proximas duas contribuicdes sobrevivem até os dias de hoje. A

primeira delas come¢a com Kurt Hensel (1861-1941) e os nimeors p-adicos [21]. Em
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sua teoria, Hensel demonstra um resultado, hoje conhecido como Levantamento de

Hensel?, que permite “levantar” uma fatoracao modulo p
f=ghmodp
com f,g,h € Z[x] e g, h coprimos modulo p, para uma fatoracao
f=g¢*h* mod p"
para qualquer k£ > 2 e g* = g, h* = h mod p.

Em 1969, Hans Zassenhaus (1912-1991) publica o artigo |38, no qual
ele utiliza o Levantamento de Hensel para obter uma fatoracido em Z[x]. Vejamos,
brevemente, como este algoritmo funciona. Considere o conjunto {fi, fo,..., f+}
dos fatores p-addicos de f, ou seja, sobre os ntimeros p-adicos, f = fifo--- fr. Se
pensarmos nos fatores de f em Z/pZ[x] como uma aproximacao de ordem 1 dos
fatores p-adicos, podemos usar o Levantamento de Hensel para obter uma fatoracao
com precisdo p¥, para todo k > 2. Se soubermos os coeficientes de f em Z, podemos
obter uma cota L [30] para o tamanho dos coeficientes de qualquer fator g de f em
Z|x]. Assim, usando o Levantamento de Hensel para calcular os fatores com precisao
p* > 2L, podemos verificar se uma dada combinacao dos fatores modulo p* é um
fator de f em Z|[x|, calculando o médulo simétrico dessa combinagao e realizando a
divisdo em Z[z]. Para obter uma fatoracdo modulo p, Zassenhaus utiliza o algoritmo
de Berlekamp, citado anteriormente. Por esse motivo, esse algoritmo ¢ conhecido

como Algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus.

Essa parte combinatorial do algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus faz
com que este algoritmo tenha complexidade exponencial no nimero de fatores mo-
dulo p. Na pratica, porém, este algoritmo funciona bem pois a complexidade nao
¢ exponencial no grau do polinémio f e sim no nimero de fatores modulo p, um

niimero que, na maioria das vezes, ¢ menor do que o grau do polinémio f.

3do inglés, Hensel Lifting
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A segunda contribui¢do comega com Hermann Minkowski (1864-1909)
em seu livro Geometrie der Zahlen [31]|. Nele Minkowski fornece a base para a teoria
conhecida como Geometria dos Nimeros, através do estudo de reticulados. Depois
disso, em 1980, Arjen Lenstra (1956-), durante seu doutorado, descobre uma ligacao
entre vetores minimais em certo reticulado de inteiros e fatores de polindmios em
Zlz]. Em 1982, Laszlo Lovasz (1948-) e os irmaos Arjen e Hendrik Lenstra (1949-)
descrevem um algoritmo executado em tempo polinomial para calcular vetores mini-
mais em reticulados de inteiros [28]. Esse algoritmo, comumentemente chamado de
LLL, encontrou diversas aplicacoes, indo além de seu objetivo inicial, que era fatora-
cao de polindémios com coeficientes racionais. Embora esse algoritmo seja executado
em tempo polinomial, ele nao substituiu o algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus, com
complexidade exponencial, pois na pratica, os reticulados utilizados no algoritmo
LLL tém dimensoes altas e coeficientes enormes, o que implica em baixa perfor-
mance computacional. Ou seja, o algoritmo com melhor complexidade tebrica nao

¢ o mais rapido na pratica.

A titulo de curiosidade, suponha que f tenha grau n =~ 200 e cada
coeficiente tenha em torno de 200 digitos. Para as melhores implementacoes do
algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus, desde que o nimero r de fatores modulo p
seja r < 20, o valor exato de r tem pouco impacto sobre o tempo de CPU que o
computador leva para fatorar f. O algoritmo levard em torno de 1 segundo. Por
outro lado, o algoritmo LLL, sob as mesmas circunstancias, leva em torno de 1 dia.
Porém, a medida que r ultrapassa o niimero de 20 fatores, o tempo de CPU comeca a
crescer exponencialmente para o algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus. Para ver isso,
se escolhermos p tal que r = 64, entao o algoritmo LLL continuara levando 1 dia

para fatorar, enquanto que o algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus levara estimados

100.000 anos!
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Note que, se soubéssemos quais subconjuntos dos fatores modulo p for-
necem os fatores de f em Z|x], entao o algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus levaria
apenas 1 segundo, em ambos os casos. Ou seja, a tnica coisa que reduz de 100.000
anos para 1 segundo o tempo de execucao do algoritmo sao 64 bits de informacgao,

ou seja, um vetor em {0, 1}%! codificando os fatores de f em Z[z].

Foi partindo dessa ideia e utilizando um processo para redugao de ba-
ses de reticulados que, em 2002, Mark van Hoeij [22] descreveu um algoritmo para
calcular esses vetores, evitando a parte combinatorial presente no algoritmo de
Berlekamp-Zassenhaus, substituindo-a por um espécie de Problema da Mochila®.
Este novo problema pode ser resolvido utilizando o algoritmo para reducao de base
de um reticulado. Embora van Hoeij nao forneca nenhuma cota para a complexi-
dade do algoritmo, ele mostra que o algoritmo termina. Além disso, o algoritmo
tem uma performance melhor comparada com os algoritmos anteriores em todos os

testes realizados pelo autor do artigo.

Em 2004, Karim Belabas |3]| forneceu, apos realizar varios testes, a
versao melhor ajustada do algoritmo de van Hoeij. Ainda em 2004, Belabas et al.
[4] deram uma cota polinomial para a complexidade de uma versao mais lenta do
algoritmo de van Hoeij. Apesar disso, uma cota pior foi encontrada para a versao

mais rapida do algoritmo.

Em 2007, van Hoeij e Andrew Novocin [23] deram uma cota assintotica
optimal para a versao mais rapida, demonstrando que o algoritmo mais rapido na

teoria era também o algoritmo mais rapido na pratica.

4Knapsack problem
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2  FATORANDO POLINOMIOS SOBRE
CORPOS FINITOS

2.1 Introducao

Um dos casos mais importantes de fatoracao polinomial é o caso da
fatoragao sobre corpos finitos. Além de ser interessante por si s6, este caso particular
é utilizado, por exemplo, para calcular a fatoracao de polindomios com coeficientes
inteiros. Este caso também tem varias aplicacoes praticas, por exemplo, em teoria
dos cédigos, mais especificamente em codigos de redundéancia ciclica e em codigos
BCH, em criptografia de chave publica através de curvas elipticas e em teoria dos

nimeros computacional.

Outra importante aplicacao dos algoritmos estudados neste capitulo é
o calculo de logaritmos discretos sobre corpos finitos F,s, onde p € um primo e s > 2.

O célculo desses logaritmos é muito utilizado em criptografia de chave piblica.

Neste capitulo estudaremos dois tipos de algoritmos para fatoragao so-
bre corpos finitos. Um deles utiliza as ideias de Gauss para separar o polindmio
em blocos cujos fatores irredutiveis possuem o mesmo grau e, em seguida, fatorar
esses blocos. A segunda classe de algoritmos utiliza Algebra Linear para encontrar
os fatores do polindmio. Dentre estes algoritmos, destaca-se o algoritmo de Berle-
kamp, por ser o primeiro algoritmo deterministico eficiente para fatorar polinémios
sobre corpos finitos. Apresentaremos também, a titulo de curiosidade, um algoritmo
proposto por Niederreiter. Este algoritmo é desenvolvido a partir de uma equacao

diferencial e supera o algoritmo de Berlekamp em alguns casos.

O algoritmo de Berlekamp, desenvolvido em 1967 por E. R. Berlekamp

em [6], ¢ um dos primeiros algoritmos eficientes de fatoragao sobre corpos finitos.
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Este algoritmo utiliza o Teorema Chinés dos Restos para linearizar o problema de
fatorar um polinémio. Os fatores do polinomio sao obtidos a partir do célculo do
maximo divisor comum entre f e polindmios em um certo conjunto chamado Con-
gunto Separador. Outros algoritmos baseados nessa ideia, mas com outros conjuntos
separadores, podem ser encontrados em [9] e [35]. Apods o trabalho de Berlekamp
surgiram varios melhoramentos para seu algoritmo. Alguns destes melhoramentos

podem ser encontrados em [18] e [34].

Outro método, disponivel na época, para fatorar polinébmios sobre cor-
pos finitos era um método desenvolvido a partir de vérias ideias, incluindo algumas
do proprio Gauss. Esse método é explicado e melhorado num trabalho de 1981 de
D. Cantor e H. Zassenhaus, ver [10]. O algoritmo apresentado neste trabalho, que
chamaremos de Algoritmo de Cantor-Zassenhaus, é melhor do que o algoritmo de

Berlekamp para valores grandes do primo p.

Enquanto o algoritmo de Berlekamp, em sua forma original, ¢ um algo-
ritmo deterministico, o algoritmo de Cantor-Zassenhaus utiliza argumentos proba-
bilisticos para encontrar os fatores de f. Neste algoritmo, um polinémio é escolhido
aleatoriamente e, apos algumas transformacoes neste polinomio, a probabilidade de
que ele contenha um fator de f é alta. Calcula-se entdao o méximo divisor comum

deste polinomio com f para encontrar um fator nao trivial de f.

Comecaremos estudando o algoritmo de Cantor-Zassenhaus. Apesar de
ter sido “publicado” apoés o algoritmo de Berlekamp, este algoritmo utiliza fatos que

remontam a Gauss e que também sao utilizados no algoritmo de Berlekamp.

Neste trabalho nao faremos uma analise minuciosa da complexidade dos
algoritmos, apenas enunciaremos seu custo computacional. O custo computacional
¢ calculado a partir do ntimero de operacoes em F,. Fatorar um polinémio envolve

operacoes como soma, multiplicacao, divisao e o célculo de mdc’s de dois polinémios.
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As trés primeiras operagoes podem ser realizadas em O(n?) operagoes em F,, onde
n é o grau do polidmio. por outro lado, o calculo do méximo divisor comum de dois

polinémios pode ser realizado em O(n?log q) operagoes no corpo.

2.2 Algoritmos para fatoracao em F)|x]

Em 1981, Cantor e Zassenhaus [10] introduziram um novo algoritmo
probabilistico para fatoracao sobre corpos finitos, executado em tempo polinomial

em n e logg, onde n é o grau de f e ¢ é a cardinalidade do corpo F,.

Este método é dividido em trés passos: Fatoracao Livre de Quadrados,
Fatoracao de Graus Distintos e Fatora¢ao de Mesmo Grau®. O primeiro passo tem a
finalidade de eliminar fatores irredutiveis com multiplicidade maior do que 1. Aqui
tratamos ambos os casos de um corpo finito e de um corpo com caracteristica zero.
Assim, a partir desta se¢ao podemos considerar que os polindmios que iremos fatorar

nao contém fatores com multiplicidade maior do que um.

O segundo passo separa os fatores irredutiveis de f de acordo com seus
graus, criando uma decomposicao de f em blocos cujos fatores irredutiveis possuem
o mesmo grau. Finalmente, o terceiro passo encontra os fatores irredutiveis desta
decomposi¢ao de mesmo grau. Segundo [17], pagina 369, se tomarmos um polinémio
aleatoriamente e com grau alto, entao o terceiro passo tem uma probabilidade baixa
de ser executado vérias vezes, sendo que o segundo passo consome a maior parte do

tempo computacional utilizado na fatoracao.

Ao longo desta secao, p denotara um primo e ¢ denotard uma poténcia

de p. Antes de iniciarmos um estudo de cada um dos trés passos, vamos demonstrar

10s dois primeiros passos desse algoritmo j& eram conhecidos antes deste trabalho de 1981,
sendo o terceiro passo a maior contribuicao do trabalho de Cantor e Zassenhaus.



16

a generalizacdo do Pequeno Teorema de Fermat para corpos finitos, resultado de

importancia fundamental no nosso estudo.

Teorema 2.1 (Pequeno Teorema de Fermat para corpos finitos). Seja F, um corpo
com q elementos, onde q € uma poténcia de um primo p > 0. Para todo a € F,
tem-se

a? = a.

Demonstragio. Note que Fx = F, \ {0} é um grupo com g — 1 elementos. Pelo
Teorema de Lagrange (ver [16], Teorema V.3.5), todos os elementos devem satisfazer
a?~! = 1, ou seja, a? = a, para todo a € Fy. Ora, como esta ultima igualdade

também vale para a = 0, temos
a’ =a, Vacl,
m

Corolario 2.2. Seja F, um corpo com q elementos, onde q é uma poténcia de um

primo p > 0. Entao

! —x = H(:L‘—a).

a€lFy

Demonstracao. Pelo Pequeno Teorema de Fermat, x = a é uma raiz do polinémio
29—z, VaelF, Assim, (x —a) | (2? —2), Va € F,. Como mdc(z —a,z—b) =1
para a # b, segue-se que

[T@-a)l@ -

ackF,

Ora, como ambos os polindémios sao moénicos e possuem o mesmo grau, vale a igual-

dade. O

Trataremos agora cada um dos casos do processo de fatoracao enunci-

ados acima.
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2.2.1 Fatoragao Livre de Quadrados

A maioria dos algoritmos de fatoracdo assumem certas simplificacoes
nos polinémios a serem fatorados. Este passo do processo de fatoracao tem o objetivo
de reduzir o problema de fatorar um polinémio qualquer ao problema de fatorar um

polinémio livre de quadrados.
Definigao 2.3. Seja R um domimio de fatoragao tinica e f € R[x]. Dizemos que f

¢ livre de quadrados se toda vez que g* | f, para g € R[x], entdo g € R.

Mais especificamente, se nos é dado um polinémio f € F,[z] cuja fato-

racao em polindomios irredutiveis é

f =g g

com f; irredutiveis e e; inteiros positivos, queremos encontrar f;fs--- f.. O polino-

mio fifs--- f,. € chamado de parte livre de quadrados de f.

A ideia por tras desse passo é dividir o polinomio f por um polinémio

apropriado, tal que o resultado dessa divisao seja a parte livre de quadrados de f.

Definicdo 2.4. Seja f =Y " a;x' € Flz], onde F é um corpo finito ou nao. Entdo

f', a derivada formal do polinémio f, é definida por
= Ziaixi’l.
i=1

E possivel mostrar que a derivada formal de um polinémio tem as mes-
mas propriedades basicas da derivada de polinémios definida no Calculo. Assim, se

f=fitf5?--- for, simples célculos mostram que

fl= Zei%fi’- (2.1)
i=1 ¢
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feque fE7 S

para todo ¢ = 1,2,...,7. Note também que f;* divide todas as parcelas da soma

Vamos agora calcular v = mdc(f, f'). Note que f

(2.1) exceto, possivelmente, a i-ésima parcela. Para que f*|f’, é necessério que

fileif;.

Se a caracteristica do corpo F é zero, como f; ¢ F, entdo f/ # 0. Logo

e;f! # 0 e portanto, f; 1 e;f!. Assim,
U—de(f f) 61 1 62 1 fer—l

e podemos calcular a parte livre de quadrados de f simplesmente calculando

E a de(f,f’) B fl_l 262_1...]757»—1 _f1f2 fT‘

Por outro lado se I = F,, onde ¢ = p°® para s natural, entao é possivel
que e; f/ = 0. Neste caso, file;f! e portanto, f{*|mdc(f, f'). Assim, quando calcula-
mos f/u, perdemos o fator f; e ndo podemos calcular a parte livre de quadrados de

f simplesmente através de f/u.

Vamos estudar mais a fundo esse caso, ou seja, o caso em que e; f; = 0.
Primeiro, vamos analisar o que acontece no caso em que f' = 0, para um polindémio
~ _ n ) i
nao constante f =) " ja,x' € Fy[z]. Como

n

f= Ziaixi_l =0,

i=1
temos que plia;, Vi =1,...n. Como p 1t a; para algum i, segue-se que pli. Assim,

© = jp para certo j inteiro e podemos escrever

p

n n n/p n/p
fzzailﬂizzagl’izz<@%p>p$jpzz< a/p,.j ) Zaq/p ’
i=0 i=0 =0 j

7=0
pois a? =ae (f+¢g)? = fP+ ¢* em F, = F,.. Por outro lado, se f = ¢, entdo
"= pg?~tg’ = 0. Logo, para todo f € F,[z], f' = 0 se, e somente se, f ¢ uma

p-poténcia, ou seja, existe g € F [z] tal que f = g¢P.
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Concluimos deste fato que f! # 0, pois do contrario, teriamos f; = g”
para algum g € F,[z], contrariando o fato de f; ser irredutivel. Portanto, e;f] = 0

se, e somente se, ¢; =0 mod p.

Vamos agora deduzir um método para encontrar a parte livre de qua-
drados para este caso. Podemos descrever o maximo divisor comum entre f e f’
como dois produtoérios distintos, da forma
i—1 i
mde(f, ) =T e 1] £
plei ple;
Seja u = mde(f, f') e defina v = f/u. Assim, podemos ver facilmente
que

V= —

v prei fiei_l Hp\ei 1 plei

f H;:l fiei _ H fz

Logo, v é o produto dos fatores irredutiveis de f cuja multiplicidade
nao ¢ um miultiplo de p. Precisamos agora encontrar a parte livre de quadrados de

e Tos
leei f;*. Inicialmente, vamos demonstrar que

Hff" = m, onde n = deg(f).

plei
Como e; < n, para todot=1,...,r, temos
mde(u,v") =mde | [T e TLee TT 0 ) = T

ple plei ples ples
Agora, observe que

(% - prei fiei_l Hp\ei fiEi o H fei
mdc(u,v") HW' fiei_]- - i

ple;

como desejado.

u

Defina w = W

— € 3 I __ :
=] |p‘ei f*. Entao w’ = 0 e portanto, como vimos
acima, w é uma p-poténcia. Assim, podemos definir

b =w'? =T £ € F,la].

ple;
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Aqui, podemos aplicar novamente o raciocinio descrito acima e encon-
trar o produto dos fatores irredutiveis de w cuja multiplicidade nao é um multiplo
de p, isto é, podemos encontrar o produto dos f/s tais que e;/p nao ¢ um multiplo
de p. Como os fatores irredutiveis tém multiplicidade finita, aplicando este método

recursivamente iremos encontrar a parte livre de quadrados de f.

Assim, assumiremos daqui para frente que todos os polinémios que

queremos fatorar sao livre de quadrados.

Exemplo 2.5. Considere o polinémio f = x'4+ 3213 + 222 + 2 4+ 2219+ 224 4+ 23 +
42% + 2x + 4 € Z/5Z[z]. Como ndo sabemos se [ possui fatores com multiplicidade
maltiplo de 5, devemos considerar essa possibilidade. Conforme analisado acima,

calculemos

u=mde(f, f)=2"+2 e v:i:x4+3x3+2x2+x+2.
u

Assim, v € o produto de todos os fatores irredutiveis de f cuja multiplicidade nao é
um maltiplo de 5. Vamos agora procurar os fatores irredutiveis cuja multiplicidade

¢ um maltiplo de 5. Como visto acima, estes fatores estao em

u 10
= — = 2.
v mdc(u, v) S

Como w' = 0, sabemos que w € uma p-poténcia, ou seja, uma S-poténcia. Nao é

dificil ver que w = (2® + 2)°. Defina
W= 1° + 2.

Como w € irredutivel em Z/5Z[z], podemos parar por aqui. Concluimos assim que

a parte livre de quadrados de f € dada por
(z' +32° +22° + x +2) - (27 + 2).

Se nao soubermos que o polindomio w € irredutivel, devemos aplicar todo o raciocinio

novamente com w no lugar de f para obter a parte livre de quadrados de w.
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2.2.2 Fatoracgao de Graus Distintos

De acordo com os resultados da secao anterior, podemos supor que os
polinémios que queremos fatorar sao livres de quadrados. Esta secao trata da parte
do processo que separa os fatores irredutiveis do polindémio f de acordo com seus
graus, produzindo diversos blocos g1, . . ., gk, onde cada bloco g; é o produto de todos

os fatores de f que possuem o mesmo grau ¢ e g # 1.

Definicao 2.6. A Decomposicao em Graus Distintos de um polindémio nao constante
f € F,[z] € a sequéncia de polinomios (g1, g2, ..., k), onde g; é o produto de todos
0s polinémios monicos e irredutiveis de grau i que dividem f em Fy[z]. Caso f nao

possua nenhum fator de grau i, g; = 1. Além disso, g # 1.

De acordo com esta definigao, se (g1, g2, ..., gk) € a decomposi¢do em

graus distintos de f, entdo f = Hle ;.

Exemplo 2.7. Seja f = 2° + 2% + 2z + 2 € F3[x]. A fatoragdao de f em fatores

irredutiveis em Fs[z] € dada por
f=@*"+2+22+2+1) - (24+2)- (z+1).
Sua decomposicao em graus distintos produzird os blocos g1, gs, g3 € gs, tais que

G =2+2=(x+1) (z+2)
g2 =1

g3 =1
=2+ +2 P+ +1

Apresentaremos agora o teorema que dara origem ao algoritmo para o
calculo da decomposicao em graus distintos de um polinomio. Este teorema é, na
verdade, uma generalizacao do Pequeno Teorema de Fermat. Antes de apresentar

este teorema, vamos demonstrar um resultado auxiliar.
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Proposicao 2.8. Seja L uma extensdo do corpo K e sejam f,g € K[xz]\{0}. Entdo

mdek (f,g) = mder(f, g).

Demonstragao. Seja hy = mdek(f,g) € K[z] e hy = mder(f,g) € L]x]. Conside-
rando h; € L[z], é claro que hy|hg, pois L é uma extensao de K. Por outro lado,
sejam 7, s € K[z] tais que deg(r) < deg(g), deg(s) < deg(f) e hy = rf + sg. Ora,
hy divide ambos f e g em L[z]| logo, hy divide rf + sg e portanto, hs|h; em L[x].

Como ambos h; e hy s20 monicos, segue-se que hy = ho. O

Teorema 2.9. Para todo inteiro d > 1, 29" — z € F,[z] € o produto de todos os

polindmios monicos irredutiveis cujo grau divide d.

Demonstragao. Aplicando o Pequeno Teorema de Fermat a F,, sabemos que h =
27—z éo0 produto dos fatores x — a, para todo a € F,a. Isso mostra que h ¢ livre
de quadrados em F,q[z]. Queremos mostrar que h também ¢ livre de quadrados em
F,[x]. Suponha que ¢g* | h em F,[z], para algum polinomio g € F,[z] \ F,. Como
h & o produto de fatores lineares, segue-se que existe a € Fu tal que (z —a) | g
em Fua. Assim, (x —a)® | g* e g°| h. Mas h ¢ livre de quadrados em Fa[z], uma
contradigdo. Assim, h ¢ livre de quadrados em F[z]. E suficiente mostrar que, para

todo polindmio monico irredutivel f € F,[x] de grau n < d, tem-se
fl " = 2) e nld

Consideremos a extensao de corpos F, C F.a e seja f € Fylz], deg(f) = n < d,

um polinémio ménico irredutivel que divide 24— z. Como 2% —z é 0 produto de

todos os polindomios do tipo  — a, a € Fq, existe um subconjunto A C I« tal que
f =1lsea(z —a). Fixe a € A e consideremos

Flz]

{f)

onde Fy(a) é o menor subcorpo de Fa contendo a. Este corpo possui ¢" elementos e

= Fq(a>7

F,« ¢ uma extensao de Fy(a). Ora, sabemos (ver [19], Proposicao 4, pagina 99) que
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os graus dessas extensoes devem satisfazer

ou seja, d = [Fa : Fy(a)] - n e, portanto, n | d.

q

Suponhamos agora que n | d. Seja Fjn = F z]/(f) e a* € Fyn uma
raiz de f. Defina e = ¢@™" 4 ¢?=2" + - .- 4+ 1. Entao ¢" — 1 divide ¢? — 1, visto que

¢*—1=(¢"—1)-e. Segue também que 27"~ — 1 divide 29! — 1, pois

21 = (2771 = 1) - (20" a2 ),

Multiplicando por x, obtemos que 29" — z divide 24" — x. Pelo Pequeno
Teorema de Fermat, a?" = a mod ¢", V a € Fpn. Assim, (z — a*) | 27—z, e
portanto, (z — a*) divide mde(f, 29" — z) em [F,a[z]. Logo, mdeg ,(f, 21" —x) £ 1.
Conforme a Proposi¢ao 2.8, segue-se que mdcr, (f, - xz) # 1. Ora, como f é
irredutivel em IF,[x], segue-se que mdcg,(f, 21 — x) = f, ou seja, [ | 24" — z em

Fylz]. O

Abaixo descrevemos um simples algoritmo, baseado no teorema acima,

que calcula a decomposi¢do em graus distintos de um polinémio f € F,[x].

Algoritmo 2.10. | Fatoragao de Graus Distintos ‘

Entrada: f € F,[z], polinémio ménico e livre de quadrados, com grau n.

Saida: (g1, go,...,9k) a decomposi¢cio em graus distintos de f.
1 ho+x, fo< f,1+0

2 repetir

1+—1+1
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gi mdc(hi — x,f@'q)’ fi < %

4 retorna (g1, 92, ..., %)

Teorema 2.11. O algoritmo 2.10 funciona corretamente e realiza O(n?logq) ope-

ragoes no corpo .

Demonstragao. Ver [17], Teorema 14.4. O

2.2.3 Fatoracao De Mesmo Grau - Algoritmo de Cantor-Zassenhaus

Para fatorarmos completamente o polinomio f € F,[z], resta apenas
fatorar os blocos g; resultantes do algoritmo da secao anterior. O desenvolvimento
que daremos aqui restringe-se a polindmios sobre corpos finitos F,[z], onde ¢ ¢é
uma poténcia de um primo fmpar. Uma descricao de como podemos modificar os
algoritmos aqui apresentados para tratar do caso em que ¢ = 2%, k > 0, pode ser

encontrada nos exercicios do Capitulo 14 de [17].

Lema 2.12. Seja q uma poténcia de um primo impar e Fy =F,\ {0}. Seja k um
divisor de g —1 ¢ S = {b* : b € F;}, o conjunto das k-ésimas poténcias de F .
Entao

i) S € um subgrupo de ¥ de ordem (¢ —1)/k.

i) S ={a€F,:as"V/* =1}

iii) Se k=2, entio " V/? € {-1,1}, Va € F.
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Demonstragao. Considere o homomorfismo o no grupo multiplicativo de [,
on : Ff = FY, b— b

Como S ¢ a imagem de oy, segue-se que S ¢ um subgrupo de F;. O nticleo de oy ¢
o conjunto {a € F) : a* = 1} das k-ésimas raizes da unidade. Como F, é um corpo,

o polindémio ¥ — 1 possui no maximo k raizes em F, e portanto,
| ker(op)| = [{a € F) 1 d* =1} < k. (2.2)

Como

k -1 /k __ -1
M@k = pl =1, Vb e,
segue—se que
S g ker(a%).

Assim,

qg—1
5] < [ler(oa)| < 4=,

de acordo com (2.2). Pelo Teorema Fundamental dos Homomorfismos, segue-se que
Fx/ker(oy) = Im(oy) = S. Além disso, como F;* tem ordem finita, segue-se que

|S| = [Im(ow)| = |Fx|/| ker(ox)|, ou seja, |Fy| = |S| - |ker(ox)|. Assim, temos
—1
q—1=|F7| = |ker(op)| - [Im(op)| = | ker(oy)| - [S] < /{:qT =q—1

Logo,
| ker(ox)| =k, [S] = (¢ =1)/k e 5 = ker(o(g-1)x),

0 que mostra i) e ii).

Para demonstrar i) note que, de acordo com i), para k = (¢ — 1)/2,

S ={ble=V/2 . b e Fy} ¢ um subgrupo de Fy de ordem 2. Logo S = {1, —1}.
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Lembre que, devido a secao anterior, queremos fatorar um polinémio f
de grau n tal que f é o produto de r fatores irredutiveis, fi, f2,..., f,, todos com
mesmo grau d. Como f; e f; sao polinomios irredutiveis e distintos, segue-se que
mdc(fi, fj) = 1. Assim, segundo o Teorema Chinés do Restos, a aplicagao

Fila] | Fila] Tl F,[z]

N

U ) 13N
onde o(¢g mod f) = (g mod fi,g mod fy,...,9 mod f,.), ¢ um isomorfismo. De-

fina as aplicagoes

it Folz]/ (f) = Fylz]/ (fi), 0i(g mod f) =g mod f;.

Note que, sendo f; irredutivel e deg(f;) = d, temos Fy[z]/(f) = F,e. Seja g €
F,[z]. Entao f; | g se, e somente se, ¢ mod f; = 0, ou seja, 0;(g) = 0. Assim, se
conseguirmos encontrar um polindomio ¢ tal que o;(g) = 0 para alguns valores de i,

e 0;(g) # 0 para outros, teremos encontrado um divisor nao trivial de f, a saber,

mdc(g, f).

Definigao 2.13. Um polinémio g € F,[z] tal que 0;(g9) = 0 para alguns valores de i

e 0;(g) # 0 para outros é chamado de polinomio separador® de f.

Veremos agora um procedimento probabilistico para encontrar um po-

linémio separador.

Defina e = (¢¢ — 1)/2. Pelos itens 4) e i) do Lema 2.12, sabemos que
S = {b?: b € Fulz]} tem ordem (¢ —1)/2 e que S = {b € F, : pla'-D/2 — 1},
Ou seja, metade dos elementos de F;d, quando elevados a e, sao 1. Por outro lado,
pelo item #ii) do mesmo lema, V 3 € IF;, pe € {—1,1}, ou seja, a outra metade dos

elementos devem satisfazer ¢ = —1.

Assim, se escolhermos um polinémio g € F,lz] com deg(g) < n e

mde(g, f) = 1 aleatoriamente, entdo o1(g),02(g),...,0.(g) sao elementos aleato-

2do Ingles, Splitting Polynomial
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rios de F7y. Além disso, €; := (0y(¢9))° = 04(¢g°) € 1 ou —1, ambos os casos com
probabilidade 1/2 de ocorrer. Entao (g —1) = (1 — l,ea—1,...,6, — 1) e g — 1
¢ um polindémio separador de f a menos que ¢, = €5 = --- = ¢,.. Este tltimo caso

acontece com probabilidade 2(1/2)" = 27" < 1/2, visto que r > 2.

Exemplo 2.14. Seja f = 2°+2* +22+1 € Z/3Z[z] e suponha que sabemos que f é
o produto de 3 fatores quadrdticos. Para demonstrar o raciocinio acima, escolhemos
“arbitrariamente” um polinomio g € Z/37Z[x], digamos g = 2x+ 1 € Z/3Z[z]. Neste
caso, 7 =3,d=2ce=(32—1)/2 = 4. Assim, o polinomio g*—1 = z*+22°+2x €
Z/3Z[z| tem probabilidade 1 —2(1/2)" = 3/4 de ser um polinémio separador para f.

De fato, calculando
mdc(f,g* — 1) = mde(f, z* +22° +22) = 2® + 2 4 2

obtemos um fator nao trivial de f. Neste caso, como sabemos que todos os fatores

irredutiveis de f tém grau 2, concluimos que x* +x + 2 é um fator irredutivel de f.
Se, ao invés de g = 2x + 1, tivéssemos escolhido g = 22, entdo
mdce(f,g* — 1) = mde(f,2® — 1) = 2% + 2* + 2% + 1,

o que nao fornece um fator nao trivial de f. Assim, g = x> ndo é um polindmio

separador de f.

O algoritmo a seguir tenta encontrar um polindémio separador para f
através das operacoes descritas acima. Caso ele encontre, este algoritmo retorna um
fator de f. Do contrério, o algoritmo retorna uma mensagem de erro. Note que a
probabilidade de encontrar um polinomio separador e portanto, um fator de f, é no

minimo 1/2.
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Algoritmo 2.15. ’ Encontrando um fator de f‘

Entrada: Um polinomio ménico f € F,[z] livre de quadrados, com grau n > 0, e
um divisor d de n tal que todos os fatores de f possuem grau d.

Saida: g € F[x], um fator monico de f ou “Erro”.
1 Escolha h € Fy[z] aleatoriamente com deg(h) < n.

2 se h € F, entao

retorna “Erro”

3 se mde(f,h) # 1 entao

retorna mdc(f, h)
4 g+ ha=D/2 _1

5 se mdc(f,g) #1 e mdce(f,q) # [ entao

retorna mdc(f,g)

senao

retorna “Erro”

Note que g = ha'=1/2 _ 1 ¢ o candidato a ser um polinémio separador

para f.

Teorema 2.16. O algoritmo 2.15 funciona corretamente. O algoritmo retorna
“Brro” com probabilidade menor do que 2'=" < 1/2, onde r = n/d > 2 e realiza

O(n?log q) operagoes no corpo F,.

Demonstragao. Ver [17] Teorema 14.9. O
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Executar o algoritmo k vezes faz com que a probabilidade do algoritmo
falhar seja < 27%. Assim, com este algoritmo, podemos escrever um algoritmo para
calcular a fatoracao de f, satisfazendo as condicoes apresentadas no inicio desta

secao.

Algoritmo 2.17. ‘ Fatoracao de Mesmo Grau

Entrada: f € F,[x], polindmio monico e livre de quadrados, com grau n > 0, e um
divisor d de n tal que todos os fatores irredutiveis de f possuem grau d.

Saida: Lista de fatores monicos e irredutiveis de f.

1 sen =d entao
retorna f
2 Chame o Algoritmo 2.15 com entradas [ e d repetidamente até obter

um fator proprio g de f

3 Chame este algoritmo recursivamente com entradas g e f/g

4 retorna os resultados das 2 chamadas recursivas do item 3

Teorema 2.18. Um polinémio livre de quadrados f com grau n = rd, com r fatores
wrredutiveis de grau d pode ser completamente fatorado com um nimero esperado de

O(n*logq) operagoes no corpo F,.

Demonstragao. Ver [17], Teorema 14.11. O

Calcular a parte livre de quadrados pode ser considerada trivial tanto
em teoria quanto na pratica. A decomposicao em blocos cujos fatores irredutiveis
possuem o mesmo grau, descrita no algoritmo 2.10, e o algoritmo que fatora cada
um desses blocos, descrito pelo algoritmo 2.17, podem ser executados em tempo

polinomial em n = deg(f) e logq. Enquanto que os dois primeiros algoritmos sdo
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deterministicos, o Gltimo é probabilistico. Na préxima segao veremos um algoritmo

deterministico para fatoragao sobre corpos finitos.

2.3 Algoritmos Baseados em Algebra Linear

Ao invés de executar a fatoracdo em graus distintos, estes métodos
utilizam Algebra Linear para encontrar os fatores irredutiveis de f. Os primeiros
algoritmos modernos para a fatoracao de polinémios sobre corpos finitos foram intro-
duzidos por Berlekamp, em [6] e [7], na década de 60. Nestes trabalhos, Berlekamp
explora o Teorema Chinés dos Restos para montar um sistema linear, cujas solucoes

fornecem fatores do polinémio f.

Além do método de Berlekamp, apresentaremos também o método de
Niederreiter [33]. Este método constroi um sistema linear a partir de uma equagao
diferencial. Embora este método pareca muito distinto do método de Berlekamp,

existem diversas ligacoes entre os sistemas lineares encontrados em ambos os casos

[15].
2.3.1 Algoritmo de Berlekamp

Seja f € F,[z] um polindomio monico, livre de quadrados, de grau n e
sejam fi, fa, ..., fr € Fy[x] seus fatores monicos e irredutiveis. Se denotarmos por

R =F,[z]/(f) e R = F,[x]/ (fi), o Teorema Chinés dos Restos afirma que
RgR1XR2X-"XRT,
onde o isomorfismo acima é dado por

UIR—>R1XR2X'“XRT

gmod f s (g mod fi,g mod fo,....g mod f,)
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Considere a aplicacao de Frobenius em R

d®:R— R

g mod f+— (g mod f)?

Como estamos trabalhando em F,, segue-se que ®(¢ mod f + h mod f) = (g
mod f+h mod f)? = (g mod )9+ (h mod f)? = ®(¢g mod f)+ ®(h mod f),
Vg mod f,h mod f € R. Além disso, se ¢ € F,, entdo ®(c-g mod f) = (c- g
mod f)9=¢?-(g mod f)?=c-(g mod f)?=c-P(g mod f), devido ao Pequeno
Teorema de Fermat. Ou seja, a aplicacao ® de Frobenius é [Fg-linear. Considere
os pontos fixos de &, ou seja, o nicleo da aplicacao & — I, onde I é a aplicacao

identidade em R. Denote por B esse conjunto, ou seja
B={g9 mod fe R|(¢g mod f)?=g mod f}.
Este conjunto é fequentemente chamado de Subalgebra de Berlekamp.
Assim, se g € F,[z], entdo
g mod feB

se, e somente se, g = ¢ mod f. Pelo isomorfismo ¢ acima, isto ocorre se, e somente
se,

g'=g mod f;, i=1,2,... 1.
Se g? = g mod f;, entdo g ¢ uma raiz do polinémio z?—z € R;[zx] = F,[t]/ (fi(t)) [z].
Ora, como a? = a para todo a € F,, segue-se que as Gnicas rafzes de 29 —x em R;[z]
sao os elementos de F,. Logo, ¢ mod f; deve ser um elemento de F,. Resumindo,

g mod f € B se, e somente se,

g mod felFy, 1 =1,2,...,r.

Por outro lado, para constantes by, bs, ..., b, € F,, existe, pelo Teorema

Chinés dos Restos, um tnico polinoémio g € F,[z] tal que ¢ = b, mod f; ou ainda,
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pelo isomorfismo ¢ acima, (g mod f) = (b1, ba,...,b,). Além disso,
¢g'=bl=b=9g modf;, Vi=1,2,...,r,
logo g? = g mod f e, portanto, g mod f € B.
Em outras palavras, acabamos de demonstrar que
B=F,xF,x---xF,=(F,), (2.3)

ou seja, essa subdlgebra, vista como um [ -subespaco de R, tem dimensao r sobre

F, e portanto, B possui ¢" elementos.

Observe que, se g € F [z] é tal que ¢ mod f € B, g =b; mod f;,i =
1,2,...,7 e bj = 0, para algum j € {1,2,...,7}, entdo f; divide g. Ou seja,
fi | mde(f, g) e portanto mdc(f, g) é um fator nao trivial de f. Assim, os polinémios
g € F,[z] tais que ¢ mod f € B sao 6timos candidatos para fornecerem fatores nao

triviais de f.

Corolario 2.19. Seja f = fifa--- fr € Fylx], onde os polinémios fi, fa, ..., [, sao

monicos, irredutiveis e coprimos e seja g € F,[z] tal que g mod f € B. Entao

f= H mde(f,g — a). (2.4)

ack,
Demonstragao. Como g mod f € B, existem by,bq,...,b, € F, tais que g = 0;
mod f;. Assim (g—«) =0 mod f; para certo valor de a € F,, (a saber, o = b;) e para
algum 1 <1 < r. Logo f; divide mdc(f, g — b;). Ou seja, para todo i = 1,2,...,7,
existe a tal que f; divide mde(f,g — «). Como os polinémios f;, 1 < i < r, sao

relativamente primos, segue-se que f divide Haqu mdc(f, g — a).

Por outro lado, cada mdc(f,g — «)|f. Além disso, mde(f,g — a) e
mde(f,g — o), para a # o/, sdo relativamente primos, pois se f;|mdc(f,g — ) e

filmde(f, g — o), segue-se que f; divide g —a e g — /. Entdo g —a =0 mod f;
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eg—a =0 mod f;, logo g —a = g — & mod f;, mas g = b; mod f;. Assim,
bi—a=b;—a mod f;, e como b, —a,b;,—a' € F,, segue-se que b; —a = b; —a/, ou

seja, a = o', Assim, [, .p mdc(f, g — o) divide f. Ora, como ambos os polinomios
q

sao monicos, temos igualdade. O]
Note que s6 teremos uma fatoragiao nao trivial de f € F,[z] se by, ba, ..., b,
nao forem todos iguais. Por outro lado, se todas as constantes by, by, ..., b, forem

distintas, obteremos todos os fatores irredutiveis de f através do produtoério (2.4)
acima. Em outras palavras, qualquer polindémio g tal que 1 < deg(g) < deg(f) e g

mod f € B produzird um fator nao trivial de f.

Precisamos, portanto, saber encontrar elementos em B para poder cal-
cular os mdc’s e obter uma fatoracdo de f. Além disso, ndao queremos qualquer
elemento em B, pois, como vimos acima, existem elementos que nos fornecem ape-

nas uma fatoragao trivial.

Vamos resolver este problema usando Algebra Linear. O F -espaco

vetorial R possui uma base formada pelos vetores
"' mod f, 2% mod f,...,x mod f, 1 mod f.

Considere a matriz () € F*" representando a transformagao Fy-linear de Frobenius

® nesta base. Ou seja, ) é a matriz dada por

doo .- qo,n—1

dn-1,0 --- QGn—1n-1

onde as entradas ¢; ; sao obtidas de

k

i qk,n,lx’“l —I—qk,n,Qx"’Q—i-' +qir+qo mod f, para0 <k <n-—1. (2.5)

Isto é, as entradas da k-ésima linha de () sdao os coeficientes do resto da divisao de

2% por f.
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Teorema 2.20. Seja g € Fy[x] um polinémio de grau n — 1. Representando g =
Gn1Z" "+ g™ 2+ -+ 1 + go através do vetor linha v, = (go, 915 -, Gn-1)
temos

g mod feB«w (g mod f)?=¢g mod f & v, =1v,0. (2.6)

Demonstragao. De fato, utilizando (2.5)

n—1 n—1 n—1 n—1 n—1
9" = g(x)! = g(2%) = ngquk = Grr 0’ = Z ngQk)jx]’ mod f
k=0 k=0 j=0 j=0 k=0

Em notacao matricial, o dltimo elemento desta sequéncia de igualdades é apenas

vyQ). Mas como ¢g? = g mod f, segue-se que v, = v,Q). Por outro lado, se v, = v,Q,

temos
n—1 n—1 n—1 n—1
9= Zgﬁ] = Z ngQk,jx] = ngﬂﬁqk =g(z?) =g¢" mod f
j=0 §=0 k=0 k=0
e portanto, ¢ mod f € B. m

Ou seja, representando polinémios através de vetores, podemos deter-
minar completamente o conjunto B através do complemento ortogonal do espaco
coluna da matriz @ — I. De acordo com a equagdo (2.3), B possui ¢" elementos.
Logo, de acordo com (2.6), a equacdo v, = v,() possui r solu¢des linearmente inde-

pendentes.

Considere uma base vy, vo, . .., v, do complemento ortogonal do espaco
coluna de () — I e os respectivos polindmios ¢, go, . . ., g € R, que formam uma base
para B. Como o vetor v; = (1,0, ...,0), correspondente ao polindémio g = 1 € F,[z],
é sempre uma solucao de

Ul—U1Q2<O,O,...,O),

0s vetores vo, Vs, ..., V., cujos polinémios associados sao ¢s, g3, ..., g, Sa0 tais que
1 < deg(gi) < n — 1 e, portanto, todos eles fornecerdo uma fatoragdo nao trivial

para f através da equagao (2.4).
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A seguir apresentamos um algoritmo baseado nestas ideias para fatorar
um polindémio em F [z]. Primeiramente calculamos os fatores obtidos através de
[Tocr, mde(f, g1 — ). Se o ntimero de fatores for menor do que r, entao calculamos
Haqu mdc(h, go—a) para todos os fatores h encontrados no passo anterior. Seguimos

com esse raciocinio até obtermos os r fatores de f.

Algoritmo 2.21. ’ Algoritmo de Berlekamp

Entrada: Um polinomio monico f € F,[x] livre de quadrados de grau n.

Saida: O conjunto L dos fatores irredutiveis de f.
1 parai=20,...,n—1 fazer
Calcule o resto da divisao de x' por f

2 Monte a matriz Q)

3 Calcule a dimensdo r e uma base vy, v, ..., v, do complemento or-

togonal do espaco coluna de () — I

4 ser =1 entao
retorna f
5 Considere os polindmios gi, 9z, ..., 9, € Fy[z] correspondentes aos

vetores da base
6 Seja L a lista dos mdc’s de f e g1 — «, para a=0,1,...,q— 1.

7 enquanto |L| # r fazer
Escolha o proximo g; da lista g1, 9o, ..., 9,

L + {mdc(h, g; — ), para todo h € Lea=0,1,...q—1}

8 retorna L

Teorema 2.22. O algoritmo 2.21 encontrard todos os fatores irredutiveis de f.
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Demonstracao. De fato, considere dois fatores irredutiveis de f, digamos f; e fs.
Queremos demonstrar que os fatores f; e fy serdo separados em algum momento
do algoritmo. Como ¢, ¢2,...,9. € B, segue-se que existem elementos c;i,cj2 €

Fy, j=1,2,...,r, tais que

gi=cjn mod fi e g =cjo mod fyparaj=1,2,...,7.

Suponha, por contradi¢ao, que c¢;1 = cj2, 7 = 1,2,...,7. De acordo

com (2.3), existe g € B tal que

g=1mod fi e g=0 mod f. (2.7)
Como gy, go, - - -, g- formam uma base de B, segue-se que g = a191 +asga+- - -+ .9y,
para certos aq, as, ..., a, € F,. Logo, por (2.7),

g=og1 +ag+ -+ a9, = vc1 g + -+ =1 mod fy

g =101 +asgo + -+ Qpgr = Q112 + QoCg + -+ + o =0 mod fo.

Denote ¢; = ajeq1 + a9Cog + -+ + pCrp € Co = Q1C1g + (aCoo + - -+ + a.Cro. Como
c1,¢2 € Iy e, segundo nossa hipotese, ¢; = ¢z, segue-se que 1 = ¢; = ¢ = 0, um
absurdo. Assim, existe 1 < j* < r minimo tal que c;«; # c¢;+2. Isso significa que
quando calcularmos mdc(f, gj» — ), paraa = 0,1,...,¢— 1, os fatores f; e f serdao

separados. O

Teorema 2.23. O algoritmo 2.21 fatora um polinémio f de grau n em um nimero

esperado de O(n® + qrn?) operagoes em F,, onde r é o nimero de fatores de f.
Demonstragao. Ver |26]. O

Quando p é pequeno, o nimero médio de fatores r é In(n). Acabaremos

esta secao com um exemplo.
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Exemplo 2.24. Queremos fatorar o polinémio f = x° + x* + 223 + 322 + 2 €
Z/5Z[z]. O primeiro passo é montar a matriz Q, que € formada pelos coeficientes

de 2% mod f, 0 < k < 5:

0 1 mod f

S
Il

5 4a* + 32 4 227 + 3 mod f

8
Il

z'° ot + 22 + 3 mod f

15 3z + 23 + 42 + 3 mod f

8
Il

%0 ot 4223 + 2? + 42 + 2 mod f

Assim, a matriz Q) € dada por

(1000 0]
30234
Q=130201
3401 3
2412 1|

Em sequida, calculamos uma base para o complemento ortogonal do

espaco coluna de () — I. FEsta base € dada pelos vetores

v1 =(1,0,0,0,0) e vy =(0,1,2,3,1).

Estes vetores correspondem aos polindémios

G=1 € go=x+22>+ 32>+ 2%,

O préximo passo € o cdlculo dos mde’s. Como g1 = 1 € uma constante,

nao obteremos nenhum fator nao trivial de f com esse polindmio. Vamos agora
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calcular os mdc’s com go. Temos

Como sabemos que a dimensao do complemento ortogonal do espaco coluna de QQ— 1
é 2 (e portanto, f tem dois fatores irredutiveis), e acabamos de encontrar 2 fatores
de f, seque que estes dois fatores sao necessariamente irredutiveis, e [ se fatora
como

f=@*+2)- (P +22+1).

Note que o Algoritmo de Berlekamp nao é executado em tempo poli-
nomial em n e log g, pois sua complexidade ¢ O(n3 + grn?). O maior problema em
aberto nessa area ¢ encontrar um algoritmo deterministico que seja executado em
tempo polinomial em n e loggq. Uma versao probabilistica do algoritmo de Berle-

kamp pode ser encontrada em [7], cuja complexidade ¢ O(n® + nlogq).

2.3.2 Algoritmo de Niederreiter

O sistema linear a ser resolvido origina-se, neste caso, da equagao di-
ferencial y®=Y + ¢y?» = 0. Da mesma forma como no algoritmo de Berlekamp, os
fatores do polinomio f sao obtidos através do calculo do maximo divisor comum de
f e certos elementos no espaco nulo da matriz encontrada. Uma vantagem do algo-
ritmo de Niederreiter em relagao ao algoritmo de Berlekamp ¢ a maior facilidade na

hora de montar a matriz. Além disso, o algoritmo de Niederreiter tem uma melhor
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performance em relagao ao algoritmo de Berlekamp quando estamos trabalhando em
F,, com p < deg(f) e p ndo muito pequeno e em Fyr, para k relativamente pequeno.

Algumas demonstragoes nesta se¢ao serao omitidas. Para mais detalhes, ver [29] e

33].

O ponto de partida desse método é a equagdo diferencial no corpo F,(x)

das funcoes racionais sobre o corpo [F,

y" Y 4y =0 (2.8)

Como L(y) := y®= Y +4? é um operador linear, o conjunto das solucdes
de (2.8) forma um subespago linear de F,(z). Seja y = h/g € F,(z) e defina
deg(y) = deg(h) — deg(g). Se y = h/g satisfaz a equacao (2.8), entao deg(y) < —1.
Isso quer dizer que a solugao da equacao (2.8) ¢ da forma h/g, com deg(h) < deg(g).

Vamos procurar solugbes para a equagao (2.8) da forma y = h/f, com
f € F,lz] fixo e h € Fylz],deg(h) < n. O teorema a seguir mostra como isso pode

nos ajudar a encontrar fatores do polinémio f.

Teorema 2.25. Seja f € F,lx] um polinémio ménico, livre de quadrados, grau
n > 1 e fatoragao f = fifa - fr, com f1, fo,..., [ irredutiveis. Entaoy = h/f é

uma solucao de (2.8) se, e somente se, y tem a forma

r /
y:ZCi%, com ci,Ca, ... ¢ € Fp. (2.9)

Demonstra¢ao. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [33] ou em

29]. O

Seja J(h) :={1<j<r:¢; =0} Como

~ - S
h = = iJiy T J i )
fy Zc fz H f Zc fz HjeJ(h) fj

jeJ(h)
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temos que

mde(f,h) = [] 1

JjeJ(h)

Assim, se encontrarmos uma solu¢do y na forma (2.9), para a qual

algum ¢; for nulo, entdao obteremos um fator de f.

O conjunto dos polinémios h em F,[z] tais que h/f é uma solucio de
(2.8) ainda forma um subespaco vetorial de F,(x), e esse espaco pode ser descrito

explicitamente, como veremos a seguir.

Resolver a equagao (2.8) para y é equivalente a resolver para h a seguinte

(v-1)
Vi (%) e (2.10)

equacao

Como deg(h/f) < —1 (e consequentemente deg((h/f)®P~1)) < —p),
o grau dos polindmios de ambos os lados da equacdo (2.10) é menor ou igual a
p(n — 1). Além disso, o lado direito desta equagdo é um polindémio em P (pois
estamos trabalhando em F,). Portanto, (2.10) vale se, e somente se, os coeficientes
de 2’7, 0 < i < n — 1, de ambos os lados coincidem. Se h = Z;:Ol a;x", isso nos

fornece um sistema linear n X n nas incégnitas ag, ay, ..., G,_1.

Seja M,(f) a matriz dos coeficientes proveniente do lado esquerdo de

(2.10) e denote por h o vetor (ag, ai, ..., an—1). Como h? =3 " 0 a;xP, esse sistema
pode ser escrito como M,(f)h" = —h”, ou ainda
(My(f) + 1) k" = 0", onde h = (ag,a1,...,an—1) € F}. (2.11)

Ou seja, o espaco vetorial das solucoes h de (2.10) é o espaco nulo da matriz M :=
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Teorema 2.26. O numero de fatores irredutiveis r de f pode ser calculado usando

a matriz My(f) da segquinte forma

r =n — Posto(M,(f)+ I,,) .
Demonstragao. Ver [33]. O

Vamos a seguir fazer os calculos para p = 2. Neste caso particular temos

varias simplificagdes, o que permite calcular a matriz M, (f) explicitamente.

Sobre Fy, a equagao (2.10) torna-se

h* = —h? = f? <%) = f2# =NWf+hf =(hf). (2.12)

Se h=31"gaa’ e f =371 bz, entdo

2n—1
fh = CLibj T
k=0 itj=k

Derivando e levando em consideragao que estamos trabalhando em Fy, temos

2n—1
(fh)/ = E E aibj l’kil.
k=1 i+j=k
k impar 7,7>0

Fazendo uma substituicao de indices k = 2] + 1, temos

n—1

R => " > ab; | 2™

=0 \ it+j=20+1
1,j>0

Por outro lado,
n—1

h* = Z a;x®.
i=0
Logo, pela equagao (2.12), obtemos as seguintes equagoes

Z a;jb; =a;, 0<1<n-—1.

itj=21+1
4,520
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ou, em notacao matricial,

bl bo 0 0O ... 0 0 0 Qo Qo
bg b2 bl b() ... 0 0 0 aq aq
b5 b4 bg bg ... 0 0 0 a9 Q9
0 0 0 0 ... bn bn,1 bn,Q Ap—9 Ap—2
0 0 0 0 ... 0 0 bn Ap—1 Ap—1

Podemos ver assim que montar a matriz M,(f) ¢ muito mais simples neste caso
do que montar a matriz de Berlekamp. Aqui, conseguimos montar a matriz apenas
olhando para os coeficientes do polinémio f, enquanto que para montar a matriz de

Berlekamp precisamos calcular o resto da divisao de 2% por f.

Apesar de parecerem métodos muito distintos ha varias conexoes entre
os algoritmos de Berlekamp e Niederreiter. Por exemplo, ap6s aplicar uma certa
transformacao, o espaco das solucoes do sistema de Niederreiter coincide com o
espaco das solucoes do sistema de Berlekamp. Isso permite explorar os aspectos que
cada espacgo de solucoes tem de melhor e implementar um algoritmo que herdaré as

vantagens de ambos espacos de solugbes. Para maiores detalhes, veja [15].

Terminaremos esta secao com um exemplo ilustrando a simplicidade

deste método para o caso p = 2.

Exemplo 2.27. Considere o polinémio f = 2° + 2° + 2° + x € Fylz]. A matriz

Ms(f), como descrita acima, € dada por

s
~—
~
SN~—
Il
o O = =
—_
—_
o
— — (@] o

o o O
—_
@)
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O espago nulo de Ms(f) + Iy é gerado pelos vetores
v1 =(0,1,0,0,0), ve=(1,0,1,1,0) e v3 =(1,0,1,0,1),
que correspondem aos polindmios
g1 =17, go =14+22+2% ¢ g3 = 1+ 22+ 2.

Vimos que mdc(f, h) = [Lic g fi € um fator de f se h satisfaz a equagao (2.10) ou
ainda, por (2.11), se o vetor h pertence, neste caso, ao nicleo de Ms(f) + I5. Ora,
acabamos de demonstrar que esse nicleo € gerado pelos vetores correspondentes aos
polindémios gy = x, go = 1+ 2% +2% e g3 = 1 + 22 +a*. Assim, h fornecerd um fator
de f se, e somente se, h € uma combinacao linear de g1, go € g3, com coeficientes em
Fy. Para este exemplo, os fatores irredutiveis de f sao dados pelo mdzimo divisor
comum de f com os sequintes polindmios: h = g1, h = g e h = g1 + go. Sabemos
que f possui r =n — Posto(Ms(f) + I5) = 5 — 2 = 3 fatores irredutiveis, de acordo

com o Teorema 2.26. Além disso,
mde(f, 1) = x, mde(f,g2) =1+ 2> +2° e mde(f, g1+ g2) = + 1
sGo polinomios irredutiveis. Logo, a fatoracdo de f em Fy|x] é dada por

f=a(x+1)(1+2°+2%).
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3 FATORANDO POLINOMIOS SOBRE Z E Q

3.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos trés tipos de algoritmos para fatorar po-
lindbmios sobre o anel dos inteiros e sobre o corpo dos niimeros racionais. O primeiro
destes algoritmos calcula uma fatoracao modulo p, onde p é um primo suficiente-
mente grande. A partir dessa fatoracao em Z/pZ[x|, encontram-se os fatores de f
em Z[z| ou Q[z]. O segundo algoritmo calcula uma fatoragdo modulo p, onde p é
um primo “pequeno” e depois aplica o Levantamento de Hensel para obter uma fato-
racao modulo p”, onde a poténcia p® é suficientemente grande, ver [38]. Da mesma
forma que o algoritmo anterior, essa fatoracao modulo p é utilizada para encontrar

a fatoracdo de f em Z[z] ou Q[z].

Finalmente, o terceiro algoritmo utiliza a teoria dos reticulados de in-
teiros, de Hermann Minkowski, e as ideias de Lenstra, Lenstra e Lovasz para evitar
o problema combinatorio encontrado nos algoritmos anteriores, ver [28]. Este tltimo
algoritmo, chamado de LLL, tem importancia fundamental na histéria da fatoracao
polinomial por ser o primeiro algoritmo deterministico a fatorar polindémios com

coeficientes inteiros em tempo polinomial.

Como vimos anteriormente, muitos algoritmos consideram simplifica-
¢Oes nos polinomios a serem fatorados. Uma destas simplificacdoes é considerar
apenas polindbmios moénicos. Se o polindmio nao for monico, poderiamos realizar
a substitui¢ao a seguir. Dado f = a,2" + a,_ 12" ' + -+ + a1x + ag € Z[x] tal que

a, # 1, definimos o seguinte polind6mio
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E facil ver que g(x) é ménico. Sejam gy, ga, . . . , g 0s fatores de g com multiplicidades
€1, 6, ...,6,, respectivamente. Podemos encontrar os fatores de f realizando uma
substituicao inversa, ou seja

1

n—1
an

fx) =

91 (an) - 95* (an) - - - 9,7 (an).

Por exemplo, considere o polinomio f(x) = 22% + 3z + 1. As subs-
tituigoes fornecem o polinomio g(z) = 2'f(z/2) = 2* + 3z + 2. Este polinomio
se fatora como g(z) = (z +2) - (z + 1). Realizando a mudanca inversa, obtemos

fl@) =52z +1)- 22+2)=(z+1) (2z +1).

Assim, bastaria desenvolver um algoritmo que fatorasse apenas polino-
mios monicos. O problema dessa substitui¢ao é que o polinoémio g(z) tem coeficientes
muito maiores do que os coeficientes do polinémio original f, especialmente se os
coeficientes ou o grau de f forem grandes. Este problema é, na verdade, tao grave

que este tipo de substituicao nao é utilizada na préatica.

Antes de iniciarmos nosso estudo propriamente dito, vamos analisar a
relagao entre fatoragao de polindmios em Z[z| e em Q[x]. De uma forma geral, seja

I um dominio de fatoracao tinica e K o corpo quociente de I.

Defini¢ao 3.1. O conteido cont(f) de um polinémio f = a,z™ + ap 12" '+ -+ +

a1x + ag € Iz] € definido como
cont(f) = mdc(ay, an_1,-..,a1,a0).

Se f =ce I, entao cont(f) = |c|. Dizemos que um polinémio f € I[x| é primitivo

se cont(f) = 1. Definimos a parte primitiva pp(f) de f € I[x] por

pp(f) = COnJ;(f)-

Dado um dominio de fatoragao tnica I, um elemento v € I é chamado

de unidade ou elemento inversivel, se u possuir um inverso em [. Dois elementos
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a,b € I sao associados se a = ub, onde u € I é um elemento inversivel. Por exemplo,

em 7, os tnicos elementos inversiveis sao 1 e —1.

Teorema 3.2 (Lema de Gauss). Se f e g sao polindmios primitivos sobre I, entdo

fg também ¢é primitivo.

Demonstragao. Seja f = > " jax’ e g =y ¢ bz, Como f e g sdo primitivos,
para qualquer primo p existem indices minimais j e k tais que p nao divide nem a; e
nem by. Pelo fato de j e k serem minimais, segue que uma parcela do coeficiente de
27t* em fg ndo é divisivel por p, a saber, a;bi, enquanto todas as outras parcelas
sao divisiveis por p. Logo, o coeficiente de 27t* nao é divisivel por p. Como p é

qualquer, segue que fg é primitivo. ]

Corolario 3.3. Se f € I[x] é primitivo e irredutivel em I[z|, entdo f também serd

irredutivel em K|z|.

Demonstracao. Suponha que f seja irredutivel sobre I mas redutivel sobre K, com
fatoracao f = fi1fo. Como K é o corpo de fracoes de I, segue que existem a € K
e f1, f4 € I[z] polindmios primitivos tais que f = af]f;. Ora, como f| e f} sdo

primitivos, o Lema de Gauss nos diz que f]f) também o é. Assim,

1 = cont(f) = cont(af]fy) = a,

ou seja, a = 1 e portanto f = f{ f} nos fornece uma fatoragao nao trivial de f em I,

um absurdo. O

Assim, para fatorar polindmios com coeficientes racionais, basta en-
contrar um algoritmo que fatore polindmios com coeficientes inteiros. As proximas

secoes apresentam 3 algoritmos que resolvem esse problema.
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3.2 Fatoracgao mod p e o Levantamento de Hensel

E possivel encontrar uma fatoracio para polinémios com coeficientes
inteiros sem executar uma fatoracao moédulo p, para algum primo p. Um exem-
plo disso é o algoritmo de fatoracao de Schubert-Kronecker, descrito brevemente
no capitulo introdutorio. Porém, a maioria desses métodos sao pouco eficientes na
pratica. Uma melhor abordagem ¢ considerar o polindmio com coeficientes inteiros
modulo um primo p. Visto que conhecemos algoritmos eficientes para fatorar po-
linomios sobre corpos finitos, a ideia é, entao, calcular uma fatoracao de f mod p
e, de alguma forma, utilizar essa fatoracdo para encontrar os fatores de f em Z[x].
A figura abaixo ilustra esse esquema. O passo 1 consiste apenas em considerar os
coeficientes do polindmio f médulo um primo p. O passo 2 pode ser realizado uti-
lizando os algoritmos do capitulo anterior. Resta apenas encontrarmos um método

para realizar o passo 3.

0
fe€Zlx] —» Fatoracio de f em Z[x]

@ ®
2

J mod p — f=q192--g- mod p

Figura 3.1: Esquema para fatora¢do em Z[z].

Nesta secao apresentaremos dois algoritmos para recuperar os fatores de
f em Z[z] utilizando os fatores de f mod p. O primeiro deles consiste em encontrar
um primo apropriado p suficientemente grande, enquanto o segundo método consiste

em aplicar uma técnica chamada Levantamento de Hensel.
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3.2.1 Fatoragao médulo um primo grande

Seja f € Z[z] livre de quadrados, ndo necessariamente monico. Que-
remos, como sempre, encontrar a fatoracdo de f em fatores irredutiveis em Z[x].
Como discutido acima, a estratégia é fatorar f mod p, para algum primo p e, de

alguma forma, recuperar os fatores de f em Z[z].

Neste ponto, surgem algumas perguntas. Por exemplo, qual primo de-

vemos tomar?

Para termos algo mais proximo possivel de uma correspondéncia biu-
nivoca entre os fatores de f mod p e os fatores de f, gostariamos que o polindémio
f mod p tivesse o mesmo grau que o polindmio f. Assim, p nao deve dividir o
coeficiente lider de f. Além disso, visto que f é livre de quadrados, gostariamos que
f mod p também fosse livre de quadrados. O teorema a seguir nos diz quais primos

satisfazem essas propriedades.

Definicao 3.4. Dados os polinomios f = fo+ fiz+...+ fuz” eg=go+qrx+...+
gmx™, definimos o resultante de f e g, denotado por res(f,g), como o determinante

da sequinte matriz

Jn gm
Jn1 Jn Im-1 Im
fn g1
o1 9o
9o Im
Jo
fo

fo Jo
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Teorema 3.5. Seja f € Z[z] um polinémio ménico e livre de quadrados e p € N um
primo tal que p1lc(f). Denote o discriminante de f por disc(f) = res(f, f'), onde
res(f, f') € o resultante dos polinomios f e f'. Entao f mod p € livre de quadrados

se, e somente se, p 1 disc(f).
Demonstragao. Ver [17], Lema 15.1. O

Assim, para termos certeza de que f mod p seja livre de quadrados,

basta escolher p tal que p 1 disc(f).

Suponha escolhido o primo p tal que f mod p é livre de quadrados e a
fatoragao de f em Z[z] seja f = gh, onde cada um desses polinémios tem coeficientes

inteiros. Por outro lado, suponha que, fatorando f mod p, obtemos a fatoracao
f mod p = (g mod p) - (h mod p).

Como podemos recuperar g e h através de g mod p e h mod p? Para fazer isso

iremos utilizar a representagao simétrica dos elementos de Z/pZ, ou seja,

1 p-1 1 1
Z@Z:{_E_ﬂ_ﬂ__+L —LQLHWPQ —LPQ }

5 5 ceey

A figura abaixo mostra como essa representacao é feita.

Tz 2
- —_—— —— _—
p=1 _ p—1 p— p—1

{-2=2, -2 4+1,..,-1,0,1,..., 2 — 1,222}

Figura 3.2: Representagao simétrica dos elementos de Z/pZ.

Dessa forma, se os coeficientes de g e h sao menores, em modulo, do
que p/2, entao
gmods p=g e hmodsp=h,
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onde mods significa que estamos considerando os coeficientes de f mod p na repre-
sentacao simétrica de Z/pZ. Dessa forma, podemos recuperar os polindmios g e h

através de g mods p e h mods p.

Por exemplo, considere o polinémio f = 323 + 522 — 22 + 7 e p = 23.
Neste caso, todos os coeficientes de f sao menores, em modulo, do que p/2. Assim,

f mod p = 32® + 522 + 21z + 7, mas

f mods p=3x>+52* —2x + 7 = f.

A proxima questdo refere-se & magnitude do primo p. Para recuperar
o fator g de f através de g mod p, precisamos obter um primo p tal que p/2 seja
maior do que o moédulo de qualquer coeficiente de qualquer fator racional de f. O

teorema a seguir nos diz quao grande p deve ser.

Definigao 3.6. Seja f = ag+ ax + - - - + a,2" € Z[z]|. Definimos as normas || ||z,

Il el lloo de f como

1l =" la, HszZ(Z!ai\Z) e 1fle = max {lail}
i=1 i=1 '

Teorema 3.7 (Cota de Mignotte). Sejam f,g,h € Z[z] tais que deg(f) =n > 1,
deg(g) =m e deg(h) = k. Se gh divide f em Z[x], entdo

N|=

. m Lom
i) lgllsclPlloo < Nlgll2llllz < Nlgllallplly < 27 fllz < (n 4 1)227 5| ]|

.. 1
i) ||l < [lRll2 < 2% fll2 < 2°1 £l € 2lloe < Pll2 < (4 1)22%] floc-

Demonstracao. Para a demonstracao do teorema e mais detalhes sobre este resul-

tado, ver [17], secao 6.6, e [30]. O

Em particular, se h € Z[z] for um fator de f, entdo a segunda parte

do item i7) deste teorema afirma que o maior dos coeficientes de h é limitado, em
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modulo, por B = (n + 1)% 2" || flloo- Assim, tomando 2B < p < 4B, podemos

recuperar o fator h € Z[x] a partir de h mods p. Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.8. Seja f = 2> +4x — 5 e p = 167. Note que p é maior que 2B o qual,
neste caso, € 2B = 160. Fatorando f mod 167 obtemos

f = (z+166) - (x> + z + 5) mod 167.

De acordo com nosso raciocinio acima, representando esses fatores com coeficientes
em{—-(p—1)/2,—(p—1)/24+1,...,—-1,0,1,...,(p—1)/2—1,(p—1)/2}, obteremos

0s fatores de f em Z|x]. Esses fatores sio x—1 e 2> +x+5. Logo, f se fatora como

f=(@—-1) (2> +2+5).

Porém, o problema deste raciocinio é que nem sempre os polinémios

g mod p e h mod p sao irredutiveis. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.9. Considere o polinomio f = a* —3x® +22% — 92 +9. Como observado

acima, 0s coeficientes de qualquer fator racional de f sao limitados, em maodulo, por
B=(n+1)2-2"[|f|e=v5-2"9~32109.

Escolha p tal que 2B < p < 4B. Por exemplo, p = 647. Para este primo p, temos a
fatoracao

fmodp = (x+646) - (x + 644) - (z + 549) - (z + 99).

Vamos verificar se f possui fatores lineares em Z[x]. Como afirmado acima, pre-
cisamos calcular o resto simétrico modulo p dos fatores lineares de f mod p. FEstes
fatores sao

(x—1), (x—3), (x—98) e (z+99).

Todos esses fatores possuem coeficientes limitados pela cota B porém, nem todos eles
sao fatores de f em Zlx|. Os dois ultimos fatores x — 98 e x +99 ndo sdo fatores de

f em Zx]. Assim, os iunicos fatores lineares de f sao x —1 e x — 3. E os fatores
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restantes? Como sobraram dois fatores, e estes nao sdao fatores lineares, eles devem

corresponder necessariamente o um fator quadrdtico de f. De fato,
(z —98) - (x4 99) = 2% + 648z + 54351

que, depois de calcular o resto simétrico de seus coeficientes, fornece o polinémio

x? +x + 3, que é um fator irredutivel de f em Z[x]. Assim,

f=@—-1)-(x—-3) (2> +2+3).

Ou seja, em geral, precisamos combinar os fatores modulares de f mod p

para obter os fatores de f em Z[z]|. Dessa forma, temos a seguinte situagao.

Dado um polinomio f € Z|x], podemos usar os algoritmos do capi-
tulo anterior para obter uma fatoracao de f mod p. Denote por fi, fo,..., f, 0s
fatores irredutiveis de f em Z[x] e por g1, 92, ..., g, 0s fatores modulares irreduti-
veis de f mod p. Entdo podemos recuperar qualquer fator f; € Z[z] de f usando
g1, 92, - - -, gr do seguinte modo. Se p é suficientemente grande, entao para cada fator

fi € Z[zx] de f, existe um subconjunto S; de {g1, 9o, ..., gx} tal que

w i = ¢ i mods
=t (f)ggig] ds p (31)

onde esta congruéncia ¢, na verdade, uma igualdade em Z[z]. A figura a seguir

mostrar como o esquema anterior fica.

Aqui devemos tomar um cuidado extra com os coeficientes quando f
nao é um polindémio monico. A maioria dos programas de computagao algébrica,
tais como Maple, quando calculam f mod p, transformam esse polinbmio em um
polinémio moénico, visto que todo elemento em Z/pZ possui um inverso. Logo,
quando calculamos uma fatoracao de f mod p, perdemos o coeficiente lider de f.
Por causa disso, precisamos guardar o coeficiente lider do polinémio f. Além disso,

como nao conhecemos o coeficiente lider de cada um dos fatores f;, 1 <i <r,eo
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I
pema D T g

| 1

f mod p — f=aq192---g- modp

Figura 3.3: Esquema para fatoragdo em Z[z| - completo.

produto [] g5e5: 9 mods p resulta em um polind6mio moénico, multiplicamos ambos
os lados da equagao (3.1) por le(f). Dessa forma, resolvemos o problema da perda

do coeficiente lider do polinémio f, caso este nao seja monico.

Abaixo, descrevemos o algoritmo baseado nestas ideias para fatorar

polindmios com coeficientes inteiros.

Algoritmo 3.10. | Algoritmo para fatora¢ao em Z[x] - versiao primo grande

Entrada: f € Z[x| polinomio livre de quadrados e de grau n.

Saida: f1, fa, ..., fr € Z[x], 0s fatores irredutiveis de f.

1 sen =1 entao

retorna “f irredutivel”
2 A |fllos, bele(f), B+ (n+1)V2.2". A b

3 repetir
escolha um primo p tal que 2B < p < 4B

até p 1 disc(f, f)
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4 f <« fmodp
5 Fatore f € F,[z] e denote seus fatores modulares monicos e irredu-
tiveis por g1, gs, ..., g tais que f = bgi1gs - - g mod p
6 T+ {1,2,....k}, G+ 0, s+ 1, f*+f
7 enquanto 2s < |T'| fazer
8 para todo subconjunto S C T tal que |S| = s fazer
9 Calcule g*, h* € Z|x] tais que
g =0b]l,cg9imodsp e h*= bHi¢S g; mods p
10 se ||g*||1 - [|h*]]1 < B entao
T+ T\S, G+ GU{pp(g*)}
f* = pp(h*), b le(f7)
termine o para e va para o passo 7.
11 s s+1
12 retorne G U {f*}

O para no passo 8 do algoritmo 3.10 é realizado para todos os sub-
conjuntos S de T'. Essa é a parte que faz com que o algoritmo tenha complexidade
exponencial: combinar todos os fatores de f mod p para encontrar os fatores de f
em Z[z]. Na prética, este nao é um problema tao grave pois, em geral, o nimero de
fatores mod p ¢ menor do que o grau de f. O pior caso acontece quando f é irre-
dutivel mas se fatora completamente em fatores lineares em Z/pZ[z|. Isso significa
que iremos combinar n = deg(f) fatores de todas as formas possiveis para, no final,

descobrir que f é, na verdade, irredutivel.
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A condigao do passo 10 do algoritmo é valida se, e somente se, g*h* =
bf*, e esta igualdade é verificada em Z[x]. De fato, se g*h* = bf*, entao pelo item

i) do teorema 3.7, temos
lglls - MIP7 Ml < (n+1)2 - 27 [ flloo < (n+1)2 - 2" - || flloo = B,

onde m e k sao os graus de g* e h*. Reciprocamente, sejam g* e h* como no passo
8 do algoritmo. Entao

g*h* =bf* mod p. (3.2)

Além disso,

lg*h oo < Nlg™h" [l < [lg7[lx - 1P*[l < B < p/2

Isso implica que ambos os lados da congruéncia (3.2) tem coeficientes, em modulo,

menores do que p/2 e portanto, temos a igualdade g*h* = bf* em Z|x].

Teorema 3.11. O algoritmo 3.10 funciona corretamente. O custo esperado para os
passos 3 e 5 do algoritmo é de O(n® + log*(A)). Uma evecucio dos passos 8 e 9
custa O(n*+nlog(A)) operacoes. Os passos 9 e 10 sao executados no mdzimo 2"+

vezes.
Demonstragao. Ver [17], Teorema 15.3. O

im, o ndmer r ragoes é, no pior xponencial em
Assim, o ero esperado de operacoes é, no pior caso, exponencial e
n = deg(f). Na pratica, porém, o nimero de fatores médulo p é menor do que o

grau de f, o que torna o algoritmo eficiente.

3.2.2 Levantamento de Hensel - Algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus

Em 1918, K. Hensel desenvolveu um método que permite calcular uma
fatoracao de um polindmio modulo p®, para qualquer natural a > 1, a partir de
sua fatoracao modulo p. Essa técnica foi introduzida nos algoritmos modernos de

fatoracdo polinomial por Zassenhaus, em 1969. Para mais detalhes, veja [21] e [38].
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Assim, ao invés de executarmos uma fatoracao moédulo um primo grande
p, podemos fatorar f modulo um primo pequeno e depois aplicar o Levantamento
de Hensel para encontrar uma fatoracao de f moédulo uma poténcia suficientemente
grande desse primo p. Na pratica, essa segunda abordagem é mais eficiente que

apenas fatorar f médulo um primo suficientemente grande.

O método original de Hensel extende a fatoracao de f linearmente até

L até che-

a poténcia p?, isto é, o método calcula a fatoracao modulo p?, p?, ..., p%~
gar na fatoracao modulo p®. O método descrito por Zassenhaus, por outro lado,
utiliza uma abordagem “quadrética’, isto é, neste método calcula-se a fatoracao de
f modulo p?, p*, ..., p?*, para certo k > 0. Embora existam trabalhos que afirmem
que o método linear ¢ mais rapido [32], pode-se mostrar que, em geral, o método
quadrético é o mais rapido. Para mais detalhes, ver [1], [36] e [39]. Antes de demons-
trarmos o Lema de Hensel, comegaremos enunciando alguns resultados auxiliares.

As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [37]. Para maiores

informagoes sobre o Lema de Hensel, veja [21].

Teorema 3.12 (Algoritmo Euclidiano Extendido). Seja K um corpo e sejam a,b €
Klz] tais que deg(a) > deg(b) > 0. Suponha que a e b nao sejam associados, isto
é, nao eziste ¢ € K tal que a = cb. Entao existem polindmios g,s,t € K|[z| tais que

g =mdc(a,b), as + bt = g, deg(s) < deg(b) — deg(g) e deg(t) < deg(a) — deg(g).

Demonstragao. Ver 37|, Teorema 3.1.2. O

Corolario 3.13. Sejam a,b € Klz| relativamente primos e ¢ € K|x]* tais que
deg(c) < deg(ab). Entdo c pode ser representado unicamente como ¢ = ua + vb,

onde deg(u) < deg(b) e deg(v) < deg(a).

Demonstragao. Como a e b sdo relativamente primos, existem u,v € K|[z] tais que

deg(u) < deg(b), deg(v) < deg(a) e 1 = ua + vb. Obviamente, temos

c=(cu)-a+(cv)-b.
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Se os graus de cu e cv ndo satisfazem as devidas desigualdades, defina v’ = rem(cu, b)
e v\ = cv+quo(cu, b) -a, onde rem(cu, b) é o resto da divisao de cu por b e quo(cu, b)

é o quociente desta divisao. Dessa forma,
u'a+v'b=rem(cu,b) - a+ (cv+ quo(cu,b) -a)-b=

= a- (quo(cu,b) - b+ rem(cu, b)) + cvb = a - (cu) + cvb = ¢ - (ua + vb) = c.

Pela definicdo de u/, sabemos que deg(u’) < deg(b). Como deg(c) <
deg(a)+deg(b) e deg(u'a) < deg(a)+deg(b), segue que 0 mesmo deve ser verdadeiro
para v'b, ou seja, deg(v'b) < deg(a) + deg(b). Isso implica que deg(v') < deg(a),

como queriamos demonstrar. O

A préxima proposicao pode ser vista como uma generalizacao do coro-

lario anterior e serd utilizada mais adiante.

Proposicao 3.14. Dados ay,as,...,a, € K|x] polinomios relativamente primos
e ¢ € Klz] tal que deg(c) < deg(ay) + deg(az) + --- + deg(a,). Entio existem

V1, V2, ..., 0, € K[z] tais que deg(v;) < deg(a;), i =1,2,...,r, €

T T
c:E via;, onde a; = H a;.

i=1 j=Lj

Demonstracao. Para 1 < i < r, defina

* .
a; = | |a].
J=i

Pelo corolario 3.13, existem uy,v; € K[x] tais que deg(uq) < deg(a3), deg(vy) <
deg(ar) e

¢ =uja; + viay = uia; + v1a;. (3.3)
Novamente utilizando o corolario 3.13, segue que existem us,vo € K|[z| tais que

deg(uz) < deg(a3), deg(vs) < deg(az) e

Uy = UgQy + V2aj.
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Multiplique a equacao anterior por a; para obter
A1 = A Uaa9 + Vals. (3.4)
Note que, substituindo (3.3) em (3.4), obtemos
C = a102Us + V107 + Vado.

Suponha que temos construidos os polinémios vy, vs, . . ., v; satisfazendo as condicoes

acima e tais que

C = apas---a;u; + Z ’UjC~Lj. (35)

j<i
Novamente pelo corolario 3.13, sabemos que existem u;y1, v,y tais que deg(u;11) <
deg(ay,,), deg(vit1) < deg(aiy1) e
*
Ui = WUip1Qip1 T Vip1Qi49.
Multiplicando essa altima equagao por ajas - - - a; e substituindo em (3.5), temos
C= Q149 - - Aj41U;i+1 + E Ujdj.
j<itl
Repetimos essa construcao até obtermos os vetores vy, vs,...,v,._1. Neste ponto,

temos a expressao

C=0a102 """ Qp_1Up_1 + E Ujdj‘
j<r—1

Para finalizar, defina v, = u,_;. Pela definicdo de u,_1, segue que deg(u,_1) <

deg(ar) = deg(a,). Assim, deg(v;) < deg(a;), i =1,2,...,re

T
Cc = E Uldz
i=1
O]
Nao é dificil ver que a demonstracao desta proposicao nos fornece um

algoritmo para calcular os polinomios v;’s. Abaixo apresentamos a “versao linear”

do Lema de Hensel.
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Teorema 3.15 (Lema de Hensel). Seja a € Z[x] um polindmio primitivo e livre de

quadrados. Seja p um primo tal que p 1 le(a). Sejam ay,as,...,a, € Z/pZ[z] tais

que a = ajas -+ - a, mod p, lc(ay) = lc(a) e le(ag) = le(ag) = -+ - = le(a,) = 1. Entao
para todo numero natural k existem polindmios agk),agk), e ,aﬁk) € Z/p*Z|x] tais
que lc(agk)) = lc(a), lc(agk)) = lc(aék)) == lc(a(k)) =1,
a= agk)agk) --a® mod p*
e
al(-k) =a;modp, 1=1,2,...,7.

(k) _

Demonstra¢ao. Provaremos por indugao em k. Para k = 1, basta tomar a;’ = a;.

Assim, suponha que a hipotese seja valida para algum k& > 1. Isto é,

(k) ()

a=a agk --a® mod p*.

Esta igualdade implica que, para algum d € Z/pZ[z], temos

T

a — H agk) = p*d mod p**.
i=1

Substituindo o coeficiente lider de agk) k41

algum d € Z/pZx]

por lc(a) mod p**!, temos, para

a— H al® = p*d mod p*+! (3.6)

i=1
onde deg(d) < deg(a). Queremos encontrar polinomios b; € Z/pZ|x] tais que deg(b;) <
deg(a;) e tais que

o =l + pt;. (3.7)

Usando a expressao (3.7), temos

T

a—ﬁ agkﬂ) = a—ﬁ agk)—plc ( i b; H aj) mod p*t = p* (d—i bidi) mod p*!
i=1 i=1 —

i=1 =15 i=1
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(k+1)

- ‘ . . . ~ . k41
onde a; = szl’#i a;. Assim, a; 1 =1,2,...,r serd uma fatoracao modulo p

se, e somente se,

d= Z b;a; mod p. (3.8)
i=1
Ou seja, [[7_; agkﬂ) ¢ uma fatoracao modulo p**! se, e somente se, existem by, ba, ..., b, €

Z/pZ|x] tais que (3.8) seja valida. Ora, a existéncia de uma solugao é garantida pela

proposicao 3.14. O

Esse teorema nos permite escrever um algoritmo para o Levantamento

de Hensel.

Algoritmo 3.16. | Levantamento de Hensel|

Entrada: Polinémio f € Z|x] primitivo e livre de quadrados, K € N e p primo tal
que f mod p € livre de quadrados. Além disso, polindémios ay,as, ..., a, € Z/pZ|x]
relativamente primos tais que f = ajas - - - a, mod p, lc(ay) = le(f) mod p e lc(ay) =

le(ag) = -+ =leay) =1

Saida: ay,ay,...,a, € 7Z/p*Z[z] tais que f = @ay---a, mod p¥, lc(a)) =
le(f) mod p¥, lc(@y) = le(az) = - -+ = le(a,) = 1 e @; = a; mod p.
1 Encontre polinomios vy, vs,...,v, € Z/pZlz] tais que deg(v;) <

deg(a;) e 1 =3 via; mod p, onde a; = [[;_, ;,; a;.
2 parai=1,2,...,r fazer

a; +— a;
3 k<+1

4 enquanto k < K fazer

Substitua lc(a;) por lc(f) mod pt+t
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d « f =TTy @ mod p*!
d « d/p*
5) parai=1,2,... r fazer
b; < rem(dv;, a;)
a; <+ a; + p*b;
kE<+—k+1

6 retorne a,as, ..., a0,

A defini¢do do polinémio d no passo 4 do algoritmo segue de (3.6),

enquanto a definicao do polindémio b; segue da demonstragao do corolario 3.13.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.17. Considere o polinémio f = 627+ 728 +42° +a* +623 4+ To2 +4x+1 €

Z[z]. Tomando p =5, f mod 5 se fatora como
f=@+3) (2> +3)- (2> +2) - (2® + 42 + 2) mod 5.

Sejam a; = v+3, ay = 22 +3, ag = 22 +2 e ay = 22 +4x+2. Suponha que queremos
levantar essa fatoragdo modulo p” = 57. Aplicando o algoritmo acima, obtemos os

polindomios
al” =6z +3, ol =2>+32318, al) =22 +45807 e ol = 2® + 52084z + 26042.

Usando um computador, € fdcil ver que f = ag)ag)ag)af) mod 57. Além disso,

57)Eaimod5pami:1,2,...,4.

também € possivel verificar que a
Abaixo apresentaremos o segundo algoritmo para fatoracao em Z[z].
Este algoritmo, como ja discutido, fatora f moédulo um primo p, nao necessaria-

mente grande, e depois realiza o Levantamento de Hensel até uma poténcia p’,
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suficientemente grande. A ideia deste algoritmo é essencialmente a mesma do al-
goritmo apresentado na secao anterior. Se conseguirmos encontrar uma fatoracao
para f modulo uma poténcia suficientemente grande do primo p escolhido, entao

podemos recuperar os fatores de f em Z[x].

Algoritmo 3.18. ’ Fatoracao com Levantamento de Hensel

Entrada: Polinomio f € Z[x] primitivo e livre de quadrados

Saida: Polinomios f1, fa,..., fr € Z[z] tais que f = fifo--- fr.
1 Escolha p tal que p1lc(f) e tal que f mod p € livre de quadrados.
2 Fatore f mod p, obtendo os fatores g1, ¢s, ..., gr € Z/pZ|x].
3 Normalize os polinomios g;’s, isto €, lc(gr) = lc(f) mod p e
le(gz) = le(gs) = -+ - = le(gi) = 1.
4 Be(+D)Y22" | flle, K [log,(2-|lc(f)]- B)]

5 Utilize o algoritmo  anterior para encontrar polindmios
G1,02,---,Gr € ZJp*Zlx] satisfazendo f = §i1G2---gr mod pX e

demais propriedades.

6 f+f C«{2..,k}, i+0 m<«+0

7 enquanto m < |C| fazer
m<m+1
8 para todos {iy,is, ... i} C C fazer

g — lc(f)gllgl2 o gim mOdS p

g < pp(9)
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9 se g | f entdo
14+ 1+1
fz%ga T<_T/ga C<—C\{ZlaZ2772m}

i—i+1, fi—f

10 retorne [fy, fo,. .., fi]

Note que, se K é escolhido de acordo com o item 4 do algoritmo, entao

ou seja, p > 2 |le(f)| - B. Assim, calculando uma fatoragio de f moédulo p¥,
poderemos encontrar os fatores de f em Z[x] da mesma forma que o algoritmo da

secao anterior.

No passo 5 realizamos o levantamento de Hensel da fatoracao de f mod p
até uma fatoracao de f mod p®. A partir do passo 5, realizamos a busca pelos fa-
tores de f em Z[z], combinando os fatores encontrados modulo p. No passo 8,
tomamos um subconjunto qualquer do conjunto dos fatores modulo p® e fazemos
seu produto. Multiplicamos também pelo termo lider de f. Lembre-se que os coe-
ficientes desse produto sao considerados na representagao simétrica de Z/pZ. Note
que, assim como o algoritmo 3.10, o passo 8 é responséavel pela complexidade ex-
ponencial do algoritmo. Na préxima secao veremos o algoritmo LLL, que procura
evitar essa parte combinatorial. Finalmente no passo 9, verificamos se o produto

encontrado é um fator de f em Z|x].

Exemplo 3.19. Considere o polinomio do exemplo 3.17. Para este polinémio,
K = [log,(2-|lc(f)| - B)] = [logs(2-6-2534.2)] = [6.41] =T.
Como calculado no ezemplo 3.17, a fatoracdo de f mod 5° € dada por

f = (6z+3)- (2% +32318) - (z° + 45807) - (2 + 520842 + 26042) mod 5.
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Resta agora combinar os fatores encontrados e verificar quais deles sao fatores de
[ em Zlx]. Primeiramente, para i = 1, multiplicamos cada um dos fatores mod 57
encontrados pelo termo lider do polindomio f e consideremos seus coeficientes na
representacdo simétrica de Z./5"7. Observe que o primeiro fator de f mod 5" ¢ con-
siderado apenas no final do processo, depois de encontrados todos os outros fatores.

Assim, para i = 1, 0s possiveis candidatos a fatores de f em Z|x] sdo
322 + 18829, 32% — 18829 e 3z% + 2z +1,

dos quais, apenas o ultimo é um fator de f em Z[x]. O prdzimo passo é considerar
combinacgoes de dois fatores. Além do primeiro fator, restaram apenas os fatores
22 4 32318 e 2% + 45807. Multiplicando esses dois fatores ao coeficiente lider de
f e considerando os coeficientes na representacio simétrica de Z/5Z, obtemos o
sequinte polinémio
zt + 1,

o qual € um fator de f em Z|x]. Neste ponto, resta apenas o primeiro fator que,
apos multiplicar pelo termo lider do polindmio f e considerar seus coeficientes na

representacdao simétrica de Z/5"7Z, nos fornece
2x + 1,
que € o ultimo fator do polinomio f. Assim,

f=Qr+1) B*+2z+1)- (2" +1).

3.3 O Algoritmo LLL

Como vimos nas secoes anteriores, os algoritmos para fatorar polindémios
com coeficientes inteiros ou racionais primeiro fatoram os polinémios moédulo um
primo p e depois combinam esses fatores para encontrar os fatores verdadeiros do

polinémio, ou seja, os fatores de f em Z[x]. Essa tltima parte destes algoritmos de
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fatoracao tem complexidade exponencial no ntimero de fatores moédulo p. Quando
o namero de fatores é “baixo” (em relagao ao grau do polindmio), esses algoritmos
funcionam bem na pratica. Porém, quando o nimero de fatores moédulo p é proximo
do grau do polinomio a ser fatorado, a parte combinatorial domina a complexidade

do algoritmo, tornando-o ineficiente.

Nesta secao, apresentaremos um algoritmo para fatoracao de polino-
mios com coeficientes inteiros que evita a parte combinatorial encontrada nos outros
algoritmos. Este algoritmo, introduzido em 1982 por Lenstra, Lenstra e Lovasz [2§]
e comumentemente chamado de Algoritmo LLL, estid baseado no conceito de lat-
tice ou reticulado, introduzido em 1910 por Hermann Minkowski no livro chamado

Geometrie der Zahlen |31].

3.3.1 Reticulados

Comecaremos estudando um pouco sobre reticulados. Essa teoria foi
introduzida em 1910 por Hermann Minkowski e mais tarde possibilitou resolver
problemas dificeis da Fisica Matemética e Teoria dos Numeros. Essa teoria também
permitiu o desenvolvimento de um algoritmo para fatoracdo de polindmios com

coeficientes inteiros em tempo polinomial.

Em poucas palavras, dados n vetores vy, vs,...,v, € R", o reticulado
gerado por esses vetores sao todas as combinacgoes lineares de vy, vs,...,v, com

coeficientes inteiros. Formalmente,

Definicao 3.20. Sejan € N e vy, v9,...,v, € R". Entao

£:{;nvi : riEZ}

€ o reticulado ou Z—modulo gerado por vy, vy, ..., Uy.



66

Se esses vetores sao linearmente independentes entao eles formam uma

base para £. A norma de L é definida por

L] = | det(vi;)| € R,

onde v;; € a matriz cujas linhas sao os vetores vy, ..., v,.
Lema 3.21. Sejam N C M C R" reticulados gerados por wy, ws, ..., w, €V, Va, ..., Uy,
respectivamente, onde v; = (Vi1,Vi2,..., V) € w; = (Wj1,Wj2,...,Ww;). Entdo

det(w;;) € um maltiplo inteiro de det(v;;).

Demonstracao. De fato, como w; € M, existem a;1, a;o, ..., a;, € Z tais que w; =

> iy aijvj, para i =1,2,... n. Defina A = (a;;) € Z"™". Assim

W D i1 4150
det(w;;) = det u:)2 = det 2?21: “iti |
W D i1 OnjV;
i apy, i ... Qi vy ]
= det a:21 a:22 " a?” . U:2 = det(A) - det(v;;),
| Ap1 Qp2 ... Qpp Un, i

como A € Z"*" segue que det(A) € Z, como queriamos demonstrar.

]

Em particular, se N' = M, concluimos que a definicdo de norma de
um reticulado nao depende da base fixada. Como veremos mais adiante, existe
uma relacao entre fatores de um polinémio e vetores de tamanho minimal em um

determinado reticulado. Porém, calcular esses vetores nao é uma tarefa facil. Em
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1980, P. van Emde Boas [8] demonstrou que este problema é N'P-dificil na norma
L, conjecturando que o problema teria a mesma dificuldade na norma L,. Alguns
anos depois, em 1997, Ajtai [2] demonstrou que a conjectura era verdadeira. Além
disso, varios outros trabalhos mostraram que mesmo o problema de encontrar um
vetor cujo tamanho seja um miiltiplo desse vetor de tamanho minimal é um problema
dificil. Felizmente, para muitas aplicagoes, basta encontrar um vetor cujo tamanho

seja um certo miltiplo do vetor de tamanho minimal.

Para entender o algoritmo LLIL, vamos revisar o processo de ortogo-

nalizagao de Gram-Schmidt. Dados vy, vq,...,v, € R™, pode-se calcular uma base
ortogonal v, v3,... v} de R" da seguinte forma:
[ .
U1 = V1,
*
Vo, U
=y - il
(o7, 1)

0, sej>1
*
_ | c_ | 2 _) 1, sej=i.
V= . ) V= . e Mi,j = ’ (39)
: : <vl,v]’-‘> ,
— ., se j <1
Un U; <Uj’vj>
nxn nxn

entdo V' = MV*. Chamaremos esta formula de Equagao de Gram-Schmidt(EGS).
Definindo p;; como a entrada ij da matriz M, entao o i-ésimo vetor do processo de
Gram-Schmidt pode ser escrito como
vl = — Z/LUU;.
j<i
Assim, daqui em diante, sempre que falarmos do i-ésimo vetor obtido pelo processo
de Gram-Schmidt, estaremos considerando a expressao acima. Além disso, dados ve-

tores vy, Vg, . .., Uy, 0s Vetores v}, v, ..., v, sempre denotarao os vetores obtidos pelo
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processo de Gram-Schmidt a partir dos vetores vy, vy, ..., v,. O proximo teorema

apresenta algumas propriedades da ortogonalizacao de Gram-Schmidt.

Teorema 3.22. Sejam vy, vs,...,v, € R" vetores linearmente independentes e se-
jam vy, vs, ..., v; vetores obtidos pelo processo de Gram-Schmidt. Seja 1 <k <n e

Uk o R-espaco vetorial gerado por vy, ve, ..., vp. Entao:

i) (v, 03) =0, Vi # j.
ii) Se Uy é o R-subespaco gerado por vi,vs, ... vf, entdo Uy = U.

iii) vi € a projecao de v, no complemento ortogonal de Uy_y e portanto, em

particular, ||v]| < |Jvgl|.

w) det(vi;) = det(vy;).

Demonstracao. A demonstracdo desses resultados pode ser encontrada em diversos

livros basicos de algebra linear. O]

A seguir, demonstraremos a Desigualdade de Hadamard, que serd utili-

zada mais adiante.

Teorema 3.23 (Desigualdade de Hadamard). Seja A € R™"™ uma malriz cujas

linhas sao os vetores vy,vs, ..., v, € RY*". Entdo

det(A) < flvr[llvall - - - [Jvn]l-

Demonstracao. Podemos supor que os vetores vy, vs,...,v, sao linearmente inde-
pendentes pois, do contrario, a desigualdade é trivial. Podemos também supor que
os vetores v}, v, ..., v}, produzidos pelo processo de Gram-Schmidt, possuem norma
1. Dessa forma, devido a ortogonalidade desses vetores, temos que, para todo vetor

v e R™

n
v="> (0]}
i=1
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e consequentemente, |[v||* =37 | | (v,v}) |?. Segundo o item ii) do Teorema 3.22,

k
v = Z (v, v]) vy (3.10)
i=1
Escolha ¢ = (v, v5) para 1 <k <le ¢y =0 paral < k < n. Dessa
forma, de acordo com (3.10), temos V = C'V*, onde C é a matriz com entradas c;;

definidas acima. Assim,
det(V)? = det(VVT) = det(CV*V*TCT) = det(CCT) = det(C)?,

visto que V* é uma matriz ortogonal. Por outro lado, C' é uma matriz triangular
cujas entradas diagonais sdo (v;,v}). Assim

n

det(A)* = H | (i, 07) 2.

i=1

Ora, visto que | (v;,v}) |> < 22:1 | (v;,v]) |2, segue que

(Z [ (v5,07) !2> :

i j=1

Porém, cada um desses somatorios ¢ exatamente ||v;||?. Assim,

det(AY < T llslP.
=1
[

O proximo teorema mostra porque o processo de ortogonalizacao tem

um papel importante nessa teoria.

Teorema 3.24. Seja L um reticulado gerado pelos vetores linearmente indepen-
dentes v1,va, ..., U, Sejam vi,v3, ..., v: o0s vetores obtidos pelo processo de Gram-

Schmidt. Entdao para todo v € L, tem-se

[oll = min{{[oy[], lo ]l .-, llvall}-
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Demonstragao. Como v € L, existem a; € Z,i=1,2,...,n, tais que v = -

i=1 @iVi-
Seja k o maior indice para o qual a; # 0. Pelo processo de ortogonalizagao de

Gram-Schmidt,

UV, = U — ,Uz'jvj

j<i
ou seja, considerando u; = 1, temos
J<i
Por outro lado,
n k
v = Z a;v; = Zaivi. (3.12)
: —

=1 i

Substituindo cada v; em (3.12) pela expressao (3.11) e rearranjando os termos, temos

um somatorio da forma

v = apuy, + g a;U;,
i<k

para certos a; € R. Assim,
lol* = (v, v) = agllofI® + (Y i, Y cwwf) > afloi])”
i<k i<k

Visto que a; € Z, segue-se que

[oll = lar|lvgll = flogll = min{[[or]l, [la]], - - onll}-

]

Assim, a norma dos vetores calculados pelo processo de ortogonaliza-
¢ao de Gram-Schmidt fornecem uma cota inferior para o tamanho dos vetores no
reticulado. Ou seja, se queremos encontrar vetores no reticulado com tamanho mi-
nimal, bons candidatos seriam os vetores obtidos pelo processo de Gram-Schmidt.
O problema, porém, é que estes vetores nem sempre estao no reticulado, pois os coe-

*

. Vi, U, ~ , . . . . .~
ficientes <*—]*> nem sempre sao numeros inteiros. Isso motiva a segumte deﬁmqao.
vE ok
7777
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Defini¢ao 3.25. Uma base {v1,va,...,v,} de um reticulado L € dita reduzida se a
base ortogonal {vi,vs, ... v}, calculada pelo processo de ortogonalizagao de Gram-

Schmidt, satisfaz |pi;| <1/2, paral1 <j<i<ne

3 _
0 + prai—1viq||* > va;_luz, V1i<i<n.

Visto que
i—1 n
<Ui? /U)'k>
’U#:Ui— J Uﬂf:’UZ'—X:/JJZ']'U){<
) = <U;,U;> J = J
e que os vetores vy, 5, ...,v, sao ortogonails, segue-se que
3 * 2 * * 2 *12 2 * 2
ZHUFl” < o7 + pii—avi4 |17 = (07117 + g o (17
Logo,
3 1
Iorl? 2 (3 = s ) It = P
Nao ¢ dificil ver que, em geral, temos
*|2 1 * 2 . .
lol? > i ,l% vi<j<i<n. (3.13)
Lema 3.26. Sejam vy, vq,...,v, uma base reduzida para o reticulado L e sejam
v, 05, ..., Vs 08 vetores do processo de ortogonalizagao de Gram-Schmidt. Entao
logl|* < 277072,
Demonstragao. Como v} = v; — 22;11 pijv; € 08 vetores vy, vs, . .., v, Sa0 ortogonais,

segue-se que
i—1
loill® < Nof 1P 4+ Liss Pl 1%
7=1

Fazendo a mudancga de indices j = i — k, utilizando a equagao (3.13) e o fato de que
|pij| < 1/2, temos

i—1

i—1 i—1
loall* < o * + ) Foell® < Il + > 22 I = NI+ 5 >.2.
k=1 k=1 k=1
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Vamos mostrar agora que 1 + izz;ll 2F < 211 Usando a férmula para a soma de

uma progressao geométrica, temos

i—1 s

1 /21 -2 1 . 1 .

1 o — 4o [ = ) =14+ (20 —2)= - + 2172 < 9!
+ Z +4( 1—2 ) +4< ) 5" = ’

para 1 < i < n, como queriamos demonstrar.

O

Proposicao 3.27. Seja L € R"™ um reticulado com base reduzida vy, vs, ..., v,.

Entao ||v]]? < 2" Hwl|]?, YVw € L, w # 0.

Demonstragao. Sejam vy, v3, ..., v) os vetores obtidos pelo processo de Gram-Schmidt.

Escrevendo
w = vai = ngvf, (3.14)
i=1 i=1

para certos 1; € Zer, € R i=1,2,...,n. Seja k o maior indice ¢ tal que r; # 0.
Substituindo recursivamente v por v; — Zj<i pijvi, © = n,n —1,...,1 na ultima
expressao da equagao (3.14), obteremos outra forma de escrever w como combina¢ao
linear de vy, vs,...,v, com coeficientes em R. Note que o coeficiente de v, nessa
nova combinacao é r;. Ora, como tal combinagao é tnica, segue-se que 7}, = 7.
Assim, 7}, € Z. Logo

n
ol =D 1Pl 2 P logl® > o]l (3.15)

i=1

Por outro lado, pela equagao (3.13) com i = k e j = k — 1, sabemos que
o)1 = flo |17 < 2 Hlogl* < 277 log] . (3.16)
Logo, combinando equagoes (3.15) e (3.16), temos

loal|* < 277w, (3.17)
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Assim, se v, v, ..., v, é uma base reduzida para £ e w € L é um vetor
de tamanho minimal, entdo a desigualdade (3.17) afirma que o tamanho de v; é,
no maximo, 2”7 vezes o tamanho de w. Ou seja, podemos nao saber calcular o
vetor de tamanho minimal, mas, caso saibamos encontrar uma base reduzida para

n—1)/2

o reticulado, conhecemos um vetor cujo tamanho é no maximo 2 vezes 0

tamanho do vetor de tamanho minimal. Em muitas aplicagoes, isso sera suficiente.

Proposicao 3.28. Seja L um reticulado com base reduzida vy,vs,...,v, € sejam
wi, Wa, . .., wy € L vetores linearmente independentes. Entao
2 n—1 2 2 2
lo;[I7 < 2" max{{wy||%, lwell%, ... [lwe]"}, 5 =1,2,... ¢
Demonstragao. Escrevendo w; = Y1 riv;, para certos r;; € Z. Fixando j €

{1,2,...,t}. Seja i(j) o maior inteiro i tal que r;; # 0. Assim,
i(7)

wj: E Tz'jUi.

=1

Como na demonstracao da proposicao 3.27, temos

ij“2 > |7’i(j)j|2||vf(j)||2 > ||U;k(j)H2'

Reordenando os w; de tal forma que i(1) < i(2) < --- < i(¢). Afirmamos que
Jj <i(j), para j =1,2,...,t. De fato, caso contrario, terfamos que wq, ws, ..., w; €
Rv; + Rog + - - - + Ru;_;, contradizendo a independéncia linear de wy, ws, ..., w;. A

partir do lema 3.26 e da equagao (3.13), segue-se que ||v;||* < 2°7||vf||?, para todo

1 <j<i<mn. Assim, como j <i(j), segue que

|v;I* < 21‘(3')_1||v;‘(j)||2 < 2" lw;||?, para j arbitrario.
Logo, [[o;[I* < 2"~ max{[fwa|[?, lwal|?, . .., [lwe]I*}- 0

Passamos agora a estudar o Algoritmo de Reducdo de Base, apresentado
em [28], que mostra como calcular uma base reduzida para um reticulado a partir

de uma base qualquer.
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Como vimos acima, o processo de ortogonalizagdo de Gram-Schmidt
produz vetores cujos tamanhos fornecem uma cota inferior para o tamanho dos
vetores no reticulado. O tnico problema, como vimos, é que esses vetores nem
sempre estao no reticulado pois os coeficientes p;; na definicao de v nem sempre
sao inteiros. O algoritmo que apresentaremos abaixo tenta imitar o processo de
ortogonalizacao de Gram-Schmidt. A diferenga é que neste algoritmo, durante o
calculo do que seriam os vetores v; no processo de Gram-Schmidt, sao consideradas
apenas combinacoes com coeficientes inteiros, tomando o inteiro mais proximo de
L, garantindo assim que o vetor final esteja no reticulado. Além disso, algumas
trocas sao feitas entre os vetores da base para que o resultado final esteja de acordo

com a definicao da uma base reduzida.

Algoritmo 3.29. ‘ Algoritmo de Reducao de Base

Entrada: {vi,vs,...,v,} base para o reticulado L.
Saida: {uy,us,...,u,} base reduzida para o reticulado L.
1 parai=1,2,...,n fazer
U; <— V;

Calcule U* e M = (u;;), conforme (3.9).
2 enquanto 1 < n fazer

3 para j=1—1,1—2,...,1 fazer

Ui < u; — [ g ug.

Atualiza a EGS.
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4 sei>1 e |[uj]|* > 2||ul|* entdo
Troque u; e u;_q1 e atualize a EGS.
14 1—1

senao 7 <+ 1+ 1.

5 retorna {uy,us,...,u,}

A matriz U* no passo 1 do algoritmo é formada pelos vetores da base
de Gram-Schmidt de uq,us, ..., u,. O passo “Atualiza a EGS” significa que, depois
de redefinido o vetor u; no passo 3 ou da troca dos vetores u; e u;_; no passo 4,
precisamos calcular novamente a base de Gram-Schmidt desses novos vetores, bem

como as entradas p;; da matriz M.

A notacao [pu;;| representa o inteiro mais proximo de p;; e é definida
como |5 +1/2]. A corretude e a complexidade deste algoritmo podem ser encon-

tradas em [28].

Exemplo 3.30. Considere o reticulado L gerado pelos vetores vy = (1.3,2,3), v =
(2,3.2,4) evs = (0,1,0) € R3. Apds aplicar o algoritmo acima, obtemos os velores
uy = (—=0.1,-0.4,1), us = (0,1,0) e ug = (0.8,—-0.4,0). Note que u; = 3v; — 2vy,
Uy = v3 e uz = —4vy + vy — 2u3. Assim, os vetores ui, us e uz pertencem, de fato,
ao reticulado gerado por vi,vy e vs. Além disso, ||ui| = 1.081, o que significa que

Jv]| > 23 & 0.5408, para todo vetor nao nulo v € L.

3.3.2 Fatores de um Polinémio e Reticulados

Iremos agora explorar a ligacao entre fatores de um polinémio e reti-
culados. Para o restante desta secao, estaremos fazendo as seguintes consideragoes:

Seja p um ntmero primo, k um inteiro positivo, f € Z[x] um polindémio livre de
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quadrados, primitivo e de grau n. Além disso, seja h € Z/p*Z[z] um polinomio

monico e de grau [ satisfazendo:

1) h divide f em Z/p*Z[x]
2) h mod p é irredutivel em Z/pZ|x]

3) f mod p é livre de quadrados em Z/pZx].

Ao longo desta segao veremos como escolher cada uma destas variaveis (p, k, h) de
tal forma que, ao final, teremos um algoritmo para calcular um fator irredutivel de

f em Z[z].

A escolha do primo p deve ser tal que p 1 lc(f) e f mod p seja livre de
quadrados. J& vimos que p satisfaz essas condicoes se, e somente se, p 1 res(f, f').
A escolha do polinémio h € Z/p*Z|x], na pratica, ¢ feita a partir de uma fatoragao
de f mod p. Escolha um fator irredutivel de f mod p, h serd o levantamento de
Hensel desse fator escolhido até a k-ésima poténcia do primo p. O nimero k sera

escolhido mais adiante.

Veremos agora como encontrar um fator irredutivel de f em Z[x].

Teorema 3.31. Nas hipdteses descritas acima, existe um unico fator irredutivel hg
de [ em Zlx|, a menos de sinal, tal que h mod p divide hog mod p em Z/pZ[x]. Além
disso, se g divide f em Z|x], entdo as sequintes afirmacies sGo equivalentes:
i) h mod p divide g mod p em 7 /pZ|x]
i) h divide g mod p* em Z/p*Z[z]
iii) ho divide g em Z[z]

A figura abaixo mostra um exemplo de polinomio f e a escolha do

polindémio h. Cada retangulo representa um fator irredutivel do polinémio f em seu
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respectivo dominio: Z,Z/p*Z ou Z/pZ. Note que fatores irredutiveis em Z podem
ser redutiveis em Z/p*Z. O mesmo vale para fatores em Z/p*Z sobre Z/pZ. Os

fatores com contorno escuro formam o polinomio g do Teorema 3.10.

ZIx] =

Zpk[x] f mOd pk =

zZ |x] f mod p = ]I

Figura 3.4: Exemplo de polinémio e seus fatores.

Demonstracao do Teorema 3.31. A existéncia de hg é 6bvia e a unicidade segue do

fato de f mod p ser livre de quadrados em Z/pZ][z].

Obviamente, #i7) implica i). Supondo ii), segue que g = hg'+pFg”, para

certos polinomios ¢’ e ¢g” em Z[z]. Ora, essa igualdade implica que g = hg’ mod p,

ou seja, h mod p divide g mod p em Z/pZ[z].

Vamos agora mostrar que i) = i) e i) = #ii). Suponha ¢). Como
f mod p é livre de quadrados em Z/pZ[x] e h mod p divide g mod p em Z/pZ[z],
segue que h mod p nao divide (f/g) mod p em Z/pZ[z]. Logo, hy mod p nido
divide (f/g) mod p em Z/pZ|x] e consequentemente em Z[z]. Como hg divide f em
Z[z], segue que hg divide g em Z[x], demonstrando 7iz). Iremos agora demonstrar
i1). Como h mod p e (f/g) mod p sdo coprimos em Z/pZ[zx], existem polindmios
r,s € Z/pZ|x] tais que rh + s(f/g) = 1 mod p. Pelo Lema de Hensel, existem
1, 8" € Z[z] tais que r'h + §'(f/g) = 1 mod p*. Ou seja,

r'hg + s'f = g mod p*.

Mas h divide r"hg mod p* e h divide s'f mod p* em Z/p*Z[z], ou seja, h divide
g mod p* em Z/p*Z|x].
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]

Em particular, tomando g = hy € Z[z], o item ii) do teorema anterior
afirma que h divide hy mod p*. Como estamos interessados nesse fator hg, e sabemos

que h divide hy mod p*, é natural considerar o seguinte conjunto de polinomios.

Para um inteiro m > [, defina L,, 5, como o conjunto dos polinomios em
Z[x] de grau no maximo m e que sao divisiveis por h em Z/p*Z[x]. Esse conjunto
L, n pode ser visto como o conjunto gerado (sobre Z) pelo seguinte conjunto de
polinémios

{pFa’ . 0<i<i}u{ha’: 0<j<m-—I}.

De fato, se g ¢ um polinémio no reticulado gerado por esse conjunto, entao g =
qh + rp®, para certos polinomios 7, q € Z[z], tais que deg(r) < I e deg(q) < m — L.
Ou seja, deg(g) < me g = gh mod p*. Logo, g € Ly, ;. Por outro lado, seja g € Ly, .
Dividindo g por h em Z|x], obtemos polindmios ¢, r € Z[z] tais que g = gh+7, onde
deg(qh) < m, ou seja, deg(q) < m —1, e deg(r) < I. Como h divide g mod p*, segue
que 7 = 0 mod p*, ou seja, r = p*r’ e portanto, g = qh + p*r’, com deg(q) < m — 1

e deg(r’) < I, como queriamos demonstrar.

Note que a escolha do inteiro m estd diretamente relacionada com o
grau do fator hg. Como h | hyg mod p¥, segue que | = deg(h) < deg(hg). Além disso,
se escolhermos m tal que deg(hg) < m, entdo o fator hg, que queremos encontrar,
estd contido no conjunto L,, 5. Na préatica, escolhendo m = n—1, teremos a garantia

de que o fator hy € L, .

Utilizando a correspondéncia natural entre polinomios ag + a1z + - - - +
amx™ em Zlx], de grau maximo m, e vetores (ag,as,...,a,) em Z™! podemos
considerar o conjunto L, », como um reticulado gerado pelos vetores correspondentes

aos polinomios do conjunto acima. Assim, L,; C Z™"'. Dessa forma, daqui
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em diante trataremos L,,; tanto como conjunto de polindémios quanto reticulado,

devendo ficar claro no contexto qual representagao estamos usando.

Os proximos resultados nos dizem como podemos encontrar o fator hg

em Lm,h-

Teorema 3.32. Seja b € Ly, tal que pF > || f||™||b]|", onde h € escolhido de acordo
com as hipdteses do inicio desta se¢ao, | = grau(h) e n = grau(f). Entdo hg divide

b em Z[x]. Em particular, mde(f,b) # 1.

Demonstra¢ao. Podemos assumir que b # 0. Seja s = deg(b), g = mdc(f,b) em
Z[z], e t = deg(g). Note que 0 < ¢t < s < m. Note também que para mostrar que
ho divide b é suficiente mostrar que hy divide g em Z[z]| e que, pela parte iii) do

teorema anterior, isto é equivalente a mostrar que h divide g em Z/pZ|x].

Suponha, por absurdo, que h 1 g mod p. Como h | f mod p, segue que

h'| f/g mod p. Considere o conjunto de polinémios
M={\f+pub : \p€Zx],deg(N) <s—t, edeg(p) <n—t}.

Considere M’ a projecao dos elementos de M nas tltimas n + s — 2t — 1 entradas,

ou seja,

n+s—t—1 n+s—t—1
M = E a;x’ E a;x' € M 3 .
i=t

i=0
Além disso, considere o conjunto de polindémios

A:{xif : 0§i<s—t}u{ij : 0§j<n—t}.

Note que, considerando M e M’ como reticulados, segue que M C Z"5~t e M’ C
Z"5=2% Vamos mostrar que as projecoes do conjunto A sao linearmente indepen-

dentes em M’. De fato, denote por m( . ) a projecao em M’ e suponha que

/\oﬂ(xof) + )\17T(x1f) N As—t—lﬂ(xs_t_lf)+

o7 (2°0) + pum(z'h) + -+ + pp (2" h) = 0,
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para certas constantes Ag, A1, ..., As_¢_1, los 1y - - - Un—t—1 € Z. Ou seja,
T2 f + Mzt f+ -+ A2 4 o2+ patb 4+ 4 ™) = 0.

Defina A = X\g2® + Nzt + -+ Xop12® e = poa® + pnat 4 A gL
Logo, m(Af+pub) = 0 e portanto, deg(Af+pub) < t. Suponha que Af +pub # 0. Como
g | (Af+pub), temos que deg(Af+pub) > deg(g) = t, um absurdo. Assim, Af+pub =0,
e portanto, A\f/g+ ub/g = 0, ou ainda, \f/g = —ub/g. Suponha que p # 0. Como
mde(f/g,b/g) =1, segue que f/g | p, logo n —t =deg(f/g) < deg(p). Porém, por
defini¢ao, deg(p) < m — t, um absurdo. Assim, p = 0 e consequentemente, A = 0.
Isso mostra que as projecoes de A sao linearmente independentes em M’. Como
|A| = n+ s — 2t e as projegoes dos elementos de A geram M’ e sdo linearmente
independentes, segue que M’ é um reticulado de grau n+ s—2t, gerado pelos vetores

correspondentes aos polindémios do conjunto A.
Assim, pela desigualdade de Hadamard, temos
| M'|| = det(vetores da base) <
Iw (@ Al @ I (@ Al @) [Ix @ o)) - (" )|

Como a norma da projecao de um vetor é menor ou igual a norma do vetor original

eHfo”:”f”e ||Ijb||:||b||7parai:0717"')8_t_]-e.j20717"'7n_t_17

segue que
M < 2 F 2t - = A 0] (2ol - [l ) =
LA - 1Nl ol = LA fol= < LA™ ol < p™.

Vamos agora demonstrar que se v € M e deg(v) < t + 1, entdo p* | v.
Como estamos supondo que h { g mod p e h é irredutivel em Z/pZ[z|, segue que

existem X, y/ € Z[x] tais que N'h + /g = 1 mod p, ou ainda,

Nh+pyg=1—p
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em Z[z], para certo polinomio v'. Seja r = 1+ pv' + p*(v/)2 + -+ + pF ()L

Multiplicando ambos os lados da igualdade acima por r, segue que
rNh+rp'g=1—p*W)* =1 mod p*.

Multiplicando por v/g, obtemos (v/g)rNh + vry’ = v/g mod p*. Se definirmos
A= (v/g)r\ e i = ry/, temos

A 4w = v/g mod p*. (3.18)

Como v € M, segue que v = Af + ub, para certos polinomios A, u € Z[z]. Como
b € Ly, p, segue que h | b mod p¥, pela defini¢ao de L, . Além disso, h | f mod p*
por hipotese, Logo, h|b mod p* e h|f mod p*. Assim h|(v = \f + ub) mod p* e
pela equagao (3.18), temos que h | v/g mod p*. Mas h é monico, deg(h) =1, v/g é
monico e deg(v/g) <t+1—t=1. Logo, v/g = 0 mod p*, ou seja, v = 0 mod p*.

Segundo [11], capitulo I, teorema I.A, podemos escolher uma base
{bs, ..., bsin_t_1} para M’ tal que deg(b;) = j. Além disso, como provado acima,
P | by, ..., biyi—q. Assim, quando montamos a matriz dos vetores dessa nova base,

teremos uma matriz triangular inferior. Logo,

by
bt+1 n+s—t—1 n+s—t—1
|M]] = det , = I ey =" T tety) ="
: j=t j=t+l
strnftfl
Uma contradigao. Logo h | g mod p e o resultado segue. O]

Assim, se encontrarmos um polinoémio b € Ly, tal que p* > || f]|™]|b]|",
entao esse polindomio contém o fator irredutivel hy de f. Veremos a seguir um
resultado que mostra como uma base reduzida para o reticulado L, nos ajuda a

encontrar esse elemento b. Antes disso, um resultado auxiliar.

Lema 3.33. Se g = by + biz + - - - + bz! € Z[z] divide f € Z[z] entao
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i) ol < Q)lIfllz, 0< i <L

. 1/2
i) lgll2 < ()Nl

Demonstra¢ao. A demonstracdo do item i) pode ser encontrada em [30]. Supondo

o item 1), temos

l l l 2
ol = ol < [ 3 (1) Wi = 1)

=0 =0

Utilizando a equacao de Vandermonde

> (1)) - (1)

paran =r = s = [ e a igualdade (l—lk) = (,i), obtemos

I ! 2
[ l l 21
260520 =6)
k=0 k=0
Assim, [[g]| < | £II(%) 1/2, demonstrando o item i1). O

O proximo teorema é o principal resultado por tras do algoritmo de
fatoracao. Este teorema nos mostra como podemos obter o fator irredutivel hg

através de uma base reduzida para o reticulado L,, .

Teorema 3.34. Sejam by, by, ..., by uma base reduzida para L, e suponha que

m satisfaca a desigualdade

kl mn/2 2m " m+n
s s (P e (3.19)

Entao

i) deg(ho) < m se, e somente se, ||bi|| < /p*/|| f]|™.
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ii) Suponha ||b1]] < /p*/||fl|™. Seja t € {1,2,...,m + 1} o maior in-
teiro tal que ||be|| < /p*/|| fl|™. Entdo deg(ho) = m+1—1t e hy =
de(bl, bg, ceey bt)

Note que todos os valores na desigualdade (3.19) ja estao fixos, exceto o

valor de k. Assim, k ¢é escolhido de tal forma que a desigualdade (3.19) é verificada.

Demonstragao do Teorema 3.84. Para demonstrar o item 7). Suponha que ||b1]| <

/PR flI™. Pelo teorema 3.32, hg | by. Como deg(by) < m, segue que deg(hg) < m.

Reciprocamente, suponha que deg(ho) < m. Entdo hy € L, e por-

tanto, pela proposigao 3.27, ||by||> < 2™||ho||?. Assim, pelo lema 3.33, temos
i o (2m 1/2
ol < 2l < 22 () 11,
m
Logo
2(2m " Kl
s < 2 () e <t

ou seja, [[b1| < /pM /|| flI™.

Para demonstrar i), seja

J={i1<i<m+1elbl < I}

e seja t = max{j € J}. Entao, segundo o teorema 3.32, hy | b;, V j € J, e portanto,
ho | hy := mdc(b;, j € J). Cada b;, j € J, é divisivel por hy e deg(b;) < m. Logo

b; pertence ao reticulado
Zhy + Zhyx + - - - + Zhyz™ 9,

de ordem m —deg(hy) + 1. Além disso, os vetores b; sao linearmente independentes,

pois sao vetores da base. Assim

|J| < m —deg(hy) + 1. (3.20)
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Por outro lado, considere o conjunto {ho, hoz, ..., hoxm_deg("o)}. Pelo

lema 3.33, temos que
4 m 1/2 .
hacl = all < (%) 151 para i > 0 (3.21)

Além disso, como deg(hoz’) < m, para todo 0 < i < m — deg(hg), temos que

hox' € Ly, ;. Utilizando a proposigao 3.28, segue-se que

b2 < b;[|2Y < 2™ hoz'||?Y = 2ol
ol < _omax Py <2t max {llhoa'|7} = 2" |hol

para todo 1 < j < m — deg(ho) + 1. Usando a equagao (3.21), segue-se que ||b;|| <
om/2 (™ 2| £l para 1 < j < m — deg(ho) + 1, ou seja

e (/2%/2 (Y uste < oA,
em vista da equagdo (3.19).
Assim, 1,2,...,m — deg(hg) + 1 € J e portanto,
|J| > m — deg(hg) + 1. (3.22)
Logo, de acordo com (3.20) e (3.22), segue-se que
m — deg(ho) + 1 < |J| < m —deg(hy) + 1

e portanto, deg(hy) < deg(hg). Mas hy | hi, logo deg(hy) = deg(hy). Assim,

|J| =m —deg(ho) +1 e como 1,2,...,m—deg(hy) + 1 € J, segue-se que
J=A{1,2,...,m —deg(ho) + 1}.
Por definicao,
t =max{j € J} = max{1,2,...,m —deg(ho) + 1} = m — deg(ho) + 1.

Donde segue que deg(hg) =m —t + 1.
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Como deg(hy) = deg(hy), temos h; = ahg, para certo a € Z. Além
disso, deg(ho) < m e por i), hg € Ly, . Para mostrar que hy = +h, (e portanto,
ho = mde(b;, j € J)), basta mostrar que hy é primitivo. Seja j € J arbitrario.
Como hg é primitivo, visto que f é primitivo por hipodtese e hg é um fator de f,
segue-se que ho | pp(b;). Logo h | pp(b;) mod p. Como b; € L, ;, segue-se que
pp(b;) € Ly, p, mas b; € um elemento da base de L, 5, ou seja, b; = pp(b;). Assim,

todo fator de b; ¢ primitivo, em particular, h;. O

3.3.3 O Algoritmo LLL

Nesta segao, apresentamos o algoritmo LLL baseado no préprio artigo
[28]. Uma descricao do algoritmo, também baseada no artigo original, pode ser
encontrada em [37]. Uma terceira descri¢do do algoritmo pode ser encontrada em

[17], embora um pouco diferente da original.

A diferenca do algoritmo aqui apresentado para o algoritmo original,
apresentado em [28] e [37], ¢ que o algoritmo original ¢ dividido em trés subalgorit-

mos, enquanto aqui, esses subalgoritmos foram englobados em apenas um.

Algoritmo 3.35. ’ Algoritmo LLL para fa,tomgdo‘

Entrada: Polinomio f € Z[x], n = deg(f).
Saida: Um fator irredutivel hy de f.

1 Escolha o menor primo p que nao divide res(f, f').

2 Obtenha a fatoragao de f em Z/pZx] . f = lc(f)giga- -+ g- mod p,

com g; € Z/pZlx] monico e irredutivel

83 m<én—1, h< g, g« lc(f)ggs g, 1< deg(g)
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ot

10

11

12

se | = n entao

retorne “f irredutivel”

Seja k o menor inteiro tal que p* > 2mn/2. (™) e || fljmtm

m
Use Levantamento de Hensel para calcular uma fatoragao

f=Hhg modp*

Seja w o maior inteiro tal que [ < (n —1)/2%
enquanto u > 0 fazer
m <+ |[(n—1)/2%]
Seja (b1,be,...,bpmr1) uma  base  reduzida
(pFa®, ... pFal=t W20, .. hamh)
se [|b1]| > /p*/[|f™ entdo
u—u—1
senao
T < max{j : [[bjl| < /p"/IlfII"}
ho <= mdc(by, ba, ..., br)
retorne hg
se u = (0 entao
ho < f
retorne hy

para

A escolha da constante u no passo 7 é feita de acordo com o seguinte

raciocinio. Lembre que a constante m esta relacionada com o fator hg que estamos

tentando encontrar. Podemos supor que hy é um fator nao trivial de f assim, a
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tinica coisa que sabemos é que [ < deg(hy) < n— 1. Certamente, fazendo m =n —1
no passo 9, a condicao do se do passo 10 nao sera atingida, e neste caso, o fator hg
serd calculado. Porém, como nao sabemos o grau de hg, vale a pena tentar usar um
m menor do que n — 1. Poderiamos comecar com m = [ e, caso a condicao do se
no item 10 fosse satisfeita, incrementar m. Porém, desta forma estariamos, prova-
velmente, calculando uma base reduzida varias vezes. Como veremos no exemplo a
seguir, o calculo dessas bases pode ser custoso, tornando o método ineficiente. Para
tentar minimizar esse problema, escolhemos u tal que I < (n — 1)/2%. Assim, nao
comecamos diretamente com m = n — 1 e também nao comecamos com m = [, in-
crementando m toda vez que a condicao do se for satisfeita. Por exemplo, se [ = 10
en—1 =44, entao u = 2. Neste caso, a menor escolha para m é, conforme o passo
9, m = 11. Caso deg(hg) > 11, o algoritmo faz u = 1, resultando em m = 22. Se,
mesmo assim deg(hg) > 22, entao u = 0 e m = 44. Neste ponto, teremos certeza de

que o algoritmo encontrard o fator hy.

Teorema 3.36. O algoritmo 3.35 funciona corretamente. O numero de operacoes
aritméticas realizadas pelo algoritmo é O(n® 4+ n’log(|| f||)). Além disso, os inteiros

para 0s quais essas operagoes sio realizadas possuem tamanho O(n3 + n?log(|| 1))
Demonstragao. Ver 37|, Teorema 5.3.10. O

Vejamos um exemplo.

Exemplo 3.37. Considere o polinomio f = 2* + 2° + 222 + v + 1 e seja p = 41.

Fatorando f mod 41, obtemos
f=@+9) (r+32) (2* + 2+ 1) mod 41.

Escolhendo h = x + 32, temos que k = 5. Utilizando o Levantamento de Hensel,

obtemos a fatorac¢ao

f = (7 +46464143) - (2° + 693920592 + 693920592 + 69392058) mod 41°.
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Ou seja, h' = x + 46464143 e ¢’ = 23 + 6939205922 + 69392059z + 69392058. O
prézimo passo do algoritmo € escolher u conforme o passo 7 do algoritmo. E facil
ver que u = 1. Isso implica que, na primeira execuc¢ao do enquanto no passo 8,

m = 1.

Para m = 1 precisamos calcular uma base reduzida para o reticulado
formado pelos vetores de
41°2° e B'a®,
ou seja, precisamos calcular uma base reduzida para o reticulado gerado pelos velores

(415,0) e (46464143,1). Aplicando o algoritmo da segcdo anterior, temos que uma

base reduzida para esse reticulado € dada por
(—10475, —2476) e (2476, —10475).

Realizando os cdlculos, vemos que o primeiro vetor dessa base satisfaz a condi¢ao
do se do passo 10 do algoritmo. Isso significa que a escolha de m nao foi boa, isto

é, o fator que estamos procurando possui grau maior do que m = 1.

Sequindo o algoritmo, temos u = 0 e consequentemente, m = 3. Agora,
o reticulado é formado pelos vetores de 41°2° W2, Wat e Na?. Isto é, precisamos

calcular uma base reduzida para o reticulado formado por
(41°,0,0,0), (46464143,1,0,0), (0, 46464143,1,0) e (0,0,46464143,1).

Novamente aplicando o algoritmo, vemos que uma base reduzida para esse reticulado

¢ dada por
(1,0,1,0),(0,1,0,1), (—5238, —1238,5237,1238) e (1238, —5238, —1238, 5238).

Agora, by = (1,0,1,0) nao satisfaz a condigdo do passo 10, isto quer dizer que
seremos capazes de calcular o fator de f. Segquindo com o algoritmo, os unicos

vetores que satisfazem a desigualdade ||b;|| < {/pFt/||fl|™ sdo by e by = (0,1,0,1).
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Assim, T = 2 e o fator de f é dado pelo mdzimo divisor comum de hy = 1 + 22,
correspondendo ao vetor by, e ho = x + a3, correspondendo ao vetor by.Ou seja, o

fator encontrado é x° + 1.

E claro que, para obter a fatoracdo completa do polinémio f, basta
aplicar o algoritmo para f/(z* + 1) = 2> + x + 1. Ao aplicarmos o algoritmo para
22 + x4 1, porém, vemos que este é um polindmio irredutivel. Assim, a fatoracao
de f em Z[z] €

f=@+1)- (2 +x+1).

Ao analisarmos nossas implementacoes, realizadas no programa Maple,
vemos que o algoritmo leva em torno de meio segundo para calcular a fatoragao
completa de f. Poderiamos dizer que este é um bom algoritmo para fatoragao sobre
Z[z] visto que, em teoria, este algoritmo tem complexidade polinomial. Entretanto,
o grau do polinéomio que usamos no exemplo acima é apenas 4. Consideremos o

seguinte exemplo.

Exemplo 3.38. Considere o polindmio

f =%+ 142 + 672 + 134213 + 141212 + 108z + 121210 + 1872% + 2212° +

22477 4 1822% 4+ 1162° + 982* + 10323 + 8222 4 662 + 27.
O primeiro primo que satisfaz todas as condigoes descritas no algoritmo é p =7 e
f=(a*+22%+62° + 62 +4) - (2! +2° + 2° + 52 + 2)-

(z* +52° + 3z +4) - (z* + 62° + 22° + 52 +5) mod T.

Escolhemos h = x* 4 223 4 62% + 62 + 4. Calculando o valor de k de acordo com o
passo 5 do algoritmo, obtemos k = 56. Assim, precisamos aplicar o Levantamento
de Hensel para obter uma fatoracio de f modulo 7°°. Embora esse nimero seja da

ordem de 10*, o cdlculo do levantamento de Hensel, neste caso, € feito rapidamente.
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Porém, quando calculamos a base do reticulado, vemos que as entradas dos vetores
também sdo da ordem de 10*%, e isso faz com que o cilculo da base reduzida seja
demorado. Em casos como esse, o método se torna pouco eficiente na prdtica. O

capitulo a sequir mostra como contornar esse problema.

Na verdade, para este exemplo em particular, precisamos calcular a
reducao de base de reticulados duas vezes. O tempo necessdrio para isso corresponde

a 99,98% do tempo total para encontrar um fator do polindémio f.

Depois de aproximadamente 15 minutos de cdlculos, o programa retorna
o fator

g=9+x+ 72>+ 423 + 22" + 42° + 92° + 72" + 28,

O fator restante, f/g = 3+ Tz + 63+ 423+ 220* + 425 + 92° + 72" + 28, € irredutivel,

e o algoritmo nao demora para acusar isto. Assim, a fatoracao de f €

f = (3+72+62> +da® + 20 +-42° 4925+ 72" +2%) - (9 + o+ To* + 403 4220 +42° +92°+- 72" +28).

E por esse motivo que este método, embora tenha complexidade poli-
nomial, nao substituiu o método de Berlekamp-Zassenhaus, descrito na Secao 3.2.2.
O proximo capitulo apresenta o Algoritmo de van Hoeij. Embora este algoritmo
também realize reducao de bases de reticulados, os vetores do reticulado sao ou-
tros, contendo informacoes nao dos coeficientes de um fator mas da fatoragao em si.

Veremos isso com mais detalhes no proximo capitulo.
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4 O ALGORITMO DE VAN HOEILJ

4.1 Introducao

Como vimos no capitulo anterior, o algoritmo LLL, embora tenha com-
plexidade polinomial, nao é melhor do que o algoritmo de Zassenhaus, cuja com-
plexidade ¢ exponencial, devido ao rapido crescimento das entradas nos vetores das

bases dos reticulados.

Neste capitulo veremos o algoritmo de van Hoeij. Este algoritmo, em-
bora também realize reducoes de base, considera outras informacoes para montar o
reticulado, fazendo que os vetores da base tenham entradas muito menores do que

no caso anterior. Para mais detalhes, veja [22].

No algoritmo LLL, o vetor que estamos procurando é o vetor v =
(vo,v1,...,v,) tal que o polinomio g, = vy + vix + -+ + v,2" é um fator de f
em Z[z]. Como visto anteriormente, se o fator g, tiver coeficientes arbitrariamente
grandes, entao o vetor v também terd e, apos alguns calculos, esses numeros podem
ficar ainda maiores. Esse fato, além de reticulados com dimensao alta, tornam o

algoritmo LLL ineficiente.

Van Hoeij, por outro lado, utiliza um vetor diferente em seus calculos.
Seja
f=hta-Je

a fatoracio em fatores irredutiveis de f sobre o corpo dos inteiros p-adicos. E possivel
mostrar que todo fator de f em Z[x] é o produto de alguns dos fatores f;. Dessa
forma, considere o vetor © = (vy,v9,...,v;) € {0,1}* tal que o polinomio h definido
por h = [[X, f% ¢ um fator irredutivel de f em Z[z]. Encontrar um fator de f em

Z[z] é equivalente a encontrar qualquer um dos vetores v ou ©. Porém, o vetor ¥
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tem duas grandes vantagens sobre o vetor v: a primeira delas é que o vetor v possui
entradas em {0, 1}, enquanto que as entradas de v sao arbitrariamente grandes. A
segunda vantagem é que o tamanho do vetor v ¢ igual ao ntimero de fatores de
f mod p, um nimero que é geralmente menor do que o tamanho do vetor v, igual

ao grau do polindémio f.

Lembre que neste trabalho Z, denota o conjunto dos inteiros p-adicos,
enquanto que F, representa um corpo finito com p elementos e Z/pZ representa os
conjunto dos inteiros modulo p. Os fatores fi, fo,..., fi € Z,[x] serdo chamados
de fatores p-adicos de f, enquanto que fatores em Z[z]| serdo chamados de fato-
res racionais de f. Além disso, os fatores de f mod p serdao chamados de fatores

modulares.

Veremos, nas proximas segoes, como encontrar os vetores o.

4.2 Preliminares

4.2.1 O Traco de um Polindémio

Para encontrar condicoes lineares sobre os vetores v, nao podemos uti-

. . ~ ~ ~ k

lizar diretamente o vetor 0. Se ¥ = (v1, V2, ..., V), W = (wy,wy, ..., wg) € {0,1}%,
~ A . . k . k . ~

entdo os polindmios g; e gy, definidos por gz = [[._; fi* e 9o = [[,—, f;"*, nado

dependem linearmente de v e w pois

k k k
Jotw = Hfivﬁwi = Hfzv Hfzw = 959w-
i=1 i=1 =1

Para resolver este problema, introduz-se o conceito de traco de um polindémio.

Definigao 4.1. O i-ésimo traco Tr;(g) do polinémio g é definido como a soma das

i-ésimas poténcias das raizes de g, contadas com multiplicidade, isto é, se deg(g) = d
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€ T1,To,...,Tq SO as raizes de g em seu corpo de decomposicao, entao

Tri(g) =y +ay + - + g

E facil ver que
Tri(g1g2) = Tri(g1) + Tri(g2), (4.1)

para quaisquer polindmios g1, g2 € Zy[z|. Esta propriedade sera responsavel pela

linearidade que procuramos.

Seja g € Z,[z] um fator de grau d do polinémio f. Procuraremos agora
condigbes sobre Tr;(g) que nos digam quando g € Z[z|. Sejam xy,Zo,..., x4 as
raizes de g no fecho algébrico de Z,. Assim, g = [[°_,(z — 2;). Expandindo esse

produto, podemos escrever
g=2"+ Eiz* .+ Ega, (4.2)

onde E; = (—1)'E; e E; é 0 i-ésimo polindomio simétrico nas “variaveis” 1, Ta, . . . , 24,

isto é

d
E1:Z$i2$1+$2+---+xd
=1

7
E2 = E Tl

1<i<j<d

L = > Tjy Ty *++ T

1<51<g2<+<ji<d

E;=x129-- 24

Assim, o fator g € Z,[x] é um fator racional de f, isto ¢, g € Z[z] se, e somente se,

E;, €7, 1 <1i<d. Denote por

H:H(xl,xg,...,xd)::ci+x§+-~~+xi,
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e note que 7Tr;(g) = P;. Usando as identidades de Newton
i1 i—1
R = —ZFZ — Z PkEsz (& ZEl = —Pi — ZPkEsz (43)
k=1 k=1
é possivel mostrar que

Q[ElaE27"‘?Ed]:@[‘PluPQu"')Pd]? (44)

considerando E;, P;, 1 < ¢ < d, como polin6mios nas variaveis xq,Zs,...,Tq €
Q[E1, Es, ..., Ey], Q[P1, Py, ..., P;] como Q-algebras geradas por Fi, Es, ..., Ey e
P, P, ..., P, respectivamente. Para mais detalhes sobre as Identidades de Newton

e uma demonstragao de (4.4), veja [12], Capitulo 7.

Temos, portanto, o seguinte lema.

Lema 4.2. Um polinémio monico g € Z,[z], de grau d, tem coeficientes racionais,

isto €, g € Q[z], se, e somente se, Tri(g) € Q, 1 <i <d.

Demonstragio. De fato, vimos que g = 2% + Byt + -+ + B2 Assim, g € Q[x]
se, e somente se, cada E; é um numero racional. Pela equacdo (4.4), segue-se que
cada E; é gerado, como polindémio nas variaveis x1, xs, ..., x4 € com coeficientes em
Q, por P, Py, ..., P;. Assim, E; € QQ se, e somente se P, € QQ, ou seja, se, e somente

se Tri(g) € Q, 1 <1 <d. O

Defina o vetor

Tri(g)

Try 4(g) = TT%(Q)

Tra(g)

Em vista do Lema anterior, temos o seguinte resultado.

Lema 4.3. Seja f € Z[x] um polinémio monico e de graun. Seja d = [n/2]. Entdo

para qualquer fator monico g € Zylx] de f, sao equivalentes
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i) g € Zlz]
i) Tri.q(g) € 24

i) Try.q(g) € QY.

Demonstragio. B claro que i) = ii) = iii).

Suponha ii7). Vamos mostrar que i) vale. Se deg(g) < d, entao g € Q|x]
pelo Lema 4.2. Assim, temos que g € Q[x] é um fator de f € Z[x], ou seja, existe
h € Q[z] monico tal que f = gh. Sejam a,b € Z os menores inteiros positivos tais

que ag, bh € Z|x]. segue-se que
ab = cont(abf) = cont(abgh) = cont(ag).cont(bh) =1 x 1 =1,

onde cont(p(z)) é o contetido do polinémio p(z), ou seja, o fator comum dos coefici-
entes de p(z) € Z[z|. Ora, ab =1 implica que a =b=1ou a =b= —1. Em ambos

0s casos, g € Z[x].

Por outro lado, se deg(g) > d, defina h = f/g. Assim deg(h) < d. Além
disso, como f € Z[x], segue-se que Try q4(f) € Z% e, por hipotese, Try_4(g) € Q2.
Assim, Try_g(h) = Tri1 q(f) — Tri.4(g) € QL Podemos, portanto, aplicar o mesmo
raciocinio anterior e concluir que h € Z[z]. Utilizando um raciocinio analogo ao

acima, podemos concluir que g € Z|x]. ]

Temos assim uma condi¢ao necessaria e suficiente para decidir se o fator
g € Z,|x] é um fator com coeficientes inteiros ou nao. A seguir, iremos enfraque-
cer estas condi¢oes, multiplicando o vetor Ty _4(g) por uma matriz com entradas

inteiras. Seja A € Z**? uma matriz com entradas inteiras. Defina

Tri(g)

Tulg) = A-Try alg) = A- TT’Q'(Q)

Tra(g)
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Lema 4.4. Seja g € Zy[zx] um fator monico de f € Z[x]. Entao
g € Zlz] = Ta(g) € Z°.

Além disso, se a matriz A € tal que o espaco linha de A sobre Q contém os primeiros

d = |n/2] vetores da base candnica, entdo a reciproca também vale.

Demonstracio. Se g € Z[z], entdo Try 4(g) € Z pelo Lema 4.3. Logo, Ta(g) =
A-Try 4(g) é o produto de uma matriz de inteiros por um vetor de inteiros, ou seja,

TA(g) e 7Z°.

Reciprocamente, suponha que o espaco linha da matriz A contém os
d = |n/2] primeiros vetores da base canonica. Seja e;, 1 < i < d um desses vetores.

segue-se que existem oy, as, ..., as € Q tais que

XS:OZZ'CLZ' = €4, (45)
=1

onde a; é a i-ésima linha da matriz A. Além disso,

Tri(9)

Try(g)

Talg) €Z° = A-Try q(g) = A- €2 =a;-Trq4(9g) € 2,1 <i<s.

Trq(g)
(4.6)

Multiplicando (4.5) por T'ry _4(g) obtemos, do lado direito, Tr;(g). O
lado esquerdo resulta em um niimero que, por (4.6), esta em Q. Assim, T'r1(g), Tr2(g),

.., Trg(g) € Q, ou seja, Try q4(g) € Q. Logo, pelo Lema 4.3, segue-se que
g € Zlx] O

Seja S um subconjunto dos fatores p-adicos de f e seja g € Z,[x] defi-
nido por g = Hfies fi- Devido & propriedade aditiva do trago, segue-se que

Tal9) = 3 Ta(f).

fies
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Portanto, uma condicao necessaria para que ¢ seja um fator racional de f é que a
soma dos T4(f:), fi € S, tenha entradas inteiras. Além disso, se a matriz A satisfaz

a condicao do Lema 4.4, entao esta condi¢ao é também suficiente.

Porém, como podemos decidir isso se, na pratica, apenas podemos cal-

cular aproximagoes dos fatores f;, i =1,2,... k?
4.2.2 Aproximando Fatores p-adicos

Computacionalmente, podemos calcular apenas aproximacoes dos fato-
res f; € Z,[x] moédulo p*, para a € N. Estas aproximagoes, C*(f;), sdo chamadas de
fatores modulares de f. Por exemplo, para f € Z[z]|, podemos ver uma fatoragao de
f mod p como uma aproximacao de ordem 1 da fatoragao f = fifs... fr em Z,[x].
Utilizando o Levantamento de Hensel, podemos calcular uma fatoracao modulo p?,
para a € N. Da mesma forma, podemos ver esta fatoragdo como uma aproximagao

de ordem a da fatoragdo f = fifo... fr em Z,[x].

Todo inteiro p-adico pode ser representado por poténcias positivas em
p, cujos coeficientes sao inteiros nao negativos menores do que p. Assim, 0 mesmo
acontece com as entradas de T4 (g) € Z,,. Portanto, se quisermos escrever um algo-

ritmo que utilize esses vetores, precisamos tornar essas séries finitas.

Definicao 4.5. Seja c € Z, um nimero p-ddico e a € Z um inteiro positivo. Defina

o resto simétrico C*(c) de ¢ mddulo p* como o dnico inteiro
—p*/2 < C%ec) < p*/2

que € congruente a ¢ mod p®.

Isto é, se

c=ag+aip+ap®+ -+ ap"+ -,
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onde ¢g, 1y, Cpy ... € {0,1,...,p — 1}, entdo para encontrar C%(c), primeiro des-

consideramos todas as poténcias p®, para « > a, obtendo,
ap + ayp + agp® + -+ ag_1p" .

A seguir, como a; < p — 1, segue-se que |ag + a1p + agp* + -+ + a,_1p* | < p

Assim, existe um tnico inteiro C%(c) tal que

p* p*
—— < C° < —
2 (c) < 2

e ¢ = C%c) mod p°.

Dessa forma, podemos tornar o vetor T4(g) finito, aplicando C*( )
em suas entradas, para certo inteiro a. Além disso, se para algum vetor v =
(v1,v2,...,v1) € {0,1}*, o polinomio g = [[*, /7 € Z,[z] ¢ um fator racional
de f, entdo as entradas de T4(g) sdo numeros inteiros e limitados por %pb, para
certo inteiro b. De acordo com (4.2) e (4.3), as entradas de T4(g) contém informa-
¢oes sobre os coeficientes do fator g de f. Como os vetores que estamos procurando
sao vetores de zeros e uns e que nao levam em consideragao qualquer informagcao
sobre os coeficientes dos fatores de f, é inttil ter essa informacao no reticulado. Por

isso, introduzimos a seguinte definicao

Definicao 4.6. Seja c € Z, um nimero p-ddico e sejam a > b > 0 inteiros. Defina

Colc) = C* <ﬂ) .

pb

Ci(c) como

Isto &, para encontrar C'(c), remova as poténcias p' para i > a e i < b.

Apés, divida por p® e considere o resto simétrico médulo p®~°.

Assim, além de transformar qualquer nimero p-adico, que é uma série
infinita em p, em uma expressao finita, Cj tem a funcao de ignorar informagoes sobre

os coeficientes dos fatores de f, desconsiderando a parte inicial da série.
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A seguir veremos quais valores para a e b devemos tomar. Seja B,; uma
cota para o modulo das raizes complexas do polinémio f. Entao, para qualquer

fator racional g de f de grau d* < d, temos

Tri(g)| =y +vs+ - +ygel < |l + ol + - + |ya|' < d*Bl, < dBl,

onde y1, s, ..., yqs sao as raizes de g. Portanto, conhecendo a matriz A, podemos

encontrar cotas para cada uma das entradas do vetor Ta(g) = A -Try1. 4(g).

Seja B; uma cota para a i-ésima entrada de T4(g), para qualquer fator
racional g de f. Assim, dado um subconjunto S dos fatores p-adicos irredutiveis
de f, e g o produto desses fatores, uma condigdo necessaria para que g € Z|x] é
que cada entrada de T4(g) seja menor, em modulo, do que a respectiva cota B;,

calculada acima.

Seja b = (by,bs,...,bs) uma lista de inteiros positivos tais que B; <
%pbi. Definiremos, a seguir, o vetor T4(g), que é responsavel por desconsiderar essa

informacao em T4 (g) sobre os coeficientes do fator g de f.

Definicao 4.7. Seja g € Z,[x] um polindmio monico. Seja r; a i-ésima entrada
do vetor Ta(g) e sejam (b1, by, ..., bs) como acima. Seja T; o resto simétrico de r;
mddulo p*, ou seja, T; = C%(r;). Assim, r; —7; € divisivel por p¥. Defina o vetor

T4%(g9) = (u1,us, ..., us), onde
T —T;

pbi

(4.7)

A seguir apresentaremos uma série de propriedades do vetor T4.

Lema 4.8. Seja g € Z,[x] um fator moénico de f € Z[x]. Entao
g€ Zfs) = T(g) = 0.

Além disso, se A satisfaz a condicao do Lema 4.4, entao a reciproca também vale.
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Demonstra¢ao. Se g € Z[x] é um fator racional de f, entdo a i-ésima entrada de
Ta(g) ¢ limitada por B; < 1p”. Assim, r; = T; e portanto, a i-ésima entrada de T (g)
é zero. Ou seja, T4(g) = 0. Reciprocamente, suponha que A satisfaca a condigdo
do Lema 4.4 e que T(g) = 0. Afirmamos que as entradas de T4(g) sdo niimeros
inteiros. De fato, a i-ésima entrada de Tg(g) ¢é zero se, e somente se, u; = 0, ou seja,
se e somente se (r; —7;)/p® = 0. Assim, r; = 7;. Como 7; é um inteiro, segue-se que

r; também o é. Ou seja, T4(g) € Z°. Ora, pelo Lema 4.4, segue-se que g € Z[z]. [

A principal diferenga entre T4(g) e T5(g) é a seguinte. Enquanto T4(g)
nos fornece informagoes parciais (ou completas, caso A satisfaga a condi¢do do Lema
4.4) sobre os coeficientes do fator g de f, parte dessa informacao é descartada na
definigao de T4(g), pois tudo que ¢ menor do que B; é arredondado para zero. Por

causa disso,
Th(f1f2) # Ta(f1) + Th(f2),

ou seja, desconsiderando essa informacao, deixamos de ter a linearidade de T%.
Porém, ainda conseguiremos igualdade introduzindo um erro €, como veremos no

lema abaixo.

Lema 4.9. Seja S € {fi1, fa, ..., fx} um subconjunto do conjunto dos fatores p-
ddicos de [ € Z|x] e seja g € Zy[z] o produto deles. Entdio

Ti(g) =c+ ) Ti(f),

fies

onde € = (61,62,...,63)T€ZS e ’ €; ‘S %

Demonstracao. Antes de demonstrar o caso geral, vamos supor que g = f; fo. Entao
Ta(g) = Ta(f1) + Ta(f2). Considere a i-ésima entrada desses vetores e denote-as,
respectivamente, por r,, 7y € r7,. Assim, a i-ésima entrada dessa equacao vetorial
fica

Tg:Tf1+Tf2. (48)
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Vamos agora chegar na i-ésima entrada do vetor T4(g), dada por (4.7). Divida toda
a equacao (4.8) por p*. Apos, some e subtraia 7, /p” para cada uma das parcelas

de (4.8). Temos, portanto

Tg—Tg  Tg _TH—Th EJF%—MJFE
b; b b; b; b; b;
p p p p p p

Tx— T*

Note que as parcelas sdo as i-ésimas entradas de T%(x), ou seja, o erro, neste

caso, ¢é

T Tp [ Th
pbi - pbi o phi

€ = —

No caso geral, seja S C {fl,fg,...,fk} e g = [l}eg fi- Neste caso, o

(uma para cada elemento de S mais

uma para o polindémio g). Além disso, note que

_ b
Tx p’i /2

Ty
pli

DN | —

S|+1
2

Assim, o valor absoluto do erro ¢; nao ultrapassa , caso p # 2. Além disso,

como todos os T, sao inteiros, ¢; € Q.

Por outro lado, ¢; ¢ a diferenca das i-ésimas entradas de T4(g) e T%(g),
ou seja, ¢ um inteiro p-adico. Logo, €; € Z, N Q e o tnico denominador possivel é

uma poténcia de p. Segundo [20], Proposigao 3.3.4, segue-se que
Z,NQ={a/beQ : p{b}.

Ora, a Unica maneira de €; pertencer a esta intersecao é sendo um inteiro, ou seja,

|S|+1
< 2

. o S
€; € Z. Como ¢; é um inteiro e |¢;| , segue-se que |¢;| < %

Ffi

Se p = 2, podemos ter o < 1/2 porém, |e;| = ‘S|2H

nao ocorre. Caso

T

contréario, deveriamos ter 5= 1/2 para todos os f; € S e g. Logo

Z \sz

fleS

18l

‘Tg‘ 1
g -
= | | —5=7
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Lema 4.10. Seja S C {fi, fa,..., fr} um subconjunto do conjunto de fatores p-
ddicos de [ € Zlx] e seja g € Zy[z] o produto deles. Se g € Z[x], entdo

e+ > Ti(f;) =0 (4.9)

para algum vetor € € Z° com entradas limitadas, em valor absoluto, por |S|/2. Além

disso, se A satisfaz a condi¢cao do Lema 4.4, entdo a reciproca também vale.

Demonstragio. Se g € Z[x], entdo T(g) = 0 pelo Lema 4.8. Pelo Lema 4.9, segue

a equagao acima.

Reciprocamente, suponha que a equacao acima seja valida e que a ma-
triz A satisfaca a condicao do Lema 4.4. Pelo Lema 4.9, existe ¢ € Z* tal que
Th(g) = € + Y T4(f).
fies
Logo, Ti(g) = ¢ — € € Z°. Seja u; a i-ésima entrada de T4(g). Por definigao,
u; = ”p;b?, onde 7; é a i-ésima entrada de T4(g). Assim, para cada i, existe um

inteiro n; € Z tal que

b T

ou ainda, r; = T; + n;p” € Z. Logo, segue também que Th(g) = A-Try 4(g) € Z°.
Como A € Z**?, segue-se que Try 4(g) € Q¢ e, pelo Lema 4.3, segue-se que g €
Zx). O

Iremos agora tratar da finitude das expressdes dos ntimeros p-adicos.
Escolha inteiros a;, 1 < i < s, tais que a; > b;. Seja ¢;; a i-ésima entrada de T4(f;)

e ¢j; a i-ésima entrada de T%(f;). Defina
¢ji = Cypl(T53) = CH70(¢y,) (4.10)
e seja C; € Z° definido como

Cj = (¢j1,¢2y- -+ Cjs) (4.11)
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Em outras palavras, a i-ésima entrada de C; é uma aproximagao da i-ésima entrada
de T4(f;), com precisio a; — b;. Assim, para podermos calcular o vetor T5(f;),

precisamos levantar uma fatoracao de f mod p até p*, onde a > a;, 1 <i <'s.

Vamos agora reformular o Lema 4.10. Sejam ey, es, ..., e; a base cano-

nica de Z°.

Teorema 4.11 (The Factorization Knapsack Problem). Seja f € Z[z] um polino-
mio monico e livre de quadrados e sejam f1, fo, ..., fx seus fatores p-ddicos irre-
dutiveis. Seja A € Z°*% uma matriz s x d com entradas inteiras. Para todo
S CAfi, fay---, [r}, se o produto g dos elementos de S é um fator racional de

f, entao
S

k
Z <€i + fyl,paifbi> €; + Z UZ'CZ' = 0, (412)
=1

i=1

para inteiros €;,7y; com valores absolutos no mdzimo |S|/2. Além disso, a; e b; sao

escolhidos conforme descrito desta segao e

1, se f;e s
v =
0, em caso contrdrio.

Além disso, se A satisfaz a condicao do Lema 4.4, entao a reciproca também é

verdadeira, para a; suficientemente grande.

Demonstracao. Pelo Lema 4.10, existe ¢ € Z° tal que
e+ Y Th(f;) =0
fies
A i-ésima entrada dessa equacao vetorial é dada por €; + ZfleS<bel(fl))i = 0. Ora,
a i-ésima entrada de T4(f;) é ¢;;. Assim
&+ Y G;=0. (4.13)
fies

Pela definigdo, ¢;; = C%~%(¢;,;) = ¢;; — 7ip™ ", para certo ¥; € Z,. Ou seja,

Cji = Cji + A", i € Ly (4.14)
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Substituindo (4.14) em (4.13), temos

€ + Z(Cu + ’N}/ipaiibi) = 0.
fies

Note que, como €;, ¢;; € Z, segue-se que 7; € Z,1 < i < s. Removendo do somatoério

o segundo termo (que ndo depende de [), temos

€ + ‘S’:}/ipaiibi + Z Cli = 0
fies

Denote por 7; o ntimero |S|%;. Pela defini¢ao de v;, podemos escrever

k
(e +7p™ %) + szcl,z’ =0, 1<i<s.
I=1

Ou ainda, em notacao matricial,

S

Z(Eﬁ'% eﬁ—z (Zvlcll) e; = 0.

i=1

Mudando a ordem dos somatorios, obtemos

S

Z(ez + 7P e + Z (vl Z Cl,iei) =0

i=1 =1

Ora, Y7 ¢ e; ¢ o vetor Cj. Assim, obtemos

S

Z(Ez—{_’% ez"—zvlcl = 0.

i=1

Reciprocamente, para a; suficientemente grande, entao a equagao (4.12)
converge, na norma p-adica, para a equagao (4.9). Como A satisfaz a condigdo do

Lema 4.4, segue, pelo Lema 4.10, que g é um fator racional de f.
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Note que as incognitas na equagao (4.12) sdo os nimeros €;,7y;, 1 <i <

s, ev;, 1 <j <k Assim, se A satisfaz a condi¢cao do Lema 4.4 e

SOZ:(717"'7’)/87617"‘7687”17"'7Uk> (415)

é uma solucao da equagao (4.12), entao o polinémio dado por

é um fator racional de f.

Veremos, na proxima se¢ao, como poderemos utilizar essa equacao para

encontrar esse vetor v = (v, Vg, ..., V), que fornece um fator racional para f.

4.3 Criando o Reticulado

Seja f € Z[z] e sejam f1, fa, ..., fr os fatores irredutiveis p-adicos de
f. Seja W o conjunto de todos os vetores v = (vq,vs,...,v;) € {0,1}* tais que o

polinémio g,, definido por g, = [[-, £

i1 [7, esta definido sobre Z[z], ou seja,

W= {v=(vi,vs,...,00) €{0,1}" : g, =[] £ € Z[]}. (4.16)

i=1
Assim, W é o conjunto dos vetores que representam todos os fatores de
f em Z|z|. Note que, se g1, g, . .., g, sa0 os fatores irredutiveis de f em Z[z], entdo

0s vetores w1, wy, ..., w, € {0,1}*, tais que w; = (w1, wia, - . ., wix) €

k
— Wij
gi = H fj )
i=1

formam uma base para W. De fato, se um fator g de f é dado por, digamos, g;g;,
entao o vetor de 0’s e 1’s correspondente desse fator ¢ dado pela soma dos vetores

w; e w; acima. Além disso, a matriz composta por esses vetores estd na forma
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escalonada reduzida. Como as entradas dos vetores wi, ws,...,w, sao 0’s e 1’s e
se a entrada 7 de um vetor w; é um, entao as j-ésimas entradas de todos os outros
vetores sao 0. Dessa forma, podemos reordenar as linhas na matriz para obter uma

matriz em sua forma escalonada reduzida.

Vejamos um exemplo. Seja f € Z[x] e suponha que f = fifofsfsfs em

Zy|x] e que os fatores irredutiveis de f em Z[x] sejam dados por

g1 = f1fsf1, ga=J2 € g3 = [s.

Entao os vetores wy, w9 € ws sao dados por
wy = (1,0,1,1,0), wy =(0,1,0,0,0) e w3 =(0,0,0,0,1),

e a matriz formada por esses vetores é

1 0110
01000,
000O0T1

que esta na forma escalonada reduzida.

Defina

k
B={v=(v,ve,...,05) €W : g, = Hff é irredutivel em Z[z]}.

i=1
Dessa forma, B é o conjunto dos vetores que representam todos os fatores irredutiveis
de f em Z[z]. Note que, devido ao fato de Z[x] ser um dominio de fatoragio tnica,

os vetores de W sao somas dos vetores de B.

Usaremos as seguintes notagoes: Se £ C Z"™ é um reticulado, entao
B, denotard uma base para L£. Além disso, a matriz cujas linhas sao os vetores
dessa base serd denotada por (Bg) e a forma escalonada reduzida dessa matriz seré

denotada por fer(B,).



107

Assim, encontrando uma base By, para W, também teremos uma base
para B. De fato, como a forma escalonada reduzida é tnica, segue-se que fer(By)

¢ a matriz cujos vetores sao uma base para B.

Lema 4.12. Seja W o reticulado gerado pelo conjunto de vetores (4.16). Seja L C
Z™ um reticulado tal que W C L C Z". Seja R = fer(Bg). Entio W = L se, e

somente se, as sequintes condicoes valem:

i) Cada coluna de R contém exatamente um 1. Todas as demais entradas

sao 0.

ii) Se (v1,vs,...,v;) € uma linha de R, entao Hle fit e Zlz.

Demonstra¢ao. Se W = L, entao o espago gerado pelas linhas de (By) e (Bg) é
o mesmo. Pela unicidade da forma escalonada reduzida, segue-se que fer(By) =
fer(Bz) = R. Ora, fer(By) ¢ formada pelos vetores w; definidos acima. Assim,
cada coluna de R contém precisamente um 1 e todas as outras entradas sao zero.
Além disso, como cada linha de R é um vetor w;, o item i) segue da defini¢do de

Ww;.

Por outro lado, suponha que ) e i) sejam verdadeiras. Como W C L,
segue-se que wy, W, . .., w, devem ser combinacoes lineares das linhas de R. Lembre
que os vetores w; representam os fatores irredutiveis de f em Z[z]|. Assim, dizer que
w; € uma combinagao das linhas de R (que também representam fatores de f em
Z[z] por ii)) significa dizer que g; pode ser escrito como um produto desses fatores.
Ora, como g; é irredutivel em Z[z], segue-se que as linhas de R devem ser os proprios

vetores w;. Assim, W = L. O

Assim, encontrando uma base para W, podemos calcular todos os fato-
res racionais de f € Z[x]. A ideia para encontrar essa base ¢ a seguinte. Inicialmente,

tomamos £ = ZF. Assim, W C L. Se W # L, a ideia é construir um reticulado
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L tal que W C L' C L e usar o Lema 4.12 para verificar se W = L. Se W # L/,
substituimos £ por £’ e repetimos o processo, até obtermos W = L. Uma vez feito

isso, temos uma base para W e, consequentemente, uma base para B.

A préxima secao mostra como podemos calcular esse novo reticulado
L’. Antes disso, iremos mostrar um resultado simples mas importante que ajudaré
a entender o algoritmo. O algoritmo de van Hoeij estd baseado em duas ideias

fundamentais:

i) Criar um reticulado que contenha todas as solu¢oes da equacao (4.12).
E que as solugoes tenham algo de “diferente” dos vetores que nao sao

uma solugao de (4.12).

Como ja falamos anteriormente, cada solu¢ao da equagao (4.12) nos
fornece um fator irredutivel de f em Z[z]. Além disso, os vetores que representam
uma solucao terao sua norma limitada por uma certa constante M, como veremos

na proxima segao.

ii) Encontrar um modo de separar os vetores que sao solugao da equacido

(4.12) daqueles que nao sao.

Quanto ao segundo item, temos o seguinte resultado.

Lema 4.13. Seja L C Z" um reticulado e v € L tal que ||v|]| < M, para al-
guma constante M. Sejam by, bo,..., b, uma base para L e b7, b, ... 0! a base
calculada pelo processo de ortogonaliza¢io de Gram-Schmidt. Se ||bf|| > M entao

v e Spcmz{bl, bg, e ,bn_l}.

Demonstragao. Como v € L e by, b5, ..., b5 também geram L (porém sobre R),

existem aq, s, ..., a, € R tais que

n
v = E a;b;.
i=1
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Seja I o maior inteiro tal que a; # 0. Se I < n, como Spanz{bj, b5, ..., b5} =

Spang{by,ba,...,br} (ver teorema 3.7-ii)) segue-se que v € Spanz{by,ba, ..., b, 1}

Suponha, por absurdo, que I = n. Aplicando o mesmo raciocinio em-

pregado na Proposi¢ao 3.3.1, temos que «,, € Z. Assim
[oll = [Janbi + a2y + -+ - + anby || = [ea|[[07 ]| + [e[[[b3]| + - - - + |aw 167 ]| = [anl[[7]],

devido a ortogonalidade dos vetores bf. Como «, # 0, por hipotese, e o, € Z,
segue-se que

[oll = fem[l[o ] = M1 > M.

Ou seja, ||v|| > M, uma contradi¢do. Assim, a,, = 0 e v € Spanz{bj, b5, ... b5 _,}.

Novamente pela propriedade ii) do teorema 3.7, segue-se que
v € Spang{by,ba, ..., by_1}.

]

De uma forma geral, pode-se provar que se £L C R"™ é um reticulado
gerado por by, by, ..., b, eexiste 1 < k* < ntal que ||b;]| > M, para todo k* < k < n,

entao para todo v € L é tal que ||v| < M, temos v € Spanz{by,ba, ..., bg_1}.

Assim, se encontrarmos uma constante M tal que toda solugao da equa-
¢ao (4.12) é limitada por M, entdo isto nos permitird encontrar reticulados menores

que ainda contenham todas as solucgoes da equagdo (4.12).

4.4 O Algoritmo de van Hoeij

Escolha uma matriz A € Z**? e inteiros a;,b;, 1 < i < s, tais que

a; > b; > log,(2B;),
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onde B; é uma cota para a i-ésima entrada de T4(g), para qualquer fator racional
g de f. Considere £ = Z*. Assim, W C L. Se W # L, mostraremos, nesta secao,

como calcular um reticulado £’ tal que W C £’ C L.

Para fazer isso, iremos construir um reticulado maior A, cuja projecao
nas k primeiras coordenadas seja uma base para L. Sejam e, es,...,e, a base
canodnica para Z°. O vetor nulo (0,0,...,0) € ZF serd denotado por 0¥ € ZF e a
notagao (v,w) € Z*** representa a concatenacgao dos vetores v € ZF e w € Z°. O

reticulado A C Z** é definido pela base By = Bc U B+, onde
By = {(0F p~tie;) - 1<i<s} e Be={(Cv,om) : ve& B}, (4.17)

onde C é uma constante definida a seguir e m é uma matriz definida por

G €11 C2 ... Cisg
Cy C21 C22 ... Cgg

m = = , (4.18)
Cr Ck1 Ck2 ... Cgs

onde C; é o vetor linha definido em (4.11).

Inicialmente, quando £ = Z*, a base B, de A é dada pela matriz

c 0 ... 0 C11 Cis
0 C 0 Co1 Cog
(BA): 0O 0 ... C Ck1 Cks
0 0 ... 0 pubr . 0
00 ... 0 0 .. potb

O niimero [ de elementos de By ¢ igual a s adicionado do nimero de

k2
M =[/C%k+ s, (4.19)

elementos de B,. Seja



111

onde C' é um inteiro positivo escolhido de tal forma que C?k ~ sK?/4. Lembre que

uma solug¢ao da equagao (4.12) é um vetor Sol da forma (4.15). Defina o vetor
Vsol = (CUl, CU?) EIR) Cvk’a —€1, —€2,..., —63), (420)

para toda solugdo Sol de (4.12). Note que ndo usamos as variaveis v;, 1 < i < s.

Note também que vgy € A, para cada solu¢ao Sol de (4.12), pois temos

Vsl = (V1,V2, - -5 Uks Y15 Y25 - - -, Vs ) (Ba)-

Isto quer dizer que vg,; € uma combinacao das linhas da matriz (B, ), com coeficientes

U1, V2, - oy Uy V1, V2, - - -5 Vs Além disso, note que
HvSolHQ = (C’Ul)Q + (CUQ)2 + -+ (C’Uk)z + 6% -+ Eg + 4+ 63

Lembre que v; é zero ou um e que o namero de v;’s nao nulos é |S| < k, onde
S={fi : vi=1,1<i<k}. Além disso, |¢] < [S]/2. Assim, temos

< s ﬁ<C2l~c k—Q—MQ 4.21
lusall® < C?|S| + s < C%k + 57 = M, (4.21)

e portanto, todo vetor vg, em A correspondendo a uma solugao Sol de (4.12) possui

norma limitada por M.

Podemos usar o algoritmo de reducao de base para encontrar uma base
reduzida Vi, Vs, ..., V; para A. Sejam Vi*, V5, ..., V" a base calculada pelo processo
de Gram-Schmidt. Seja r < [ o menor inteiro tal que ||V*|| > M, para todor < i <.
Defina A’ como o reticulado gerado pelos vetores {V; : i < r} e defina £ como a

projecao de %A’ nas primeiras k coordenadas.
Lema 4.14. O reticulado L' definido acima € tal que W C L' C L.
Demonstracao. Como A’ é definido com apenas alguns vetores da base de A, segue-se

que £ C L. Além disso, segundo o Lema 4.13, se ||V;*|| > M, para todo k > r, entdo

todos os vetores com norma menor ou igual & M estdo em A’ = Spanz{V; : i <r}.
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Ou seja, se Sol ¢ uma solugao de (4.12) e vg, 0 vetor em A associado a essa solu¢ao,
entao ||vgy|| < M e portanto, vs, € A'. Assim, se as entradas vy, v, ..., v de Sol
correspondem ao fator irredutivel g = [[_, 7 de f em Z[z], entdo (vy, vy, ..., vz) €
dado por 1/C vezes a projegao de vg nas k primeiras coordenadas. Como vg, € A/,

segue-se que (v1,vq,...,v) € L. Ou seja, W C L. ]
Se r < dim(L), entao o algoritmo progride, pois
dim(L') <r < dim(L).

O célculo de uma base reduzida para A é necessario pois, sem ele, certamente teria-

mos r > dim(L). Todas essas ideias podem ser reunidas no seguinte algoritmo.

Algoritmo 4.15. ’ Algoritmo de van Hoeij‘

Entrada: Um polinomio monico e livre de quadrados f € Z[z| de grau n.

Saida: A fatoracao de f em fatores irredutiveis.

1 Calcule uma fatoracao para f mod p e denote seus fatores por

flaf?v"'afk
2 a +— ’—logp(Q” vn+1- ||f||oo)-‘

3 Utilize o Levantamento de Hensel para obter uma fatoracao de

f mod p*. Denote seus fatores por fl(a), féa), e ,f,ga)
4 Seja By, = {e1,ea,...,e,} a base candnica para ZF

5 Escolha uma matriz A € Z°%?, para certo inteiro s > 1 e d = |n/2]
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10

11

12

13a

13b

14

15

Calcule uma cota B; para a i-ésima entrada de T4(g), para todo

fator racional ¢ de f

Escolha inteiros a > a; > b; > log,(2B;), 1 <i <'s

Calcule a base para A dada por (4.17)

Utilize o algoritmo de Reducao de Base para encontrar uma base
reduzida vy, vg,...,v; para A

Calcule uma base ortogonal v}, v3,..., v/ para vq,vs,...,v;, utili-

zando o processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt

Seja M = /C?%k + s% e seja r o menor inteiro tal que ||vf|| > M,

para todo ¢ > r

Defina A" = Spang(vy,ve,...,v,.) e L é gerado pela projecao dos

vetores de %A' nas k primeiras coordenadas

Seja R = fer(Bg/). Verifique se R satisfaz a condicao i) do Lema
4.12.

Para cada linha [; = (I;,,1;,,...,1;,) de R, 1 < j < r, verifique se
I,
o polinémio g;, definido por g; = Hle (fi(“)> " mods p%, ¢ um divisor

de f em Z[x]

Caso ambos os passos 13a e 13b sejam satisfeitos, entao f =

9192 -+ - g, é a fatoracao de f em Z[z]| em fatores irredutiveis

retorna g, g2, ..., gr.

E possivel demonstrar que este algoritmo termina. Para uma demons-

tracao deste fato, veja [22]. Para uma demonstracdo sobre a complexidade do algo-

ritmo, veja [4].




114

O primo p é escolhido tal que f mod p é livre de quadrados. Também é
possivel escolher p de forma a reduzir o nimero de fatores de f mod p. A constante
a do passo 2 é a cota de Mignotte do Teorema 3.3. Caso a dimensao r do novo
reticulado £, calculado no passo 12, nao seja menor do que a dimensao de L, entao
podemos usar valores maiores para a diferenca a; — b;. Caso o passo 13a ou 13b nao

se verifique, é preciso utilizar uma nova matriz A no passo 5.

Existem varias estratégias para a escolha da matriz A no passo 5. Uma
delas é escolher d = s, para algum s > 1, e tomar A como a matriz identidade
s x s. Uma segunda estratégia é utilizar uma matriz cujas entradas sao inteiros
aleatorios. Na segunda estratégia, varios Tr;’s sao combinados numa tnica entrada
de T4(g), fazendo com que o reticulado tenha mais informagao sobre os fatores de
f. Se tomamos um inteiro pequeno s > 1 e d = [n/2] e tomamos uma matriz A
s x d com entradas aleatorias, entao é bastante provavel que a condi¢cao do Lema 4.4
seja satisfeita. A vantagem desta segunda estratégia é que o namero de linhas (ou
o valor de s) que é necesséario para se encontrar uma fatoracdo de f é menor pois

varios T'r;’s foram combinados em uma tnica linha de A.

A diferenca a; — b; também influencia no resultado final e no tempo
de execucao do algoritmo, sendo que quanto maior essa diferenca, maior é o tempo

necessario para o calculo da Base Reduzida de A.

Assim, é possivel ver que precisamos ajustar varios detalhes para ter
um balanco entre garantia de um resultado e baixo tempo computacional. Para uma
discussao sobre a relacao entre o niimero de T'r;’s utilizados e o niimero de calculos
de uma base reduzida, veja [23]. Para a versdo melhor ajustada do algoritmo de van

Hoeij, veja [5].

Vejamos um exemplo.
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Exemplo 4.16. Considere o polinémio f = z*+ 23+ 222 +x+1 € Z[z]. O primeiro
p tal que f mod p € livre de quadrados é p = 5. Uma fatoracdo para f mod 5 € dada

por
fmod5=(x+3)(z+2)(2* +x+1).
Denote por fi, fo, f3 0s fatores p-ddicos de f e fl(l) =x+3, f2(1) =r+2e fg(l) =

22 + x4+ 1 uma aprozimacao de grau 1 desses fatores. A constante a, do passo 2, é

dada por
a= {1ogp(z4 VI Hf”ooﬂ — 32.

Realizando o levantamento de Hensel, obtemos os fatores
(@) — ¢ 4 8032510391590452844818, 1 = z + 15250553973796510045807 e

féa):x2+:r—|—1.

A matriz que escolhemos aqui € a matriz identidade d X d, onde d =
k = 3. Passamos agora a calcular cotas para as entradas de Ta(g), para todo
fator racional g de f. Como A é a matriz identidade, Ta(g) = Tr1.4(g). Como
deduzido anteriormente, se B, € uma cota para as raizes complexas de f, entao
dB!, é uma cota para a i-ésima entrada de Ty q4(g). Aqui, utilizamos uma cota
baseada no Teorema de Rouché. Essa cota é dada por B,y = 1+ || f|leo. Assim, as

cotas B;’s sao dadas por
Bi=3-(1+2'=9, By=3-(1+2)*=27¢ By=3-(1+2)°=381.

O proximo passo € escolher os valores de a; e b;, 1 < 1 < s. Sabemos que esses
valores devem satisfazer

a>a; >b; > logp(QBZ-).

Aqui, tomamos a; =as =az3=a—1 eb; = ﬂogp(Q . B,ﬂ + 1. Assim,

a1:a2:a3:31 € b1:37 b2:4 (& b3:5
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O prozimo passo € calcular uma base para o reticulado A. Para fazer isso, precisamos
calcular a matriz m dada em (4.18). De acordo com (4.10) e (4.11), para calcular
essa matriz precisamos calcular C%7%(¢;,), onde ¢;; € a i-ésima entrada de T5(f;).
Como o trago depende dos coeficientes de f;, que nao sabemos quem sao, e como
iremos trabalhar com as aprozimacoes TS(f;), podemos utilizar fi(a) no lugar de f;.
Assim, utilizando as identidades de Newton, podemos calcular os vetores Trlnd(f;a)h

1 < j < k. Esses vetores sao dados por'

8032510392 - 102!
Tria(f) = | 6.452122319 - 10%
5182673958 - 1065

1525055397 - 1022
Tria(f™) = | 2.325793965 - 104
3546964640 - 105

A sequir, caleulamos os vetores TY(f\), Th(f\”) e TY(f\™). Esses

vetores sao dados por

-9 9 0
A =1 o |, TUAY) = 0 eTh(A) = | o
1160 —1160 0

Note que Tz(féa)) € o vetor nulo. De acordo com o Lema 4.8, jd sabemos que o fator

fs=a®>+x+1 éum fator de f em Zlx]. Porém, continuaremos com o algoritmo.

L Esses niimeros foram escritos em notacdo cientifica para melhor visualizacdo.
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Calculados os vetores Tj(f;a)), podemos montar a matriz m, que € dada

por
-9 0 1160
m = 9 0 -1160

0 0 0

A sequir, calculamos uma base para A. A matriz cujas linhas sdo os vetores dessa

base € dada por

2 00 -9 0 1160
0 2 0 9 0 —1160
0 0 2 0 0 0
(Ba) =
0 0 0 3.725290298 - 10*? 0 0
0 0 0 0 7.450580597 - 1018 0
000 0 0 1.490116119 - 10'®

O préximo passo € calcular uma base reduzida para A. Fssa base € dada pelos vetores
(0,0,2,0,0,0),(2,2,0,0,0,0),(2,0,0,-9,0,1160),

(—1.284503630 - 10, 1.284503630 - 10'°,0, 1.156053267 - 10'°, 0,9.190844940 - 10'?),
(4.040013066 - 10'%, —4.040013066- 10, 0, 8.927853895- 107, 0, —3.875657505 - 10'?)

e (0,0,0,0,7.450580597 - 10, 0).

Em sequida, calculamos uma base ortogonal pelo processo de Gram-

Schmidt. Essa base € dada por
(0,0,2,0,0,0),(2,2,0,0,0,0), (1,—1,0,—9,0, 1160),
(—1.284503630 - 10, 1.284503630 - 10, 0, 1.156053267 - 10, 0,9.190844940 - 10*?),

(4.039471408 - 10", —4.039471408 - 10"®, 0, 8.976603129 - 107, 0, 0)

e (0,0,0,0,7.450580597 - 10'%,0).
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O wvalor da constante M, dada pela equacdo (4.19), é = 4,33 € 0s unicos
vetores da base ortogonal cuja norma é menor do que 4,33 sao (0,0,2,0,0,0,0) e
(2,2,0,0,0,0,0). Portanto, o reticulado A" € o reticulado gerado por (0,0,2,0,0,0,0)
e (2,2,0,0,0,0,0) e o reticulado L' é gerado por (0,0,1) e (1,1,0), ou seja, pela

projecao dos vetores de %A’ nas k = 3 primeiras coordenadas.

Passamos agora a verificar as condicoes do Lema 4.12. Neste caso,

110
0 01

R = f@’I"(BL/) =

Claramente vemos que R satisfaz a condig¢ao i) do lema, visto que cada coluna de R
contém apenas um 1 e as demais entradas sao zero. Para verificar a condi¢do ii),
precisamos verificar se os polindmios definidos pelas linhas da matriz R sao fatores

de f. Esses polinomios sao
g1 = fifaf) = (v +8032510391590452844818)(x + 15250553973796510045807) =

z? 4+ 1 mods p°

@ =ffifi =2 +x+1=2>+1+1mods p"

Como ambos polindmios sio fatores de f em Z[x], seque-se que a fatoracdo de f é
dada por
f=@+ D) (2 +2+1).

Como discutido anteriormente, o Algoritmo LLL (se¢do 3.3) nio subs-
tituiu o Algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus (se¢ao 3.2.2), mesmo tendo uma com-
plexidade melhor. Isso se deve ao fato de que, na pratica, o algoritmo LLL utiliza
vetores com entradas de ordem astrondmicas e isso faz com que o calculo da base
reduzida do reticulado seja demorado. Embora as constantes encontradas no exem-

plo acima também sao grandes, o Algoritmo de van Hoeij, por outro lado, utiliza
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vetores diferentes para encontrar os fatores do polinomio f, resolvendo o problema
muito mais rapido. Esse fato fez com que o Algoritmo de van Hoeij substituisse o
Algoritmo de Berlekamp-Zassenhaus (e variagoes), considerado por mais de 40 anos

como o melhor algoritmo para fatoracao de polinomios com coeficientes inteiros.
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5 APLICACAO: GERANDO SUBCORPOS

5.1 Introducao

Neste quinto e tltimo capitulo iremos apresentar uma aplicacao da fa-
toracao de polinomios. E dificil encontrar uma aplicacao direta da fatoracao poli-
nomial. Na maioria dos casos, fatoracao polinomial ¢ usada como uma ferramenta

para se obter algo além dos fatores do polindémio.

A seguir, mostraremos como podemos utilizar a fatoracdo de um po-
lindbmio para encontrar todos os subcorpos de uma extensao finita e separavel. Isto é,
se K é uma extensao finita e separavel de k, queremos encontrar todos os subcorpos

contidos em K e que contém k. Para mais detalhes, veja [24, 25].

5.2 Teorema Principal

Antes de mais nada, comecgaremos recordando alguns conceitos.

Definicao 5.1. Seja k C K uma extensao de corpos e a € K. O polinémio minimal

de a sobre k € definido como o polindomio monico p(x) € klx] com menor grau tal

que p(a) = 0.

Definicao 5.2. Seja K um corpo. Dizemos que um polinomio f € Klx| é separdvel
se [ possui todas as raizes distintas em seu corpo de decomposi¢ao. Caso contrdrio,
f € dito insepardvel. Além disso, um elemento algébrico a € K € dito separdvel se

seu polindmio minimal em K|x] é separdvel.

Definicao 5.3. Seja k C K uma extensao finita de corpos. Dizemos que k C K
€ uma extensao separdvel se todo elemento em K € separdvel sobre k, isto €, se o

polinomio minimal de qualquer elemento em K sobre k € separdvel.
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A maioria das extensoes de corpos vistas em um curso de Matemaética

sao separaveis, como afirma o teorema abaixo.

Teorema 5.4. Seja K um corpo e f € K[x] um polindmio irredutivel. FEntao f
€ separdvel se, e somente se, sua derivada € nao nula. Em particular, se K tem
caracteristica zero, entao todo polindmio irredutivel é separdvel. Por outro lado, se
K tem caracteristica p, entao um polindmio irredutivel € separdvel se, e somente se,

ele nao € um polindmio em xP.

Demonstracao. Para uma demonstracao deste resultado e mais detalhes sobre ex-

tensoes separaveis, veja [14] e [27]. O

Assim, polinémios irredutiveis e inseparaveis sé existem em caracteris-
tica p. O primeiro exemplo de uma extensao finita e nao separavel é dado pelo corpo

das fungoes racionais sobre um corpo de caracteristica p. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 5.5. Seja p um nimero primo e K = F,(u) o corpo das fungdes racionais
em w sobre o corpo finito F,. Seja L = K(a) uma estensio de K, onde o € uma
raiz de ¥ — u em alguma extensao finita de K. O polinomio 2P —u € Klx] é
wrredutivel pelo critério de Fisenstein utilizando o elemento primo u. Assim, 2P — u
€ o polinomio minimal de o sobre K. Vamos mostrar agora que xP — u nao é

separdavel. Como « € uma raiz desse polinémio, seque que o —u = 0, logo
P —u=2P—aof = (zr— ),

visto que K possui caracteristica p. Assim, xP —u nao possui todas as raizes distintas
em seu corpo de decomposicao e €, portanto, um polinémio nao separdvel. Ou seja, o

elemento o nao € separdvel e consequentemente, a extensao K C L nao € separdvel.

Ao longo deste capitulo consideraremos a seguinte situacao: Seja k C K

uma extensao finita e separavel de corpos e fixe « € K um elemento primitivo de
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K sobre k, isto é, K = k(a). Além disso, seja f € k[z] o polindomio minimal de «

sobre k.

Seja f = fife--- [, a fatoragdo de f € k[x] sobre K, onde cada f; €
K|[z] é irredutivel e ménico. Como f é o polinémio minimal de o € K, podemos
supor que f; = x — «. Defina o corpo K; = Klz|/(fi(z)), 1 < i < r. Como
K = k(a), podemos denotar cada elemento de K como g(«), onde g(z) € k[z]

possui grau menor que n = deg(f). Defina a aplicacio
¢i: K = Ki, g(a) = g(x) mod f;
e 0s conjuntos
L; = ker(¢; —id) = {g(a) € K : g(z) = g(a) mod f;}, 1 <i<r, (5.1)

onde id : K — K; é a imersao candnica. Cada L; é um subcorpo de K. Além disso,
como mostra o teorema abaixo, todo subcorpo de K que contém £ é a intersecao de

alguns dos L;’s.

Teorema 5.6. Seja L um corpo tal que k C L C K. Entao
L=()L,
iel

para algum conjunto I C {1,2,... r}.

Demonstracao. Seja fr o polindomio minimal de a sobre L. Como L é uma extensao
de k, o polinomio f;, divide f. Além disso, como f = fifo--- fr em Klx], fr é 0
produto de alguns dos f;’s, ou seja, existe I C {1,2,...,r} tal que fr = [[,.; fi
Vamos mostrar as seguintes igualdades
L={g(a) € K : g(x) = g(a) mod fr} = () L.
iel
Vamos demonstrar a primeira igualdade. Seja g(a) € L. Queremos mostrar que

g(x) = g(@) mod f.
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Defina h(x) = g(x) — g(a) € L]z]. Entao h(a) = 0 e portanto, (x —
a)|h(z) em K[z]. O conjunto dos polinomios p € L[z| tais que p(a)) = 0 é dado por
(fL), visto que fr, éirredutivel. Assim, h(x) € (fL) e, portanto, h(x) = 0 mod f1, ou
seja, g(x) = g(a) mod fr. Por outro lado, suponha que g(a) € {g(a) € K : g(z) =
g(a) mod fr} € K. Assim, g(a) = g(x) mod fr. Além disso, como g(z) € k[z], a
divisao de g(z) por fr produzira coeficientes em L e portanto, g(x) mod f;, € L[x].

Logo, g(a) = g(x) mod fr, € L[x]. Assim,
g(a) € KN L[z].
Como L C K, segue que g(a) € L, e a primeira igualdade esta provada.

A segunda igualdade ¢ verificada pelo Teorema Chinés dos Restos.
Suponha que g(a) € L. Entao g(x) = g(a) mod [ se, e somente se, g(x) =

g(a) mod f;, Vi € I, ou seja, se, e somente se, g(a) € L;, Vi € I. a

Assim, para encontrarmos todos os subcorpos de K que contém k, basta

encontrar os subcorpos L;, 1 <i < r, e realizar todas as intersecoes entre eles.

Definicao 5.7. Os subcorpos Ly, Lo, ..., L, construidos acima sao chamados de
Subcorpos Principais da extensao k C K. Um conjunto S de subcorpos de K que
contém k € um Conjunto Gerador de k C K, se todo subcorpo de K e que contém k

pode ser escrito como uma intersecao de elementos em S.

Na proxima secao apresentamos um algoritmo que realiza essas inter-

secoes.

5.3 O Algoritmo

A seguir apresentaremos um algoritmo para o calculo dos subcorpos

de uma extensao k C K. De acordo com o teorema 5.6, basta calcular todas as
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intersecoes dos subcorpos principais. Estes subcorpos sao encontrados através da

fatoragao do polindomio minimal f € k[z] do elemento o na extensao K.

O algoritmo funciona da seguinte forma: na primeira etapa, calculamos
a intersecao de K com cada um dos L;’s. Como cada L; C K, estas intersecoes sao 0s
proprios subcorpos L;’s. A seguir, para cada 1 <1 < r, calculamos a intersecao de L;
e L;y1. Poderiamos seguir desta maneira até calcular todas as intersecoes possiveis.
Porém, desta forma, estariamos possivelmente calculando intersecoes que ja foram
calculadas em etapas anteriores. Por isso, a cada etapa do algoritmo, verificamos se

o subcorpo ja foi calculado ou nao.

Para fazer esta verificacao, a cada subcorpo L de K e que contém k,
associamos o vetor e = (e, ey,...,¢e,) € {0,1}", tal que e; = 1 se, e somente se,

L C L;. Assim, temos o seguinte algoritmo.

Algoritmo 5.8.

Entrada: Um conjunto gerador S = {Lq, La,..., L.} para k C K.

Saida: Todos os subcorpos de K e que contém k.

1 Seja e = (e1,€ea,...,¢.), onde e, = 1 se L; = K e e; = 0 caso

contrdrio.
2 ListaSubcorpos < {K}.

3 Chame o algoritmo ProzimoSubcorpo(S, K, e, 0).

4 retorna ListaSubcorpos.

O algoritmo ProximoSubcorpo nao retorna valor algum. Sua finalidade
¢ adicionar novos subcorpos a variavel ListaSubcorpos, que ¢é tratada como uma

variavel global. A entrada deste algoritmo consiste no conjunto gerador S de k C K,
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um subcorpo L, seu vetor de zeros e uns associado e o menor inteiro 0 < s < r tal

que L=({L;/1<i<see =1}

Algoritmo 5.9. ’ Pro’m'moSubcorpo‘

Entrada: Um conjunto gerador S = {Li, Ls,...,L,} para k C K, um subcorpo
L C K e seu vetor associado e, € o inteiro 0 < s <r tal que L = {L; : 1 <i<

see; =1},

1 para i tal que s <1 <r ee; =0 faca

2 M+ LNL;
3 Seja € o vetor associado ao subcorpo M.
4 seec; <ej, paral < j <i entao

ListaSubcorpos < ListaSubcorpos| J{M}.

Chame ProzimoSubcorpo(S, M, é,1).

Neste algoritmo, subcorpos que sao isomorfos mas nao sao idénticos sao

considerados diferentes.

Teorema 5.10. Dado um conjunto gerador S de k C K com r elementos, o algo-
ritmo Subcorpos retorna todos os subcorpos calculando no mdrimo rm intersecoes
e realiza no mdzimo r*m testes para verificar se um corpo estd contido em outro,

onde m € o numero de subcorpos de K que contém k.

Demonstracao. Seja m o numero de subcorpos de K que contém k. Como S é
um conjunto gerador, todos esses subcorpos sao intersecoes dos elementos de S.
Assim, a condicao do passo 4 do algoritmo 5.9 vale se, e somente se, o subcorpo

M = LN L; ainda nao foi calculado. Desse modo, cada subcorpo é adicionado a
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lista ListaSubcorpos exatamente uma vez e o nimero de chamadas do algoritmo
ProximoSubcorpo é exatamente m. Para cada uma destas chamadas, o ntmero de
v’s tais que e; = 0 e s <14 < r é limitado por r logo, o numero total de intersecoes
calculadas no passo 2 do algoritmo ProzimoSubcorpo é limitado por rm. Para cada
uma destas intersecoes, o passo 3 realiza um teste para verificar se cada um dos
L; € S é um subconjunto de M, e o nimero maximo destes testes, para cada M, é

limitado por 7. Assim, o niimero total destes testes ¢ limitado por (rm)r = r*m. [

A figura a seguir mostra como as intersecoes sao feitas. A cada etapa,
o item 4 do algoritmo ProzximoSubcorpo verifica se o subcorpo ja foi calculado, de
modo que cada subcorpo é calculado apenas uma vez. O simbolo % representa o

corpo imediatamente acima.

KNL KnNLy KnL,, KNL,

%NLy ... %NL.y %NL, %NLy ... %NL._y %NL, % N L,
VN |

%NLs ... %NL, %NL,
-\

Figura 5.1: Esquema das intersecoes dos subcorpos principais.

Vejamos um exemplo.

Exemplo 5.11. Considere a extensio K = Q(a) do corpo dos nimeros racionais,
onde o é uma raiz de f = 2®—5 € Q[z]. Vamos calcular todos os subcorpos de Q(«)

que contém Q.

Visto que f € irredutivel sobre Q, o polindmio minimal de o sobre QQ €

f. Em Q(a)lx], f fatora-se como

f=(z—a)(z+a)z*+a*) (2 +a?).
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Os polinémios fL = v —«a, fo = v+, fz3 =zt +at e f4 = 22 + a? fornecem
0s subcorpos principais Ly, Lo, L3 e Ly. FEstes subcorpos podem ser calculados da
seguinte forma: cada subcorpo de Q(«) pode ser visto como um subespago vetorial
do mesmo, cuja base é dada, neste caso, por 1 mod f,x mod f,z?> mod f,..., a7

mod f. Assim, a condicio g(a) € L; se, e somente se, g(x) = g(a) mod f;, nos

fornece equacoes para calcular o subcorpo L;.

" mod f um elemento

Por exemplo, seja g = ag +a1x+ax® +- -+ arx
genérico de Q(a), escrito na base 1 mod f,x mod f,z?> mod f,...,27 mod f de
Q(«). Queremos encontrar condigdes sobre os coeficientes a; para que g(a) € Ly,
por exzemplo. De acordo com (5.1), g(a) € Ly se, e somente se, g(x) = g(a) mod [y,

ou seja, g(x) mod fy = g(«). Realizando os cdlculos, obtemos a sequinte igualdade

2

* — a;0% 7 — (ag — asa® + agat)a® =

(a1 — aza?® + asa

aio + a2a2 + Clngg + a4a4 + a5045 + aGaﬁ + a7a7.

Resolvendo para os a;’s, a solucao para esta equacao é dada por

Ou seja, uma base para L4, visto como subespago vetorial de Q(«), € dada por
{1, 2}

Depois de calculados os subcorpos L;’s, devemos realizar as intersecoes
entre eles. Primeiramente, i = 1 e e = (0,0,0,1). Calculamos a interse¢io de
K com L. Esta intersecao € o proprio subcorpo Lq, que coincide com o corpo dos
nuimeros racionais pela escolha do polindmio fi. Seu vetor associado éé = (1,1,1,1).
Como o vetor € satisfaz a condicao do passo 4 do algoritmo PrézimoSubcorpo, o
subcorpo Ly € adicionado a lista de subcorpos. A sequir, uma nova chamada ao
algoritmo PréximoSubcorpo € realizada, com entradas S, Ly, o vetor e = (1,1,1,1),

associado ao subcorpo L1, e s = 1. Como nao existe nenhum i > s = 1 satisfazendo
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o passo 1 do algoritmo, isto €, e; = 0, partimos para a intersecao com o prorimo

subcorpo principal.

Agora, s =2 e e = (0,0,0,1). Calculamos a intersecio de K com Lo,
fornecendo o subcorpo Lo, cujo vetor associado é é = (0,1,1,1). Novamente, o vetor
e satisfaz a condi¢ao do passo 4 e o subcorpo Ly € adicionado a lista de subcorpos.
Uma nova chamado ao algoritmo ProzimoSubcorpo € feita, com entradas S, Lo, o
vetor e = (0,1,1,1), associado ao subcorpo Ly, e s = 2. Novamente, como nao
existe nenhum © > s = 2 satisfazendo o passo 1 do algoritmo, a intersecao com o

proximo subcorpo principal € calculada.
As intersegoes com o0s subcorpos Ly e Ly ocorrem da mesma forma.

Assim, os subcorpos de Q(«a) que contém Q, wvistos como subespagos

7

vetoriais de Q(a) cuja base é 1,x,2% ... .27, sio gerados pelas bases {1}, {1, z"},

{1, 2%, 2%, 25} e {1, 2,22 23, 2%, 25 2% 27}. O subcorpo gerado por {1} corresponde
ao corpo base Q e o subcorpo gerado por {1,z,x% 23 2* 25, 25 27} corresponde ao

corpo Q(a).

Este capitulo mostrou uma das varias aplicacoes da fatoracao polino-
mial. Embora a fatoracao polinomial seja usada apenas como ferramenta, ela é
essencial em diversas aplicacoes que encontramos na matematica. Assim, fica clara
a importancia de estudar tal assunto e encontrar algoritmos cada vez melhores para

fatorar polinémios.
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CONCLUSAO E TRABALHOS FUTUROS

Fatoracao polinomial é, sem sombra de davidas, uma ferramenta es-
sencial para muitas aplicacoes. Neste trabalho, vimos como um problema de facil
proposicao pode gerar uma teoria rica em detalhes. Foi interessante ver também
como teoremas sao transformados em algoritmos, como é o caso do Teorema 2.2,

que permitiu o desenvolvimento do Algoritmo 2.1.

Outra parte interessante do trabalho foi a implementacao dos algorit-
mos. Além de aprofundar o entendimento do algoritmo, a implementacao destes
algoritmos mostrou que, embora em teoria o algoritmo funcione, na prética deve-
mos tomar certos cuidados extras, sem os quais nao seria possivel obter os resultados
desejados, como ¢é o caso da fatoracao de polindmios nao moénicos com coeficientes
inteiros. Também notamos que é na pratica, ou seja, através das implementacoes
dos algoritmos e do calculo de exemplos, que percebemos detalhes como, por exem-
plo, o motivo pelo qual o algoritmo LLL nao é eficiente. Isso se da, entre outros
motivos, pelo tamanho dos niimeros envolvidos nos céalculos, detalhe que nao pode

ser visto com facilidade apenas com a teoria.

Quanto aos trabalhos futuros, existem varias coisas que podem ser fei-
tas. Uma delas seria um estudo mais aprofundado do Algoritmo de van Hoeij e
como realizar todas as escolhas feitas ao longo do algoritmo para termos um algo-

ritmo mais eficiente.

Assim como o Algoritmo de Berlekamp 2.4 e o Algoritmo de Niederreiter
possuem diversas intersecoes, e essas intersecoes podem ser utilizadas para se buscar
um algoritmo melhor ainda, um outro topico para trabalhos futuros é estudar as

relacoes que existem entre os algoritmos LLL e o algoritmo de van Hoeij.
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Além disso, durante a visita ao professor Mark van Hoeij, na Univer-
sidade do Estado da Floérida, foram discutidas novas maneiras de realizar as inter-
secoes dos subcorpos principais, representadas na figura 5.1. Podemos representar
cada subcorpo pela particao de um determinado conjunto. Dessa forma, a intersecao
de dois subcorpos é dada pela particao que é um refinamento de ambas as particoes
de cada um dos subcorpos. Em teoria, calcular o refinamento de particoes ¢ muito
mais rapido do que calcular as intersecdes através de Algebra Linear (modo como
essas intersecoes sao feitas no Capitulo 5), além da necessidade de realizar célculos

no proprio corpo. Assim, comprovar essas ideias é outro topico de pesquisas futuras.
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