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RESUMO

Neste trabalho, um modelo metapopulacional composto por sitios distribuidos
em duas escalas geograficas é proposto de modo a estudar a estabilidade de dinamicas
sincronizadas. Na escala local, grupos de sitios conectados por processo de dispersao
de curta distancia sao formados. Na escala regional, dispersao de longo alcance é
responsavel por conectar os sitios que estao em diferentes grupos. A cada geracao,
consideramos que existem 3 processos envolvidos na dinamica populacional: a) a
dindmica local, que consiste de reproducao e sobrevivéncia; b) a dispersao de in-
dividuos entre os sitios que formam um grupo por processo de dispersao de curta
distancia; e c¢) a dispersao de individuos entre os grupos por processo de dispersao de
longo alcance. Analisamos a sincronizagao do modelo em duas escalas geograficas.
Apresentamos um critério analitico para a sincronizacao onde todos os grupos de
sitios evoluem com a mesma densidade. Analisamos também a possibilidade de
um sincronismo total onde todos os sitios da rede seguem a mesma dinamica. A
existéncia desse estado nem sempre é garantida, mesmo considerando que todos os
sitios tem a mesma dinamica local. Através de simulacoes numéricas, discutimos
os diferentes modos dos grupos de sitios sincronizarem. Isso depende de como os
individuos sao distribuidos nos sitios que compoem o habitat durante o processo de

migracao na escala regional.
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ABSTRACT

In this work, a metapopulation model composed of patches distributed in two
spatial scales is proposed in order to study the stability of synchronous dynamics.
In a local scale, clusters of patches connected by short-range dispersal are assumed
to be formed. In a regional scale, long distance dispersal is responsible to link
patches that are in different clusters. During each time step, we assume that there
are three processes involved in the population dynamics: a) the local dynamics,
which consists of reproduction and survival; b) short-range dispersal of individuals
between the patches of each cluster; and ¢) the movement between the clusters. We
analyze the synchronization of the model in the two geographical scales. We present
an analytic criterion for synchronization where only the cluster of patches in the
regional scale evolve with the same dynamics, we then discuss the possibility of a full
synchronism, where all patches in the network follow the same time evolution. The
existence of such a state is not always ensured, even considering that all patches have
the same local dynamics. Through numerical simulations, we discuss the different
synchronization modes. It depends on how the individuals are distributed in the
local patches that compose a habitat after migration takes place in the regional

scale.



1 INTRODUCAO

Uma rede é um conjunto de itens que chamamos de vértices com conexoes
entre eles. Sistemas que tem a forma de redes (também chamados de grafos) estao
presentes em abundancia. Exemplos incluem redes sociais [5], redes neurais [87],
redes para analisar a dispersao de uma determinada doenga em diferentes areas [72,
80], entre outros. Numa rede pode existir mais de um tipo de vértice ou mais de um
tipo de conexao. Por exemplo, numa rede social de pessoas, os vértices podem ser
representados por homens ou mulheres e as conexoes podem representar amizade ou
distancia geografica. Além disso, as conexoes podem carregar pesos representando

a intensidade da ligagao entre dois vértices [61].

Neste trabalho, analisamos o comportamento de uma rede de populagoes com-
posta por ambientes denominados sitios, sendo as conexoes entre os sitios feitas
por processos migratérios, ou seja, estudamos metapopulagoes. O termo metapo-
pulagao foi dado por Levins [47] em 1969 que assumiu um habitat subdividido em
sitios iguais e conectados por processo de dispersao para descrever a dinamica de
insetos em campos agricolas, o qual denominou “populacao de populagoes”. A par-
tir deste conceito, diversos trabalhos foram realizados para estudar a importancia
da dispersao nas dinamicas populacionais. O mapeamento logistico acoplado, “the
Coupled Map Lattice”, que considera populagoes acopladas cuja dinamica local é
dada por um mapeamento logistico, mostrou que a dispersao pode ter um efeito
estabilizante na dinamica populacional [18, 35, 42, 48, 86]. Isto significa que a mi-
gracao pode simplificar a trajetéria populacional tornando-a um ciclo periddico ou
um estado de equilibrio mesmo quando a dinamica local da populagao possui um

comportamento caodtico.

Um fendémeno relacionado ao processo migratério é a dinamica sincronizada

onde as densidades populacionais em todos os sitios evoluem com a mesma amplitude



e fase [55] e possui importancia do ponto de vista ecolégico e epidemioldgico [21].
Em Ecologia, sincronizagao possui importancia na persisténcia de populagoes, pois
se a metapopulagao nao estd em sincronia e uma populacao local é extinta, essa
populacao pode ser colonizada por individuos que migram de sitios vizinhos, favore-
cendo a persisténcia da populagao [8, 9]. Em Epidemiologia, a sincronizagao pode
ser 1til no controle de uma doenga. Na Tailandia [13], andlises de séries temporais
de casos de dengue entre 1984 e 1996 mostraram uma sincronizacao espacial no
numero de casos de dengue entre as cidades, indicando que o aumento no nimero
de casos de dengue numa cidade pode ser refletida sobre todo o pais. Outro exemplo
¢ a dinamica sazonal do virus da gripe cuja epidemia ocorre anualmente com alta

atividade durante os meses de inverno [88].

Sistemas de equacoes discretas sao frequentemente usados para modelar meta-
populagoes [3, 20, 36, 77, 79]. Um modelo metapopulacional com sitios conecta-
dos por migracao e sujeito a perturbacoes externas foi considerado em Allen et
al. [3]. O modelo é dado por um sistema de equagdes discretas no tempo composto
por uma unica espécie onde uma fracao de individuos dispersa a cada geragao.
Através de simulacbes numéricas foi mostrado que caos pode prevenir extingao
global quando ocorre pouca dispersdo entre os sitios. Em Heino et al. [36], os
sitios foram conectados considerando a distancia entre eles e concluiu-se que esse
fator reduzia as chances de sincronizacgao, assim como caos. Em Earn et al. [20]
foi estabelecida uma correlacao positiva entre o grau de coeréncia das oscilagoes
em cada sitio e o risco de extin¢cao da metapopulacao. Obtiveram também um re-
sultado analitico para a estabilidade de trajetérias sincronizadas considerando um
modelo com um numero arbitrario de sitios conectados por dispersao. Um resul-
tado analitico examinando um caso especial de dispersao dependente da densidade
foi obtido em Silva et al. [79], concluindo que esse mecanismo reduz as regides de
estabilidade de solugoes sincronizadas. Estudos considerando dispersao simétrica,
assimétrica [18, 35, 42, 44, 48] e dependente da densidade [71, 78, 79, 86] foram feitos

de modo a mostrar as tendéncias populacionais e suas implicacoes na persisténcia e



conservacao de espécies. Na natureza, fatores como dispersao independente da den-
sidade sao observados na dispersao de alguns insetos, enquanto dispersao dependente

da densidade é observada em populagoes de gafanhotos e caramujos [31].

Outro processo de dispersao entre sitios e de importancia biolégica envolve
dois processos, dispersao de curta distancia e de longa distancia [74]. Dispersao com
curta distancia refere-se a movimentos para outros sitios numa escala local e é geral-
mente feita por individuos com seu proprio meio de transporte como voo ou nado.
A dispersao em longa distancia ocorre numa escala regional e geralmente é dada por
um meio passivo de transporte como vento, fluxo de agua, passaros ou transporte
artificial. Exemplos de dispersao longa foram observados em insetos [50, 56, 57],
e invertebrados aquéticos [26, 43]. Dispersao de longo alcance pode ser rara, mas
é crucial para a persisténcia de populacoes desde que isso permite a recolonizacao
em ambientes fragmentados [83]. Em [40], a estrutura genética de uma espécie de
mosca, C. capitata, na Africa do Sul foi analisada e aproximacoes genéticas foram
empregadas para obter estimativas da habilidade de dispersao em tres escalas es-
paciais. Os resultados em [40] sugerem que a estrutura observada na Africa do Sul
pode ser o resultado das interagoes na escala local (dispersao de curta distancia) e

em escalas regionais (formas de dispersao de longo alcance).

Neste trabalho, propomos um modelo de uma rede de populacgoes com sitios
distribuidos em duas escalas e conectados por processo de dispersao curta e de longo
alcance [51] (ver Figura 1.1). Na escala local, os sitios sdo conectados por processo
de dispersao de curta distancia formando grupos, ou conglomerados. Supomos que
os grupos estao relativamente longe para serem conectados por processo de dispersao
de curta distancia. Portanto, na escala regional, os sitios de diferentes grupos sao
conectados por processo de dispersao de longo alcance. A Figura 1.1 é apenas
uma representacao esquemética, mas lembra verdadeiras topologias de rede [41].
Em [41], a topologia da rede mostra grupos de sitios obtidos com dados do gafanho-

to S. grossum distribuido em campos agricolas fragmentados. A Figura 1.1 lem-



bra também redes cujos nés caem em grupos, ou comunidades, onde cada grupo
possui os vértices fortemente conectados com somente algumas conexoes entre os
grupos [60, 62]. Além disso, poderia ser visto também como um processo migratério

de individuos entre bairros e cidades [52].

_ dispersao de longo alcance dispersao de curta distancia

Figura 1.1: Representacao esquematica da rede com sitios distribuidos em duas es-
calas geograficas com 5 grupos e 4 sitios em cada grupo.

A cada geracao, consideramos que existem trés processos envolvidos na dinamica
populacional: a) a dinamica local, que consiste de reprodugao e sobrevivéncia e de-
pende da escolha da funcao para calcular a densidade de cada sitio; b) a dispersao de
individuos entre os sitios da escala local por processo de dispersao de curta distancia;
e ¢) a dispersao de individuos entre os grupos por processo de dispersdao de longo
alcance. Nosso objetivo é analisar o fenomeno de sincronizacao no modelo metapo-
pulacional com sitios distribuidos em duas escalas. Nesse caso, a sincronizagao ocorre
se a densidade de todos os grupos de sitios segue a mesma densidade populacional,
sendo que os correspondentes sitios nao necessariamente possuem o mesmo nimero
de individuos. Esta andlise é feita linearizando-se as equagoes do modelo ao redor
de trajetorias sincronizadas e decompondo-se os vetores de perturbacao em compo-
nentes na variedade sincronizada e transversal a ele, obtendo-se um critério para sua

estabilidade local. O critério é obtido a partir da decomposigao por blocos da matriz



Jacobiana [12, 66] que apresenta um papel fundamental no estudo do estado sin-
cronizado. Um dos blocos corresponde a matriz variacional das equagoes que ditam
a dinamica das trajetdrias sincronizadas, enquanto os demais blocos correspondem

as diregoes transversais e ditam a sua estabilidade assintotica local.

No capitulo 2, apresentamos familias de fungoes unidimensionais que sao uti-
lizadas para descrever a dinamica local de cada sitio e um modelo epidemiolégico.
Apresentamos também os conceitos de ponto fixo e de sua estabilidade. Além disso,
definimos o nimero de Lyapunov que é uma ferramenta 1til no estudo de padroes
caodticos e alguns resultados da teoria ergodica e de como esses se relacionam com o

conceito de permanéncia de uma érbita num conjunto.

No capitulo 3, consideramos um modelo metapopulacional que considera um
nimero arbitrario de sitios conectados por processo migratério. O modelo é analogo
aos descritos em [3, 20, 78, 79]. Analisamos o fenémeno de sincronizagao, ou seja,
todas as populagoes evoluindo com a mesma densidade. Apresentamos resultados
analiticos para a estabilidade de solucoes sincronizadas e analisamos os diferentes
comportamentos do modelo ao considerarmos diferentes formas de dispersao entre

os sitios.

No capitulo 4, propomos um modelo de uma rede de populagoes conectadas
por processo de dispersao curta distancia e de longo alcance. Obtemos um critério
analitico para a estabilidade de solucoes sincronizadas. No capitulo 5, discutimos
os diferentes modos dos grupos sincronizarem que dependem de como os individuos
sao distribuidos nos sitios que compoem o grupo. Finalizamos com o capitulo 6
considerando a dinamica local dada por modelos que consideram a interacao entre
multi-espécies e apresentamos a importancia que o processo migratorio em duas

escalas exerce sobre a dinamica local desses sistemas.



2 NOCOES SOBRE SISTEMAS DINAMICOS

Durante séculos cientistas em todo o mundo analisaram um tipo de trajetoria
que nao apresentava um comportamento estacionario ou periédico e que, em 1975, foi
chamado de caos (Alligood e Yorke [4]). Observou-se que comportamentos cadticos
ocorriam em experimentos praticos e em modelos computacionais nas mais diversas
areas da ciencia, o principal requerimento era que o sistema apresentasse uma nao-
linearidade. A teoria dos sistemas dinamicos descreve comportamentos que sao
comuns a fisica e a biologia e tem sido beneficiada por ideias vindas da matematica

e dessas outras ciéncias.

Neste capitulo, apresentamos as familias de fungoes unidimensionais que sao
utilizadas para descrever a dinamica local de cada sitio, assim como os conceitos de
ponto fixo e de sua estabilidade. Além disso, definimos o nimero de Lyapunov que
é uma ferramenta util no estudo de padroes caoticos, alguns resultados da teoria
ergddica e de como esses se relacionam com o conceito de permanéncia de uma

érbital num conjunto.

2.1 Familias Unidimensionais de Funcgoes

O objetivo desta secao é apresentar mapeamentos unidimensionais tais como
a familia quadratica, a familia de Ricker e a familia Hassell de func¢oes e dar uma
descricao dos comportamentos tipicos de tais sistemas, isto €, algo que acontece para

quase todas as condicoes iniciais e quase todos os parametros.

!Considerando uma funcio f, a érbita de um ponto x é dada por {z, f(x), f3(z),..., fi(x),...},
onde f! representa a t-ésima composta da f.



Um sistema unidimensional num intervalo I, com evolucao discreta no tempo,

é dada por um mapeamento f : I — I, tal que no tempo ¢ + 1, obtemos
Tip1 = f(1e), (2.1)
onde x; é o valor no tempo t. A 6rbita da f comegando em z( é dada por {xg, x1,...}.

Um exemplo de mapeamento unidimensional e unimodal? bem estudado é a

familia quadratica, ou mapeamento logistico quadratico, dado por
flz) =rz(l —x), 0<r <4, (2.2)

um mapeamento do intervalo [0,1] em [0,1] (May (1974) [53], May and Lloyd
(1976) [54], Hans Thunberg (2001) [82]).

Outros mapeamentos utilizados em dinamicas populacionais sao a familia Ricker

f(z) = rxexp(—px), r>1 6>0, (2.3)
e a familia Hassell
f(z) = ﬁ r>1, 6> 1. (2.4)

As familias de fungoes apresentadas acima sao usadas para descrever dinamicas
populacionais em modelagem matemética [3, 20, 53, 79, 86]. Por exemplo, sdo
utilizadas para descrever o comportamento de populagoes de roedores em [30] e
para encontrar relagoes de estoque-recrutamento de piranhas nos rios Baia e Parana

em [1].

Nestas familias de fungoes (quadratica, Ricker e Hassell), a dinamica deter-
ministica é bem entendida e existem muitos teoremas que sao relevantes para as
aplicacoes. Pode-se calcular pontos fixos e analisar a sua estabilidade, além disso,
determinam-se conjuntos atratores e medidas naturais que descrevem a distribuigao

assintotica das érbitas sobre estes atratores.

2Mapeamentos definidos em intervalos finitos e com um tnico maximo.



2.2 Pontos Fixos e Estabilidade

Robert May (1974) [53] foi o primeiro a chamar a atengao para a complexidade
da dinamica produzida pela funcao logistica. Esta complexidade é percebida quando
se varia o parametro r (ver figura 2.1). Dependendo dos valores de r, uma 6rbita

dada por f pode exibir comportamentos de ponto fixo®, periédicos ou cadticos.
Os pontos fixos da funcao logistica sao as solugoes de
" =rz* (1 —z"), (2.5)
ouseja, xf =0eaxi=1—1/r.
Usando o critério de estabilidade dado por

|f (z*)] < 1= 2* é estdvel,

|f (z*)] > 1 = a* ¢ instével,

temos que zj; = 0 é instavel para r > 1 e 7 = 1 — 1/r é estavel no intervalo

1 <r<3.

Para r > 3, o ponto fixo nao trivial nao é mais estavel. Por outro lado, a figura
2.1 fornece uma pista, observe que temos um ciclo de periodo 2 e sao necessérias
duas iteragoes para se retornar ao ponto original. Assim, sejam 3 e x3 0s novos

pontos depois da bifurcacao em r = 3. Apds transientes desprezados, obtém-se

Portanto, os pontos x} e £} ndo sdo mais pontos fixos de f(x), mas da composta

f?. Calculado os pontos fixos da composta da f, obtém-se xzf = 0, =7 = 1 — 1/r,

3Define-se como ponto fixo o ponto que nao é alterado por um mapeamento, isto é, todo ponto
xz* € I tal que f(a*) = z*.



x _ (41/r)E(A-1/r)—4/r?)1/2
- 2

* : 4 * * o
T3 . O ponto z] passa a ser instavel, enquanto 3 e x} sao

estdveis. A condicao para estabilidade de x} e x5 é dada por: |f (23)f (x%)| < 1,
pois (f2(x3)) = f (f(@5)f (x3) = f (x%) f (x3), resultando que x5 e 2% sdo estdveis
se 3 <1 < 14+/6. Parar > 1+1/6, o processo se repete, isto é, os dois pontos fixos
da f? nao sao mais estdveis, mas f passa a ter um ciclo de periodo 4. Portanto, sao

necessarias 4 iteracoes para retornar ao ponto original.

Generalizando, a t-ésima bifurcacao gera um ciclo limite atrativo de periodo
2" de f*(x) que é conhecida como cascata de bifurcagao. Os valores do parametro
r nos quais as bifurcacoes ocorrem formam uma série crescente rapidamente con-
vergente em direcao a um ponto de acumulagao ro, = 3,56994. A medida que r
se aproxima de 7., a direita, constata-se a existéncia de ciclos limites ruidosos de
periodo 2, L — oo quando r — 7, trata-se de uma dindmica na qual as iteracoes
visitam sequencialmente um conjunto de 2% segmentos disjuntos no intervalo (0, 1).
Depois de 2% iteracoes, encontramo-nos novamente no mesmo segmento, entretanto,
o comportamento dentro de cada segmento é completamente aleatério, ou seja, nao
apresenta um comportamento fixo ou peridédico. Além disso, ao aumentarmos o
valor do parametro r, existem intervalos para os quais a dinamica volta a apresentar

um movimento periddico estavel, conhecidas como janelas de periodicidade.

De maneira analoga, podemos calcular os pontos fixos e analisar a sua esta-
bilidade para fungoes da familia Ricker e da familia Hassell (ver Figuras 2.2 e 2.3).

Para o caso da seguinte funcao de Ricker
f(z) = zer=2), (2.6)

obtemos que para 0 < r < 2, o ponto fixo de valor 1 é estavel. Para 2 < r < 2,526,
o equilibrio passa a ser um ciclo de periodo 2. A medida que aumentamos o valor

de r, o comportamento é similar ao caso do mapeamento logistico (ver Figura 2.2).

Para determinarmos quando a orbita apresenta um padrao cadtico, utiliza-se

o numero de Lyapunov que mede a velocidade média com que a érbita se separa e é,
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portanto, um indicador de caoticidade de um sistema dinamico [4, 17]. Considerando
f R — R funcgio de classe C*, o ntimero de Lyapunov da érbita {xg, 1, zs,...} é
definido como

L(wo) = lim  (If (o)|...f (we-1))", (2.7)

se esse limite existir. No caso de L(xy) < 1, a érbita converge para um ponto fixo

ou um ciclo periédico. Se L(xg) > 1, a érbita apresenta um comportamento caético.

Outra maneira de medir a velocidade média com que as 6rbitas se separam é

através do expoente de Lyapunov que é definido como

tim = (in(| ()| + -+ (| (o)), (2.8)

t—oo

h(wo)

se esse limite existir. Note que h(zg) existe se e somente se L(xg) existe e In L(zy)
= h(zg). Assim, se h(zg) < 0, a 6rbita converge para um ponto fixo ou um ciclo

periddico. Se h(zg) > 0, a érbita apresenta um comportamento cadtico.

Nas Figuras 2.1b, 2.2b e 2.3b, apresenta-se os niimeros de Lyapunov para a
familia logistica, um caso da familia Ricker e um caso da familia Hassell de fungoes,
cujo comportamento é mostrado em 2.1a, 2.2a e 2.3a, respectivamente. Podemos
observar que nas regioes onde as érbitas sao pontos fixos ou ciclos periédicos, o valor
do nuimero de Lyapunov é inferior a 1. Nas regioes onde o nimero de Lyapunov é

maior que 1, as orbitas apresentam comportamento cadtico.

E importante frisar que os nimeros de Lyapunov fornecem uma medida da de-
pendéncia sensitiva as condicoes iniciais, ou seja, diferentes condigoes iniciais geram
diferentes ntimeros de Lyapunov. Exemplos de fungoes com dependéncia sensitiva
as condigoes iniciais podem ser encontrados em [4]. Como veremos adiante, isso nao

ocorre para as familias de fungoes mencionadas acima.
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(@)

1 15 2 25 3

(b)

1 15 2 2.5 3 3.5 4

Figura 2.1: (a) diagrama de bifurcacdo, (b) nimeros de Lyapunov em funcao do
parametro r para a funcao logistica: f(z) = rz(1 — x).

@)

5
o
0 L L
0 1 2
r
(b)
2 ‘
-1
0 1
0 1 3 4

Figura 2.2: (a) diagrama de bifurcagao, (b) nimeros de Lyapunov em fungao de r
para a funcdo de Ricker: f(x) = zexp(r(l — z)).
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0 20 40 60 80 100

» mmﬁwﬂﬂw

0 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Figura 2.3: (a) diagrama de bifurcagao, (b) nimeros de Lyapunov em fungao de r

para a funcdo de Hassell: f(z) = —%4, considerando § = 10.

(1+4=x)

2.3 Conjunto Atrator

Um atrator é um conjunto de comportamentos caracteristicos para o qual
um sistema dinamico evolui, isto é, pontos que estao suficientemente proximos a
ele, permanecem préximos mesmo fazendo-se pequenas perturbacoes. Por exemplo,
considerando-se o mapeamento logistico e escolhendo-se uma condicao inicial xg em
[0, 1], podemos determinar a sua érbita para cada parametro r, ou seja, {x(r)}2,,

onde (1) := fl(xo).

O comportamento dessa sequéncia é o conjunto dos pontos de acumulacao da
érbita que inicia em xy. Denotando essa sequéncia por w,(xg), apés o descarte de
transientes, é aceitavel que para diferentes condicoes iniciais xg, teremos diferentes
orbitas assintoticas, mas isso tipicamente nao é o caso. Para cada r, existe um
tnico atrator métrico €. em [0, 1], o atrator métrico de f,, tal que w,.(zy) = Q.
para quase todo xy. Em outras palavras, se escolhermos uma condicao inicial x

em [0,1], a 6rbita que inicia em xz serd atraida e preencherd o atrator €2, com
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probabilidade total. No caso do mapeamento logistico, €2, em funcao de r é o

diagrama de bifurcacao apresentado na figura 2.1a.

Para as trés familias de fungoes consideradas, o atrator ) possui trés com-
portamentos tipicos diferentes: (1) um ciclo periédico; (2) um conjunto atrator de
Cantor com medida de Lebesgue zero; e (3) uma unido finita de intervalos. Caos é

somente possivel quando temos um atrator que é um intervalo (Thunberg [82]).

2.4 Medida Natural e Teorema de Birkhoff

Sabendo que para um dado sistema quase todas as érbitas tendem para o
mesmo atrator, queremos determinar como diferentes érbitas se distribuem sobre o
atrator. Para isso, atribui-se pontos de massa e normaliza-se para obter uma medida
de probabilidade. Essa medida é chamada de medida natural (fisica, observével,
SRB, SBR, etc) e existe para quase todos os parametros das familias unidimensionais

citadas acima, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue nula (Thunberg [82]).

No caso de dérbitas periddicas de periodo t, a frequéncia com que um determi-
nado valor da érbita xy, k € {0,1,...,¢t— 1}, se distribui sobre o atrator de perfodo

t é dada por
<i<t—1:f{x)=
lim Ho<i<t—1:f(x)=ux}

t—o00 t

, (2.9)

onde #A denota o numero de elementos de A. Nesse caso, a frequéncia nao depende

de x4 e é dada por 1/t.

No caso de orbitas nao periddicas, o atrator é uma uniao de intervalos e para
saber como diferentes érbitas se distribuem sobre o atrator, a resposta é mais com-
plicada. Para isso, define-se o tempo médio de permanéncia de uma o6rbita num

conjunto. Considerando um espaco de probabilidade (X, F,v)*, uma transformacao

4X é um conjunto, F é uma o-dlgebra definida em X e v é uma medida definida em (X, F).
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f:X — X eum ponto x € X, queremos determinar com que frequéncia a orbita x
por f visita um conjunto mensuravel E, isto é, queremos calcular

CH0<i<t-1:fi(x) € B}
t .

pi(x) (2.10)

Observe que isso é o mesmo que

pla) = 1 3 xe (@) 2.11)

onde x g denota a fungao caracteristica do conjunto FE, isto é, xg(x) = 1sex € E e

xe(x) =0, caso contrario.

Fazendo o ntimero de iteragoes t tender a infinito e calculando

p(x) = lim (), (2.12)

esse limite, quando existe, é o tempo médio que a érbita de um ponto x permanece

no conjunto £ (Diaz e Jorge [17]).

Uma consequéncia do Teorema de Birkhoff, que enunciaremos abaixo, é que
o limite (2.12) existe a menos de um conjunto de medida v nula e é uma funcao

integravel verificando

/Xp(a::)dy =v(E). (2.13)

Outra consequéncia do teorema de Birkhoff é que se a medida é ergédica®,

entao o limite (2.12) é exatamente a medida de E, isto ¢,
plx) = v(E), (2.14)

para v-quase todo ponto z € X, ou seja, v é a medida natural para f cuja definicao

¢ dada a seguir (Thunberg [82]).

5Dizemos que a medida v é ergédica para f se para todo subconjunto f-invariante E € F, se
verifica que v(E) = 0 ou v(E) = 1.



15

Definigao. (Medida Natural) Uma medida invariante® v é chamada de medida na-

tural para f se

t—1
. 1
UV = tll}l’go Z ; 5f(i)(33)? (215)

para todo x em um conjunto de medida de Lebesque positiva (0, denota a funcgao

delta de Dirac em x).

Apresenta-se a seguir, o Teorema Ergddico de Birkhoff cuja demonstracao e

enunciado podem ser encontradas em Diaz e Jorge [17].

Teorema 2.1. (Teorema Ergddico de Birkhoff) Considerando um espago de proba-
bilidade (X, F,v) e uma transformagao f : X — X que preserva a medida v. Entdo,
para qualquer funcgdao ¢ integrdvel, existe uma fungao f, integrdvel e f-invariante

que verifica as sequintes propriedades:

t—1
1 )
e para v-quase todo ponto x € X se verifica tlim n E o(f'(x)) = for
i=0

o Jxpdv= [ fedv.

Além disso, se a medida v € ergodica (respeito a f), entio f, € constante v-q.t.p.,
em particular,

t—1

1 .
e lim ?Z o(f'(z)) = / edv para v-quase todo ponto x € X.

t—o0

i=0 X

A existéncia e unicidade de medidas naturais para quase todos os parametros
das familias de fungoes logistica, de Ricker e de Hassell é garantida para quase todos
os parametros e todas as condigoes iniciais a menos de um conjunto de medida de
Lebesgue nula [82]. Do ponto de vista operacional, a medida natural dada em (2.15)

pode ser calculada através de fungoes delta de Dirac, cada uma delas definida num

6 Considerando uma transformacio mensurdvel f : X — X. A medida v € f-invariante, ou f
preserva a medida v, se para todo conjunto A € F, se verifica v(f~1(A)) = v(A).
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ponto x; visitado pelo sistema num dado instante, onde z; = f'(zo) representa a

evolugao temporal de um dado sistema dinamico.

Apresentam-se agora alguns exemplos para descrever a distribuicao de érbitas
sobre atratores. Considerando que o sistema evolui de acordo com o seguinte ma-
peamento logistico ;41 = rz;(1 — x;). Para r = 2, o valor do nimero de Lyapunov
é 0 e a Orbita converge para um ponto fixo de valor 0,5. Assim, pode-se definir
(2.15) como: p = 1 para xj = 0,5, (ver Figura 2.4(a)). Para r = 3,1, o nimero
de Lyapunov é aproximadamente L ~ 0,772, o que caracteriza um comportamento
nao caotico. Nesse caso, o mapeamento possui um ciclo de periodo 2 de valores

xj = 0,558 e 27 = 0,7646. Assim, pode-se definir (2.15) como (ver Figura 2.4(b))

0,5, para zy;=0,558 ;
p= (2.16)
0,5, para z] =0, 7646.

De modo geral, se a érbita nao possui um ciclo periédico, construir medi-
das invariantes analiticamente é dificil. No caso da funcao logistica ser dada por
zi1 = 3,824(1 — x4), o nimero de Lyapunov é aproximadamente L = 1,5576 carac-
terizando um comportamento cadtico. Nesse caso, podemos calcular numericamente
a distribuicdo das érbitas sobre o atrator dividindo o intervalo [0,1] em subinterva-
los e calculando a frequéncia que a drbita visita cada um desses subintervalos, ver

Figura 2.4(c).

Para x;.1 = 4x,(1 — x;), o numero de Lyapunov é 2, que caracteriza um
comportamento caético (ver Figura 2.4(f)). Esse é um caso onde pode-se calcular

uma medida de probabilidade invariante analiticamente [4], que é dada por

(2.17)

pla) = () = | W%

onde E C [0, 1].

Outro fator importante a ser observado é que aplicando o logaritmo natural

na definicdo do ntimero de Lyapunov dado em (2.7) e supondo que In(|f (x)|) é
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Figura 2.4: Histograma da distribuicao de érbitas para a funcao logistica. Divide-se
o intervalo [0,1] em 200 subintervalos e calcula-se a frequéncia relativa
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que a 6rbita visita cada subintervalo. (a) r =2, (b) r =3,1, (¢) r = 3,8,

(d) r=3,84, (e) r=3,85, (f) r =4.
integrével, podemos utilizar o Teorema de Birkhoff e escrever (2.7) na forma

lim > (n(|f ()] + . + (| f (zr_1)]) =

T—00 T

/ Tn|f ()ldp(),

(2.18)

para todo xy a menos de um conjunto de medida p nula, onde f é invariante com

respeito a medida p. Portanto, o nimero de Lyapunov independe da condicao inicial

xo e é dado por

L = expls” il @lde(@)

(2.19)
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2.5 Mapeamentos Multidimensionais e Teorema

Multiplicativo de Oseledec

Um sistema multidimensional num espaco M, com evolucao discreta no tempo,

¢ dada por um mapeamento f: M — M, tal que no tempo ¢t + 1 obtemos o valor

X1 = f(xy). (2.20)

O célculo de expoentes de Lyapunov em mapas multidimensionais é mais com-
plicado do ponto de vista numérico. Em mapas m-dimensionais tem-se m expoentes
de Lyapunov que correspondem as direcoes linearmente independentes do espaco de

fases nas quais o elemento de volume inicial pode expandir ou contrair (ver Figura

2.5).

Considera-se f : R™ — R™ de classe C'. Seja T, = Df;(x¢) e rt 0 comprimento
do k-ésimo maior eixo ortogonal do elipsdide T;U para uma oOrbita inicial xq, onde
U é a esfera de raio 1 e k = 1,...,m. Entao, r, mede a contragio ou expansio da
orbita de xg durante as t primeiras iteragoes. O k-ésimo nimero de Lyapunov de xq

¢ definido por

o=

Ly = lim (r})?, (2.21)

t—o0
se esse limite existir. O k-ésimo expoente de Lyapunov de x¢ é hy, = InLy.

Observe que T; = Df,(xo) = [['—, Df(x;), ou seja, T; é o produto das matrizes
Jacobianas da f aplicadas em x;. Esse cédlculo apresenta problemas. Em geral,
mesmo para um numero t de iteragoes pequenas, os elementos da matriz T; tornam-
se muito grandes, causando problemas de “overflow” que inviabilizam o calculo

numérico. Para calcular os expoentes de Lyapunov, utiliza-se um algoritmo descrito
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em [4, 75] que calcula a expansao de érbitas em m dire¢oes ortonormais usando o

processo de ortonormalizagao de Gram — Schmidt.

.I:t

Figura 2.5: Depois de t iteragoes, a esfera de raio 1 é mapeada na elipse. Cada rf
mede a contracao ou expansao da orbita de xy em dire¢oes ortogonais.

Segundo Alligood e Yorke [4], define-se como caético o sistema que possuir pelo
menos um numero de Lyapunov maior que um, ou o seu correspondente expoente

de Lyapunov maior que zero.

Novamente, queremos saber como as érbitas se distribuem sobre atratores no
caso multidimensional. A idéia é andloga ao caso unidimensional. A distribuicao das
orbitas sobre os atratores gerados pelo mapeamento f é dado pela medida natural
p e a distribuicao das orbitas e os valores dos nimeros de Lyapunov é dada pelo

Teorema Multiplicativo de Oseledec [22].

Teorema 2.2. : (Teorema Multiplicativo de Oseledec) Seja p uma medida de pro-
babilidade no espaco M. Seja f: M — M um mapeamento preservando a medida p

ergodica. Seja T : M — Matrizes,,x, um mapeamento mensurdvel tal que

/ log* | T(2) | p(d) < oo, (2.22)

onde logTu = max(0,log u). Seja Ty(x) = T(f ' (x)...T(f(x)T(x). Entdo, a

menos de um conjunto de medida p nula, o sequinte limite existe:

lim (T (x)Ty(m) 2 = A,. (2.23)

t—o0
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Os autovalores da matriz A, sao os nimeros de Lyapunov, enquanto os loga-

ritmos sao os expoentes de Lyapunov.

Apresentamos a seguir um exemplo de um mapeamento bidimensional e cal-
culamos os nimeros de Lyapunov. Seja

1 1y _ 1 2
Xpp1 = Tiy1 _ f(xy) = 0,5uf(x;) + 0,50 f (xf) 7 (2.24)

onde 0 < o < 1 e f é dada pela seguinte funcao de Ricker: f(z) = zexp(r(l — x)).
Observe que esse mapeamento bidimensional representa duas populagoes conectadas
por movimentos migratérios. Os valores x; e z? representam o ntiimero de individuos
em cada populacao e u representa a taxa de individuos que migram entre as popu-

lagoes.

Devido a simetria nas equagoes (2.24), poderfamos esperar que x; e z? conver-

gissem ao mesmo estado apos o descarte de transientes, mas isso nao é o que ocorre.
Para r = 3,1, cuja érbita apresenta uma dinamica cadtica com nimero de Lyapunov
aproximadamente L = 1,3276, as trajetorias apresentam 3 comportamentos distin-
tos (ver Figura 2.6). Para valores de 0,09 < p < 0,27, o comportamento é periédico
e fora de fase, ou seja, x; = xz7,,. Para p maior que 0,27, a trajetdria estd sobre
a diagonal z} = 27, e a dinamica do modelo (2.24) é exatamente a mesma de uma
populagao isolada, ou seja, z}, = f(z}),7i = 1,2. Enquanto para valores da taxa de

migracao menores que 0,09, ¥} e x possuem um comportamento aleatério.
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Figura 2.6: Comportamento da equagao (2.24), sendo f dada pela funcao de Ricker:
f(z) = zexp(r(l — z)), com r = 3,1, cujo nimero de Lyapunov é
aproximadamente L =~ 1,3276. (a) a2} vs p; (b) 24 vs p; (¢) ab vs
x} para p = 0,05 (preto.), p = 0,2 (azul+), e u = 0,5 (vermelho.); (d)
maior nimero de Lyapunov vs u.

2.6 Modelo Epidemiolégico

Para a maioria das doencas, o seu mecanismo de transmissao é conhecido. A
dengue é uma doenca que ocorre em regioes tropicais e é transmitida pela picada
do mosquito Aedes infectado [23, 24]. A sindrome mao-pé-boca é transmitida pelo
virus coszackie. Essa sindrome é altamente infecciosa e contagiosa em criancas,
principalmente abaixo de 5 anos de idade, e sua transmissao se da pela via fecal
oral, isto é, através da ingestao do virus por maos sujas, alimentos mal lavados ou

mal cozidos que tiveram contato com fezes contaminadas [85].

Modelos matematicos que procuram explicar a transmissao de doencas sao
baseados em individuos Suscetiveis-Infectados-Suscetiveis (SIS), Suscetiveis-Infecta-
dos-Recuperados (SIR) e Suscetiveis-Expostos-Infectados-Recuperados (SEIR). A

analise desses modelos nos permite mostrar diversos cendarios da evolugao de uma
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doenga. O célculo do nimero reprodutivo basico (Rg) nos fornece informagoes sobre
persisténcia ou nao de uma determinada doenca. Se o valor de Ry < 1, o sistema
possui um equilibrio livre da doenca. Se Ry > 1, significa que a doenca persiste e o

modelo converge para um equilibrio endémico.

O comportamento de um modelo SIS, ou seja, interacao entre individuos
suscetiveis e infectados, foi estudado por Chavez e Yakubu [10] que consideraram um
sistema de equacoes discretas no tempo e calcularam o niimero reprodutivo basico.
Um modelo SIR para descrever o comportamento da dengue foi analisado por Esteva
e Vargas [23] considerando a interagao entre humanos e mosquitos. Novamente, a
persisténcia ou nao da dengue foi analisada calculando o niimero reprodutivo basico.
Yang et al. [85] consideraram um modelo SEIR com a adigdo de que os individuos
infectados ficam em quarentena para descrever o comportamento da sindrome mao-
pé-boca. Além de calcularem R, formularam um problema de controle 6timo de
modo a encontrar a melhor estratégia para combater a doenca e aplicaram os resul-
tados para descrever o comportamento de dados dessa sindrome em Mainland na

China.

Agora, consideramos e descrevemos o comportamento do modelo SIS descrito
por Chavez e Yakubu [10]. Denotando por S; o nimero de individuos suscetiveis,
I; o nimero de individuos infectados e T; = S; + I; a populacao total, no passo de

tempo t, o modelo epidemiolégico SIS de equacoes discretas é dado por

Siv1 = (1) +v9(ye)Se +~(1 — o)1
Ly = (1 —g(ye))Se + yol,

(2.25)

onde v > 0 é a taxa de sobrevivéncia (mortes a cada gera¢ao ocorrem com proba-

bilidade 1-v), o é a taxa que os individuos se recuperam. A fungao g é dada por
9(y) = Gya(y)), (2.26)

onde y = £ e o é a taxa de transmissdo da doenca. A funcio G : [0,00) — [0,1]

¢ uma fungao de probabilidade decrescente com G(0) =1, G'(z) < 0e G"(xz) > 0
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para todo x € [0,00), e a : [0,1] — [0,00). Se G(0) = 1, temos que o nimero de

infectados é nulo e, portanto, nao ocorre infecgao.

A partir do sistema de equagoes (2.25), consideramos que as taxas de infecgao
sao dadas pela distribuigdo de Poison, ou seja, a probabilidade de k sucessos (k
e*fl)

k . .
£ onde x é o numero esperado de

individuos infectados) é dada por p(k,z) =

ocorréncias num dado intervalo de tempo. Assim, considerando que um individuo

x

suscetivel nao seja contaminado (k = 0), temos p(0,z) = e *. Portanto, a proba-

bilidade de um individuo nao ser infectado é dada por G(x) = e™*.

Observe que
G0) =1, G(0) = -1 < 0e G"0) =1 > 0. Além disso, consideramos que a
funcao f dada responsavel pela reproducao e sobrevivéncia da populacao é dada

pela seguinte fungao de Ricker

f(T) =Texp(r(1—T)), (2.27)

onde r representa a taxa especifica de crescimento populacional. A dinamica de
(2.27) é bem conhecida e exibe estado de equilibrio, ciclos periédicos e caos depen-
dendo da taxa de crescimento [53]. No caso do modelo dado em (2.25) nao apresentar

individuos infectados, temos que a dinamica populacional é dada por

Tip1 = Treap(r(1 = T0)) + 15 (2.28)

Neste caso, podemos calcular um estado de equilibrio que é dado por T, =

A—y)in(1—y) '

In(1— . /. 2
1—Meseraes‘cavelseo<r< + =

Com essas consideracoes, podemos escrever um caso particular do sistema de

equagoes dado em (2.25) por

Siv1 = Treaxp(r(1 —T3)) + ve %S, + (1 — o)1y,

s (2.29)
It—‘,—l = 7(1—6 an)St""YO'It.

Nosso interesse ¢é calcular o nimero reprodutivo basico de (2.29), ou seja, o

numero esperado de casos secundarios causados por uma infec¢gao em uma populagao
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suscetivel. Para isso, a partir do momento que a populagao atinge seu equilibrio T},
queremos determinar para quais parametros a populacgao continuara ou nao infectada

na invasao de uma doenca.

Denotando por Ey = (5*,0) o equilibrio livre de doenga, podemos analisar
sua estabilidade através do processo de linearizacao que consiste na analise dos
autovalores da matriz Jacobiana de (2.29). A matriz Jacobiana aplicada em Ej é

dada por

JE) = |7 et o)) (2.30)

0 Y(a+ o)
Calculando os autovalores da matriz acima, obtemos \; =y e Ay = y(a + o).
Para Ej ser um equilibrio estavel, o valor absoluto do maior autovalor da matriz
Jacobiana tem que ser inferior a 1. Observe que | A; |< 1 pois 0 < v < 1. Assim,
considerando Ay e o fato que ele é positivo pois v, 0 e a sao positivos, obtemos o

seguinte valor para o nimero reprodutivo bésico

Ro =7v(a+0). (2.31)

e Se Ry < 1, entao as solugoes (S;,I;) — (5*,0), ou seja, um equilibrio

livre da doenca.

e Se Ry > 1 entdo as solucdes (S;,I;) — (S,I), ou seja, um equilibrio

endémico.

Observe em (2.31) e na Figura 2.7 que o aumento a taxa de transmissao da
doenca aumenta o valor de Ry. Por exemplo, se 0 = 0,5 ¢ v = 0,9, obtemos que
Ro < 1se a < 0,555. Além disso, o aumento de « faz o nimero de infectados
aumentar. Podemos observar na Figura 2.8 que para o = 0,5, cujo nimero repro-
dutivo bésico é inferior a 1, o fato da doenca ser introduzida na populacao nao a

faz persistir. Para o = 1, cujo nimero reprodutivo basico é igual a 1,35, a doenca
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persiste no sistema e para a = 2, cujo Ry = 2,25, o nimero de infectados é superior

ao numero de suscetiveis.

@)

Figura 2.7: Numero reprodutivo bésico vs o e a. (a) v = 0,5, T} converge a um
ponto fixo se 0 < r < 3,3069. (b) v = 0,9, T; converge a um ponto fixo
se 0 <r<17,7.

15

(Se1)

0.5

(@

(S,

10 20 30

15

0.5

0

(b)

—

(S,

it

0 10 20 3

t

0

15

0.5

(©

10

20

30

Figura 2.8: Populagao de suscetiveis e infectados vs t. Sy (azul.) e I; (vermelho*).
Considera-se ¢ = 0,5, v = 0,9 e r = 5. O valor T; converge para
S* =1,46. Considera-se uma condi¢ao inicial positiva proximo a Ey =
(5*,0). (a) a =0,5, Rop =0,9. (b)a=1, Ry = 1,35. (¢) a = 2,
Ry = 2,25.
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3 ESTUDO DE UMA METAPOPULACAO

Uma metapopulacao é uma rede formada por populagoes que habitam fragmen-
tos denominados sitios, cujos individuos se reproduzem localmente e a migracao pode
influenciar a dinamica local, incluindo a possibilidade de uma populacao se restabele-
cer ap6s uma extingao [27]. O termo metapopulagao foi dado por Levins [47] em 1969
e tanto sistemas de equacoes diferenciais como sistemsas de equacoes em diferencas

sao usadas para modelar metapopulagoes [3, 8, 9, 15, 18, 20, 29, 35, 78, 79, 86].

Neste capitulo, apresentamos um sistema de equagoes discretas para mode-
lar metapopulagoes compostas por sitios conectados por um processo de dispersao.
O modelo é andlogo aos descritos em [3, 9, 20, 78, 79]. Analisamos o fenomeno
de sincronizacgao, ou seja, todas as populagoes evoluindo com a mesma densidade.
Apresentamos resultados analiticos para a estabilidade de soluc¢bes sincronizadas e
mostramos os diferentes comportamentos do modelo que dependem de fatores tais

como os valores das taxas de dispersao e o nimero de sitios.

3.1 Modelo Metapopulacional

A metapopulacao consiste de d sitios espacialmente distribuidos, enumerados
por 1,2,...,d, onde uma unica espécie habita. Consideramos que em cada sitio,
a populagao esta sujeita ao processo de dinamica local que consiste de reprodugao
e sobrevivéncia e dada por uma funcao de classe C' em [0, 00), denotada por f.
Portanto, na falta de dispersao entre os sitios, a evolugao da populagao em um sitio
isolado é dada por

Tty :f<.l’t), t:0,1,2,..., (31)

onde z; representa o nimero de individuos no passo de tempo t.
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Dependendo da fungao f, o modelo local dado em (3.1) pode ter um compor-
tamento dinamico incluindo estados de equilibrio, ciclos periddicos e caos. Exemplos
de fungoes utilizadas para descrever o comportamento de populagoes sao as familias
de funcoes de Ricker e Hassell, descritas no capitulo anterior e utilizadas em diversos

trabalhos na literatura para descrever dinamicas populacionais [3, 20, 53].

Apbs o processo de dinamica local de cada sitio, ocorre o processo de dispersao
de individuos entre os sitios. A cada passo de tempo, uma fracao de individuos m
deixa um determinado sitio e migra para os sitios vizinhos. Considera-se que essa
fracao de individuos é dependente do tempo e da densidade de cada sitio, ou seja,
me(z), onde 0 < my(x) < 1. Assim, a densidade de individuos que partem do sitio i
no passo de tempo ¢ é my(f(x%))f(z%). Dos individuos que migram dos sitios vizinhos
k, uma fracao 7;; chegara para fazer parte da populacao do sitio . Consideramos que
o processo de migracao ¢ 100% bem sucedido, ou seja, nao ha perda de individuos
durante a migracao. Assim temos que Zizl Vi = 1. Além disso, os individuos nao
retornam para o mesmo sitio, ou seja, v; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,d. A matriz
I'= [%k]f x—1 ¢ denominada matriz acoplamento, cada termo -, representa a fragao
de individuos que sai do sitio k no passo de tempo t e passa a fazer parte do sitio ¢
no passo de tempo t+ 1. Fazendo essas consideracoes, podemos escrever um sistema

de d equacoes representando a dinamica metapopulacional por

xi—&-l = (1 - mt(f(ﬂife)))f(%’i) + Z%kmt(f($f))f($f)a i=12,....d (3'2)

Considerando ¢; em [0, 00) definida por ¢(z) = xmy(z). A fungdo ¢; repre-
senta o numero de individuos que deixam um determinado sitio. Portanto, podemos

escrever (3.2) na forma

If‘:+1 = f(l‘i) - th(f<xf‘/)) + Z%k@t(f(xf))ﬂ i=12... ,d. (33)
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Os dois primeiros termos do lado direito da equacao (3.3) representam os
individuos que nao partiram do sitio 7 no passo de tempo ¢, enquanto o terceiro

termo é a soma de todas as contribuicoes dos sitios vizinhos.

3.2 Estabilidade Transversal do Estado Sincronizado

Uma 6rbita referente ao sistema (3.3) estd em estado sincronizado se a densi-
dade de todos os sitios é a mesma a cada passo de tempo t, ou seja, z! = z5,i =
1,2,...,d,t =0,1,2,.... Substituindo z! = x¢ em (3.3), obtemos que uma condigao
para a existéncia de solugoes sincronizadas é Zi:l vir = 1, paratodot =1,2,....,d.
Além disso, a dinamica de cada sitio no estado sincronizado satisfaz x7,, = f(x)
que é exatamente a dinamica de um sitio isolado dado em (3.1). Isso significa que
no estado sincronizado, todas as populagoes se comportam como se estivessem iso-
ladas. Em termos matematicos, a sincronizacao significa que a dinamica do sistema
dado pela equagao (3.3) estd restrita a uma variedade invariante a qual, nesse caso,

é precisamente a diagonal do espaco de fase (ver Figura 3.1).

O comportamento de érbitas que iniciam proximas a atratores pertencentes
a diagonal do espaco de fase pode ser analisado através da linearizacao do sistema
metapopulacional (3.3). Antes de fazer essa andlise, descreveremos e faremos algu-
mas hipoteses sobre as funcoes f e ¢. Considera-se que a funcao f ¢ dada pelas
familias unidimensionais de funcgoes descritas no capitulo 2. Portanto, existe um
atrator e uma medida natural p associada ao atrator. Considera-se também que
a funcao ¢ ¢ invariante com respeito a uma medida natural p,,, que dita a dis-
tribuicao das taxas de migracao. Por exemplo, se considerarmos que a migracao
¢ dependente apenas do tempo, podemos definir uma func¢ao ¢ : [0,1] — [0, 1]
tal que myy; = g(my). Uma funcao que pode ser considerada nesse caso é o ma-
peamento logistico, ou seja, m 1 = rmy(1 — my), um mapeamento em [0, 1]. De

mesmo modo, podemos definir uma fungao g : [0, 00] — [0, 1] tal que m(z;) = g(zy),
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Figura 3.1: Atrator sincronizado contido na diagonal de fase. O atrator é repre-
sentado pelo ponto ou pelo segmento linear mais grosso. (a) Ponto de
equilibrio. (b) Ciclo de perfodo 2. (c¢) Jungao de dois intervalos. (d)
Um intervalo.

isto é, a migracao depende apenas da densidade populacional de cada sitio. Um
exemplo de funcao que contempla os dois casos é a seguinte funcao sigmoidal:
My () = m. Com essas hipdteses, é possivel obtermos uma condigao
suficiente de estabilidade transversal assintotica para atratores contidos na diagonal

do espaco de fase.

Analisaremos a seguir a estabilidade assintética do estado sincronizado, ou seja,
quando érbitas que iniciam préximas a esse estado serao atraidas para ele. Para isso,
faremos a linearizacao do sistema metapopulacional e analisaremos a evolugao da

perturbagao. A linearizagao em torno da érbita sincronizada é dada por
At-i—l = Df(X?)At, (34)

onde A; representa a perturbacio do estado sincronizado, x{ = (x5, 25,...,25) € R¢

e Df(x{) ¢ a matriz Jacobiana do sistema metapopulacional (3.3) aplicada no estado
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sincronizado que possui suas entradas dadas por

| O AU, sk .

iy (f (@) f (7)), se k # 1.
Observe que Df(x}) pode ser escrita na forma

DE(x}) = H (e f (27), (3.6)

onde H s e =1 — o, (f(x$))B, I é a matriz identidade e B = I —T.

E importante observar que a matriz I é duplamente estocéstica, ou seja, a soma
das linhas assim como das colunas é 1 (Zle ik = 1, e ZZ:I vik = 1). Aplicando
o teorema de Gershgorin (Lancaster [45]), temos que o autovalor dominante da
matriz I' é 1. Pelo teorema de Perron-Frobenius (Lancaster [45]), 1 é um autovalor
simples de I". Portanto, 0y = 0 é um autovalor simples de B e o correspondente
autoespaco ¢ a diagonal S do espago de fase. Dessa forma, vamos considerar a
decomposicio R? = SE S+, onde St é o complemento ortogonal a S. Utilizando
essa decomposicao, podemos garantir a existéncia de uma base do R? tal que nessa
base a matriz B pode ser escrita na forma canonica de Jordan. Mais precisamente,

existe uma matriz inversivel (), de ordem d x d, tal que

00 ... 0

B=Q| QL (3.7)

onde A é uma matriz (d — 1) x (d — 1). Nessa base, H ;445 Pode ser escrita como

aen =@ | Q" (3.8)
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Assim, o estudo da estabilidade de perturbacoes transversais a orbita sin-

cronizada fica reduzido a evolugao do sistema

Avir = [ (@) = @ (f(27) A)A, (3.9)

onde A; representa a perturbacao transversal do estado sincronizado. A perturbagao

transversal A; se aproximara de zero quando t — oo se e somente se
lim ||Pry-...- PP||V7 < 1, (3.10)
onde P, = f'(3)(I — ¢,(f(x5))A). Observando que

T—1

1Py Poll = (JT 1 @D = oroa(F@51))A) - - (T = o (f (28)) Al
t=0

temos que
Tim [Py PLRy||M7™ = L(x8) Az, mo), (3.11)
onde .
.
L) = Jim (TTIf @)D" (3.12)
t=0

¢ o numero de Lyapunov da érbita comecando em zf e
Alzg,mo) = lim [[(I — o1 (f(z7-1))A) - - (I = o (f(5)) A (3.13)
¢ um quantificador que depende da condicao inicial ) e da migragao inicial my.

Considerando que f preserva a medida natural p, aplicando o logaritmo natural em
T—1

H (If (z)|")Y" e utilizando o Teorema de Birkhoff, podemos escrever (3.12) na forma
t=0
. 1 1,s 1,g o0 ’
T (@) + e+ 0 @30 = [P @@, (614)

para todo x§ a menos de um conjunto de medida p nula. Portanto, o nimero de Lyapunov
¢é dado por
L = exple” nlf @ldp(z) (3.15)
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Supondo Int ||[I — ¢ ()A|| € L*(pm.z), podemos utilizar o teorema de Oseledec, o
qual nos garante que A(xf, mo) existe para quase todo zf e quase toda migragao inicial

my.

O produto em (3.11) corresponde ao maior nimero de Lyapunov transversal e esta
associado a estabilidade transversal do atrator sincronizado. Assim, podemos estabelecer
um critério para a estabilidade assintética do atrator sincronizado dado pelo teorema

abaixo.

Teorema 3.1. Seja f uma funcdo de classe C1 em [0, 00) invariante em relag¢do a medida
natural de probabilidade p. Seja v invariante em relagdo a medida natural de probabilidade
Pz Suponha que Int|f (z)] € L'(p) e Int || I — ¢(x)A ||€ L (pm). Entio, o critério
para a establidade local de atratores gerados por (3.1) e contidos na diagonal do espago de

fase € LA < 1.

Observe que o nimero de Lyapunov L depende apenas da dinamica local do sitio,
enquanto A depende do processo migratério. Além disso, o sistema metapopulacional
oscila conforme a dinamica local no estado sincronizado. Para obter caos sincronizado,
precisamos supor L > 1 para a oscilacdo de um sitio isolado ser cadtico. Assim, o termo
que depende do processo migratoério terda que obedecer a inequacao A < 1/L para o modelo

apresentar caos sincronizado.

3.3 Formas de Dispersao e Acoplamento entre as

Populacgoes

Frequentemente faz-se distingdo na dispersao dependendo da densidade por de-
pendéncia positiva e dependéncia negativa. Considera-se que ocorre dependéncia positiva
quando a fracdo de migragao aumenta com o aumento do nimero de individuos, enquanto
dependéncia negativa ocorre se a fragdo de migracao diminui com o aumento do nimero
de individuos. Ylikarjula et al. [86] propuseram uma formula¢do matemética que contem-

pla ambos os casos de dependéncia positiva e negativa na dispersao de individuos. Eles
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assumiram que a fragao de dispersao é uma curva dada por

m

T 1+ exp(B(z — 1))

m(z) (3.16)
onde o parametro m determina a fracao de dispersao méxima (0 < m < 1), § descreve
o aumento ou a diminui¢do na dispersdo e z determina o ponto de inflexdo (quando a
dispersao ¢ igual a z, temos que a dispersao é metade do seu maximo, m/2). O caso
B = 0 corresponde ao caso em que a dispersao independe da densidade (m(x) = m/2,
para todo x > 0). Quando  — 00, ndo existe migracao se a populacao local é menor que
z, entretanto a fracao de migracao serd igual ao seu valor maximo m se a populagao local

for maior que z. A situacdo contraria ocorre se  — —oo (ver Figura 3.2).
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Figura 3.2: Fragdo de migracdo em fun¢ao da densidade populacional m(x) =

m, onde m = 0,5 e z = 1. (a) Dependéncia positiva da densi-

dade 8 > 0, (b) dependéncia negativa da densidade 5 < 0, (¢) § — +0o0
e (d) f— —oc.

Uma vez que individuos migram entre os sitios, precisamos definir a topologia da
rede de sitios, ou seja, dado um sitio, precisamos saber para quais sitios os individuos
poderdo migrar e qual a origem dos individuos que chegam (Figura 3.3). Configuracoes

de rede bem conhecidas sdao a vizinhangca de Von Neumann, onde 4 sitios cercam um



34

sitio central, e a vizinhanca de Moore, onde 8 sitios cercam um sitio central numa rede
bidimensional (Silva et al. [76]). Além dessas topologias, podemos considerar também o
acoplamento em forma de anel com os dois sitios mais préximos ou a rede globalmente
acoplada (Earn et al. [20]). Dada a topologia, podemos escrever a matriz de configuragao
I' que representa como os sitios estao acoplados. Por exemplo, se 5 sitios estao acoplados

com os dois vizinhos mais préximos em forma de anel, a matriz I' é dada por

0 m2 0 0 7
Y1 0 23 00
F=[ 0 ~2 0 ~5 0 (3.17)
0 0 s 0 s
1 0 0 953 0O

(d)

. (7

Figura 3.3: Rede de sitios acoplados. (a) Vizinhanga de Moore. (b) Vizinhanga de
Von Neumann. (c) Acoplamento entre os dois sitios mais préximos em
forma de anel. (d) Acoplamento global.

Tlustramos nossos resultados considerando a metapopulagao acoplada com os dois

vizinhos mais proximos em forma de anel, cuja matriz, 'y, é dada por

0 1/2 0 0 1/2
/2 0 1/2 0 0
0 1/2
Iy = : (3.18)
0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2
1/2 0 0 1/2 0
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e todos os sitio igualmente acoplados, cuja matriz, I's, é dada por

0 1/d-1) ... 1/(d-1)
I, — 1/(d—1) 0 : | (319
1/(d—1) 1/(d—1) 0

As duas matrizes acima sao circulantes e, portanto, diagonalizaveis [16]. Além disso,
os autovalores de I'y sao dados por 1 e cos(%), enquanto os autovalores da matriz I'y sao
dados por 1 e —ﬁ, para todo i = 1,2,...,d — 1. Uma forma apropriada que contempla

ambos os casos é a seguinte combinacao convexa

F'=(1-a)l'1 +aly; (3.20)

onde o coeficiente « varia entre 0 e 1. Para valores de o préximos de zero, temos que
o acoplamento é mais forte entre os dois vizinhos mais préximos. Ao aumentarmos os
valores de «, temos que a interacao entre os sitios aumenta e o sitios ficam globalmente
acoplados e com mesmo coeficiente quando @ = 1. O valor « é denominado coeficiente
de interacao entre os sitios. Nesse caso, os autovalores da matriz I' sdo dados por 1 e

(1 —a)cos(Et) 4+ 424, para todo i = 1,2,...,d — 1.

Nas préximas secoes, apresentaremos resultados analiticos e simulacoes numéricas do
modelo metapopulacional. Em todos os casos considera-se a funcao exponencial logistica
(caso particular da fungao de Ricker) para descrever a dinamica local de cada populacao,
ou seja,

f(z) = zer=2) > 0. (3.21)

Nas simulacoes numéricas, as condicoes iniciais das populacoes sao escolhidas aleato-
riamente préximas ao atrator sincronizado que estd contido na diagonal de fase. Fixado
r, consideram-se algumas iteracoes da dinamica local de modo a z; convergir a z7. A
partir disso, perturba-se randomicamente as componentes do vetor x; = (z},xf,...,x})
da seguinte maneira: zj £ erand(1l), onde e << 1 e rand(1) é a fun¢do randémica imple-

mentada no MATLAB que retorna um valor randémico entre 0 e 1.
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Uma maneira de analisarmos o comportamento do modelo metapopulacional deter-

minando regides onde ocorre sincronizagao é através do erro de sincronizacao, e;, definido

por
1 d
_ i i+1
€ =7 Z |lzp — 2y, (3.22)
d “
=1
onde xf“ = z}. Assim, obtemos sincronizacao se e; — 0, quando t — co. Nas simulacdes

que calculam o erro de sincronizacao, plotam-se 50 valores do erro apés o descarte de 2

mil transientes.

3.4 Migracao Independente da Densidade e do Tempo

Iniciamos considerando o caso onde a migracao é independente da densidade e do
tempo, ou seja, my(z) = m, onde 0 < m < 1. Em outras palavras, a cada geragdo uma
fracdo m de individuos migra para os sitios vizinhos. Observe que, I — ¢ (f (x2_1)A =
I —mA, portanto, o quantificador A dado em (3.13) pode ser escrito como

A = lim | (L= mA)(I —mA)... (I -mA)||'". (3.23)

TUVEZES

Portanto,
A = lim ||(I —mA)||Y/"
700 (3.24)
= o(I —mA).
onde o(.) denota o raio espectral de I — mA, ou seja, o maior autovalor. Pelo fato de
1 ser o autovalor dominante de I — mB, temos que o(I — mA) = ogu(I — mB), onde
osub(.) representa o autovalor subdominante. Além disso, wa( ) = H,, = I—mB com

a matriz H,, dada por

1-m myo ... mY1d

my1 1—m

Hy, = : : . (3.25)

mYd—1,d

mydi o co. MYgd—1 l1l—m
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Portanto, uma condicao para a sincronizagao nesse caso é

LA = Logu(I —mB) < 1. (3.26)

Esse resultado é o mesmo obtido por Earn et al. [20]. A regido onde LA < 1 foi
denominada como regido de possivel coeréncia, enquanto para LA > 1 a coeréncia nunca

seria atingida.

A seguir, apresentam-se simulacées numéricas do modelo metapopulacional com
migracao independente da densidade. Na figura 3.4, apresentam-se os graficos sitios-
tempo considerando uma rede composta por 7 sitios acoplados com os dois vizinhos mais
préximos em forma de anel e a respectiva densidade populacional de um determinado
sitio. Nos gréficos sitios-tempo, os sitios estao numerados de 1 a 7 e estao ao longo do
eixo vertical, enquanto no eixo horizontal temos os 20 tultimos passos de tempo, apds
o descarte de transientes. As células (t,7) s@o pintadas em seis tonalidades de acordo
com a densidade de cada sitio. Para densidades altas, a célula é pintada de branco. Para
densidades baixas, a célula é pintada de preto, enquanto para densidades intermediarias as
células sao pintadas em tons de cinza. Em (a) foi considerado taxa de migragao de m = 0,8
e taxa de crescimento de r = 2,6, cujo nimero de Lyapunov possui valor L ~ 0,5657.
Nesse caso, a érbita de um sitio isolado converge para um ciclo de periodo 4. Observe
que os sitios sincronizam e a dinamica deles é exatamente a mesma de um sitio isolado.
Em (c), a taxa de crescimento considerada foi de r = 3,1, cujo nimero de Lyapunov é
L ~ 1,3276. Novamente as metapopulacoes sincronizam, mas o comportamento é cadtico.
Ao diminuirmos a taxa de migragdo para m = 0,3 nao ocorre sincronizacao (Figura
3.4(e)). Portanto, ao mudarmos a taxa de migracao de 0,8 para 0,3, os sitios apresentam
comportamentos diferentes, num caso ocorre sincroniza¢do e no outro caso sincronizagao

nao é observada.

Nosso objetivo é mostrar os diferentes comportamentos ao variarmos a taxa de
migragao. Observe que o autovalor subdominante de I — mB em (3.26) é sempre inferior
a 1. Assim, se a dinamica local de cada sitio for peridédica, o atrator sincronizado sera
localmente estavel independentemente da taxa de migracao, pois o nimero de Lyapunov

também serd inferior a 1. Sendo assim, consideramos que a dinamica local de cada sitio
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Figura 3.4: Gréficos sitios-tempo em (a), (c) e (e) e densidade do sitio 3 em (b), (d) e
(f). Considera-se 7 sitios acoplados com os dois vizinhos mais préximos
em forma de anel e dindmica local dada por f(x) = ze"*=®). Em (a) m =
0,8, r = 2,6, cujo nimero de Lyapunov é L = 0,5657. O quantificador
A = 0,6988. Portanto, LA = 0,3953. Ocorre sincronizacao entre os
sitios e a dindmica é exatamente a mesma de um sitio isolado. Em (c)
m = 0,8 r =31 L =1,3276, A = 0,6988, LA = 0,9277. Ocorre
sincronizacao e o comportamento é cadtico. Em (e) m = 0,3, r = 3,1,
L =1,3276, A =0,7927, LA = 1,0524. Nao ocorre sincronizacao.

é cadtica. Assim, L > 1 e a estabilidade de solugoes sincronizadas depende do processo
migratorio. Mais precisamente, consideramos a dinamica local de cada sitio dada por

flz) = ze"=%) com r = 3,1, cujo nimero de Lyapunov possui valor L = 1, 3276.

Na figura 3.5, apresentam-se o diagrama de bifurcacao do erro de sincronizagao
(3.22), e o respectivo e maior nimero transversal de Lyapunov (3.11), ambos em funcao
da fragdo de migracao m. Observe que o aumento no nimero de sitios diminui a regiao de
sincronizacao. Além disso, podemos observar uma cascata de bifurcacao inversa para o erro

de sincronizacao, caracterizando diferentes comportamentos do modelo metapopulacional.

Na figura 3.6, apresentam-se os graficos sitios-tempo e o espaco de fase para deter-

minadas taxas de migragao. Podemos observar que dependendo da taxa de migracao, as
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trajetorias que nao sincronizam sao atraidas para diferentes atratores. Para m = 0,1 nao

ocorre sincronizagao, mas a trajetéria é atraida para um ciclo de periodo 2.

Além disso, na Figura 3.5, observamos que a medida que aumentamos o valor da taxa
de migragao, os maiores nimeros transversais de Lyapunov diminuem de maneira linear até
uma determinada taxa de migracao. Para m = 0,357, o niimero transversal de Lyapunov
estd proximo do valor 1. Para as taxas de migragoes préoximas a m = 0,357, observa-se
uma série de comportamentos (ver Figuras 3.7, 3.8 e 3.9). Dependendo da condigao inicial
e da perturbagao, as populagoes sao atraidas para diferentes atratores. Podemos observar
que ocorre sincronizag¢ao mesmo quando o numero transversal de Lyapunov é superior a 1
e vice-versa. Esse fato foi observado por Cazelles [9], e denominado por ele como coeréncia
inesperada. E importante observar que a condi¢do para sincronizagao dada em (3.26) e
estabelecido por Earn et al. [20] ndo esta errada. O critério é estabelecido para um nimero
infinito de iterados tanto para o ntimero de Lyapunov quanto para o quantificador A. O
tempo finito no calculo desses parametros nao deixa de garantir a existéncia de areas
no subespaco invariante que sao localmente e transversalmente estéveis ou instaveis [46],
conhecidos como bifurcacao de Ridlling. Entdao, mesmo quando o estado sincronizado é
estavel, podem existir condigoes iniciais para as quais os sitios convirjam para um atrator

fora da diagonal de fase.

Além da variagao no numero de sitios, outro fator que muda a regiao de estabilidade

¢ a migracao dependente da densidade, que serd discutida na préxima segao.
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Figura 3.5: Digrama de bifurcagdo do erro de sincronizacao ((a), (c) e (e)) com o
respectivo e maior nimero transversal de Lyapunov ((b), (d) e (f)) vs
m. (a) 3 sitios, (c) 5 sitios, (e) 7 sitios. Dindmica local dada pela fungao
exponencial logistica, com r = 3,1, cujo nimero de Lyapunov possui
valor L = 1, 3276, e acoplamento em forma de anel com os dois vizinhos
mais proximos.
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Figura 3.6: Gréaficos sitios-tempo e diagrama de fase, considerando 5 sitios acoplados

em forma de anel. (a) X; = (2}, 22, 23,

3

m =0,1. (ii)) m = 0,3. (iii)) m = 0,5. (iv) m=0,98.
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Figura 3.7: Erro de sincronizacao vs t. Mesmas consideracoes para plotar a Figura
3.5 (c), mas m fixado. A condigao inicial é dada préximo ao estado
sincronizado: xg = z{ + erand(1l), onde ¢ = 107" e rand(1) é a fungao
randomica do MATLAB que retorna valores entre 0 e 1. (a) 0,31. (b)
0,32. (c) 0,33. (d) 0,34. (e) 0,35. (f) 0,36. (g) 0,37. (h) 0,38.
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Figura 3.8: Idem a figura 3.7. A tnica diferenga ¢ a condigao inicial devido a fungao
randomica, ou seja, o cddigo foi colocado para iterar sem mudar nenhum
parametro. (a) 0,31. (b) 0,32. (c) 0,33. (d) 0,34. (e) 0,35. (f) 0,36. (g)
0,37. (h) 0,38.
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Figura 3.9: Idem & figura 3.7, mas e = 107'2. (a) 0,31. (b) 0,32. (c) 0,33. (d) 0,34.
() 0,35. (£) 0,36. (g) 0,37. () 0,38.
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3.5 Migracao Dependente da Densidade

Consideramos agora que os individuos migram dependendo da densidade popula-
cional de cada sitio. Em particular, apresentam-se os resultados obtidos por Silva e Gior-
dani [79] que concluiram que um simples mecanismo de migragao dependente da densidade

reduz significativamente as regioes de estabilidade do estado sincrénico.

Primeiramente, apresentamos o caso com dependéncia positiva da densidade popu-
lacional, ou seja, a fracao de migragao aumenta com o aumento do nimero de individuos.

Em particular, o caso em que 3 — oo na expressao (3.16). Sendo assim, obtemos

m, x> z;
m(z) = (3.27)
0, 0<z<z.

A densidade de migrantes p(x) é dada por ¢(x) = xm(x). Portanto, a derivada de
o(z) é dada por
, m, x>z

¢ (@) = (3.28)
0, O0<z<ez.

Supondo que Int||I — (x)A| € L'(p) e Int|f (x)| € L(p), o limite (3.11) existe
para quase todo xf € €2 com relacdo & medida natural p. Definindo k(7) o nimero de

vezes que a érbita sincronizada esta acima da densidade z, temos que

p(EF) = lim Ho<isT-1:f@eEBT} k), (3.29)

T—00 T T—00 T

onde F = (z,+00). Assim, o quantificador A dado em (3.13) pode ser escrito como

A= lim || (I = mA)I —mA)...(I - mA) I/ (3.30)

k(T)vezes

Portanto,
A = lim ||(I — mA)*FO)T

k()

—  Tim ([|(I — mA)RO |7
= [o(I —mA)).

(3.31)

Como o(I — mA) = ogu(I — mB), uma condicao para a estabilidade transversal

nesse caso ¢

Logu(I — mB)PE) < 1. (3.32)
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Observe que se z = 0, temos o caso de migracao independente da densidade pois
s, = (0,00) e, portanto, p(E}) = 1. Se o conjunto de densidades para qual migragao
nao ocorre tem medida menor que 1, entdo ogu,(I — mB)”(Ej) > osup(I — mB), pois
0 < p(Ef) < 1. Portanto, a regiao de estabilidade ¢ reduzida em comparagao ao caso de

migracao independente da densidade.

De maneira andloga, podemos considerar o caso com dependéncia negativa da den-
sidade, ou seja, a fragdo de migracao diminui com o aumento do nimero de individuos.

Em particular, o caso em que 3 — —oo em (3.16), obtendo-se

m, 0<x<z
m(zx) = . (3.33)
, X >z

A densidade de migrantes ¢(x) é dada por ¢(x) = zm(z), assim

/ m, 0<z<z;
¢ (@) = (3.34)
0, x>z

Denotando por A~ o quantificador A para o caso de dependéncia negativa (respec-
tivamente, AT para dependéncia positiva), obtemos que A~ = o4(Iy — mB)PF=) | onde

E; = (0, z). Portanto, uma condigao para a estabilidade transversal nesse caso é

Loguy(I; — mB)PF=) < 1. (3.35)

Desde que E e E, sao conjuntos complementares em [0, 00), temos que p(E}) +
p(E;) =1, portanto, ATA™ = o4,(I; — mB). Além disso, a migragao com dependéncia
negativa da densidade também reduz a regiao de estabilidade da dinamica sincronizada, em
relac@o ao caso de migragao independente da densidade, pois o4,,(I —mB )p(Ez_ ) > Osub (I —
mDB). Portanto, é possivel ter sincronizagao com migragao independente da densidade
enquanto o mesmo sistema pode nao sincronizar se considerarmos migracao dependente
da densidade. Isso pode ser alcancado se considerarmos p(E,) de modo a termos Log,, (I —

mB)PE=) > 1> o (I —mB).

As simulagoes numéricas ilustram a redugao na regiao de estabilidade das trajetérias

sincronizadas em relagao ao caso de migragao independente da densidade, como podemos
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observar na Figura 3.10. Além disso, para m < 0, 18, o diagrama do erro de sincronizacao

apresenta o mesmo comportamento do caso de migracao independente da densidade.

O caso de migragdo com dependéncia negativa também reduz a regiao ao com-
pararmos com migracao independente da densidade. Essa mudanga nao é tao significativa
quanto no caso de migracao com dependéncia positiva, como pode ser observado na Figura
3.12. Por outro lado, podemos observar que o comportamento do erro de sincronizagao nas
regioes onde nao ocorre sincronizagao é totalmente diferente. Na Figura 3.11 mostra-se o
comportamento dos sitios para determinadas taxas de migracao com dependéncia positiva
da densidade. Nesse caso, nao ocorre sincronizagao para nenhuma das taxas de migracao.
Para m = 0, 1, a trajetéria metapopulacional é atraida para um atrator de periodo 2 e fora
de fase (zf = x7, ). Para m = 0,3, as drbitas estdo concentradas em torno do atrator de
periodo 2. Para m = 0,5, nao ocorre sincronizac¢ao, mas podemos observar que as érbitas
estdo concentradas em torno da diagonal do espago de fase, enquanto para m = 0,98,
nao se observam relagoes nas densidades dos sitios. Para o caso de migracao com de-
pendéncia negativa (ver Figura 3.13), nao se observam atratores de periodo 2. Nesse caso,

o comportamento entre os sitios é aleatério.

O comportamento tipico do quantificador A é mostrado na Figura 3.14, para trés
diferentes formas de acoplamento. Podemos observar claramente que o fator de migracgao
diminui as regioes de estabilidade do atrator sincronizado. Por outro lado, & medida
que o coeficiente de interagao entre os sitios aumenta, maiores sao as chances de ocorrer
sincronizacao. O tamanho da rede também desempenha um papel importante na estabi-
lidade da trajetéria sincronizada, esse fato foi observado ao considerarmos 3, 5 e 7 sitios
nas simulagbes anteriores. A quantidade de sitios no sistema afeta os autovalores da
matriz de configuragao I'. O valor critico que determina o valor minimo do grafico linear
é exatamente % para o modelo com acoplamento global. Esse valor é préximo de 1 se a
metapopulagdo possui um ntmero grande de sitios. Assim, ao aumentarmos os nimeros
de sitios, temos um aumento no maior nimero transversal de Lyapunov, o que ocasiona

uma reducao na regiao de estabilidade.
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Figura 3.10: Mesmo sistema usado para plotar a Figura 3.5, mas migra¢ao com
dependéncia positiva da densidade. Esse fator diminui a regiao de
estabilidade das trajetérias sincronizadas.
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Figura 3.11: Gréficos sitios-tempo e diagrama de fase considerando 5 sitios acopla-
dos em forma de anel e migracao com dependéncia positiva da densi-
dade. (a) X; = (z}, 22,23, x},2?) vs t. (b) z} vs z7. (1) m = 0,1. (ii)
m = 0,3. (iii) m = 0,5. (iv) m=0,98.
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Figura 3.12: Mesmo sistema usado para plotar a Figura 3.5, mas migragao com
dependéncia negativa da densidade.
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Figura 3.13: Graficos sitios-tempo e diagrama de fase considerando 5 sitios acopla-
dos em forma de anel e migracao com dependéncia negativa da densi-
dade. (a) X; = (z}, 22,23, 2}, 2?) vs t. (b) x} vs 2. (i) m =0, 1. (ii)
m = 0,3. (iii) m = 0,6. (iv) m=0,98.
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Figura 3.14: Comportamento tipico do quantificador A para 3 valores diferentes do
coeficiente de acoplamento. (a) Migracao independente da densidade.
(b) Migracao com dependéncia positiva da densidade. O fato da mi-
gragao ser dependente da densidade diminui a regiao de estabilidade.
Além disso, o aumento no valor do coeficiente de acoplamento exerce
um efeito positivo na estabilidade das trajetérias sincronizadas.

Observe que a dependéncia da densidade apresenta um papel importante na dindmica
sincronizada. Esse simples mecanismo de densidade dependente impoe restrigoes na regiao
de estabilidade de atratores sincronizados quando comparados com o caso de migracao in-
dependente da densidade e, portanto, a dinamica nao sincronizada é mais comum e favorece

a sobrevivéncia da metapopulagdo ao reduzir o risco de extingao global [20)].

3.6 Migracao Dependente do Tempo e da Densidade

Nesta secao, analisaremos os comportamentos do modelo considerando que a mi-
gracao ¢ dependente da densidade ou do tempo. Para isso, consideramos que a matriz I’
¢é diagonalizavel, portanto, a matriz B = [ — I' também ¢é diagonalizavel. Desse modo,

existe uma matriz inversivel @, de ordem d x d, tal que (3.7) pode ser escrita na forma

0O 0 ... O

00'1

B=Q| = : Q1 (3.36)
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onde 05,1 =1,...,d, é o conjunto dos autovalores da matriz B = I —I'. Assim, Hgo/ (F())
t t

dada em (3.8) pode ser escrita na forma

1 0 0
0 1-oupy(f(a})) " : .,

Hyapy =@ ) ) ; Q. (3.37)
0 0 1—oa1p(f(2}))

Portanto, o estudo da estabilidade de perturbacoes transversais ao atrator sin-
cronizado fica reduzido & evolucdo de uma matriz diagonal, e o quantificador A dado
em (3.13) pode ser escrito como

A(zg,mo) = max  (lim [[(1— ¢y (f(x51)00) .- (1= o(f(@i))ai)l).  (3.38)

i=1,...,d—1 T—

Nesse caso, podemos usar o teorema de Birkhoff [17] e tirar a dependéncia do quantificador

A dos parametros iniciais (z{), mg), obtendo

A= max eafp(/ In(] 1— ojgal(m,x) dpm.(m, x)), (3.39)
3=1,...,d-1 [0,1]x[0,00]

onde ¢ (m, ) é a derivada em relacdo a x da funcio oy (z) = zmy(z).
3.6.1 Migracao Dependente do Tempo

A migragao dependente do tempo é observada em uma série de espécies na natureza
tais como populagoes de passaros, peixes invertebrados, mamiferos que migram de um
determinado habitat a outro devido as mudancas climéticas ocorridas durante o ano.
Do ponto de vista epidemiolégico, podemos observar o comportamento do fenémeno de
sincronizagao com incidéncia maior durante o periodo de inverno em pessoas atingidas

pelo virus da influenza [88].

Se a migragao for dependente apenas do tempo, temos que goé(m) = m; e a integral

em (3.39) pode ser escrita na forma

A= max ea:p(/ In|1—mo;|)dp(m). (3.40)
i=1,...,d—1 [0,1]
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A seguir, calculamos a integral acima considerando diferentes distribuigdes para as

taxas de migracgao.

a) Medida de Dirac no ponto m; = mg, t =0,1,2,..., ou seja, a taxa de migracao é

independente do tempo a cada passo de tempo. Assim,

1, m = mg;

Gy = (3.41)
0, c.c..
Nesse caso, temos que
A = max ewp(/ In|1—mo;|dm)
i=1,...,d—1 [0,1]

1—mo;|) (3.42)

=  max 1exp(ln

i=1,...,d—

= 1—mo; |).
i:f?%_l(‘ mo; |)

Observe que A é exatamente igual ao caso de migracao independente da densidade

apresentado anteriormente.

b) Medida de probabilidade concentrada em dois pontos, mg e my. Assim, temos

A = max exp/ In|1l—mo;| om
([ [ 3)

ln7| 1 —mgyo; ’ +In ’ 1—mqo; ’

)

=  max exp(

i=1,...d—1 2 (3.43)
= i:n’r'l.zixilexp(lnﬂ 1—mgo; |- |1 —myo; |)%)
1
= i:??ﬁq“ 1—mgo;|-|1—myo;])2.

Nesse caso, o valor de A é uma média geométrica que considera as duas taxas de migracao.

c) Medida de probabilidade concentrada em p pontos, mg, mi, ..., mpy_1. Assim,
podemos proceder de maneira analoga ao caso da migracao concentrada em dois pontos e
obter

1
A= {naﬁ1(|1—m00¢|-...-|1—mp,10i MER (3.44)
i=1,...,d—

e o valor de A é uma média geométrica que considera os p valores das taxas de migracao.

d) Distribui¢ao uniforme, ou seja, a probabilidade da taxa de migragdo assumir
qualquer valor num determinado intervalo é proporcional ao tamanho do intervalo. Nesse

caso, a funcao densidade de probabilidade é dada por
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=0, 0<m < a;

=
|

p(m) = ¢ po -, a<m<Db;

1
b—
0, b<m<ec.

Assim, obtemos que pp,, (m) = fbp(m)dm = fbb dm = 1, ou seja, pm,(m) é

a a

ergédica. Além disso,

1
A= Z-:E,lfa,x_l ea:p(b — /[a’b] In|1—mo;|dm). (3.45)

Portanto, o valor de A é uma integral de Riemann e podemos calcular o seu valor

analiticamente dividindo a integral em duas partes.

Parte 1: m < Z-. Observe que

fo 1 In(1 —moj)dpy(m) = Ul (((1 = moy)in(l —mo;)) — (1 — mai))|g
(0,1]
= Ui((ln(l — boy) 1707y — (In(1 — a6;)) 199 + (b — a)oy)
ac;))(1—aeo;) (L
= (=)™ - (0 a).
(3.46)
Portanto,
1 (1 — aog;))(t—eo0) 1
A = (b —
e exp(p—(In( (1 — bo;)(1=boi) ) - b-a)) (3.47)
l(w)ai@w)_
e\ (1o T000)
Parte 2: m > a% Procedendo de maneira analoga a parte 1, obtemos
(boy — 1)boi=) 1
A= Z oj(b—a) A4
I B T o (3.48)
Assim,
1 (1—a) (1—aX;)
max f(( ai) =) <1—“), se 0 <m < &
A - i=1,....d=1 € (1 — b)\z) 1 ) v (3 49)
o 1 ( 1) (bAi—1) (1 ) 1 1 :
— b—a = < .

e) Distribuigao dada pelo mapeamento logistico: my¢11 = 4my(1 — my). Nesse caso,

(3.50)

1 m
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Portanto,

i=1,.,d—1
In|1—mo;
=  max eatp(/ wdm).
[0

i=1,..,d=1 1] my/m(l —m)

A Figura 3.15 mostra as diferentes regides de sincronizacao e os valores do maior

A =  max exp(/ In|1—mo;|dp(m))
[0.1] (3.51)

nimero transversal de Lyapunov em funcao da taxa de migracao. O fator de migracao
temporal muda consideravelmente as regides de sincronizacao (Figura 3.15 (b) e (c)),
quando comparadas ao caso de migragdo sem dependéncia temporal (Figura 3.15 (a)).
Podemos observar que pouca interacao entre os sitios, diminui a estabilidade das trajetérias
sincronizadas. Por outro lado, migracoes intermediarias possuem um efeito oposto fazendo

a metapopulacao sincronizar.
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Figura 3.15: Erro de sincronizacao ((a), (b), (c)) e respectivo maior nimero
transversal de Lyapunov ((d), (e), (f)). Dinamica local dada pela
fungao exponencial logistica e metapopulagdo com 5 populagoes. (a)
migragao concentrada num ponto. (b) migragao de periodo 3: mg =
0,1, m;y = 0,1 e my = m. (c) migragao de periodo 3: mg = 0,1,
m;=0,9 e mg =m.

A Tabela 3.1 mostra diferentes regras de migragao e os valores do quantificador
A. Em todos os casos, as taxas de migracao estao distribuidas em torno de m = 0, 3.
Observe que o quantificador A nao muda significativamente o seu valor. Isso significa
que a estabilidade de trajetorias sincronizadas no modelo com migracao dependente da

densidade pode ser dada através da migragao média.



23

Ponto Fixo Periodo 2 Periodo 4  Uniforme  Uniforme Uniforme
m 0.3 0,2e0,4 0,15; 0,25; 0,35 e 0,45 [0,2; 0,4] [0,1; 0,5] [0; 0,6]
A 0,7927 0,78968 0,78892 0,7916 0,7887 0,7835

Tabela 3.1: Quantificador A para taxas de migracao distribuidas em torno de m =
0,3. Os valores do quantificador A nao mudam significantemente o seu
valor.

3.7 Dinamica Local dada pelo Modelo SIS

Em modelos epidemiolégicos, geralmente tem-se como objetivo analisar o compor-
tamento do equilibrio livre de doenga, ou seja, no caso de um modelo SIS, queremos
analisar a estabilidade do ponto Ey = (5*,0), onde S* representa o nimero de individuos
suscetiveis. Ao considerarmos uma rede conectada por processo migratorio, observamos
que esse equilibrio nao é desestabilizado quando o modelo local converge para o equilibrio
livre de doenca. Sendo assim, a rede acaba nao exercendo influéncia sobre esse equilibrio.
Por outro lado, ao considerarmos que os parametros do modelo SIS em cada sitio sdo
diferentes, ou seja, diferentes dindmicas locais para os sitios, observamos alguns fatores
interessantes que a rede acoplada exerce sobre a dinamica local de cada sitio e que serd

apresentado a seguir.

Considerando uma rede de populacoes com 2 sitios cuja dinamica local é dada pelo
modelo SIS apresentado no capitulo 2 e acopladas por processo migratério. Denotando
por S! o nimero de individuos suscetiveis, I} o nimero de individuos infectados, T} o
numero total de individuos no sitio 7, podemos escrever o seguinte sistema de equagoes

para descrever a dinamica entre os dois sitios

( (St I}) + ms f2(SE, 17)
It-l—l = (1 =mng (S, I}) +mrg2(SE, I7)
St = (1 =ms)fa(SE, 1) + ms fi(SE, 1})
(1 —mp)ga(SE, I7) + mrgi (S}, 1),

St+1 =

(3.52)

It+1 -

onde mg ¢ a fragdo de migragao de individuos suscetiveis e my é a fracdo de migracao de

individuos infectados a cada passo de tempo t. Além disso,
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o | | ik |
filS 1) = Tiexp(r(l =Tg)) +ye "5 +~(1 = o)l
It

; (3.53)
g(SiT) = y(l—e TS 40,1,

onde i =1, 2.

Observe que a taxa de crescimento populacional em cada sitio (7), assim como a taxa
de mortalidade () para cada sitio sdo as mesmas. A principal consideragao feita sobre os
dois sitios é que as taxas de transmissao da doenca em cada sitio, a1 e as, e as taxas que os
individuos se recuperam, oy € o9, ndo necessariamente sao as mesmas. Além disso, os dois
sitios estao acoplados por processo migratorio com dispersao simétrica, ou seja, a fracao
de individuos que migra do sitio 1 ao sitio 2 é a mesma que migra do sitio 2 ao sitio 1.
Essa condicao de simetria é imposta para os dois sitios possuirem o mesmo equilibrio livre
de doenga, ou seja, Fy = (5*,0,5%,0). Assim como no caso de uma populacdo, queremos
encontrar o nimero reprodutivo basico que nos traz informagoes sobre o equilibrio livre
de doenca. Linearizando o sistema de equagoes (3.52) em torno de Ey, a matriz Jacobiana

aplicada em FEj é dada por

(1 —mg)y 01 msy  mgy(—az+ (1 —02))
T(Eo) = 0 (I —=mp)(ag +01)y 0 mry(o2 + az) ’
mgy  mgy(—ar+(1-o01)) (1-ms)y 02
0 mry(al—i—al) 0 (1—m1)(a2+02)’y
(3.54)

onde 6; = (1 —mg)(—coi + (1 —0y))y, i =1,2.

Denotando por R; e Ro os numeros reprodutivos béasicos dos sitios 1 e 2, respec-

tivamente, ou seja, R1 = (a1 + 01) e Ra = y(az + 02). Os autovalores da matriz
Jacobiana acima sao dados por A\; = v, Ay = (1 — 2mg), \3 = (1 — ml)% +
\/(Rl—Rz)Z(l—;nI)Q-‘r‘lm%RlRQ e )\4 _ (1 —mI)RIgR2 _ \/(Rl—R2)2(1—2’H’L[)2+4m§R1R2. Observe

que | A1 |< 1e| A2 |< 1, além disso, | A3 |<| Ag |. Portanto, podemos definir o seguinte

nuamero reprodutivo basico para o modelo epidemiolégico composto por 2 sitios

Ro=[ A3 |- (3.55)
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e Se Ry < 1, entdo as solugoes (S}, I},S2,12) — (S*,0,5%,0), ou seja, o

equilibrio livre da doenca.

e Se Ry > 1, entdo as solugoes (S},I},S%,12)— (S,1,5,1), ou seja, o equilibrio

endémico.

Observe que se my = 0, temos A3 = (02 + a2) e Ay = y(01 + a1). Ou seja, quando
os sitios estao isolados, R corresponde ao sitio com maior taxa de transmissao da doenca.
Se a := a1 = ag e 0 := 01 = 09, obtemos que Ry = y(a + o) que é exatamente o
valor do nimero reprodutivo bésico de um sitio isolado. Em outras palavras, se a taxa de
transmissao da doenga e a taxa que os individuos se recuperam de ambos os sitios forem

as mesmas, a migracao nao altera o comportamento da dindmica local de cada sitio.

Na figura 3.16 mostram-se os valores do nimero reprodutivo béasico em func¢ao da
taxa de migracao de infectados. Ao considerarmos os dois sitios idénticos e com diferentes
taxas de transmissao da doenga, observamos que a troca de individuos infectados entre
sitios faz o nimero reprodutivo bésico diminuir seu valor. Além disso, dependendo da taxa
de migracao e da taxa de transmissao, um sitio propicio a ter infec¢ao ao estar isolado

pode extingui-la devido ao processo migratério (ver Figura 3.17).

(@) (b) (©)

1.5 15 1.5
1 K 1 1
o v o
0.5 0.5 0.5
0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
m m m

Figura 3.16: Numero reprodutivo basico para dois sitios acoplados por processo mi-
gratério com dispersao simétrica. Considera-se ¢ = 0,5, v = 0,9. (a)
a; = 1eay=0,1. Portanto, Ry = 1,35 e Ry = 0,54. (b) ay =1
e ag = 0,5. Portanto, Ry = 1,35 e Ry =0,9. (¢) g =1 e ag = 1.
Portanto, Ry = 1,35 e Ry = 1, 35.
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Figura 3.17: Populacao de suscetiveis e infectados vs t. S} (azul.) e I} (vermelho*).
Considera-se 0 = 0,5, v =0,9, r =5, a1 =1 e ag = 0,1. O valor T}
converge para S* = 1,46. Considera-se uma condic¢ao inicial positiva
préximo a Ey = (5%,0,5%,0). (a) m =0,01e Ry = 1,336. (b) m =0,2
e Rop=1,222. (c) m=0,5e Ry =0,945.

3.8 Discussao

Neste capitulo, apresentamos um modelo metapopulacional composto por sitios es-
pacialmente distribuidos e conectados por processo migratério. A cada geracdo, ocorrem
dois processos: dinamica local e migracao entre os sitios. As dinamicas locais sao gover-
nadas por familias de funcoes logisticas e o processo migratoério pode depender da densidade
de cada sitio e do tempo. O modelo é construido de modo que o estado sincronizado (to-
das as populagoes evoluindo com a mesma densidade) seja solugao do sistema. Para isso,
impoem-se algumas simetrias no sistema, tais como: a funcao responsavel pela dinamica
local de cada sitio é a mesma e a matriz que rege o acoplamento entre os sitios é dupla-
mente estocastica. Além disso, a dinamica populacional no estado sincronizado é dada
exatamente pela dinamica local de cada sitio, ou seja, toda a metapopulacao evolui com

0 mesmo comportamento de um sitio isolado no estado sincronizado.

Através do processo de linearizacao, obtemos condigoes suficientes para o estado sin-
cronizado ser localmente estdvel, ou seja, quando densidades populacionais préximas a esse
estado sdo atraidas para ele. Essa anédlise é feita através do processo de linearizacao onde
calcula-se a matriz Jacobiana do sistema de equagoes do modelo metapopulacional. A par-
tir da matriz Jacobiana, calculam-se os niimeros transversais de Lyapunov que fornecem
um critério de estabilidade para as solugoes sincronizadas (Teorema 3.1). O critério é dado
pelo produto de dois parametros: o nimero de Lyapunov, L, que depende da dinamica lo-

cal e um quantificador, A, que depende de todo processo de dispersao. Quando a migracao
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¢é independente da densidade, A é simplesmente o autovalor subdominante da matriz H,,,
como mostrado na equagao 3.26. Nesse caso, o quantificador A é inferior a 1. Portanto,
quando a dinamica local de cada sitio for um ponto de equilibrio ou um ciclo periddico,
temos que o nimero de Lyapunov também é inferior a 1, implicando que trajetorias sin-
cronizadas cuja dindmica local resulta num ponto fixo serdo sempre estdaveis. Por outro
lado, quando a dinamica local for cadtica, o nimero de Lyapunov serd superior a 1 e a
estabilidade de solugoes sincronizadas depende das taxas de migracao e do numero de

sitios, como pode ser observado na Figura 3.5.

O caso de migracao dependente da densidade, onde o movimento entre os sitios
ocorre se a densidade dos sitios estiver acima ou abaixo de um valor limite, apresenta
grande influéncia nas regioes de estabilidade de trajetorias sincronizadas. Nesse caso, o
quantificador A é dado por A = (sub(H,,))*¥=), onde sub(H,,) é o autovalor subdominante
de Hp, e p(E,) representa a frequéncia relativa que uma 6rbita de um sitio estd acima ou
abaixo de um limiar z, isso faz com que a poténcia (sub(H,,))?¥*) reduza seu valor em
relacdo ao valor sub(H,,). Em outras palavras, os casos com migragao positiva ou negativa
da densidade reduzem as regioes de estabilidade quando comparadas ao caso de migragao

independente da densidade (ver Figuras 3.5, 3.10 e 3.12).

O caso de migracao dependente do tempo também mostra os efeitos gerados na
metapopulagdo. O quantificador A resulta numa média geométrica no caso das taxas de
migracao serem periddicas (expressao 3.44). No caso da migragao estar uniformemente
distribuida num determinado intervalo, o quantificador A depende do tamanho desse in-
tervalo (expressao 3.49). Além disso, pouca interac@o entre os sitios diminui as chances
de sincronizagao (Figura 3.15), enquanto taxas de migragao distribuidas em torno de uma

média nao mudam significativamente os valores do quantificador A (Tabela 3.1).
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4 SISTEMA METAPOPULACIONAL COM
SITIOS DISTRIBUIDOS EM DUAS
ESCALAS GEOGRAFICAS

Neste capitulo, apresentamos um modelo composto por sitios distribuidos em duas
escalas geograficas. O meio é assumido ser fragmentado de modo que grupos de sitios, ou
conglomerados, conectados por dispersao de curta distancia sao formados. Supomos que
esses grupos de sitios estao longe para admitir conexoes por dispersao de curta distancia,
portanto, dispersao de longo alcance é responsavel por estabelecer conexoes entre os sitios
que estao em diferentes grupos e muito distantes para serem conectados por dispersao de
curta distancia. Nosso interesse é analisar o fendmeno de sincronizacéo. A sincronizacdo é
alcancada se todos os grupos evoluem com a mesma densidade populacional, sendo que os
correspondentes sitios em cada grupo nao necessariamente possuem o mesmo numero de
individuos. A andlise é feita linearizando-se as equacoes do modelo ao redor de trajetérias
sincronizadas e decompondo-se os vetores de perturbagao em componentes nas variedades
sincronizada e transversal a ele, obtendo-se um critério para a sua estabilidade local.
Tal critério é obtido a partir da decomposicao por blocos da matriz Jacobiana [12, 66]
que apresenta um papel fundamental no estudo do estado sincronizado. Um dos blocos
corresponde & matriz variacional das equacoes que ditam a dindmica das trajetérias sin-
cronizadas, enquanto os demais blocos correspondem as direcoes transversais e ditam a

sua estabilidade assintdtica local.

A Figura 4.1 ilustra os diferentes comportamentos que o modelo pode apresentar.
Em (a), ocorre uma sincronizagao total, onde todos os sitios em todos os grupos evoluem
com a mesma densidade. Em (b), ocorre sincronizacao entre os grupos de sitios. Em (c),
apesar de ocorrer uma sincronizagao entre os sitios que compoem um grupo, nao ocorre
sincronizacao entre os grupos de sitios. Em (d), cada sitio possui um valor distinto e

também nao ocorre sincronizagao.
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Figura 4.1: Figura ilustrativa dos comportamentos do modelo metapopulacional,
com dois grupos compostos por dois sitios em cada grupo. (a) Sin-
cronizagao total. (b) Sincronizagao entre os grupos de sitios. (c¢) Apesar
dos sitios em cada grupo sincronizarem, nao ocorre sincronizagao. (d)
Nao ocorre sincronizacao.

4.1 Modelo Metapopulacional

Nosso modelo metapopulacional é composto de idénticos sitios espacialmente dis-
tribuidos em duas escalas geogréficas. Na escala global, a unidade bésica é o grupo de
sitios e individuos migram entre eles. Na escala local, a unidade bésica é o sitio e os in-
dividuos migram entre os sitios e entre os grupos de sitios. A cada geracao, consideramos
que existem 3 processos envolvidos na dinamica populacional: a) a dinamica local, que
consiste de reproducao e sobrevivéncia e depende da escolha da fungdo para calcular a
densidade de cada sitio; b) a dispersao de individuos entre os sitios da escala local por
processo de dispersao de curta distancia; e ¢) a dispersao de individuos entre os grupos

por processo de dispersao de longo alcance.
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4.1.1 Modelo Metapopulacional na Escala Local

Comecamos descrevendo a dinamica populacional na escala local, ou seja, a dinamica
em cada grupo. Nesse caso, a metapopulacdao é uma colecao de d sitios conectados por
dispersao de curta distancia como em [3, 20, 79] e descrita no capitulo anterior, ou seja, a
dinamica local de cada sitio ¢ dada por uma funcao f de classe C! em [0, o0) e individuos
migram entre os sitios. Assim, podemos escrever o seguinte sistema de equactes para a

dinamica local de cada grupo

d
Ty = (L—m)f(z}) + ) yamf(zf), i=12,....4d, (4.1)
k=1

onde z! representa a densidade populacional do sitio i no passo de tempo t, yx; é a fracdo de
individuos que migra do sitio ¢ para o sitio k, i =1,2,...,d,t = 1,2,.... Para uma melhor
descricao do modelo, ndo consideramos que a fragdo de migracao m tenha dependéncia da

densidade de cada sitio ou dependéncias temporais.
4.1.2 Modelo Metapopulacional em Duas Escalas Geograficas

O modelo metapopulacional em duas escalas geograficas é composto de n grupos
iguais de sitios, onde cada grupo possui d sitios, totalizando nd sitios. Denotamos por
:pil o numero de individuos no sitio ¢ do grupo j no passo de tempo t, para todo j =
1,2,...,n,i=1,2,...,d,t =0,1,.... A distribuicdo de individuos no grupo j é descrita
pelo vetor x{ = (x{l,xf, ... ,x{d) € R Supomos que ocorre a dindmica local em cada
sitio e individuos migram primeiramente por processo de dispersao de curta distancia e em
seguida por processo de dispersao de longo alcance. Portanto, a migracao local antecede

dispersao regional. Definimos a seguinte funcao vetorial f : Ri — Ri para descrever o

processo de dinamica local em cada grupo de sitios

Flty = mf () + S0 yemf(x])
F@l?) = mf@l?) + S vaemf (@]")

F@lhy = mf (@] + Sl yaemf (@)
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A fungao acima descreve o processo de dindmica local em cada sitio e o processo de
migracao entre eles. Portanto, na falta de dispersao entre os grupos de sitios, a dinamica

de cada grupo pode ser escrita como

x, =fx]), j=1,2...,n,  t=0,1,2,.... (4.3)

Por simplicidade, denotamos o vetor f(x{) por (ygl,yg?, . ,y{d) € R?. Portanto,
depois da dinamica local em cada grupo, a densidade populacional em cada sitio é dada por
yg ' Essa consideracao serve para uma melhor construcao do modelo, temos xil individuos
em cada sitio e ygi depois da dinamica local em cada grupo de sitios. Observe que cada

» g g ' _ S o »
varidvel y7* depende de cada ', para i = 1,2,...,d, ou seja, v} (x] ,z}", ..., z%).

Descrevemos agora o processo de dispersao de longo alcance entre os grupos de sitios.
Consideramos que uma fracao de migracao pj; migra do sitio ¢ do grupo j, 0 < pj; < 1,
1=1,2,...,d,57 = 1,2,...,n. Portanto, o nimero de individuos que partem do sitio ¢ do
grupo j no passo de tempo t é yg ‘ tji- Desses individuos, somente uma fracao migrard para
o grupo j. Esse processo é governado por uma matriz nao negativa C' de dimensao n X n,
satisfazendo Z;‘L:1 cji=1ecy =0, para todo | = 1,2,...,n. Portanto, a densidade de
individuos que parte do sitio 4 do grupo j e chega no grupo vizinho [ é dada por ¢;; ,ujiygi.
Considerando o sitio k do grupo ! como o destino final desses migrantes, somente parte
deles farao parte do sitio k£ com proporcao w?l Esse processo de distribuicao de migrantes
sobre os sitios do novo grupo é governado pela matriz W de dimensao d x d, com entradas

wﬁ, com 0 < wéjz <1, para todo i,k = 1,2,...,d (ver Figura 4.2).
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Figura 4.2: Processo de dispersao de longa distancia. Uma fracao de individuos p;

que

parte do sitio ¢ do grupo [. Desses individuos, uma fracao c;; migrard
para o grupo j e somente parte deles se estabelecerao no sitio £ com
proporcao wy;, i,k =1,2,....d, j,l =1,2,...,n. Portanto, a fracao de
individuos que parte do sitio 2 do grupo [ e chega no sitio £ no grupo j
& Cjwyifli.

Adicionando todas as contribuigoes de todos os sitios dos grupos [ no grupo j, temos

jd
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- o o
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, . ) . ,
= ylm = poyl” + cir(whipnyt + wipiy? + ..+ wl syt +

|2 12 )2
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O sistema de equagoes acima pode ser escrito na seguinte forma vetorial

J1 J1 1 J1 Jl J1 11
Tit1 Yt pjry? wyp Wig ... Wiy K11y
J2 J2 2 J1 Jl J1 12
Ti+1 Yi fj2y’ Wy Wz ... Wy pi2y
= — + ¢j1 +
Jjd Jjd jid Jl1 Jl Jl 1d
Tip1 Yt tjay’ War Wao -+ Wy HidYy
J2 Jj2 J 21
wip Wi Wig H21Y
J2 Jj2 J 22
Wy Wiy ... Wy K22y
Ga | . : : Tt
J2 J2 J2 2d
Wy Wgo Weq H2dY
Jn Jn Jn 1
wyp Wip - Wiy fn1y"
In in jn 2
Wy Wy ... Wy fn2y"
Cin
Jn Jn Jn nd
Wy Wiy ... Wy Undy
(4.5)
Escrevendo f(x)) = (7', y/%, ..., y1%), obtemos um sistema com n equagdes vetoriais
cuja dinamica global é dada por
n
Jj o J J l s
x;q = f(x7) — Myf(x;) + E caWiMif(xy), 7=1,2,...,n, (4.6)
=1
onde M; = diag(pj1, ftj2, - - -, tjd), € as matrizes Wj possuem suas entradas dadas por

it g
wy, L,k=1,...,d.

O primeiro termo do lado direito é a quantidade de individuos apds ocorrer a
inami m ru B un rmo consider numer individu u
dinamica local em cada 0 j; o segundo termo c dera o ero de individuos que
partiram do grupo j; enquanto o terceiro termo conta todas as contribui¢oes de individuos

dos grupos vizinhos.

Para o modelo apresentar solugoes sincronizadas, precisamos impor algumas sime-
trias, caso contrario solugoes sincronizadas nao existiriam e isso inviabilizaria o estudo da
estabilidade de solucoes sincronizadas. Assim, consideramos que as matrizes M; e Wj; in-

dependem do grupo j, ou seja, M := M; = diag(p1, po, - - -, ftd), € W := Wj;. As entradas
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de W sao dadas por wj, ¢,k =1,2,...,d, ou seja,

w11 wi2 ... Wig
w21 w22 ... W24

W = (4.7)
Wqg1 Wq2 ... Wqq

Com essas consideragoes, o sistema de equagoes dado em (4.6) é escrito na forma

x) = (I - MEx])+ ) ey WME(x}), j=1,2,....n. (4.8)
=1

Observe que a equagao (4.8) apresenta uma forma similar & equac¢do para uma
metapopulacdo composta com um ndmero arbitrario de sitios (4.1). Além de (4.8) ser
dada por n equactes vetoriais, a principal diferenca estd na matriz W. A matriz W é
denominada de matriz de distribuicdo e é de importancia central no nosso modelo. A
matriz W nos diz como os migrantes do grupo de origem se distribuem no grupo de
chegada apos a dispersao em longa distancia. Observe que a soma de qualquer coluna de
W deve ser zero ou um. O caso onde a i—ésima coluna de W é zero significa que o i—ésimo
sitio nao contribui com a dispersao de longo alcance. Se ocorrer dispersao de longo alcance
do sitio 7, a 1—ésima coluna de W devera somar 1. Por exemplo, se a ¢—ésima linha de W
é zero entao temos o caso onde o sitio ¢ nao recebe contribuicdes do processo de dispersao
de longo alcance. Todas as entradas na i—ésima linha de W iguais a 1 representa o caso
em que o sitio ¢ recebe todos os migrantes vindos de longas distancias. Uma distribuicao
uniforme ocorre quando todas as entradas de W sdo iguais a & (Figura 4.3(a)). Nesse
caso, todos os sitios no grupo de origem tém iguais contribuigoes no processo de dispersao
de longo alcance. Além disso, todos os migrantes se distribuem uniformemente em todos
os sitios no grupo de chegada. Se W é dada pela matriz identidade, entdo os individuos
se distribuem nos sitios de mesmo indice no grupo vizinho (Figura 4.3(b)). Observe que
essas consideracoes sobre como migrantes se distribuem no grupo de origem e de chegada
valem independentemente de quais sao os grupos de origem e chegada. Modelos mais
realisticos poderiam incluir tal dependéncia, portanto, poderiamos considerar uma familia

de matrizes de distribuicao Wy, j #1=1,2,...,n. Em tais modelos, as unidades bésicas
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(grupos de sitios conectados por dispersao de curta distancia) nao seriam todas iguais e
faltariam algumas simetrias na rede para garantir a existéncia de sincronismo, que sera

discutido a seguir.

Figura 4.3: Distribui¢ao de individuos entre os grupos de sitios. (a) Distribui¢ao
uniforme. (b) Distribuigao nos sitios de mesmo indice.
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4.2 Sincronizagao e Estabilidade Transversal

Define-se a seguir o estado sincronizado para o modelo metapopulacional com sitios
distribuidos em duas escalas e analisa-se a sua estabilidade assintética transversal. Para
fazer essa andlise, linearizam-se as equagoes dadas em (4.8) em torno do estado sin-
cronizado e calculam-se os nimeros de Lyapunov transversais obtendo-se um critério para

a estabilidade do estado sincronizado.

Definigao. O estado sincronizado é dado por S = {X; = (5, x,...,x) € R™ | = =
(z},22,...,2) € R4t =0,1,2,...}.

A definicdo acima significa que ocorre sincronizagao se a densidade em todos os
grupos é a mesma para cada passo de tempo ¢. Aplicando x; na equacdo (4.8), obtemos
que solugdes sincronizadas existem se considerarmos » -, ¢ =1, j = 1,2,...,n. Além

disso, a dinamica de cada grupo de sitios no estado sincronizado satisfaz

x5 1 = (I — M+ WM)ExS). (4.9)

A solugao de (4.9) representa o atrator metapopulacional sincronizado que depende
da dinamica local de cada grupo dada por f e do processo de migracao entre eles. Observe
que se W for dada pela matriz identidade, o estado sincronizado é dado pela dinamica

local do grupo de sitios.

Nosso interesse é estudar a estabilidade assintética do estado sincronizado, ou seja,
quando Orbitas metapopulacionais que iniciam préximas ao estado sincronizado serao
atraidas para ele. Para fazer essa andlise, assume-se que a matriz C é diagonalizavel
e utiliza-se o teorema abaixo que nos permite decompor a matriz Jacobiana de (4.8) em

n blocos de dimensao d x d.

Teorema 4.1. Seja f: R — R® uma funcdo de classe C'. Seja C' a matriz acoplamento
entre os grupos de sitios e diagonalizdvel, com autovalores \;, 7 =0,1,...,n—1. Seja A; €
R™ wma perturbacio do estado sincronizado. Entdo, existe wma mudanca de varidveis

da forma Y; = PA;, onde P é uma matriz inversivel de dimensdo nd X nd tal que a
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linearizagdo do sistema (4.8) em torno do estado sincronizado tem a forma

Yi =PI — M+ \,WM]Df(a}) Y, (4.10)
j=1

onde Yy = (Q @ I)Ay, tal que Q € a matriz que diagonaliza C, Df(x}) € a matriz jacobiana
do modelo metapopulacinal da escala local e @ representa a soma direta de matrizes, isto

€,

Ay

3

A=
=1
J A,

Dem.: 1. Linearizando o sistema (4.8) em torno do estado sincronizado Xi = (z, xj, . . .,
x) € R™ onde = (x},27,... ,xf) € R4, obtemos a sequinte equacdo para a evolucdo
da perturbacao Ay,

Apr1 = J(XF)Ay, (4.11)

onde Ay é a perturbagao transversal e J(X}) é a matriz jacobiana de dimensao nd x nd

do sistema (4.8) aplicada no estado sincronizado, ou seja,

(I = M)Df(xi) c12MWDf(xf)) ... c1.WMDf(zf))
(X)) = 021WM.Df(93f)) (I - M)'D.f(wf)) CanM'Df(afts))
cntWMDf(x})) cnaWMDf(x;)) ... (I —M)Df(zf))

Pela definicio de produto de Kronecker', a matriz Jacobiana pode ser escrita na
forma

J(X3) = I ® Df(x}) — I @ MDf(z;) + C @ WMDf(). (4.12)

Agora, procedemos com a decomposi¢ao em blocos do sistema (4.11). Desde que

C ¢ diagonalizdvel, existe wma matriz Q inversivel tal que A* = QCQ™', onde A* =

LSeja A = laij]i%=1 € R™™ e B = [b; ;]{;_1 € R™*", o produto de Kronecker é definido por
AQ B = [a; ;B]

n mnxXmn
P, €R .
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diag(Ao, M, ..., An—1), € Aj sdo os autovalores de C, j = 0,1,...,n — 1. Fazendo a

mudanga de varidveis Yy = (Q ® I)As, e considerando (4.11) e (4.12), temos

Yo = (Q®I)I®Dfia) — 1 ® MDf(x}) + C ® WMDf(a))A,

= (Q@®Dflzj) — Q ® MDf(z}) + QC ® WM Df(x})) A -
Mas Ay = (Q® I)71Y; = (Q7 ' ® I)Y4, portanto
Yiri={U®@Df(x]) — I @ MDf(x}) + A* @ WMDf(x}))Y;. (4.14)
Pelo fato de A* = diag(Xo, A1, ..., An—1), temos a soma direta de matrizes, ou seja,
Vier = @I — M+ A WAIDfa)Y: (4.15)
j=0

A importancia do teorema acima reside no fato que a estabilidade do sistema néo
linear (4.8) pode ser avaliada através dos blocos do sistema linearizado. Observe que a
matriz C' ¢ duplamente estocdstica (3_7_; ¢y =1,e 3L, cj = 1), ou seja, a soma das
linhas assim como a soma das colunas da matriz C' resultam em 1. Isso implica que \g = 1
¢ um autovalor dominante de C' por aplicagdo do teorema de Gershgorin [45]. O bloco
correspondendo a tal autovalor é exatamente a matriz variacional do sistema de equagoes
(4.9), que gera o atrator sincronizado. A evolucao desse bloco resulta nos nimeros para-
lelos de Lyapunov e descrevem o comportamento do atrator sincronizado. Enquanto os
outros n — 1 blocos correspondem as dire¢oes transversais e fornecem informacgoes sobre a
estabilidade local do atrator sincronizado. Desses blocos, calcula-se os niimeros transver-

sais de Lyapunov. Sendo assim, seja o niimero paralelo de Lyapunov dado por

h(x§) = Hm [[Pori-...- Po1Pooll'", (4.16)

onde Pyt = [I — M + WM]Df(x{), e seja o maior nimero transversal de Lyapunov dado
por

K(x3)= max (lim ||Pj,_1-..- Pj1.Pio|"7), (4.17)

j=1,...,n—1 T—00

onde Pj; =[I — M+ \WM|Df(x}), j=1,...,n—1.

Denotando a equagao (4.9) que gera o atrator sincronizado por g, ou seja,

g(x) =T - M+ WM)f(x), (4.18)
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a dinamica do atrator sincronizado pode ser escrita como

Xt = g(x)). (4.19)
Seja p a medida natural de probabilidade para g,

T—00

T—1
1
p= lim fE Oy s (4.20)
T
t=0

onde dx ¢é a fungao delta de Dirac em x. Assumindo a integrabilidade In™ || [ — W +
N WM]Df(x7) || com a ergodicidade da medida natural p, podemos aplicar o Teorema
Ergédico de Oseledec [22] para garantir a existéncia e unicidade dos limites definindo h
em (4.16) e K em (4.17), a menos de um conjunto de medida p nula. O maior nimero
transversal de Lyapunov K nos fornece um critério para a estabilidade transversal do
estado sincronizado (K < 1). O valor h estd associado ao conjunto atrator, e oscilagoes
cadticas do atrator sincronizado sao observadas se h > 1, enquanto oscilagoes periddicas

se h < 1. Esses resultados estao sumarizados no teorema abaixo.

Teorema 4.2. Seja p medida natural de probabilidade de (4.19) e suponha C diago-
nalizdvel. Assumindo que In* || [I — W + \\WM|Df(x) ||l€ L*(p), j = 0,1,...,n — 1.
Entao, o critério para a estabilidade assintotica local de atratores sincronizados gerados

por (4.9) para o sistema (4.8) € dado por K < 1.

4.2.1 Sincronizagao nas Duas Escalas

Um caso particular de sincronizacao ocorre quando todos os sitios em todos os
grupos evoluem com a mesma densidade. Esse modo de sincronizacao é denominado como
sincronizacao total e mais condigoes de simetrias devem ser impostas no modelo de modo

a esse estado ser solugao do sistema de equagoes metapopulacionais dado em (4.8).

Definigao. O modo de sincronizagdo total é dado por S = {X; = (xf,x,..., =) € R™
| = (xf,2f,...,25) € R, t=0,1,2,...}.

Nesse caso, sincronizagao ocorre se a dinamica do sistema de equagoes (4.8) é restrita

a uma variedade invariante que é precisamente a diagonal do espago de fase. Substituindo
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x; =x{,j=1,2,...,n, em (4.8), obtemos que o modo sincronizado existe se Y ;" | ¢ =

1,7 =1,2,...,n, ¢ Zzzl vitk = 1,1 = 1,2,...,d. Observe que (4.3) e a definicao acima
resultam em f(x§) = f(z{)T, onde T = [1 1 ... 1)7 € R% Portanto, (4.18) e (4.19)
resultam em

x§ = f(@)(I — M +WM)L. (4.21)

Observamos que o vetor x; dado pela equagao acima possui todos os componentes
iguais se e somente se 1 é um autovetor da matriz A = I — M + W M. Note que as colunas
de A somam 1, portanto Ay = 1 é um autovalor de AT e T é um autovetor associado a
ele. Supondo que A1 = ol e observando que (AT)TT = oI”T = ad. Por outro lado, temos
(AT)TT = 1TATT = 171 = d e, portanto, a = 1. Portanto, se 1 é um autovetor de A, o
modo totalmente sincronizado existe e todos os sitios evoluem no tempo de acordo com
r{ = f(xf), que é exatamente a equagao de um sitio isolado. Em outras palavras, toda

a metapopulagao esta totalmente sincronizada em ambas escalas e sua dindmica é idéntica

a de um sitio isolado.

Estamos interessados em estudar a estabilidade assintdtica local do modo com sin-
cronizacao total. Para isso, usamos o Teorema 4.1 para obtermos a decomposicao por blo-
cos e procedemos de maneira andloga ao caso anterior para calcularmos o maior niimero
transversal de Lyapunov. Observe que a matriz variacional Df(x}) de (4.3), aplicada em

x; = (z7,2f,...,2f) € RY, possui suas entradas dadas por

!

(L-m)f (@), sek=i
amf (@), sek #1,

Qi =

que pode ser escrita como

DE(x}) = (I —mB)f (&), (4.22)

onde B=1—-T, eI é a matriz de acoplamento entre os sitios de cada grupo. Portanto,
Py = (I —M+\WM)I —mB)f (x}),j=1,2,...,n — 1, e obtemos
T—1

1Pjr—r -+ PiaPioll = (IT 1£ @HDIT = M+ WM)(I = mB))"||. (4.23)
t=0
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Assim, o maior numero transversal de Lyapunov é dado por

K(wg) = _max_ (lim P71 PjaPjoll7) = L(z)A, (4.24)
7—1

onde L(zj) = lim (H | (29))V/7 é 0 niimero de Lyapunov de f comecando em x, e A
t=0

é o maior valor dos raios espectrais de (I — M + A\, WM)(I —mB), j=1,2,...,n—1.

Nesse caso, a medida natural de probabilidade é definida para o mapeamento f.
Assumindo a integrabilidade de In*|f'(z)|, podemos aplicar o teorema ergédico de Birkhoff
para garantir a existéncia e unicidade para quase todo zj a menos de um conjunto de
medida p nula do limite definindo L. Observe que L depende da dinamica local de cada
sitio, enquanto A depende do processo migratério em ambas as escalas. Além disso,
sincronizagao cadtica nas duas escalas é observada quando L > 1e A < % Sumarizamos

o resultado acima no seguinte teorema.

Teorema 4.3. Seja f : R — R uma funcdo de classe C'. Sejam C de dimensdio
n xn el de dimensao d x d matrizes duplamente estocdsticas com C diagonalizdvel.
Seja p medida de probabilidade natural gerada pela equagdo xy11 = f(xy). Assumindo que
Int|f (z) e L'(p) e[1 1 ... 1) autovetor de A=1I—M+WDM. Entio, o critério para
a estabilidade local de atratores do modo totalmente sincronizado gerado por xiy1 = f(xy)

é dado por K = LA < 1.

4.3 Discussao

Neste capitulo, apresentamos um modelo composto por sitios iguais conectados por
dispersao e distribuidos em duas escalas geograficas. Na escala local, a unidade basica é
um sitio e individuos dispersam por processo de dispersao de curta distancia entre os sitios
que compodem um grupo ou conglomerado. Na escala regional, a unidade béasica é um grupo
de sitios e individuos dispersam entre essas unidades bésicas por processo de dispersao de
longo alcance. A evolucao do sistema envolve 3 processos: dinamica local, dispersao entre
os sitios que compoem um grupo e dispersao entre os grupos. Os dois primeiros processos

podem ser descritos por modelos conhecidos da literatura [3, 20, 86], enquanto o modelo
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em duas escalas incorpora o processo de dispersao entre os grupos de sitios. Esse processo
considera uma matriz de distribuicao, W, que nos informa como os migrantes do grupo
de partida sao distribuidos no grupo de chegada depois do processo de dispersao de longo
alcance. Por exemplo, individuos podem se distribuir preferencialmente em determinados

sitios ou podem escolher igualmente os sitios que compoem o grupo vizinho.

A partir disso, analisamos o fendmeno de sincronizacao entre os grupos de sitios.
Obtemos um critério analitico para a estabilidade local de trajetérias sincronizadas baseado
no calculo dos nimeros transversais de Lyapunov de atratores na variedade invariante sin-
cronizada. O critério é obtido através do processo de linearizacao em torno de trajetérias
sincronizadas. A decomposi¢ao da matriz Jacobiana aplicada no modo sincronizado em
blocos (Teorema 4.1) nos permite descrever o comportamento das trajetérias sincronizadas
e de sua estabilidade local. O ponto chave é que um dos blocos corresponde a matriz varia-
cional de equagoes que geram os atratores sincronizados. Desse bloco, calculamos o maior
namero paralelo de Lyapunov, i, que nos informa o comportamento dos atratores sin-
cronizados, i.e., ciclo periédico (h < 1) ou dinamica cadtica (h > 1). Os outros blocos
correspondem as diregoes transversais da variedade sincronizada e nos permitem calcular
o maior numero transversal de Lyapunov, K, que nos informa quando trajetérias que
iniciam préximas ao atrator sincronizados serao atraidas por ele, K < 1, ou repelidas,
K > 1 (Teorema 4.2). Um caso de sincronizacao total onde todos os sitios evoluem com
a mesma densidade também é investigado. Nesse caso, o critério é dado pelo produto de
dois quantificadores: a taxa de separacao média de érbitas de um sitio isolado medido pelo
nuimero de Lyapunov, L, e um termo que depende de todo o processo migratério em ambas
as escalas (Teorema 4.3). A importancia desse resultado estd no fato que a estabilidade de
solugoes sincronizadas depende da dinamica local e da maneira de como a rede de sitios
é formada. Por exemplo, dada uma rede de sitios em duas escalas e uma dinamica local
cujo numero de Lyapunov é superior a 1, podemos variar a fracdo de migragao ou a forma

de como os sitios estao acoplados de modo que ocorra sincronizag¢ao no modelo.



73

5 SIMULACOES NUMERICAS DO MODELO
EM DUAS ESCALAS

As vérias formas de distribuicdo de individuos em diferentes dreas podem induzir
populacoes a diversificados comportamentos e é de extrema importancia na preservacao
e na conservacao de espécies. Borboletas fazem a oviposicdo em areas menos usadas
[28], morcegos migram preferencialmente a determinadas dreas devido a dependéncia de

alimentos [65].

De modo a estudar as diferentes dindmicas geradas pela migragao, sistemas de
equagoes discretas sao usadas para modelar metapopulagoes. O “Coupled Map Lat-
tice” (CML), dispersao entre populagoes governadas pelas equagoes logisticas, tem mostrado
que dispersao pode ter um efeito estabilizante sobre as trajetérias populacionais ([18, 35,
42, 48]). Isso significa que a trajetéria populacional pode tornar-se um ciclo periédico ou
um estado de equilibrio mesmo quando a dinamica local da populacao é cadtica. Hastings
[35] relatou esse efeito estabilizador considerando dispersao simétrica entre as populagoes,
enquanto Doebeli [18] concluiu que esse efeito é mais comum com dispersao assimétrica
e é caracterizada por altas taxas de migragao. Kendall et al. [42] sintetizaram resultados
do modelo CML e ilustraram as diferentes estruturas espaciais que mostram as relagoes

entre duas populacgoes.

Neste capitulo, analisaremos o comportamento da metapopulacdo com sitios dis-
tribuidos em duas escalas geogréficas através de simulagoes numéricas. Nosso principal
objetivo € ilustrar o comportamento do modelo considerando diferentes matrizes de dis-
tribuicdo entre os grupos de sitios. A analise do modelo metapopulacional com sitios
distribuidos em duas escalas é feita através do estudo do comportamento das seguintes

equacoes e quantificadores:

e 1) O sistema de nd equagoes que descrevem a dindmica do modelo com sitios

distribuidos em duas escalas:
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)y = (1= M)f(x)) + Y epWME(x}), j=1,2,...,n.  (5.1)
=1

e 2) O sistema de equagoes cuja dindmica gera os atratores sincronizados:

Xi = — M+ WM)f(x5). (5.2)

e 3) O numero paralelo de Lyapunov que informa o comportamento do atrator
sincronizado:

h(x§) = lim |[[Py;—1+...- Po1Pool"", (5.3)

T—00

onde Py = [I — M + WM]Df(x7).
e 4) O maior nimero transversal de Lyapunov que informa se o atrator sin-
cronizado é localmente estavel (K < 1) ou instével (K > 1):

K(xj) = max (lim [P ... PjiPoll7), (5.4)

7=12,...,n—1 T—00

onde Pj; = [ — M + \,\WM|Df(x{), j=1,2,...,n— 1.

Para determinar quando ocorre sincronizacao na metapopulacao, definimos o erro

de sincronizagao, e;, dado por
1 n
j j+1
== l& -, (5.5)
j=1

onde ﬁg = x{l + x{Q +...+ x{d e & = ¢l Sincronizacio é detectada quando e; — 0.
Observe que sincronizagao ocorre quando a soma de individuos em cada grupo é a mesma.
Além disso, o maior niimero transversal de Lyapunov (K) e o niimero paralelo de Lyapunov
(h) sao calculados numericamente usando-se um algoritmo descrito em [75] que calcula a
separacao média de Orbitas em diregoes ortonormais. Se K < 1 significa que o atrator
sincronizado é estavel, consequentemente perturbagoes préximas a ele tendem a zero e o

estado de sincronizagao é alcancado.

A matriz de configuracdo C' pode ser definida de diferentes formas. Duas con-

figuracoes usadas sdo o acoplamento com o vizinho mais préximo e acoplamento global [20].
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Ilustramos nossos resultados considerando a metapopulacao acoplada com os dois vizinhos

mais préximos em forma de anel, cuja matriz, C1, é dada por

0 1/2 0 0 1/2
/2 0 1/2 0 0
C1= 0 172 ; (5.6)
0 1/2 0
0 0 1/2 0 1/2
/2 0 ... 0 1/2 0
e todos os grupos igualmente acoplados, cuja matriz, Co, é dada por
0 1/(n—1) 1/(n—1)
= 1/(n—1) 0 (5.7)

1/(n—1)

1/(n—1) 1/(n—1) 0

As duas matrizes acima sao circulantes e, portanto, diagonalizéveis [16]. Além disso,

2mj

os autovalores de C sao dados por A\g = 1 e A\; = cos(=1), enquanto os autovalores da

matriz C2 sao dados por \g = 1 e \; = —ﬁ, para todo j = 1,...,n — 1. Uma forma

apropriada que contempla ambos os casos é a seguinte combinagao convexa

C = (1 — Oz)Cl + aCy, (5.8)

onde 0 < a < 1. Se a = 0, temos o acoplamento em forma de anel com os dois vizinhos
mais proximos. Se a = 1, temos a rede de populagbes globalmente acoplada. Além disso,

os autovalores da matriz C' sdo dados por A\g = 1 and A\; = (1 — a)cos(%j) + =

n 1> para

todo j = 1,2,...,n — 1. Por simplicidade, os resultados sao ilustrados considerando a

1

metapopulagao acoplada com a = 3, ou seja, um acoplamento intermedidrio dos casos de

acoplamento global e do acoplamento com os dois vizinhos mais préximos.

5.1 Simulagoes Numéricas com dois Sitios em cada Grupo

Iniciaremos considerando o modelo com n grupos e 2 sitios em cada grupo e p :=

11 = po. Além disso, a dinamica local de cada grupo é caracterizada por um mapeamento
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f: R> — R? dada por
f(z1,22) = (f(21), f(22)), (5.9)

onde f : R — R de classe C'. Observe que a funcdo acima nio considera migracio entre os
sitios locais de cada grupo (m = 0). Essa consideragao é feita pois nosso objetivo é analisar
os comportamentos gerados por diferentes matrizes de distribuigdo. Podemos supor que
os individuos se distribuem de diferentes formas ao chegarem nos grupos vizinhos. Por

exemplo, a matriz de distribuicao pode ser dada por

a a
W= : (5.10)

l—-a 1—a

onde 0 < a < 1. Sea =1, os individuos migram para o sitio de nimero 1 no grupo vizinho.
O caso de a = % significa que os individuos escolhem os sitios no grupo de chegada com
a mesma probabilidade. A seguir, consideramos diferentes distribuigbes populacionais
e ilustramos os comportamentos das trajetérias metapopulacionais utilizando (5.1) e do

estado sincronizado utilizando (5.2).

5.1.1 Distribuicao Preferencial

Comegamos descrevendo o caso onde individuos migram para o sitio ntimero 1 no

grupo de chegada. Nesse caso, a = 1 e a matriz W é dada por

W= . (5.11)

O sistema de equagoes (5.2) que gera as trajetdrias sincronizadas é dado por

e ) o (FED ) ()L [ D

1 1
! ! (5.12)
i f(af) 00 f(a)

Esse caso é denominado de distribuicao preferencial e nos permite calcular os pontos
fixos do sistema de equagoes (5.12). Além disso, podemos analisar a estabilidade local

desses pontos fixos.
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Considerando que a dinamica local de cada sitio é dada pela funcao exponencial

logistica, f(z) = ze"1=%) o sistema de equacdes (5.12) é dado por
1 1, r(1—x}) 1 1 1, r(1—z})
T zie ¢ xie ¢
=(1—np) , +p * .| (5.13)
x?H x%eT(l_rt) 0 0 x%er(l_xt)

O sistema de equacgoes acima pode ser escrito na forma

x%Jrl _ l-%e(r(l—ztl)) + Mx%e(r(l—zf)) (5 14)
w2e(r(=aD) _ 326 (r(1=a7)) ' '

2
Tt
Observe que as equacoes acima sintetizam o comportamento de duas populacoes
acopladas por dispersao onde apenas uma delas migra [25]. Denotando por x* = {z7, x5}

os pontos fixos de (5.14), temos que

(L"f = x’{e(T(l—IT)) + sze(r(l—xg))’

- log(+1;)
Isolando 23 na segunda equagao, obtemos x5 = 0 ou x5 = 1 — — =, Para 23 = 0,

log(1=;)
T

obtemos x7 = 0 ou 2] = 1. Considerando x5 = 1 — , podemos calcular x7 usando

um método iterativo, ja que z] nao pode ser calculado explicitamente. Portanto, obtemos

3 pontos fixos dados por:

e Extincao populacional: xj = (0, 0);

e Persisténcia no sitio 1: x5 = (1, 0);

log(ﬁ))'

e Persisténcia em ambos os sitios: x5 = (z},1 —

A andlise da estabilidade local dos trés pontos fixos é feita linearizando (5.14). A

matriz variacional do sistema linearizado aplicada no ponto fixo é dada por
(1 —ra})erd==1) p(1 — rak)er(t=22)

J(x*) = e (5.15)
0 (1= rs — o+ ryaag)er=+3
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Os pontos fixos serao estaveis se o valor absoluto dos autovalores da matriz varia-

cional sdo menores que 1. Assim, para o ponto de equilibrio (0,0), temos

e’ pe”

J(O, 0) - I
0 (1—p)e"
e o ponto (0,0) sera estdvel se | € |< 1. Isso ocorre se r < 0. Para o ponto fixo (1,0),

temos

1—7r e’
3(1,0) = g ,
0 (1—pe"
e o ponto fixo (1,0) serd estavel se | 1 —r |<1le| (1—p)e" |< 1. Issoocorrese 0 <r < 2e
1—e" < pu<1. Observe que a medida que aumentamos o valor da taxa de crescimento
de 0 a 2, o intervalo em fungao da taxa de migracao onde o ponto fixo (1,0) é estével

diminui. Em outras palavras, o aumento da taxa de crescimento faz a populagao persistir

no sitio 2.

log(12)

O ponto fixo (27, 25) = (27,1 — ) serd localmente estdvel se 1 —e "2 < 1 <

1 —e™", pois

log(125) (1-— mf{)e’”(lﬂ”f) p(l— rx;)eT(lffES)

J($>{’1_ r_ ):

0 1—r+log(ﬁ)

Observe que um dos autovalores da equagao caracteristica é dado por 1 —T+log(ﬁ).

Assim, —1<1—r+ log(ﬁ) < 1. Portanto, 1 —e "2 <y <1—e".

Analisando o outro autovalor da equacéao caracteristica numericamente, obtemos que

|(1—raz%)er(1=71)| é sempre inferior a 1 para os valores de p no intervalo (1—e~"+2,1—e™7).

Abaixo listamos os trés pontos fixos e os intervalos onde eles sao estaveis:

e X7 é estavel se r < 0;
o xiéestavel se 0 <r<2el—e"<pu<l;

o xjéestdvelse l —e "2 < pu<l—e "
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A taxa de crescimento populacional para o ponto fixo xJ ¢ inferior a zero e, portanto,
nao é aplicavel ao modelo. O segundo ponto fixo é caracterizado por taxas de crescimento
entre 0 e 2, cuja dinamica local de um sitio resulta num estado de equilibrio. O terceiro
ponto fixo é estavel num intervalo que relaciona a taxa de crescimento e a taxa de migragao,
consequentemente, temos um efeito estabilizador sobre as trajetdrias sincronizadas. Além
disso,

lim 1—e ™2 =1lim 1—-e"=1,

r—00 T—00
em outras palavras, a medida que a taxa de crescimento aumenta, o intervalo onde o
atrator sincronizado é o ponto fixo x5 diminui. Na Tabela 5.1, mostramos 6 taxas de

crescimento e seus respectivos intervalos de estabilidade em funcao da taxa de migragao.

r  Sitio Isolado Numero de Lyapunov  Estabilidade de x3 Estabilidade de x3

1,8  Ponto fixo 0,8 > 0,8347 0 < < 0,8347
2,6 Periodo 4 0,563 N.A.  0,3935 < pu < 0,9179
2,73 Cadtica 1,19 N.A.  0,5181 < p < 0,9348
3,1 Cadtica 1,327 N.A.  0,6671 < p < 0,9550
3,19  Periodo 12 0,38 N.A.  0,6958 < pu < 0,9588
3,3 Cadtica 1,46 N.A.  0,7275 < p < 0,9631

Tabela 5.1: Comportamento do mapeamento logistico de Ricker para 6 valores da
taxa de crescimento e intervalo onde o atrator sincronizado ¢ um ponto
fixo, considerando distribuicao preferencial. N.A.: Nao Aplicavel.

Podemos observar na Figura 5.1 a concordancia entre a andlise de estabilidade feita
acima e os atratores sincronizados que sao pontos fixos gerados pelo sistema de equagoes
(5.14). A Figura 5.1(a) mostra extingao no sitio 2 e é caracterizada por altas taxas de mi-
gragao. A Figura 5.1(b) mostra as trajetérias sincronizadas diminuindo sua periodicidade
a medida que a taxa de migracao ¢ aumentada. Mesmo quando a dinamica local do sitio
é cadtica, a trajetdria torna-se periddica ou um estado de equilibrio devido ao processo
migratério (Figura 5.1(c)). Além disso, os atratores tendem a ter mais populagao no sitio

1 para qualquer valor da taxa de migragao.
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Obviamente, diferentes valores da taxa de crescimento geram diferentes dinamicas
locais e, consequentemente, diferentes trajetérias sincronizadas, mas os padroes observados
sao similares (Figura 5.2). No caso de distribuicdo preferencial, observa-se uma cascata
inversa com duplicacoes de periodo ao aumentarmos os valores da taxa de migragao, exceto
para 0 < r < 2 cuja dinamica de um sitio isolado e da trajetdria sincronizada correspondem

a um ponto fixo.

(i) (i) ()
15 15 15 15

1 — L 1 . ] — -

4 N - N - el

@ ™ s * 05 * 05 * 05
0 0 0 0

0o 05 1 o 05 1 0 05 1 15 o 05 1

H H Xt 1]

15
1

= VN
05
0

Figura 5.1: Atrator sincronizado para 2 sitios e distribuigao preferencial. Dinamica
local dada por f(x1,75) = (21”37 2pe"(=22)). (a) r = 1,8. (b)
r=2,6. (c)r=3,1. (i) xlvs p. (i) 22 vs p. (iii) 27 vs ] para p = 0,2
(preto.) e = 0,5 (vermelho*). (iv) Numero paralelo de Lyapunov.
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0} (i) (iif) (iv)
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2 . <= 1 V“rv\]r

0
0 0.5 1
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0
0 0.5 1
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Atrator sincronizado para 2 sitios e distribuicao preferencial. Dinamica
local dada por f(z1,29) = (z1e"07%) mye"(1=72)) (a) r = 2,73. (b)
r=3,19. (c)r=3,3. (i) o} vs p. (ii) zZ vs p. (iil) 2? vs z]} para
p = 0,2 (preto.) e g = 0,5 (vermelho*). (iv) Numero paralelo de
Lyapunov.
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Agora calculamos o maior nimero de Lyapunov transversal que indica se o atrator
sincronizado ¢é assintoticamente estdavel (K < 1) ou instdvel (K > 1). O termo Pj; de

(5.4) pode ser escrito como

- l—p 0 +/\j<u p f(a}) /0
0 1-u 0 0 0 f(zf)
_ (1—p+Ajpu)  Ap ) ( f(x) 0
0 (1—p) 0 fi(ap)
_ (L—p+ XN f () MNpf (z?)
0 (1= p)f ()
Portanto,
po Gt i () Agf ) ) (5.16)
0 (1= f (27)

/ 7’ . Z . . A . ~ ~
onde f ¢é a derivada de f. E importante observar que as dindnicas de z} e z7 nio sio

dadas por f, mas pelo sistema de equagoes (5.14) que gera os atratores sincronizados.
Portanto, o maior niimero transversal de Lyapunov é dado por

K= max  lm |[Pj,_i-...- Pi1PjollY" (5.17)
7j=1,2,...,.n—1 T—00

Observamos que as trajetérias sincronizadas geradas para r = 1,8 e r = 2,6 sao
estaveis, isso significa que o maior nimero de Lyapunov transversal é menor que 1. Assim,
as condigoes iniciais proximas ao atrator sincronizado convergem a ele independentemente
do valor da taxa de migracao. Portanto, calcula-se o valor do maior ntmero transver-
sal de Lyapunov para r = 3,1, cuja dinamica local de cada grupo apresenta trajetérias
sincronizadas com um comportamento cadtico e sua estabilidade depende do processo

migratorio.

A Figura 5.3 mostra a concordancia entre o critério e o erro de sincronizagao, ou seja,
nas regioes onde K < 1, temos uma trajetéria sincronizada cuja dinamica é exatamente
a mesma gerada por (5.14). Além disso, o aumento de grupos de 5 para 10 ndo muda
significativamente os valores do maior ntimero de Lyapunov transversal. Em ambos os

casos, observamos uma taxa de migragao critica dada por peri¢ = 0,335 e sincronizagao
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acontece se [t > lerit- IsSO mostra que ao aumentarmos a taxa de migracao, a distribuigao

preferencial gera trajetérias sincronizadas estaveis.

Na Figura 5.4 apresentamos os graficos sitios-tempo considerando 5 grupos de sitios
onde cada grupo possui 2 sitios, apds o descarte de transientes. Os sitios estao ao longo do
eixo vertical e sao numerados de 1 a 10, onde as 2 primeiras células correspondem ao grupo
1, as 2 seguintes células correspondem ao grupo 2 e assim por diante. No eixo horizontal
representamos os passos de tempo. As células sao pintadas em seis cores de acordo com
a densidade de cada sitio, para densidades altas a célula é pintada de branco e para
densidades baixas a célula é pintada de preto, enquanto para densidades intermedidrias as

células sao pintadas de tons cinzas.

Na Figura 5.4 (i) e (ii), cujas fracoes de migracao correspondem ao nimero de Lya-
punov transversal maior que 1, a dinamica metapopulacional segue um padrao aleatorio.
Ao aumentarmos a taxa de migracao para u = 0,5, as trajetdrias sincronizam com um
comportamento de periodo 2 que é exatamente a mesma dinadmica do atrator sincronizado
descrito na Figura 5.1 (c), enquanto para p = 0,8 a trajetéria metapopulacional converge
para um ponto fixo. Observe que ao aumentarmos as taxas de migragao, as trajetérias
metapopulacionais estabilizam a sua dindmica. Na Figura 5.4 (i), as densidades popu-
lacionais estao aleatoriamente espalhadas no plano de fase. Ao aumentarmos a taxa de

migracao, observamos que elas estabilizam e resultam num ponto fixo para p = 0, 8.
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(b)

Erro de sincronizacao ((a) e (b)) e maior nimero de Lyapunov transver-
sal ((c) e (d)) vs p, com distribuigao preferencial e dois sitios em cada
grupo. Dinamica local dada por f(x1,25) = (210771 19e"(1772)) | com
r=3,1. (a) 5 grupos. (b) 10 grupos.

(v)
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Figura 5.4: Gréaficos sitios-tempo considerando 5 grupos e distribuigao preferencial.

(a) Xy vst. (b) z} vs 2. (i) p=0,01. (ii) p = 0,2. (iii) © = 0,5. (iv)
pw=0,8.
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Se a dinamica local de cada sitio dada pela funcao de Hassell (f(x) = (1;’”)ﬁ ,r>1,
x

B > 1), obtemos as seguintes equagoes para o caso de distribuigao preferencial que ditam

o comportamento do atrator sincronizado

1 7‘"21 Tfﬂ2
Ty ) _ (1+xtt1)6 T “(1+xt§)ﬁ (5.18)
2 TI% o ’I’ZE? ’ ’
Ti+1 (+22)? “(1+x§)ﬁ)

Novamente, o sistema de equacOes acima sintetiza duas populacoes acopladas por
processo de dispersdao onde apenas uma delas migra e podemos calcular pontos fixos e

analisar sua estabilidade local. Calculando os pontos fixos, obtemos
e x7 = (0, 0);
1
o x5 = (r8 —1,0);
1

o x; = (a}, (r— pr)7 —1).

3

A matriz variacional do sistema linearizado aplicada no ponto fixo x* = (z7,x3) é

1 . Bz} r 1 _ B3
* * /14 * *
dado por J(X*) = ((1+x1)6 (I4at)Ptt ) ((1+m2)[i (1+x2)’z:§1) ,
0 (r— "”)((Hx;)ﬁ - (1+m;)ﬁ+1)

e obtemos para cada ponto fixo os seguintes intervalos de estabilidade:

o x7 = (0, 0) é estavel se |r| < 1;

1
° x’zf:(r?—1,0)éestévelseu<1—%e1<T<(%)ﬂ;

o xt = (2%, (r— )P — 1) 6 estd _1( B s _1
5= (27, ur) 1) é estdvel se 1 — 1(555)” <p<1-—1.

T

Na Tabela 5.2, apresentam-se algumas taxas de crescimento com seu respectivo
nimero de Lyapunov e o intervalo onde o ponto fixo é estavel em relagdo da taxa de
migracao, considerando 8 = 10. Na Figura 5.5, observamos a concordancia da andlise de
estabilidade feita acima e das simulagbes numéricas. O atrator sincronizado é um ponto
fixo num intervalo que relaciona a taxa de crescimento e a taxa de dispersdo. Além disso,
0 processo migratério possui um efeito estabilizante sobre as trajetérias sincronizadas.
Observe que o comportamento do modelo considerando a funcao de Hassell é similar ao

caso que considera a func¢ao exponencial logistica.
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r Sitio isolado L Estabilidade de x5 Estabilidade de x3
8 Ponto Fixo 0,8772 n>0,9 0<p<0,9
20 Periodo 40,8136 N.A. 0,5343 < u < 0,95
30 Dinamica Cadtica 1,4165 N.A. 0,6896 < p < 0,9667

Tabela 5.2: Comportamento da funcao de Hassell para 3 diferentes taxas de cresci-
mento r e intervalo onde o atrator sincronizado é um ponto fixo, con-
siderando g = 10.

(0 (i) (iii) ) (v)

0.4 0.4 0.4
(a) ¢ 03 N 0.2 N 0.2 ., < L
0 0.5 1
u

0 0.5 1
u
2
= 1 VW(
0
0 0.5 1
1]

Figura 5.5: Atrator sincronizado para 2 sitios e distribuicao preferencial. Dinamica
local do grupo ¢ dada por f(z1,22) = (77355 qrage)- (a) 7 =8. (b)
r=20. (c) r=30. (i) @} vs p. (i) x? vs p. (iii) 27 vs x] para p = 0,2
(preto.) e p = 0,5 (vermelho*). (iv) Numero paralelo de Lyapunov vs
L.

Outra dinamica local para cada sitio a ser considerada é dada pela fungao logistica
(f(z) =rxz(1—2x), 0 <r <4). Assim, as equagoes que geram as trajetérias sincronizadas

sao dadas por

who | _ [ ot —ad) 4 pate(1 - a)) 519
)\ et - ad) - patr(1 - a)

Novamente, podemos calcular pontos fixos e analisar sua estabilidade através do

processo de linearizacao. Nesse caso, obtemos os seguintes ponto fixos: x7 = (0, 0), x5 =

(7(17r)+\/(17r)2+47‘ﬁ(17ﬁ) 1 1)
or Qe

(1-10)ex;=
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A matriz variacional do sistema linearizado é dado por

r—2rx] ur — 2prxs

0 r(1—p)(1-223)

J(x*) =

obtendo-se

e x7 =(0,0) é estavel se r < 1;

e x3=(1—10)6estavel se I <r<3ep>1-1;

T

—(1=r)+/(A=r)dr £ (1-— ) 4 insts
\/ _ T—u a-w 71_71(117#))ems‘cawel sel—% < pu <

° xEﬁ):

SI= o~

1—

Lembrando que para a fungao logistica, o valor da taxa de crescimento é definido
para 0 < r < 4 e a drbita estd contida no intervalo [0, 1]. Nesse caso, o comportamento
do modelo é totalmente diferente se compararmos com o caso da dinamica local dada pela
funcao exponencial logistica ou por uma funcao de Hassell. Observamos que a distribuicao
preferencial gera valores para a densidade do sitio 1 maiores que 1, para determinadas
taxas de migracao, valor fora do intervalo de defini¢ao da fungao logistica (ver Tabela 5.3

e Figura 5.6).

r Sitio isolado L Estabilidade de x3 Instabilidade de x3
2,5 Ponto Fixo 0,5 o > 0.6 0<p2<0,6
3,5 Perfodo 4 0,42 N.A. 0,1429 < ps < 0,7143
3,8 Dinamica Caética 1,54 N.A. 0,2105 < po < 0,7368

Tabela 5.3: Comportamento da funcao logistica para 3 taxas de crescimento e in-
tervalo onde o atrator sincronizado é um ponto fixo.
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() (ii) (iii) (iv)
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Figura 5.6: Atrator sincronizado para 2 sitios e distribuicao preferencial. Dinamica
local do grupo ¢é dada por f(z1,22) = (z17(1 — 1), z2r(1 — z2)). (a)
r=25. (b)r=3,5 (c)r=23,8 (i) zf vs p. (ii) 27 vs p. (iil) 27 vs
z; para u = 0,01 (preto.). (iv) Numero paralelo de Lyapunov vs p.

5.1.2 Distribuicao Uniforme

Na distribuicao uniforme, os individuos chegam ao novo grupo e se distribuem nos

sitios 1 e 2 com a mesma probabilidade. Nesse caso,

wo | V2V (5.20)
1/2 1/2

Considerando que a dinamica local de cada sitio é dada pela funcao exponencial

logistica, podemos escrever o sistema de equagoes (5.2) na forma

xt1+1 _ (L-tle(r(l_m%)) — 07 SMx%e(T(l_xi)) + 07 5ﬂx?e(T(l_m$)) (5 21)
x?+1 x?e(r(lfx%)) — 0’ 5/,61'%6(71(179:?)) + O’ 5/1.%%6(1”(171‘%))

Observe que o sistema de equagOes acima sintetiza duas populagbes com dispersao
simétrica [18, 35, 42, 48]. Nesse caso, nao é possivel calcular pontos fixos de (5.21), mas
através de simulagoes numéricas podemos calcular os diferentes atratores sincronizados

(ver Figura 5.7). O caso com r = 1,8, os atratores sincronizados resultam num ponto fixo
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de valor 1 independentemente do valor da taxa de migracao (Figura 5.7 (a)). Esse ponto
fixo é exatamente o mesmo da funcao exponencial logistica para 0 < r < 2. Intuitivamente,
poderiamos esperar que o modo sincronizado tivesse todos os sitios com a mesma densidade
devido as simetrias na distribuicao de individuos, mas isso nao é o que acontece. Para
r = 2,6, cuja dinamica local de um sitio isolado possui uma trajetoria de periodo 4,
podemos observar atratores sincronizados diferentes da dinamica local de um sitio isolado
para taxas de migracao pequenas, como mostrado na Figura 5.7 (b). Isso mostra que pouca
interacao pode gerar diferentes dinamicas mesmo quando a dinamica local de um sitio
isolado é periédica. Para r = 3,1, a dinamica local de um sitio isolado é cadtica e podemos
observar atratores sincronizados caracterizados por 3 comportamentos (Figura 5.7 (c)).
Para taxas de migragao pequenas (u < 0,09), os atratores sincronizados sdo cadticos.
Para taxas de migragao intermedidrias (0,09 < p < 0,27), os atratores sincronizados
apresentam uma trajetéria de perfodo 2 e fora de fase (z} 1= x?). Para valores de
maiores de 0,27, os atratores sincronizados estao contidos na diagonal do espago de fase
1 2

(x; = x7). Observe que o efeito estabilizante causado pela dispersao nesse caso ¢é diferente

do descrito para o caso de distribuicao preferencial (ver Figura 5.1).

A Figura 5.8 mostra o erro de sincronizacdo e o maior ntimero transversal de Lya-
punov em funcao da taxa de migragao . Novamente, observamos que atratores periddicos
sao estaveis e as simulacdes numéricas sao apresentadas para r = 3,1. Para 5 grupos
(Figura 5.8 (a)), ocorre sincronizacao para pu > 0,067 e ela é caracterizada por duas
dinamicas. Uma delas com os sitios em fase e com periodo 2 (0,09 <y < 0,27) e a outra
em fase (u > 0,27). No caso dos grupos sincronizarem com os sitios fora de fase significa
que eles nao possuem a mesma densidade, mas a soma de individuos em cada grupo é a
mesma. No caso em fase, todos os sitios em todos os grupos seguem a mesma dinamica.
Ao considerarmos 10 grupos (Figura 5.8 (b)), o cenario muda para valores da taxa de mi-
gragao entre 0,29 < p < 0,42. Nesse intervalo, observamos que os atratores sincronizados
podem ser estaveis ou instaveis. Para p < 0,09, os atratores sincronizados sao cadticos
e instaveis e, consequentemente, a metapopulacdo nao sincroniza. A Figura 5.9 mostra o
comportamento das trajetérias metapopulacionais para taxas de migragao onde ocorre e

nao ocorre sincronizagao no caso de 10 grupos de sitios. Observamos um comportamento
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bastante interessante na regiao intermedidria onde nao ocorre sincronizacao, para o caso de

10 grupos de sitios. Os grupos nao sincronizam, mas os sitios em cada grupo sincronizam

(ver Figura 5.9(a)iii e (b)iii).

(@ =1
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Figura 5.7:
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Atrator sincronizado para dois sitios e distribui¢ao uniforme. Dinamica
local de cada grupo é dada por f(z1,2s) = (21"07%1) 29e"(1722)). (a)
r=18 (b)r=26. (c)r=31. (i) zf vs p. (ii) 27 vs p. (iii) b vs
zt para p = 0,01 (preto.), p = 0,2 (vermelho*) e u = 0,5 (azul.). (iv)
Numero de Lyapunov paralelo vs pu.
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Erro de sincronizagao ((a) e (b)) e respectivo maior niimero de Lyapunov
transversal ((c) e (d)) vs u, para dois sitios em cada grupo e distribui¢ao
uniforme. Dinamica local dada por f(zy,z3) = (21”077 25em(1772))
com r = 3,1. (a) 5 grupos. (b) 10 grupos.
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Graficos sitios-tempo considerando 10 grupos e movimento preferencial.
(a) Xy vst. (b) z} vs 22, (1) p=0,01. (ii) p=0,2. (iii) = 0,38. (iv)
w=0,8.
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Ao considerarmos a dinamica local de cada sitio dada pela fungao de Hassell (Figura
5.10), ou pela fungao logistica (Figura 5.11), o comportamento das trajetérias sincronizadas
seguem um padrao andlogo ao caso da dinamica local dada pela funcao exponencial
logistica. Dependendo da taxa de crescimento, as trajetérias sincronizadas estao sobre
a diagonal de fase, ou apresentam um comportamento fora de fase de periodo 2, ou um

comportamento cadtico.

@ (i) 1 (iii) 5 (iv)

1 1
<1
0
0 0.5 1
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Figura 5.10: Atrator sincronizado para dois sitios e distribui¢gao uniforme. Dinamica
local de cada grupo é dada por f(z1,x2) = ((l_’é%)ﬂ, ﬁ) (a) r =38.
(b) r =20. (c) r =30. (i) = vs p. (ii) 22 vs p. (iii) 2t vs x} para
w = 0,2 (vermelho*) e p = 0,5 (preto.). (iv) Nuamero de Lyapunov
paralelo vs p.
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Figura 5.11: Atrator sincronizado para dois sitios e distribui¢gao uniforme. Dinamica
local de cada grupo é dada por f(z1,z9) = (z17(1 — x1), 227(1 — 23)).
(a) r=2,5. (b) r =3,5. (¢) r =3,8. (i) =} vs p. (ii) 7 vs p. (iii)
xb vs 2t para p = 0,2 (vermelho*) e = 0,5 (preto.). (iv) Nimero de
Lyapunov paralelo vs p.
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A partir de agora, consideraremos que a dinamica local de cada sitio é dada pela
funcao exponencial logistica e mostraremos os comportamentos do modelo para diferentes

matrizes de distribuicao.
5.1.3 Distribuicao com Movimento Preferencial a um Sitio

Na distribuicdo com movimento preferencial a um sitio, consideramos que os in-
dividuos escolhem ambos os sitios com diferentes probabilidades. A matriz de distribuicdo

é dada por
0,8 0,8
W = . (5.22)
0,2 0,2
Isso significa que 80 % dos individuos que chegam ao grupo vizinho escolhem o sitio

1, enquanto 20 % escolhem o sitio 2. O sistema de equagoes (5.2) que gera os atratores

sincronizados é dado por

xl}+1 "L’tle(r(l_x%)) — 0’ 2/"th1€(r(1_$%)) _|_ O7 Sﬂxge(r(l_xg)) (5 23)

2, 22602 _ g gua2er1=ad) 4 0 2puzlerGat) | ‘
Nessa distribuicao, os atratores sincronizados sao uma mistura das duas distribuigoes
anteriores, como pode ser observado na Figura 5.12. Podemos observar um efeito estabi-
lizante sobre as trajetérias a medida que a taxa de migracao aumenta, como no caso de

distribuicao preferencial. Além disso, os atratores sincronizados fora de fase sdo caracteri-

zados por migracao intermedidria, como no caso de distribuicao uniforme.

Na Figura 5.13, o erro de sincronizacgao e o maior nimero transversal de Lyapunov
mostram as regioes onde os atratores sincronizados sao estaveis para r = 3,1. Para
1 < 0,1 nao ocorre sincronizacao entre os grupos de sitios. Na regiao onde 0,1 < p <
0,27, os atratores sincronizados sao estdveis. Assim, se considerarmos condicoes iniciais
para os grupos de sitios préximas ao estado sincronizado mostrado na Figura 5.12; a
metapopulagao ird sincronizar e a dinadmica dos sitios é caracterizada por trajetérias fora
de fase. A medida que a taxa de migragao aumenta, as trajetérias sincronizadas tornam-se
instaveis e voltam a ser estdveis para taxas de migragao maiores que 0,475 para 5 grupos

e 0,489 para 10 grupos.
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A Figura 5.14 mostra o comportamento das trajetérias metapopulacionais. Pode-
mos observar que para pu = 0,1 e p = 0,2, as trajetérias da metapopulagao estao quase
fora de fase. Para u = 0,3, a trajetéria metapopulacional concentra-se em torno de uma
reta com inclinagao positiva. Para pu = 0,8, o comportamento metapopulacional é de
periodo 2. De fato, esses dois comportamentos sao caracteristicos no modelo metapopu-
lacional, temos regioes onde as trajetorias metapopulacionais se distribuem em torno de
retas com inclinagao positiva e regioes onde as trajetorias metapopulacionais possuem um

comportamento fora de fase.
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Figura 5.12: Atrator sincronizado para 2 sitios e distribuicao preferencial a um
sitio. A dinamica local de cada grupo é dada por f(xy,z2) =
(210720 poer=22)) - (a) r = 1,8. (b) r = 2,6. (c) r = 3,1. (i)
x; vs p. (i) 22 vs p. (iil) 24 vs ! para p = 0,2 (red*), u = 0,3 (preto)
e p=0,8 (azul). (iv) Ndmero paralelo de Lyapunov vs p.
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(@) (b)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.13: Erro de sincronizacgao ((a) e (b)) e respectivo maior nimero de Lya-
punov transversal ((c¢) e (d)) vs p, para dois sitios e distribuigao
preferencial a um sitio. Dinamica local é dada por f(z1,29) =
(217072 3pe"(1722)) com r = 3,1. (a) 5 grupos. (b) 10 grupos.
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Figura 5.14: Graficos sitios-tempo considerando 5 grupos e distribuicao preferencial
a um sitio. (a) X; vst. (b) 2} vs 2. (i) p=0,1. (ii) p = 0,2. (iii)
pw=0,4. (iv) p=0,8.
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5.1.4 Distribuicao Triangular

Na préxima distribuicao, consideramos que os individuos do sitio 1 migram para o
sitio 1 no grupo de chegada, enquanto individuos que migram do sitio 2 escolhem entre os
sitios 1 e 2 no grupo de chegada com a mesma probabilidade. Esse caso é denominado de

distribuicao triangular pois a matriz de distribuicao é dada por

1 1
2

W= (5.24)
0o 1
2

As equagoes (5.2) que geram os atratores sincronizados sao dadas por
;E%_H x%e(r(l—l‘%)) +0, 5M$,§2€(r(1_x?)) 525
xt2+1 B xge(r(l—zf)) -0, 5LLJU?€(T(1_$?)) : .

Observe que as equagbes acima tém similaridades com as equacoes que consideram
distribuicao preferencial, assim como as trajetérias sincronizadas (Figura 5.15). A medida

que a taxa de migracao é aumentada, as trajetérias sincronizadas estabilizam.

O erro de sincronizacao e o maior nimero transversal de Lyapunov sao mostrados
na Figura 5.16 para 5 e 10 sitios. Podemos observar que os padroes dessa distribuicao sao
similares ao caso de distribuicao preferencial, a estabilidade de trajetérias cadticas depende
da dinamica local e do processo migratorio, enquanto ciclos periédicos sao localmente

estaveis.

A Figura 5.17 apresenta os graficos sitios-tempo para esse caso. Podemos observar
que para u = 0,1 e u = 0,2, as trajetorias sincronizadas sao instaveis e cadticas. Isso faz
com que os grupos de sitios convirjam para um outro atrator. Observe que esse atrator é
periddico, ou seja, a dindmica local de cada sitio, assim como as trajetérias sincronizadas
geradas pela distribuicao triangular sao cadticas, mas o modelo composto por grupos de
sitios estabiliza devido ao processo migratério e apresenta um comportamento periddico.
Para p = 0,5 e p = 0,8, as trajetorias sincronizadas sao estdveis e ocorre sincronizagao
entre os grupos de sitios. No caso de y = 0,5, os grupos de sitios sincronizam com um
comportamento fora de fase e cadtico, enquanto para p = 0,8 eles convergem para um

ciclo de periodo 4.
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@ (i) (iii) 5 (iv)
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Figura 5.15: Atrator sincronizado para 2 sitios e distribuigao triangular. Dinamica
local dada por f(z1,29) = (21”770 20e™1722)). (a) r = 1,8. (b)
r=25 (c)r=31 (i) z vsp (i) 27 vs p. (iii) b vs !t para
p=0,2 (vermelho*), u = 0,3 (preto.) e p = 0,8 (azul.). (iv) Numero
de Lyapunov paralelo vs p.
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(@) (b)

Figura 5.16: Erro de sincronizagao ((a) e (b)) e respectivo maior nimero de Lya-
punov transversal ((c) e (d)) vs p, dois sitios e distribui¢ao triangular.
Dinamica local: f(z1,29) =
grupos. (b) 10 grupos.

(z1e7771) g9e"(=72)) com r = 3,1. (a) 5

R
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Figura 5.17: Graficos sitios-tempo considerando 5 grupos e distribuicao triangular.
(a) Xy vst. (b) zf vs 2. (i) p=0,1. (ii) p=0,2. (iii) p = 0,5. (iv)
w=0,8.
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5.1.5 Distribuicao com Mudanca de Sitio

Finalizamos esta se¢ao considerando uma distribui¢ao onde os individuos mudam o
indice do sitio quando chegam no grupo vizinho, ou seja, se individuos migram do sitio 1,
eles se estabelecem no sitio 2, se migram do sitio 2, se estabelecem no sitio 1. Esse caso é

denominado como distribuicao com mudanca de sitio e a matriz W é dada por

W = . (5.26)

O sistema de equagbes que gera as trajetorias sincronizadas é dado por

xle(r(l_xtl)) — xle(r(l_xtl)) + xQG(T(l_‘(B?))
| " o ok - (5.27)
x%e(r(lfxt)) — Mw%e(r(lfxt)) + Iu/xtle(r(lfxt))

1
L1

2
Tit1

Podemos observar similaridades do sistema de equacoes acima com as equacoes do
caso de distribui¢ao uniforme (5.21). De fato, os sistemas de equagdes sao equivalentes
se dividirmos a taxa de migragdo da equacao acima por 2. Consequentemente, para
u < 0,5, os atratores sincronizados mostrados na Figura 5.18 sao exatamente os mesmos
que no caso de distribuicao uniforme (ver Figura 5.7). Nesse caso, para r = 1,8 as
trajetérias sincronizadas convergem para um estado de equilibrio que é exatamente o
ponto fixo da fungao exponencial logistica. Para r = 2,6, as trajetdérias apresentam um
dindmica diferente para pouca e alta dispersao. Para r = 3,1, elas sao caracterizadas
por 4 comportamentos, como mostrado na Figura 5.18(c). Para pouca e alta dispersao
(0 < p < 0,045 € 0,96 < p < 1), as trajetérias sincronizadas sdo caracterizadas por
um comportamento cadtico. Para migragoes intermediarias (0,135 < u < 0, 88), elas sao
caracterizados por um comportamento cadtico e estao contidas na diagonal do espaco de
fase (x; = x7). Para 0,045 < u < 0,135, elas convergem para um ciclo de perfodo 2 e tem
um comportamento fora de fase, enquanto para 0,88 < u < 0,96, elas convergem para um

estado de equilibrio.

A estabilidade das trajetérias sincronizadss segue um padrao similar ao caso da
distribuicao uniforme. Para 5 e 10 grupos, elas sao instaveis para pouca interagao e

estaveis quando elas apresentam um comportamento periédico e fora de fase. A principal
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diferenca é a reducao da sua estabilidade na regiao onde elas estao sobre a diagonal de

fase (Figura 5.19).

A Figura 5.20 mostra o comportamento dos grupos de sitios para diferentes taxas
de migracao. Para p = 0,01, os grupos de sitios nao sincronizam e possuem um compor-
tamento aleatério. Para p = 0,1, eles sincronizam com um comportamento fora de fase
e de periodo 2. Para p = 0,8, o sistema sincroniza e todos os sitios em todos os grupos

seguem a mesma dindmica, enquanto para g = 0,95 a metapopulagao converge para um

ponto fixo.
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Figura 5.18: Atrator sincronizado para dois sitios e distribuicdo com mudanga de
sitio. A dinamica local é dada por f(z1,x5) = (21”1721, 2oem(1772)),
(a) r=1,8 (b)r=2,6. (¢)r=3,1. (i) =} vs p. (ii) 7 vs p. (iii)
xb vs 2! para p = 0,1 (vermelho*) e p = 0,5 (preto.). (iv) Nimero
paralelo de Lyapunov vs p.
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Figura 5.19: Erro de sincronizagao ((a) e (b)) e respectivo maior nimero de Lya-
punov transversal ((c) e (d)) vs p, para dois sitios e distribuigao
com mudanga de sitio. Dinamica local é dada por f(xy,z2) =
(210721 pper1=22)) com r = 3.1. (a) 5 grupos. (b) 10 grupos.
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Figura 5.20: Gréficos sitios-tempo considerando 5 grupos e distribuicao com mu-
danga de sitio. (a) X; vs t. (b) z} vs 2. (i) p = 0,01. (i) x = 0, 1.
(iii) ¢ = 0,8. (iv) = 0, 95.
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5.2 Sincronizacao nas Duas Escalas

Um caso particular de sincronizacao ocorre quando todos os sitios em todos os
grupos seguem a mesma dinamica. Isso ocorre se e somente se 1 é um autovetor da matriz
A=1-M+ WM. Como comentado na se¢ao anterior (secao 4.2.1), a dinamica dos
sitios encontra-se na diagonal do espaco de fase e é dada pela dinamica local de cada sitio.
Para isso acontecer, as linhas assim como as colunas da matriz W devem somar 1. Duas
distribuigoes que se enquadram nesse caso sao a distribuigao uniforme e a distribuigdo com

mudanca de sitio.

Para fazermos algumas interpretagoes de sincronizacao nas duas escalas, definimos

o erro de sincronizacao nas duas escalas, e;, por

1, .2
e +e
ep = L —*L (5.28)
2
onde
1 n d
1 _ ZZ 4, it+1,j
€ = — T — 5.29
= 3y e o (5.29
J=11=1
e
1 d n
2 _ 4,3 ,5+1
€ = — T —x 5.30
P= LY el (530
=1 j=1
Py L imet o o , L
com zi " = zp7 2" = 22! O primeiro erro, e}, calcula o erro de sincronizagao

entre os sftios de cada grupo, enquanto e? calcula o erro entre os grupos. Assim, obtemos

sincronizagao nas duas escalas se e; — 0 ao t — o0.

Na Figura 5.21 apresentamos o erro de sincronizacao e o respectivo maior niimero
transversal de Lyapunov para a distribuicao uniforme e para a distribuicao com mudanca
de sitio, para r = 3,1 e 5 grupos. Podemos observar que a estabilidade desse atrator é
caracterizada por altas taxas de migracao. Além disso, a metapopulacao é caracterizada
por comportamentos fora de fase nas regioes onde nao ocorre sincronizagao nas duas escalas

(ver Figuras 5.22 e 5.23).
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Figura 5.21: Erro de sincronizagao ((a) e (b)) e respectivo maior nimero transversal
de Lyapunov ((c) e (d)) vs p. Dindmica local é dada por f(z1,zq) =
(217072 39e"(17%2)) com r = 3,1 e n = 5. (a) Distribui¢do uniforme.
(b) Distribuigdo com mudanga de sitio.
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Figura 5.22: Graficos sitios-tempo considerando sincronizagao nas duas escalas, dis-
tribuigao uniforme e 5 grupos. (a) X; vs t. (b) x} vs 2?. (i) p =0, 1.
(i) o =0,2. (iii) p = 0,5. (iv) = 0,8.
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Figura 5.23: Gréficos sitios-tempo considerando sincronizagao nas duas escalas, dis-

tribuigdo com mudanga de sitio e 5 grupos. (a) X; vs t. (b) z; vs 7.

(i) p=0,1. (ii) p=0,2. (iii) p = 0,5. (iv) p=0,8.

5.3 Distribuicao com Migragao Interna entre os Sitios

Na secao anterior, exploramos casos do modelo considerando diferentes distribuigoes
entre os sitios. Um fator importante no modelo é a interacdo entre os sitios dos gru-
pos, principalmente pelo fato deles serem acoplados por processo de dispersao de curta
distancia. Por simplicidade, exploramos as consequéncias desse fator para duas dis-

tribuigoes: distribuicao preferencial e distribuicdo uniforme.
5.3.1 Distribuicao Preferencial com Migracao Interna entre os Sitios

Agora consideramos os sitios de cada grupo conectados por movimentos migratorios.

A dinamica local em cada grupo é dada por
f($1, 1’2) = > (5.31)

onde m ¢ a fragdo de migragao entre os sitios locais e f é a funcao exponencial de Ricker

(f(z) = ze=9).
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Para o caso de distribuicao preferencial, o sistema de equagoes que gera as trajetérias

sincronizadas é dada por

x%—l—l _ fl(xz}vxz%)+uf2(m%7$%) (5 32)

i fa(wy, af) — pfa(wy, o)

onde fi(z;,27) = (1 —m)f(z;) + mf(a7) e falzy, af) = (1 —m)f(af) + mf(z}).
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Figura 5.24: Atrator sincronizado com interagao entre os sitios locais de cada grupo
e distribui¢ao uniforme. A dinamica local de cada grupo é dada por
f(z1,22) = (1 — m)o =21 4 mayer1=22) (1 — m)pper-2) 4
ma1e1=20)) com r =3,1. (a) m =0,1. (b) m = 0,35. (c) m = 0,5.
(i) =} vs p. (i) 22 vs p. (iii) 2? vs o} for p = 0,1 (preto.) e p = 0,5
(vermelho™). (iv) Numero paralelo de Lyapunov vs p.

A Figura 5.24 mostra as trajetérias sincronizadas para 3 valores da taxa de migragao
entre os sitios locais de cada grupo, com r = 3,1. Para m = 0,1, observamos atratores
sincronizados com um comportamento periédico mesmo quando as taxas de migracao entre
os grupos é pequena, pu < 0,125 (Figura 5.24(a)). O aumento da taxa de migragao entre
os sitios para m = 0,35 (Figura 5.24(b)) nao apresenta trajetérias periédicas para pouca

interagao. Para m = 0,5, observa-se um padrao similar ao caso de m = 0,35 (Figura
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5.24(c)). Além disso, a0 compararmos com o caso que nao ocorre interagao entre os sitios
(ver Figura 5.12 (c)), as trajetérias sao diferentes nas regides caracterizadas por atratores
com um comportamento fora de fase (0,1 < p < 0,27), enquanto para pu > 0,27, elas sdo
praticamente as mesmas. Na coluna (iii), mostramos o espaco de fase. Para yu = 0,1 e
m = 0,1, a trajetéria sincronizada é atraida para um ciclo de periodo 2 e fora de fase,
enquanto param = 0,35 e m = 0,5 a trajetdria sincronizada muda seu comportamento e se
distribui préxima a diagonal do espaco de fase. Para p = 0,5, as trajetdrias sincronizadas

possuem periodo 2, param =0,1, m=0,35e m =0,5.
5.3.2 Distribuicao Uniforme com Migragao Interna entre os Sitios

Na distribuicao uniforme, o sistema de equagdes que gera as trajetérias sincronizadas

é dado por

x%—f—l . fl(xtlax%)_075Mf1(xtlawt2)+O>5:Uf2(xtlax%) (5 33)

27 fo(af,a?) = 0,5pfs(xt, 27) + 0, 5uf1(xf, x7)

onde fi(wf,2f) = (1—m)f(z}) + mf(z7) e fa(z;,27) = (1 —m) f(f) +mf(xz).

A Figura 5.25 mostra os atratores sincronizados para 3 valores da taxa de migragao,
com r = 3,1. Novamente, para m = 0,1, observamos atratores sincronizados mesmo
quando a interacao entre os grupos é pequena, p < 0,125 (Figura 5.25(a)). Param = 0,35
em = 0,5 (Figura 5.25(b) e (c)) apresentam o mesmo padrao independentemente das taxas
de migragao e as trajetérias estao contidas no espago de fase. Note que o fator migracao
interna entre os grupos de sitios faz as trajetérias sincronizadas com um comportamento
cadtico e de periodo 2 fora de fase serem instéveis, enquanto as trajetérias sincronizadas
e contidas na diagonal do espago de fase sao estaveis, principalmente para m = 0,35 e

m = 0,5.
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Figura 5.25: Atrator sincronizado com interacao entre os sitios e distribui¢ao uni-
forme. A dindmica local de cada grupo é dada por f(zy,xs) =
((1 _ m)xle(r(lle)) + meG(T(lffm))’ (1 _ m)$26(r(1*l‘2)) + mxle(T(lfﬂcl)
comr =31. (a)m=0,1. (b) m=0,35 (c) m=0,5 (i) x vs pu.
(ii) 27 vs p. (iii) 27 vs x; para g = 0,1 (vermelho*) e u = 0,5 (preto.).
(iv) Numero de Lyapunov paralelo vs p.

~—

5.4 Grupos com um Numero Arbitrario de Sitios

O aumento no nimero de sitios em cada grupo e a migragao por dispersao de curta
distancia pode mudar a dinamica das trajetérias sincronizadas. Vamos relatar a influéncia

desses fatores para as distribuicoes preferencial e uniforme.

5.4.1 Distribuicao Preferencial

Considerando distribuicao preferencial e um nimero arbitrario de sitios em cada

grupo, as equagoes que geram as trajetérias sincronizadas com d sitios podem ser escritas
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como
Tipy ui pyt 11 1 pyt
2 2 2 2
x Y H2y 00 0 K2y
SR S B o+ ' (5.34)
0
ol ui payy 00 0 payy
onde (y},y2,...,yd) = (xtleT(l_”"tl),:c?e’"(l_x?),...,xfe”(l_xlti)). Assim, podemos escrever
as equacoes acima na forma
xtl_"_l xtle(r(lfxtl)) + /,LQI'%e(r(lim%)) _|_ + de%e(r(lfx?))
x?—i—l B x%e(r(l_x%)) - /LQLL‘%G(T(l_x%)) (5 35)
l'td+1 xge(r(l_x?)) - Mdaj%e(r(l_x?))

Procedendo de maneira analoga a secao 5.1.1, podemos calcular pontos fixos e ana-

lisar a sua estabilidade. Os pontos fixos sdo dados por

e Populagoes extintas: x7 = (0, 0, ...,0),

e Populagao 1 persiste: x5 = (1, 0, 0,..., 0),

0 : l % log(+——)
e As populagoes persistem: x3 = (27,1 — loa(i=p) —raly,

Linearizando o sistema de equacdes, obtemos que a matriz Jacobiana é triangu-
lar superior e os valores da diagonal aplicada nos pontos fixos sao dados por: {1 —
ra})er 1T (1 — rab — pg + rpgad)e” 1772 L (1 — rah — pg + rugel)e’ 7D}, Assim,

obtemos

o x] ¢ estavel se r < 0;

o x5 ¢éestavel se 0 <r <2, u; >1—e",i=2,..,d;

log(1=>) l_log(ﬁ)

p g eeey T

o x5=(27,1— ) éestavelse 1—e "2 < p; < 1—e 70 =

1,..,d.
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Apesar da similaridade nos cédlculos com o caso de 2 sitios, podemos observar que o

aumento no nimero de sitios em cada metapopulacao diminui significativamente a regiao
log(7=>)

1—po
ikl ]

onde os pontos fixos s@o estaveis. Por exemplo, para o ponto x5= (z],1— - .

log(ﬁ)

T

(1—e ™2 1—e™),i=1,..4d.

) ser estével, todas as taxas de migragao u; devem estar contidas no intervalo

Na figura 5.26 mostra-se o valor do nimero paralelo de Lyapunov e o maior niimero
transversal de Lyapunov, com diferentes niimeros de sitios em 5 grupos, em funcao da
migracao local entre os sitios (m) e da migragao entre os grupos, tal que p = pu; = po =
... = ug. Podemos observar diferentes regioes que geram trajetorias peridédicas e cadticas
e sua estabilidade transversal. A medida que a taxa de migracao interna é aumentada,
m=0,1em = 0,2, as trajetorias possuem um efeito estabilizante e tornam-se periédicas
independentemente do valor de . Para m = 0,5 e m = 0,8, as trajetérias sincronizadas

dependem da taxa de migragao i, assim como a sua estabilidade (Figura 5.27).

Figura 5.26: Numero de Lyapunov paralelo ((a), (b) e (c)) e maior nimero de Lya-
punov transversal ((d), (e) e (f)) vs p, com distribuigao preferencial.
Dinamica local de cada sitio: f(z) = zexp(r(1 — z)), com r = 3, 1.
Considera-se 5 grupos. (a) 2 sitios, (b) 5 sitios e (c) 10 sitios em cada
grupo.
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Figura 5.27: (a) Nimero paralelo de Lyapunov e (b) Maior niimero transversal de
Lyapunov vs 1 com movimento preferencial e 5 sitios em cada grupo.
Considera-se 5 grupos. (i) m = 0,1. (ii) m = 0,2. (iii) m = 0,5. (iv)
m =0,8.

5.4.2 Distribuicao Uniforme

Considerando um ntmero arbitrario de sitios em cada grupo e distribuicao uniforme,
observamos trés comportamentos tipicos das trajetérias sincronizadas. Pouca interagao
tanto entre os sitios locais de cada grupo quanto entre os grupos de sitios, observamos
trajetdérias cadticas. Nas regioes onde os numeros paralelos de Lyapunov sao inferiores
a 1, os atratores sao caracterizdos por um comportamento fora de fase, enquanto na
regiao restante, as trajetorias sincronizadas estdao contidas na diagonal do espago de fase
(ver Figura 5.28). Os cortes transversais apresentados na Figura 5.29 mostram que para
m=0,1em = 0,2, temos trajetorias sincronizadas fora de fase e contidas na diagonal de
fase. Ao aumentarmos a taxa de migragao interna para m = 0,5 e m = 0, 8, observamos

apenas trajetérias contidas na diagonal do espaco de fase.
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Figura 5.28: Numero de Lyapunov paralelo ((a), (b) e (c¢)) e maior nimero de Lya-
punov transversal ((d), (e) e (f)) vs p, com distribui¢ao uniforme.
Dinamica local de cada sitio: f(x) = zexp(r(l — z)), com r = 3, 1.
Considera-se 5 grupos. (a) 2 sitios, (b) 5 sitios e (c) 10 sitios em cada

grupo.

0] (i) (iii) (v)
2 2 2

e WA
@ <=1 W o1 W o1 =1
0 0 0 0
0 05 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
i u u M
15 15 15 15
b i 1 1 ™,
(b) ¥ ¥ ¥ ¥
0.5 0.5 0.5 0.5
0 0 0 0
0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
i u u M

Figura 5.29: (a) Nimero de Lyapunov paralelo e (b) maior nimero transversal de
Lyapunov vs u, com distribuicao uniforme e 5 sitios em cada grupo.
Considera-se 5 grupos. (i) m =0,1. (ii) m = 0,2. (iii) m = 0,5. (iv)
m =0,8.
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5.5 Discussao

Neste capitulo, apresentamos simulacées numéricas do comportamento do modelo
metapopulacional com sitios distribuidos em duas escalas. Na escala local, os sitios estao
acoplados por dispersao de curta distancia formando um grupo. Na escala regional, os gru-
pos de sitios estao acoplados por processo de dispersao de longo alcance. Nossas simulagoes
mostram os diferentes comportamentos gerados por diferentes matrizes de distribuicao que
ditam como os individuos se distribuem nos grupos de sitios vizinhos apds o processo de

dispersao de longo alcance.

No caso de distribuicao preferencial, individuos que chegam num novo grupo mi-
gram preferencialmente para o sitio de nimero 1, sintetiza um sistema de equactes que
descreve uma dispersao assimétrica entre duas populagoes onde apenas uma delas mi-
gra. Nesse caso, observa-se extingao e persisténcia nos sitios locais e um efeito estabi-
lizante nas trajetérias sincronizadas especialmente para altas taxas de migracao (Figura
5.1). O efeito estabilizante é observado para qualquer taxa de crescimento, exceto para
0 < r < 2 cuja dindmica local de um sitio isolado e a trajetéria sincronizada convergem
para um ponto fixo. No caso de distribui¢ao uniforme, individuos se distribuem nos sitios
dos grupos vizinhos com a mesma probabilidade, o sistema de equacoes que gera as tra-
jetorias sincronizadas sintetiza duas populagbes com dispersao simétrica. Observam-se
trajetorias totalmente diferentes quando comparadas com o caso de distribuicao prefe-
rencial (Figura 5.7). Para r = 3,1, cuja dindmica local tem uma trajetéria cadtica,
as trajetorias sincronizadas apresentam basicamente 3 diferentes comportamentos. Tra-
jetérias sincronizadas com comportamento cadtico sao observadas para taxas de migracao
pequenas (pu < 0,09). Taxas de migragao intermedidria (0,09 < p < 0,27) caracterizam
trajetérias sincronizadas de perfodo 2 e fora de fase (x} 1= r?). Enquanto para taxas de
migracio maiores que 0,27, elas estdo contidas na diagonal do espago de fase (z; = 27). Se
o conjunto de grupos evolui com seus sitios com periodo 2 e fora de fase, entao a soma de
individuos em cada grupo é a mesma, mas os sitios locais nao evoluem com a mesma densi-
dade. Por outro lado, se os grupos evoluem de acordo com a trajetoria contida na diagonal

do espaco de fase, entdo todos os sitios em todos os grupos seguem a mesma dindmica.
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O caso com distribuigao preferencial a um sitio, onde individuos se distribuem com maior
frequéncia para determinados sitios no grupo vizinho, mistura os comportamentos obser-
vados nas duas distribuigbes descritas acima (Figura 5.12), enquanto a distribui¢do com
mudanga de sitio, onde individuos que migram do sitio 1 escolhem o sitio 2 no grupo
vizinho e individuos que migram do sitio 2 escolhem o sitio 1, sintetiza duas populacoes
com dispersao simétrica e as trajetdérias sincronizadas tem o mesmo comportamento da
distribuigao uniforme (Figura 5.18(c)), a principal diferenca é um estado de equilibrio
para altas taxas de migracao. Sendo assim, a forma de dispersao em um modelo espa-
cial pode ter um impacto muito grande nas predigoes desses sistemas. Em nosso modelo
com dois sitios em cada grupo, observamos que cada distribuicao é caracterizada por um
comportamento caracteristico. No caso da distribuicao preferencial, temos trajetorias sin-
cronizadas caracterizadas por um efeito estabilizante, enquanto a distribuicao uniforme

tem trajetorias sincronizadas em fase e fora de fase.

As regides da estabilidade de trajetdrias sincronizadas para diferentes matrizes de
distribuicao também foram analisadas. Em todos os casos, foi observado que trajetorias
sincronizadas com um comportamento periédico nao sao desestabilizadas. Portanto, se a
trajetdria sincronizada € periddica, os sitios locais que compoem um grupo nao mudam suas
propriedades devido ao processo migratério. Por outro lado, a estabilidade de trajetorias
sincronizadas com um comportamento cadtico depende do processo de dispersao. Na dis-
tribuigdo preferencial, as trajetérias sincronizadas sao estdveis se as taxas de migracao
sao maiores que um determinado valor, enquanto pouca interacdo é mais caracterizada
por trajetérias sincronizadas instdveis com um comportamento cadtico para varias dis-
tribuigoes (Figura 5.3, 5.8, 5.13, e 5.19). Obviamente, outras dinamicas locais, topologias
de rede, matrizes de distribuicao poderiam ser consideradas, mas nosso principal obje-
tivo foi descrever padrbes metapopulacionais importantes do ponto de vista ecolégico e

epidemiolégico.
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6 SISTEMA METAPOPULACIONAL EM
DUAS ESCALAS COM MULTI-ESPECIES

A maior parte da teoria e aplicacGes em metapopulacao considera uma inica espécie.
Entretanto, modelos reais com sitios poderao conter uma colecao de espécies. A dinamica
individual de cada espécie pode apresentar interagoes bioldgicas como competicao [14, 28],
predacao e parasitismo [33] que podem afetar a composicao e estabilidade da metapo-
pulacao. Estudos para descrever modelos metapopulacionais habitados por multi-espécies
foram feitos em [28, 39, 58, 64, 68, 69]. Em [39] foi analisado a estabilidade local de
solucoes homogéneas (todas as populagoes locais tem a mesma densidade a cada geragao).
O agrupamento dos sitios é descrito por uma matriz e a estabilidade local de solugoes
homogeéneas é dada pelos autovalores dessa matriz. Um resultado obtido em [68] é que a
dispersao nao possui efeito na estabilidade de equilibrios homogéneos quando a dinamica
local é dada por uma simples espécie ou até mesmo por espécies que competem [68]. Por
outro lado, se a dindmica local é dada por um modelo hospedeiro-parasitéide com taxas de
dispersao extremas (uma alta e a outra baixa), a dispersao pode causar instabilidades [69].
Em [58] adiciona-se na dinamica local um fator onde a taxa de ataque do parasitéide
depende de cada sitio e mostram-se os efeitos deste fator na dinamica de hospedeiros e

parasitéides.

Neste capitulo estendemos o caso de uma tinica espécie para multi-espécies no modelo
metapopulacional com sitios distribuidos em duas escalas. Analogamente ao capitulo 4,
descrevemos o modelo e analisamos a estabilidade local de solugoes sincronizadas para
populacoes em uma escala local e regional. Apresentamos o modelo de equagoes discretas,
analisamos a estabilidade local de trajetorias sincronizadas e obtemos um critério baseado
no céalculo dos nimeros transversais de Lyapunov. Simulagdes numéricas considerando a
dinamica local dada por modelos que consideram hospedeiro-parasitdide e competicao de

duas espécies sao apresentadas.
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6.1 Modelo Metapopulacional

Para descrever o modelo metapopulacional composto por multi-espécies e sitios dis-
tribuidos em duas escalas geograficas, iniciamos descrevendo o modelo visto da escala local,
ou seja, os sitios estao acoplados por processo de dispersao de curta distancia formando
um grupo de sitios, ou conglomerados. Em seguida, descrevemos o modelo visto da escala
global onde os grupos de sitios sao conectados por processo de dispersao de longo alcance.
De fato, a configuracao da rede é a mesma descrita no capitulo 4, temos n grupos de sitios

espacialmente distribuidos onde cada grupo possui d sitios iguais, totalizando nd sitios.

6.1.1 Modelo Metapopulacional na Escala Local

Iniciamos descrevendo o modelo visto da escala local. Consideramos d sitios enume-
rados por 1,2,...,d onde p espécies interagem e conectados por processo de dispersao de
curta distancia. A dindmica local de cada sitio é dada por um mapeamento F : RP — RP

de classe C'. Na falta de dispersao entre os sitios, a evolucdo da populacio é dada por

X%-l—l = F(Xff)a (61)
onde x! = (xi’l, xi’Q, . ,mi’p ) € RP é o vetor de densidade populacional do sitio i e cada xi’q
representa a densidade de individuos da espécie ¢, g = 1,2,...,p, nositios,i=1,2,...,d,

no passo de tempo t. A funcdo F resulta no nimero de individuos da espécie ¢ apds a
interagao com as outras espécies e pode ser dada por modelos conhecidos da literatura
que consideram interacao presa-predador, hospedeiro-parasitéide, competicao de espécies

ou sistemas epidemioldgicos.

Apés a dinamica local dada por (6.1), individuos migram entre esses sitios. Seja mq
a fracao de individuos da espécie ¢ que parte do sitio i, 0 < my, <1, ¢ =1,2,...,p. A
densidade de individuos que parte do sitio 4 no passo de tempo t é dado por Mg F(x}),
onde Mgy, = diag(mi,ma,...,mp), i = 1,2,...,d. Assim como no caso de uma simples
espécie, o processo de migracao entre os sitios é descrito por uma matriz de configuracao
I' com entradas ~;; que representam a preferéncia de individuos que partem do sitio k

para se estabelecer no sitio i, 0 < v < 1,4,k =1,2,...,d. Fazendo essas consideragoes,
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o nimero de individuos que partem do sitio i e move-se para o sitio k é ;Mg F(x}).
Supomos que individuos nao retornam ao sitio original, portanto v;; = 0 para todo i =
1,2,...,d. Além disso, com a suposi¢ao na conservacao de individuos durante a dispersao,
temos Zle vz = 1, para todo kK = 1,2,...,d. Portanto, podemos escrever as equagoes
descrevendo a dinamica do sistema de sitios com multi-espécies conectados por processo

de dispersao de curta distancia por

d
X1 = —MpL)F(x}) + > vaMpLF(xf), i=1,2,...,d. (6.2)

k=1
As hipéteses feitas sobre a rede para descrever a dinamica entre d sitios e conectados
por dispersao de curta distancia sao as mesmas feitas para descrever o comportamento
de uma simples espécie. Se F' for unidimensional, temos o modelo com uma simples
espécie descrito no capitulo 3. Além disso, por simplicidade, consideramos que as taxas

de migracao nao dependem da densidade e do tempo.
6.1.2 Modelo Metapopulacional em Duas Escalas Geograficas

O modelo metapopulacional em duas escalas geograficas considera grupos de sitios
habitados por multi-espécies e conectados por processo de dispersao de longo alcance. Em
cada grupo, os sitios estao conectados por processo de dispersao de curta distancia. Deno-
tamos por :L'{i’q o nuimero de individuos no sitio ¢ do grupo j da espécie ¢, : = 1,2,...,d,
ji=12,...,n,qg=12,...,p no tempo t. A distribuicdo de individuos em cada grupo

de sitio j é descrita pelo vetor de dimensao dp dado por X/ = (x{l,xgz, .. ,x{d) € R,

onde x{i = (:czi’l, x{m, ceey xiﬂ) € RP. Supomos que ocorre uma dinamica local em cada
grupo de sitios, onde individuos migram entre os sitios que compoéem um conglomerado.
Portanto, movimentos locais precedem dispersao regional. Definimos a seguinte func¢ao
vetorial F : R%® — R para descrever o processo de dinamica local em cada grupo de
sitios j

(I = MpL)F(x]") + 34y meMpL F(x]")

(I —Mpp)F(xI?) + Zizl YoM F(xI%)

F(X]) = (6.3)

(I —Mpp)F(xY) + S84 yaMppF(x]*)
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Ap6s ocorrer a dinamica local em cada grupo de sitios, individuos migram entre eles
por processo de dispersao de longo alcance. Seja pi; 4 a fracao de individuos da espécie ¢
que parte do sitio ¢ de qualquer grupo em um movimento de dispersao de longo alcance e se
estabelece no grupo vizinho. Consideramos que cada espécie migra para os grupos vizinhos
e se distribui com diferentes probabilidades nos sitios locais. A ideia é a mesma do capitulo
anterior, individuos podem migrar para um grupo vizinho e ter uma preferéncia para se
estabelecerem em determinados sitios, ou individuos podem escolher os sitios locais no
grupo vizinho com a mesma probabilidade. De modo a ter essa consideragao no modelo,
definimos o coeficiente de interacao por wf,, 0 < wj, < 1, para todo i,k = 1,2,...,d e
q =1,2,...,p. Esse coeficiente representa o percentual de individuos da espécie ¢ que
parte do sitio ¢ em um determinado grupo e se estabelece no sitio k do grupo vizinho (ver

Figura 6.1).

Grupo | Grupo j

Figura 6.1: Distribuicao de individuos de uma determinada espécie entre os grupos
de sitios. Uma fragao de individuos p; , da espécie ¢ parte do sitio 7 do
grupo j e uma fragao ¢;; migra para o grupo vizinho /. Os individuos
que chegam no grupo [ se distribuem nos d sitios com proporgoes wy..
Portanto, a fracao de individuos que parte do sitio 7 do grupo [ e chega
no sitio k do grupo j é wi.cip; -

Fazendo essas consideragoes, a fracao de individuos que parte do sitio ¢ no grupo [ e
chega no sitio k do grupo j ¢ dada por w},c;ipi 4. Portanto, podemos escrever um sistema

de equagoes que dita a dindmica do modelo metapopulacional de sitios com multi-espécies
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e distribuidos em duas escalas como

Xi, = -Mpe)F(X])+> e WMpeF(X}]), j=1,2,....n, (6.4)
=1

onde Mg¢ é uma matriz de dimensao dp x dp dada por diag(Mi, Ma, ..., My), onde cada

M; é uma matriz de dimensao p x p dada por diag(j 1, fti2, - - -, phi,p). Além disso, W é a
matriz de distribuicdo com entradas w;x, para todo i,k =1,2,...,d tal que
wh 0 0
0 w? .o
wp=|  F : (6.5)
. . . O
P
0 ... 0 wy

Observe que se a metapopulacao possuir apenas uma espécie, o sistema de equagoes
(6.4) se reduz ao sistema de equagdes descrito no capitulo 4. Além disso, o sistema de
equagoes (6.4) é bastante similar ao caso de uma simples espécie, sendo que a principal
diferenca sao os blocos de matrizes w;, da matriz W. Os elementos da diagonal desses
blocos representam a preferéncia de cada espécie se estabelecer num sitio do grupo vizinho.

O modelo se reduz ao caso de uma simples espécie se w;;, possuir apenas um elemento wilk.

A matriz W diz como os individuos se distribuem nos grupos de chegada. A soma
de uma coluna de W deve ser zero ou 1. O caso onde a coluna de W é zero significa
que a espécie do correspondente sitio nao contribui com a dispersdao. No caso de ocorrer
dispersao, a coluna de W devera somar 1. Uma distribuigao uniforme é obtida no caso de

todas as entradas da diagonal de w;; serem iguais a %.

6.2 Sincronizacgao e Estabilidade Transversal do Modelo

Local

Primeiramente, analisamos a estabilidade transversal de solugoes sincronizadas do
modelo local dado pelo sistema de equagoes (6.2). Nosso principal objetivo é descrever

as diferencas que o fator multi-espécies pode ter na estabilidade de solugoes sincronizadas
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num modelo metapopulacional ao compararmos com um modelo com uma simples espécie.

Nesse caso, sincronizagao entre os sitios ocorre se a densidade de cada sitio é a mesma a

d de t ja, X! =x¢,i=1,2,...,d, onde x§ = (25!, &> *P) € RP

cada passo de tempo, ou seja, x; = x7,7i = 1,2,...,d,, onde xj = (z;",x,",...,z,") € RP.

Susbtituindo x} = x; na equagao (6.2), obtemos a existéncia de tais solugoes sincronizadas
d ; .. oA s . .

se Y 4%k =1,9=1,2,...,d. Além disso, a dinamica de cada sitio no estado sincronizado

satisfaz xj, | = F(x}), ou seja, no estado sincronizado todo o sistema segue a mesma

dindmica de um sitio isolado dado em (6.1).

Estamos interessados em estudar a estabilidade assintética do estado sincronizado.
Supondo que a matriz I' é estocastica, podemos proceder de maneira andloga a demons-
tracao do Teorema 4.1 para decompor a matriz Jacobiana em d blocos de dimensao p X p.

Nesse caso, o sistema linearizado é dado por

d—1
Yip1 = @(I — Mg + kiMEgL)DF(x7)Ys, (6.6)
i=0

onde P representa a soma direta e cada x; é um autovalor da matriz de configuragao

I' e Y; é uma substituicao de varidveis dada por (Q @ I)A;, tal que @ é a matriz que

diagonaliza I' e A; representa a evolucao da perturbacao do estado sincronizado.

A importancia da decomposicao por blocos estd no fato que a estabilidade local do
estado sincronizado do sistema (6.2) pode ser estudado analisando o espectro dos blocos
individuais de (6.6). Supondo que I' é duplamente estocastica, temos que 1 é o autovalor
dominante de I". O bloco correspondendo a tal autovalor resulta nos nimeros paralelos de
Lyapunov, que é exatamente os nimeros de Lyapunov do mapeamento local F'. Enquanto
os outros d — 1 blocos correspondem as direcoes transversais do estado sincronizado e
governam sua estabilidade assintdtica local. De modo a descrever a estabilidade assintética

local do atrator sincronizado, definimos o maior nimero transversal de Lyapunov por

K(x})= max (lim |Pi,1-..- Pi1Pig|"7), (6.7)

i=1,2,..,d—1 T—00

onde Py = (I —Mpgr +xiMpgr)DF(x§),i=1,2,...,d—1, para todos pontos iniciais x{.

Seja pgr a medida natural de probabilidade para F. Supondo a integrabilidade

de InT || [[ — Mg + kiMgr]|DF(X}) || com a ergodicidade de pgr, podemos aplicar o
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teorema Ergddico de Oseledec [22] para garantir a existéncia e unicidade pgr-quase sempre
do limite definindo K em (6.7) e estabelecer um critério para a estabilidade assintética de

um atrator contido na variedade invariante sincronizada dado por

K <1. (6.8)

Observe que para uma simples espécie, obtemos que P;¢ = (1 — my + kymq) f (xf),
onde F' = f. Assim, o critério se reduz ao caso de uma simples espécie descrita no
capitulo 3 e dado pelo produto de dois quantificadores, onde um deles estava relacionado
a dinamica local e o outro a todo processo migratério, ou seja, LA, onde L é o nimero de
Lyapunov de uma trajetéria comecando em zf e A = iz{r1a§_1(| 1 —my + kymy |). Nesse
caso, tanto A quanto L sao menores que 1, portanto, temos que o equilibrio homogéneo
da metapopulagao é estavel. Por outro lado, quando a dinamica local for dada por multi-
espécies, essa separacao nao pode ser feita pois as matrizes (I — Mg +x;MEgr) e DF(x()
nao sdo comutativas. A excecdo ocorre quando as taxas de migracao de todas as espécies
sao as mesmas, ou seja, M = mi = Mg = ... = my. Assim, podemos escrever P;; =
(1-m+rm)DF(x§),i=1,2,...,d— 1. Nesse caso, temos K = LA, onde L é o maior
namero de Lyapunov do mapeamento p-dimensional que dita a interacao entre as espécies

eA= max (|1-m+rm]).
i=1,..,d—1

6.3 Sincronizacao e Estabilidade Transversal do Modelo

em Duas Escalas

A seguir, analisamos a estabilidade do estado sincronizado com sitios habitados
por multi-espécies e distribuidos em duas escalas geograficas. Para isso, linearizamos o
sistema de equagoes (6.4) em torno de trajetérias sincronizadas obtendo um critério para
a estabilidade assintética local baseado no cdlculo dos niimeros transversais de Lyapunov.
Para isso, decompomos a matriz Jacobiana do sistema de equagoes (6.4) em n blocos de

dimensao dp x dp.

O estado sincronizado é alcangado se a densidade de todos os grupos de sitio é a

mesma, ou seja, X; = X;,j = 1,2,...,n, onde X; = (x},x7,...,x¥) € R? e xi =
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(xi’l,xiz, A xi’q) € RP,t=0,1,2,.... Substituindo Xg = X7,7=1,2,...,n, na equagao
(6.4), obtemos a existéncia de tais solugdes sincronizadas se > ' ¢y = 1,7 = 1,2, ..., n.

Além disso, a dinamica de cada grupo de sitios no estado sincronizado satisfaz

X1 = —Mgg +WMEgq)F(X7). (6.9)

O conjunto solugao de (6.9) representa o atrator sincronizado e depende da dinamica
local de cada habitat dada por F', do processo de dispersao e da distribuicao de individuos

nos grupos de sitios.

Novamente, estamos interessados em estudar a estabilidade assintotica do estado
sincronizado. Linearizando o sistema de equacoes (6.4) em torno do estado sincronizado
e procedendo de maneira andloga a demonstracao do Teorema 4.1, obtemos o seguinte

sistema linearizado

n—1
Yis1 = @I — Mpg + A, WMpe) DF(X;))Y, (6.10)
=0

onde € representa a soma direta e cada \; é um autovalor da matriz de configuragao C,

i=0,1,2,...,n— 1.

Novamente, a importancia da decomposicao por blocos estd no fato que a estabili-
dade local do estado sincronizado do sistema (6.4) pode ser estudado analisando a espectro
dos blocos individuais de (6.10). A matriz C' é duplamente estocastica e \g = 1 é o au-
tovalor dominante de C'. O bloco correspondendo a tal autovalor corresponde a matriz
variacional do sistema de equagoes (6.9) que gera a trajetdria sincronizada, enquanto os
outros n — 1 blocos correspondem as direcoes transversais do estado sincronizado e gover-
nam sua estabilidade assintética local. De modo a descrever o comportamento do atrator

sincronizado e sua estabilidade local, definimos o niimero paralelo de Lyapunov por
h(z3) = lim[|Por1 ... PoxPoll''", (6.11)
onde Py; = (I — Mpgg + WMEgqg)DF(2]), e o maior nimero transversal de Lyapunov por

K(X§) = max (lim [|Pj,1-...- PjiPol"/7), (6.12)

j=1,....n—1 T7—00
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onde Pj; = (I —Mpg +A\jWMpg)DF(X}), j =1,2,...,n—1, para todos pontos iniciais
X5,

Seja pare medida natural de probabilidade para g, onde g : R%? — R é dada
por g(z) = (I — Mpg + WMpg)F(X), ou seja, o mapeamento que gera o atrator
sincronizado dado na equacao (6.9). Supondo a integrabilidade de In™ || [I — Mpg +
AN WMpg]DF(X?) || com a ergodicidade de ppsg, podemos aplicar o teorema Ergddico de
Oseledec [22] para garantir a existéncia e unicidade pjsg-quase sempre dos limites definindo
h em (6.11) e K em (6.12) e estabelecer um critério para a estabilidade assintética de um

atrator no contido na variedade invariante sincronizada dado por

K <1. (6.13)

O valor h esté associado ao atrator sincronizado e trajetdrias cadticas sao observadas
se h > 1, enquanto trajetérias periddicas para h < 1. Observe que se a funcao responséavel
pela dindmica local for unidimensional, o modelo com multi-espécies se reduz ao caso de

uma Unica espécie descrito no capitulo 4.

6.4 Simulagoes Numéricas considerando um Modelo

Hospedeiro-Parasitoide

Quando espécies interagem, a dindmica de cada espécie é afetada. O uso de mode-
los para entender as interacoes entre espécies, tais como presa-predador, foi inicialmente
feito por Vito Volterra [84]. A motivagao foi que as oscilagoes observadas em populagoes
de peixes poderiam ser explicadas formulando equacgoes diferenciais que explicassem essa
interacao entre presas e predadores. Ao mesmo tempo, Alfred Lotka desenvolveu equagoes
similares de modo a explicar problemas ecolégicos [49]. Sistemas de hospedeiros e para-
sitéides podem ser empregados no combate de pestes e é uma das mais importantes in-
teracoes bioldgicas do ponto de vista econémico [81], tal como no controle de populagoes

de pulgoes em produgoes de soja [89].



124

Uma forma mais geral do sistema de equacoes que considera a interagao entre hos-
pedeiros e parasitéides pode ser escrita na forma
Neyi = Nig(Ne) f (N, )
P = cg(N)(1 = f(Ne, B)),

(6.14)

onde ¢ representa o nimero médio de novos parasitéides gerados por hospedeiro, N; é
a densidade de hospedeiros e P; é a densidade de parasitéides no tempo t. A funcédo
parasitismo, f(NV,P), descreve a propor¢ao dos hospedeiros que sobrevivem ao ataque
dos parasitéides, enquanto a funcdo g(N) informa a taxa de aumento da populacao de

hospedeiros.

Um modelo de equacgoes discretas que analisam a interagao de presas e predadores

ou hospedeiros e parasitéides foi desenvolvido por Nicholson e Bailey [63] e dado por

Niyp = Niexp(r — aFy)
Piy1 = N(1—exp(—aPy)),

(6.15)

onde r representa a taxa de crescimento populacional e a mede a eficiéncia dos parasitdides.
Nesse caso, a fungao parasitismo é dada por exp(—aF%) e representa a probabilidade que

os hospedeiros escapam do parasitismo.

O modelo de Nicholson-Bailey tem um ponto fixo positivo instavel. Um ntmero de
efeitos estabilizantes foram assumidos de modo a estabilizar a coexisténcia nesse tipo de

sistemas [6, 59]. Considerando o seguinte modelo baseado no modelo de Nicholson-Bailey,

Nyyw = Neap(r(l—14t) —aB)
Py = cN(1—exp(—aFy)),

(6.16)

onde k é a capacidade de suporte e o termo % possui um efeito estabilizante no equilibrio
de coexisténcia, ou seja, temos um ponto fixo estavel onde ambos hospedeiros e parasitdides
coexistem. Assim, podemos verificar que o sistema de equactes acima possui 3 equilibrios

dados por: (0,0), (k,0) e (N*,P*), onde P* = (1 — %) e N* satisfaz %= (1 — %) =1-

exp(—r(l—%)). Os pontos de equilibrio (0,0) e (k,0) sdo instdveis, enquanto a estabilidade

de (N*,P*) depende dos parametros do modelo [6, 59]. Além disso, dependendo dos
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parametros, o sistema de equagoes (6.16) pode apresentar variados comportamentos, como

mostrado na Figura 6.2.

(@ (b) c (d)
250 300 600 © 1000

249 2000 [/ e 400}
z z = | z 500

248 : 100 NS 200["

247 0 0 L 0t

42 44 46 0 100 200 0 500 1000 0 1000 2000
P P P P

t t t

Figura 6.2: Comportamento do sistema hospedeiro parasitéide com a = 0,01. (a)
r=2¢=05L=085 (b)r=2,¢c=1,1,Lx1. (¢)r=2,¢c=3,
L=1,105. (d)r=3,1,¢=3, L =1,368.

A estrutura espacial apresentada por modelos metapopulacionais estd conectada as
propriedades de estabilidade do modelo local e observam-se diferentes padroes ao consi-
derarmos diferentes fragoes de individuos migrando aos sitios vizinhos [32, 67, 70]. Além
disso, a estabilidade de equilibrios homogéneos onde as ambas espécies coexistem pode ser
desestabilizada quando as taxas de migracao das espécies sao consideradas altas para uma

espécie e baixa para a outra [69].

Através de simulagoes numéricas, ilustramos o comportamento de uma rede de sitios
conectados por processo de dispersao com multi-espécies. Nosso principal objetivo é
mostrar as diferencas ao considerarmos a dinamica local dada pelo sistema hospedeiro
parasitéide em (6.16). Ilustramos o comportamento do modelo para um grupo de sitios
e representado pelo sistema de equagoes (6.2) e para grupos de sitios para os casos de
distribuigao preferencial e distribui¢ao uniforme considerando o sistema de equagdes (6.4).

Nas simulagoes, os grupos de sitios sao acoplados considerando os dois vizinhos mais

27rj)7

préximos em forma de anel cujo autovalores sdao dados por \g = 1 e \; = cos(5?

i=1,2,...,n.
6.4.1 Dinamica de um Grupo de Sitios

Apresentamos a seguir a importancia que o fator migracdo pode exercer na sin-

cronizacao da metapopulacao, cuja dinamica local é dada pelo modelo hospedeiro-parasitéide
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em (6.16). Nesse caso, a dinamica de cada sitio no estado sincronizado segue a mesma

dinamica de um sitio isolado.

A Figura 6.3 mostra alguns casos do modelo considerando-se 5 sitios. No caso dos
parametros serem dados por @ = 0,01, r = 2 e ¢ = 0,5, a trajetéria de um sitio isolado
converge para um ponto fixo. Nesse caso, o estado sincronizado é caracterizado por um
equilibrio homogéneo onde todos os sitios evoluem com a mesma densidade para cada
passo de tempo t. Para a = 0,01, r = 2 e ¢ = 1,1, a trajetéria converge para um ciclo
limite. Em ambos os casos, ao considerarmos uma rede com um ndmero arbitrario de sitios,
observamos que a estabilidade de trajetérias sincronizadas depende do processo migratério
e sdo instaveis principalmente quando a taxa de migracao do hospedeiro, my, for pequena
e a taxa de migracado do parasitéide, mp, for alta e vice-versa (Figura 6.3 (a) e (b)).
Isso nao é observado nos mapeamentos unidimensionais, ou seja, quando consideramos
uma simples espécie em cada sitio [20, 68]. No caso dos parametros do modelo dados por
a=0,01, r =2ec =3, temos que a trajetoria de um sitio isolado converge para um
atrator cadtico, assim como para a = 0,01, r = 3,1 e ¢ = 3. Nesses casos, a estabilidade

de trajetérias sincronizadas depende do processo migratério (Figura 6.3 (c) e (d)).

(a) ) ] d

o
o
in
o

0.5 1 0 0.5 1 0 05 1

Figura 6.3: Maior nimero de Lyapunov transversal vs mp e my com 5 sitios iguais,
sendoa =0,01. (a) r=2,¢=0,5. (b)r=2,c¢=1,1. (¢)r=2,¢=3.
(d) r=3,1, c=3. (i) K. (ii) Projeta-se os valores de K > 1 na cor
preta.
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Figura 6.4: Comportamento de uma rede com 5 sitios conectados em forma de anel
com dispersao simétrica. Plota-se o niimero de hospedeiros em funcao
do numero de parasitéides do sitio 3. (a) my = 0,01 e mp = 0,99. (b)
mg = 0,9 e mp = 0,01. (¢c) mg =0,5emp =0,5. (d) mg =0,7e
mp = 0,3. (i) r =2, ¢ = 0,5, ou seja, a trajetéria de um sitio isolado
converge para um ponto fixo. (ii) r = 2, ¢ = 1,1, a trajetéria de um sitio
isolado converge para um ciclo limite. (iii) r =2, ¢ =3 e (iv) r = 3,1,
c = 3, a trajetoria de um sitio isolado converge para um atrator cadtico.

A figura 6.4 mostra o comportamento do sitio 3 da rede com 5 sitios. Se a = 0,01,
r = 2ec = 0,5 o equilibrio homogéneo é estdvel nas regides onde o maior ntimero
transversal de Lyapunov é menor que 1 e a trajetéria da metapopulacdo sincroniza de
acordo com a dinamica de um sitio isolado (Figura 6.4 linha (i), colunas (c) e (d)), enquanto
nas regioes onde o maior numero transversal de Lyapunov é maior que 1, o equilibrio
homogéneo é instdvel. Além disso, a instabilidade causada pelas migracoes no equilibrio
homogéneo gera uma trajetoria de periodo maximo 2, como pode ser observado na Figura
6.4 linha (i), coluna (a). O mesmo comportamento pode ser observado para trajetérias

cuja dinamica local é um ciclo limite (Figura 6.4 linha (ii)), enquanto para dinamicas cuja
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dinamica local do sitio é cadtica, as regioes de estabilidade das trajetorias sincronizadas

sao substancialmente afetadas (Figura 6.4 linhas (iii) e (iv)).

Temos fatores interessantes a serem observados no que diz respeito a instabilidade do
equilibrio homogéneo (Figura 6.3 (a)). Observamos que no caso dos parasitéides migrarem
muito mais que os hospedeiros, a dinamica instavel tem a forma de um ciclo de periodo
2. Enquanto hospedeiros migrando muito mais que parasitéides, o sistema converge para
outro estado de equilibrio onde a metapopulagao nao evolui com os sitios possuindo a

mesma densidade.

6.4.2 Modelo com Grupos de Sitios

Iniciamos descrevendo o modelo em duas escalas considerando cada grupo composto
por dois sitios. Descrevemos os comportamentos do modelo considerando duas diferentes
distribuigoes entre os grupos de sitios: distribuicao preferencial e distribuicao uniforme.
Finalizamos descrevendo o comportamento do atrator sincronizado com cinco sitios em

cada grupo.

6.4.2.1 Distribui¢cao Preferencial

Comegamos descrevendo o caso onde tanto os hospedeiros quanto os parasitéides
migram preferencialmente para o sitio 1 no grupo de chegada. Nesse caso, a matriz de

distribui¢ao é dada por

1010
0101

W = (6.17)
000 0
0000
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Além disso, temos que o sistema de equagbes (6.9) que gera as trajetérias sin-

cronizadas pode ser escrito na seguinte forma

N = NPeap(r(l = M0 — aP) + py NP eap(r(l — M) — aP??)

Pl = NP (1= eap(—aP)) + ppeNE* (1 - exp(—aPP)) 6.15)
NE = (1= ) N2 eap(r(l - M) - aP?) |
Pt%fl = (1-— up)cNf’S(l — exp(—an’s)),

©,8 2,8 - . T c s
onde N, e P,”", ¢ = 1, 2, representam os hospedeiros e parasitéides que seguem a trajetoria
sincronizada do sistema metapopulational. Observe que as equagoes acima sintetizam uma

rede composta por dois sitios onde ambas espécies migram para o sitio 1.

A Figura 6.5 mostra o comportamento das trajetdrias sincronizadas em funcio do
parametro pu, onde p := puny = pp. Em (a), observa-se extingdo no sitio 2 e isso é
caracterizado por altas taxas de migragdo. Em (b), (c¢) e (d), observa-se uma regiao
onde as trajetérias convergem para um ponto fixo caracterizando um efeito estabilizador.
Além disso, devido ao movimento preferencial, os atratores sincronizados tendem a ter
mais densidade populacional no sitio 1 para qualquer valor da fracdo de migracao. Assim
como no caso de uma simples espécie, o caso de distribuicao preferencial é caracterizado
por trajetérias sincronizadas que convergem para pontos fixos caracterizando um efeito
estabilizante, exceto para r cuja dinamica local de cada sitio e trajetéria sincronizada
resultam num ponto fixo. Observe que esse efeito estabilizante nao é dado por trajetérias
que diminuem seu periodo e sim por ciclo limites que diminuem sua circunferéncia a medida

que a taxa de migracdo é aumentada (Figura 6.5 coluna (iii), (c) e (d)).

A Figura 6.6 mostra o maior nimero tranversal de Lyapunov. Observamos que
trajetérias sincronizadas periddicas sao estaveis (Figura 6.6 (a) e (b)). Enquanto os ca-
sos onde a dinamica local de cada sitio exibe caos, a estabilidade local das trajetérias

sincronizadas depende da fracao de dispersao (Figura 6.6 (c) e (d)).
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Figura 6.5: Atrator sincronizado com 2 sitios em cada grupo, distribuicao preferen-
cialea=0,01. (a) r=2,¢c=0,5. (b)r=2,c=1,1. (¢)r=2,¢c=3,.
(d) r=3,1,¢c=3. (i) N} (preto.) e P} (vermelho.). (ii) N? em preto
e P? em vermelho. (iii) N} vs P! para u = 0,01 em preto e u=0,5 em
vermelho. (iv) Numero paralelo de Lyapunov vs p.
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Figura 6.6: Maior nimero transversal de Lyapunov vs p para distribuigao preferen-
cial. Considera-se 5 grupos sitios acoplados com os dois vizinhos mais
proximos e 2 sitios em cada grupo, com a = 0,01. (a) r =2, ¢ = 0,5.
(b)yr=2,¢c=1,1. (¢)r=2,¢c=3. (d)r=3,1,c=3.

Nas Figuras 6.7 e 6.8 mostramos o comportamento dos atratores sincronizados ao
considerarmos 5 sitios em cada grupo e acoplados em forma de anel com os dois vizinhos
mais proximos. Além disso, assumimos que ocorre uma migracao local onde as taxas de
migracao sao as mesmas que geraram os comportamentos apresentados na Figura 6.4, ou
seja, em (a) myg = 0,0l emp = 0,99, em (b) myg = 0,99 e mp = 0,01, em (¢c) myg =0,5e mp
=0,5eem (d) myg =0,7e mp = 0,3. Ao ocorrer a migragao entre os grupos, assumimos
que parasitéides e hospedeiros migram com a mesma taxa, ou seja, p (= Uy = Up.
Podemos observar que enquanto a assimetria na forma como os hospedeiros e parasitdides
migram gera diferentes trajetdrias, a simetria na dispersao entre os grupos estabiliza essas
trajetorias ao aumentarmos a fracado de migragdo. Isso faz com que a dinamica siga um
padrao ja descrito anteriormente no caso de 2 sitios em cada grupo sem movimento entre
eles, onde as trajetorias estabilizavam com uma tendéncia maior de individuos no sitio
1. Além disso, podemos observar na Figura 6.8 que esse efeito estabilizante é dado por
trajetdérias que sao ciclos limites e esses ciclos diminuem sua circunferéncia a medida que

a taxa de dispersao é aumentada.
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Figura 6.7: Comportamento do atrator sincronizado para uma rede com 5 sitios
em cada grupo, habitados por hospedeiros (preto.) e parasitdides (ver-
melho.), conectados em forma de anel com dispersdo simétrica e dis-
tribuicao preferencial para r = 2, ¢ = 0,5, ou seja, a trajetoria de um
sitio isolado converge para um ponto fixo. (a) my = 0,01 e mp = 0,99.
(b) mg = 0,99 e mp = 0,01. (¢c) myg =0,5e mp =0,5. (d) myg = 0,7
emp = 0,3. (1) (P}, N}) vs p, (ii) (P, N}) vs p. (iii) (P?, N?) vs p.
(iv) P} vs N} para = 0,01 (preto.) e u = 0.5 (vermelho*).
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Comportamento do atrator sincronizado para uma rede com 5 sitios
em cada grupo, habitados por hospedeiros (preto.) e parasitdides (ver-
melho.), conectados em forma de anel com dispersao simétrica e dis-
tribuicao preferencial para r = 2, ¢ = 1,1, ou seja, a trajetéria de um
sitio isolado converge para um ciclo limite. (a) my = 0,01 e mp = 0,99.
(b) myg = 0,99 e mp = 0,01. (¢c) my =0,5e mp =0,5. (d) myg = 0,7
emp = 0,3. (1) (P}, N}) vs p, (i) (P2, N2) vs p. (iii) (PP, N}?) vs p.
(iv) P! vs N} para u = 0,01 (preto.) e u = 0.5 (vermelho*).
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6.4.2.2 Distribuicao Uniforme

Agora supomos que tanto os hospedeiros quanto os parasitéides que chegam ao
grupo vizinho se distribuem entre os sitios 1 e 2 com a mesma probabilidade. Nesse caso,

a matriz de distribuicao é dada por

/2 0 1/2 0
wo| 0 2oz (6.19)
/2 0 1/2 0

0 1/2 0 1/2

Além disso, temos que o sistema de equagoes (6.9) que gera as trajetérias sin-

cronizadas pode ser escrito na seguinte forma

Ntl—fl = (1-0, 5MN)NtLS€T(1_NéS)_aptlys +0, 5/LNNt2’Se7’(1_N§S)—aPt2’S

PY = (1=0,5u)eNS (1= e 9P") 4.0, 5p,e NP (1 — 0P 620
Ny = (1=0,5un)NPoert™ S)-arpe + 0, SMNNtl’SeT(l—N’i‘s)—aptl’s '
PEY = (1=0,5u)eNP (1 — e P ) 40, 5pyeN (1 — emF ),

Observe que o sistema de equagOes acima sintetiza uma rede composta por 2 sitios
com dispersao simétrica. A Figura 6.9 mostra o comportamento das trajetorias sin-
cronizadas para u := uy = pup. Para a = 0,01, r =2 e ¢ = 0,5, a dinamica local de cada
sitio converge para um ponto fixo independente do valor da fragao de migracao (Figura 6.9
(a)), enquanto para a = 0,01, r =2 e ¢ = 1, 1, a trajetéria sincronizada converge para um
ciclo limite (Figura 6.9 (b)). Para a = 0,01, r = 2, ¢ = 3, cuja dinamica local exibe caos,
a trajetoria sincronizada é diferente da gerada pela dinamica local do sitio para pequenos
valores da taxa de migracao (Figura 6.9 (c)). Isso mostra que pouca interagao pode gerar
diferentes dinamicas mesmo se a dinamica local de cada sitio é a mesma. Ao aumentarmos
a taxa de crescimento para r = 3,1, observamos que a regiao com diferentes dindmicas
também aumenta. Além disso, trajetorias sincronizadas com comportamento periédico ou
com ciclo limite sao estaveis, enquanto aquelas com comportamento cadtico dependem de

todo processo de dispersao (Figura 6.10).
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Figura 6.9: Comportamento do atrator sincronizado para 2 sitios em cada grupo,
com distribui¢ao uniforme e @ = 0,01. (a) r =2, ¢ = 0,5. (b) r = 2,
c=11 (¢)r=2,¢=3. (d)r =31, ¢c=3. (i) N! em preto e

P}

em vermelho. (ii) N2 em preto e P? em vermelho. (iii) N} vs P}

para = 0,01 em preto e u=0,5 em vermelho. (iv) Numero paralelo de
Lyapunov vs pu.
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Figura 6.10: Maior nimero transversal de Lyapunov para distribui¢ao uniforme vs
1. Considera-se 5 sitios acoplados com os dois vizinhos mais proximos
em forma de anel e a = 0,01. (a) r =2, ¢=10,5. (b)r=2,¢c=1,1.
(c)r=2,¢=3. (d)r=3,1,c=3.

Na Figura 6.11 mostramos o comportamento dos atratores sincronizados ao con-
siderarmos 5 sitios em cada grupo e acoplados em forma de anel com os dois vizinhos
mais proximos. Além disso, assumimos que ocorre uma migracao local onde as taxas
de migracao sao dadas pelas mesmas que geraram os comportamentos apresentados na
Figura 6.4, ou seja, em (a) myg = 0,01 e mp = 0,99, em (b) myg = 0,9 e mp = 0,01,
em (c) mg = 0,5emp =0,5eem (d) mg =0,7e mp = 0,3. Ao ocorrer a migragao
entre os grupos, assumimos que parasitéides e hospedeiros migram com a mesma taxa,
ou seja, b = g = WUp. E interessante observar que enquanto a assimetria na forma
como 0s hospedeiros e parasitdides migram geram diferentes trajetérias, a simetria na
dispersao em duas escalas estabiliza essas trajetérias sincronizadas. Observe que tanto
o ponto fixo gerado pela dinamica local quanto o ciclo limite sao desestabilizados devido
a migracao assimétrica entre os sitios locais, por outro lado, a migracao entre os gru-
pos de sitios volta a estabilizar essas trajetérias. Portanto, a migragao pode estabilizar
atratores instdveis, fato que nao é abordado em nenhum trabalho que envolva metapo-
pulagoes [18, 20, 35, 42, 48, 68, 69, 77, 79, 86]. Em muitos desses trabalhos, observa-se
que a dispersao possui um efeito estabilizante, mas em nenhum momento mostra-se que

um equilibrio instdvel pode ser estabilizado devido ao processo migratério.
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Figura 6.11: Comportamento do atrator sincronizado para uma rede com 5 sitios

em cada grupo, habitados por hospedeiros (preto.) e parasitéides
(veremelho.), conectados em forma de anel com dispersao simétrica
para r = 2, ¢ = 0,5, ou seja, a trajetoria de um sitio isolado converge
para um ponto fixo. (a) mg = 0,01 e mp = 0,99. (b) myg = 0,99 e
mp = 0,01 (C) myg = 0,5 emp = 0,5 (d) myg = 0,7 e mp = 0,3 (1)
(PLND) vs i, (i) (PE,NE) vs p. (i) (PP, NF) vs . (iv) PP vs N}
para p = 0,01 (preto.) e u = 0.5 (vermelho™).
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Figura 6.12: Comportamento do atrator sincronizado para uma rede com 5 sitios
locais, habitados por hospedeiros (preto.) e parasitéides (vermelho.),
conectados em forma de anel com dispersao simétrica para r = 2,
c = 1,1, ou seja, a trajetéria de um sitio isolado converge para um
ciclo limite. (a) my = 0,01 e mp = 0,99. (b) my = 0,99 e mp = 0,01.
(¢c) mg =05emp =05 (d) mg =0,7emp =0,3. (i) (P}, N}) vs
w, (i) (P2, N?) vs p. (iii) (P2, N?) vs p. (iv) P? vs N} para u = 0,01
(preto.) e u = 0.5 (vermelho™).
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6.5 Simulagoes Numéricas considerando um Modelo de

Competicao

Outro modelo para descrever dindmicas locais poderia ser o modelo de competicao

de Ricker [14] e dado por

Tip1 = biaxgexp(—ciixy — c1oyt) (6.21)

Yt+1 = bzytwp(*cmytfczﬂt)-

Pelo fato de usarmos a funcao de Ricker f(z) = xexp(r(l — x)) para descrever a
dinamica local e conhecermos seu comportamento, iremos considerar a seguinte variante

do sistema de equagoes (6.21)

i1 = xexp(r(l —axy) — ayy) (6.22)

Yyir1 = yrexp(r(l —ye) — Bay),

onde 7 representa a taxa especifica de crescimento populacional, o e 3 representam os
coeficientes de competicao. Por simplicidade, consideramos que r := r, = r,. Podemos
verificar que o sistema de equagoes (6.22) possui 4 pontos de equilibrio dados por: Ey =
(0,0), E1 = (1,0), By = (0,1), B3 = (1 — ig%fg, %) Calculando a matriz Jacobiana

de (6.22), obtemos

(1 _ ,rl,*)er(l—:c*)—ozy* _ax*er(l—x*)—ay*
3(E) = e g | (623
_/By*er(l—y )—Bz (1 _ Ty*)eT(l—y )—Bz

e obtemos os seguintes intervalos de estabilidade para os 4 pontos fixos:

Ey é localmente estavel se r < 0;

Eq é localmente estavel se 0 <r <2er < [

E5 é localmente estavel se 0 <r <2er < a;

r2(1+a+ﬁ)+aﬁr+a[3| < 1.

3_
Ej3 é localmente estavel se 0 <r < 2e | "
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Figura 6.13: Comportamento do modelo local com competicao entre duas espécies,
coma=1epf=12 (a)r=18. (b)r=2,6,(c)r=3,1.

A Figura 6.13 mostra o comportamento entre a interacao de duas espécies com trés
diferentes taxas de crescimento. Observe que pelo fato de 8 > «a, a espécie = tende a ter
mais populagdo e prevalecer sobre a espécie y. Ao considerarmos uma rede de 5 sitios
cuja dinadmica local é dada por (6.22) e acoplados com os dois vizinhos mais préximos,
observamos que o equilibrio homogéneo da metapopulagao é estavel independentemente
da taxa de migracao (Figura 6.14 (a)). Enquanto para trajetdrias periddicas e cadticas, a

trajetéria sincronizada pode ser instavel (Figura 6.14, linha (b) e colunas (ii) e (iii)).

(1 (i) (i)

Figura 6.14: Numero transversal de Lyapunov vs my e mg com 5 sitios. (a) r = 1,8,
(b) r=2,6, (¢) r=3,1. (i) K. (ii) Projeta-se os valores de K > 1 na
cor preta.
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Além disso, as trajetérias sincronizadas seguem um padrao similar ao caso de uma

simples espécie tanto no caso de distribuigao preferencial (ver Figura 6.15) quanto no caso

de distribui¢ao uniforme (ver Figura 6.16). Observamos que ambas as espécies apresentam

um efeito estabilizante devido a distribuicdo preferencial ao sitio 1 no grupo vizinho,

enquanto na distribuicao uniforme as trajetdérias sincronizadas sdo caracterizadas por 3

comportamentos similares aos descritos no capitulo 5 com uma simples espécie.

@
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Figura 6.15: Atrator sincronizado para 2 sitios e distribuicao preferencial com duas

2

espécies competindo em cada sitio. (a) r = 1,8. (b) r = 2,6. (c)
r=3,1. (i) (z},y}) vs u (z} preto., y} vermelho.). (ii) (22, y?) vs u
(x? preto., y? vermelho.). (iii) z? vs z; para u = 0,2 (vermelho*) e
= 0,5 (preto.). (iv) Nimero paralelo de Lyapunov vs p.
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Figura 6.16: Atrator sincronizado para 2 sitios e distribui¢ao uniforme com duas
espécies competindo em cada sitio. (a) r = 1,8. (b) r = 2,6. (c)

r=31. (i) (z},y}) vs u (z} preto., y! vermelho.). (ii) (zZ,y?) vs u

(27 preto., y? vermelho.). (iii) ? vs z} para u = 0,2 (vermelho*) e

pw=0,5 (preto.). (iv) Numero paralelo de Lyapunov vs p.

6.6 Discussao

Neste capitulo, apresentamos uma rede de sitios habitados por multi-espécies e dis-
tribuidos em duas escalas geograficas. A distribuigdo espacial dos sitios é exatamente a
mesma considerada no capitulo 4. Na escala local, os sitios estdo conectados por processo
de dispersao de curta distancia formando grupos. Na escala regional, assumimos que os
grupos de sitios estdo geograficamente distantes para serem acoplados por processo de
dispersao de curta distancia, portanto, os grupos de sitios estao acoplados por processo
de dispersao de longo alcance. Assim, apds a dinadmica local que considera a interacdo
entre as espécies, ocorre a dispersao entre os sitios que compoem um grupo e dispersao
de individuos entre esses grupos. Novamente, analisamos o fendmeno de sincronizacao
entre os grupos de sitios e obtemos um critério analitico para a estabilidade assintética de

trajetérias sincronizadas baseado no célculo dos ntimeros de Lyapunov.
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Apresentamos a importancia da dinamica local ser dada por multi-espécies. Ao
considerarmos apenas um grupo de sitios e compararmos o caso de uma Unica espécie com

multi-espécies, diferentes cendrios sao observados.

No caso de uma tnica espécie, obtemos que a estabilidade de solugoes sincronizadas
¢ dada pelo produto de dois quantificadores onde um deles esta relacionado a dinamica
local e o outro a todo processo migratério, ou seja, LA, onde L é o nimero de Lyapunov de

uma trajetéria comecando em z§ e A= max (| 1 —mq+kymy |). A importancia desse
i=1,...,d—1

goooy

resultado esta no fato que podemos mudar a dindmica local e a forma da rede de sitios de
modo a termos ou nao solugdes sincronizadas estaveis. No caso da andlise do equilibrio
homogéneo (todas as populagoes locais tem a mesma densidade a cada geracao), a dis-
persao entre os sitios é simétrica e ndo altera as propriedades da populacao local. Além
disso, podemos concluir que o equilibrio homogéneo é assintoticamente estavel indepen-
dentemente do valor da fracdo de migracao pois tanto L quanto A resultam em valores

inferiores a 1.

No caso de multi-espécies, nao é possivel separar o critério em quantificadores que
dependem da dinamica local e do processo migratério. Isso se deve ao fato de a matriz
que dita o processo migratério, (I — Mg + k;Mpgr), e a matriz Jacobiana relativa a
dinamica local, DF(x§), nao serem comutativas, exceto o caso em que a taxa de migracao
dos parasitéides é a mesma que a dos hospedeiros. Portanto, a estabilidade do equilibrio
homogéneo pode ser afetada devido ao fato de termos a interacao entre os sitios habitados
por multi-espécies e isso é o que acontece (ver Figura 6.3). No caso da dinamica local
ser dada por um modelo hospedeiro-parasitéide, observamos que o equilibrio homogéneo
é instavel principalmente quando ocorre uma dispersao assimétrica entre parasitéides e
hospedeiros, uma alta e a outra baixa (Figura 6.4). Além disso, no modelo com hospedeiros
e parasitdides, a dinamica local dos hospedeiros é dada pela funcdao de Ricker, que é a
funcao utilizada nesse trabalho para calcular a densidade no caso de uma simples espécie.
Por outro lado, ao considerarmos a dinamica local dada por um sistema de duas espécies
competindo, nao observamos que a migracao possa desestabilizar equilibrios homogéneos
(Figura 6.14). Esses resultados estao de acordo com [2, 20, 68, 69], onde observou-se

que em modelos com uma espécie e duas espécies competindo, equilibrios homogéneos sao
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estdveis, enquanto dispersao assimétrica em sistemas hospedeiros-parasitéides pode ser

desestabilizante mesmo quando a populacao local isolada possui um equilibrio estavel.

Ao considerarmos grupos de sitios com distribuicao preferencial, o comportamento
das trajetorias sincronizadas apresentam um efeito estabilizante a medida que a taxa
de migracao é aumentada (Figura 6.6) e a estabilidade de tais trajetérias depende do
processo migratorio (Figura 6.6). No caso de distribui¢do uniforme, por um lado temos
que a migrac¢ao assimétrica nos sitios que compoem um grupo torna equilibrios homogéneos
instaveis, por outro lado a simetria na dispersao entre os grupos estabiliza esses equilibrios,
a medida que a migracao entre os grupos é aumentada (Figura 6.9). O fato da dispersao
estabilizar um equilibrio homogéneo instavel nao é observado no contexto do estudo de
metapopulagoes. Nos trabalhos estudados [18, 20, 35, 42, 48, 68, 69, 77, 79, 86], observa-se
que a dispersao possui um efeito estabilizante, mas em nenhum momento, analiticamente
ou numericamente, mostra-se que um equilibrio homogéneo instavel possa ser estabilizado
devido ao processo migratorio. Em todas nossas observagoes, a dispersao apresenta um
efeito estabilizante sobre as trajetorias populacionais tanto num modelo composto por
um grupo de sitios acoplados por dispersao de curta distancia quanto num modelo mais
regional composto por grupos de sitios acoplados por dispersao de longo alcance. Por
outro lado, nao observamos que a migragao possa causar instabilidades mais complexas.
Por exemplo, no caso de um equilibrio homogéneo ser desestabilizado, nao observamos

dinamicas mais complexas do que um ciclo de periodo 2.
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