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RESUMO

Atualmente existem diversas aplicagdes envolvendo estruturas flexiveis, principalmente nos
dominios da robética ou ciéncia espacial. Geralmente, h4 a necessidade de projetar controladores
para atenuarem, de forma ativa, as vibragdes oriundas da ativagio dos modos de vibragio da
estrutura, ativacdo esta provocada por algum esforgo externo. A eficiéncia do controlador e,
conseqlientemente, a sua aplicabilidade na pratica dependem fundamentalmente da existéncia de
um modelo dinﬁmiéo que seja realista e preditivo. Isto deve-se ao fato de que, significativas
diferengas entre 0 modelo nominal (planta nominal) e a planta fisica podem fazer com que a lei de
controle, projetada para o modelo nominal, leve a dindmica do sistema em malha fechada a
instabilidade. Poftanto, dentre as etapas de um projeto. envolvendo estruturas flexiveis, a fase de
obten¢do de um modelo dindmico ¢ fundamental. Entretanto, ao se realizar uma pesquisa
bibliografica envolvendo estruturas flexiveis, percebe-se um grande namero de artigos devotados a
teoria de controle, principalmente a partir dos anos oitenta, mas pouco se tem publicado
especificamente sobre modelagem. Este foi o principél aspecto motivador da realizacdo da presente
dissertagdo, cujo primeiro objetivo é avaliar diversas técnicas de modelagem dinimica para um tipo
de estrutura que encontra bastante aplicago, principalmente no dominio da robética flexivel. Uma
formulagdo analitica é desenvolvida, sendo determinadas assim as fungdes de transferéncia
analiticas. Respostas freqiienciais oriundas destas fungdes de transferéncia servem de referéncia no
processo de validagdo dos modelos, obtidos com as técnicas Formalismo Discreto (Lumped Mass
Approach), Modos Assumidos e Deformagdes Polinomiais (derivada do método dos elementos
finitos). Ao final, uma aplicagdo a robética flexivel é analisada sob a Otica da influéncia da

dinamica do atuador sobre a dindmica estrutural.




ABSTRACT

Nowadays, several applications exist involving flexible structures, mainly in the domains of

“Tobotics or space sciences. Generally, it is necessary to project a control law to attenuate, in an

active way, the vibrétions originating from the structure modes activation, provoked by some
external effort. The efficiency of the control law, and consequently its practical implementation,
depends fundamentally on the existence of a realistic and predictive dynamic model. This happens
because significant differences among the nominal model and the physical system may exist. And
so, the control law, projected for the nominal model, can lead the closed loop system to instability.
Therefore, in a project involving flexible structures, the obtaining stage of a dynamic model is
fundamental. However, when making a bibliographical research involving flexible structures, one
noticed a great number of papers that deal with control theory, mainly starting at the eighties, but
not many papers have specifically been published on dynamic modeling. This was the main
motivation aspect of the accomplishment of the present work, whose first objective is to evaluate
several techniques of dynamic modeling for a structure with applications mainly in the domain of
flexible robotics. An analytical formulation is developed and so, analytical transfer functions are
determinated. Frequency responses obtained from these transfer functions are references in the
validation process of the models, obtained with the techniques Lumped Mass Approach, Assumed
Modes and Polynomial Deformations (derived of the finite elements method). At the end, an
application to the flexible robotics area is analyzed under the point of view of the actuator dynamics

influence on the structural dynamics.
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1. INTRODUCAO

A flexibilidade € uma caracteristica presente em praticamente todos os materiais utilizados
na fabricagdo de equipamentos, nas mais diversas aplica¢des. Seja em aeronaves, robds-
manipuladores, veiculos, edificagdes, estruturas metalicas para a construgdo civil, etc., sempre
existirdio vibragles inerentes as dindmicas desses sistemas. As principais aplicagdes atualmente,
entretanto, se ddo no dominio da chamada robética flexivel [Sridhar et al., 1985], [Tahk e Speyer,
1987], [Yoshida e Tanaka, 1990], [Chevallereau e Aoustin, 1991], [Talebi et al., 1997]. Nestes
casos, os robds possuem partes flexiveis, chamadas de elos (elementos que unem uma articulacio a
outra, ou uma articulacio a carga terminal), as quais dificultam em muito as tarefas de controle.
Esta aplicagdo ¢, atualmente, muito presente na engenharia aeroespacial. Um exemplo tipico € o
caso de um manipulador espacial, cuja principal existéncia deve-se a necessidade de realizagdo de
tarefas tais como montagem de estagdes orbitais e reparos em satélites artificiais. Um desenho de
um manipulador espacial que esta sendo construido atualmente pela SPAR (Agéncia Espacial

Canadense) pode ser visto na Figura 1.1.

Figura 1.1 Desenho de um robd manipulador para a montagem de esta¢des orbitais.




O manipulador (Figura 1.1) € fixo ao onibus espacial ou na propria esta¢do orbital a partir do
atuador (moto-redutor) que esta situado na sua base. Devido ao comprimento dos elos (alguns com
aproximadamente 10 m), é inevitavel que os mesmos apresentem importante flexibilidade.

Satélites artificiais com apéndices flexiveis constituem outra importante aplicagfo, também
no dominio de sistemas espaciais. Estes apéndices flexiveis geralmente estfo associados a painéis
solares, 0s quais captam a energia solar para alimentar aos equipamentos de bordo (Figura 1.2).
Estes painéis normalmente possuem grandes dimensbes e, conseqiientemente, sdo também
vpossuidores de flexibilidade estrutural. Ideaimente, o controle de atitude do satélite necessita
atenuar de forma ativa vibragdes nos painéis, as quais repercutem sobre a plataforma de suporte dos

mesmos, ou seja, 0 proprio satélite.

Figura 1.2 Satélite artificial com apéndices flexiveis.

Especificamente no campo da roboética industrial ha também, atualmente, uma crescente
necessidade de aumentar as velocidades de operagdo dos robds [Gomes, 1994], o que s6 € possivel
com a diminui¢fo das massas dos seus elos e, conseqiientemente, com um inevitavel acréscimo da
flexibilidade dos mesmos.

Controlar estruturas flexiveis, como as citadas anteriormente, ¢ um problema complexo e

que tem merecido muito a aten¢do da comunidade cientifica nos altimos anos [Khorrami e Jain,
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1992}, [Park ¢ Asada, 1992], [Komatsu et al., 1992], [Fonseca e Gées, 1995}, [Kim et al., 1997],

[De Luca et al., 1998], [Isogai e Fukuda, 1999], [Yang et al., 1999]. Porém, o sucesso de uma lei de
controle, tanto em termos de desempenho quanto de estabilidade, depende fundamentalmente do
conhecimento de um bom modelo dindmico, o qual idealmente deve ser realista e preditivo. Este é
precisamente o contexto no qual se insere a presente dissertagdo, cujo principal objetivo é
desenvolver um estudo sobre as principais técnicas de modelagem dindmica de estruturas flexiveis.

Conforme ¢ perceptivel a partir das citagbes realizadas anteriormente, existe uma grande
quantidade de trabalhos cientificos sobre o controle de estruturas flexiveis. Em sua maioria eles
versam sobre diferentes técnicas de controle destinadas & atenuagio de forma ativa das vibragdes
R inerentes a movimentacio de tais estruturas. Cada um deles utiliza um certo formalismo de
modelagem e, em muitos casos, sdo explicados de forma superficial, até porqué a énfase do trabalho
¢ o controle e ndo a modelagem. N3o se detectou, entretanto, um trabalho contendo um estudo
comparativo entre os diversos formalismos de modelagem dindmica de estruturas flexiveis. Esta é
uma das contribui¢bes que a presente dissertagdo pretende oferecer, ou seja, realizar estudos
comparativos entre as principais técnicas de modelagem, aplicadas a um tipo especifico de estrutura
flexivel com bastante aplicabilidade pratica, principalmente no dominio da robética flexivel € em
sistemas espaciais, conforme explicitado anteriormente. Além desta contribui¢do, os métodos sdo
desenvolvidos de forma bastante detalhada, facilitando assim a utilizagdo deste trabalho como
apoio basico no desenvolvimento de modelos dindmicos semelhantes. Da-se énfase também a
importantes interpretagdes fisicas sobre varidveis ou pardmetros, decorrentes diretamente do
desenvolvimento matematico, principalmente envolvendo analises freqgiienciais.

Algumas considera¢des e definigdes iniciais devem ser feitas a fim de facilitar a
compreensdo de alguns conceitos introduzidos na seqiiéncia do trabalho. Inicialmente, define-se o
que vem a ser sistémas colocado € ndo colocado do ponto do vista do controle [Schmitz, 1985].

Considere, o sistema massa-mola-amortecedor da figura seguinte.



% % Y =x3

: &z 5 e
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Figura 1.3- Sistema massa-mola-amortecedor.

A forga de controle f{#) esta sendo aplicada na massa m;, enquanto que a observagio que se
faz no sistema consiste na posi¢do da massa m;, localizada no outro extremo da estrutura. Esta
situa¢do caracteriza o sistema nfo colocado com relagio a todos os modos de vibragdo. Caso a
observagdo fosse feita de forma intermediaria, na massa m;, o sistema seria ndo colocado com
relagéio a um dos modos de vibragio; enquanto que se a observagdo fosse realizada na massa m;, o
sistema seria colocado uma vez que a for¢a de controle seria aplicada no mesmo local da
observacio.

A estrutura flexivel considerada para o desenvolvimento do presente trabalho (Figura 1.4)
consiste em uma ldmina flexivel acoplada em uma extremidade a um atuador do tipo motor elétrico,
a partir do qual € aplicado o torque de controle. Na outra extremidade existe uma massa constante,
normalmente denominada de carga terminal. Tal estrutura poderia ser associada,v com algumas
modificagdes, a diversas aplicagdes no dominio da engenharia, como as ja }citadas estruturas

espaciais ou manipuladores com elos flexiveis por exemplo.

Estruure Flexivel

Atuador

—I__ Carga Terminal

Figura 1.4 - Estrutura flexivel considerada para o desenvolvimento da presente dissertagéo.




Portanto, o problema escolhido para estudo no presente trabalho ¢, evidentemente,
académico e genérico. Porém, o mesmo pode ser, com facilidade, modificado para alguma aplicagio
pratica, consistindo basicamente em uma aplicagio matematica na engenharia.

A seguir, faz-se uma descri¢do sumaria do conteado dos diversos capitulos componentes
deste trabalho. O Capitulo II contém um Estudo Analitico detalhado do problema, estudo este que
servira de referencial para avaliar a precisdo dos modelos do ponto de vista freqiiencial. O Capitulo
I aborda a técnica de modelagem por Formalismo Discreto, o qual recebe o nome em lingua
inglesa de lumped mass approach. O Capitulo IV desenvolve e analisa a técnica por Modos
Assumidos, a qual apresentou os melhores resultados. O Capitulo V aborda a técnica por
Deformadas Polinomiais, técnica esta derivada dos elementos finitos. O Capitulo VI contém um
estudo de aplicagdo a um manipulador mecanico com um elo flexivel, estudo este que abrange os
importantes efeitos da dindmica de atuadores sobre a dindmica estrutural. Finalizé-se com o

Capitulo VII, o qual contém conclusdes gerais sobre todo o estudo realizado na presente dissertagio.




CAPITULONl
ESTUDO ANALITICO DA DINAMICA DA
ESTRUTURA FLEXIVEL



2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo desenvolvidas as equagdes dindmicas governantes do movimento da
estrutura flexivel jd definida anteriormente. Serdo ainda deduzidas as fungdes de transferéncia
analiticas (exatas) com seus p6los e zeros para que se possa fazer comparagdes com as fungdes de
transferéncia e seus respectivos pélos e zeros das demais técnicas de modelagem analisadas neste
trabalho. Estas comparagGes serdo fundamentadas, principalmente a partir de andlises feitas com os

diagramas de Bode, para os casos colocado e ndo colocado.

2.2 DESCRICAO DA ESTRUTURA FLEXIVEL

Considera-se, inicialmente, uma estrutura flexivel de comprimento / (Figura 2.1), fixa na
extremidade chamada de rotor, onde € aplicado um torque 7, e livre na outra extremidade na qual
€ colocada uma carga, sendo /, a inércia do rotor e m_ a massa da carga (de momento de inércia
rotacional desprezivel). A linha Or € uma linha fixa de referéncia, Ox 6 a linha tangente ao eixo
neutro no rotor. O deslocamento de qualquer ponto P ao longo do eixo neutro da ldmina com uma
distancia “x” do rotor & dado pelo 4ngulo 6(7) do rotor e pela pequena deflexio eldstica w(x, 1),
medida a partir da linha Ox, como mostra a Figura 2.1. As deformagGes relativas ao eixo sio
despreziveis (ndo hd cizalhamento [Meirovitch,1967]) e o angulo do rotor 6(r) pode ser

arbitrariamente grande.




Figura 2.1 Estrutura flexivel

2.3 EQUACOES DO MOVIMENTO

A Energia Cinética € dada por:
E 11'62+1 I(M+x9)2;xix+m“<&w+ 9)2 (2.1)
=— - _— —{—+x , .
=2 2\ a .
onde p € a massa por unidade de comprimento da linha el4stica.

A Energia Potencial € escrita na forma:

14 3w :
E = > OEI(—ax—z(x,t)) dx, (2.2)

onde E € o Mddulo d”Young e I € o momento de inércia da drea da sec¢fio transversal da estrutura.

O trabalho do torque 7, aplicado ao rotor da estrutura é definido como:
V, = -T,0(c). | (2.3)
Pelo Principio de Hamilton [Meirovitch,1967] , tem-se:
8f " (E. - E, -V, )dr 0. (24)

Substituindo-se (2.1), (2.2) e (2.3) em (2.4), obtém-se:
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1 . 14 A2 A2 2w
—1,62+—f p(éw—+x9> dx+-—”—‘f-(§ﬁ+x6) ——1 IEI(a ) dx+T0
2 2J0°\ g¢ 2\ r 2J0 o’

Aplicando-se o variacional 8, a equagfio (2.5) transforma-se em:

dt=0. (2.5

5f:2

le [ ;21 060 + = f (pr— + 2px20)60dx + zf <2pﬂ + 2px9)5(%)dx+

a2
( )dx+ T Ge}d =0

= 2{i(1.1) + 18106 + == 20i(1,1) + 18)o1(1,1) -

ou ainda,
[[ree0 +pfx—a&1x+ pf x2dx066 +fp——5( ‘”"} f ox ea< aw)obw

+m((l,) +16)(106 + 6w (1,1)) -

2 2
wa(?—?’)dx . z;ae}dz -0
ox
Resolvendo-se uma das integrais em x obtém-se:
f [1669+pfx——6&ix+ p[ ] 966+fp——6< )dx+ijx06( )dx+
+m(w(,1) +zé)(aw(z,z)+laé)— EIJ’U— ('92 )dx +T.60 |dr =0
¢ 0 ax? o

Aplicando-se os limites de integragéo e reagrupando-se alguns termos, conduz a:

j:z {(I, + pé)éﬁéa{-pﬁx%ﬁ&ix +ﬂpa7;v6(8w>dx f px@é(é)w)dx+

2.6)
. } (92
+m{w(l,t) +16)|6w(Lt)+166) - EI —-—6 dx + T 60 |dt =0
m00) +16) o510 +160) 5, 22 of Tt 700
13 .
Definindo-se I, =p-§ e substituindo-o na equacio (2.6), resulta em:
ow aw
[l + 15)60 + pfx——é&ix fp—é( >dx fpx@é( at)dx+
.7

+m((L.r) +16)(&i(L) + 166) -

(92
( )a’x +T ée}dt =0
ox”

Integrando-se por partes e sabendo-se que os valores de ow{x,7) e 060(t) sdo arbitrarios nos

pontos extremos e tomando-os iguais a zero nestes pontos, tem-se na primeira integral:

SR ]
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f; (I + 1,)066dr = (I +1, )j: 666d: = (I + I,g)[né(t)ae(z)li2 - f; “6(r)06(z )dr

ou ainda,
(1, + 1,)0060r = ~(1, + 1,) [ 6(r)o6(r)as -

Na segunda integral tem-se:
L fpx—-—é@(t)dxdz—pf [ —5( )dtalx o f 06 )dtdx =
- pf —53 z)’ -f“y—v—"ae (r)dr

o que implica em:

I . ‘) 2
J:ﬂj = %59(" Jdbwdt =~ fipx%‘t—zvée(t)dxdt.

Na terceira integral fica-se com:

L J ow ow ! now I Ow é’
ftlj;p-gé(—&—)dxdt=pﬂﬂlg ( 2 dras o 2.2 () -

!l ow 2 53 02w
=PJ; _az'm(x’t),l —L g ol x,t)dt ldx

— ——
O

resultando:

ff; f’%:' 5(%?) dxdr =~ " ;pa—;—v w(x, 1)dxdr .

Na quarta integral obtém-se:

jfjipxé(z)é( )dxdt pf a6 z)a( )dtdx—pf/ fez) dw )dedx =
= f, 5|80}, - [ 610w (1)t

ou ainda,
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(2.8)

(2.9

(2.10)




ffpxe t)é( )dxdt——ffpxe (Yow(x.)dxdr - @2.11)

Na quinta integral resulta:

m [ (Wll.1)+ 16) di(L,r) + 168) dt = m[( (1, ) + 16)3 so(1, 1) + 16 )Iz "

[

—-mf *(i1e)+ 18p(wlt, ) +10 dt-—mf (w1, +le)(6w(lt)+6(le))d
= -m, f (lt.1) + 16 ot
ou seja,

f (31, 2) + 16) (L, ) + 166) dt = —m f (5#(1,1) + 16 a6 (2.12)

Na sexta integral fica-se com:

[ e 2o 2

)dxdt— Iz 0% 9" St =

0 gx? g
_f _W_&_ j/ fg._w_a. 5W dxdt =
e S0 ax
0
- [P B TS o) - 1) i
1 ax 0
- 0
o que implica em:
( )dxdt——f fEI 46w(x tidxdt . (2.13)

Substituindo-se as equagdes (2.8) a (2.13) em (2.7), obtém-se:
f [ —(1, + I )6(¢)6(r) fpx——é@(t Ydx - fp———éw xt)dx —f px6 (¢ pw(x, t)dx +

—m(w(l.r) + 16(2) )166(z) -

6w(x,t)dx + Tmée(z)]dt =0

e agrupando-se os termos da equagio acima resulta a expressio:
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f:[-(l, +1,)8(1)- f;px%z—f—vdx + T, —m Jio(L,r)+ ze‘(z))]ae(t)d; +

(2.14)
- f{ ]aw(x t)dxdt = 0
Da equagio (2.14) podem ser obtidas as seguintes equacOes do movimento:
- I 3w . =
(1, +1,)8()- [ e+ 1, —m (1) +16(c))= 0 2.15)
e
2 . 4
p%’z-”-(x,z)+ pxb(2)+E ‘fo A)=0. (2.16)
Pode-se, entfio, reescrever as equagdes (2.15) e (2.16), da seguinte forma:
(1 A(i{Le)+16(9) = T, 217
e

F*w -
)+ p—;tz—(x,t)+ px6{(t)=0, (2.18)

com as seguintes condi¢des de contorno [Schmitz, 1985]:

o0, -10=0

w(x,rf _ =w(0,1)=0

(92w azw . (2.19)
Elgz—(x,t)lxd =El— —(L,1)=0

2z

3
LA xa)
at

Jw
El_é,?(x’t)lx# = mc(

ix =]

As condigbes de contorno representadas pelas equages (2.19) podem ser divididas em dois
tipos distintos: naturais e geométricas. As condi¢Bes de contorno forgadas ocorrem quando x =0
entre a estrutura e o rotor e impdem que ndo haja deslocamento flexivel nesta regido, ou seja, o
deslocamento e sua respectiva derivada sdo iguais a zero. J4 as condi¢Ges de contorno naturais

ocorrem na extremidade livre da estrutura, na qual é colocada a carga.
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Para resolver as equagdes (2.17) e (2.18), supde-se que sobre o sistema ndo hajam forgas
externas, transformando-se a equagdo (2.17) numa equagfo diferencial homogénea.
Considerando-se a transformacio de varidvel sugerida por Brakwel [Soares, 1997]]:
Wxt)=wlx,t)+x6(r), (2.20)

podem ser escritas as seguintes equacgdes:

0
U
I

Do Sy dw _ &y _dw _ 3y _d'w

ax Ix i x> ax’ ax* oxt

2 2
DM o)=L S
ot ot ot

= +x0(t) = > — x6(r) . (22D

w(Lt) =(1,0)-10(¢) = w(Lt)=y(l,r)-16(c)

Substiuindo-se (2.21) em (2.18), obtém-se:

(7

(;;y - xé(t))dx + mcl(}'}(ﬂf)— 16(r)+ 16 t)) =T,

ou ainda,
. 1 o"zy .. ! 2 .
(I+1,)6(t)+p I s d —-pG(t)j; Cdx+mF(L)=T, .
Resolvendo-se a dltima integral da equagiio acima obtém-se como resultado:

(1+1,) dx —pf t)—+m KL =T,. (2.22)

13
Mas I, = p-g , destaforma, substituindo-o na equagio (2.22) e simplificando-a, tem-se:

t)+pf

BiLe)=T,. (2.23)

Substituindo-se (2.21) na equagio (2.18) obtém-se:

I——(x )+ p( —xG(t)) +m6()=0.

Desta forma, resulta o sistema em fungfo da variavel y(x,z):

EI-—-—(x )+ p——(x =0 (2.24)




e
(2.23)
com as respectivas condi¢oes de contorno:
&’y 5
EI—Z—(x,t)L_O +7,-16=0
W) =H0.0)= w(O,t) +0.6(1)=0
(2.25)

=0

EI—-(x .=
EI—(x .., = c-;;%—(x,f)L-l

A varidvel y(xs) € definida como a transformada de Laplace da varidvel y(x,¢) sob a

forma:
Y(xs) =, y(x.t)e™dt ,

onde s € a variavel de Laplace.

Reescrevendo-se a equacgio (2.24) na forma:

'y,
gx—,,'(x,t)+ _l%';t_(x =0

e aplicando-se a transformada de Laplace nesta tltima equagio obtém-se:

d47 P s — _.@y_ = 6
px. {(x,5)+ = [s ¥(x s) - sy(x,0) P (x,O)] 0. (2.26)

Como o sistema € relaxado no tempo inicial 7 =0, tem-se:
sy(x,0) ———(x,O) =0,

o que implica em:

dy ps _
=35 -0, 2.27
ot EC @z7

com as respectivas condi¢des de contorno:




16

7(0,s) =0

d’y 2 dy
Efl— +T(s)=Is"—

dxz x=0 ( ) dxx‘o

23 s ‘ 2.28
el o (228)
x=l

&’y 2

EI—CZxS— I = mCS"yL_l

onde T (s) € a transformada de Laplace de T, (¢).

Definindo-se a razdo adimensional ¢ como:

1
¢ =—55, onde m= pl,
ml

resulta:

£ =

r
2.
>

pl

Como o momento de inércia da estrutura flexivel € dado por :

3
obtém-se:
= —I’—3 = —IL (2.29)
pl” 31,

pall e Ml
m.p o
e lembrando que 3], = pI°, entdo tem-se:
m, ml
=== (2.30)
m 31

Definindo-se o nimero adimensional complexoA e relacionando-o com a véridvel s de

Laplace na forma [Schmitz,1985]:

El (2.31)
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— _B*3=0, (2.32)

cuja equagio caracteristica é dada por:
pi-p =0 = (- u’+p)=0,
a qual admite as seguintes raizes caracteristicas: u=+f e u==if, sendo que § ¢é complexo.
Portanto, a solugdo geral da equac@o diferencial (2.32) possui a forma:
Y = Asen(Bx) + Bsenh(px)+C cos(Bx) + Dcosh(Bx). (2.33)
Da aplicagio da primeira condi¢do de contorno (Equagdes (2.28)), obtém-se:

5(0,s) = Asen0 + Bse;;hO + CcolsO + DeoshQ=C+ D=0 (2.34)

1

Derivando-se duas vezes a solugio geral (2.33) tem-se:

% = ABcos(fx) + BBcosh(Bx) - Cpsen( fx) + Dfsenh( px)

%;_2 = ~ A sen{Bx) + BB’ senh( i) - CB* cos(fix) + D” cosh(fr)

Aplicando-se a segunda das condi¢Ses de contorno (2.28) obtém-se:
EI(—Aﬁzg(?Q+ Bﬁzggg@ -c,s@lgﬁu Dﬁsz*,}xg) +7(s)=
o que implica em
EI(-CB* + DB* )+ T(s) = 1s*(AB + BB).
ComoD=-C, a equagéo. acima tr%msforma—se em:
~2CEIB® +T(s) = Ls*(AB + BB),

ou seja:

Is°BA+ Ls*BB +2EIB*C =T(s).

&émﬁés o BiBLIOTECEY

day HVECR #e VoMl BE

i

> —
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Colocando-se EIB> em evidéncia obtém-se:

18, 1820 o0\ 7
EIf (EI,B A+E1ﬁ B+ 2c> =T(s),

A equagdo acima também pode ser escrita como:

2 Ir(_p)sz Ir(_p)s2 _ =
EIB [- Fl6o A- Eife B+2C]—T(s),

e sendo g* = —-;—I s*, resulta para a equacio anterior:

Elﬁz[ I,ﬁ4A_Irﬁ“B+2c}=f(s) =E1,32[i’3—3,4 +£B—2C]=—T(S),
Bp Bp P L

mas

r

E=—"1 = Ir=pl3s e A=8 = ﬁ=23,
pl l

entdo, substituindo-se as relagGes acima na equagio anterior tem-se:

3.43 3 3
E1p?| BLEX 4 PLER
o pl

B-2C|=-T(s) ,

Simplificando-se esta equacgio obtém-se:

1
EIB®

eX A+ eX’B-2C =~ T(s). (2.35)

A aplicagfio da terceira condigio de contorno conduz 2 expressio:

Zif ' = EI[—Aﬁzsen(ﬁl) + BB *senh(Bl) ~ CB’ cos(fl) + DB’ cosh(pz)] =0,

ET

Como B =2, entdo, substituindo-o na equagio anterior, tem-se:
EIB*[-AsenA+ BsenhA - C cosA+ Dcoshi.] =0,
Porém, D =-C e aequaciio anterior transforma-se em:

EIf’[~Asen)+ Bsenha. - C(cosh+ coshA)] = 0. (2.36)

Para aplicar a quarta condig@o de contorno é necessdrio calcular a terceira derivada da

solugéo geral (2.33) que € dada por:
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% =-Af’ cos(ﬂr) + BB’ cosh{px)+ CB’sen{ fic) + D B’senh( fic).

Entfo, aplicando-se a quarta das condi¢Ges de contorno (2.28) obtém-se:

EI% = El[-AB’cos(Bl)+ B* cosh(Bl)+ CB’sen( ) + Df’senh(Bl)|= m.s’5| _, =

x=] o

= mdsz[Asen( Bl)+ Bsenh(pl)+ C cos(pl) + Dcosh( ﬁl)]

mas comoD=-~-C e A= Bl, resultaem:

EIﬂS[—AcosA + Bcosh A+ C(senA. - senha. )] = m&sz[AsenA + Bsenhl. + C(cosA —cosh A )]
m

C

e como N = , entdo:

EIﬁs[—Acos A + Bcosh. + C(senh - senh}»)] = mnsz[AsenA + BsenhA + C(cosA - cosh)u)].

Considerando ainda quem = pl , a tltima equacdo pode ser escrita sob a forma:

2
~AcosA + BcoshA + C(senh - senh.) = 51123 [A nseni + Brsenha + Cricos A - cosh /'l)]

2
. 5 .
Substituindo-se 8* = —BE_; na equacado acima tem-se:

~Acosh + Bcosh A + C(senh — senh)) = -,Bl[AnsenA + BrsenhA + CnlcosA - cosh}»)],

Como A = Bl , a equacio anterior transforma-se em:

~AcosA + BcoshA + C(sen)\ ~ senh}.) = —)»[Ansen/l + Bnsenh. + Cn(cos A — coshl)],
ou seja:

(-cos A +nAsenA)A +(cosha + nAsenhA)B + [senl —senha. +nA{cosh —cosh A)]C =0 (237

As equagtes (2.34) a (2.37), formam o seguinte sistema ndo linear:

(C+D=0

X A+ eHB-2C = —— =T(s)
< Elp , (2.38)
(~senA)A+ (senhA)B - (cos A +cosh AMC =0

(—cos A +nAsenA)A+ (coshA + nAsenhA)B + [sen). — senh). + nA(cosA ~ cosh A)]C =0
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o qual, na forma matricial pode ser escrito como:

1
~ EIB?

A T
M(2) |B 0], (2.39)
e 0

onde:

eX X’ -2
M(A) = —seni senhA ~(cos A +coshA) . (2.40)
~{cos L+ mAsenr) coshh +nisenhh senh— senhi +nA(cosA —cosh A)

As constantes A , B, C e D, as quais podem ser obtidas da solucdo de (2.38), sdo fungdes

de A e de T(s). Substituindo-as na solugfo geral (2.33), obtém-se 5(s) em funcdo de A e de

T (s)-
2.4 FUNCOES DE TRANSFERENCIA

As fung¢bes de transferéncia em malha aberta serdo obtidas através das seguintes

consideracdes (saidas):

- o angulo do rotor: 7] (s) = (O, s) (caso colocado);

42
ax

- aposigio da extremidade: y(s)=y(Ls) (caso ndo colocado).
As correspondentes fungdes de transferéncia sio definidas como:

- no caso colocado, quando se observa a posic@o angular do rotor, local onde estd sendo

aplicado o torque motor, tem-se:

8(s) _N,(3) can)



21

- no caso ndo colocado, quando se observa o deslocamento da carga terminal, sendo o

torque motor aplicado no rotor , tem-se:

(2.42)

As equacgdes (2.41) e (2.42) correspondem as funcdes de transferéncia em malha aberta, nos
casos colocado e ndo colocado, respectivamente. Observa-se que os pélos de ambas sdo os mesmos,
ou seja, as raizes do denominador D(A). Os zeros no caso colocado sdo as raizes de N,(A),

enquanto que no caso nio colocado sdo as raizes de Ny,(A).

2.5 POLOS DAS FUNCOES DE TRANSFERENCIA

Conforme ji mencionado anteriormente, os pélos das func¢des de transferéncia, também

chamados de freqii€ncias naturais de vibragfio, so as raizes da equagio D(A)=0, sendo D(A)

obtido pelo determinante da matriz M( A) dada por (2.40), ou seja:

ex eX -2
D(A) = —senA senhA —~(cosA + cosh i)
—(cos)L +nAsen)) coshi+ phsenhA senA —senhh + nAMcos A— cosh A)

Calculando-se o determinante acima chega-se a seguinte equagao:

D(}.) =2{seni cosh A— cos Asenh + 2nAsenAsenh) +

. (2.43)
+ s)@[l + cosAcoshA +nA(cosAsenhA — senicosh A)]}

Deve-se lembrar que A = I (Equagio (2.31)), sendo B uma varidvel complexa definida

conforme




4 P 2 ’EI 2,
= == §=_{— .
P El pﬁ]

Mas g = %— resultando, desta forma:

onde w = E—;}f corresponde a freqiiéncia natural de vibrag3o.
v P

Existem infinitas raizes da equagio D({A)=0 ,(7‘1’ y S )»w) e, portanto, as freqii€ncias

naturais de vibraggo serdo dadas por

Wi = ﬂ)&? i=192’ e o .
fo

Se A € uma rajz real de D(A)=0, entdio -A , jA ¢ -jA também sdo raizes desta
equagdo. A fungfio complexa D(A.) i)ode ser expressa em séries de Taylor como:

oA d'D
s ! dA

(0). (2.44)

D)=

De (4.43) pode-se mostrar que -‘2;?(0) =0, parai=0, 1, 2. Entdo de (2.43) ¢ (2.44), pode-

se fatorar D(A) como:

D(A)=£A3(I+3e+3ﬂ)ﬁ(l—£) =i‘f(1+3e+3n)ﬁ(l+ﬁ}- (2.45)
3 : 3 Wi2

4
i=0 A,- i=1
Tendo sido fornecido D(A), passa-se a seguir para a determinacdo das fungdes de

transferéncia.

2.6 DETERMINACAO DA FUNCAO DE TRANSFERENCIA DO CASO

COLOCADO

. -se: gruvh e VECES
Por (2.41) tem-se areuAS B BBLIOTECE -

s JOTEGA SETORIAL D
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8(s) _ No(2)
)

B(s
()
onde D{A)foi determinado usando (2.45) como:

D(A)~—)L3(1+38+317)ﬁ( w2>. (2.45)

iwm]

Entfo, para determinar N,(A )= 6(s) usa-se a equagdo 0(s) = ?—(O, s) vista anteriormente,
x

ou seja, calcula-se as constantes A, B, C e D do sistema (2.38), substitui-se os valores destas
constantes na solu¢do geral (2.33) e calcula-se a derivada parcial da solugdo obtida em relacdo a

varidvel x , obtendo-se [Schmitz, 1985]:

- EE[I +cosA coshA + 1( senhcos A — sen cosh 7;)]

Se X sdo as raizes de N,(A)=0, entdo expandindo-se N (1) em séries de Taylor resulta:

Ne(x)=—g‘;§ﬁ(1~j )“%ﬁ(“"f}' (2.46)

Portanto, substituindo-se (2.45) e (2.46) na fungdo de transferénci ;_(s_)) = %ﬁé&)) , obtém-
s

se:

s?.
- o (1+ 92)
6(5) _ 1 i/ 2.47)

T(s) I.s 4] (1+ sz)

w?

H

onde I, = I, + I +m_I° é o momento de inércia de corpo rigido.
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2.7 DETERMINACAO DA FUNCAO DE TRANSFERENCIA DO CASO NAO

COLOCADO

Reescreve-se (2.42)

onde D(A ) foi determinado por (2.45). Os zeros da fungdo de transferéncia na posicdo da carga sdo

as raizes de N, onde [Schmitz, 1985]:

yt?

(senA + senhl),

N, (2)=

"~ EIf?

sendo que N, também pode ser expressa na forma:

2] = A P 52
N = —-— —ri=-— -1,
W)=~z H(I x ) EnL] (“ )

onde os zeros a; sdo definidos como:

a = ’514—7@2 .
pl

Portanto, das equagdes (2.45) e (2.49), resulta

(2.48)

(2.49)

(2.50)

Os zeros da fungio de transferéncia do caso ndo colocado sdo simétricos com relagio ao

eixo imagindrio.

Tendo sido apresentada a determinagdo das fungdes de transferéncia dos caso colocado e

ndo colocado, passa-se para a apresentacdo dos grificos das funcGes de transferéncia em malha

aberta.
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2.8 GRAFICOS DAS FUNCOES DE TRANSFERENCIA EM MALHA ABERTA

A seguir, apresentam-se os graficos das funcGes de transferéncia analitica nos casos
colocado e ndo colocado, ou seja, tem-se a resposta em freqiiéncia do sistema determinada pelo
moédulo da fungéo de transferéncia do sistema.

Foram usados os seguintes dados:

Comprimento da estrutura flexivel: / = 1.61m

- espessura da estrutura flexivel: e = 0.005m

- altura da estrutura flexivel: = 0.1m

- inércia do rotor: 1, =0.37568kgm>

- massa especifica do material: p =2700kg/m’

- inércia da secgdio reta: [ =1.04 x 107 m*

- massa da carga: m,_ = 6.1kg

- massa da estrutura flexivel: m, = p.h.le

- coeficiente de atrito atuando no rotor: ¢, =2.56Nms/rd

- coeficiente de atrito devido a deformagzo eldstica da estrutura: ¢ =0.005c,

- médulo d’Young: E =7360MPa ; EI=77Nm’

Na Figura 2.2 verifica-se a presenga de picos que representam os valores nos quais a fungdo
de transferéncia tende a mais infinito, equivalentes, portanto, aos pares de pllos complexos e
conjugados em malha aberta. Percebe-se também a existéncia de pontos nos quais a fungio de
transferéncia tende a menos infinito, correspondentes aos pares de zeros complexos e conjugados
em malha aberta.

Na Figura 2.3 identifica-se a presencga de picos nos quais a fungio de transferéncia tende a
mais infinito, representando os pares de pdlos comple){os e conjugados em malha aberta e verifica-

se a auséncia de pontos onde a funcgio de transferéncia tende a menos infinito uma vez que o

sistema € de fase ndo minima.
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Figura 2.2 Grdfico da Fun¢o de Transferéncia Analitica (caso colocado).

Funcdo de Transf. analitica, caso ndo colocado
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Figura 2.3 Grdfico da Fungdo de Transferéncia Analitica (Caso nio colocado).
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No presente capitulo serd apresentada, através da formulacio de Lagrange, a modelagem
matematica para a dindmica de uma estrutura flexivel, articulada numa extremidade e livre na outra,
na qual € colocada uma carga. As equagdes da dindmica serdo obtidas a partir da abordagem discreta,
que divide a estrutura de flexibilidade continua em partes rigidas, conectadas por elementos flexiveis,
chamados de articulagBes ficticias. Serfio estudados os casos em que a abordagem discreta divide a
estrutura em duas, trés ou quatro partes rigidas, ou seja, os casos em que a estrutura possui uma,
duas ou trés articulagGes ficticias. Para cada um dos casos citados serdo mostrados os gréficos das
simulagdes e as fungdes de transferéncia, com seus respectivos pélos e zeros e os diagramas de
Bode. Finalmente, serd apresentada uma tabela, contendo um resumo sobre a analise freqiiencial

realizada.
3.2 O FORMALISMO DISCRETO

Considere uma estrutura flexivel de comprimento /, articulada em uma das extremidades e
livre na outra. A articulagdoé constituida de um motor elétrico, sendo que a estrutura é fixa ao rotor

deste motor. No rotor € aplicadoum torque 7,,, para que o mesmo se movimente com um dngulo 6

e na extremidade livre € colocada uma carga de massa m,_, conforme mostra a Figura 3.1.

3.1 INTRODUCAO

Figura3.1 Estrutura flexivel (vista de cima).

Na Abordagem Discreta, a estrutura de flexibilidade continua é dividida em partes rigidas

conectadas por articulagdes ficticias. No primeiro caso, a estrutura de comprimento [ ¢ dividida em
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duas partes rigidas, ou seja, € colocada uma articulagfo ficticia exatamente na metade da estrutura,

conforme mostra a Figura 3.2.

& V2

nl el 70 v2

Figura3.2 Estrutura dividida em duas partes rigidas com 1af (1 articulaggo ficticia).

Na Figura 3.2 I, é a inércia e 91 a velocidade angular (ambos do rotor), 7,, o torque

aplicadono rotor e k£ a constante elastica dada por [Gomes e Chrétien, 1992 b]:

ponEL

l

onde n € o niimero de articulagdes ficticias, EI € 0 médulo d’Young multiplicado pela inércia da
se¢do reta.

O torque de atrito € sempre contrario a0 movimento, sendo que no modelo considerado este
€ proporcional a velocidade angular, sendo ¢, a constante de proporcionalidade:

T,= —0,6'1 .

As partes rigidas (elos), tém massas concentradas nos seus respectivos centros de massa, ou
seja, (x,,¥,) e (x,,y,) sdo as coordenadas dos centros de massa dos bragos de massas m, e m,,
respectivamente, enquanto (ﬁcc, ¥, ) sdo as coordenadas do centro de massa da carga de massa m,,

conforme mostra a Figura 3.3.
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ve | T .
[ mc
2% S :
0; ,
k ' :
»ni| = , ) :
Y i ' :
i 1 2
; \V P>
r X1 X2 Xc X

Figura 3.3 Estrutura dividida em duas partes rigidas.

No segundo caso a estrutura de comprimento / € dividida em trés partes rigidas, ou seja, sdo
colocadas duas articulages ficticias exatamente na metade de cada uma das partes rigidas do

primeiro caso, conforme mostra a Figura 3.4 .

* Figura 3.4 Estrutura dividida em trés partes rigidas com 2af (2 articulages ficticias).

Os elos tém massas concentradas nos centros de massa, ou seja, (x,,y,), (x,,y,) € (x,y,)
sao as coordenadas dos centros de massa dos elos de massas m,, m, ¢ m,, respectivamente,

enquanto (x_,y,) sdo as coordenadas do centro de massa da carga de massa m,_, conforme mostra a

Figura3.5.
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Figura 3.5 Estrutura dividida em trés partes rigidas.

No terceiro caso a estrutura de comprimento ! ¢ dividida em quatro partes rigidas, ou seja,

sdo colocadas trés articulagdes ficticias exatamente na metade de cada uma das partes rigidas do

segundo caso, conforme mostra a Figra 3.6.

‘

Figura 3.6 Estrutura dividida em quatro partes rigidas com 3af (3 articulagBes ficticias).
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Os elos tém massas concentradas nos centros de massa, ou seja, x5,y - (5.%) , (x,y,) e
(x,,y,) s@o as coordenadas dos centros de massa dos elos de massas m, m,, m, e m,
respectivamente, enquanto (x,,y,) sdo as coordenadas do centro de massa da carga de massa m,,

conforme mostra a Figura 3.7. A seguir apresenta-se o modelo com um modo flexivel.

yc ------------------- mc
Yap - - o m e e E- '4
L I IR o
ke AY% L
Yo boo o - - ‘ L
k10, - o
y}/- 9 * ‘ 1 .
1 1 1 1
I\ P
X1 X2 X3 X4 Xc X

Figura 3.7 Estrutura dividida em quatro partes rigidas.

3.3 MODELO COM UM MODO FLEXIVEL

Nesta se¢dio serd desenvolvida a modelagem matematica para o primeiro caso citado
anteriormente, ou seja, para o caso em que a estrutura flexivel € dividida em duas partes rigidas com
uma articulagioficticia.

Neste caso a Energia Cinética € definida conforme:

E = -21-1,9.12 +-;—m1(zéf +)312)+%m2(?€'22 +)3§) +%mc(xf +};3)’ 3.1

(4

1 ) N . . . « . 1 -2 -2 e .
onde 5-1,91, € a energia cinética devido a velocidade angular do rotor, Eml (xl" + yl‘) € a energia
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s . . 1 2 2) . e . .
cinética devido ac movimento da massa m, , > (xz“ + yz) € a energia cinética devido ao movimento

=2

1 2 C . .
damassa m, e > m, (xc + yc) ¢ a energia cinética devido ao movimento da massa m_. Observa-se que

as componentes rotacionais da energia cinética, das partes rigidas em torno dos seus respectivos
centros de massa, foram negligenciadas. A hipdtese aqui considerada é a de que estes termos sdo
realmente pequenos, isto devido as pequenas velocidades angulares de rotagio das partes rigidas em

torno dos seus respectivos centros de massa.

Como ndo existe flexibilidade da estrutura no plano vertical (ver Figura 3.3), a energia

potencial € dada por:

E = %k(@z -6 (3.2)

P

. . m . A s
Na Figura 3.3, verifica-seque m, = m, = 7” » onde m, € a massa da lamina. As coordenadas

dos centros de massa das partes rigidas e carga terminal sio facilmente obtidas nas formas:

X, =—cos 6,
(3.3)
l
W= g 6,
{ l
X, = Ecosel + Zcost?2
(3.4)
l l
Y, ==sen +—senf,
2 4
e
[ {
X, = > °os 0 + ECOS 0,
/ p 3.5
Y, =—=sen8, + —senb,
2 2 -
Sabe-se que o Lagrangeano do sistema é dado por [Meirovitch,1967}:
L=E, -E,. (3.6)

Portanto, substituindo-se (3.1) € (3.2) em (3.6), obtém-se:
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L3107 +gm (8 4 ) e gm(Ee )+ Sm a2+ ) -3, -6 F @)

Derivando-se as equagdes (3.3), (3.4) e (3.5), tem-se:

.1 A | .
Y, = —cos 6,0, + 5 cos 0,0,

N

X = ——senf,0,
4 .
o (3:3)
Y= 798 6,0,
X, = ~—sen80, — —senb,0,
T2 4 - _
ST (3.9)
Y, = 5 ¢os 6,6, + 708 6,0,
. l -1 .
‘ X, =~—sen66, ——sen,B,
2 2
(3.10).

| Portanto, substituindo-se (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.7), e ainda considerando-se pequenas

deflexdes angulares na articulacdoficticia, resulta:

1 P . w P(m, .. P(m | 2
L- [51, +§(—”-:—+ m, +mc)}912 +Z<7+ mc)eﬂ2 + g(—i+mc)e§ -SHe -8) a1

Aplicando-se a equagio de Euler-Lagrange  primeira variavel,

JL ] 3 _ @
ii.. —— -——a£= Tm —CrGI—C(el—eo)’
ar\ a6} 96, .

onde —c,6, € o torque de atrito no rotor e ¢ € o coeficiente de atrito viscoso devido a deflexiio angular
na articulagioficticia, obtém-se:
2

I? - PPim, ) , ,
[{r +—4—(%+m2 +mc>]61 + Z(—%+m0)62 +(c, +c)6, - c6, ~k(6,-6,)=T, . (3.12)

Aplicando-se 0 mesmo procedimento a segunda varidvel,

| d L .
L) L {6, -6).
dar\ 46, 49, -

obtém-se:

£

4

m2 . 12 (rn?- . . . B
( > +mc)91 *I\a T mc)a2 —cl +c0, + k(é‘2 -91) =0 . (3.13)

Portanto, tem-se o sistema de equacds abaixo




onde:

s +mc)t§1 +—-( 2+ m

2
I_(Tl + mc)é2 + (c, + c)é1 - Cég - k(32 _61) =T,

4\ 2
(3.14).
0)92—c91+602+k(02—-01)=0
[Ne+[c]le+[klé =T, (3.15)
2 2
I,+£—/—m—1-+m7+mc) —l—(-ni+mc>
a\q " 4\ 2
2 (m, ) 2 (m,
—\——=+m ——=+m
al2 7 alg 7
c,+Cc -—C
“‘—{ -c ¢
< kK -k
[
_ 16,
7=[o]
T T,
o}

A fim de transformar o sistema de equagOes diferenciais de segunda ordem (3.14) num

sistema de equagdes diferenciais de primeira ordem é feita a seguinte troca de varidveis:

X =6, =6, x,=6, x,=0, .

O sistema (3.15) pode ser, entdo, escrito na seguinte forma de estado:

ou seja, num sistema do tipo:

onde:

[ o
LK) 1]

[1L..

AX + BT,

X

0
x5
] +] 0o |1, (3.16)
X ot
o | [O]

(3.17)

' & RS
me.m@s%swﬁmf B
immms SEYHRIZY, BB WA FERAES
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o] P DL }
17 1&x] 1))

0

B= 0

!
I-l
[ H
3.3.1 GRAFICOS DAS SIMULACOES

Nas simulages apresentadas a seguir foram usados os mesmos dados ja definidos no

capitulo anterior. Os valores numéricos para as matrizes do sistema na forma de estado sdo:

o1
il

0 0 1 0

0 0 0 1
-135.627326 135.627326 -3.590406 0.036299
152993383 -152.993383 3.7466002 -0.040946

0
0
1.388323
-1.447521

B=

As simulagSes foram realizadas com a rotina ode-45 no softiware MATLAB, atribuindo-se

para o torque:

8Nm, t <0,2s
T,=1-8Nm, 0,2s <t <0,4s,
‘ 0, 1=0,4s

sendo o passo de integragdo considerado 2 = 0.001s.
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Na Figura 3.8 observa-se a posigio e a velocidade angular do rotor, onde se verifica o
surgimento de um modo de vibragdo cuja freqiiéncia corresponde 2 parte imagindria dos pdlos
complexos (Autovalores da matriz A (ver Tabela3.1 ao final do capitulo)). Verifica-se também que a
posi¢io do rotor se estabiliza em aproximadamente 2s e que a velocidade se aproxima de zero neste
mesmo tempo. Na Figura 3.9 mostra-se a posicio e a velocidade angular da carga e identifica-se que
o resultado apresentado € semelhante ao apresentado na Figura 3.8, mas as oscilagdes nio estdo em
fase com as observadas na velocidade do rotor, devendo-se isto a flexibilidade estrutural responséavel
pelo comportamento de fase ndo minimaa ser explicado na préxima se¢fo.

A Figura 3.10 mostra a velocidade de deformacdo angular na articulacfo ficticia, onde se

verifica a presenca do mesmo modo de vibraggo.

h

pos.ang.rotor{graus)
O

A R R Spe At

_a
-
n
NJ

vel ang rotor{rd/s)

tempo(s)

Figura 3.8 Curvas da posi¢ao e velocidade angular do rotor
(Sistema com uma articulacdo ficticia ( 1af).
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Figura 3.9 Curvas da posigdo e velocidade angular da carga (Sistema laf).
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Figura 3.10 Velocidade de deformag3io angular na articulaggio ficticia(Sistema laf).
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3.3.2 FUNCOES DE TRANSFERENCIA (SISTEMA 1af)

Considerando-se o sistema de equagdes diferenciais e um vetor de observacgdes
X=AX+Bu; Y=CX (3.18)
¢ tomando-se a Transformada de Laplace deste sistema, obtém-se:
sX (s) = AX(s) + Bu(s) = Bu(s)=(sI - A)X(s) = (sT - A) " Bu(s)= X(s).
Multiplicando-se ambos os membros da equacfo acima pela matriz C, obtém-se:
C(sl - A)" Bu(s) = CX(s),
mas
¥(s) =CX(s),
o que implicaem
C(sI - A)" Buls) =Y(s) =Y(s)=C(sI - AY" Bu(s) = G(s)uls),
onde
G(s)=C(sI -A)"'B | (3.19)
€ a funcio de transferéncia, sendo o numerador e o denominador desta fungéio dois polindmios em s,
onde as raizes do denominador sdo os autovalores da matriz A, chamados de pélos da funcgdo de

transferéncia G(s), e as raizes do numerador sio os zeros de G(s).
CASO COLOCADO (Posigdo angular do rotor)

Os sisternas classificados como colocados sdo aqueles nos quais o torque externo de controle
(atuador) € aplicado no mesmo local em que se faz a observagio. Reportando-se i estrutura flexivel
estudada no presente trabalho, o caso colocado se configuraria com a observagio, por exemplo, da
posi¢do angular do rotor, ou seja:

C=[1 00 0],
desta forma, |
| Y=CX=0, .

Como o torque € aplicado no préprio rotor este sistema € do tipo colocado e neste caso,

possui uma Unica entrada e uma tinica saida, conforme a Figura 3.11.




uls G{s) L_Y(s) I

Figura 3.11 Sistema em malha aberta.

A fungio de transferéncia agora possui a forma:

, (3.20)

onde [, corresponde a inércia de corpo rigido. Os valores dos coeficientes dos polindmios em s sio:

Xo =16.080857 ; x;, =0.004304 ; x, =1.388323 ; y, =0; y, = 41.166993 ;
vy, =288.631727; y, =3.631353 ; y, =1
Os p6los da fungio de transferéncia no caso colocado sdo:
-1.74423890025177 +16.88463627685490i
-1.74423890025177 -16.88463627685490i
-0.14287481304070
-0.0000000000001 1

e os zeros da fungio de transferéncia no caso colocado sdo:

| -0.00155000730754 + 3.40337077597454i
| -0.00155000730754 - 3.403370775974541

CASO NAO COLOCADO (Posi¢io Angular da carga )

Os sistemas classificados como ndo colocados sdo aqueles nos quais o torque externo de
controle (atuador) néo € aplicado no mesmo local em que se faz a observago. Reportando-se 2
estrutura flexivel estudada no presente trabalho, o caso ndo colocado se configuraria com a

~ observagdo, por exemplo, da posi¢do angular da carga, ou seja:

c=[010 0],

A fun¢io de transferéncia neste caso possui a forma:

2 s
. iZOEiS 1 (I_Qz)
=L ~

%(s) , (321)

T 2
EWJ-S’ r$ (1+-£5-)

j=0
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onde:

E,=16.080857 ; & =0.004304 ; & = —1.44752L; 9, = 0 ; y, = 41.166993 3, = 288.631727 ;
P, =3.631353 ; y, =1

Os polos da fungéo de transferéncia no caso ndo colocado sio:

-1.74423890025177 +16.88463627685490i
-1.74423890025177 -16.88463627685490i
-0.14287481304070 '
-0.00000000000011
e os zeros da fungéo de transferéncia no caso nao colocado sio:

3.33453949463323
-3.33156625823288

3.3.3 DIAGRAMAS DE BODE (SISTEMA 1af)

As figuras a seguir mostram os Diagramas de Bode para os casos colocado e ndo colocado,
sendo no primeiro grifico de cada uma destas figuras apresentadas, a resposta em freqiiéncia do
sistema, ou seja, o médulo da fungdo de transferéncia do mesmo e no segundo, tem-se os diagramas
de fase.

As Figuras 3.12 e 3.13 mostram os Diagramas de Bode para a fung¢o de transferéncia do
caso colocado, conforme equagio (3.20), sendo que na Figura 3.12 a matriz de observacdo
considerada € C = [1 0 0 0], ou seja, a matriz que permite observar a posigéo angular do rotor,
enquanto que na Figura 3.13 a matrizde observagio consideradaé C = [0 0 1 0], ou seja, a matriz
de observagéo da velocidade angular do rotor. Em ambas as figuras pode-se identificar a presenca de
um pico que representa o valor no qual a fungio de transferéncia tende a mais infinito equivalente,
portanto, a um par de pdélos complexos e conjugados em malha aberta. Percebe-se também a
existéncia de um ponto onde a fungio de transferéncia tende a menos infinito, o qual representa um
par de zeros complexos e conjugados em malha aberta.

O sistema colocado é de fase minima devido a presenga de pélos e zeros com parte imagindria

ndo nula, tendo-se, conseqiientemente, queda nos pélos e ganhos de fase nos zeros.
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Na Figura 3.14, observa-se o primeiro modo de vibragdo no grifico da fungio de
transferéncia do modelo discreto com um modo flexivel e verifica-se que este se aproxima bem do
primeiro modo de vibragio obvservado na funcéo de transferéncia analitica. J4 a posigéo do zero do
Modelo Discreto € ligeiramente superior ao zero analitico.

No caso analitico ndo hd a presenca de esforcos dissipativos, ou seja, os atritos foram

negligenciados. Tomou-se, portanto, a matriz de atritos no Modelo Discreto, dada por:

C.+Cc —cC
C - r .
L cl

como sendo nula. A sobreposi¢ao dos Diagramas de Bode deste caso pode ser vista na Figura 3.15,
sendo a curva tracejada a resposta em freqiiéncia do Modelo Discreto. Percebe-se, com maior

clareza, a coincidénciado pdlo e a ligeira diferencano zero j4 citada anteriormente.

Funcéo de Transf. analitica, caso colocado

R : R i

100

(dB)

-100

_2000 i ,1 é;ssa-fiz P ssasszg
10 10 10 10
Fungéo de Transf. Mod. Discreto, caso colocado {1 modo flexivel)

dB

-100

-1600 : ; "::::1 H : ::...;2 : : ::"E'3
10 10 10 10
rdfs

Figura 3.14 FungOes de Transferéncia Analitica € do Modelo Discreto com 1 modo flexivel
{casocolocado-1af).
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Figura 3.15 Fungdes de Transferéncia Analitica € do Modelo Discreto com 1 modo flexivel
(caso colocado-1af), sendo negligenciados os torques de atrito no Modelo Discreto.

As Figura 3.16 € 3.17 mostram os diagramas de Bode para a funcéo de transferéncia do caso
ndo colocado, dada pela equagdo (3.21), sendo que na Figura 3.16 a matriz de observagio
considerada € C =[0 1 O O], ou seja, a matriz que permite observar a posi¢io angular da carga,
enquanto que na Figura 3.17 a matriz de observagdo considerada é C =[0 O 0 1], ou seja, a matriz de
observacio da velocidade angular da carga. Em ambas as figuras verifica-se a presenga de um pico
que representa um par de pélos complexos e conjugados em malha aberta e verifica-se a auséncia de
Zeros, pois 0s mesmos tem parte imagindrianula.

O sisfema ndo colocado € de fase ndo minima, pois apresenta uma diferenca acentuada entre a

fase inicial e a fase final, conforme pode-se observar nos diagramas de fase das Figuras 3.16 € 3.17.
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3.4 MODELO COM DOIS MODOS FLEXIVEIS

Serd desenvolvida a modelagem matemdtica para o segundo caso citado, ou seja, para uma
estrutura flexivel de trés partes rigidas com duas articulagc")es ficticias (ver Figura 3.5).

Neste caso, as Energias Cinéticae Potencial sdo escritas nas formas:

E, =%Irélz + lml(xlz +3}12)+%m2(x'22 + J’i) +%m3(x-32 +y32)+-;-mc(x§ +}702) (3.20)

(3.21).

P

1 1
E, =~ ko,-0) + ko, -6,)

Na Figura 3.5 verifica-se que m, = m, = % e m,=—%, onde m, é a massa da estrutura. As

coordenadas dos centros de massa das partes rigidas e da carga terminal sdo escritas na forma:

X = écos 6,
p , (3.22)
v = g 5en 0,
l {
%, = cos o + 25 o,
l l , (3.23)
, =—SenB, +—sen0,
Y2 4 env, 4 2
l l
X; =—cosB + —cos6, + —cos 6,
4 2 8
p ] P (3.249)
Vs =—senb, + —senf, + —senb,
4 2 -8
e
{ {
x, =—cosB, + —cos0, + —cos 0,
2 4
(3.25)

l ! !
Y, =—sen6, + —senb, + —sen0,
4 272y

O Lagrangeano do sistema é dado por:
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. B T
L =-;-I,612 +%ml(xf +)312)+%m2(x§ +35 ) o+ 55) +

1 . 1 (3.26).
22 .2 2 2
= -—k{0,-6,) -—k(6,-0,
+2mc(x0-+y0) 2 ( 2 l) 2 ( 3 ~)
Derivando-se as equagdes (3.22), (3.23), (3.24) e (3.25), obtém-se:
. / 3
X, =——senf,6,
z 8 : (3.27)
y = gcosBlB1
) l . .
X, = = sen 68, - Z5en 6,6,
] ] ) (3.28)
Y, = i 6.6, + ) cos 0,0,
) l .1 . :
X, =——s5enb,0, ——sen,0, — —sen 6,6,
4 2 8
; / ] , (3.29)
Y, = 7608 6,0, + S cos 6,0, + 5 cos 6,0,
. [ . . :
X, =——senb,0, ——sen0,0, - —sen 0,6,
4 2 4
(3.30)

1 . . .

Yo =08 6,6, + 2 o8 6,6, + 7608 6,0,

Portanto, substituindo-se (3.27), (3.28), (3.29) ¢ (3.30) em (3.26) e admitindo-se pequenas
deformacdes angulares, obtém-se:

1 12 Y 2 2l 12 32

L= —é—{lr +—(-ni+m2 + i+ mc)]ﬂf +-l§(%+ m, +mc)6162 +——(% +my + mc)Bz' +

16\ 4 8
. (3.31)

N & ., 1 2 1 2
+-—-<—’Z-273—+mc)6193 +§(-’1213—+mc)6203 +§§<—’%+m0)632 - Ek(ﬁ2 —01) —Ek(es —-62)
Sabendo-se que:

d{ oL .
—(——) B ) -cl6,-9,),
dit\d6,) 96,

onde —c 6, € o torque de atrito e ¢; € o coeficiente de atrito devido a deflexdo angular na primeira
articulaggoficticia, tem-se:

12 m .. lz m [2 m, .
I,+—<—-‘-+ + +mc) 7] +—( 2 +m +mc>6 +——(—+mc>9 +
[ 4 TR ] g\l ° 16\ 2 :

16
+(c, + )0, —c0,-k(6,-6,)=T,
Lol 1

BETEMIAE BE BIRLIDTECRS
ARLIITECR BETURIA. UE HATERATS



e considerando-se que:

g(aL)_£=cl(e )-c6.-4)

AT T

onde ¢, € o coeficiente de atrito devido a deflexdo angular na segunda articulagfio ficticia, resulta em

?(m, . 2 . P ..
—(m' 0)61+—<-&+m3+m0)6,+—-(—n§+m0)63+
8\ 2 4\ 4 = 8\2 (3.33)
—c,0,+(c, +¢,)0, - c,0, + k(6,-6,) - (6, -6,) =0
Considerando-se também que:
d{ oL oL
_( YL (6-6),
dt\ 06,/ 96,
o que implica em:
P(m P . Pim - . .
.lz<—2—3 + mc)ﬂl +__<n_213_ + mC)G2 + -1_5(—4_3 + mc)63 -8, +c,0, +k{6,-6,)=0. (334
Obtém-se, entdo, o seguinte sistema:
2 R £ 2 .. .
([1 +E(—’Z—+m2+n13 + m):l61+-§-(n; +m, +m )62 +Ig(£123+m0)93 +{c, +c,)Q1 +
-6, -k(6,-6,)=T,
? m, T S m, . P im
—( . c) 6, + ——(—— +my +mc)92 +—(—°+mc>9 -c, + (c + c,)@ -c,b, +
18\ 2 4\ 4 8\2 _ . (3.35)
+(6, -6, ) - k(e 9)_0 |
12 2 m3 . . .
16( ( )6, +——(7+mc)93-c262+c293+k(03—92)=0
Na forma matricial, o sistema acimaé dado por:
(3.36)

[Ne+[c]e+[klé =T,

onde:
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. P E(m, Pi(m ]
I,+—-—<——‘-+ + +mc> —(——-+ +mc> —-(-—3+mc>
16 M 8\ 2 & 16\ 2
12 l2 12
I= ——-(ﬁ+m3+mc) —(112-+n13+m0) ——-(-nﬁ-+mc> ,
8\ 2 4\ 4 8\ 2
2 2 2
=(Z4m) HZem) (%)
16\ 2 8\ 2 16\ 4
c,+¢ - 0
C,=| -c, c¢+c, —6]|,
0 -, G
k -k O
K=|-k 2k -k,
0 -k %
01
6 =6,|,
63
e
Z,
T =|0].
0

Objetivando transformar o sistema de equagGes diferenciais de segunda ordem (3.35) num

sistema de primeiraordem € feitaa seguinte troca de varidveis:
x=0,x=0, =0, x, =6, x;=0, ex, =6,

O sistema (3.36) pode ser escrito na forma de estado:

X 0
) X2 0
.7273 [O]st [1]36 X3 0
i I I . . T, (3.37)
| THAE 7| =t
X Xs (1o
.j%- | %6 ] 0 -
ou seja, num sistema do tipo:
X = AX + BT, (3.17)

onde:

[ Oh. [
SURLSIRVI (A

A



0
0

0
B= 1

[
O E

Apresenta-se a seguir os graficos das simulag6es.

3.4.1 GRAFICOS DAS SIMULACOES

Nas seguintes simulacdes os dados s3o os mesmos do caso anterior e a partir desses dados

obtém-se as seguintes matrizes:

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

-426.053233  779.272041  -353.218808 6.268426 0.104281 -0.047267
720927218  -2126.565393 1405.638174 5287795 -0.284573 0.183099 |
-1037.929764 3644.216563 -2606.286799 -4.400992 0.487662 -0.348768
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0
0
0
2.426333
-2.027859
| 1.664882 |

As simulacdes foram obtidas da mesma forma citada anteriormente na se¢do 3.3.1.

Na Figura 3.18 observa-se a posicéo e a velocidade angular do rotor, onde se verifica que a
posic¢do do rotor se estabilizaem aproximadamente 2s e que a velocidade se aproxima de zero neste
mesmo tempo. Na Figura 3.19 observa-se a posi¢do e a velocidade angular da carga, onde se
identifica o surgimento do segundo modo de vibragdo e, portanto, tem-se a presenga de dois pélos
complexos conjugados na fungéo de transferéncia do sistema (ver Tabela3.1).

A Figura 3.20 mostra a velocidade de deformagio angular na segunda articulagdo ficticia,

onde se verifica com maior clarezaa presenga de dois modos de vibragdo.
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Figura 3.18 Curvas da posicéo e velocidade angular do rotor
(Sistema com duas articulagdes ficticias (2af)).
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3.4.2 FUNCOES DE TRANSFERENCIA (SISTEMA 2af)

Descreve-se no que segue as fungdes de transferéncia com seus respectivos pélos e zeros,

para os casos colocado e ndo colocado.

CASO COLOCADO (posi¢io angular do rotor)

Considerando-se a matriz de observacao:

C=[100 00 0]

afungio de transferéncia possui a forma:

N = 2 2 > (3.38)
L, ¥y s frs (1+—S )(1+ > )
onde:

Xo =83815.728294; y, =22432137; yx, =9315.154384; y, = 1.246537; y, = 2.426333;

Yo =3.9x107; y, =214568.264433; v, = 1508079.061412; y, = 24250.39665;
Y. =5162.123564; y,=6.901768 ; y, =1

Os polos da fungao de transferéncia no caso colocado sdo dados por:

-1.01600602342641 +69.56776075118312i
-1.01600602342641 -69.56776075118312i
-2.36357968263382 +17.47174786988823i
-2.36357968263382 -17.47174786988823i
- -0.14259623721646
-0.00000000000183

e os zeros da funcdo de transferéncia no caso colocado sdo escritos como:
-0.25627325484205 +61.88784414077424i
-0.25627325484205 -61.88784414077424i

-0.00060345112778 + 3.00316005367815i
-0.00060345112778 - 3.00316005367815i

CASO NAO COLOCADO (Posi¢ao Angular da carga)

Considerando-se a matriz de observag&o:

C=[0 01000],




a funcfo de transferéncia resultana forma:

T

d IS s 2y (339)
o Yy T (1+—-2-)(1+—2)
Jj=0 W, W,

~ onde:

&, = 83815.728294 ; & =22.432137; &, = -5658.513426; &, = -0.757212; &, =1.6648%2 ;

P, =39x107; y, =214568.264433; y, = 1508079.061412; y, = 2425039665,
Y, =5162.123564; ¢, =6.901768; y, =1

Os pélos da Fungado de Transferéncia no caso ndo colocado sdo dados conforme:

-1.01600602342641 +69.56776075118312i
-1.01600602342641 -69.56776075118312i
-2.36357968263382 +17.47174786988823i1
-2.36357968263382 -17.47174786988823i1
-0.14259623721646
-0.00000000000183
e os zeros da da Funcio de Transferéncia no caso ndo colocado sdo expressos por:
58.39789883454064
-57.94507541636014

-3.85613348199780
3.85812435430205

3.4.3 DIAGRAMAS DE BODE (SISTEMA 2af)

As figuras a seguir mostram os Diagramas de Bode para os casos colocado e nfo colocado do
sistema com dois modos de vibragao.

As Figuras 3.21 e 3.22 mostram os Diagramas de Bode para a func¢do de transferéncia do
caso colocado, dada pela equagdo (3.38), sendo que na Figura 3.21 a matriz de observagio
considerada € C =[1 0000 0], ou seja, uma matriz que permite a observagio da posi¢ao angular do
rotor. Na Figura 3.22 a matrizde observacéo consideradaé C = [0 0 0 1 0 0], ou seja, uma matriz
que permite observar a velocidade angular do rotor. Em ambas as figuras pode-se identificar a
presenca de dois picos que representam os valores nos quais a func¢io de transferéncia ténde a mais

infinito e, portanto, equivalem a dois pares de p6los complexos e conjugados em malha aberta.



55

Percebe-se também a existéncia de dois pontos onde a fungdo de transferéncia tende a menos infinito,
0s quais representam dois pares de zeros complexos e conjugados em malha aberta.

O sistema colocado € de fase minima devido a presenga de pélos e zeros com parte imagindria
ndo nula e, conseqiientemente, tem-se queda de fase nos dois pSlos e ganhos de fase nos dois zeros.

Na Figura 3.23 observa-se os dois primeiros modos de vibragdo no grifico da fungiio de

transferéncia do Modelo Discreto com dois modos flexiveis e verifica-se que o primeiro par pélo-zero

se aproxima do caso analitico, 0 mesmo n3o acontecendo com o segundo par pélo-zero.

Na Figura 3.24 negligenciou-se os atritos no Modelo Discreto e sobrepds-se ao resultado
analitico. A curva tracejada corresponde a resposta em freqiiéncia do Modelo Discreto. Pode-se
verificar com mais clarezaque a inclusdo do segundo modo de vibragio fez com que o primeiro par

polo-zero se tornasse coincidente com o do caso analitico.
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Figura3.2]1 Diagrama de Bode — Posigio angular do rotor (caso colocado-2af).
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Figura 3.24 FungOes de Transferéncia Analitica e do Modelo Discreto com 2 modos flexiveis
(caso colocado-2af), sendo negligenciados os torques de atrito no Modelo Discreto.

As Figura3.25 e 3.26 mostram os diagramas de Bode para a fun¢io de transferéncia do caso
ndo colocado, dada pela equagdo (3.39), sendo que na Figura 3.25 a matriz de observagéo
considerada é C =[0 0 1 0 0 0], ou seja, uma matriz que permite observar a posi¢io angular da carga,
enquanto que na Figura 3.26 amatriz € C =[0 0 0 0 0 1], ou seja, que permite verificar a velocidade
angular da carga. Em ambas as figuras identifica-se a presenga de dois picos, que representam dois
pares de pdlos complexos e conjugados em malha aberta e conclui-se a auséncia de zeros, pois 0s
mesmos tém parte imagindrianula.

O sistema ndo colocado € de fase ndo minima, pois tem uma diferenca acentuada entre a fase

inicial e a final, conforme se pode observar nos diagramas de fase das Figuras 3.25 e3.26.
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3.5 MODELO COM TRES MODOS FLEXIVEIS

Serd desenvolvida a modelagem matemética para o terceiro caso citado, ou seja, para uma
estrutura flexivel dividida em quatro partes rigidas com trés articulagdes ficticias (ver Fi gura3.7).

Neste caso as Energias Cinética e Potencial sdo escritas na forma:

1o Lo oy 1 v b i oy Lia on 1 a0
E = 51,912 + Em‘(xlz + yf)+§m2(x§ +%) +5m3(x32 + y§)+5(ﬁ +3)+ Emc(xf +3.) (339)
€
1 2 1 2
A + Ek(eg ~6,) + 5k(64—63) : (3.40)

3
Na Figura 3.7 verifica-se que m. =m e em = =—”£’4, onde m, € a massa da
g q 1 + =g L, = g b

lamina. As coordenadas dos centros de massa das partes rigidas e da carga terminal sdo:

1

E =-§k(62—91)2
\

\

\

|

l

x, = —1—6-c0s61
|

» (3.41)
Y= Esen@1
x, = -é—cos 6 + %cos 6, |
I 31 , (3.42)
Y, = =senf, +— senb,
23 2
X = -l-cosBI + —:ﬁcose2 + ﬂcosGS
52 o , (3.43)
¥ = -8-s.e;161 +-§sen(92 + Esen(?3

X, = Los 6, + 3 cos 8, + 3 cos o, + L cos 9,
8 8 - 8 16

, (3.44)
lse ;) +3ls 7 +3lsen6 + ! senf
= —sen —senf, + — —_
‘ Ya =SNG T g SN, H SN T+ 16 s
| e
\
X, = £00561 + 3—100562 + il-cos63 +icost94
8 8 8 (3.45).

31 3! { ’
sen®, + -é--senB2 + g-sen 0, + —8-sen64

!
8

Yo =




O Lagrangeano do sistema é dado por:

1

1

+—2—mc(xf+jf)— 1

1 2
Ek(ez -6,)

o 1 v vl o oy b a1,
L=51,63 +-;-m1(xf +yf)+5mz(x; 35 )+ 5”’3(3‘5 +3’§)+§””4(x5 +%)

1

—EM@—@Y-EM@-@f

Derivando-se as equagdes (3.41), (3.42), (3.43), (3.44) e (3.45), obtém-se:

; l 5
X = —Esen()ﬂl

l

Y= ECOS 6,6,

l . 3/ :
X, =-—senf 8 — —sen6. 6,
2 8 vl ]_6 2v2

l

j, = =cos0,0, + —
v, 8COS Y 16

I : . 3]
(, =——s5en06 ——senf,0, - —
X3 3 YiTg > " Te

. - 3l
Vs = §c0s616l +§-

3l
.1 :
Y, = -8-cos 6,0, +

31

r i . .
X,=~—senf,68, ——senB 8, —
4 8 1™ 8 2¥2

3! .
—cos0.0, +
3 27Uz

3 . ’
cos 6,0,

3! sen 6,6,

. 3l .
cos 6,0, + 16575 6.0,

31 : { :
—senB.B8, ——sen0,6
8 3V3 16 4¥4

. )
—cos 6,6, + v cos0,0,

31

X, ——isenBG —-_sen 66 —-—sen99 —isenBG
8 8 8 8

.1 . 3l . 3l -1 .
v, = 5608 6,0, + —8—cos 0.6, + —8-—c0s 0.0, + 3% 6.6,
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(3.46)

3.47)

(348

(3.49)

(3.50)

3.51)

Portanto, substituindo-se (3.47), (3.48), (3.49), (3.50) e (3.51) em (3.46) e admitindo-se

pequenas deformagdes angulares, obtém-se:

L=
64

r o 9 (m, -
I +——-(7+m,,+m3+m4+m> 4 — z‘-+ms+m4+mc)62+

128

1

2

+91~ (Ln—3+m4+m )9 +
1238\ 4

64

+-3—1;<—4- )BB +§[—
64\ 2

1
+Ek(84 -6,)

Considerando-se que:

64 ( 2 m) 6.6,

128\ 4 64

2 .. 2 I? :
e e (o o
2 64 64\ 2

1
"Ek(es "92)2 -

2

1 2
- Ek(ez ‘61)

2 2
—l—(@i+m )02 i(?+m3 +m,+m, )6102 +
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i vl Iyl Tm—c,él --cl(é1 —62}

d( aL) L
90,) 8,

~onde —c,f, € o torque de atrito no rotor € ¢, ¢é o coeficiente de atrito devido 2 deflexdo angular na

primeira articulacdoficticia, tem-se:

2 2
l:lr +-l—(%+ m, + ni +m4+mc)]é1+§l_(%+ my+m, + mc>éz+

| 64 64
| 2 2 '
L . Y
‘ +%(%+m4+m°>93+a(%i+mc>94+(C,+cl)01—cﬂz+k61+ : (3.53)
|
-k, =T,
Para
\
d{ oLy dL - D
dfOLY_ L _ 6 _8)-cl6 -6).
dt(éez) 36, o6:-6)-c8-4)

onde ¢, € o coeficientede atrito devido a deflexdo angular na segunda articula¢doficticia, tem-se:

2 2 2
1(—n-?l+ m, +m, +mc)é1 + %(%+m3 +m, +mc)é2 +-96%(%I—3-+m4 + mc)53 +

641\ 2
> (3.54)
3 (m, -- : : .
s mc)04 — b, +(c, + )0, ~ c,0; ~ kB, +2k6, kB, =0
Quando
d{ dL L s s
——j-—=-0\6,-6,j-c,\8,-6,],
U2 2 ofo i)l o)
onde ¢, € o coeficiente de atrito devido a deflexdo angular na terceira articulagdo ficticia, resulta:
2 2 2
i(ﬁ +m, + mc)él + 2£—(£+ m, + mc>éo +-9—l-(173-— +m,+ mc>93 +
64\ 2 64\ 4 64\ 4
) , (3.55)
3 (m, - . . : :
s {2 +mc>04 — .0, +(c, +6)0, — 0, — k6, +2k6, k6, = 0
e considerando também:
d( oL oL : :
— - ) --—-=—C3(64—-03),
dt\98,) a9,
tem-se:
2 2 2 2
S Zeem )b (B e m )8 (T e m )6+ {2 m )6+
64\ 2 64\ 2 64\ 4 64\ 4 (3.56)

.0, +c,0, - kOB, +k0,=0



Portanto, obtém-se o seguinte sistema de equagdes:

( P(m . 3P (m, = 3P (m, .
[I,+-6—4(j+m.2+mB+m4+mc)}6‘+a(—;+m3+m4+mc>02+a<-;+m4+mc)63

2 . . .
+é—2(%‘—+m )04+(c,+q)01 -0, +k0,-k6,=T,

-:?-l-:(éni+ms+m4+m)6 +—£—<—-+m3+m4+m)6 +2[:<ﬂ3-+m4+m>6 +
64\ 2 64\ 4 64\ 2

2 - - - .
<§-l—(——+m>9 -6, +(q +¢,)0, - c,0, - k6, +2k0, — k6, = 0
64\ 2 -
?il;(ﬁ+m4+m)9 +-9-£:-(—+m4+m)6 +91-(—n13-+m4+m)0 +§£<@i+mc)(9'4
164\ 2 64\ 2 64\ 4 64 \ 2
—c,0, +(c, +¢,)8, - c0, — kB, +2k0,— k6, =0
P 3 3P S - : .
—(mi+m)6 +-—(ﬁ+ )9 + (-’Zzi+mc)63+—<ﬂ‘-+mc)94—-c363+c394—
64\ 2 64\ 2 64\ 2 64\ 4
k6, + k6, =0 '
(3.57)
Na forma matricial este sistema pode ser escrito como:
(1] 6 + [c.] 8 + [K] 6 =T, (3.58)
onde:
2 2 2 2
I,+—l—(—m—‘+m2+m3+m4+mc) 2—-(LIQ--f-m_«,+m4+mc) il—-(—"—l3--~9-m4—f—mc) —l—(-m—i+mc)
641\ 4 64\ 2 641\ 2 64\ 2
2l—(—2+m3+m +m) 2l—-(—-—-+m3+m +m) -91—2(&“72 +m) 22-(—”—"‘-+3'n)
/- 64\ 2 4 64 \ 4 4 64\2 YY) ea\2 €
312( 3 ) 912( 5 ) 912(m3 ) 312(& )
-+, 4, —=+my+m, ——=tmu+m, | — +m,
64\ 2 64\ 2 64\ 4 64\ 2
I*(m 3P (m 3B (m 12 (m
n, my 20 (Mg L(my
64(2 C) 64(2+m°) 64 2‘”"0) 64(4“"”)
¢, +¢, - 0 0
c -¢, ¢ +c, C, 0
“ 0 -, C+c =G|
0 0 -G, G
k -k 0 O
K -k 2k -k O
“lo -k 2% -k
0 0 -k &k
0,
i-|"
=lo.|
84
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Para transformar o sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem (3.57) num sistema de

de primeira ordem faz-se a seguinte troca de variveis:
=6, x=0, 5,=0, x,=0, x;,=6, x,=0,, x,=0, X =0,.

O sistema (3.58) pode ser escrito na seguinte forma de estado:

‘xl xl ] 0
X, 2 0
X3 X3 0
X, [OL.. (e Y% 0

I Y e - + T (3.59)
Xs [—[1] 1[K] _[I] 1[Cazz] X5 (1)
Xg X -1
X X ] 0

7 7
% | *s | 0

ou seja, num sistema do tipo:
X = AX + BT, (3.17)

onde:

_[ [OL. [1],.q

RS R

Pt
I




S O O O

B= 1

[,

A seguir apresentam-se os graficos das simulacdes.

3.5.1 GRAFICOS DAS SIMULACOES

Nas seguintes simulacGes os dados sdo os mesmos do caso anterior e, apartir desses, obtém-

se as seguintes matrizes:
0 0 0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
A 0 0 0 0 0 0 0 1

-604.1739  1007.5132  -810.01904 406.6797 -6.7805 0.0899 -0.0723 0.0363
1910.6999 -64128897 10989.3697 -6487.1799 42148 -0.5721 0.9804 -0.5787
~2994.8292 121002018 -260929675 169875948 -3.4194 1.0795 -2.3278 1.5155
{ 3890.0305 -18268.4326 47203.0487 -32833.6466 44518 -16298 4.2112 -2.9292]

0
0
0
0
2.6311
-1.5798

12313
|-1.6031]

As simulacgdes, cujos resultados graficos sdo apresentados a seguir, foram realizadas sob as

mesmas condi¢Ges das ja realizadas anteriormente (conforme a se¢cd03.3.1).
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Na Figura 3.27 observa-se a posigdo e a velocidade angular do rotor, onde se verifica que
esta se estabiliza em aproximadamente 2s e que a velocidade se aproxima de zero neste mesmo
tempo. Na Figura 3.28 mostra-se a posigio e a velocidade angular da carga, onde se nota o
surgimento do terceiro modo de vibragdo e a presencga de trés pélos complexos conjugados na fungio
de transferéncia do sistema (ver Tabela 3.1). Observa-se ainda a mesma defasagem entre as
varidveis do rotor e carga, ja citada anteriormente.

A Figura 3.29 mostraa Yelocidade de deformagio angular na terceira érticulagﬁo ficticia, onde

se verifica com maior clarezaa presenga dos trés modos de vibragio.

(&)

1
()}

pos.ang.rotor(graus)
fan}

val ang.rotor(rd/s)

tempo(s}

Figura 3.27 Curvas da posi¢do e velocidade angular do rotor (Sistema 3af).
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Figura 3.28 Curvas da posi¢ao e velocidade angular da carga (Sistema 3af).

- ] - - - . e e b —— - ———— -
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tempo(s)

Figura3.29 Velocidade de deformagao angular na ltima articulagio ficticia (Sistema 3af).




3.5.2 FUNCOES DE TRANS‘FERE‘NCIAY (SISTEMA 3af)

Descreve-se a seguir as fungGes de transferéncia com os seus respectivos pélos e zeros, para

os casos colocado e n3o colocado.

CASO COLOCADO (Posigio angular do rotor)

Considerando a matriz de observagio:
C=[100000 00],

a fungfo de transferéncia tem a forma:

6 . ) s? 52 5?
r sl +=l14+2=
o, . 2% 1( 9)(+9) +sz§)
7ls)=F—= R - = (3.60)
m s e 2 1
2 ( “wz)( *wz)( *wg)

onde:
Xo =3398298360.34231; x, = 909508.21508; X, =419828485.36846; X; = 74907.56738;

X4 =168676.44462; x, =15.04769; x, =2.63109; y, = —-0.0246; Y, = 8699643802.4497,
¥, =61219667614.3794; v, = 1091144908.6187, y, =214999745.722 : ys = 470138.4324;

Y6 =65983.9093 ; vy, =12.6186 ; v, =1

Os pélos da fungéo de transferéncia no caso colocado séo:

-2.844028901039 + 250.029816044919i
-2.844028901039 — 250.0298160449191
-0.746085929194 + 55.648089505199i
-0.746085929194 - 55.648089505199i
-2.647940148074 + 17.559705648827i
-2.647940148074 - 17.5597056488271
-0.142456933118
0.000000000003

e os zeros da fungdo de transferéncia no caso colocado resultam em:

-2.743900388496 + 248.005125391236i
-2.743900388496 - 248.005125391236i
-0.115328412141 + 50.847558444740i

-0.115328412141 - 50.847558444740i
-0.000362245256 + 2.849734526798i
-0.000362245256 - 2.849734526798i



CASO NAO COLOCADO (Posi¢do Angular da carga)

Considerando a matrizde observagéo:

C=[000100 00],

entdo a fungdo de transferéncia tem a forma:

5. 52 52 s?
5 1-—ll1-=]}1-
o, . 2 »1( Q)( 9)( 9)
T_(5)= 3 _'”"Isz 2 7 2\ (3.61)
= e D)) 1)
j=0 o, w; 7

onde:
&, = 3398298360.28773; & = 909508.21459; §, = -191186410.04642; &, = -34112.30244;
£, = 44162.03477 ;& =3.93992 ; & =-1.6031 ; ¢, = -0.0246; Y, = 8699643802.4497;
Y, =61219667614.3794; vy, =1091144908.6187 Y, =214999745.722; v, = 470138.4324;

P, =65983.9093; y, = 12.6186; y, =1

Os pélos da fungao de transferéncia no caso nio colocado resultam em:

-2.844028901039 + 250.029816044919i
-2.844028901039 - 250.029816044919i
-0.746085929194 + 55.648089505199i

-0.746085929194 - 55.648089505199i

-2.647940148074 + 17.5597056488271

-2.647940148074 - 17.5597056488271
-0.142456933118
0.000000000003

e os zeros da fungfo de transferéncia no caso néo colocado em:

149.905182956473
-147.926903320617
-72.946103303350
73.423922446106
4.225523693864
-4.223931407201

bt BIBLITECAS
SSTEMAY BE BISLIOTECAS -
SHLIOTECA SETORIAL BE MATEMATS.
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3.5.3 DIAGRAMAS DE BODE (SISTEMA 3af)

As figuras a seguir mostram os Diagramas de Bode para os casos colocado e néo colocado do
sistema com trés modos de vibracio.

As Figuras 3.30 € 3.31 mostram os Diagramas de Bode para a funcfio de transferéncia do
caso colocado, dada pela equagio (3.60), sendo que na Figura 3.30 a matriz de observacio
considerada € C=[10000000] enaFigura3.31, éC=[0000100 0]. Em ambas as figuras
pode-se identificar a presenga de trés picos que representam os valores nos quais a funcdo de
transferéncia tende a mais infinito e, portanto, equivalem a trés pares de pélos complexos e
conjugados em malha aberta. Percebe-se também a existéncia de trés pontos nos quais a funcio de
transferéncia tende a menos infinito, representando trés pares de zeros complexos e conjugados em
malha aberta.

O sistema colocado é de fase minima devido a presenga de pélos e zeros com parte imaginéria

nzo nula e, conseqiientemente, tem-se queda de fase nos trés pélos e ganhos de fase nos trés zeros.

100

Ganho dB

-100

-200_2 i ?=_1=-- ois i :s;;....2355555553
10 10 10 10 10 10
Frequéncia (rdfs)

Fase {graus)
©
<

o
HER R

10% o’ 10° 10"
Freguéncia {rd/s)

Figura3.30 Diagrama de Bode — Posig&o angular do rotor (caso colocado-3af).
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Figura3.31 Diagrama de Bode ~ Velocidade angular do rotor (caso colocado-3af).

Na Figura 3.32 observa-se os trés primeiros modos de vibragdo no gréfico da funcdo de
transferéncia do Modelo Discreto com trés modos flexiveis. Verifica-se ainda que os dois primeiros
pares de pélos e zeros se aproximam bem aos dois primeiros pares de pélos e zeros observados na
Fung@o de Transferéncia Analitica. J4 o terceiro par pélo-zero do caso Discreto é intermedisrio aos
terceiro e quarto pares de pélos e zeros do caso analitico.

A analise da sobreposicao de graficos presente na Figura 3.33 permite que se conclua que
ndo ha mais diferengas entre os casos Analitico e Discreto para o primeiro par pélo-zero. O segundo

par, apesar de pr6ximo, é um pouco deslocado para a direita no eixo de freqiiéncias.
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Figura 3.32 Fungdes de Transferéncia Analitica ¢ do Modelo Discreto com 3 modos flexiveis

(casocolocado-3af).
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Figura 3.33 Funcdes de Transferéncia Analitica e do Modelo Discreto com 3 modos flexiveis

(caso colocado-3af), sendo negligenciados os torques de atrito do Modelo Discreto.



As Figuras (3.14), (3.15), (3.23), (3.24), (3.32) e (3.33) permitem uma primeira conclusio

parcial sobre a técnicade articulagdes ficticias:

n +1 articulagGes ficticias

v

n + 1 modos flexiveis

o * l

coincidéncianos n —1 primeiros relativamente boa aproximacdo inadequa-
modos de vibragiio aproximagcio no n-ésimo da do (n +1)-ésimo
modo de vibragdo modo de vibracgo

As Figura3.34 €3.35 mostram os diagramas de Bode para a fungo de transferéncia do caso
ndo colocado, dada pela equagdo (3.61), sendo que na Figura 3.34 a matriz de observagio
considerada €C=[00010000} e na Figura335é C=[0000000 1]. Em ambas as
figuras observa-se a presenga de trés picos que representam trés pares de pélos complexos e
conjugados em malha aberta, verificando-se a auséncia de zeros, pois 0s mesmos tém parte
imagindaria nula.

O sistema ndo colocado € de fase ndo minima, pois apresenta uma diferenca acentuada entre a

fase inicial e a fase final, conforme se pode observar nos diagramas de fase das Figuras 3.34 ¢3.35.
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Figura 3.34 Diagrama de Bode — Posigio angular da carga (caso ndo colocado-3af).

Ganho dB

£oo
A

_’.n]........-.1.-1.,.,....ﬂ.r._..-,....,.-r.r-r”...l.-.-.-,__.,...‘....-.,-,."l........,....‘.-,.,.r.‘.ﬂ.
. . H H . Poor s v HE R
I3 N i H

10° 10°
Frequéncia {rdfs)

HE ]

0
® -360
S
2
720
10

o 10° 10" 10%
Frequéncia (rdfs)

Figura 3.35 Diagrama de Bode - Velocidade angular da carga (caso ndo colocado-3af).
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3.6 CONCLUSOES
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A Tabela3.1, a seguir, mostra para os trés casos estudados anteriormente, as fungdes de

transferéncia com seus respectivos polos e zeros, para que se possa fazer uma comparacio entre eles.

Nesta tabela pode-se observar que, nos respectivos sistemas com uma, duas e trés articulagOes

ficticias, os pélos ndo mudam para os casos colocado e ndo colocado. H4, entretanto, uma mudanca

nos zeros para cada situacdo, visto que no caso colocado existem zeros complexos e no caso nio

colocado todos os zeros sdo reais.

Tabela 3.1 Pélos e zeros dos sistemas

SISTEMA POLOS FUNC6E§ DE ZEROS
TRANSFERENCIA
laf -1.744239 + 16.88464 Caso colocado -0.00155+3.40337i
-0.142875 gl-(s)
Tm
—-1ix 107" =
Caso nio colocado 3.334
0, -3.33157
=(5)
2af ~1.01601 = 69.56776i Caso colocado -0.2563 = 61.8878i
-2.36358+ 1747175 0 —-0.000603 + 3.003 161
-0.142596 )
183 x107"
58.397899
Caso ndo colocado —57.94508
9_2,_ (s) -3.856133
T, 3.858124
3af -2.84403 + 250.02982i Caso colocado -2.7439 = 248.0051i
-0.74609 = 55.64809i 0 -0.11533 = 50.84756i
1
-2.64794 +17.55971i T—(s ) ~0.000362 + 2.84973;
-0.142457
3x107?
149.905183
Caso ndo colocado -147.926903
=72.946103
0,
-T—(s) 73.423922
" 4.225524
-4.2239314




) CAPITULO IV
O METODO DOS MODOS ASSUMIDOS
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4.1 INTRODUCAO

No presente capitulo € desenvolvidada e analisada uma segunda técnica de modelagem
dindmica para a estrutura ﬂexivd considerada neste trabalho. Trata-se do Método dos Modos
Assumidos o qual, conforme j4 adiantado no capitulo de introducfio, é muito utilizado, principalmente
em aplicacdes relativas 4 robética flexivel (robds com elos flexiveis). Inicialmente, toda a teoria é
desenvolvida detalhadamente até a determinagiodas formas proprias para cada modo de vibragiio. O
conhecimento das freqiiéncias naturais e das formas de cada modo possibilita a determinagio das
equagdes da dindmica do sistema. As fungdes de transferéncia, nos casos colocado e ndo colocado,
sdo obtidas e suas respostas fregiiénciais sdo, entdio, comparadas com as respostas obtidas
analiticamente (Capitulo II). Ao final do capitulo conclusGes na forma resumida sdo extraidas dos

resultados.
4.2 DESCRICAO DO METODO

Considere as equagGes, vistas no Capitulo II, representando a dinamica da estrutura flexivel,

escritas na forma
(L+1,)6(t)+p fol x%v-dx +ml{i{1,0)+16)=T, (2.17)
€
4 2 .
' Ez‘; Y (56 p%tTW(x,t)+ px6(t)=0 (2.18)
X

com suas respectivas condi¢es de contorno:

d

2w .
EI e (x.0), ,+T,-18=0

w(x,t)|,., =w(0,t) =0
Fw F*w . - (2.19)
g (X,Z)le = EIzj—g-(l,l‘) =0

Fw Iw
El PR (x,t)Ll = mc( pre +x9>

El

x=1
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Conforme se mostrou no Capitulo II, através da substitui¢do (2.20), transforma-se estas

equacdes em:

. -7
- L6(r) + pj:) x%zzdx +m (L) =T, (2.23)

EI—(x )+ p—- L(x1)=0 (2.24)
com as respectivas condi¢Ses de contorno:
EI-— (x.0),  +T, - 16=0
y(x t)] = ¥0,2) = w(0,2) +0.6(¢) =

2 2 . (2.25)
EI—g-—(x o)., = Elg—vzv-(l,t) =0

& 9°
Ezgx{-(x,z» =m (x|,

x=1 c atZ

Uma forma de resolver as equagdes (2.23) e (2.24) é através do Método dos Modos

Assumidos, ou seja, a partir da expanciio da funciio y{x,7) como uma série finita na forma [Schmitz,

1985]:
x)= 3 0(x)a o), @n
sendo
o(t)= 29,.61,. (z) 4.2)
e
6, =i;%x=0 (43)

Aqui ¢,(x) sdo as fungdes de forma, g,(z) sdo as coordenada generalizadas dependentes do
tempo, 68,() sdo as amplitudes modais do movimento rotacional da estruturae # ¢ um némero finito
igual ao niimero dos modos de vibracdo que se deseja incluir no modelo.

As funcdes ¢,(x) utilizadas neste trabalho, devem satisfazer as condi¢des de contorno e a

equagcdo diferencial associada ao problema. Portanto, essas fung¢des dependem das hipéteses adotadas

para a solugéo do problema.
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De (4.1) obtém-se:

Iy _ady
= L . l' N
axz & dxz ql( )
(93 n d3 )
=Y ar )
=0
04 7 d4¢ (4'4)
?ixT = ; dx4i l(t)’
LA NN
gt ;‘P"(x) dr’
azy % dqu
P i=0¢i('x) o
Substituindo-se (4.4) em (2.25) , tem-se:
-HE L +p2¢x)q“=
i=0
ou
d*¢
EI=24,0)+ pp(x) 4 q‘ -0.
Desta forma, obtém-se:
1 d*¢, _p 1 d? d’g;
o) & | Elq()
Multiplicando-se ambos os membros da equagio anterior por [*, resulta:
4 4 4

o(x) @~ El q(1) ) dr’

O membro esquerdo da equacio (4.5) depende somente de x e o membro direito depende

somentede . Comox e ¢ sdo varidveisindependentes, existird soluc¢fo se ambos os membros da
equacio forem constantes, isto &

4 g4 4 2
L do__p 1 dg (4.6)
(x) dx EI g(1) at*

Dessa forma, separa-se o problema em dois do tipo desacoplado, um somente temporal € o
outro espacial, descritos pelas seguintes equacGes diferenciais ordinarias:

l 4 d4 ¢i d4 ¢i )\'4

=A4 =

(),

¢i(x) dx4 i dx4 l4




Definindo-se

A’z=ﬁil = ﬁz-—_&li—’
resulta
d'e, _.
il ¢{x)=0. 4.7)

De (4.6), pode ainda ser escrito o problema temporal

Loyt = 2% e
EI gty &> dr A )
e definindo-se
s 1
2,
Pl
resultaem
d’q
dtz =—Wi2qi(t)7
ou ainda,
a’qu 5 )
=+ wi gl(r)=0. 4.8
dt- lql( ) ( )

A parte temporal do problema, dada pela equacio (4.8), admite solucfio na forma:
g(r) = C"*, (4.9)
sendo C uma constante € a parte espacial do problema, dada pela equagdo (4.7), admite solucfio na

forma:
¢x) = Clisen’( ﬁix) + Gy cos(ﬁix) + C3isen’h(ﬁi'x) +C,; COSh(ﬁix) ) (4.10)
sendo as constantes C,

i Gus €y e C,; determinadas pelas condigdes de contorno (2.26), expressas

agora na variavel ¢,(x).



A primeira condi¢fio de contorno € dada por:

2 -
Eli,zl’ +T, -16=0,
ax |,

entdo, fazendo-se T,, = O (dindmicalivre de esforcos externos), na equacdo (4.2), obtém-se:
6(1)= ¥ 6.4.(1) e 6()= Y 8,4(2).
; =0 i=0
Da equacao (4.9) resulta:
g(t) = CjwiejWit e g(t) = —C""'izejWit~
Desta forma, a primeira condi¢do de contorno se transforma em:

Ce™" - i I,Gi(—vafe"w"") =0.

x =0 i=0

=0

Substituindo-se (4.3) nesta dltima equaggo, fica-se com:

2
Efi% +l,w§5i-"i|. =0,
ax’ | dx |-o
ou seja:
’, » do,
[T L Y
dx’ dx |,

A segunda condig¢io de contorno € dada por:

0,t) = 0.
Portanto, de (4.1) obtém-se:
n

X0,5) = ¥ $.(0)g,(¢) =0,

i=0

ou ainda,
&, (0) =0.
_A terceira condi¢do de contorno pode ser escrita na forma:
02
B -o.
ox”

el

Entio de (4.4) obtém-se:
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(4.11)

(4.12)

(4.13)



ou seja,

n 2
EIY —H ¢f{r)=0,
dez Hq(
29 _o.
dx X =

Consegiientemente, de (4.4), resulta

n d3¢i n dzq;
2 al0-m3emIt

i=1 %]

Substiuindo-se (4.9) e (4.11) na equac@o anterior, obtém-se:

a qual pode ser reescrita na forma:

ou ainda,

]

X =]

3
s m? i(x>] Ce™ =0,

x=1

3
{EI%—%—+ mw? i(x)] =0.

x=1

Ce™" = mc(pi(l)(—wae”"),
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(4.14)

(4.15)

Portanto, pode-se aplicaras condi¢Ges de contorno (4.12), (4.13), (4.14) e (4.15), as quais

sdo agrupadas a seguir:

(El-dlei+1w2£g—)| =0,
o’

r 1 dx o
¢i(0) =0,
29 _o,
dx— x=1




Com (4.10), pode-se escrever a solucdo geral de (4.6) como
¢i(x) =C isen(ﬁix) +Cy COS(Bix) + C3isenh(ﬁi'x) +C,; COSh(ﬁix) )

o que implicaem:

% = ﬁi[C“ cos(ﬁix) - Czl.sen(ﬁix) +C;; cosh( ﬁx) + Cﬁsenh(ﬁix)]
Cj;q;' = ﬁiz[—Chsen( B.x)— C,, cos{Bx)+ Cysenh(Bx) + C;i cosh(ﬁix)] . (4.16)
CZ? = ﬁf[—CH cos( ﬁlx) + CZisen(ﬁix) + G, cosh( ﬁix) +C 4lsenh( ﬁix)]

EntZio, a partir da condigdo de contono (4.12), obtém-se:
EIB(C,, - C,;) + I,w*(C,,+ Cy) =0. (4.17)
A aplicacdo da condigéo de contorno (4.13), conduz a:
C,,+C,;=0 = C,,=-C,, (4.18)
enquanto que a aplicagdoda condi¢io (4.14) resulta em
—~C,sen(Bl) - C, cos(Bl) + C,senh(B1)+ C,;cosh(B1)=0 . . (4.19)
Aplicando-se a condigio (4.15), obtém-se:
C,{~EIB; cos(B.1) + mw}sen(B, 1)) + C,( EIB; sen{Bl) + mw? cos( 1)) +
+Cy,(EIB; cosh(B1) + mwsenh(B.1)) + C,(EIfsenh( 1)+ mw? cosh( B1)=0 ' (420

As quatro equagdes resultantes da aplicacdio das condi¢cdes de contorno formam o seguinte

sistema:

rEIﬁi(CM -Cy) +ILwXC, + Cy) =0

C,+C,, =0

| {~C, sen(Bi) - C,,cos(Bi) + C,senh(B.1) + C,;cosh(B1) = 0 : (4.21)
C“.(—Elﬁf cos(B1) + mwlsen(B, l)) + CZ,.( EIB}sen(Bl)+ mw} cos( Bil)) +

~+C35(E1ﬁf cosh(B 1) + m wisenh(B1))+ C, (EIB senh(B1) + mw? cosh(B1)) = 0

Substituindo-se (4.18) em (4.19),

~C,sen(B1)+ C, senh(B 1) + C,(cos( 1) + cosh(B1)) = 0, (4.22)

(4.18) em (4.17),

2C,EIB, + Iw(C, +C,) =0, (4.23)




e (4.18) em (4.20), resulta

C“.(»Elﬁi3 cos(Bl)+m w.zsen(ﬁ.l)) + C;.(EIB?Q’ cosh(B1) + m.w senh(ﬁ Z))

(4.24)
+C4i(EIﬁf(senh(ﬁl) sen(ﬁl))+mw (cosh B.1) - cos(B) ))

Isolando-se C,; em (4.23), obtém-se:

2E1ﬁ
Gi=-GCi- T

rvi

=i, (4.25)

Entdo, substituindo-se (4.25) em (4.22), fica-se com:
(2E1B,sen(B) + 1,w?(cos(B,4) + cosh(8,1))) .
—T LW} (sen(B.1) + senh(B)) 7
e, finalmente, substituindo-se (4.25) e (4.26) em (4.24), obtém-se:
2EIB;sen(B 1)+ Iw?(cos(B1)+ cosh (B )) 2EIB.
Iw}! (sen(ﬁil) + senh(ﬁil)) ILw;

2E1B;sen(Bl) + 1w} (cos(B1) + cosh(B1))
B Lw} (sen(Bl) + senh(B] )

+EIB}(senh(Bl) - sen( 1))+ m w}{cosh(B) - cos(ﬁil))]C4i =0

Portanto, para que C,; seja diferente de zero (solug@o n#o trivial) € necessdrio que:

(4.26)

)( EIB? cos(Bl) +m, wzsen(ﬁl))

)(Elﬁf cosh(B,1) + m w}senh(B.1)) + . (4.27)

[ 2EIBsen(Bl)+ Lw? (cos(ﬁ,.l) +cosh (B )) 2EIB,

Iw.z(sen(ﬁ.l) + senh(ﬁ.l)) - T’ )(—Elﬁf cos(B1)+ ch,-zsen(ﬁil)) .

(ZEIﬁ sen(ﬁ l)+ Lw; (cos(ﬁ l)+ cosh(ﬁ l))
w? (sen(B) + senh(B1))

+EIB; (senh ) (ﬁl))+m w; (oosh(ﬁ ) cos(ﬁil)) =

)(EI[’J'I.3 cosh(ﬁil)+mcwfsenh(ﬁil)) + ,  (4.28)

sendo a equagdo (4.28) usada para determinar os valores dos f; e, a partir destes valores,
determina-se os A,, pois A, = B/. As primeiras trés raizes n3o nulas da equacio (4.28) foram

encontradas utilizando-se o Método Numérico da Bissecgdo, com oito digitos significativos de

precisdo conforme:
B, =1.522638; B, =2.615733; B, = 4.432305,
o que implica em

A, =2.45144718; A, =4.21133013; A, =7.13601105.
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As demais constantes presentes na equacio (4.28) sdo relativas aos pardmetros estruturais,

tendo-se utilizado os mesmos valores numéricos ji definidos no Capitulo II. Como

EI ,
W, =% ;74—7&,:,

as freqii€ncias dos trés primeiros modos de vibragio sdo:

w, =17.50942188"%; w, = 51.67329338"%; w, =148.36715%

A partir das equagBes (4.18), (4.25) e (4.26) pode-se escrever ¢.(x) em funciio somente da

constante C,; como segue:

((2E1B sen(B 1)+ Lw? (cos(ﬁ )+ cosh(B1)) 2818,
#(x) _( Iwz(sen ﬁ + senh ﬁl)) - ILw C4isen(ﬁ,.x) ~Ca cos(ﬁix)+

(2EIﬁ sen Bl I (COS B.1) + cosh(p, l)))
( n(B.1)+ senh(p, l))

C4isenh( B.x ) +C,;cosh ( B.x )

ou seja,
(2E18, sen( Bl)+ Lwi(cos(Bl) + cosh(B))) 21,
¢(x)=C, ( 2 (sen(B) + sen (7)) T )sen(ﬁ x)—cos(Bx) +
(2E1ﬂ sen ﬁl +1 ,(cos(ﬁ,l) +cosh ﬁ l)))
Lo B« senh(B) )+ C°Sh(f*’ix)]

Definindo-se ainda

) (2E1B sen(B) + Lw? (cos(B1)+cosh (B1))) 2E18

L (sen(Bd) + senhi (1)) "I (4.29)
e

(2E1B,sen(B1) + Iw?(cos(B1) + cosh(B.1)) <
B L w:(sen(B.1)+ senh(B.1)) ’ (430

pode-se escrever ¢,(x) como:
9,(x) = C[Msen(Bx) - cos(B,x) + Nsenh(x) + cosh(x))]- (431)

Porém, ¢(x) deve satisfazer a seguinte condicio de ortogonalidad‘e [Schmitz, 1985]:

0¥ (5o + 1, 2250) Le(0) 4 m 0,09, (1)= 15, @32)

onde :
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2 P
L=I+L+ml e IB=£§-—, |
sendo [, correspondente a inércia total de corpo rigido da estrutura.

Trabalhando-secom i =j na equagfo (4.32) e sabendo-se que:

L,i=j
g, = . J. )
0, i=j
esta equacdo transforma-se em:

4

fo[‘i’i(x)]zpdx +1, {% (0)] . m{o, (0] 1. (4.34)

De (4.31), via derivagio em relacdo a x, obtém-se:

‘%’f— = C,,B{ Mcos(Bx)+ sen(Bx) + N cosh(x)+ senh(Bx)]

o que implicaem

“(0)= Cub(M+N). 435)

Substiuindo-se (4.31) e (4.35) em (4.34), obtém-se:

f:) Ci[ Msen(B.x)— cos(B.x) + Nsenh{ Bx)+ cosh(ﬁix)]zpdx + I,[Cmﬂi(M + N)]2 +
+m,Co] Msen(B1) - cos( B1) + Nsenh(B )+ cosh (/3,.1)]2 =1, ,

ou seja,

f ; C:i[( Msen(ﬁix) —Cos (ﬁix))z + Z(Msen( B.x)- cos( ﬁ,.x))( Nsenh(B,x) + cosh( ﬁix)) +

+(Nsen,h(ﬁ,.x) + cosh(ﬁix))z]pdx + LCoBH (M + NY +

b

2

+m,C2 Msen(B1) - cos(B1) + Nsenh(p,1) + cosh(B,1)) = I,

Portanto pode-se escrever:

Ci{pﬁ[(Msen(ﬁx) - cos(ﬁix))2 + 2(Msen(ﬁix) - cos( ﬁix))(Nsenh(ﬁix) + cosh(ﬂix)) +
+{ Nsenh(Bx) + cosh(ﬁix))zldx + 1B (M+NY + ,

. mc(Msen(ﬁil) ~ cos(B1) + Nsenh(B,0) + cosh(ﬁi())2 } =1

ou ainda,



| C;, { pj;l [M2 sen” (ﬁix) - 2Msen(ﬁix) cos(ﬁix) + oosz( ﬁix) +

‘ +2Wsen(ﬁix)senh(ﬁix) + 2Msen(ﬁix)cosh(ﬁix) -
+2N cos(B x)senh( B,x) — 2cos(B,x)cosh (B,x) + N?senh*(B.x) + . (436)
+2Nsenh(B,x)cosh( B.x) + cosh*( ﬁix)]dx +1B2(M+N) +

+m,(Msen(B,1) - cos(B) + Nsenh(B,1) + cosh(B,1)) } =1

Resolvendo-se as integrais por partes que aparecem na equacdo (4.36), obtém-se:

féZsen(ﬁix)cos(ﬁix)dx =f;sen(2ﬁix)dx = -21?1(1 - oos(Zﬁil)),

f(l)COSZ(ﬁix)dx = §+ -Lsen(Zﬁil),

|

\

\

\

‘ o, { 1

| Lsen'(ﬁix)dx == a?sen(Zﬁil),
‘ i

|

\

|

|

‘ 4B,
|

f;sen(ﬁl.x)senh(ﬁix)dx = %ﬁ(oosh(ﬁil)sen(ﬁl) - senh(ﬁil)oos(ﬁil)),
v fésen(ﬁix)cosh( B.x)dx = E-I-ﬁ— (1 + senh(Bd)sen{B,l) — cosh(B,l)cos| ﬁil)),
jicos(ﬁix)senh(ﬁix)dx = zk(senk(ﬁil)sen(ﬁil) + cosh(ﬁil)cos(ﬂil) - 1),
fécos(ﬁix)cosh(ﬁix)dx = %(sen(ﬁil)cosh(ﬁil) + senh(ﬁil)cos(ﬁil)) ,
f: senh®(B.x )dx = ——i— + Z%senh@ﬁ ),

f 2senh(B,x )cosh (B,x)dx f senh(2 B.x )dx 21@ (cosh(Zﬁil)—l),

f;COshz (ﬁix)dx = %"' Z,%:Senh(zﬁil) :

Entdo, substivindo-se os resultados das integrais por partes acima na equagfo (4.36), obtém-

Se.
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Cz le [M2(_;. - 2‘-j-g-.-sen(Zﬁil)) - 21;— (1-cos(282))+ 21 + Z—};—:sen(Zﬁil) +

+ %—- (cosh( [iil)sen(ﬁil) - senh(ﬁ,-l)cos( ﬁil)) + ﬁﬂ(l + senh( B )sen (ﬁ,-l) - cosh( ﬁil)cos(ﬁ,-l)) +

H i

- %(senh([il)sen(ﬁil) + cos(ﬁ,-l)cosh(ﬁil) - 1) - %(sen(ﬂil)cosh(ﬂil) + senh(ﬁil)cos(ﬁ,.l)) +

i I

4 1 1

A2 (_ é + Z_lgsenh(zﬁil)) + E%(oosh(Zﬁil) ~1)+ é + fgsenh(zﬁ,.z)] +1BH(M+ Ny +

2

+mc(Msen(/3,-l) - cos(ﬁil) + Nsenh(ﬁil) + cosh(ﬁil)) } =1I;

Portanto, a partir da equagdo acima, pode-se determinar analiticamente o valor da constante
C,;. Definindo-se:

I 1 M I 1
K - p{Mz(_i _Zzsen(zﬁiz)) —EE;(I—COS(Zﬁil))-F 5 +ZEsen(2ﬁ,~l)+

+ —A%V— (COSh(ﬁil)Sen(pil) — senh(B;1)cos( ﬁil)) + —ﬁM_(l + senh( B)sen(p;1) ~ cosh( B)cos (ﬁil)) +

] 1

- %(senh( Bl)sen(;1) + cos(Bd)cosh( 1) -1) - -é—( sen{B1)cosh( B} + senh(B)cos(B,1)) +

i i

+N? (_é + Z%.—senh(Zﬁil)) +5%(cosh(2ﬁil) - 1)+ é+ Z%—senh(Zﬁil)] + I,ﬁiz(M+ N)2 +

i i i

+mC(Msen( ﬁil) - cos(ﬁfl) + Nsenh(ﬁil) + cosh(/S,-l))2

obtém-se:

C:K=I, = C, =% (4.37)

1

ou seja, para cada B, tem-se um K, e uma conseqgiiénte constante C,,. Foram encontrados os
seguintes valores numéricos para as constantes C,,, C,, e C,,:
C,y=18912 ; Cp, =3.1696 ; C, =29715,
sendo, a partir destas constantes é dos valores dos f;, i =1,2,3, determinadas as seguintes fun¢des
de forma:
9.(x)=C, [Msen(ﬁlx) - cos(ﬁlx) + Nsenh (ﬁlx) + cosh(ﬁ,x)],

¢,(x) = C.o Msen(B,x) - cos(B,x) + Nsenh(B,x) + cosh(.x)}
¢(x) = C43[Msen(ﬁ3x) - cos(133x) + Nsenh(ﬁ3x) + cosh(ﬁ3x)],



trados na Figura 4.1.
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4.3 OBTENCAO DO MODELO DINAMICO

w o~
W 0
= 3
m -~
o
o
2
&
g
B
Q
3
[3e
3
o
]
[2+
&
2]
<
- p—(
L
=]
@
=
5
= %
n &
© Q
1) +
— “VA
= <
RN I
Q
-
E ¢
e 3
N [}
s 8
7] =
<
T 4
g &
m bres
(]
g 3
o =9
o 4
> b5)
3] ,V
g #
()
OO
8
hv) Q
2 b=
g )

0

0

0
—25w,

0

0
-2 51 Wy

0

0
0
0
0

25w, 1

0

0

2
3

—W.




L

89

) .. LT
X=lgy @& & @& @& & @ &)
e §;, i=1,23, correspondem as razes de amortecimento, as quais serdo diferentes de zero caso se

considere o amortecimento natural da estrutura. Este modelo dindmico pode ser obtido diretamente da
aplicagio das equacdes de Euler-Lagrange, sendo o Lagrangeano, para o caso de trés modos

flexiveis, definido sob a forma [Schmitz,1985]:

1a, 2 s - 46,(0)
L=5;1M3_§;1waqz+rm(27 . @39)

onde T,, é o torque motor, ¢ ¢,(x)= x (modo rigido).

A matriz de observagdo, para o caso colocado, possui a seguinte forma (observa-se a

velocidade do rotor):

cc={0 00 0 1 ‘Zl(o) ‘;‘%(0) ‘Z’;(o)],

sendo que esta matriz decorre do fato de que, da equagio (4.2), a velocidade do rotor é obtida

como:
- . d¢ de, ag, .
8, =g, + EL(O)% i (O)% T (0)93 .
Para o caso ndo colocado, observa-se a posi¢do y{/,r) da carga terminal, a qual possui a
forma:




)’(l’t)= Yr=lg, + ¢1(l)% +¢2(l)% +.¢3(l)%~

Portanto a matriz de observagio sera:

Co=[l 8() 6.0 () 0 0 0 0]

4.4 ANALISE DOS RESULTADOS E CONCLUSOES

De acordo com a equagio (3.19) (Capitulo III), as funcSes de transferéncia, nos casos

colocado e néo colocado, s3o descritas respectivamente pelas equagtes:

E(s)=C.(sI- A 'B

E (s)=C,(sI - A)'B,
onde I € a matriz identidade.

A Figura 4.2 contém as respostas em freqiiéncia das fungdes de transferéncia Analitica
(Capitulo IT) e por Modos Assumidos para o caso colocado.

A fim de garantir uma comparagio mais efetiva com o resultado analitico, o amortecimento
estrutural foi negligenciado, assumindo-se as razdes de amortecimento (&, i=1,2,3) nulas pa
equagao (4.38) (em casos préticos estas razdes de amortecimento poderiam ser identificadas a partir
de experimentos em malha aberta). Analizando-se esta figura, observa-se a perfeita coincidéncia com
o resultado analitico, ou seja, os trés primeiros zeros e pélos sdo idénticos nos dois resultados. A
Figura 4.3 contém também respostas em freqiiéncia das fun¢des de transferéncia Analitica e por
Modos Assumidos, agora para o caso ndo colocado. O resultado é semelhante ao anterior, ou seja, hd

uma coincidéncia, em termos de freqiiéncia, para os trés primeiros modos flexiveis considerados no

modelo.
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5.1 INTRODUCAO

No presente capitulo é apresentada a modelagem matematica para a dinimica da estrutura
flexivel a partir do Método das Deformagdes Polinomiais, o qual pode ser considerado como um dos
derivados dos Elementos Finitos. Com um procedimento semelhante ao apresentado nos capitulos
anteﬁores faz-se, inicialmente, o desenvolvimento tedrico. Posteriormente sio realizadas

comparagbes com o estudo analitico apresentado no Capitulo I1.
5.2 DESCRICAO DO METODO

O Método das DeformagSes Polinomiais sugere que a deformacdo da estrutura tenha um
formato polinomial. A Figura 5.1 mostra um desenho de um elemento da estrutura flexivel, que

dentro do caso cldssico dos Elementos Finitos, é de terceira ordem na forma:

w(x,1) =a, () + a,(t)x + a,(t)x* + a,(1)x’ , (5.1

obedecendo as seguintes condi¢Ses de contorno:

a) w(0,1) = g,(1);
b) Z(01) = a1y
) w(l,r)=g,(r);

d) Z41.1)= 4,(0)

(5.2)

O caso classico consiste em conectar diversos elementos de terceira ordem entre si.
Desenvolve-se, a seguir, as equagGes para um uUnico elemento isoladamente, guardando-se a

informagéo de que o formalismo seria 0 mesmo para os diversos elementos, excetuando-se o primeiro

e o lltimo elementos uma vez que suas condi¢des de contorno sio diferenciadas.




AL

A

Figura 5.1 Elemento cldssico da estrutura

Aplicando-se as condigdes:

a)
w0.0) =) = afs) =4,(0);
b)
2 a(0)+2a (0430 = Z(04)=a,()
implicaem
4(1)= 4,();
c)

w(l,1) = a, (1) + a (1)l + a, ()0 + a4, (0)F° = q,(¢) ;
mas de (5.3) e (5.4), obtém-se:

7,(0)+ ¢, ()l + a, () + a,(1)F = q,(1) =a,(t)* + a,(1) =q,(t) - ¢ (#) - a,(2);
d)

%"-(z,z) = a(t) +2a,(t)l +3a,(t)* = q,(1).

(53)

5.4)

(5.5
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De (5.4), resulta:

(1) + 24,00l +3a,() = 4,(t) = 2a,()1+3a,(0) = q,1)- 4.(1).  (56)
Logo, de (5.5) e (5.6), obtém-se o seguinte sistema:
{az(t)lz + as(t)l3 = %(Z) - %(t) - %(t)l
2a2(t)l+3as(t)lz=q_4(t)_Q2(t) ’
cuja solugéo é:

) 2[a0-a(0]-1[26,() +4,0)]

a, (t 2

5.7

_Ha0+a.0]+2[4()-40)] .

l

a,(t) (5.8)

Substituindo-se (5.3), (5.4), (5.7) e (5.8) em(5.1), obtém-se:

X+ 3 [qs(t) _%(t)]_l [2q2(l)+ q4(t)] xz +

2

W(xst)=%(t)+q2(t) I?

[qZ(t)"'%(t)]"' 2 [ql(t)—q3(t)]x3 ’
l3

[
+

e agrupando-se os termos da equacdo acima, resulta:

2 3

3 2 2x° x
w(x,2) =(1—sz +52°)q,(1)+ (x-—l-+ 7—) % (1) +

2 3 2 3 (5'9)
(- a0+ [+ 2

I I P

Portanto, a deformag&o pode ser escrita como:

w(x.0) =3 6,x)a,0).

=]

onde

(5.10)
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Como ndo h4 inércia no rotor nem na carga terminal, a Energia Cinética é escrita na forma:

E =52 pdx=1 (4 [m] . (s.11)

onde p € amassa por unidade de comprimento da linha eldstica. A equagio da Energia Potencial € a

mesma j4 utilizada em capitulos anteriores, ou seja:

2

-2 B 2 ) @=L [T [ [4) (5.12)

onde

4] =[a 2 4 4. - (5.13)

Os elementos das matrizes [m] e [k]sdo escritos, respectivamente, como:

I
m; =ﬂ)p¢i(x)¢j(x)dx; i=L..,4 j=1...,4 (5.14)
c
( )49,(x) .
k; -fEI = de; i=1,.4 j=1..4. (5.15)

As equagBes (5.14) e (5.15) sdo igualmente vilidas para todos as outras estrutras
elementares. Reunindo-se todas as equagdes obtém-se o Lagrangeano total do sistema, que permite

determinar as equagdes diferenciais ordinérias que descrevem a din3mica da estrutura flexivel na

forma:

[M1[0] + [K1[Q] =[s]. (5.16)
onde [S] é o vetor das forcas generalizadas, [Q] € o vetor formado por todos os vetores dos
parametros cineméticos [ g], e [M] e [K] sdo formadas pelas matrizes [m] e [k], respectivamente,

[=1,...,N (N ¢€onimero de elementos).

Segundé [Chrétien, 1990], esta técnica é inconveniente por necessitar de um nimero grande
de elementos, a fim de minimizar o efeito de uma modelagem incorreta das deformacdes
correspondentes ao primeiro elemento finito (conectado ao rotor) e ao tltimo (conectado 2 carga). Isto
aumenta consideravelmente o tamanho das matrizes[ M] e [ K], ampliandoassim a complexidade do

modelo.
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53 UTILIZACAO DE UMA APROXIMACAO POLINOMIAL DO QUINTO
GRAU

Para superar as dificuldades do método cldssico citado anteriormente, Chrétien [Chrétien,
1990] propds a utilizagio de um tinico elementofinito, mas com uma deformagio aproximada por um
polinémio do quinto grau.

Considere ainda uma estrutura elementar, conforme mostra a Figura 5.2. Este elemento

possui 0 comprimento total da estrutura flexivel, pois se considera um Wnico elemento finito. Dois

novos parametros cinematicos sio introduzidos:

M M
A, B
th= s gdt)= , 5.17
q3( ) El %( ) El ( )

onde M, e M, sio os momentos fletores nas extremidades da estrutura elementar.

O desenvolvimento das equagGes neste caso é idéntico ao caso anterior e, portanto, a

expressdo da deformacéo € dada por:

w(x,1) =a,(t)+ a,(t)x + a,(t)x* +a,(t)x + a,(t)x* +a,(t)x°, (5.18)
com as seguintes condi¢des de contorno:

a) w(0,1) = g,(r);

b) %;V—(OJ) = q,();

) Z2(0.0) = 4,(0):
oax

d) w(lt)=q.(1);

&) Z2(11) = 1)

P ) = a,(r)

(5.19)
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!<

7,(1) %w(x.t) Tln)

 J

A
)

Figura 5.2 Estrutura elementar com a representacfio de seis pardmetros cinematicos

Aplicando-se as condi¢bes de contorno:

a)
w(0,8)=a,(t) = a(t)=ql); (5.20)
b)
%’1”- = 4 (1) + 2a,(1)x + 3a,(1)% + 4a, (1) + Sa(tx* = %W-(o,z) ~alt),
X X
implicaem
a,(r) = g,(2); (521)
)
Iw =2a,(t)+ 6a,(t)x +12a,(t)x" + 20aft)x’ = zz—w(() t)=2a,t)
ax'_’. 2 4 5 ax?. ? 2 ’
logo
2a,(t) = ¢,(1) = i) J-i—[); (5.22)
d)

w(l,1) =a,(t) + a (1)l + a, (1) + a, () + a,(t)* + a,()° = q,(¢).



Substituindo-se (5.20), (5.21) e (5.22) na equacio acima, tem-se:

1)+ 0,01+ B 1 a 0P + (10 + i =0, (),
ou ainda,
a0 +a O + ) = a0)-q (1) -a(oy - L7

Da condigio ¢) resulta:

%W;(l,z) = ay() +2a, (1) +3a, (117 + 4a,()F +5a,(1)I* = q(1).

Substituindo-se (5.21) e (5.22) na equagio acima, obtém-se:

q,(1) + 4, (e + 30, (O)* + 4, (1) + 5a0)" = 45(¢),

ou ainda,
3a,(1)0” + 4a (1) + Sas(1)* = q5() - 4,(¢) - g,(1)L.
Finalmente da condi¢do f) obtém-se:
Pw ) 5
?(z,t) =2a,(t) + 6a,(t)l +12a,(t)1° + 20a,(1)l =q,(z).

Substiuindo-se (5.22) na equagio anterior, resulta:

i g;() + 6a,(1)1 +12a,(t) +20a,(1)° =4,(2),

ou seja,

6a, (1)l +12a, () +20a,(t) = q(t) - g, (2)-

Portanto, das equagdes (5.23), (5.24) € (5.25), obtém-se o seguinte sistema:

a1 + a0+ (0 = 4,) - g (1)~ (e -2

64, (1)l +12a,(2)F +2045(1)P = g4(2) - 4,(¢)

‘ cuja solugdo &

)2 4dt) _4gs(1) 109,() 34.(0) 6q,(1) 10,()

21 I P 21 P P

ay(7

a,(t) = - q;St) .\ 732(0 _ lszj(z) . 3231(;) . 8q;3(z) . 15?;(1)

; 3‘73(t)lz + 4“4(t)l3 + Sas(t)l4 =q5(t) - q,(t) - %(z)l ’

2

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)
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a()= 20 _3a(0) 16a0) a.(1) 3q,(r) 64.(1)
5 P I JE P g 5o

(5.29)

Substiuindo agora (5.20), (5.21), (5.22), (5.27), (5.28) € (5.29) em (5.18), obtém-se para a

deformacio:

%) 2, [%() _4441)  10g,(r) _3q:() _64(1) 104(1)] -
wix,t)=q () +q,(t)x - s\l) _9%\) V4G
() =)+ aal)er L 290 2040) , 10003040 _Sat) 10a)]
_6.75(t) 7q5(t)_1544'(t) 3g5(1)  8g,(t)  154(1)] 4
‘ +[12+13 r 21+z3+1“}x+
‘ [%(t) 3as(t) , 164.(1) _ ax(t) 39:.(1) _64(1)] s
28 I r 28 * &
ou seja,
10> 15x* 6x° 6x®> 8x* 3x°
w(x,t) = {1 - TR q,(t) +{x - T T a,{t) +
x* 3x 3x* X 10x° 15x* 6x°
[2 ETREY: _213] ) [13 TP TP ]q“(t)‘L ‘ (530
4x? 7x 3x x*
ST e [ 35
Como a deformac@o pode ser escrita na forma:
6
w(x.r) =Y ¢,(x)q(t),
i=]
entdo de (5.30) resulta
10" 15x*  6x°
¢1(X)=1" 13 14 15 ?
6x° 8* 3x°
¢2(X)=x— 12 l3 - 14 ?
x> 3% 3x* X°
I T TR T
(5.31)

=
"21 2P
As expressOes para calcular as energias cinética e potencial s3o as mesmas do Capitulo 11
(equagOes (2.1) e (2.2)), ou seja,

ﬁi‘ﬁté widh
i, U” ha

i GiETeE

EXY
e Pl e

P R



E =%1,9 +-f(—+x9)2pdx+——(—+x9)
€
E,-1 Ez(‘; (xz))°

as quais podem ser escritas ainda na forma:
E<ir6+1 I(Qv—+x9)2pdx+—%(ﬂ+x9)2 "1'[
AT A 2\ & )

mas considerando que 8 = g,, tem-se:

2

bt 21(2 ) {2 )| LT
—~fEI( xt)zdx--[q] 4] [4].
onde

[QJ = [q1 92 495 44 9s qé]T

Os elementos da matriz| m] sdo dados por:

2

/ ’ (102 15t 6xY
my, =j;p[¢1(x)] dx+mc[M} -_-fop(l_ el _6x
0

my, —f PP, x) ¢2 (x)+ x]dx + Mm@, l)[‘l’z(l)"' l}

121
dx = -~ pl
P ror ) 42
971 o

10x 15x4 6x°> 6x> 8x* 3x°
"f ( P _15)(2x' 12+13—14)dx=

iy = [ o0 () e + ey (s (1) =

(o]

4620

4 5 2 3 4 5
’f (1_10x JIsxt ex )(_x__gyﬁ__’_?ﬁ___a_c_)dx_ 281 5

l4
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2.1

2.2)

(5.32)

(5.33)

(5.34)



e = [, e W ) + e (1) -

4 5 3 4 5
fp( 10x +15;: _6;5 3(1(;: _15x”  6x \,dx: 25

I P 231

nys = j;p¢1(x)¢s(x)dx+mc¢1 Des(l) =

_11 (o1ox® 15x*t 6x5)(_4£ OCE 2 PR & oP?
oP P AN O N R L 4620

i = f, P W 3) + m g (10(0) =

_jl o 10x? 15t exy(x? xt & de= 8L
AT T T TN T 28" 50

oy =f;P[¢z(x) +x}1)1 (x)dx + ’ﬁa[‘i’z(l)"‘ 1]471(1) =My = 4967210 Plz

Moy —fp{ x) +2x¢,(x )+x2}dx+mc{[¢2(l)]2 +22¢2(i)+12} +1 =

0

2
6x3 8&* 3x%) 6x> 8x* 3x° 5 5
fp{( t= - ;) +2x(x— ; + ; ~ l§)+x‘ dc+mld +1 =

1471 5 )
=%pl +mcl +Ir

My =J:p[¢2(x)+ x;bg(x)dx+mc [‘f{(_,l)"'l]?ﬁ(ﬁ =

2 3 4 5
]J 2x_6x 8x* _332)(5___3_x_+3_x_i__x_3)dx= 89
A2 w2k 2 18480

o = [(6l0x)+ (o)t m[g@l}g@

6x> 8x* 3x°\(10x° 15x* 6x° 1801
=m24=£p(2x-— 2 + B 14) [EET + JE )d“'mcl:mf’lz*m

[
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e = s e« 0+ 100 -

0

6x° 8x* 31\ 4xX 7x* 3x° 991 4
= pl2x-22 4+ _ e e e
Jip ( F P )( T ) 138600 "

My =j:P[¢2(x)+ x}pG(x)dx +m, [w‘*‘l}@ =

6x° 8* 3x°\(x x* x° 79
= 2X -t - | = - S+ =5 |dx = ——pl*
f:p{ FY P 7 ) 2 12+2l3) P

o f;p%(x)fh(x)dﬂmc«#s(l)oﬂ(l) g =P
s =jép¢3(x]:¢2(X)+X]dX+ mdﬁ(gﬁl}[q%@ﬁu l] = my, =£T9§(_)pz4

5.2

! 3 t x* 3x* 3%t x 1 5
= _dx l = — e — — [ >
s = [ A% ()] +m[~‘l’3~09} JA T 3rt5r Z’) ® ol

M3 =j:P¢3 (x)m(x)dx + mc%i)‘&@ =

= 3
55440 o

“ 3x 3x* x° 10x° 15x4. 6x° 181
i p(_'_"+___)( S -

s = pos(s(a) + sl =

_f x_:z._3£+3x4_i _4x3+7x4_3_x_5_ dx = — 13 [4
Pl 2 21 2w 2P I? B8 P

M6 =LP¢3(x)?>6(x)dx +m‘¢i@,¢il)=

2 3 4 5 3 4 5 )
=j;p(52_._§_)f_+§z,f_£_;)(z__x7+%)dx= L s

20 210 20021 I 21 11088
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25

!
g = [ ooy (e + m 9, (0p,1) = iy = 22 i
a1 fo AX 41 10 14 =537
— $a(x]o (x)+ xldx + m g, ()9, (D+ 1| = 180 e i
0 ‘LP 4 2 ' 41 ¢2O =My -4620P e
M = [, 004 W (e +m 8, (1) = sy = 2L i
0 = 55440

- ﬂmx)]zpdmmc[&@} i

_ jJ10x3 155  6x° 2dx _18
_pO 13_14.,{-15 +mc—462p+mc

mas = [[84(5s(x)oc + m 9, (0)gs(1) =
1 0
1027 15x* 6x°\( 4x® Tt 3x° 311,
- f:( R 15)(— ETE TR )dx=_4620 l
as = [ 8.E)0(x)ocke + m9.(ot) =
1 0
10x>  15x* 6\ X X 281 4
=pj§( l3 - l4 + 15 )(E_?+5?)dx=55440 !
- [ 9s(x),x) (6, (1) = s =~ pi?
mSl—J;‘PSx (X ) pdx +m, s 01 —m15—“462091
= [ostefa(x) + sl +m, gy 0) g0 1| = g =~
msz—‘l;¢5x¢2x+xmx+mc‘£50~‘£g\é_,+ _%5—_13860‘0
s = [ 920 (Ve + 1, 65(1)s(1) = s = - o pi?
= [9s e TPV 5 = 713860

0
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s = s+ ) = s -~

O

2

] ! 3 4 3,5 2
Mmss =~£[¢5(X)]2de+mc{¢_s\(l’_2} = Pﬁ)(—4}2€ +7x -5 ) dx-_:ipf

0

Mg =J:¢5(x)¢6(x)Pd" + mc¢5(l)¢6(l)=

4x3 7x 3x X 23
. .2l o Ve B
pf]( )(21 z?+2z3) 18480 "

er = [ x)0h (<)ot + m g (Do(1) = m -

| ) 79
Mgy =J;¢6(x1¢2(x)+ x]pdx + mc(&éi) [&gﬁ + l} = s = 13860 o’

]
M3 =£¢6(x)%(x)9dx+mc¢s(11%(l) Mize =1—1(')'é_8'Pl

e = 06N+ g D00)= 2 o7

l 23
Mis =j;¢6(x)¢5(x)ﬁdx + mcfgg(i)g_s@ = Mg = _%pfr

[

Mg f¢6x) pdx+m[ } = pf( - xs)dx—ﬁpl

Os elementos da matriz| k] sdo:




: _fEI ¢ ,i=1...,6 j=1,...6.

As derivadas da fungdo ¢,(x) sdo obtidas das equagdes (5.31) como segue:
dg __30x" 60x’ 30x* _ d’¢ _ _60x 180x" 120x°
dx P * P ax? B * P
dg, _,_ 1&? 32x° 15t d’¢, 36x 96x° 60x’

12 l3 l4 de lZ lS l4 ?
Ox? .\ 12x°  5x* - d’¢, Ox . 18>  10x°
20 28 2P dx* 1 A

dx

d¢,

dx

dg, 30x* 60x3+30x4 - d’¢, 60x 180x2+120x3.
&« P r T ot r
d¢s
dx
dfs
dx

12x> 28 15x* d*¢p, 24x 84x* 60x°
—— - = =- + - ;
. l.. l3 l4 dx 2 12 13 l4

o que implicaem

a4 60 0x2 120x°\° . 120EI
fEI( %)dx fEI( x 184x _12(lx)dx= 23
I / 7

2 2 3 2 3 60EI

om [ Eld X <z>o f - 60x 180x _1200( 36 96 60X\, GO
l I l l 71

: y > 10x° 3EI

fEId ¢, d’ ¢3 fEI( 60x 180x _1205x >(1—2£+18f _ ic )dx=
l ) rr | I} 71!
Ao de &, 60x 180x _120x7\(60x 180x* 120x° 120E1
b= Bl G g = -1~ P ) P F P ) EZ:
d2¢1 d2

am By f( =

—— > +
P 2 I

G P

60x 180x 120x3)( 24x 84x? 60x‘) 60E]

60x 180x 120x3)(3x 122 1Ox3> __3EI

dx__..__

v/k

l
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d’ ¢, d’ 60EI

¢‘dx kiy = —
77

fEI

a4 36x  96x° _60x’ *  576EI
b _fEI[ ¢2> dr = fEI( P & )dx: 1050

d2 2 3 2 3
k., —fEI ¢2d¢3dx fEI( 36x 96x _ S )( _9x 18 _10§)dx=11E1
l l I l 35
dz(jro ¢4 36x 96x2 60x°\(60x 180x* 120x° 60El
Ky 'fEI fEI P )( P i + 3 )dx = ——7

d*¢,, d* 36x 96 60x° 24x &4 60x> 108E1
ks "'fEI ¢2 ¢5dx fEI( - ;C f )(' 2x+ f )dx"'_—
l ) l ) I 351

d’¢, d2¢6 36x 96x 60x )( 12x? 10x) _4EI

26—fEI I i’ _fEI( 7 ] '72'_ P

| 2 2
i fEId%dfldx k13=§'E"I—
dx* dx 7!

11ET

2
d
fﬂd% 90 e =k =
35

1 (d%¢)\° z 9x 18x* 10x°\  3El
/(33 =fOEI(-ax—23) dx=fOEI(l-——l-+7———7§—) dx=-3?

d’e, d’¢ 9x 18x* 10x*\{60x 180x*> 120x° 3EI
b = 1 G G = {1 (- -

d¢3 d’

fEI

9x 18x® 10x3)( 24x  84x® 60x3)alx—4EI
2

¢5 (
—Zdx = (EN 1 -— +— -= - -
f l P TP I 35



9x 18x 10x3)(3x 12x? 10x3) Ell
] P dr =

= IEI.d_zq_)é..c_Zz_édx._ IEII ke
]%6"1; i di -'fo "l"' 2z~ TG

d¢, d% 120EI

Ky —f EI ¢4 ‘dx k., =

4 d~¢4 d¢, _60EI
k42 —J;EI dx dx k24 12
PR Y
"f &t i’ Tl

0x°\’ /4
-—fEI( \dx fEI(60x__180x +125 )dx=120£:
I { 7!

d2¢ d*¢ 60x 180x 120x°\( 24x 84x* 60x° 60El
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z d2¢\ 24x 84x> 60x°\"  192EI
k55=f0EI( dx = fE[( + - )dx= —

d¢, d*¢ 24x 84x* 60x°\(3x 12x*  10x° 11EI
Bl =5 = EI( )(———— )dx=——
=, T T NT T 35
2
fEId 9 & q?ldx=k =—3—El
- 71
/ a'2¢6 d*¢, 4El
b= Bl G2 G =hs =55
d’ ¢6 EIl
fEI e de =k =—
3
£
d’, d* 11E1
_f EI 6 ¢5dx ks(, = —
35
3\ 3El
fEI( )dx fE[(_?i{_nx +10x)dx= El
P A 35
Portanto o Lagrangeano do sistema é dado por:
1 .o . o
L=E - E, = S[4] [ml[d] - 5 [q] [*][q]- (535)
Assim, o sistema de equagdes diferenciais ordindrias pode ser obtido pela equaciio
[m][4] + [k][q] =[s], (5.16)

a partir de um dnico elemento finito, com deformago aproximada por um polindmio do quinto grau.
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5.4 APLICACAO AO CASO DE UM MANIPULADOR COM UM ELO
FLEXIVEL

O desenvolvimento precedente se aplica a um elemento da lamina. Para o caso de um
manipulador flexivel, conforme mostra a Figura 5.3, falta modificar a introdugfio do modo rigido com
uma altera¢o nas condigGes de contorno. Observando-se a Figura 5.3, verifica-se que a estrutura é

articulada-livre, com uma massa concentrada na extremidade (massa da carga dada por m,_).

O momento de inércia rotacional é negligenciado, logo é facil ver que:

2
w(0,¢)=¢q, = 0; [M

=g, =0 . (536)
axz }x-l ° .

Com estas condigdes nulas, os parimetros cineméticos que intervém no sistema de equagoes

diferenciais (5.16) sdo gq,(r), g,(¢), q,(t) e g,(t) . Estesistema é escrito na seguinte forma:

[M1G+[KlgG = 1T, (537)
onde
My My Moy My
ms,
=" My My, M ,
My Mgz My Mys
My, Msy Mg, Mg
- T
i=le: & a. qs].
ky ky Ky o ks
K*— k32 k33 k34 ]c35
k42 k43 k44 k45
k52 k53 k54 k55
e

T,=[1, 0 o of.
A fim de transformar o sistema de equagdes diferenciais de segunda ordem (5.37) num

sistema de primeiraordem ¢ feitaa seguinte troca de varidveis:

e, assim, o sistema (5.37) pode ser escrito na seguinte forma de estado: aaes -
seTeMas BE BIBLIGTECRE
SR TECH SETORM. BE MA
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X =AX+ BT, (538)

\ onde

= . . . .7
\ X=lg, @ a9 a5 @& & 4 4.
|

A _ [ [O]4><4 [1]4x4}
- -1
‘ —[M] [K] [0]4><4
e
‘ 0
| 0
‘ 0
| B= 0 1
| 110
\ [M]",
0 -

Utilizando-se §,(r) e gs(r) (Figura 5.3) no lugar de ¢,(t) e gJ{t), respectivamente, e

considerando-se o fato que

()= [%]M =a(1), | (5.39)

entdo o sistema de equagdes diferenciais (5.16) resulta em

MX + RX =3, (5.40)
onde
X=PX,
M=P"MP,
K = P'KP,
(5.41)

e P € uma matriz de transformacao de base.



Figura 5.3 Manipulador flexivel.

5.5 GRAFICOS DAS FUNCOES DE TRANSFERENCIA EM MALHA
ABERTA

De acordo com a equagio (3.19) (Capitulo III) as fungSes de transferéncia, nos casos

colocado e ndo colocado, sdo descritas pelas equagdes:

F(s)=C.(sI-A)'B

Fo(s)=C,(sI - A)'B,

onde / € a matriz identidade, sendo que os autovalores da matriz A, ou seja, os pélos da funcdo de

transferéncia, possuem os seguintes valores (utilizando os mesmos pardmetros estruturais definidos

no Capitulo IT):
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0.00 + 157.181
0.00 - 157.181
0.00 + 67.831
0.00 - 67.831
0.00 + 25.181
0.00 - 25.181
0.0000
0.0000

A Figura 54 mostra os trés primeiros modos de vibragdo no grifico da fungdo de
transferéncia do Método das Deformagdes Polinomiais no caso colocado, onde se verifica a presenca
dos trés primeiros pares de polos e zeros. Ja na Figura 5.5 se observa o resultado da fungio de
transferéncia no caso nio colocado, onde se verifica a presenca dos trés plos e a auséncia dos zeros,
visto que este € o caso de fase ndo minima.

Na Figura 5.6 mostra-se os trés primeiros modos de vibragfio no gréfico da fungio de
transferéncia do Método das Deformagdes Polinomiais. Verifica-se ainda que os zeros no Método das
Deformagdes Polinomiais sd0 muito préximos dos trés primeiros zeros encontrados na fungfo de
transferéncia Analitica. Percebe-se também que os dois primeiros pélos observados na Deformagio
Polinomial encontram-se deslocados para a direita em relagfio aos dois primeiros pdlos analiticos e
que o terceiro pélo verificado na Deformagio Polinomial coincide aproximadamente com o terceiro
polo analitico. A Figura 5.7 mostra o caso ndo colocado para as fungdes de transferéncia analitica e
do Método das Deformag¢des Polinomiais, onde novamente percebe-se o deslocamento dos dois
primeiros pélos e a coincidénciado terceiro.

A anélise da sobreposicgo dos grificos presente na Figura 5.8 permite a conclusdo de que
ndo hé praticamente diferengas entre os casos analitico e das deformagdes polinomiais para os trés
primeiros zeros das fungdes de transferéncia. Entretanto, percebe-se nitidamente a diferenga entre os
dois primeiros pdlos, visto que no caso das deformacdes polinomiais, 0s mesmos encontram-se
deslocados para a direita em relagfio aos dois primeiros pélos do caso analitico, mas o terceiro plo no

caso das deformacdes polinomiais j4 est4 bem préximo do terceiro pélo do caso analitico.
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Fungéo de Transf. do Método das Deformacgdes Polinomiais
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Figura 5.4 Funcéo de Transferéncia do Método das Deformages Polinomiais (Caso colocado).

Fungéo de Transf. do Método das Deformagdes Polinomiais
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Figura 5.5 Funcgéo de Transferéncia do Método das Deformagdes Polinomiais (Caso ndo colocado).
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Figura 5.8 Fungbes de Transferéncia Analitica e do Meétodo das Deformacdes Polinomiais
(caso colocado).



CAPITULO VI
APLICACAO A MANIPULADORES
COM ELOS FLEXIVEIS
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6.1 INTRODUCAO

Conforme ja mencionado no Capitulo I, existem diversas aplicagdes envolvendo estruturas
flexiveis. Dentre estas destacam-se os robds manipuladores flexiveis. Tratam-se, na realidade, de
robds com elos flexiveis [Gomes e Chrétien, 1992b]. No presente capitulo ¢ feito um estudo
associando a teoria desenvolvida em capitulos anteriores com a aplicagdo no caso de um robd-
manipulador com um 1inico elo flexivel. Nesta aplicagéio, a principal caracteristica a ser enfatizada
¢ a influéncia da dindmica do atuador sobre a dindmica estrutural. O atuador escolhido ¢ do tipo
motor elétrico com redutor de velocidades. No final do capitulo sdo extraidas concluéﬁes gerais

sobre a dindmica e o controle de manipuladores flexiveis.

6.2 INFLUENCIA DA INERCIA DO ROTOR

O estudo apresentado neste capitulo tem como base a utilizagio do formalismo discreto para a
obtencdo das equagdes diferenciais da dindmica do manipulador. Porém, as conclusbes seriam as
mesmas para qualquer que fosse a técnica de modelagem adotada. Apesar de intuitivamente
esperada, esta afirmacio foi comprovada a partir de resultados obtidos com outras técnicas de
modelagem e aqui omitidos por razdes de espago.

Um primeiro resultado diz respeito & inércia do rotor. Em outras palavras, deseja-se saber o
que acontece com os modos de vibragio da estrutura quando se modifica a inércia do rotor. A
figura seguinte mostra um desenho do manipulador, a partir do qual pode-se perceber que a
estrutura esta acoplada ao rotor, numa extremidade, e livre na outra, na qual se situa a carga
terminal. Portanto, € de se esperar certamente que a inércia do rotor exer¢a uma importante

influéncia sobre os modos de vibracdo da estrutura.
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Rotor \
m'.?

Torque 1,

Figura 6.1 Desenho esquematico do manipulador flexivel.

A equagdo diferencial da dindmica do manipulador ¢ escrita na seguinte forma de estado:

X = AX + Bu 6.1
onde a matriz 4, conforme demonstrado no Capitulo I1I, ¢ fun¢iio da matriz de inércia do sistema, a
qual por sua vez depende evidentemente da inércia do rotor (ver a equacdio 3.58). Fisicamente, a
medida em que se aumenta a inércia do rotor, a estrutura vai deixando de ser articulada numa
extremidade ¢ livre na outra, passando a ser fixa numa extremidade e livre na outra.

A figura seguinte mostra a variagio dos pélos do sistema em matha aberta, equivalentes aos
autovalores da matriz 4, quando a inércia do rotor varia do valor nominal até um valor muito
grande (dez mil vezes maior). As posigdes dos polos identificadas com "X" correspondem ao valor
nominal da inércia do rotor (polos de malha aberta do sistema nominal), enquanto que as posigdes
dos zeros de malha aberta (sistema colocado) estio identificadas com "0". Para cada novo valor da
inércia do rotor marcou-se a posi¢do dos polos equivalentes utilizando-se pontos, obtendo-se

trajetorias no plano complexo.
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variagéo dos polos
300

200+

100

-100 1

-200¢

-300 : : ' S ——" : !
3 .25 2 45 1 05 0 05

Figura 6.2 VariagSes dos polos em malha aberta devidas ao acréscimo da inércia do rotor.

E perceptivel que, 4 medida em que se aumenta a inércia do rotor, os polos se aproximam
dos zeros do sistema colocado. Devido a problemas de escala que dificultam a visualizagdo do
caminho percorrido pelos pélos, promoveu-se trés ampliagdes de regides da Figura 6.2, ampliacGes
estas presentes nas Figuras 6.3, 6.4 e 6.5. Na ampliagdo 1 (Figura 6.3) pode-se verificar que os
polos reais (modo rigido) ficam praticamente imoveis, enquanto que os polos relativos ao primeiro
modo de vibragdo, cuja freqiiéncia ¢ de aproximadamente /6 rd’s, migram ao encontro dos zeros
de mais baixa freqii€ncia, em torno de 2.8 rd/s. A segunda ampliacdo (Figura 6.4) pde em
evidéncia os pélos intermediarios, relativos ao segundo modo de vibragdo, com frequéncia
aproximada de 56 rd’s, os quais migram para os zeros de freqiéncia 5/ rd/s. A tGltima ampliacdo
enfatiza os polos de mais alta freqiiéncia (aproximadamente 250 rd'’s), correspondentes ao terceiro
modo de vibragio (Figura 6.5), polos estes que migram para os zeros também de mais alta
freqiiéncia (aproximadamente 248 rd/s) .

Fisicamente, ¢ intuitivo que o aumento da inércia do rotor corresponde a mudanga no tipo
de acoplamento da estrutura com a base que ¢ fixa a Terra. De articulada em uma extremidade e

livre na outra, a estrutura passa a ser fixa em uma extremidade e livre na outra; isto quando a
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inércia do rotor tende a um valor muito grande. Em outras palavras, a estrutura passa a vibrar com

as freqii€ncias dos zeros do sistema nominal, freqiiéncias estas que correspondem aos modos de

vibrag@o como se a estrutura fosse engastada (fixa) em uma extremidade e livre na outra.

201

15+

10+

5t

Ot

St

-10t+

151

ampliacéo 1

x

i 1 2 2

-20
-3

-25

[en ¥ 5

-2 -15 -1 -05 05

Figura 6.3 Ampliagdo enfatizando os deslocamentos dos polos de mais baixa freqiiéncia.

ampliacéo 2

60 -
X L

B}
40t
20}

o I
20F
A0k
80 B : :
e 05 0 05

Figura 6.4 Ampliacio enfatizando os deslocamentos dos polos de freqiiéncia intermediaria.
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ampliagdo 3
250+ X e —————

200+
150+
100+

250+ . L X e et ,
-285 -28 =275 27

Figura 6.5 Ampliagio enfatizando os deslocamentos dos pélos de alta freqiiéncia.

6.3 INFLUENCIA DO ATRITO LINEAR DO ATUADOR

De uma forma geral, o modelo de atrito mais utilizado ¢ o linear, cujo torque ¢ proporcional a

velocidade do rotor 6, :
Tézl = —crél . (62)
Mais realista, entretanto, ¢ o modelo que considera também a sempre presente componente

ndo linear no torque de atrito, cujo modelo mais difundido ¢ o de Coulomb [Armstrong, 1998], o

qual corresponde a uma constante (g, , atrito seco) se opondo ao sinal da velocidade:
Ta= —0,6'l ~ assign(él) (6.3)
A figura seguinte contém a representacéio grafica do torque de atrito da equagdo (6.3), a qual

combina os modelos linear e ndo linear. Analisa-se, portanto, nesta se¢fio o efeito do acréscimo do

atrito linear sobre os modos de vibracéio da estrutura (acréscimo do coeficiente c, ).
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Figura 6.6 Modelo combinando os atritos viscoso e seco.

As quatro figuras seguintes (6.7 a 6.10), apesar de diferentes das quatro anteriores, conduzem
a uma conclusdo semelhante a extraida destas dltimas. Trata-se da averiguagdo do que acontece
com a dindmica estrutural quando o torque de atrito linear (atrito viscoso) existente no rotor
(atuador) cresce a partir do valor nominal. Como no caso anterior, os pdlos e zeros do sistema
nominal estio marcados com "X" e "0", respectivamente (Figura 6.7). Pode-se perceber que, a
partir de caminhos diferentes dos realizados quando da variagdo da inércia do rotor, os pélos
tendem aos zeros colocados do sistema nominal. A diferenga mais significativa, a qual pode ser
melhor observada na Figura 6.7, ¢ que um dos pélos tende a menos infinito (modo rigido
extremamente amortecido). Em sintese, o acréscimo do atrito no atuador, assim como o acréscimo
da inércia do rotor, sdo fendmenos que fazem com que a estrutura vibre como se fora uma viga
engastada em uma extremidade e livre na outra. Uma importante conclusdo a extrair desses
resultados € sobre a interpretagio fisica dos zeros de malha aberta do sistema colocado, cujas partes
imagindrias representam as freqiiéncias de vibrago dos chamados modos engastados (cantilevers
modes, {Schmitz, 1985]), ao contrario dos polos de malha aberta, cujas as partes imaginarias s&0 as

freqii€ncias dos modos livres da estrutura.
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Figura 6.7 Variaggo dos pélos devida ao acréscimo do torque de atrito no atuador.
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Figura 6.8 Ampliagio enfatizando as trajetorias dos polos de baixa freqiiéncia.
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Figura 6.9 Ampliago enfatizando as trajetorias dos polos de freqiiéncia intermediaria.
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Figura 6.10 Ampliag3o enfatizando as trajetorias dos polos de alta fregiiéncia.
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6.4 INFLUENCIA DO ATRITO NAO LINEAR DO ATUADOR

Antes da apresentacio dos resultados referentes a influéncia do atrito ndo linear existente no
atuador, torna-se necessaria a introdugfio do modelo dindmico do atuador, o qual sera incorporado
ao modelo estrutural j4 desenvolvido. Atuadores do tipo moto redutores s3o os mais utilizados em
robotica de uma forma geral. Portanto, ha o rotor do motor elétrico e acoplado a este ha o redutor
de velocidades. O eixo de saida do redutor ¢ acoplado & estrutura, transmitindo a esta o torque
necéssério ao controle de suas vibragdes. Do ponto de vista dindmico, os atuadores sdo
considerados elementos trasmissores de movimento com uma certa elasticidade interna, devida
principalmente a deformagéo eléstica existente no interior do redutor de velocidades ([Spong,
1987], [Armstrong, 1988], [Gomes e Chrétien, 1992a], [Nicosia e Tomei, 1992}, [Ghorbel e Spong,
1992}, [Baillieul, 1992], [Léchevin e Sicard, 1997], [Moghaddam e Goldenberg, 1997], [Dixon et
al., 1998}, [De Luca et. al., 1998]). Pode-se demonstrar,‘ por formalismo Lagrangeano ou

Newtoneano, que a dindmica do rotor possui a seguinte forma [Gomes e Chrétien, 1992a]:

Ke

2
n

16 + 8. + (6, -nb, )= T, - a,sign(6.) (6.4)

onde [ ,nek, sdo ainércia do rotor, o indice de reducdio e a constante elastica do atuador,

respectivamente, sendo 68, €8, os angulos do rotor e saida do redutor, respectivamente. A equago

(6.4) ¢ anexada ao modelo dindmico estrutural (equagdo 3.58, Capitulo III). O modelo dindmico
global, incluindo atuador e estrutura, passa a ter quatro modos flexiveis, conforme pode ser visto na

Figura 6.11, a qual contém o diagrama de Bode para o caso colocado.
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Figura 6.11 Diagrama de Bode do caso colocado (torque motor / posi¢do angular do rotor).

uadores tais como elasticidade interna e

t

Amicos hos a

A

Devido a existéncia de efeitos din

atritos, o torque aplicado no rotor nunca ¢ transmitido integralmente a estrutura. O torque que é

efetivamente transmitido a estrutura € o torque na saida do redutor, o qual pode ser obtido a partir

da seguinte equa¢@o [Gomes, 1992a]:

(6.5)

uma simulagdo com o modelo dindmico com quatro modos flexiveis,

>

Realizou-se, entdo

um deles sendo devido a elasticidade interna ao atuador, conforme explicado anteriormente.

Aplicou-se um

ou seja, sem o atrito seco.

>

Considerou-se a dindmica do atuador como sendo linear

torque motor igual a 20 Nm nos primeiros 0.03 s, -20 Nm nos seguintes 0.05 s e zero no restante do
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tempo. Estes torques em malha aberta ativam os modos de vibragio da estrutura. Os resultados da
simulagdo podem ser vistos na Figura 6.12. Os valores numéricos da inércia do rotor, constante
elastica do redutor € coeficientes de atrito foram obtidos de um atuador real do tipo harmonic-drive

(as terminagdes (sai) e (ent) significam valores expressos na entrada ou na saida do redutor):

I, =5.8710° Kgm?(ent), K, = 3400Nm/ rd(sai);
¢, =0.0004Nms /rd(ent) e a, = 0.056 Nm(ent).
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Figura 6.12 Simulagdo com a dindmica global (atuador mais estrutura) do manipulador.

Percebe-se, da andlise da figura 6.12, que o modo de vibragdo mais visivel e, portanto,
aquele que transporta mais energia, € o de baixa freqiiéncia (aproximadamente /6 rd/s ). A questio
fundamental colocada neste momento € a seguinte: qual deveria ser o nivel de amplitude do torque
aplicado efetivamente na estrutura ou qual poderia atenuar as vibragdes decorrentes da ativagio em

malha aberta? A Figura 6.13 tenta responder a esta questdo. Trata-se do torque na saida do redutor,
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dado pela equagdo 6.5. Como o torque motor € nulo, o torque na saida do redqtor ¢ devido
exclusivamente as vibragdes da estrutura, repercutidas no eixo de saida do redutor. Portanto, o
torque motor de controle necessario a atenuacéio das vibragdes deve ter amplitudes compativeis
com as do torque de saida. A Figura 6.13 contém os graficos dos torques motor, de saida, além
conter retas tracejadas indicadoras dos niveis positivo e negativo do atrito seco (parte no linear do
atrito).  Observa-se que, na maior parte dos dois segundos de simulagio, o torque de saida ficou,
em valores absolutos, abaixo dos niveis de atrito seco. A principal conclusdo a extrair desse
resultado € que, caso se implementasse na pratica uma lei de controle para atenuar as vibragdes, a
mesma teria dificuldade em atenuar as vibrages residuais da estrutura uma vez que, os torques
aplicados no rotor, ndio passariam 2 estrutura por terem amplitudes menores do que os niveis de
atrito seco. A estrutura ficaria vibrando como se fora uma viga engastada em uma extremidade e

livre na outra.

torques motor, de saida e niveis de atrito seco
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Figura 6.13 Torque motor, torque de saida do redutor e niveis de atrito seco (linhas tracejadas).



130

6.5 INFLUENCIA DA ELASTICIDADE INTERNA

Esta segfo destina-se ao estudo da influéncia que a flexibilidade interna do atuador excerce
sobre a dinidmica da estrutura flexivel. Em outras palavras, tenta-se avaliar qual deve ser o
comportamento dos pdlos da dindmica estrutural em presenga da inclusio de mais um modo
flexivel (modo rotor).

A Figura 6.14 mostra resultados com os deslocamentos dos pélos, devidos a variagdes
provocadas na constante elastica do atuador (K . ) com duas subseqiientes ampliagdes (Figuras
6.14, 6.16). Parte-se de uma situagdo rigida (X, = 360000 Nm/ rd(sai)), finalizando-se numa
situagdo bastante flexivel (K . =200Nm/ rd(sai)). Em todas as figuras os polos iniciais (situagiio
atuador rigido) estdo marcados com um "X". Os polos nominais do modelo com o simbulo "+"
(K, =3400Nm/ rd(sai)) e 0s pélos na situagdo atuador muito flexivel (K, = 200Nm/ rd(sai))
com o simbolo "*".

Observando-se a Figura 6.14, identifica-se a existéncia de um modo de altissima freqiiéncia
(aproximadamente 10°rd/s) tratando-se do modo rotor. Esta freqiéncia diminui
significativamente a medida em que a elasticidade interna também diminui. Os modos estruturais
entretanto, estio ilegiveis nesta figura por razées de escala.

A Figura 6.15 mostra uma primeira ampliagdo, na qual encontram-se ressaltados os
deslocamentos dos pdlos relativos ao terceiro modo flexivel estrutural, cuja freqiiéncia do modelo
nominal € de aproximadamente 250rd/s. Observa-se uma variagiio muito menor do que a ocorrida

com os pdlos do modo rotor, porém mais significativa do que a ocorrida com os pélos dos modos

estruturais de mais baixa freqiiéncia ainda.
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‘ Figura 6.14 Trajetorias dos polos devido as variagdes na constante elastica do atador.

A ﬁguia 6.16 contém a segunda ampliago, enfatizando desta feita os deslocamentos dos
polos dos modos estruturais de freqiiéncia intermedidria e de mais baixa freqiiéncia. Percebe-se que
os deslocamentos sdo menores e que os polos reais (modo estrutural rigido) ndo se deslocam.

Pode-se concluir finalmente, que variagbes na elasticidade interna ao atuador provocam
variagdes nos modos de vibragdo da estrutura, ou seja, o modo rotor influencia os modos
estruturais. Também conclui-se que, quanto maior a freqiiéncia do modo estrutural, mais este
sofrera influéncia do modo rotor, sendo que esta influéncia é sempre no sentido de diminuicdes na

‘ freqiéncia do modo rotor induzindo diminui¢Ses nas freqiiéncias dos modos estruturais.
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Figura 6.15 Primeira ampliag3o ressaltando as variagdes dos péolos dos modos estruturais.
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Figura 6.16 Segunda ampliagao ressaltando as variagdes dos polos dos modos estruturais de freqiiéncia intermediaria e

de mais baixa freqiiéncia.
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7. CONCLUSOES

Neste capitulo apresentam-se as conclusdes gerais e ainda se indicam sugestdes para
trabalhos futuros como possiveis continuagdes da pesquisa realizada na presente dissertacio. E
importante enfatizar inicialmente, que todos os desenvolvimentos matematicos contidos neste
trabalho foram feitos manualmente, ou seja, sem o auxilio de sofiwares de manipulagdo simbdlica.
A razdo para isto € que, para manipulagdes algébricas complexas, os softwares testados (MATLAB,
MAPLE), ndo se mostraram muito eficientes com relacfio as simplificagdes para a devolugio do
resultado final. Apds cada desenvolvimento matematico, foram realizados exaustivos testes de
conferéncia antes de aceitd-lo como correto.

Conforme ja comentado no capitulo de introdugfo, ndo se encontrou, entre os trabalthos
consultados durante a revisdo bibliografica, trabalho semelhante a este, dando énfase
especificamente 4 modelagem dindmica. A grande maioria dos artigos versam sobre o controle
ativo de estruturas flexiveis ¢ todos fizeram uso de um modelo dindmico, desenvolvido por uma das
técnicas analisadas nos capitulos anteriores. Mas, normalmente, estes artigos abordam aspectos do
modelo de forma superficial, até porque o principal objetivo destes é o controle € nio a modelagem.
Neste sentido, a presente dissertagdo pretende ser uma contribuicdo para futuros usudrios que
necessitem desenvolver modelos dindmicos em aplicagdes especificas, permitindo-lhes uma
escolha consciente sobre qual técnica de modelagem utilizar.

Outra caracteristica que vale a pena enfatizar na presente dissertagdo € que, sempre que
possivel, os desenvolvimentos matematicos se deram de forma analitica, chegando-se a expressdes
finais faceis de serem manipuladas e aproveitadas em trabalhos futuros. Este € o caso, por exemplo,
das func¢des de forma no método dos modos assumidos, cujas expressdes foram desenvolvidas de

forma totalmente analitica, as quais dependem fundamentalmente das condi¢des de contorno.
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apresentadas 4 medida em que as respectivas teorias iam sendo desenvolvidas e apresentadas ao
longo dos diversos capitulos. Apresentam-se, entretanto, resumos sobre as principais conclusdes
extraidas de todo o trabalho realizado, acrescidas de comentarios que objetivam elucidar melhor a

interpretacgio dos resultados.

Sobre o Estudo Analitico (Capitulo IT)

Diversas conclusdes sobre as teorias desenvolvidas na presente dissertagdo jé foram
Desenvolveu-se, no Capitulo II, as chamadas fungGes de transferéncia analiticas, para os

casos colocado e ndo colocado. E importante ressaltar que:
* Existe uma hipétese simplificadora na origem do equacionamento, consistindo na consideracio
‘ de que ndo ha esforgos de cizathamento na estrutura quando esta se deforma. Apesar de
‘ aparentemente restritiva, esta hipotese ¢ bastante razoavel quando a estrutura ¢é delgada, como ¢

0 caso da ldmina flexivel considerada neste trabalho;

| * Estas funges de transferéncia sdo exatas e com elas obtém-se as respostas freqiienciais as

quais revelam os polos (comum aos casos colocado e ndo colocado) e os zeros (especificos para

cada caso);

| * Obté-las foi de fundamental importancia uma vez que as mesmas servem de referéncia a
validagdo dos modelos obtidos por diferentes técnicas. A partir das mesmas pode-se obter um
| numero infindo de pélos e zeros analiticos, fato que permite testar modelos de qualquer

ordem;
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Sobre o Formalismo Discreto (Lumped Mass Approach, Capitulo III)

Esta técnica consiste em aproximar a flexibilidade continua da estrutura por uma forma

discreta, constituida de partes rigidas conectadas por elementos flexiveis chamados de

articulagdes ficticias;

Trata-se da mais simples das técnicas em termos matematicos, uma vez que ndo ha a
necessidade de trabalhar com equagdes diferenciais parciais, nem, obviamente, com as

conseqiientes condigdes de contorno;

Esta técnica mostrou ser bem representativa. Deve-se, entretanto, tomar um importante cuidado.
Trata-se do wltimo par pélo-zero. Caso se deseje um bom desempenho do modelo em 7 modos

de vibragdo, faz-se necessario considerar-se 7+ modos na dinimica (no minimo);

Embora ndo se tenha explorado na presente dissertagdo os aspectos mencionados a seguir, o
formalismo discreto possui grande vantagem com relagfo aos demais, vantagem esta relativa a:
encontrar modelos dindmicos para estruturas com varios elos flexiveis; encontrar os modelos
cinematicos direto e inverso [Canudas de Wit et al., 1997]. Estes fatos se devem a nio
necessidade de trabalhar com as condi¢des de contorno. Espera-se, entretanto, quantificar

melhor esta afirmacgio em trabalhos futuros;

Sobre 0 Método dos Modos Assumidoes (Capitulo IV)

Trata-se da técnica que apresentou o melhor desempenho: ndo ha erros com relagdo ao

resultado exato (fungdes de transferéncia analiticas);
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Encontrar as fungdes de forma nfio € um processo exatamente simples, principalmente porqué o
mesmo ndo depende somente das condi¢des de contorno uma vez que hd a necessidade da
utilizacdo também de uma condi¢do de transversalidade. Porém, um processo totalmente
analitico e extremamente detalhado foi formulado na presente dissertagdo, de forma que
eventuais futuros usuarios precisarfo apenas substituir os valores dos parimetros da sua

estrutura para a determinagio do modelo especifico ao seu caso;

Ao contrario do formalismo discreto, o método dos modos assumidos deve apresentar grande
complexidade na determinacio do modelo de estruturas com varios elos flexiveis,
principalmente em razdo de dificuldades na obtengio das fungdes de forma, dificuldades estas

oriundas da complexidade envolvida no trabalho com as condi¢des de contorno.

Sobre 0 Método das Deformacdes Polinomiais (Capitulo V)

Oriunda dos elementos finitos, esta técnica apresenta um bom desempenho quando um grande
namero de elementos classicos de terceira ordem ¢é considerado [Chrétien, 1990], a fim de
minmizar imprecisdes devidas a deficiéncias nas condigles de contorno dos primeiro e ultimo
elementos. Porém, este elevado numero de elementos amplia em muito a complexidade do

modelo.

Testou-se, entdo, qual seria o desempenho de um modelo obtido a partir de um tnico elemento
de quinta ordem. Os resultados mostraram erros muito pequenos nos zeros, mas erros

significativos nos pdlos, aproximadamente nas seguintes ordens: 38% no primeiro modo; 20%

no segundo e 6% no terceiro;
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Algum erro ja era esperado uma vez que as funcdes de forma (analiticamente constituidas de

fungdes trigonomeétricas do tipo seno, seno hiperbélico, etc.) sdo aproximadas por fungbes

polinomiais.

Sobre a Aplicacio ao Caso de um Robé Flexivel (Capitulo VI)

Verificou-se, o que ja era fisicamente esperado, que tanto o acréscimo da inércia do rotor
quanto o acréscimo do atrito no atuador, ambos contribuem para aproximar dinamicamente a
estrutura do caso engastada em uma extremidade e livre na outra, ao contrario da situacdo

nominal articulada em uma extremidade e livre na outra;

Quando a situagio citada no item anterior acontece, os pdlos da dindmica nominal em malha
aberta migram para os zeros nominais do caso colocado. Este fato indica uma importante

interpretacdo fisica para os zeros do caso colocado, os quais s3o complexos conjugados e suas

‘partes imagindrias sdo equivalentes as freqiiéncias naturais de vibraggo, quando a estrutura esta

vibrando como se fora uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra (este fendmeno

Jja havia sido detectado por Miu, 1991).

Talvez o efeito mais importante relativo a influéncia da dindmica dos atuadores sobre a
dindmica estrutural, esteja realmente associado ao atrito ndo linear do atuador, conforme
demonstrado no Capitulo VI. Verificou-se que os torques necessarios a aténuac;ﬁo de forma
ativa das vibrag3es residuais da estrutura possuem amplitudes em médulo por vezes menores
do que os niveis de atrito seco. A articulagfio ndo é mais reversivel em termos de torque, ou
seja, torques menores do que o atrito seco ndo passam nem do rotor para a estrutura nem, tio
pouco, da estrutura para o rotor. Ndo hd, portanto, autonomia para o controle e a estrutura fica

vibrando como se fora uma viga engastada em uma extremidade e livre na outra;
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O problema citado no item anterior ¢ particularmente critico em aplicagdes espaciais
(manipulador espacial como o da Figura 1.1, por exemplo), uma vez que, no espago, podem
existir grandes variagGes de temperatura: de baixas temperaturas quando o manipulador esta na
sombra da Terra projetada no espago a altas quando o mesmo estd iluminado pelo Sol. Estas
condigdes praticamente inviabilizam a utilizagio de lubrificantes convencionais nos atuadores,

podendo assim elevar os niveis dos ja citados atritos ndo lineares.

Como continuagdes futuras do presente trabalho tem-se a intengdo de estudar mais
detalhadamente a influéncia da dindmica dos atuadores sobre a dindmica estrutural, principalmente
no que concerne aos atritos ndo lineares internos aos atuadores. Intenta-se, ainda, pesquisar sobre a
aplica¢do das técnicas de modelagem dindmica a estruturas com vérios elos flexiveis. Um exemplo

de uma estrutura como esta ltima seria um robd-manipulador com varios elos flexiveis.

Finalmente, pode ser dito que, apesar de académico, o problema estudado na presente
dissertagdo pode ser, conforme evidenciado ainda na introdugo, adaptado a diversos problemas de

aplicacdo, como por exemplo, nos dominios da robética e ciéncia espacial.
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