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RESUMO

Neste trabalho propomos um modelo de crescimento econémico baseado na
fusao de modelos tradicionais da literatura economica com modelos de alocacao 6tima de
cientistas. O objetivo é destacar a importancia dos cientistas (tomados como professores
ou pesquisadores) na economia. Desenvolvemos dois sistemas dinamicos com variaveis de
controle. Utilizamos a técnica do Principio do Maximo de Pontryagin, trabalhamos com
horizonte de tempo finito e infinito. Encontramos solu¢oes numéricas para uma versao

simplificada do modelo proposto.
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ABSTRACT

We propose a model of economic growth based on a fusion of traditional
models of economic growth with models of optimal allocation of scientific personnel. The
main goal is to highlight the importance of scientists (taken as professors or researchers)
in the economy. We develop two dynamical systems steered by control variables. We
make use of Pontryagin’s maximum principle, working in finite and infinite time horizons.

We find numerical solutions for a simplified version of the proposed model.



1 INTRODUCAO

O estudo do crescimento econémico é, de certo modo, um dos problemas mais
antigos da Economia. Considerado por muitos como o primeiro tratado de Economia, o
seminal trabalho de Adam Smith de 1776 - An Inquiry into the Causes and Nature of the
Wealth of Nations - tinha por objetivo explicar o que faz uma nacao rica ou pobre, ou
seja, crescer ou nao. Os primeiros modelos matematicos de crescimento econdémico sao
os de Ramsey [36], Solow [39] e Swan [43], entre outros. A partir destes, o estudo do

crescimento econdémico tornou-se uma das areas mais férteis de pesquisa em Economia.

A partir dos trabalhos de Solow ([39], [40]), educacao e tecnologia passaram a
ganhar importancia nos modelos de crescimento econdémico. O impacto da educacao sobre
a economia é percebido em diversos canais, o trabalho de Barro ([3]) apresenta um bom
resumo da importancia da educacao. Destacamos que existe uma correlacao positiva entre
anos de escolaridade e renda per capita, como se pode ver no grafico a seguir, calculado

para 175 paises’
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E consenso hoje entre os economistas que qualquer modelo de crescimento
econdmico deve levar em conta a educacao, isto é, a qualidade da forca de trabalho, bem
como a tecnologia usada nos processos de producao. Nao existe, porém, um consenso

quanto a modelagem tanto da educacao quanto da tecnologia.

!Dados retirados de [4] e Banco Mundial. Céalculos do autor.



O presente trabalho tem por objetivo propor um modelo matematico do
impacto da educacao e da tecnologia sobre o crescimento econémico, através da alocacao

6tima de pesquisadores e professores. O trabalho esta estruturado do seguinte modo:

e Capitulo 2: fazemos uma breve revisao de alguns modelos de crescimento
economico, que pretendemos, de certo modo, generalizar a fim de incluir uma
modelagem alternativa do setor educacional. Além disso, apresentamos os
modelos de alocacao de cientistas que pretendemos combinar com os modelos
de crescimento economico. Explicamos, ainda, a racionalidade economica por

tras desses modelos.

e Capitulo 3: desenvolvemos as ferramentas necessarias para o estudo do mo-
delo a ser proposto. Desenvolvemos inicialmente o problema de controle
6timo em horizonte finito, através do principio do méximo de Pontryagin. A
seguir desenvolvemos o problema de controle 6timo em horizonte de tempo
infinito, destacando inicialmente as dificuldades associadas a este problema,
e prosseguindo, assim, para a sua solucao através de técnicas de espagos de

Sobolev. Referenciamos ainda abordagens alternativas.

e Capitulo 4: apresentamos formalmente um modelo altamente simplificado,
bem como a solucao analitica de algumas de suas equagoes. Discutimos,

ademais, a existéncia de solucoes

e Capitulo 5: apresentamos solugoes numeéricas parciais para o modelo, estu-

dando o impacto de variagoes nos parametros.

e Conclusao: destacamos a importancia dos resultados obtidos em termos de
politicas publicas. Ademais, discutimos limitacdes do modelo, bem como

possibilidades de generalizacao em trabalhos futuros.



2  MODELOS DE CRESCIMENTO ECONOMICO

Apresentamos agora um breve resumo de alguns modelos de crescimento
economico, baseado em [5] e [24]. Estes ndo sdo, necessariamente, os modelos mais mo-
dernos ou refinados, mas sao a base de quase todos os modelos de crescimento economico
modernos; e servirao de base para o modelo desenvolvido neste trabalho. Os modelos tem

em comum, na sua acep¢ao atual, o seguinte objetivo: maximizar o funcional de utilidade

max/ U(C(t))e " dt
0
onde o consumo C'(t) é restrito por
Y(t) = C(t) + K(t) + 6K (t)

onde Y'(t) denota a renda, K (t) o capital e 4 a taxa de depreciacao. As demais restri¢oes
sao dadas por cada modelo em particular. A forma da funcdo de utilidade é indiferente

neste momento.

2.0.1 O modelo de Solow

A funcao de producao do modelo! é dada por
Y =F(K,L)= K“L'"™

onde v ¢ um parametro menor que 1. Esta fun¢ao, chamada de Cobb-Douglas (veja [14]),
descreve como os fatores de producao, capital e trabalho, sao combinados de modo a
produzir o produto agregado da economia. Este produto é considerado homogéneo, isto €,
existe apenas 1 produto que é consumido e investido. Esta consideracao de homogeneidade

é feita apenas para simplificar a analise do modelo.

O capital evolui ao longo do tempo de acordo com a equacao diferencial:

K =5Y — 6K

onde K denota o capital, L o trabalho, Y o produto total e s a taxa de poupanca.

LA referéncia original é [39]



A forma da funcao de producao, particularmente o fato de o < 1, implica
que o capital e o trabalho possuem retornos decrescente a escala, isto ¢, ao dobrar-se o
mput dos fatores o output cresce, mas nao o suficiente para duplicar-se. Isto faz com
que invariavelmente a economia convirja a um estado estacionario onde a acumulacao de

capital e o crescimento cessam. O produto per capita no estado estacionario é dado por

. S (lga)
v= n—+9

onde n é a taxa de crescimento populacional.

2.0.2 O modelo de Solow com tecnologia

A fungao de produgao do modelo de Solow generalizado para incluir a tecno-
logia? é dada por
Y = F(K,AL) = K*(AL)"™*
onde novamente o < 1. O termo A mede a tecnologia, que aqui é considerada "aumenta-
dora"de trabalho, isto é, um trabalhador equipado com tecnologia equivale a mais de um
trabalhador sem tecnologia. A equacao de acumulacao de capital é a mesma do modelo

sem tecnologia.

A tecnologia A cresce de acordo com uma taxa exoégena ¢g. E precisamente
0 progresso técnico que gera crescimento economico de longo prazo neste modelo. A
economia atinge a trajetoria de crescimento balanceado, onde g, = g, = g, isto ¢, tanto
o produto quanto o capital crescem a taxa exdgena de progresso técnico g. Neste estado

estacionario (crescimento balanceado) o produto por trabalhador é dado por

o)
v= n+g+0o

ao longo do tempo este produto é reescrito como

=40 () w
v ntg+o
ou seja, o produto por trabalhador ao longo da trajetéria de crescimento equilibrado é

determinado pelo progresso técnico, poupanca, crescimento populacional e depreciacao

(veja [24]).

2A referéncia original é [40]



2.0.3 O modelo de Mankiw, Romer e Weil

O modelo de Mankiw, Romer e Weil (conhecido como MRW3 ) é uma ge-
neralizacao do modelo de Solow que leva em conta a qualificacao dos trabalhadores. A
funcao de producao ¢ dada por

Y = K*(AH)'"™

onde H representa o trabalho qualificado (capital humano). As pessoas acumulam capital
humano dedicando tempo ao aprendizado de novas habilidades em vez de trabalhar. De-
notamos por u a fracao de tempo que as pessoas dedicam ao aprendizado de habilidades.
Supoe-se que a mao de obra nao qualificada que esteja adquirindo habilidades durante a

fracdo de tempo u gera o trabalho qualificado H de acordo com
H=e"L

onde ¢ é uma constante positiva. Note que fazendo u = 0 temos H = L ou seja, a

totalidade da mao de obra é nao qualificada. No estado estacionario a razao produto-

. s [e=)
v= n+g+0

e o produto por trabalhador ao longo tempo

0= () T

n+g+90

tecnologia ¢ dada por

onde h = % Este modelo mostra que quanto maior for o nivel tecnologico e quanto maior
for o tempo despendido acumulando habilidades, maior serd a renda do pais. Portanto,

de acordo com este modelo, educacdo e tecnologia geram riqueza (veja [24]).

2.0.4 O modelo de Romer

O modelo de Romer [38] é o primeiro a tornar a produgao de novas ideias
endogena. Neste modelo a mao de obra divide-se de acordo com L = Ly + L4 onde
L denota a quantidade de trabalhadores dedicados a geracao de novas ideias, isto é, a

quantidade de "pesquisadores". Ly denota a quantidade de trabalhadores empregados

3a referéncia original é [32]



nas demais atividades produtivas. A funcao de producao é dada por
Y = K*(ALy)'™™

O capital se acumula de maneira idéntica aquela do modelo de Solow. A taxa a que novas
ideias sdo geradas é dada por d o autor sugere que a taxa de geracao de novas ideias seja
modelada como

d = dA?

onde d e [ sao constantes. A funcao de producao geral para ideias é dada por
A=dL)AP

onde [ é um parametro entre 0 e 1.

Ao longo da trajetoria de crescimento equilibrado temos g, = g = ga. Isto é,
a razao capital trabalho e o estoque de ideias crescerao a mesma taxa ao longo da trajetoria
de crescimento equilibrado. Se nao houver progresso tecnologico nao ha crescimento. O

interesse portanto recai sobre qual sera a taxa de progresso tecnologico. Esta é dada por

B n
=1-3

assim, a taxa de crescimento da economia é determinada pelos parametros da funcao de

ga

producao de ideias e pela taxa de crescimento de pesquisadores.

Vale destacar que as ideias sao geradas neste modelo por pesquisadores que
buscam lucro acima da média da economia, que sao garantidos por patentes. O modelo
fornece ainda uma analise do valor das patentes. Apds a andlise do lucro dos dois setores
(tecnologia e bens finais) o modelo fornece a parcela da populacao que trabalha no setor

de pesquisa, dada por
1

STy

agA

SR

onde r é a taxa de juros da economia, utilizada para calcular o valor presente da pes-
quisa. Segundo o autor, esta fracao da populacao que se destina a pesquisa nao é 6tima,

argumentando que existem distor¢oes no "mercado de ideias".



2.0.5 Modelos AK

Os modelos AK sao uma familia de modelos de crescimento economico de-
senvolvidos principalmente por Romer e Rebelo em [37]. O diferencial destes modelos
em relacdo aos anteriores é dar especial atencao ao capital. A funcdo de producao mais

simples de um modelo AK é

Y = AK

o que explica a origem do nome. Aqui A é tomado como constante. Nestes modelos o
retorno ao capital é constante, o produto marginal de cada unidade de capital é sempre
igual a A. Com simples manipulagoes algébricas chega-se a

Y

?:SA—d

9y

ou seja, a taxa de crescimento da economia ¢ uma funcao crescente da taxa de investi-
mento (poupanca). Um aumento permanente na taxa de investimento aumenta perma-

nentemente a taxa de crescimento da economia.

2.0.6 O modelo de Lucas

O modelo de Lucas, também conhecido por Uzawa-Lucas* , pode ser consi-
derado um caso (um pouco mais elaborado) de um modelo AK. O destaque do modelo de
Lucas é a énfase no capital humano. Suas duas principais equacoes sao:

A funcao de producao
Y = AK*(uH)'"™

e a equacao que descreve a evolucao do capital humano:
H=(1-uH

onde u denota o tempo despendido com trabalho e 1 —u o tempo dedicado a acumulacao
de qualificacoes (isto é, tempo dedicado a formagao). O restante do modelo é analogo
ao modelo de Solow com tecnologia, sendo assim, sua resolucao também o é. Note que o
capital humano entra na funcao de producao como uma tecnologia aumentadora de traba-

lho, portanto, uma politica que conduz a um aumento permanente no tempo despendido

1 As referéncias originais sdo [30] e [44]



na obtencao de qualificacoes gera um aumento permanente no crescimento do produto

por trabalhador.

2.1 O setor educacional

Apresentamos aqui um resumo dos modelos desenvolvidos em [23] e [41] que

servem de base para a nossa modelagem do setor educacional.

2.1.1 O modelo de Intriligator e Smith

Estes autores formularam modelos que estudam a alocagao 6tima de cientistas
entre as carreiras de docéncia e pesquisa. Alocacao "6tima'refere-se & maximizacao de

uma fun¢ao de bem estar:
T
W = F[Lgr(T), Lg(T)] +/ I'[Lg(t),Lg(t),t] dt (2.1)
0

onde:

W = bem-estar, a ser maximizado;

I = funcao arbitréria;

t = tempo;

t — 0 instante inicial e t=T instante final, possivelmente infinito;
Lg(t) = pesquisadores no tempo t; e

Lg(t) = professores no tempo t.

Pode-se notar que foi feita a suposicao de que os componentes da func¢ao
intermediaria sao independentes e aditivos. Os autores salientam o fato de que a mode-
lagem através da funcao de bem-estar permite a analise sob incerteza, através do uso da
utilidade esperada. A formulacao da funcao de bem-estar acima permite a anélise de trés

politicas distintas:

e Valor Terminal Méximo: maximiza o valor do esforco dos pesquisadores ao

final do intervalo tempo.



e Tempo Minimo: minimiza o tempo necessario para se obter um determinado

ntmero de pesquisadores e professores.

e Valor Presente Méximo: maximiza o valor presente da pesquisa ou do ensino

em um dado intervalo de tempo, para alguma taxa de desconto.

O namero de cientistas ao tempo ¢, S(t), é dado pelo nimero de pesquisadores

Lg(t) mais o ntumero de professores Lg(t):
S(t) = Lgr(t) + Lg(t). (2.2)

O aumento na quantidade de cientistas ao tempo t é simplesmente a derivada com relacao

ao tempo da equacao acima, isto é:
$(t) = La(t) + Ls(t) (2.3)

Faz-se a suposicao bastante simplificadora de que apenas professores sao necessérios para

gerar novos cientistas, isto é, a fungao de producao de cientistas é da forma:

fLet),] (2.4)

que representa o aumento bruto no nimero do cientistas no periodo t. O aumento liquido
no nimero de cientistas é dado pelo aumento bruto menos a depreciacao, isto é, morte,
aposentadoria e mudanga de carreira. A depreciagdo é denotada por §S(t). O aumento

liquido no namero de cientistas é entao:
$(t) = £ [Le(),6] - 3S(2). (2.5)

Pela hipo6tese do modelo cientistas sao apenas pesquisadores ou professores. Entao se a
representa a alocac¢ao de cientistas para o ensino, (1 — a) representa a fatia alocada para
pesquisa. Supondo a mesma taxa de depreciacao para as duas carreiras temos que as

taxas de crescimento sao dadas por:
Lg(t) =af[Lg(t),t] —6Lg(t) (2.6)
Lr(t) =(1—a)f[Le(t),t] = 6Lr(t). (2.7)

Supoe-se que politicas apropriadas possam afetar as decisoes inciais de carreira, mas

apenas até certo limite. Portanto,

O<ap<a<a <1
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Os autores nao resolvem o modelo neste trabalho, apenas discutem em linhas

gerais as implicacoes que tal modelagem podem ter sobre as politicas educacionais.

2.1.2 O modelo de Stoikov

O modelo desenvolvido por Stoikov em [41] pode ser considerado a versao
discreta do modelo de Intrilligator e Smith (ainda que seja anterior a este) . Apresentamos

aqui, por completitude, um breve resumo deste modelo.

O nimero total de cientistas é denotado por S;, o nimero total de professores
é denotado por E; e por R; denota-se o niimero total de pesquisadores. O subscrito ¢t indica
o perfiodo em que a variavel é avaliada. O autor assume que cientistas dividem-se apenas

entre pesquisadores [§] professores, ou Seja, de acordo com a equagéo:
St - Rt + Et (28)

Nao ha oferta exégena de cientistas, ou seja, sao todos gerados pelas variaveis do modelo.
Supoe-se que a quantidade de cientistas seja proporcional a quantidade de professores,
a contribuicao por professor-ano para a geracao de novos cientistas é dada por 7. A
depreciagao (morte, aposentadoria e mudanga de carreira) também é tomada proporcional

ao numero do cientistas e denotada por §. Com isto tem-se a equacao:

St+1 — St = ’}/Et — (SSt (29)

A fracao de cientistas recém graduados que tomam a carreira de professor é
um parametro variavel que supoe-se influenciavel pela politica educacional, este parametro
é designado por . A variacao no estoque de professores ao longo de um periodo de tempo

pode ser escrito como:

Et+1 — Et = Oé'yEt — (SEt (210)

A quantidade de esforco cientifico de pesquisa, medida em niimero de pesquisadores-

ano, até um dado ano T é designada por ()7, que pode ser escrita como:

T
Qr=>» R (2.11)
t=0
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Das equagbes (2.8), (2.9) e (2.10) pode-se obter a seguinte equagao em dife-
rengas:

Rigi=1—=0)R + (1 —a)yEy(1+ ay—6) (2.12)

onde Fy denota o nimero de professores no ano zero. Denotando por Ry o niimero de

pesquisadores no ano zero, entao a solucao da equacao em diferencas pode ser escrita

como:
1-— 11—
R, =(1-0) (RO— ao‘) + aO‘EO(Hm—a)t (2.13)
Substituindo (2.13) em (2.11) e somando, obtém-se:
1—6)TH -1 /1~ 1-— 1 — 6T+ —1
Qr = ( ) an — Ry | + an< o1 -9) (2.14)
) Q Q@ ay — 0

O problema entao, como posto pelo autor, é, dado um horizonte de tempo
T, como devem ser alocados os novos cientistas entre pesquisa e ensino, isto é, que valor
deve tomar o de modo a maximizar o esforco de pesquisa. A questao complica-se entao

pelo fato de a equagdo (2.14) nao possuir solugdo analitica.

2.2 A Racionalidade dos Modelos de Crescimento

Nesta secao explicamos a logica por tras dos modelos e da forma funcional

de algumas equagoes dos modelos.

Primeiramente é importante clarificar o que se entende por crescimento econo-
mico. Este termo designa a variagdo do produto da economia (Produto Interno Bruto,
por exemplo) a longo prazo, isto é, os modelos ndo tentam descrever flutuagoes de curto
prazo na economia. Nos 1iltimos anos alguns modelos tem sido desenvolvidos para tentar

levar em conta os ciclos economicos de curto prazo (veja [33]).

No estudo do crescimento econémico estamos interessados no valore do pro-
duto interno bruto relativo ao tamanho da populacao, isto é, no produto per capita. Isto
se deve ao fato de que o que é relevante para o bem-estar material é a quantidade de
produto disponivel para cada habitante. Por exemplo, o produto interno bruto suico é
da ordem de 632,2 bilhoes de dolares, bastante inferior ao brasileiro que estd na ordem

de 2,253 trilhoes de dolares. Porém os valores per capita se invertem significativamente,
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79052,34 para a Suica contra 11339,52 dos brasileiros. E senso comum que a vida material

de um suigo médio é muito superior & de um brasileiro médio.

O carater bastante simples de algumas das equacoes merece comentério. Elas
descrevem um comportamento agregado, mesmo que nao sejam validas para um caso
particular, descrevem um comportamento suficientemente geral, de modo a modelar a
economia em termos agregados. A simplicidade é por vezes necesséiria na analise estatistica
destes modelos, dados economicos sao disponiveis apenas em um alto grau de agregacao,
um alto refinamento impossibilitaria a analise empirica ®, que é um teste fundamental

para um modelo de crescimento econémico.

O ponto que merece maior clarificacdo é o horizonte de tempo infinito na
maximizacao da utilidade. Supde-se que o agente cuja utilidade é maximizada viva infi-
nitamente, isso é obviamente uma simplificacao para o fato de que geralmente os agentes
levam em conta seus descentes no momento de suas decisoes de consumo e investimento.
Nas palavras de Arrow e Kurz em [1]: "O horizonte infinito ¢ uma idealiza¢ao do ponto
fundamental de que as consequéncias do investimento tém vida muita longa; qualquer
horizonte curto requer métodos de avaliacao dos estoques de capital ao final do periodo,
e a unica avaliacao valida é seu valor em uso no periodo subsequente". Mesmo que se fixe
um valor final para o consumo e o capital, somos levados a pergunta de o que determina
a escolha de tais valores. Certamente seriam fixados com algum programa de prazo mais
longo em mente, levando adiante este argumento vé-se que a escolha sensata é de fato

pelo horizonte infinito de otimizacao.

5Nao faremos analise empirica neste trabalho a fim de preservar o foco matematico.
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3 CONTROLE OTIMO E O PRINCIPIO DE
PONTRYAGIN

Neste capitulo introduzimos as ferramentas matematicas necessarias para
tratar o problema. O capitulo estd estruturado em duas partes, na primeira desenvolvemos
a teoria de controle em tempo finito, mostrando a existéncia de solucoes; e na segunda
parte mostramos as dificuldades associadas ao controle 6timo em horizonte de tempo

infinito e apresentamos uma maneira de resolver problemas de controle neste ambiente.

O problema de controle é definido como

T
max J = F(t,u,z)dt + S[x(T)] (3.1)
u(t)eU 0
sujeito a
= f(t,u,z), x(0)=xo. (3.2)

o problema consiste portanto em encontrar um controle admissivel u* que maximize o
funcional objetivo (3.1) sujeito a restri¢ao (3.2). A fung¢ao S é continuamente diferenciavel;
as funcoes F' e f sao continuas e admitem derivadas com relacao a x, que, por sua vez,
sdo continuas em todas as variaveis (¢,u,x). Essas hipoteses sao chamadas de hipoteses

classicas de regularidade em [13]. U sera definido a seguir.

3.1 Controle Otimo em Tempo Finito

Optamos pela metodologia desenvolvida por [35|, denominada de principio
do maximo. Esta escolha é feita por duas razoes: primeiro, o principio do méximo é uma
generalizacao do método dos multiplicadores de Lagrange em otimizacao estatica, ampla-
mente utilizados em Economia; em segundo lugar, esta metodologia fornece informacgoes
acerca da forma das solucoes, o que geralmente nao é o caso de outras abordagens, como

a equagao de Bellman (veja [7] e [22]).

Apresentaremos a versao completa do principio do méaximo, seguindo [13],
esta versao é mais geral que a necessaria para resolver nosso modelo. Porém, antes de
prosseguir com o principio do maximo precisamos de algumas defini¢oes comuns na teoria

de controle.
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Defini¢ao 3.1. Seja U € R™. Uma funcio u : [0,00) — U € chamada de controle. O
conjunto
U={u:[0,00) > U; u(-) € mensurdvel} (3.3)

¢ chamado de conjunto dos controles admissiveis. !

Para os nossos propositos serd suficiente tomar U como um subconjunto do

cubo unitario em R™.
Definicao 3.2. Seja o € R™. O subconjunto do R™ definido por
A(t) ={z(t,u);u(r) €U para 7 €|0,t]} (3.4)

este conjunto é chamado de conjunto atingivel em t.

Ou seja, é o conjunto que consiste de todos os possiveis valores que a solucao

de (3.2) pode assumir usando todos os controles admissiveis.

Definimos a fungdo Hamiltoniana H" : [a,b] x R" x R™ x R™ — R como
H(t, x,p,u) = (p, f(t,2,u)) + nF(t, 2, u) (3.5)

o parametro 1 assume o valor 0 ou 1, configurando os problemas do tipo normal e anormal?
, respectivamente. Por simplicidade notacional omitimos o sobrescrito quando n = 1. O

Hamiltoniano maximizado é a funcao M" definida por

M(t,z,p) = sup H"(t,x,p, u) (3.6)

uel
Definicao 3.3. Seja x € S. Um vetor ( € R™ € um normal proximal ao conjunto S no

ponto x se e somente se existir o = o(x,() > 0 tal que
(Cu—2z)<ou—z? VYues
O conjunto N¥(x) de todos tais  define o cone prozimal normal a S em x.

Definigao 3.4. Definimos o cone normal limitante Nk (x) através da operacio de fecha-

mento aplicada a NE:

NE(z) = {g =lim G: G e N(w), m— o, @€ S} (3.7)

L Tomaremos por vezes dependente sobre o tempo t.
2Trataremos apenas do problema normal. Para o caso anormal veja [13] e referéncias 14 listadas.
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Teorema 3.1 (Principio do Maximo). Seja o processo (z*,u*) um minimizador local do
problema (3.1) sob as hipdteses cldssicas de reqularidade com U limitado. Entao existe
um arco p : la,b] — R™ e um escalar n igual a 0 ou 1 satisfazendo a condig¢do de
nao-trivialidade

(n,p(t)) #0 Vvt € [a,0] (3-8)

a Condicao de Transversalidade
—p(b) € nVS(x* (b)) + Ng (2" (b)) (3.9)
a equacao adjunta para quase todo t:
—p(t) = D H'(t, 2" (1), p(t), u’ (1)) (3.10)
e finalmente a condi¢cao do mdximo para quase todo t
H(t,27(t), p(t), u™(t)) = M"(t, 2" (t), p(t)) (3.11)

Se o problema for autonomo (isto é, F(-) e f(-) nao dependem de t ) pode-se, entao,
adicionar as estas conclusoes a consisténcia do Hamaltoniano para alguma constante

h
H(z"(t), p(t), u”(t)) = M"(z*(t),p(t)) = h  g.s. (3.12)

A demonstracao completa do Principio do Maximo é bastante longa e pode
ser encontrada em [13], [35] ou [18], no apéndice apresentamos um esbogo de uma de-

monstracao.

As variaveis p(t) sdo conhecidas como variaveis de coestado, também chama-
das de multiplicadores, variadveis auxiliares, varidveis adjuntas ou variaveis duais, sao o

analogo dindmico dos multiplicadores de Lagrange em otimizacao estatica.

A condigao de maximizar o Hamiltoniano é mais geral que %—Z = 0, pois inclui
a possibilidade de 6timo na fronteira. Estes casos sao bastante comuns e recebem o nome

de controle bang-bang.

As variaveis de coestado possuem uma interpretacao econdmica importante.
Elas descrevem a variacao do maximo valor possivel do funcional objetivo em consequéncia
de uma variacao marginal na varidvel de estado. As varidveis de coestado tem a "dimen-

sao"de um preco (isto é, sdo interpretadas como um preco), chamado de pre¢o sombra,
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isto é, refletem a variacdo na valoragdo de uma quantidade (variavel de estado). A qual-
quer problema de alocagao ao longo do tempo corresponde, portanto, um problema de
valoragao ao longo do tempo, isto é, o problema de determinar as trajetérias das varidveis

de coestado.

A condicao de transversalidade também possui uma interpretagao relevante
em Economia. No caso em que a variavel de estado é o capital, por exemplo, p(7") mede o
preco sombra do capital. A violacao da condicdo de transversalidade significa que ao final
do intervalo de tempo em questao, a firma esta deixando de utilizar recursos com valor
positivo. Isto viola o principio de maximizacao de lucros que afirma que a firma faz uso
dos recursos até que o custo marginal iguale o beneficio marginal. Portanto, a condicao
de transversalidade é necessaria tanto do ponto de vista econémico quanto do ponto de
vista matematico. Uma interpretacao completa do principio do maximo do ponto de vista

da Economia ¢ feita em [17].

Passemos agora ao estudo da suficiéncia das condicoes para a existéncia de
solugoes ao problema de controle. O método é baseado no "método direto"do calculo de
variacoes (veja [16]). A ideia aqui é mostrar que qualquer sequéncia minimizante de pares
(2, ux) tem uma subsequéncia convergindo a um limite, o infimo do problema de controle.
Uma questao delicada é o modo de convergéncia, pois necessitamos de informacoes acerca

do comportamento da sequéncia uy, para isto precisamos do seguinte lema.

Lema 3.1 (Filippov). Dado um problema de controle num intervalo [a,b] tal que

1. f(z,t,u) seja continua em (z,u) e mensurdvel em t;
2. U(-) seja mensurdvel e de valor compacto; €3

3. f tenha crescimento linear: existe uma funcao somdvel M tal que

(t,2) € a,b] x R",u € U(t) = | f(z,t,u)| < M(t)(1+ |z|) (3.13)

entao o sistema

(t) = f(t,x(t),u(t)), u(t)elU(t), tela,bl g¢.s. (3.14)

3variando t temos que U(-) define uma multifuncdo.
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¢ equivalente o inclusao diferencial
(t) € f(t,x(t),Ut)), tela,bl g.s. (3.15)

Definicao 3.5. Uma fungio F : R™ x R" — R de duas varidveis (z,y), onde v € R™ ¢
y € R™ é dita LB-mensurdvel em x ey quando F' for mensurdvel com respeito a o-dlgebra
gerada pelos produtos de subconjuntos Lebesque-mensurdveis de R™ para x e subconjuntos

Borel-mensurdveis de R™ para y.

Teorema 3.2 (Selecdo de Aumann). Se I' é LB-mensurdvel entio existe uma sele¢cio
mensurdavel para T'; isto €, uma funcao v Lebesque-mensurdvel levando domI’ em R™ tal

que y(x) € I'(z) para quase todo x € doml.

Corolario 3.1. Seja o sistema de controle (f,U) tal que f(t,x,u) seja continua em x
para cada (t,u) e LB-mensurdvel em (t,u) para cada x; e tal que U(-) seja LB-mensurdvel.

Entao (3.14) e (3.15) tém a mesma trajetoria.

Antes de prosseguir para o teorema que garante a existéncia de solucoes
necessitamos de alguns resultados de anélise, cujas demonstracoes sao omitidas, podendo

ser encontradas em [13] ou [45]

Resultados:

e Seja C' um subconjunto convexo de X, um espaco normado. Entdao o fecho
fraco de C coincide com o fecho forte de X. Em particular, um subconjunto

convexo de X é fortemente fechado se, e somente se, for fracamente fechado.

e (Compacidade Sequencial) Qualquer subconjunto fechado, limitado e convexo

de um espaco de Banach reflexivo é fracamente sequencialmente compacto.
e Se 1 <p < o0 o espaco de Banach LP(€2) é reflexivo.

e (Semi-continuidade Integral)* Seja u; uma sequéncia de fungdes mensuraveis
em Q com (x,u;(x)) € Q ¢.s., onde Q é um subconjunto de  x R’ que
converge quase sempre a um limite u*. Seja z; uma sequéncia de funcoes

convergindo fracamente em L"(Q,R™) a z*, onde r > 1. Entao

J(u*, z") < liminf J(u;, 2)

1—00

4Note que u e x ndo sdo, necessariamente, as variaveis de controle e estado do problema de otimizacdo.



18

o (Lema de Gronwall) Seja = : [a,b] — R™ absolutamente continua e satisfa-

zendo
' (t)| < ~v(t)|x(®)| + B(t), t€E[a,b] gq.s. (3.16)

onde v, 3 € L'(a,b), com 7 nao negativo. Entao para todo ¢ € [a, b] tem-se

ol0) ~ @) < [ e (/ ) i) G6)la(o)| + 53} d.

Definicao 3.6. O sistema de controle (f,U) é dito finitamente gerado se f tiver a sequinte

forma

flz,t,u) = go(t,x) + G(t, z)u = go(t, z) + Zgj(t,x)uj, (3.17)

onde G € uma funcao cujos valores sao matrizes n X m.

Apresentamos o teorema a seguir para um problema de minimizacao, fazemos
isto para ficar de acordo com [13]|. Sabe-se que a cada problema de minimizagao corres-
ponde um problema dual, de maximizagao, a este respeito veja [9]. Podemos, portanto,

sem perda de generalidade, considerar o problema de minimizagao.

Considere o seguinte problema de controle definido em um intervalo fixo

b
min J(z,u) = S(xz(a),z(b)) —|—/ F(t,x(t),u(t)) dt (3.18)
sujeito a
(1) = go(t, () + Zgj(tﬂ?(t%uj(t)) q.5. (3.19)
j u(t) eU(t) q.s. (3.20)
(t,z(t)) € @ Vte|a,b], (z(a),z(b)) € E. (3.21)

Teorema 3.3. Suponha que os dados do problema satisfacam as sequintes hipdteses:

1. cada g;(j =0,1,...,m) € mensurdvel em t, continua em x e tem crescimento

linear, 1sto €, existe uma constante M tal que

(t,2) € Q = |g;(t, x)] < M(1+ |z]) (3.22)

2. Para quase todo t o conjunto U(t) é fechado e convexo;
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3. Os conjuntos E e @) sdo fechados, ¢ S : R" x R" — R é semi-continua

inferior;

4. F(t,x,u) é LB-mensurdvel em t e (x,u); € semi-continua inferior em (r,u);
ainda, F(t,x,-) é converd® para cada (t,x) € Q; ademais, existe uma cons-

tante \g tal que

(t,z) € Q, uelU(t)= F(t,z,u) > . (3.23)
5. A projecio {a € R" : (o, ) € E para algum [ € R"} de E ¢é limitada;
6. Uma das sequintes condigoes € vdlida para r > 1:
(a) Existe k € L"(a,b) tal que, para quase todo t,
ueU(t) = |ul < k(t)
(b) Eziste o >0 e B tal que
(t,x) €Q, wel(t)= F(t,z,u) > afu|"+ 5.

FEntao, se existe pelo menos um processo admissivel (x,u) tal que J(x,u) seja finito, o

problema admite uma solucao.

Demonstragio. (Clarke) Seja (2, 1;) uma sequéncia minimizante. E facil ver que qualquer
uma das hipoteses do item 6 acima implica que a sequéncia u; é limitada em L"(a,b).
Como este espaco é reflexivo podemos usar a compacidade sequencial fraca e assumir
(para uma subsequéncia) que u; converge fracamente em L"(a,b) a um limite u*. Segue

da desigualdade de Holder que a sequéncia u; também ¢é limitada em L'(a,b).
Usando 1 obtém-se a seguinte estimativa para a sequéncia x;:
()] < M1+ [z:())(1 + Klui(t)])  g-s. (3.24)

Utilizando o lema de Gronwall, visto que u; ¢ limitado em L'(a,b), e dada a hipotese 5
acima deduzimos desta estimativa que a sequéncia z; é uniformemente limitada em [a, b].

Retornando a estimativa, segue que z} é limitada em L' (a,b).

> A hipétese de converidade pode ser relazada, para este fim veja [11]
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Podemos agora usar novamente a compacidade sequencial fraca em L"(a,b),
desta vez para a sequéncia ;. Podemos entao supor que z) converge fracamente a um
limite v* em L"(a,b). Estabelecemos também a equicontinuidade da sequéncia x;, pela
desigualdade de Hoélder. Utilizando o teorema de Arzela-Ascoli (e tomando novamente
subsequéncias) temos que existe uma fungdo continua z* que é o limite uniforme de x;.

Segue da identidade

. . , ’
tomando limites que z* é um arco e que z* () = v*(t) ¢.s.
Até o momento temos que u; converge fracamente em L"(a,b) a u*, x; converge unifor-

/
memente a um arco z*, e x; converge fracamente a z* em L' (a,b).

Para o passo seguinte note que o problema fica inalterado se F for substituida
por max(F, \g), em vista da hipotese 4; isto preserva a convexidade e a semi-continuidade

inferior, entao podemos usar o teorema da semi-continuidade integral para deduzir que

J(z*,u*) <liminf J(z;,u;) = inf J(z,u)

1—>00
Segue que (z*,u*) soluciona o problema de controle, visto que (x*,u*) seja um processo

admissivel para o problema. E isto que demonstramos agora.

As restricoes de estado e de fronteira sao preservadas sob limite, pois F e )

sao fechados. O conjunto
W ={we L (a,b) : w(t) eU(t) q¢.s.}

é fortemente fechado em L' (a,b), pois sequéncias fortemente convergentes admitem sub-
sequéncias convergentes .s., e U(-) tem valor fechado pela hipotese 2. W também é
convexo (novamente pela hipdotese 2) e portanto W é fracamente fechado. Segue que u*

(como o limite fraco da sequéncia u; ) pertence a W e é portanto uma fun¢ao de controle.

Resta apenas verificar que z* é a trajetoria de estado correspondente a u*.

Para isto basta mostrar que, para qualquer subconjunto mensuréavel A de [a, b] tem-se

/A {x (1) — golt. 2" (¢)) — Zgja,x*@))uf*} dt =0

Esta desigualdade permanece valida quando z* e u* sao substituidos por x; e u; respecti-

vamente. Para obter-se a conclusao desejada basta justificar a passagem ao limite quando
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© — 00. Pela convergéncia fraca e pelo teorema da convergéncia dominada temos

/Iqx;(t)dt%/flx*/(t)dt e /Agg(t,xi(zﬁ))dt—>/Ag0(t,x*(t))dt

Sabemos ainda que para cada j € {1,2,...,m} a seguinte relacao é valida

[ata @i~ [ g @i o i

pois g;(t, z*(t)) € L*>(a,b) pela hipotese 1. Para completar a demonstracao basta mostrar

que
Ltmﬁwﬁ»—%wf@nwmﬁ—w. (3.25)

Pela desigualdade de Hélder a integral do lado esquerdo é limitada em valor absoluto por

b 1/r*
{/W%w@u»—%mﬂ@MTw} el e

O primeiro fator neste produto tende a 0, pela convergéncia dominada, e o segundo é
limitado independentemente de i pois a sequéncia w; é limitada em L"(a,b). O resultado

segue. O

Note que se tivéssemos exigido que as fungoes g fossem Lipschitz teriamos,
pelo teorema de Picard-Lindel6f a unicidade da solucao do sistema dinamico associado ao
problema de controle. Como, porém, nao podemos garantir a unicidade de controle que

minimiza o funcional ndao impomos a hipotese de a funcao ser Lipschitz.

Como observado em [13] (p.446) no caso de um problema de controle finita-
mente gerado com os controles lineares e x > 0 os controles assumem valores na fronteira
de U. ® Um interessante contra-exemplo é apresentado em [21], neste caso uma das va-
ridveis de estado ¢ quadratica e nao ha restricao de nao-negatividade sobre as variaveis.
Os autores seguem uma abordagem distinta da aqui apresentada, chamada de Synthesis
by Green’s Theorem. A fim de manter o foco ndo apresentaremos nada a este respeito no

presente trabalho. De modo mais geral apresentamos o seguinte resultado’

6No caso de um problema de controle linear com o controle sendo um termo for¢ante na equacao das
variaveis de estado é possivel demonstrar que os controles assumem valores na fronteira sob hipoteses
menos restritivas, este resultado pode ser encontrado em [6].

"Este resultado é apresentado apenas por completitude, ndo sera utilizado no restante do texto. Fa-
zemos tal escolha por duas razoes, primeiro chegamos a um resultado similar com o comentario deste
paragrafo; e segundo este teorema esta acima de minhas atuais capacidades mateméticas.
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Considere o seguinte sistema
= f@)+ugle), < L. (3.26)

A variavel x pertence a uma variedade analitica M, e f e g sdo campos vetoriais analiticos
em M. Dizemos que um sistema como acima satisfaz a propriedade bang-bang com limite
de trocas (PBBLT) se a seguinte condic¢ao for valida: para cada subconjunto compacto
K de M e todo tempo T > 0, existe um inteiro N positivo tal que, sempre que vy for
uma trajetoria 6tima (temporal) que esta inteiramente contida em K e vai de um ponto
[ de K a um ponto k de K, entao existe uma trajetoria 6tima (temporal)® de [ a k que é

bang-bang com no maximo N trocas de controle.

Um sistema da forma (3.26) é chamado analitico se o espago de estados M for
uma variedade analitica e os campos vetoriais f e g forem analiticos. Fazemos a seguinte
hipotese, chamada de hipotese (A): seja [ X, Y] o colchete de Lie dos campos vetoriais X
e Y. E seja adX o operador que associa a cada campo vetorial Y o campo vetorial [X,Y].
Seja l € M e m > 0 um inteiro. Dizemos que (4,,) vale se existir uma vizinhanca V' de

[ tal que
9. (adf)"(9)] = D_ auladf)'(g) + Bladf)"* (g) (3:27)

onde «; e (; sdo fungdes analiticas em V', e |3(z)| < 1 para todo x € V. Dizemos que a

hipotese (A) é valida se (A,,) for satisfeita para todo [, m.

Teorema 3.4. Se o sistema (3.26 ) for analitico e satisfizer a hipdtese (A), entio (3.26)
satisfaz a condicao PBBLT.

A demonstracao deste resultado é bastante extensa e um tanto complicada e
foi, portanto, omitida. Pode, porém, ser encontrada em [42].

O principio do bang-bang foi inicialmente desenvolvido em [28], sendo gene-

ralizado em diversos trabalhos. Para o caso nao linear destacamos [27] e [21].

Apresentamos ainda um conceito relevante para a solucdo do sistema de

controle. Considere a equagao diferencial 2’ = f(x,t) onde f: R” x R — R™ é continua.

8isto ¢, para um problema de tempo minimo. No caso de um funcional custo independente da variavel
de controle o resultado segue pois a condi¢ao sobre a variadvel de controle imposta pelo principio do
maximo depende apenas da dindmica do sistema.
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Uma solucdo x(t),t € [to,t1),to < t1 < 0o é dita ser continuavel a t = ¢; se existir outra
solugdo Z,t € [to,t2],t2 > t1 da equagdo diferencial tal que &(t) = z(t),t € [to,t1). Uma
solucdo z(t),t € [to, 1) da equagao ¢ dita ser continuavel a t = ¢, se for continuavel a t = ¢,
e sempre que assumirmos que x(t) ¢ uma solugdo em [to,t'), para qualquer t' € (¢y,1s],

pudermos mostrar que z(t) é continuavel ao ponto ¢t = ty para qualquer ty > t;.

Teorema 3.5. Seja [ : R" x [tg, t1] — R™ continua e tal que ||f(z,t)|] < L° para todo
(t,x) € [to,t1] x R™, onde L € uma constante positiva. Entao qualquer solugao z(t) da

equacao diferencial acima é continudvel ao ponto t = ty.

A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [26].

3.2 Controle Otimo em Tempo Infinito

Iniciamos agora a andlise do problema de controle 6timo em um horizonte
infinito de tempo, isto é, quando 7" = oo em (3.1). Seguimos com o principio do méximo,
tentando aplicar os resultados para este novo intervalo de tempo. Apresentamos de ime-
diato um contra-exemplo que mostra que nao se pode simplesmente tomar o limite do

problema em tempo finito.

3.2.1 O contra-exemplo de Halkin

O seguinte contra-exemplo, apresentado em [19], mostra que a condicao de

transversalidade nao é valida em tempo infinito. O problema é

max/oo(l —x)udt (3.28)
(3.29)
sujeito as restricoes
t=(1—-x)u (3.30)
z(0) =0 (3.31)
ult) € [0,1] (3.32)

9 Norma do sup.
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como o integrando e a equacao de movimento sao idénticas podemos reescrever a integral

como

t—o00 t—o00

/ tdt = [z(t)]; = lim z(t) — 2(0) = lim =(¢) (3.33)
0
vamos procurar um limite superior para x. A equacao de movimento para x é

T+ u(t)r = u(t)

ou seja, uma equacao diferencial ordinédria de primeira ordem com coeficiente variavel. A
solucao definida é dada por

2(t) =1— e Joudt (3.34)

Como u(t) € [0,1], fotudt ¢ nao-negativo. Entdo o valor de e~ Joudt deve pertencer a
(0,1] e o valor de z(t) deve pertencer a [0,1). Segue que qualquer trajetoria que faca

Jyuwdt — 00 a0 t — 0o maximiza o funcional objetivo em (3.34).

Seja u*(t) = ug para todo t e 0 < up < 1. Como ug ¢é interior ao conjunto de

controle, vale que %—Ij = (0. Como o Hamiltoniano para este problema é
H=1-2)u+p(l—2)u=(1+p)(l—2)u

a condi¢io Z¥ = 0 significa (1 + p)(1 — ) = 0, ou simplesmente (1 4+ p) = 0. Logo

p*(t) = —1, o que contradiz a condigao de transversalidade.

Outros contra-exemplos, como os de Karl Shell e John Pitchford, podem ser

encontrados em [12].

3.2.2 Critérios de Otimalidade

Uma questao de suma importancia para o problema em tempo infinito é o
que se entende por otimalidade. A seguir discutimos diferentes defini¢oes encontradas na

literatura matemaética e econdomica'’.

10Esta e as duas segdes subsequentes sdo baseadas em [10]
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Definicao 3.7. Um par de funcdes (z,u) : [0,00) — R™ € chamado admissivel se x for

absolutamente continua, u mensurdvel e se:

2(0) = 2°, (3.35)
u(t) el q.s. t>0 (3.36)
(t) = f(z(t),u(t),t) gq.s. em [0,00). (3.37)

Chamamos x de trajetoria admissivel e u de controle admissivel.

Considere o sistema de controle &(t) = f(z(t),u(t),t) onde z € R", u € R™

etel0,00).

Dada um trajetoria x gerada por um controle admissivel, definimos um cri-

tério de avaliagao para qualquer 6 > 0 por

0
hfeu) = [ Fla(o).u). 0 (3.33)
0
onde F' é uma aplicagdo continua de R"™ x R™ x [0,00) em R.

Definicao 3.8. Uma trajetéria x* partindo de 2° é dita'':

1. Strongly Optimal em z2° se for gerada por u* tal que

lim Jp(z*,u*) < 00 (3.39)

6—o00

e para qualquer outra trajetoria x partindo de x° gerada por u vale que

lim (Jp(z*,u™) — Jy(x,u)) > 0. (3.40)

60— 00

2. Overtaking em z° se (3.39) ndo for necessariamente vdlida, enquanto que

a condi¢ao (3.40) for substituida por
lign inf {Jy(z*, u*) — Jy(x,u)} > 0. (3.41)
—00

0

3. Weakly Overtaking em x° se a condi¢ao (3.41) for substituida por

limsup {Jy(z*,u*) — Jo(z,u)} > 0. (3.42)

0—o00

1 Optamos por manter a nomenclatura em inglés, pois ndo existe uma tradug¢do consolidada para o
portugués, uma tentativa de livre tradugao poderia deturpar os conceitos.
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0

4. Finitely Optimal em 2° se para cada 0 > 0 e cada par admissivel (x,u)

definido em [0, 0] satisfazendo x(0) = x*(0) tem-se

Jo(xz*,u*) > Jg(x,u). (3.43)

Note que a otimalidade foi definida com relacdo a maximizacao do critério

de avaliacgao.

Apresentamos agora outro conceito de otimalidade, desenvolvido na litera-

tura econémica (|20]), chamado de Agreeable Plan.

Definicao 3.9. Dada uma trajetoria & partindo de 2° e gerada pelo controle @, a restricio
de & ao intervalo fechado [0,tf] é chamada de tg-abertura de & e € denotada por % . De
maneira andloga, a restrigio do controle U a [0,tf] € chamada de ts-abertura de U e

denotada por u'r.

Dada uma trajetéria Z* denotamos por T (Z*|ty) o conjunto de todas as
trajetorias 7 tais que Vt € [0, ;] tem-se Z(t) = Z*(t) isto ¢, que tém a mesma ¢-abertura

que z*. Para qualquer 6 > 0 defina

W= sup {JQ(SE, @); V¥, trajetoria partindo de z° e gerada por 1]} (3.44)

e para um dado z* partindo de z°:
WP (7*|t;) = sup {Jo(7,0); Vi € T(3*|t)} (3.45)

Claramente vale a seguinte relagao
W (@ |ty) < W' (3.46)

Definicao 3.10. A trajetoria T partindo de 2° e gerada por @* é aceitdvel se

: 744 0 (x _
Vot > OJEEO{W W (& |tf)} —0. (3.47)

Intuitivamente isto nos diz que a trajetéria é aceitavel se, dado um inicio

"errado", o erro se tornar desprezivel com a passagem ao infinito.

Provaremos a seguir um resultado analogo ao principio de otimalidade de
Bellman. Considere qualquer trajetoria z* : [0,00) — R™ gerada por qualquer controle
admissivel u* : [0,00) — U. Para qualquer tempo t; denotamos por II;, o conjunto de

todos os pares admissiveis satisfazendo o sistema de controle. Entao vale o seguinte:
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Teorema 3.6 (Principio de Otimalidade). Se o par (z*,u*) € Il é dtimo de acordo
com qualquer um dos critérios acima, entao para qualquer ty > 0 a tg-abertura x™f de x*
associada a tg-abertura w*' de u* mazimiza Ji, (x,u) no conjunto II{, de todos os pares
(z,u) tais que x(0) = 2°; e x(t;) = x*(ts). Isto €, (x*,u*) € finitely optimal.

Demonstragao. (Carlson e Haurie) Se o resultado ndo é valido entdo para algum ¢ty > 0 e

algum (2%, u*) € [T, tem-se

/ U F @t @0t 0),1) dt > / T E @ (), (0.1 dt (3.48)

at(ty) = a"(ty) (3.49)

E claro que existe ¢ > 0 tal que

ty tr
/ F(z*(t),u*(¢),1) dt>/ F(z*(t),u*(t),t) dt + € (3.50)
0 0
seja agora (Z,u) € Il definido por

1), 4(1)) = (z(t),ut(t)) para te][0,ty) (3.51)

(z*(t),u*(t)) para t€ [ty,00)

Da otimalidade de (z*, u*) segue que existe 0> tr tal que

€0

/OF(x*(t),u*(t)) dt>/0 F(3(0), a(t)) dt — 3
_ /th(x+(t),u+(t),t) dt+/6F(x*(t),u*(t),t) at -2

ty

0
> / F (o (6), 0 (0), 1) dit + 0 —
0

:/jF(m*(t),u*(t),t) at+ 2

Podemos agora estender a demonstracao para o caso o caso de uma trajetoria
aceitavel. Suponha que o teorema nao seja verdadeiro. Entao, para algum t;, é possivel

encontrar € > 0 e um par (7, u") € 117 tal que

Ji, (aFu) > T, (aF,u") + €

at(ty) = 2" (ty).
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Agora para qualquer 7 > t; tem-se
W7 (z*|ty) < WT (at]ty) —e < W —e
e portanto, quando 7 — oo

lim W — W7 (&*[t;) > e >0

T—00

que contradiz a definicao de agreeable plan. O]

3.2.3 O Principio do Maximo

Podemos agora enunciar e demonstrar o principio do maximo em horizonte

infinito.

Teorema 3.7 (Principio do Méaximo em Horizonte Infinito). Se (z*,u*) € Il é dtimo
de acordo com qualquer definicdo de otimalidade acima, entdo existe um nimero nao-

negativo n e uma fungao continua, diferencidvel por partes p : [0,00) — R" tais que
1. |n,p(0)| =1

2. —p(t) = D H(t,x*(t),p(t),u*(t)) ¢.s. em [0, 00)

3. H(t,z*(t),p(t),u*(t)) > H(t,z*(t),p(t),u(t)) Vtel|0,00), Yuel.
Demonstra¢ao. (Carlson e Haurie) Considere uma sequéncia 6y, 6,, . .. estritamente cres-
cente em [0,00) com 0; — oo. A O;-abertura de (*,u*) é 6tima na classe II; de pares

(x,u) satisfazendo z(0;) = z*(6;). Do principio do méaximo para horizonte finito sabe-se

que existe n* >0, p':[0,6;] — R™ tal que

(", ' (0))| #0  (3.52)
—p'(t) = D, H(t,z*,u*,n",p'(t)) qs. em [0,6;] (3.53)

H(t, 2" (t),u*(t),n", p'(t)) > H(t, 2" (t),u(t),n’,p'(t)) Vt€[0,6;], YuclU. (3.54)
Através de uma normalizacao a condi¢ao (3.52) pode ser substituida por

(0", p'(0))] =1
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Tomando uma subsequéncia apropriada pode-se assumir que lim; . 7" =71 e lim; ., p'(0) =

p(0) existem.

Seja p : [0,00) — R™ a tinica solugdo continua, C'* por partes do sistema

0

p(t) = —a—gH(x*(t),u*(t)ﬂ%L(t))

com a condi¢ao inicial

p(0) = lim p'(0).

1—00

Tem-se entao |(n,p(0))| = 1. Ademais, tem-se

H(t,z"(t),u"(t),n,p(t)) > H(t,z"(t),n,p(t))

vVt € [0,00) e Yu € U, como H é linear em p e 1 e como para qualquer ¢ tem-se p(t) =
lim; . p*(t) devido a dependéncia continua das solugoes de um sistema diferenciavel com

respeito as condigoes iniciais 2. Isto estabelece o teorema. O]

3.2.4 Condigoes Suficientes para Overtaking Optimality

Apresentamos um resultado desenvolvido originalmente por Mangasarian em

[31] e estendido por Arrow e Kurz em [1].

Teorema 3.8. Suponha que:

1. o conjunto U seja compacto e que exista um conjunto compacto X tal que
qualquer trajetoria partindo de 2° e gerada por um controle admissivel per-

maneca no interior, mntX, de X.
2. A funcao
H*(t,2,n,p) = max H(t, 2, u, 1, p)
ue

exista para quaisquer t,n,p e defina uma funcao concava de x.

3. Exista uma trajetoria x* partindo de 2° e gerada por um controle admissivel
u* que satisfaz as condigoes necessdrias do principio do mdzrimo em horizonte

infinito com n > 0.

12 A este respeito ver [15]
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4. A funcdo adjunta p satisfaca a condicao de transversalidade assintdtica
lim (1) = 0
—00

Entao a trajetéria x* é overtaking em x°.

Demonstragao. (Carlson e Haurie) Como H*(-,t,n,p) é concavo em x, satisfaz
OH*
08 le—sv)

H (£, (1)) < H* (2" (8), 1,1, p(8)) + (z—2'(t) Vt€[0,00), Vo€ X,
(3.55)
usando a equagao adjunta no principio do maximo em horizonte infinito e a equagao (3.52)

pode-se mostrar que

n{E @ (), u"(8)) = Fa(t),u(t)} = % [p(t)(x(t) — 2*(1))] (3.56)

para qualquer outra trajetoria  partindo de z° e gerada por w.
Integrando (3.56) em [0, 8] obtém-se

n{Jo(a", u") = Jo(z,u)} = p(0)(x(0) — 27(6))

Como 7 é positivo a condicao de transversalidade assintotica juntamente com a equacao
anterior implicam

ligninf{Jg(x*7u*) —J(z,u)} >0
—00

e portanto x* é overtaking em z°. O

Este teorema é bastante tutil no estudo do crescimento econémico, pois nestes
problemas a concavidade de H* com respeito a = é consequéncia direta da hipotese da
concavidade das funcgoes de producao e de utilidade. Ademais, quando o fator de des-
conto é positivo, pode-se mostrar que a condicao de transversalidade assintética pode ser

garantida.

A concavidade de H* com respeito a x pode ser relaxada como mostra o
teorema a seguir.
Teorema 3.9. Seja x* uma trajetoria partindo de 2° e gerada por um controle admissivel
*

u*. Seja p* uma funcdo continua, continuamente diferencidvel por partes de [0,00) em

R™. Defina o Hamiltoniano

H(z,t,u,p) = F(x,u,t)+ (p, f(x,u,t))
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Suponha que:

1@ (8), b0 (8),p (1) + (5 (0), 2 (1) > H o, b, (8)) + (5°(8), ) para todo
r € X eu €U para quase todo t € [0,00)
2. limy— oo (p*(t), 2*(t)) exista; e que seja vilida a relagdo
—oo < lim (p*(t), 2" (t)) < liminf(p*(t), z(t))

t—o0 t—o00

para qualquer trajetoria admissivel T. Entao (z*,u*) € overtaking em x°.

Demonstracao. Seja (x,u) € Il,. Pela hipotese 1, para qualquer 6 > 0

0 0
[ [re w00+ Goreww)] @z [ rew.u.o + 4o o] o

Entao
0
/O [F (2" (t), u(£),t) — F((t), u(t),t)] dt = p"(£)(2"(t) — x(0)).
Logo
lim inf {Jy(a*,u*) = Jo(w, u)} > Timinf 5" (6) (°(6) — (6)) > 0

pela hipotese 2. O

3.3 A Abordagem por Espacos de Sobolev

Apresentamos aqui uma solucao para o problema de controle em tempo infi-
nito. Seguimos [29], as provas aqui omitidas podem ser encontradas naquele trabalho, ou

em suas referéncias. As demonstragoes aqui apresentadas sdo todas de [29].

Apresentamos inicialmente algumas breves definicbes acerca de espaco de

Sobolev, necessarias para a solucao do problema.

Seja C} (R, ,R") o conjunto de fungdes continuamente diferenciaveis de R
em R" com suporte compacto.
Definigao 3.11. O espaco WH(R ., R") ¢ 0 espaco de funcoes v € L' (R, R") tais que

existe uma funcio x' € L'(R,,R") satisfazendo

/ ¢ dt = —/ 2 dt, Vo € CHR,,,R™).
0 0
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Neste caso, x' é chamada de derivada de x no sentido de distribuicoes.
Algumas propriedades basicas deste espaco sao:

o WH(R,, R™) éum espaco de Banach para a norma ||z|y11 = |||/ g +||2']| -

e Se r € WH(R,,R") entao existe uma aplicagio continua tnica 7 em R, tal
que r = T quase sempre.

/

e Para todos 7,7/ € Ryy, &(r)—&(7) = [T 2/(t) dt e limy_,o Z(t) = 0.

Consideramos o problema de controle:

max /0 T FGt), u(t))e dt

sujeito a

#(t) = f(x(t), u(t)) (3.57)
x(0) = xg (3.58)

onde z(t) € R e u(t) € RY.

Denotamos por E o espago das fungoes de R, em R" tais que ze ™ €
WHHR,, R"). A norma ¢ dada por ||z||g = [ |lz]le” dt + [;° ||2/|le" dt. Por L*(e™")
entende-se o conjunto de funcoes tais que ze ™ € L', para um dado r > 0. Note que

z € F implica que ||z(t)|[e”™ — 0 quando ¢ — oc.

Sao necessérias as seguintes hipoteses:

l.ze€Feue L' (e™)
2. f e F sao continuas e suas derivadas, f, e F,, sao continuas.
3. Se x*, u* sdo Otimos, entao f,(z*, u*) € L*'(e™™) e F,(z*,u*) € L'(e™™).
A condi¢do z(0) = xy deve ser entendida no sentido de que a unica fungao

continua Z que é quase sempre igual a x satisfaz £(0) = . Enunciamos agora dois lemas,

cujas provas sao omitidas.
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Lema 3.2. Seja L : E — R, definida por L(x) = x(0). A aplicacio L é Lipschitz.
Lema 3.3. Seja D : x(t) — Dx(t) = 2(t). D € continua de E em L'(e™").

Definicdo 3.12. Uma trajetoria (z(t),u(t)),t € [0,00) é admissivel se v € E e u €
LY(e™™) satisfizerem as restricoes (3.57) e (3.58); e se a integral no funcional objetivo for
convergente. Uma trajetoria (x*(t),u*(t)) € uma solu¢io dtima se for admissivel e se o
valor do funcional objetivo correspondente a qualquer trajetoria admissivel nao for maior

que o valor de (x*(t),u*(t)).

O problema de otimizacao em questao pode ser reescrito como
max J(z,u) = / F(x(t),u(t))e " dt
0
sujeito a

Dz = f(x,u)

L, = x
onde J: (ENLL(e7)) x L'(e™) - RU{—o0c}.

Apresentamos agora a tltima hipotese, de fundamental importancia:
Hipotese 4 A trajetoria 6tima é sustentada no seguinte sentido. Seja (z*(t), u*(t)) uma
solugdo Otima. Existem multiplicadores (a,q,A) € Ry x L™ x R™ tais que: Vo € (EN
Li(e™™)), Yue LL(e ™),

aF($*>U*) - Q(Dx* - f(x*aU*)) - )\(LIE* - 370) Z

aF(z,u) — q(Dzx — f(z,u)) — N Lz — o). (3.59)

Proposicao 3.1. Suponha que as hipdteses 1-4 sejam satisfeitas. Suponha que x*(t) > 0,
Vt. Entio 3 p € L' tal que:

aFy(z*,u)e ™™ + p(t) + p(t) fo(z*,u*) =0, (3.60)

no sentido de distribuigoes.

Demonstragao. Por (3.59) é claro que podemos escrever Vo € (E N LY (e7")),
a/ [F(z*,u*) — F(z,u*)]e " dt — / q(t)[Dz* — Dx)e " dt
0 0

+/OOO q@)[f(2*, u*) — f(z,u*)])e " dt — Ma*(0) — 2(0)] >0 (3.61)
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Seja h(t) € CHR,,R™). Se x*(t) > 0V¢, como z*(t) pode ser tomado continuo, podemos

tomar p suficientemente pequeno tal que z(t) = z*(t) + ph(t) € E. Obtemos
/000 aFy(z*,u*)e " h(t) dt — /000 q(t)e "h(t) dt + /000 q(t)e " fo(z*, u*)h(t) dt = 0
e portanto, com p(t) = q(t)e " € L1,
aFy (a7, u)e™™ + p(t) + p(t) fola™, u”) = 0

no sentido de distribuicoes. O

A condicao de transversalidade segue como um corolario direto:

Corolario 3.2. Sob as hipdteses da proposicao acima, se uma solugao dtima (z*(t), u*(t))
existe, entdao, necessariamente, p(t)e™ € L, com p(t) = q(t)e™" definido na proposicao.

Em particular, limy . p(t) =0, e limy_,o, p(t)(z*(t) — xo) = 0.

Corolario 3.3. Se u*(t) for continua por partes entio p(t) € continua por partes.

Demonstragao. Como p(t) € L', segue de (3.60) que p(t) € L' e portanto, p(t) é continua.

Isto implica que p(t) é continua por partes. ]

A proxima proposicao fornece a condicao de Pontryagin com respeito a va-

ridvel de controle.

Proposicao 3.2. Suponha que as hipdteses 1-4 sejam satisfeitas. Suponha que u*(t) seja

continuo e portanto x(t) seja continuo. Entdo tem-se, para qualquer u € R,

aF (z*(t),u™(t)e™ +p(t) f(2"(t), w" (1)) = aF(a"(t),u)e™™ + p(t) f(z"(t),u).  (3.62)

Demonstragio. Por (3.59) pode-se notar que, Vz € L (e"),

[e.9]

a/OOO[F(x*,u*) — F(x*, 2)]e " dt +/ p(t)[f(z",u*) — f(z*, 2)]dt > 0. (3.63)

0

Assuma, ao contrario, por continuidade
aF (*(t), u"(t))e™™ +p(t) f(2"(t), w" (1)) < aF (" (t), u)e™" + p(t) f(27(t), u)

em algum intervalo I em torno de ¢ com uma constante positiva u > 0. Seja u/(t) =
u*(t),t ¢ I e u'(t) =u quando t € I. Note que u'(t) € L (e™™). Mas, isto viola (3.63), o

que é uma contradicao. O]
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Para provar a suficiéncia fazemos uso do Hamiltoniano, através de uma hi-
potese adicional.

Hipo6tese 5 Defina o Hamiltoniano

H(z,u,p,t) = F(x(t), u(t))e™" + p(t) f(2(), u(t)).

Suponha que max,>¢ H(z, u,p,t) seja concavo em = e H(x*,u*,p,t) > H(z*, u,p,t),Yu >

0.
A préxima proposicao mostra a suficiéncia da condigao de transversalidade.

Proposicao 3.3. Sob as hipdteses 1-3 e 5, uma condi¢do suficiente para a que (z*(t),u*(t))
seja otimo €

p(t)e™ € L™
Demonstracao. Pela hipotese 5 temos, para todo T" > 0:
T T
| F@ O [P, um)e d = o)) - o (1)
0 0
Por hipotese, p(t)e™ € L. Temos entao

p(T)(@(T) — 2™ (T)] < Ip(D) ™ [la(T)]le™" + [la*(T)[le™™]

< K [||o(T)lle™"T + |la*(T)[|e 7]

Como z € E e z* € E, tem-se que K [||z(T)[le™ + [|z*(T)|[e”""] - 0a0 T — o0. O

que conclui a demonstragao. O]

Outras abordagens podem se encontradas em [8]; [25]; e [2].



36

4 O MODELO

Neste capitulo apresentamos nosso modelo, bem como sua solugao. O capi-
tulo esté estruturado em 2 partes, na primeira apresentamos o modelo; na segunda parte

exibimos solucoes explicitas para algumas equagoes do modelo.

4.1 O Modelo

O modelo descrevendo o crescimento da economia ¢ o modelo neoclassico pa-
drao com tecnologia. Supomos que a economia seja fechada, de modo que todo o produto

seja consumido ou investido, isto é, Y (t) = C(t) + I(t). O problema de maximizagao é
max/ U(C)e " dt (4.1)
0

sujeito a

K(t) =I(t) —6K(t) = sY(t) — 6K(t) (4.2)

onde a fun¢ao de producao Y é a fungcao Cobb-Douglas
Y = K*(AL)'™ (4.3)

aqui K denota o estoque de capital da economia, L o trabalho, A a tecnologia! , r é a
taxa de desconto, s a taxa de poupanca e 0 a taxa de depreciacdo. U(C') é a funcao de
utilidade, que tomamos como sendo a funcao conhecida na literatura econémica como

CES (Constant Flasticity of Substitution)

Cclr—1
UlC)=——— 44
0= (14)
onde p é a elasticidade de substituicao. A substituicao refere-se a substituir o consumo
de um bem (ou cesta de bens) por outro (ou outra cesta) e a elasticidade refere-se a uma

variacao no preco.

!Tomamos a tecnologia como sendo aumentadora de trabalho, fazemos esta hipotese apenas a fim de
poder comparar nosso modelo com o modelo de Solow, que depende desta hipdtese. A argumentacao
acerca da forma da tecnologia pode ser encontrada em [5]
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A funcao de producao satisfaz as seguintes condigoes, conhecidas como con-

digoes de Inada

5 _ oy aY_
i xc = i o = >
lim — = lima—y 0

K—oo OK L—oo OL -
4.1.1 O Setor Educacional

4.1.1.1 Mazximizacao da Tecnologia

Passemos agora a modelagem do setor educacional. Seja Lg(t) o namero de
cientistas empregados em pesquisa ao tempo t; e Lg(t) o nimero de cientistas empregados
no ensino ao tempo t. A fracdo de novos cientistas alocados ao ensino é denotada por
a; e 0 denota a taxa de depreciacao, que por simplicidade assumimos que seja igual a do
capital. Supomos que pesquisadores e professores sejam os inicos agentes na economia,

isto é, a populacao total é dada por L(t) = Lg(t) + Lg(t).

Por simplicidade fazemos duas hipo6teses um tanto irrealistas, primeiro que
um cientista nao pode ser pesquisador e professor; e segundo que, uma vez que uma
escolha de carreira foi feita, nao é mais possivel alterar-la. Ademais, supomos que as
cotas inferior e superior de a sao maior que zero e menor que um, respectivamente; isto
¢, 0 < a<a<a< 1 Alocacoes 0,1 sao vistas como inaceitaveis em sociedades

democréaticas.

Em nossa modelagem propomos que a tecnologia seja gerada exclusivamente
por pesquisadores, ao passo que professores produzem apenas cientistas, que por sua vez
podem ser alocados para a pesquisa ou para o ensino. O problema é entao a determinacao
da alocacao intertemporal 6tima de cientistas entre as duas carreiras, de modo a maximizar

a tecnologia, que por sua vez impulsiona o crescimento econdmico.

Fazemos a suposicao de que o planejador social é "miope", por isto queremos
dizer que o planejador resolve primeiramente o problema de maximizacao da tecnologia
e, a seguir, resolve o problema de maximizagao da tecnologia, ao invés de resolver os dois

problemas de uma sé vez. Tal suposicao parece plausivel no caso de um governo em que
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diferentes agéncias, uma preocupada com a educagao e outra com a economia, trabalham

de maneira independente.
O problema de maximizagao é entao
max /OO A(Lg)e " dt (4.5)
0
sujeito a

LR(t) (1 — a(t))’)/LE — 5LR

onde v é um parametro que mede a produtividade dos professores.

Seguimos [38] na modelagem da evolugao tecnologica, mas permitimos formas
funcionais mais complexas. O nimero de pesquisadores é o argumento de uma funcao A,

a ser especificada, que determina parcialmente o progresso técnico. Temos
A= A(Lg)[A(H)]™ (4.7)

onde (; é um parametro que mede quao intensivamente o desenvolvimento tecnologico
futuro depende sobre o nivel técnico corrente. Impomos sobre A(-) a condi¢do que A €
AC(I), isto é, que A pertenca ao espago de fungoes absolutamente continuas f : I — R,

onde I C R.

Nosso modelo é entao dado por dois sistemas desacoplados que podem ser
resolvidos com as técnicas do capitulo anterior. Temos de resolver primeiramente o modelo
do setor educacional a fim de obter a trajetoria da evolucao tecnologica, que sera utilizada

como um insumo na funcao de producao.

4.1.1.2  Tempo Minimo

Apresentamos agora uma variacao do modelo acima. Fixamos valores deseja-
dos para as variaveis de estado Lg e Ly, buscamos agora nao mais maximizar a tecnologia,
mas sim atingir estes valores desejados no menor tempo possivel. Intuitivamente este mo-
delo pode ser compreendido como o tempo minimo para que um pais tecnologicamente

atrasado alcance a fronteira tecnologica mundial.

O funcional a ser maximizado é entao
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T
max/ —1dt (4.8)
0

agora T' € [0,00) & desconhecido e é o que objetivamos minimizar. As restri¢oes sdo as
mesmas que no modelo de maximizagao da tecnologia. Adicionalmente temos Ly(T) = Lg

e Lr(T) = Lg, que sdo os valores desejados das variaveis de estado.

4.2 Solucao do Modelo

4.2.1 Maximizagao da Tecnologia

Tomamos as condi¢oes iniciais: Lg(ty) = Lg, Lg(to) = Lr, A(to) = Ao.
Note que o integrando de nosso funcional objetivo é um operador nao-linear, o que certa-
mente dificulta a andlise, pois os teoremas do capitulo anterior fornecem condi¢des apenas
no caso de uma funcao. Para tratar deste caso fazemos uma transformacao no funcio-

nal objetivo a fim de obter o problema na forma das hipoteses dos teoremas. Escreva

B(t) = f(f A(Lg(7)) + Ay P, Temos entdo

max /00O A(Lg)e " dt = max /000 [(1— Bl)B(t)]ﬁ e "dt (4.9)

Restrito a

Lp(t) =a(t)yLg — 6Lg
ER(t) =(1—a(t))yLg — 0Ly (4.10)
B(t) = A(Lg(1))
Antes de prosseguir com a solugao do modelo, é interessante verificar que este
de fato satisfaz as condigoes do teorema que garante a existéncia de solucao. Lembramos
que o teorema de existéncia foi proposto para o caso de tempo finito, a que nos restringimos

momentaneamente.

A primeira condigao a se verificar é a de crescimento linear nas fungoes g; em
(3.19). A funcdo go é dada por (—9Lg,—0Lg + vLg, A(Lg)). Vemos claramente que a

condicao é satisfeita nas duas primeiras componentes. Na terceira componente a condicao
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é satisfeita para algumas fungoes concavas, como log(1 + ), que pretendemos utilizar em
trabalhos futuros. Para as fungoes g; que multiplicam os controles temos (yLg, —yLg,0),

que claramente satisfaz a condicao de crescimento linear.

A segunda condicao é verificar que U(t) é fechado e convexo, o que ¢ trivial

em nosso modelo pois como o controle é unidimensional temos um intervalo fechado em

R.

A terceira condicao ¢ verificar a semi-continuidade inferior de S em (3.18) e
que os conjuntos E, Q) em (3.21) sao fechados. Como em nosso modelo S = 0 constante,
segue que S é continua e, portanto, semi-continua. Os conjuntos serem fechados segue de

o sistema das variaveis de estado ser limitado em tempo finito.

A quarta condicao é verificar a LB-mensurabilidade do integrando do funci-
onal objetivo, bem como sua semi-continuidade inferior, convexidade (na variavel de con-
trole) e a existéncia de uma constante como em (3.23). Note que o teorema de existéncia
foi postulado para a minimizacao do funcional objetivo, e queremos aqui a maximiza¢ao
deste. E um resultado conhecido que podemos alterar o sinal do integrando no funcional
objetivo e obter um problema de maximizagao andlogo ao de minimizagao, invertendo
as relagoes de convexidade e concavidade das fungoes envolvidas. Como o integrando é
continuo, a condicao de LB-mensurabilidade ¢é satisfeita bem como a semi-continuidade;
a concavidade segue diretamente de o funcional objetivo ser independente da variavel
de controle; para a constante que limita o integrando podemos tomar por simplicidade
o maior valor que o integrando pode assumir para um intervalo finito de tempo e Lg

tomado na auséncia de depreciacao.

A quinta hipotese segue novamente de o sistema ser limitado em tempo finito.

E a sexta hipotese segue de o conjunto de controles admissiveis ser fechado.

Observe que nao temos uma generalizacao para horizonte infinito do resultado
verificado acima. A abordagem por espacos de Sobolev nos fornece condigoes suficientes
para a existéncia de solucao para o problema de controle. Uma das condicoes daquela

abordagem é a concavidade do Hamiltoniano em relagao a x, chamada de hipotese 5. Para
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verificar esta condicdo montamos a matriz Hessiana, que deve ser negativa semi-definida,
0 0 0
0 ng” 0
28—1
0 0 Bl1-BBW)TT e

Temos que p3 > 0e F” < 0 por hipotese; e B > 0, > 0 implicam que 3 [(1 — ) B(t)] 5 et >

0, portanto a matriz Hessiana é indefinida e nao podemos aplicar o resultado. Como ob-

servado por Clarke ([13], p.497) isto nao nos impede de tentar encontrar uma solugao.

Para o caso de tempo infinito temos ainda de especificar com qual critério
de otimalidade trabalhamos. Nosso critério de avaliagdo (veja (3.38) ) é Jp = f:[(l -

" podemos garantir

61)B(t)}ﬁ. Note que como utilizamos um termo de desconto e”
a finitude q.s. do critério de avaliagdo, sempre que B(t) tiver crescimento menor que
exponencial. Podemos portanto utilizar a strong optimality pois o critério de avaliacao é
finito quando € — oco. Contudo, nao hé perda em usar o critério mais fraco de overtaking

que requer liminf {Jy(z*, u*) — Jy(z,u)} > 0, ou seja,

0 1

liminf [ (1— 8)Tme ((B*)m - Bﬁ) dt > 0 (4.11)

06— 00 0

Se a solugdo do sistema dindmico (neste caso da equagdo de B ) for tnica, B* = B,
implicando que o resultado ¢ valido. Caso contrario nao podemos garantir que a trajetoria
seja overtaking. Em nosso modelo a unicidade depende da forma da funcao F', se esta for
Lipschitz, a solugao é tnica. A funcdo log(1l 4+ =) que usaremos adiante é Lipschitz para

x > 0, neste caso a trajetoria é overtaking.

Retornemos agora a solucao do problema. Formamos a fun¢cao Hamiltoniana

H=[(1- 51)3@)]ﬁ e " +pila(t)yLe — 0Lg] + p2[y(1 — a(t)) Ly — 0 Lg| 4+ psA(Lg(t))
(4.12)

Como a fun¢ao Hamiltoniana é linear em a(t) concluimos que o controle é
do tipo Bang-Bang, pela condicao de maximo do principio do méaximo de Pontryagin
devemos tomar a de modo a maximizar o Hamiltoniano. Como H é uma funcao linear
de a esperamos que o 6timo seja na fronteira. Podemos ver isto através do Hamiltoniano,

ignorando os termos que nao dependem do controle, temos

YLg(p1 — p2)a (4.13)
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como Lg > 0 vemos facilmente que o 6timo se d& com a e a.

Formamos a fungao que determina o tempo de troca

S(t) == vLe(p1 — p2) (4.14)

os zeros desta funcao fornecem os pontos de troca dos controles. Supomos que existe

apenas uma troca de controles, efetuada em t = t, 2. Os controles sdo dados por

ou seja, a(t) = a para t < ts e a(t) = @ para t > ts. No caso de S(t) = 0 dizemos
que o controle é singular. Do ponto de vista matematico nao temos informacao sobre o
controle singular, mas pela interpretacao econémica das variaveis de coestado temos que
p1 = po significa que a valoracao das variaveis Lg e Lg é igual, poderiamos ter, portanto,

a(t) = 0.5 para S(t) = 0. De qualquer maneira, ndo faremos uso desta observacao.

As condicoes de primeira ordem com respeito as variaveis de coestado sao

dadas por

. OH _

= —30, = — (p1(a(t)y = 6) + p2y(1 — a(t)))

P2 = —aaTh; = 0p2 — psN'(Lr(t)) (4.15)

by = — 2 — _[(1— B,) B(t)] 75 e

P3 9B [( 51) ( )] re

As condicoes de primeira ordem com respeito as variaveis de estado sao sim-

plesmente

ER(t) = (1 - a(t))yLE - 5LR (416)

B(t) = A(Lg(1))

Passemos agora & resolu¢ao destes sistemas®. Note que ambos sistemas po-
dem ser desacoplados para a solucao. Resolvemos primeiramente a equacao para Lg e a

seguir para Lg. Para t € [0,t;) temos

LE = (QW - 5)LE

2Veremos adiante que o problema pode ser posto de modo que nio exista um intervalo tal que t = t,
3Tomamos as equagdes diferenciais no sentido de Caratheodory.
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que é uma equacao diferencial ordinaria separavel, cuja solugao é

Lg(t) = Lge®@ ™% (4.17)

de maneira aniloga encontramos a solu¢ao para (t, o)

Lp(t) = Lge!@ Dtst@-o (4.18)

Note que utilizamos (4.17) avaliado em ¢, para encontrar a condigao inicial
para a solucao da equacao para t > t,. Isto é, descartamos a avaliacao em ¢, com o
controle singular. Isto se deve a natureza do problema em questao, o parametro vy, por
exemplo, mede a produtividade dos docentes, tem portanto uma componente temporal,
isto é, pode ser vista como cientistas produzidos por ano (ou periodo). Nao faz sentido
do ponto de vista fisico que o tempo de transicao tenha alguma duracao, isto é, em um
periodo temos um controle e no seguinte temos outro. Portanto podemos descartar o

incremento exatamente em t,, pois a "produtividade instantanea"é desprezivel.
Podemos resolver agora a segunda equacdo. Para t € [0, 1) temos
Lrp=(1-—a)yLg — 6Ly
substituindo os resultados de (4.17) obtemos
Lp+0Lg = (1— g)vﬁe(m_é)t

cuja solucao é

Lp(t) = (1 _Q)@e(mfé)t 4 (@_ (1 _Q)@) o0t (4.19)

e para t € (ts,00) temos
L.R + 0L = (1 _ 5)7L_E67(g—6)t5+(57—5)t

cuja solucao é

1—a _ _
La(t) = LD  perta-t o= (4.20)

a

i { (@ —_Q) Lpelantsg=ot 4 (LR 1= QLE> } oot
aa - - a

A fim de simplificar a notacao fazemos
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podemos entao reescrever a solucao da equacao como

LR<t) = \Iflea'yt + (\112 + \1/3)67& (421)

Passemos agora a terceira equacdo. Para t € (o, ) temos

' L—a, (45 l—-a —o7
B(t)= [ A Lpe™07 4 ( Lg — Lg|e dr — B(to) (4.22)
to

a

onde B(ty) = AP como pode ser visto pela definicio de B(t). Para t € (t,,00) temos

B(t) = /t A (U1 + (W + U3) e ) dr — Bit,) (4.23)

Todas as trajetorias de interesse ja foram determinadas, resta apenas deter-
minar o tempo de troca t,, para isto temos de resolver o sistema das variaveis de coestado e
calcular o zero da funcao de troca. Este sistema esté definido como acima, equagao (4.15).

Note que novamente podemos desacoplar o sistema. Resolvemos inicialmente para ps, a

solucao é
t B1
p(t) = — / (1 — BB e dr + C (4.24)
ts

para po temos
po(t) = —edt / 6_6tp3A,(LR(t)) + et (4.25)

para p; temos
p(t) = @91 [— /pg’}/(]_ — @)@t dt 4 O, (4.26)

para t € (ts,00), onde C; e Cy sdo constantes, esta escolha de ¢ ficara clara a seguir.

Note que nao temos condigoes iniciais para as variaveis de coestado, por-
tando nao podemos obter uma solucao tinica para o problema. Temos de usar a condigao
de transversalidade e resolver a equacao para tras no tempo. Note porém que a taxa
de desconto faz com que as solugoes tenham decaimento exponencial, implicando que a

condicao de transversalidade nao nos fornece informagoes adicionais. Temos portanto de
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desenvolver um método numérico para resolver tal problema, que é o objeto do préximo
capitulo. Porém antes disso vamos resolver os problemas de minimizagao do tempo e de

maximizacao da utilidade. Mostramos ainda que o o controle ¢ nao-singular.

Proposicao 4.1. Eziste uma escolha de pardmetros de modo que o controle seja nao-

singular.

Demonstracao. Para que o controle seja singular devemos ter um intervalo tal que a
fungao de troca seja nula. Como Lg > 0 temos que S(t) = 0 se, e somente se, p; = pa,
como buscamos um intervalo, devemos ter também p; = ps. Nos referiremos a pq, po
momentaneamente por p. Das condicoes de primeira ordem com respeito as variaveis de

coestado temos

—p1(ay = 0) — pay(1 — a) = dpy — psA'(LR)
—p(y —6) = 0p — psA'(Lg)

_ p3N'(LR)
7 _ - 7
p
tomando v diferente da relacao acima temos que o controle ¢ nao-singular. O]
4.2.2 Minimizac¢ao do Tempo
A funcao Hamiltoniana é

Usando as equacoes (4.18) e (4.21) obtemos o sistema

Ly = Lge@ @t (4.28)

L =0T 4 (Uy + U3)e™7T (4.29)

Resolvendo este sistema obtemos os valores de ¢, e T, estes valores, por sua vez, sao

utilizados na resolucao do problema de maximizacao da utilidade.

4Isto é possivel neste trabalho pois ndo faremos uma anélise empirica, isto é, existe a possibilidade
pratica de que os parametros sejam tais que o controle é singular, mas nao abordaremos esta possibilidade
aqui.
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4.2.3 Maximizacao da Utilidade

Como destacamos no capitulo 2, estamos interessados no crescimento per
capita. Para transformar nossas varidveis para valores per capita dividimos a funcao de
producao por L e usamos a propriedade de retornos constantes a escala da funcao Cobb-

Douglas. A funcao de producgao pode ser entao reescrita como

y = k*(Alg)" (4.30)
Para a equacao do capital temos

K/L = sy — 0k

note que do lado direto da igualdade temos variaveis per capita, ao passo que do lado
esquerdo nao, portanto nao temos uma equacao diferencial usual. Para obter o lado
direito em valores per capita tomamos a derivada de kK = K/L com respeito ao tempo,
assim temos .
_d(K/L) K

onde n denota o crescimento populacional. Combinando as equacoes temos

k=sy—(n+0)k (4.32)

O crescimento populacional é dado por

L Lp+Lpg
—Z_ZRTOE 4.33
n=7 7 (4.33)

usando as equacgoes para Li e Lg obtemos

Lg

Lg
Lr+LEg*

lr & dado por

Para este problema nao faremos a anéalise da existéncia das solugoes, pois
trata-se de um modelo ja bem estabelecido e estudado em profundidade na literatura.
Notamos apenas que pode-se fazer a anélise através de espacos de Sobolev, como mostrado
em [29]. Naquele trabalho os autores impoem duas condigbes adicionais que garantem a,

existéncia da solugdo, a saber, que U € C! seja estritamente concava, crescente com
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U'(0) < o0; e que y € C! com ¢/(0) > 6, 3/(0) < oo, 3/(c0) = 0. Esta condigoes siao

facilmente verificadas para as fungoes CES e Cobb-Douglas.

Formamos a fun¢ao Hamiltoniana
H=U(c)e ™ + p [k*(Alg)' ™ — ¢ — (n+ 0)k] (4.35)

A condicao de primeira ordem com respeito a varidvel de controle é

OH
% = Ule_rt — U= 0 (436)

A condic¢ao com respeito a variavel de coestado é

oOH

fi=—"r =—H (ak* (Alg)'™™ = (n+9)) (4.37)

e a condicao com respeito & varidvel de estado é
k= kY (AlR)"™ —c— (n+0)k (4.38)

temos portanto o sistema

k= k*(Alg)"® —c— (n+d)k

(4.39)
fr = —ak® Y (Alg)' ™" + (n+ 0)u

Observe que uma solucao no plano kp é destituida de significado, pois os
valores de u s@o de pouca importancia, buscamos com efeito uma solugao no plano kc.
Portanto efetuamos uma manipulagao algébrica padrao (na literatura econdmica) na equa-

¢ao (4.36), a saber, tomamos a derivada com relagao ao tempo
o= [U"¢—rU e ™

de modo que substituindo no sistema acima tenhamos

o = k*(AlR) o — c — (n+ 6k

(4.40)
¢=+ [k (Alg) ™™ — (n+ 0 +1)]

que estd no plano kc como queriamos.

Tradicionalmente na literatura econémica procura-se por um estado estacio-
néario das variaveis k e ¢, porém, como desenvolveremos solucoes numéricas para o setor
educacional, é interessante desenvolver também solucoes numeéricas para este sistema, de

modo que possam ser combinadas com as solucoes do setor educacional.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo apresentamos a solu¢ao numérica do modelo. Infelizmente nao
conseguimos desenvolver ainda um esquema numérico capaz de lidar com a maximizacao
da tecnologia, principalmente devido ao fato de um dos sistemas ser para frente no tempo

e 0 outro para tras.

Conseguimos, no entanto, resolver o numericamente os problemas de minimi-
zacao do tempo e maximizacao da utilidade. Trabalhamos no horizonte de tempo definido
pelo problema de minimizacao de tempo, isto é, resolvemos o problema de minimizacao
do tempo, determinando T e t; e , a seguir, utilizamos estes valores no problema de
maximizacao da utilidade, ou seja, utilizamos o horizonte de tempo T'. Estes resultados
sao apresentados a seguir. Note que como nao temos progresso técnico neste modelo,

tomamos A = 1 constante.

A resolucao foi feita através do software Maple 16, utilizando suas proprias
ferramentas internas. Para a resolucao do sistema algébrico nao-linear que determina o
tempo minimo e o tempo de troca o algoritmo padrao é Newton-Raphson. Para a resolugao

do sistema de equagoes diferenciais o algoritmo padrao é Runge-Kutta de ordem 4.

Consideraremos sempre o mesmo problema e variaremos os parametros. O
problema é levar Lg de 100 a 200 e Li de 80 a 240 no menor tempo possivel. A primeira

resolugao utiliza os seguintes parametros e condigoes iniciais:

o v =0.14;
e 0 =0.02
o o= 0.9
o p=0.38;
o r = 0.02;

[ J
3
—
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o
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240 2
::n:
200
180 -
160 -
140 -
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100 -

80

Figura 5.1: Quantidade de professores (curva 1) e pesquisadores (curva 2) ao longo do
tempo

e ¢(0)=0.15

O tempo até atingir a condicao final é 13.91998396 e a troca de controles
ocorre ao tempo t = 6.934527538. A evolugdo de Ly e Ly é dada na figura 5.1, onde a
linha 1 representa a quantidade de professores e a linha 2 a quantidade de pesquisadores.

Alternativamente, a evolugao destas variaveis pode ser vista na figura 5.2.

Capital e consumo evoluem de acordo com a figura 5.3, onde a linha 3 repre-
senta o capital e a linha 4 o consumo® . E interessante notar que com esta configuracao
temos uma trajetoria crescente para as duas varidveis, o que nem sempre é 0 caso, cOmo

veremos adiante. Finalmente, o produto da economia evolui de acordo com a figura 5.4.

Note que com esta configuracdo a economia cresce rapidamente, o produto
per capita mais que dobra em 13 anos. E interessante observar que para t € (0,t5) o
produto da economia evolui de maneira semelhante ao previsto pelo modelo de Solow. J&

a partir de ¢, a evolucao da economia aproxima-se ao previso por modelos AK. Isto pode

IManteremos esta numeracdo das curvas de cada variavel no restante do texto a fim de facilitar a
leitura.
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Figura 5.2: Quantidade de professores e pesquisadores

Figura 5.3: Capital (curva 3) e consumo (curva 4) ao longo do tempo
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Figura 5.4: Produto da economia ao longo do tempo

refletir, de certo modo, uma tecnologia cuja produtividade cresce rapidamente uma vez

que atinge-se um nivel minimo de determinado insumo.

Consideramos o mesmo problema agora, reduzindo a produtividade dos pro-
fessores () de 0.14 2 0.09. Com isto o tempo para atingir a condicao final é de 25.03730838
e a troca de controles ocorre ao tempo t = 13.45218851. A evolucao de Lg e Ly pode ser

vista na figura 5.5, ou ainda na figura 5.6.

Destacamos inicialmente como uma moderada variacao na produtividade
(35% aproximadamente) praticamente dobra o tempo para a obtengao dos valores fi-
nais desejados. Este impacto repercute na economia como vemos nos graficos 5.7 e 5.8.
Note que a reducao da produtividade dos professores reduz o crescimento econdémico.
Aqui tomamos a produtividade exdgena e constante, mas se pensarmos que a baixa pro-
dutividade dos professores pode, por sua vez, gerar novos professores de baixa qualidade,
levando assim a economia a uma trajetoria de baixo crescimento, vemos de modo ainda

mais latente a importancia da qualidade dos docentes na economia.
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Obtemos um resultado bastante interessante ao reduzir ainda mais a produ-
tividade dos professores, tomamos v = 0.075. O tempo para atingir o estado final é de
32.78450424 e a troca de controles ocorre em t = 18.38255806. A evolugao das varidveis

em questao é mostrada nas figuras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12

Note que com esta configuracao o crescimento nao é forte o suficiente para
sustentar o aumento do consumo, levando a destruicao da economia. Novamente vemos

a importancia da qualidade dos docentes.

Consideremos a seguir o caso em que o planejador social nao consegue de-
senvolver incentivos tao eficientes quanto anteriormente para direcionar os cientistas, isto

é, reduzimos a e aumentamos a. Os novos valores sao a = 0.6 e @ = 0.2.

Neste caso o tempo para atingir a condicao final é 15.74053290 e a troca de
controles ocorre em ¢t = 10.12898067. Os graficos correspondentes sao 5.13, 5.14, 5.15 e
5.16. Note que neste caso a alteracao de controles tem um impacto mais suave sobre a

economia, como seria possivel prever.
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E interessante também considerar uma alteracdo na funcdo de producio,
particularmente na intensidade de utilizacao de cada fator, dado por «, reduzindo este
de 0.5 a 0.25 temos que o tempo nao se altera. A economia evolui como mostra a figura

0.12.

O aumento da intensidade de utilizacao dos pesquisadores faz com que a
economia cresca rapidamente apos a alteracao no controle. O valor inicial alto do consumo
(relativamente ao capital) faz com que o capital nao consiga crescer suficientemente rapido
para que a economia cresca, levando a reducao do produto, como visto no grafico 5.17. O

consumo segue a trajetoéria mostrada na figura 5.18.

E notavel que mesmo com o crescimento da economia o consumo reduz-se ao

longo do tempo.

Outra andlise interessante é estudar o comportamento de uma economia que
inicialmente consome demais. Para isto fazemos ¢(0) = 0.35. Com esta configuragdo o
consumo cresce rapidamente, fazendo com que o capital se reduza (como visto na figura

5.19), o que invariavelmente leva a economia & destrui¢do, como mostra a figura 5.20.
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Note que nao ha tempo suficiente para se observar o comportamento apds a troca de

controles, pois o produto total é levado a zero em t < t;.
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6 CONCLUSAO

Os resultados do capitulo 5 nos permitem fazer uma analise do modelo pro-
posto neste trabalho. De maneira geral, o modelo comporta-se como os demais modelos
de crescimento economico disponiveis na literatura. Isto vale tanto para configuracoes

que geraram crescimento quanto para as que previram a destruicao da economia.

Vale destacar a capacidade do modelo em combinar resultados de diferentes
modelos, como mostrou a primeira anélise do capitulo anterior, que gerou um tipo de
combinacao entre o modelo do Solow e os modelos AK. Isto é particularmente interessante
para analisar economias que "alteraram "sua trajetoria de crescimento, o que nao pode

ser captado por cada modelo separado.

Do ponto de vista negativo destacamos que o crescimento populacional endo-
geno aqui utilizado nao encontra respaldo nas teorias econémicas de fertilidade. Destaca-
mos também que o fato de nao fazer analise empirica e atribuir valores nao necessariamente

realistas as varidveis reduz de certo modo a confiabilidade do modelo.

Tratando de implicagoes em termos de politicas piiblicas dois resultados sao
notaveis: primeiro, a qualidade dos docentes é de fundamental importancia ao funcio-
namento da economia; e segundo, o gradualismo nao parece ser a maneira acertada de

conduzir uma politica educacional.

O modelo apresentado neste trabalho permite diversas generalizagoes e mo-
dificacoes, que serao objeto de trabalhos futuros. Discutimos brevemente algumas delas.
Primeiramente temos por objetivo desenvolver um esquema numérico capaz de lidar com
o modelo de maximizacao da tecnologia. Ademais, temos por objetivo imediato permitir

mais de uma troca de controles.

Uma generalizacao direta é inserir cientistas de diferentes qualidades, isto
é, professores e pesquisadores de alta e baixa produtividade. Permitindo que professo-
res de alta produtividade gerem tecnologia obtemos um resultado interessante sobre a

penalizacao devido a baixa qualidade de professores.
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Pensamos também em unificar os dois problemas de otimizagao, com o obje-
tivo final de maximizar o crescimento econémico. Neste caso tem-se um impacto diferen-

ciado da alocacao de cientistas devido a funcao de producao da economia.

Gostarfamos também de propor diferentes modelagens para a tecnologia,
principalmente modelagens probabilisticas, como Martingales. Tal modelagem parece
mais apropriada para capturar a natureza do progresso técnico que muitas vezes se da em

saltos e ondas.

No modelo de crescimento econémico é interessante inserir precos e lucros e
analisar o modelo do ponto de vista do livre mercado e nao mais do planejador social.
Buscar com isto uma andlise de equilibrio e comparar as vantagens e desvantagens de

cada modelo.

Seria interessante ainda formular um modelo em que a economia nao seja
populada apenas por cientistas, permitir a existéncia de trabalhadores nao qualificados

para salientar ainda mais a importancia da educagao.

Do ponto de vista matematico gostariamos de expandir os resultados de exis-
téncia de solucoes, bem como resultados de unicidade e estabilidade assintotica. Ideal-

mente conseguiriamos enfraquecer as restricdes de concavidade e convexidade.
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Apéndice A

Apresentamos aqui um breve esboco da demonstracao do principio do mé-
ximo de Pontryagin em horizonte de tempo finito. A demonstracao deve-se a [34], apre-

sentamos porém a versao adaptada por [10].

Considere o problema

max go(x(ts)) (A.1)

sobre todos os pares admissiveis (z,u) : [0,f;] — R" x R™ satisfazendo o sistema de
controle
(t) = f(x(t),u(t),t) qg.s. em [0,tf]; (A.2)

com condigoes iniciais x(0) = 2°; restri¢ao de controle u(t) € U q.s. em [0,¢;]. Ademais,

temos as condicoes terminais
gi(x(tp)) 20  1<j<p (A.3)
9i(z(tr)) =0  p+1<j<gq (A.4)
Assumiu-se que z € R", u € R™, t; fixo, f : R" x R™ x [0,f] — R" & continua e tem
derivada parcial de primeira ordem continua com relacao a x; U C R™ é fechado; e

g; : R" — R é continuamente diferenciavel para j = 0,1,...,¢. Adicionalmente, impomos

a seguinte restricao de qualificacao:

Dizemos que a restri¢ao de qualificagdo (RQ) é valida em x € R™ se o sistema

cjgi(x)=0  1<j<p (A.6)
q
> ¢ Vgi(x) =0 (A7)
3=0

admitir apenas solucao trivial.
Nosso objetivo ¢ estabelecer o seguinte teorema:

Teorema A.1. Se a restricao de qualificagao (RQ) é vdlida em x*(ts) e se (x*,u*) for uma

solugao otima para o problema de controle acima, entao existem niumeros pu;,0 < j<gqe
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uma fungao continua A : [0,t¢] — R™ ndo todos nulos, tais que para H(x,u,t, \) definida
por
H(z,u,t,\) = (\, f(z,u,t)) (A.8)
1. os p; satisfazem: p1; >0 para 0 < j <p, e p;gj(x*(ty)) =0paral < j<p

2. X € uma solucdao da equacao diferencial

At) = =V H\ (1), u(t),t, A(t)) q.s. 0<t<t; (A.9)

3. H(x*(t),u*(t),t, \(t)) = maxyey H(x*(t), u, t, \(t)) ¢.5. 0 <t <ty
4o Mty) = 2250 i Vi (™ (ty)).
Para tornar este teorema de acordo com os problemas tratados no presente
trabalho temos

Teorema A.2 (Principio de Pontryagin em Horizonte Finito e Critério de Avaliagao

Integral). Se (x*,u*) mazimiza o funcional

Ji, () = /0 " fola(t), ult), t) dt (A.10)

onde fo: R" x R™ x [0,t5) — R € continua com derivada parcial de primeira ordem com
respeito a x continua. Sobre todos os pares admissiveis (x,u) satisfazendo o sistema dind-
mico acima e a (RQ), existem multiplicadores j1;,0 < j < q e uma fungdo absolutamente

continua X : [0,t7] — R™ tais que se definirmos o Hamiltoniano
H(z,u, t, A\ 1) = pfolz,u,t) + (A, f(z,u,t)) (A.11)

vale

1. (MOa:ula ey Mgy /\(O>) 7& 0
2. At) = =V H(x,u*(t),t, po, A(t)) » q.s. em [0, 1]
r=x*(t

3. H(z*(t),u*(t),t, \(t), po) = max,ep H(z*(t), u, t, A(t), po) g.s. em [0,ts]

4. Aty) = 320 miVai(z*(ty))
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Demonstragdo. Introduzimos a variavel aumentada & = [xg, |7 € R e definimos as se-
guintes fungoes: Go(#) = xo; G;(#) = g;(x), 1<j<qeF(iu,t) = [folz,ut) f(z,ut)]".
Com esta notagao é facil ver que o problema de controle 6timo com critério de avaliacao
integral é equivalente a

max Go(z(ty))

sobre todos os pares admissiveis (2, u) satisfazendo

i(t) = [wo(t) 2(t)]” = F(&(t),u(t),t) qs. em [0,t]
#(0) = [0 27

ut) €U qs. em [0,t]

Gi(i(t;) =0 para 1<j<p

G;(@(tf)) =0 para p+1<j<gq.

Denote por (Z*,u*) uma solugdo para o problema de controle 6timo acima.
Entao a restrigdo de qualificagao é precisamente (QR). Entao, aplicando o primeiro teo-
rema deste apéndice, existem multiplicadores y;,0 < j < ¢ e uma fungao A [0,tf] — RY™

tal que para

H(z,u,t,\) = (A, F(Z,u,t))
- </\0> fO(j7 u, t)><>‘7 f(xv u, t)>
= H(z,u,t, Ao, \)

tem-se

1. uj>0para0<j<pepuG;j(z*(ty)) =0paral < j<p

2. \ é uma solucao da equacao diferencial

A

M) = (Mot), ) = — Vo H (&, u*(t), £, A(1))

G=i*(t)

= (0, =V H (z, u*(t), t, \o(t), \(2))) (A.12)

z=z*(t)
q.s. em [0,],

3. H(x*(t),u*(t),t, Xo(t), A(t)) = maxyep H(z*(t), u, t, \o(t), A(t)) q.s. em [0, ¢/];

€
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Alts) = (olty), Aty)) = ZMN@GJ’(!)?*(W))

= [uo, > ungj(x*(tf))] : (A.13)

Jj=1

Das condigoes acima é facil ver que A\o(t) = o para todo t € [0,tf] e as conclusdes

desejadas seguem. O]

Apresentamos agora alguns lemas necessarios para a demonstracao do pri-
meiro teorema deste apéndice. As demonstracoes destes lemas sdo omitidas e podem ser

encontradas em [10].
Seja N um inteiro positivo fixado e seja S o seguinte conjunto:
S:{(tl,ﬂz)0<t1§t2§St]v<tf}

onde cada t; é um ponto regular da aplicagao t — f(t,2*(t),u*(t)) e onde v; € U para

1<i<N.

Lema A.1. Para S fizo existe uma vizinhanca conveza Vg de 0 em RY tal que para todo

a € Vs N An o problema de valor inicial

(t) = f(t,z(t),u(t;a)) q.s. em [0,tf]

2(0) = 2°

tem solugdo unica, digamos x(-;a), e seu valor em ty é continuo em a e diferencidvel em

0. Ademais, temos que para 1 <i < N

0x(T;a)

86%‘

= DT, t:)[f (ti, 2" (t:), vi) — f (i, 2" (t:), u” (1))

a=0

onde D(t,s) € o resolvente da equagao linear

y(t) = _va(x*a u* (t>7 t, y(t)) |z::c*(t)

Lema A.2. Para S fizo, se (x*,u*) é uma solu¢ao dtima do problema de mazimiza¢ao

A.1), entao existem nimeros p;,0 < j < q satisfazendo
Hj J=>4q

13 oyl =1
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2. pj >0 para 0 < j <pepgj(x*(ty)) =0 paral <j<p

8. d(p)D(T, t5)[f(z*(t;),v5,t5) — f(2*(t5),u*(t5), ;)] <0

para 1 < j < N, onde d(u) = Y1_o 11, Vg, (t1).

Lema A.3. Se x(z*,u*) € uma solu¢do dlima para o problema de controle em questao,
entdo existem nimeros p;,0 < j < q satisfazendo as condigoes (1) e (2) do lema anterior

tais que (3) seja vdliada para quase todo t € [0,T] e todo v € U.

Teorema 1. Seja p = (o, p1, - - -, f1q) satisfazendo as conclusoes do lema acima e defina
A:[0,tf] = R™ por

A(t) = d(u)D(t.1).
Temos entao

At) = =V, H(z,u* (), t, \(t))| _,. g5 em [0,t;]

Aty) = d(p) = [Z ungi(ﬂf*(tf))] :

Ademais, A(t;) = 0 se e somente se d(;) = 0 e esta possibilidade é excluida pela restri¢ao

de qualificagao. Finalmente, a condi¢ao (3) do lema acima nos da

AO[f(@"(t),v,t) — f(a"(t), u"(t),8)] <0
quase sempre em [0,t¢] para todo v € U e entao

H(x*(t),u"(t),t, A(t)) = max H(z"(t),u,t, A(t))

velU

como desejavamos. O
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