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RESUMO

Neste trabalho propomos um modelo de crescimento econômico baseado na

fusão de modelos tradicionais da literatura econômica com modelos de alocação ótima de

cientistas. O objetivo é destacar a importância dos cientistas (tomados como professores

ou pesquisadores) na economia. Desenvolvemos dois sistemas dinâmicos com variáveis de

controle. Utilizamos a técnica do Princípio do Máximo de Pontryagin, trabalhamos com

horizonte de tempo �nito e in�nito. Encontramos soluções numéricas para uma versão

simpli�cada do modelo proposto.
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ABSTRACT

We propose a model of economic growth based on a fusion of traditional

models of economic growth with models of optimal allocation of scienti�c personnel. The

main goal is to highlight the importance of scientists (taken as professors or researchers)

in the economy. We develop two dynamical systems steered by control variables. We

make use of Pontryagin's maximum principle, working in �nite and in�nite time horizons.

We �nd numerical solutions for a simpli�ed version of the proposed model.
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1 INTRODUÇÃO

O estudo do crescimento econômico é, de certo modo, um dos problemas mais

antigos da Economia. Considerado por muitos como o primeiro tratado de Economia, o

seminal trabalho de Adam Smith de 1776 - An Inquiry into the Causes and Nature of the

Wealth of Nations - tinha por objetivo explicar o que faz uma nação rica ou pobre, ou

seja, crescer ou não. Os primeiros modelos matemáticos de crescimento econômico são

os de Ramsey [36], Solow [39] e Swan [43], entre outros. A partir destes, o estudo do

crescimento econômico tornou-se uma das áreas mais férteis de pesquisa em Economia.

A partir dos trabalhos de Solow ([39], [40]), educação e tecnologia passaram a

ganhar importância nos modelos de crescimento econômico. O impacto da educação sobre

a economia é percebido em diversos canais, o trabalho de Barro ([3]) apresenta um bom

resumo da importância da educação. Destacamos que existe uma correlação positiva entre

anos de escolaridade e renda per capita, como se pode ver no grá�co a seguir, calculado

para 175 países1

É consenso hoje entre os economistas que qualquer modelo de crescimento

econômico deve levar em conta a educação, isto é, a qualidade da força de trabalho, bem

como a tecnologia usada nos processos de produção. Não existe, porém, um consenso

quanto à modelagem tanto da educação quanto da tecnologia.

1Dados retirados de [4] e Banco Mundial. Cálculos do autor.



2

O presente trabalho tem por objetivo propor um modelo matemático do

impacto da educação e da tecnologia sobre o crescimento econômico, através da alocação

ótima de pesquisadores e professores. O trabalho está estruturado do seguinte modo:

• Capítulo 2: fazemos uma breve revisão de alguns modelos de crescimento

econômico, que pretendemos, de certo modo, generalizar a �m de incluir uma

modelagem alternativa do setor educacional. Além disso, apresentamos os

modelos de alocação de cientistas que pretendemos combinar com os modelos

de crescimento econômico. Explicamos, ainda, a racionalidade econômica por

trás desses modelos.

• Capítulo 3: desenvolvemos as ferramentas necessárias para o estudo do mo-

delo a ser proposto. Desenvolvemos inicialmente o problema de controle

ótimo em horizonte �nito, através do princípio do máximo de Pontryagin. A

seguir desenvolvemos o problema de controle ótimo em horizonte de tempo

in�nito, destacando inicialmente as di�culdades associadas a este problema,

e prosseguindo, assim, para a sua solução através de técnicas de espaços de

Sobolev. Referenciamos ainda abordagens alternativas.

• Capítulo 4: apresentamos formalmente um modelo altamente simpli�cado,

bem como a solução analítica de algumas de suas equações. Discutimos,

ademais, a existência de soluções

• Capítulo 5: apresentamos soluções numéricas parciais para o modelo, estu-

dando o impacto de variações nos parâmetros.

• Conclusão: destacamos a importância dos resultados obtidos em termos de

políticas públicas. Ademais, discutimos limitações do modelo, bem como

possibilidades de generalização em trabalhos futuros.
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2 MODELOS DE CRESCIMENTO ECONÔMICO

Apresentamos agora um breve resumo de alguns modelos de crescimento

econômico, baseado em [5] e [24]. Estes não são, necessariamente, os modelos mais mo-

dernos ou re�nados, mas são a base de quase todos os modelos de crescimento econômico

modernos; e servirão de base para o modelo desenvolvido neste trabalho. Os modelos tem

em comum, na sua acepção atual, o seguinte objetivo: maximizar o funcional de utilidade

max

∫ ∞
0

U(C(t))e−rt dt

onde o consumo C(t) é restrito por

Y (t) = C(t) + K̇(t) + δK(t)

onde Y (t) denota a renda, K(t) o capital e δ a taxa de depreciação. As demais restrições

são dadas por cada modelo em particular. A forma da função de utilidade é indiferente

neste momento.

2.0.1 O modelo de Solow

A função de produção do modelo1 é dada por

Y = F (K,L) = KαL1−α

onde α é um parâmetro menor que 1. Esta função, chamada de Cobb-Douglas (veja [14]),

descreve como os fatores de produção, capital e trabalho, são combinados de modo a

produzir o produto agregado da economia. Este produto é considerado homogêneo, isto é,

existe apenas 1 produto que é consumido e investido. Esta consideração de homogeneidade

é feita apenas para simpli�car a análise do modelo.

O capital evolui ao longo do tempo de acordo com a equação diferencial:

K̇ = sY − δK

onde K denota o capital, L o trabalho, Y o produto total e s a taxa de poupança.

1A referência original é [39]
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A forma da função de produção, particularmente o fato de α < 1, implica

que o capital e o trabalho possuem retornos decrescente à escala, isto é, ao dobrar-se o

input dos fatores o output cresce, mas não o su�ciente para duplicar-se. Isto faz com

que invariavelmente a economia convirja a um estado estacionário onde a acumulação de

capital e o crescimento cessam. O produto per capita no estado estacionário é dado por

y∗ =

(
s

n+ δ

) α
(1−α)

onde n é a taxa de crescimento populacional.

2.0.2 O modelo de Solow com tecnologia

A função de produção do modelo de Solow generalizado para incluir a tecno-

logia2 é dada por

Y = F (K,AL) = Kα(AL)1−α

onde novamente α < 1. O termo A mede a tecnologia, que aqui é considerada "aumenta-

dora"de trabalho, isto é, um trabalhador equipado com tecnologia equivale a mais de um

trabalhador sem tecnologia. A equação de acumulação de capital é a mesma do modelo

sem tecnologia.

A tecnologia A cresce de acordo com uma taxa exógena g. É precisamente

o progresso técnico que gera crescimento econômico de longo prazo neste modelo. A

economia atinge a trajetória de crescimento balanceado, onde gy = gk = g, isto é, tanto

o produto quanto o capital crescem a taxa exógena de progresso técnico g. Neste estado

estacionário (crescimento balanceado) o produto por trabalhador é dado por

y∗ =

(
s

n+ g + δ

) α
(1−α)

ao longo do tempo este produto é reescrito como

y∗(t) = A(t)

(
s

n+ g + δ

) α
(1−α)

ou seja, o produto por trabalhador ao longo da trajetória de crescimento equilibrado é

determinado pelo progresso técnico, poupança, crescimento populacional e depreciação

(veja [24]).

2A referência original é [40]
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2.0.3 O modelo de Mankiw, Romer e Weil

O modelo de Mankiw, Romer e Weil (conhecido como MRW3 ) é uma ge-

neralização do modelo de Solow que leva em conta a quali�cação dos trabalhadores. A

função de produção é dada por

Y = Kα(AH)1−α

onde H representa o trabalho quali�cado (capital humano). As pessoas acumulam capital

humano dedicando tempo ao aprendizado de novas habilidades em vez de trabalhar. De-

notamos por u a fração de tempo que as pessoas dedicam ao aprendizado de habilidades.

Supõe-se que a mão de obra não quali�cada que esteja adquirindo habilidades durante a

fração de tempo u gera o trabalho quali�cado H de acordo com

H = eψuL

onde ψ é uma constante positiva. Note que fazendo u = 0 temos H = L ou seja, a

totalidade da mão de obra é não quali�cada. No estado estacionário a razão produto-

tecnologia é dada por

y∗ =

(
s

n+ g + δ

) α
(1−α)

e o produto por trabalhador ao longo tempo

y∗(t) =

(
s

n+ g + δ

) α
(1−α)

hA(t)

onde h = H
L
. Este modelo mostra que quanto maior for o nível tecnológico e quanto maior

for o tempo despendido acumulando habilidades, maior será a renda do país. Portanto,

de acordo com este modelo, educação e tecnologia geram riqueza (veja [24]).

2.0.4 O modelo de Romer

O modelo de Romer [38] é o primeiro a tornar a produção de novas ideias

endógena. Neste modelo a mão de obra divide-se de acordo com L = LY + LA onde

LA denota a quantidade de trabalhadores dedicados a geração de novas ideias, isto é, a

quantidade de "pesquisadores". LY denota a quantidade de trabalhadores empregados

3a referência original é [32]
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nas demais atividades produtivas. A função de produção é dada por

Y = Kα(ALY )1−α

O capital se acumula de maneira idêntica àquela do modelo de Solow. A taxa a que novas

ideias são geradas é dada por d̄ o autor sugere que a taxa de geração de novas ideias seja

modelada como

d̄ = dAβ

onde d e β são constantes. A função de produção geral para ideias é dada por

Ȧ = dLλAA
β

onde β é um parâmetro entre 0 e 1.

Ao longo da trajetória de crescimento equilibrado temos gy = gk = gA. Isto é,

a razão capital trabalho e o estoque de ideias crescerão à mesma taxa ao longo da trajetória

de crescimento equilibrado. Se não houver progresso tecnológico não há crescimento. O

interesse portanto recai sobre qual será a taxa de progresso tecnológico. Esta é dada por

gA =
λn

1− β

assim, a taxa de crescimento da economia é determinada pelos parâmetros da função de

produção de ideias e pela taxa de crescimento de pesquisadores.

Vale destacar que as ideias são geradas neste modelo por pesquisadores que

buscam lucro acima da média da economia, que são garantidos por patentes. O modelo

fornece ainda uma análise do valor das patentes. Após a análise do lucro dos dois setores

(tecnologia e bens �nais) o modelo fornece a parcela da população que trabalha no setor

de pesquisa, dada por

sR =
1

1 + r−n
αgA

onde r é a taxa de juros da economia, utilizada para calcular o valor presente da pes-

quisa. Segundo o autor, esta fração da população que se destina a pesquisa não é ótima,

argumentando que existem distorções no "mercado de ideias".
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2.0.5 Modelos AK

Os modelos AK são uma família de modelos de crescimento econômico de-

senvolvidos principalmente por Romer e Rebelo em [37]. O diferencial destes modelos

em relação aos anteriores é dar especial atenção ao capital. A função de produção mais

simples de um modelo AK é

Y = AK

o que explica a origem do nome. Aqui A é tomado como constante. Nestes modelos o

retorno ao capital é constante, o produto marginal de cada unidade de capital é sempre

igual a A. Com simples manipulações algébricas chega-se a

gy ≡
Ẏ

Y
= sA− δ

ou seja, a taxa de crescimento da economia é uma função crescente da taxa de investi-

mento (poupança). Um aumento permanente na taxa de investimento aumenta perma-

nentemente a taxa de crescimento da economia.

2.0.6 O modelo de Lucas

O modelo de Lucas, também conhecido por Uzawa-Lucas4 , pode ser consi-

derado um caso (um pouco mais elaborado) de um modelo AK. O destaque do modelo de

Lucas é a ênfase no capital humano. Suas duas principais equações são:

A função de produção

Y = AKα(uH)1−α

e a equação que descreve a evolução do capital humano:

Ḣ = (1− u)H

onde u denota o tempo despendido com trabalho e 1− u o tempo dedicado à acumulação

de quali�cações (isto é, tempo dedicado à formação). O restante do modelo é análogo

ao modelo de Solow com tecnologia, sendo assim, sua resolução também o é. Note que o

capital humano entra na função de produção como uma tecnologia aumentadora de traba-

lho, portanto, uma política que conduz a um aumento permanente no tempo despendido

4As referências originais são [30] e [44]
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na obtenção de quali�cações gera um aumento permanente no crescimento do produto

por trabalhador.

2.1 O setor educacional

Apresentamos aqui um resumo dos modelos desenvolvidos em [23] e [41] que

servem de base para a nossa modelagem do setor educacional.

2.1.1 O modelo de Intriligator e Smith

Estes autores formularam modelos que estudam a alocação ótima de cientistas

entre as carreiras de docência e pesquisa. Alocação "ótima"refere-se à maximização de

uma função de bem estar:

W = F [LR(T ), LE(T )] +

∫ T

0

I [LR(t), LE(t), t] dt (2.1)

onde:

W = bem-estar, a ser maximizado;

I = função arbitrária;

t = tempo;

t = 0 instante inicial e t=T instante �nal, possivelmente in�nito;

LR(t) = pesquisadores no tempo t; e

LE(t) = professores no tempo t.

Pode-se notar que foi feita a suposição de que os componentes da função

intermediária são independentes e aditivos. Os autores salientam o fato de que a mode-

lagem através da função de bem-estar permite a análise sob incerteza, através do uso da

utilidade esperada. A formulação da função de bem-estar acima permite a análise de três

políticas distintas:

• Valor Terminal Máximo: maximiza o valor do esforço dos pesquisadores ao

�nal do intervalo tempo.
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• Tempo Mínimo: minimiza o tempo necessário para se obter um determinado

número de pesquisadores e professores.

• Valor Presente Máximo: maximiza o valor presente da pesquisa ou do ensino

em um dado intervalo de tempo, para alguma taxa de desconto.

O número de cientistas ao tempo t, S(t), é dado pelo número de pesquisadores

LR(t) mais o número de professores LE(t):

S(t) = LR(t) + LE(t). (2.2)

O aumento na quantidade de cientistas ao tempo t é simplesmente a derivada com relação

ao tempo da equação acima, isto é:

Ṡ(t) = L̇R(t) + L̇E(t) (2.3)

Faz-se a suposição bastante simpli�cadora de que apenas professores são necessários para

gerar novos cientistas, isto é, a função de produção de cientistas é da forma:

f [LE(t), t] (2.4)

que representa o aumento bruto no número do cientistas no período t. O aumento líquido

no número de cientistas é dado pelo aumento bruto menos a depreciação, isto é, morte,

aposentadoria e mudança de carreira. A depreciação é denotada por δS(t). O aumento

líquido no número de cientistas é então:

Ṡ(t) = f [LE(t), t]− δS(t). (2.5)

Pela hipótese do modelo cientistas são apenas pesquisadores ou professores. Então se a

representa a alocação de cientistas para o ensino, (1− a) representa a fatia alocada para

pesquisa. Supondo a mesma taxa de depreciação para as duas carreiras temos que as

taxas de crescimento são dadas por:

L̇E(t) = af [LE(t), t]− δLE(t) (2.6)

L̇R(t) = (1− a)f [LE(t), t]− δLR(t). (2.7)

Supõe-se que políticas apropriadas possam afetar as decisões inciais de carreira, mas

apenas até certo limite. Portanto,

0 < a0 ≤ a ≤ a1 < 1
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Os autores não resolvem o modelo neste trabalho, apenas discutem em linhas

gerais as implicações que tal modelagem podem ter sobre as políticas educacionais.

2.1.2 O modelo de Stoikov

O modelo desenvolvido por Stoikov em [41] pode ser considerado a versão

discreta do modelo de Intrilligator e Smith (ainda que seja anterior a este) . Apresentamos

aqui, por completitude, um breve resumo deste modelo.

O número total de cientistas é denotado por St, o número total de professores

é denotado por Et e por Rt denota-se o número total de pesquisadores. O subscrito t indica

o período em que a variável é avaliada. O autor assume que cientistas dividem-se apenas

entre pesquisadores e professores, ou seja, de acordo com a equação:

St = Rt + Et (2.8)

Não há oferta exógena de cientistas, ou seja, são todos gerados pelas variáveis do modelo.

Supõe-se que a quantidade de cientistas seja proporcional à quantidade de professores,

a contribuição por professor-ano para a geração de novos cientistas é dada por γ. A

depreciação (morte, aposentadoria e mudança de carreira) também é tomada proporcional

ao número do cientistas e denotada por δ. Com isto tem-se a equação:

St+1 − St = γEt − δSt. (2.9)

A fração de cientistas recém graduados que tomam a carreira de professor é

um parâmetro variável que supõe-se in�uenciável pela política educacional, este parâmetro

é designado por α. A variação no estoque de professores ao longo de um período de tempo

pode ser escrito como:

Et+1 − Et = αγEt − δEt (2.10)

A quantidade de esforço cientí�co de pesquisa, medida em número de pesquisadores-

ano, até um dado ano T é designada por QT , que pode ser escrita como:

QT =
T∑
t=0

Rt (2.11)
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Das equações (2.8), (2.9) e (2.10) pode-se obter a seguinte equação em dife-

renças:

Rt+1 = (1− δ)Rt + (1− α)γE0(1 + αγ − δ)t (2.12)

onde E0 denota o número de professores no ano zero. Denotando por R0 o número de

pesquisadores no ano zero, então a solução da equação em diferenças pode ser escrita

como:

Rt = (1− δ)t
(
R0 −

1− α
α

)
+

1− α
α

E0(1 + αγ − δ)t (2.13)

Substituindo (2.13) em (2.11) e somando, obtém-se:

QT =
(1− δ)T+1 − 1

δ

(
1− α
α

E0 −R0

)
+

1− α
α

E0
(1 + αγ − δ)T+1 − 1

αγ − δ
(2.14)

O problema então, como posto pelo autor, é, dado um horizonte de tempo

T , como devem ser alocados os novos cientistas entre pesquisa e ensino, isto é, que valor

deve tomar α de modo a maximizar o esforço de pesquisa. A questão complica-se então

pelo fato de a equação (2.14) não possuir solução analítica.

2.2 A Racionalidade dos Modelos de Crescimento

Nesta seção explicamos a lógica por trás dos modelos e da forma funcional

de algumas equações dos modelos.

Primeiramente é importante clari�car o que se entende por crescimento econô-

mico. Este termo designa a variação do produto da economia (Produto Interno Bruto,

por exemplo) a longo prazo, isto é, os modelos não tentam descrever �utuações de curto

prazo na economia. Nos últimos anos alguns modelos tem sido desenvolvidos para tentar

levar em conta os ciclos econômicos de curto prazo (veja [33]).

No estudo do crescimento econômico estamos interessados no valore do pro-

duto interno bruto relativo ao tamanho da população, isto é, no produto per capita. Isto

se deve ao fato de que o que é relevante para o bem-estar material é a quantidade de

produto disponível para cada habitante. Por exemplo, o produto interno bruto suíço é

da ordem de 632,2 bilhões de dólares, bastante inferior ao brasileiro que está na ordem

de 2,253 trilhões de dólares. Porém os valores per capita se invertem signi�cativamente,
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79052,34 para a Suíça contra 11339,52 dos brasileiros. É senso comum que a vida material

de um suíço médio é muito superior à de um brasileiro médio.

O caráter bastante simples de algumas das equações merece comentário. Elas

descrevem um comportamento agregado, mesmo que não sejam válidas para um caso

particular, descrevem um comportamento su�cientemente geral, de modo a modelar a

economia em termos agregados. A simplicidade é por vezes necessária na análise estatística

destes modelos, dados econômicos são disponíveis apenas em um alto grau de agregação,

um alto re�namento impossibilitaria a análise empírica 5, que é um teste fundamental

para um modelo de crescimento econômico.

O ponto que merece maior clari�cação é o horizonte de tempo in�nito na

maximização da utilidade. Supõe-se que o agente cuja utilidade é maximizada viva in�-

nitamente, isso é obviamente uma simpli�cação para o fato de que geralmente os agentes

levam em conta seus descentes no momento de suas decisões de consumo e investimento.

Nas palavras de Arrow e Kurz em [1]: "O horizonte in�nito é uma idealização do ponto

fundamental de que as consequências do investimento têm vida muita longa; qualquer

horizonte curto requer métodos de avaliação dos estoques de capital ao �nal do período,

e a única avaliação válida é seu valor em uso no período subsequente". Mesmo que se �xe

um valor �nal para o consumo e o capital, somos levados a pergunta de o que determina

a escolha de tais valores. Certamente seriam �xados com algum programa de prazo mais

longo em mente, levando adiante este argumento vê-se que a escolha sensata é de fato

pelo horizonte in�nito de otimização.

5Não faremos análise empírica neste trabalho a �m de preservar o foco matemático.
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3 CONTROLE ÓTIMO E O PRINCÍPIO DE
PONTRYAGIN

Neste capítulo introduzimos as ferramentas matemáticas necessárias para

tratar o problema. O capítulo está estruturado em duas partes, na primeira desenvolvemos

a teoria de controle em tempo �nito, mostrando a existência de soluções; e na segunda

parte mostramos as di�culdades associadas ao controle ótimo em horizonte de tempo

in�nito e apresentamos uma maneira de resolver problemas de controle neste ambiente.

O problema de controle é de�nido como

max
u(t)∈U

J =

∫ T

0

F (t, u, x) dt+ S[x(T )] (3.1)

sujeito a

ẋ = f(t, u, x), x(0) = x0. (3.2)

o problema consiste portanto em encontrar um controle admissível u∗ que maximize o

funcional objetivo (3.1) sujeito a restrição (3.2). A função S é continuamente diferenciável;

as funções F e f são contínuas e admitem derivadas com relação a x, que, por sua vez,

são contínuas em todas as variáveis (t, u, x). Essas hipóteses são chamadas de hipóteses

clássicas de regularidade em [13]. U será de�nido a seguir.

3.1 Controle Ótimo em Tempo Finito

Optamos pela metodologia desenvolvida por [35], denominada de princípio

do máximo. Esta escolha é feita por duas razões: primeiro, o princípio do máximo é uma

generalização do método dos multiplicadores de Lagrange em otimização estática, ampla-

mente utilizados em Economia; em segundo lugar, esta metodologia fornece informações

acerca da forma das soluções, o que geralmente não é o caso de outras abordagens, como

a equação de Bellman (veja [7] e [22]).

Apresentaremos a versão completa do princípio do máximo, seguindo [13],

esta versão é mais geral que a necessária para resolver nosso modelo. Porém, antes de

prosseguir com o princípio do máximo precisamos de algumas de�nições comuns na teoria

de controle.
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De�nição 3.1. Seja U ∈ Rm. Uma função u : [0,∞) → U é chamada de controle. O

conjunto

U = {u : [0,∞)→ U ; u(·) é mensurável} (3.3)

é chamado de conjunto dos controles admissíveis. 1

Para os nossos propósitos será su�ciente tomar U como um subconjunto do

cubo unitário em Rm.

De�nição 3.2. Seja x0 ∈ Rn. O subconjunto do Rn de�nido por

A(t) = {x(t, u);u(τ) ∈ U para τ ∈ [0, t]} (3.4)

este conjunto é chamado de conjunto atingível em t.

Ou seja, é o conjunto que consiste de todos os possíveis valores que a solução

de (3.2) pode assumir usando todos os controles admissíveis.

De�nimos a função Hamiltoniana Hη : [a, b]× Rn × Rn × Rm → R como

Hη(t, x, p, u) = 〈p, f(t, x, u)〉+ ηF (t, x, u) (3.5)

o parâmetro η assume o valor 0 ou 1, con�gurando os problemas do tipo normal e anormal2

, respectivamente. Por simplicidade notacional omitimos o sobrescrito quando η = 1. O

Hamiltoniano maximizado é a função Mη de�nida por

Mη(t, x, p) = sup
u∈U

Hη(t, x, p, u) (3.6)

De�nição 3.3. Seja x ∈ S. Um vetor ζ ∈ Rn é um normal proximal ao conjunto S no

ponto x se e somente se existir σ = σ(x, ζ) ≥ 0 tal que

〈ζ, u− x〉 ≤ σ|u− x|2 ∀u ∈ S

O conjunto NP
S (x) de todos tais ζ de�ne o cone proximal normal a S em x.

De�nição 3.4. De�nimos o cone normal limitante NL
S (x) através da operação de fecha-

mento aplicada a NP
S :

NL
S (x) =

{
ζ = lim

i→∞
ζi : ζi ∈ NP

S (xi), xi → x, xi ∈ S
}

(3.7)

1Tomaremos por vezes dependente sobre o tempo t.
2Trataremos apenas do problema normal. Para o caso anormal veja [13] e referências lá listadas.
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Teorema 3.1 (Princípio do Máximo). Seja o processo (x∗, u∗) um minimizador local do

problema (3.1) sob as hipóteses clássicas de regularidade com U limitado. Então existe

um arco p : [a, b] → Rn e um escalar η igual a 0 ou 1 satisfazendo a condição de

não-trivialidade

(η, p(t)) 6= 0 ∀t ∈ [a, b] (3.8)

a Condição de Transversalidade

−p(b) ∈ η∇S(x∗(b)) +NL
E(x∗(b)) (3.9)

a equação adjunta para quase todo t:

−p′(t) = DxH
η(t, x∗(t), p(t), u∗(t)) (3.10)

e �nalmente a condição do máximo para quase todo t

Hη(t, x∗(t), p(t), u∗(t)) = Mη(t, x∗(t), p(t)) (3.11)

Se o problema for autônomo (isto é, F (·) e f(·) não dependem de t ) pode-se, então,

adicionar as estas conclusões a consistência do Hamiltoniano para alguma constante

h

Hη(x∗(t), p(t), u∗(t)) = Mη(x∗(t), p(t)) = h q.s. (3.12)

A demonstração completa do Princípio do Máximo é bastante longa e pode

ser encontrada em [13], [35] ou [18], no apêndice apresentamos um esboço de uma de-

monstração.

As variáveis p(t) são conhecidas como variáveis de coestado, também chama-

das de multiplicadores, variáveis auxiliares, variáveis adjuntas ou variáveis duais, são o

análogo dinâmico dos multiplicadores de Lagrange em otimização estática.

A condição de maximizar o Hamiltoniano é mais geral que ∂H
∂u

= 0, pois inclui

a possibilidade de ótimo na fronteira. Estes casos são bastante comuns e recebem o nome

de controle bang-bang.

As variáveis de coestado possuem uma interpretação econômica importante.

Elas descrevem a variação do máximo valor possível do funcional objetivo em consequência

de uma variação marginal na variável de estado. As variáveis de coestado tem a "dimen-

são"de um preço (isto é, são interpretadas como um preço), chamado de preço sombra,
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isto é, re�etem a variação na valoração de uma quantidade (variável de estado). A qual-

quer problema de alocação ao longo do tempo corresponde, portanto, um problema de

valoração ao longo do tempo, isto é, o problema de determinar as trajetórias das variáveis

de coestado.

A condição de transversalidade também possui uma interpretação relevante

em Economia. No caso em que a variável de estado é o capital, por exemplo, p(T ) mede o

preço sombra do capital. A violação da condição de transversalidade signi�ca que ao �nal

do intervalo de tempo em questão, a �rma está deixando de utilizar recursos com valor

positivo. Isto viola o princípio de maximização de lucros que a�rma que a �rma faz uso

dos recursos até que o custo marginal iguale o benefício marginal. Portanto, a condição

de transversalidade é necessária tanto do ponto de vista econômico quanto do ponto de

vista matemático. Uma interpretação completa do princípio do máximo do ponto de vista

da Economia é feita em [17].

Passemos agora ao estudo da su�ciência das condições para a existência de

soluções ao problema de controle. O método é baseado no "método direto"do cálculo de

variações (veja [16]). A ideia aqui é mostrar que qualquer sequência minimizante de pares

(xk, uk) tem uma subsequência convergindo a um limite, o ín�mo do problema de controle.

Uma questão delicada é o modo de convergência, pois necessitamos de informações acerca

do comportamento da sequência uk, para isto precisamos do seguinte lema.

Lema 3.1 (Filippov). Dado um problema de controle num intervalo [a, b] tal que

1. f(x, t, u) seja contínua em (x, u) e mensurável em t;

2. U(·) seja mensurável e de valor compacto; e3

3. f tenha crescimento linear: existe uma função somável M tal que

(t, x) ∈ [a, b]× Rn, u ∈ U(t)⇒ |f(x, t, u)| ≤M(t)(1 + |x|) (3.13)

então o sistema

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), u(t) ∈ U(t), t ∈ [a, b] q.s. (3.14)

3variando t temos que U(·) de�ne uma multifunção.
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é equivalente à inclusão diferencial

ẋ(t) ∈ f(t, x(t),U(t)), t ∈ [a, b] q.s. (3.15)

De�nição 3.5. Uma função F : Rm × Rn → R de duas variáveis (x, y), onde x ∈ Rm e

y ∈ Rn é dita LB-mensurável em x e y quando F for mensurável com respeito à σ-álgebra

gerada pelos produtos de subconjuntos Lebesgue-mensuráveis de Rm para x e subconjuntos

Borel-mensuráveis de Rn para y.

Teorema 3.2 (Seleção de Aumann). Se Γ é LB-mensurável então existe uma seleção

mensurável para Γ, isto é, uma função γ Lebesgue-mensurável levando domΓ em Rn tal

que γ(x) ∈ Γ(x) para quase todo x ∈ domΓ.

Corolário 3.1. Seja o sistema de controle (f,U) tal que f(t, x, u) seja contínua em x

para cada (t, u) e LB-mensurável em (t, u) para cada x; e tal que U(·) seja LB-mensurável.

Então (3.14) e (3.15) têm a mesma trajetória.

Antes de prosseguir para o teorema que garante a existência de soluções

necessitamos de alguns resultados de análise, cujas demonstrações são omitidas, podendo

ser encontradas em [13] ou [45]

Resultados:

• Seja C um subconjunto convexo de X, um espaço normado. Então o fecho

fraco de C coincide com o fecho forte de X. Em particular, um subconjunto

convexo de X é fortemente fechado se, e somente se, for fracamente fechado.

• (Compacidade Sequencial) Qualquer subconjunto fechado, limitado e convexo

de um espaço de Banach re�exivo é fracamente sequencialmente compacto.

• Se 1 < p <∞ o espaço de Banach Lp(Ω) é re�exivo.

• (Semi-continuidade Integral)4 Seja ui uma sequência de funções mensuráveis

em Ω com (x, ui(x)) ∈ Q q.s., onde Q é um subconjunto de Ω × Rl, que

converge quase sempre a um limite u∗. Seja zi uma sequência de funções

convergindo fracamente em Lr(Ω,Rn) a z∗, onde r > 1. Então

J(u∗, z∗) ≤ lim inf
i→∞

J(ui, zi)

4Note que u e x não são, necessariamente, as variáveis de controle e estado do problema de otimização.
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• (Lema de Gronwall) Seja x : [a, b] → Rn absolutamente contínua e satisfa-

zendo

|x′(t)| ≤ γ(t)|x(t)|+ β(t), t ∈ [a, b] q.s. (3.16)

onde γ, β ∈ L1(a, b), com γ não negativo. Então para todo t ∈ [a, b] tem-se

|x(t)− x(a)| ≤
∫ t

a

exp

(∫ t

s

γ(r) dr

)
{γ(s)|x(a)|+ β(s)} ds.

De�nição 3.6. O sistema de controle (f,U) é dito �nitamente gerado se f tiver a seguinte

forma

f(x, t, u) = g0(t, x) +G(t, x)u = g0(t, x) +
m∑
j=1

gj(t, x)uj, (3.17)

onde G é uma função cujos valores são matrizes n×m.

Apresentamos o teorema a seguir para um problema de minimização, fazemos

isto para �car de acordo com [13]. Sabe-se que a cada problema de minimização corres-

ponde um problema dual, de maximização, a este respeito veja [9]. Podemos, portanto,

sem perda de generalidade, considerar o problema de minimização.

Considere o seguinte problema de controle de�nido em um intervalo �xo

min J(x, u) = S(x(a), x(b)) +

∫ b

a

F (t, x(t), u(t)) dt (3.18)

sujeito a

x′(t) = g0(t, x(t)) +
m∑
j=1

gj(t, x(t), uj(t)) q.s. (3.19)

u(t) ∈ U(t) q.s. (3.20)

(t, x(t)) ∈ Q ∀t ∈ [a, b], (x(a), x(b)) ∈ E. (3.21)

Teorema 3.3. Suponha que os dados do problema satisfaçam as seguintes hipóteses:

1. cada gj(j = 0, 1, . . . ,m) é mensurável em t, contínua em x e tem crescimento

linear, isto é, existe uma constante M tal que

(t, x) ∈ Q⇒ |gj(t, x)| ≤M(1 + |x|) (3.22)

2. Para quase todo t o conjunto U(t) é fechado e convexo;
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3. Os conjuntos E e Q são fechados, e S : Rn × Rn → R é semi-contínua

inferior;

4. F (t, x, u) é LB-mensurável em t e (x, u); é semi-contínua inferior em (x, u);

ainda, F (t, x, ·) é convexa5 para cada (t, x) ∈ Q; ademais, existe uma cons-

tante λ0 tal que

(t, x) ∈ Q, u ∈ U(t)⇒ F (t, x, u) ≥ λ0. (3.23)

5. A projeção {α ∈ Rn : (α, β) ∈ E para algum β ∈ Rn} de E é limitada;

6. Uma das seguintes condições é válida para r > 1:

(a) Existe k ∈ Lr(a, b) tal que, para quase todo t,

u ∈ U(t)⇒ |u| ≤ k(t)

(b) Existe α > 0 e β tal que

(t, x) ∈ Q, u ∈ U(t)⇒ F (t, x, u) ≥ α|u|r + β.

Então, se existe pelo menos um processo admissível (x, u) tal que J(x, u) seja �nito, o

problema admite uma solução.

Demonstração. (Clarke) Seja (xi, ui) uma sequência minimizante. É fácil ver que qualquer

uma das hipóteses do item 6 acima implica que a sequência ui é limitada em Lr(a, b).

Como este espaço é re�exivo podemos usar a compacidade sequencial fraca e assumir

(para uma subsequência) que ui converge fracamente em Lr(a, b) a um limite u∗. Segue

da desigualdade de Hölder que a sequência ui também é limitada em L1(a, b).

Usando 1 obtém-se a seguinte estimativa para a sequência xi:

|x′i(t)| ≤M(1 + |xi(t)|)(1 +K|ui(t)|) q.s. (3.24)

Utilizando o lema de Gronwall, visto que ui é limitado em L1(a, b), e dada a hipótese 5

acima deduzimos desta estimativa que a sequência xi é uniformemente limitada em [a, b].

Retornando à estimativa, segue que x′i é limitada em Lr(a, b).

5A hipótese de convexidade pode ser relaxada, para este �m veja [11]
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Podemos agora usar novamente a compacidade sequencial fraca em Lr(a, b),

desta vez para a sequência x′i. Podemos então supor que x′i converge fracamente a um

limite v∗ em Lr(a, b). Estabelecemos também a equicontinuidade da sequência xi, pela

desigualdade de Hölder. Utilizando o teorema de Arzela-Ascoli (e tomando novamente

subsequências) temos que existe uma função contínua x∗ que é o limite uniforme de xi.

Segue da identidade

xi(t) = xi(a) +

∫ t

a

x′i(s) ds

tomando limites que x∗ é um arco e que x∗
′
(t) = v∗(t) q.s.

Até o momento temos que ui converge fracamente em Lr(a, b) a u∗, xi converge unifor-

memente a um arco x∗, e x′i converge fracamente a x∗
′
em Lr(a, b).

Para o passo seguinte note que o problema �ca inalterado se F for substituída

por max(F, λ0), em vista da hipótese 4; isto preserva a convexidade e a semi-continuidade

inferior, então podemos usar o teorema da semi-continuidade integral para deduzir que

J(x∗, u∗) ≤ lim inf
i→∞

J(xi, ui) = inf J(x, u)

Segue que (x∗, u∗) soluciona o problema de controle, visto que (x∗, u∗) seja um processo

admissível para o problema. É isto que demonstramos agora.

As restrições de estado e de fronteira são preservadas sob limite, pois E e Q

são fechados. O conjunto

W = {w ∈ Lr(a, b) : w(t) ∈ U(t) q.s.}

é fortemente fechado em Lr(a, b), pois sequências fortemente convergentes admitem sub-

sequências convergentes q.s., e U(·) tem valor fechado pela hipótese 2. W também é

convexo (novamente pela hipótese 2) e portanto W é fracamente fechado. Segue que u∗

(como o limite fraco da sequência ui ) pertence a W e é portanto uma função de controle.

Resta apenas veri�car que x∗ é a trajetória de estado correspondente a u∗.

Para isto basta mostrar que, para qualquer subconjunto mensurável A de [a, b] tem-se∫
A

{
x∗
′
(t)− g0(t, x∗(t))−

m∑
j=1

gj(t, x
∗(t))uj∗

}
dt = 0

Esta desigualdade permanece válida quando x∗ e u∗ são substituídos por xi e ui respecti-

vamente. Para obter-se a conclusão desejada basta justi�car a passagem ao limite quando
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i→∞. Pela convergência fraca e pelo teorema da convergência dominada temos∫
A

x′i(t) dt→
∫
A

x∗
′
(t) dt e

∫
A

g0(t, xi(t)) dt→
∫
A

g0(t, x
∗(t)) dt

Sabemos ainda que para cada j ∈ {1, 2, . . . ,m} a seguinte relação é válida∫
A

gj(t, x
∗(t))uji (t) dt→

∫
A

gj(t, x
∗(t))uj∗(t) dt ao i→∞

pois gj(t, x∗(t)) ∈ L∞(a, b) pela hipótese 1. Para completar a demonstração basta mostrar

que ∫
A

{gj(t, xi(t))− gj(t, x∗(t))}uji (t) dt→ 0. (3.25)

Pela desigualdade de Hölder a integral do lado esquerdo é limitada em valor absoluto por{∫ b

a

|gj(t, xi(t))− gj(t, x∗(t))|r
∗
dt

}1/r∗

‖uji‖Lr(a,b).

O primeiro fator neste produto tende a 0, pela convergência dominada, e o segundo é

limitado independentemente de i pois a sequência ui é limitada em Lr(a, b). O resultado

segue.

Note que se tivéssemos exigido que as funções g fossem Lipschitz teríamos,

pelo teorema de Picard-Lindelöf a unicidade da solução do sistema dinâmico associado ao

problema de controle. Como, porém, não podemos garantir a unicidade de controle que

minimiza o funcional não impomos a hipótese de a função ser Lipschitz.

Como observado em [13] (p.446) no caso de um problema de controle �nita-

mente gerado com os controles lineares e x > 0 os controles assumem valores na fronteira

de U . 6 Um interessante contra-exemplo é apresentado em [21], neste caso uma das va-

riáveis de estado é quadrática e não há restrição de não-negatividade sobre as variáveis.

Os autores seguem uma abordagem distinta da aqui apresentada, chamada de Synthesis

by Green's Theorem. A �m de manter o foco não apresentaremos nada a este respeito no

presente trabalho. De modo mais geral apresentamos o seguinte resultado7

6No caso de um problema de controle linear com o controle sendo um termo forçante na equação das
variáveis de estado é possível demonstrar que os controles assumem valores na fronteira sob hipóteses
menos restritivas, este resultado pode ser encontrado em [6].

7Este resultado é apresentado apenas por completitude, não será utilizado no restante do texto. Fa-
zemos tal escolha por duas razões, primeiro chegamos a um resultado similar com o comentário deste
parágrafo; e segundo este teorema está acima de minhas atuais capacidades matemáticas.
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Considere o seguinte sistema

ẋ = f(x) + ug(x), |u| ≤ 1. (3.26)

A variável x pertence a uma variedade analíticaM , e f e g são campos vetoriais analíticos

em M . Dizemos que um sistema como acima satisfaz a propriedade bang-bang com limite

de trocas (PBBLT) se a seguinte condição for válida: para cada subconjunto compacto

K de M e todo tempo T > 0, existe um inteiro N positivo tal que, sempre que γ for

uma trajetória ótima (temporal) que está inteiramente contida em K e vai de um ponto

l de K a um ponto k de K, então existe uma trajetória ótima (temporal)8 de l a k que é

bang-bang com no máximo N trocas de controle.

Um sistema da forma (3.26) é chamado analítico se o espaço de estadosM for

uma variedade analítica e os campos vetoriais f e g forem analíticos. Fazemos a seguinte

hipótese, chamada de hipótese (∆): seja [X, Y ] o colchete de Lie dos campos vetoriais X

e Y . E seja adX o operador que associa a cada campo vetorial Y o campo vetorial [X, Y ].

Seja l ∈M e m > 0 um inteiro. Dizemos que (∆l,m) vale se existir uma vizinhança V de

l tal que

[g, (adf)m(g)] =
m∑
i=0

αi(adf)i(g) + β(adf)m+1(g) (3.27)

onde αi e βi são funções analíticas em V , e |β(x)| < 1 para todo x ∈ V . Dizemos que a

hipótese (∆) é válida se (∆l,m) for satisfeita para todo l,m.

Teorema 3.4. Se o sistema (3.26 ) for analítico e satis�zer a hipótese (∆), então (3.26)

satisfaz a condição PBBLT.

A demonstração deste resultado é bastante extensa e um tanto complicada e

foi, portanto, omitida. Pode, porém, ser encontrada em [42].

O princípio do bang-bang foi inicialmente desenvolvido em [28], sendo gene-

ralizado em diversos trabalhos. Para o caso não linear destacamos [27] e [21].

Apresentamos ainda um conceito relevante para a solução do sistema de

controle. Considere a equação diferencial x′ = f(x, t) onde f : Rn × R→ Rm é contínua.

8isto é, para um problema de tempo mínimo. No caso de um funcional custo independente da variável
de controle o resultado segue pois a condição sobre a variável de controle imposta pelo princípio do
máximo depende apenas da dinâmica do sistema.
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Uma solução x(t), t ∈ [t0, t1), t0 < t1 < ∞ é dita ser continuável a t = t1 se existir outra

solução x̂, t ∈ [t0, t2], t2 ≥ t1 da equação diferencial tal que x̂(t) = x(t), t ∈ [t0, t1). Uma

solução x(t), t ∈ [t0, t1) da equação é dita ser continuável a t = t2 se for continuável a t = t1

e sempre que assumirmos que x(t) é uma solução em [t0, t
′), para qualquer t′ ∈ (t1, t2],

pudermos mostrar que x(t) é continuável ao ponto t = t2 para qualquer t2 > t1.

Teorema 3.5. Seja f : Rn × [t0, t1] → Rm contínua e tal que ‖f(x, t)‖ ≤ L9 para todo

(t, x) ∈ [t0, t1] × Rn, onde L é uma constante positiva. Então qualquer solução x(t) da

equação diferencial acima é continuável ao ponto t = t1.

A demonstração deste resultado pode ser encontrada em [26].

3.2 Controle Ótimo em Tempo In�nito

Iniciamos agora a análise do problema de controle ótimo em um horizonte

in�nito de tempo, isto é, quando T =∞ em (3.1). Seguimos com o princípio do máximo,

tentando aplicar os resultados para este novo intervalo de tempo. Apresentamos de ime-

diato um contra-exemplo que mostra que não se pode simplesmente tomar o limite do

problema em tempo �nito.

3.2.1 O contra-exemplo de Halkin

O seguinte contra-exemplo, apresentado em [19], mostra que a condição de

transversalidade não é válida em tempo in�nito. O problema é

max

∫ ∞
0

(1− x)u dt (3.28)

(3.29)

sujeito às restrições

ẋ = (1− x)u (3.30)

x(0) = 0 (3.31)

u(t) ∈ [0, 1] (3.32)

9Norma do sup.
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como o integrando e a equação de movimento são idênticas podemos reescrever a integral

como ∫ ∞
0

ẋ dt = [x(t)]∞0 = lim
t→∞

x(t)− x(0) = lim
t→∞

x(t) (3.33)

vamos procurar um limite superior para x. A equação de movimento para x é

ẋ+ u(t)x = u(t)

ou seja, uma equação diferencial ordinária de primeira ordem com coe�ciente variável. A

solução de�nida é dada por

x(t) = 1− e−
∫ t
0 u dt (3.34)

Como u(t) ∈ [0, 1],
∫ t
0
u dt é não-negativo. Então o valor de e−

∫ t
0 u dt deve pertencer a

(0, 1] e o valor de x(t) deve pertencer a [0, 1). Segue que qualquer trajetória que faça∫ t
0
u dt→∞ ao t→∞ maximiza o funcional objetivo em (3.34).

Seja u∗(t) = u0 para todo t e 0 < u0 < 1. Como u0 é interior ao conjunto de

controle, vale que ∂H
∂u

= 0. Como o Hamiltoniano para este problema é

H = (1− x)u+ p(1− x)u = (1 + p)(1− x)u

a condição ∂H
∂u

= 0 signi�ca (1 + p)(1 − x) = 0, ou simplesmente (1 + p) = 0. Logo

p∗(t) = −1, o que contradiz a condição de transversalidade.

Outros contra-exemplos, como os de Karl Shell e John Pitchford, podem ser

encontrados em [12].

3.2.2 Critérios de Otimalidade

Uma questão de suma importância para o problema em tempo in�nito é o

que se entende por otimalidade. A seguir discutimos diferentes de�nições encontradas na

literatura matemática e econômica10.

10Esta e as duas seções subsequentes são baseadas em [10]
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De�nição 3.7. Um par de funções (x, u) : [0,∞) → Rn é chamado admissível se x for

absolutamente contínua, u mensurável e se:

x(0) = x0, (3.35)

u(t) ∈ U q.s. t ≥ 0 (3.36)

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) q.s. em [0,∞). (3.37)

Chamamos x de trajetória admissível e u de controle admissível.

Considere o sistema de controle ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) onde x ∈ Rn, u ∈ Rm

e t ∈ [0,∞).

Dada um trajetória x gerada por um controle admissível, de�nimos um cri-

tério de avaliação para qualquer θ ≥ 0 por

Jθ(x, u) =

∫ θ

0

F (x(t), u(t), t) (3.38)

onde F é uma aplicação contínua de Rn × Rm × [0,∞) em R.

De�nição 3.8. Uma trajetória x∗ partindo de x0 é dita11:

1. Strongly Optimal em x0 se for gerada por u∗ tal que

lim
θ→∞

Jθ(x
∗, u∗) <∞ (3.39)

e para qualquer outra trajetória x partindo de x0 gerada por u vale que

lim
θ→∞

(Jθ(x
∗, u∗)− Jθ(x, u)) ≥ 0. (3.40)

2. Overtaking em x0 se (3.39) não for necessariamente válida, enquanto que

a condição (3.40) for substituída por

lim inf
θ→∞

{Jθ(x∗, u∗)− Jθ(x, u)} ≥ 0. (3.41)

3. Weakly Overtaking em x0 se a condição (3.41) for substituída por

lim sup
θ→∞

{Jθ(x∗, u∗)− Jθ(x, u)} ≥ 0. (3.42)

11Optamos por manter a nomenclatura em inglês, pois não existe uma tradução consolidada para o
português, uma tentativa de livre tradução poderia deturpar os conceitos.
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4. Finitely Optimal em x0 se para cada θ > 0 e cada par admissível (x, u)

de�nido em [0, θ] satisfazendo x(θ) = x∗(θ) tem-se

Jθ(x
∗, u∗) ≥ Jθ(x, u). (3.43)

Note que a otimalidade foi de�nida com relação à maximização do critério

de avaliação.

Apresentamos agora outro conceito de otimalidade, desenvolvido na litera-

tura econômica ([20]), chamado de Agreeable Plan.

De�nição 3.9. Dada uma trajetória x̃ partindo de x0 e gerada pelo controle ũ, a restrição

de x̃ ao intervalo fechado [0, tf ] é chamada de tf -abertura de x̃ e é denotada por x̃tf . De

maneira análoga, a restrição do controle ũ a [0, tf ] é chamada de tf -abertura de ũ e

denotada por ũtf .

Dada uma trajetória x̃∗ denotamos por T (x̃∗|tf ) o conjunto de todas as

trajetórias x̃ tais que ∀t ∈ [0, tf ] tem-se x̃(t) = x̃∗(t) isto é, que têm a mesma tf -abertura

que x̃∗. Para qualquer θ ≥ 0 de�na

W
θ

= sup
{
Jθ(x̃, ũ);∀x̃, trajetória partindo de x0 e gerada por ũ

}
(3.44)

e para um dado x̃∗ partindo de x0:

W θ (x̃∗|tf ) = sup {Jθ(x̃, ũ);∀x̃ ∈ T (x̃∗|tf )} (3.45)

Claramente vale a seguinte relação

W θ (x̃∗|tf ) ≤ W
θ

(3.46)

De�nição 3.10. A trajetória x̃∗ partindo de x0 e gerada por ũ∗ é aceitável se

∀ tf > 0 lim
θ→∞

{
W

θ −W θ (x̃∗|tf )
}

= 0. (3.47)

Intuitivamente isto nos diz que a trajetória é aceitável se, dado um início

"errado", o erro se tornar desprezível com a passagem ao in�nito.

Provaremos a seguir um resultado análogo ao princípio de otimalidade de

Bellman. Considere qualquer trajetória x∗ : [0,∞) → Rn gerada por qualquer controle

admissível u∗ : [0,∞) → U . Para qualquer tempo tf denotamos por Πtf o conjunto de

todos os pares admissíveis satisfazendo o sistema de controle. Então vale o seguinte:
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Teorema 3.6 (Princípio de Otimalidade). Se o par (x∗, u∗) ∈ Π∞ é ótimo de acordo

com qualquer um dos critérios acima, então para qualquer tf ≥ 0 a tf -abertura x
∗tf de x∗

associada à tf -abertura u
∗tf de u∗ maximiza Jtf (x, u) no conjunto Π∗tf de todos os pares

(x, u) tais que x(0) = x0; e x(tf ) = x∗(tf ). Isto é, (x∗, u∗) é �nitely optimal.

Demonstração. (Carlson e Haurie) Se o resultado não é válido então para algum tf > 0 e

algum (x+, u+) ∈ Π∗tf tem-se∫ tf

0

F
(
x+(t), u+(t), t

)
dt >

∫ tf

0

F (x∗(t), u∗(t), t) dt (3.48)

e

x+(tf ) = x∗(tf ) (3.49)

É claro que existe ε0 > 0 tal que∫ tf

0

F
(
x+(t), u+(t), t

)
dt >

∫ tf

0

F (x∗(t), u∗(t), t) dt+ ε0 (3.50)

seja agora (x̃, ũ) ∈ Π∞ de�nido por

(x̃(t), ũ(t)) =

 (x+(t), u+(t)) para t ∈ [0, tf )

(x∗(t), u∗(t)) para t ∈ [tf ,∞)
(3.51)

Da otimalidade de (x∗, u∗) segue que existe θ̂ > tf tal que∫ θ̂

0

F (x∗(t), u∗(t)) dt >

∫ θ̂

0

F (x̃(t), ũ(t)) dt− ε0
2

=

∫ tf

0

F
(
x+(t), u+(t), t

)
dt+

∫ θ̂

tf

F (x∗(t), u∗(t), t) dt− ε0
2

>

∫ θ̂

0

F (x∗(t), u∗(t), t) dt+ ε0 −
ε0
2

=

∫ θ̂

0

F (x∗(t), u∗(t), t) dt+
ε0
2

Podemos agora estender a demonstração para o caso o caso de uma trajetória

aceitável. Suponha que o teorema não seja verdadeiro. Então, para algum tf , é possível

encontrar ε > 0 e um par (x+, u+) ∈ Π∗tf tal que

Jtf
(
x+, u+

)
≥ Jtf (x∗, u∗) + ε

x+(tf ) = x∗(tf ).
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Agora para qualquer τ > tf tem-se

W τ (x∗|tf ) ≤ W τ
(
x+|tf

)
− ε ≤ W

τ − ε

e portanto, quando τ →∞

lim
τ→∞

W
τ −W τ (x̃∗|tf ) ≥ ε > 0

que contradiz a de�nição de agreeable plan.

3.2.3 O Princípio do Máximo

Podemos agora enunciar e demonstrar o princípio do máximo em horizonte

in�nito.

Teorema 3.7 (Princípio do Máximo em Horizonte In�nito). Se (x∗, u∗) ∈ Π∞ é ótimo

de acordo com qualquer de�nição de otimalidade acima, então existe um número não-

negativo η e uma função contínua, diferenciável por partes p : [0,∞)→ Rn tais que

1. |η, p(0)| = 1

2. −ṗ(t) = DxH(t, x∗(t), p(t), u∗(t)) q.s. em [0,∞)

3. H(t, x∗(t), p(t), u∗(t)) ≥ H(t, x∗(t), p(t), u(t)) ∀t ∈ [0,∞), ∀u ∈ U .

Demonstração. (Carlson e Haurie) Considere uma sequência θ1, θ2, . . . estritamente cres-

cente em [0,∞) com θi → ∞. A θi-abertura de (x∗, u∗) é ótima na classe Π∗θi de pares

(x, u) satisfazendo x(θi) = x∗(θi). Do princípio do máximo para horizonte �nito sabe-se

que existe ηi ≥ 0, pi : [0, θi]→ Rn tal que

|(ηi, pi(0))| 6= 0 (3.52)

−ṗi(t) = DxH(t, x∗, u∗, ηi, pi(t)) q.s. em [0, θi] (3.53)

H(t, x∗(t), u∗(t), ηi, pi(t)) ≥ H(t, x∗(t), u(t), ηi, pi(t)) ∀t ∈ [0, θi], ∀u ∈ U . (3.54)

Através de uma normalização a condição (3.52) pode ser substituída por

|(ηi, pi(0))| = 1
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Tomando uma subsequência apropriada pode-se assumir que limi→∞ η
i = η e limi→∞ p

i(0) =

p(0) existem.

Seja p : [0,∞)→ Rn a única solução contínua, C1 por partes do sistema

ṗ(t) = − ∂

∂ξ
H(x∗(t), u∗(t), η, L(t))

com a condição inicial

p(0) = lim
i→∞

pi(0).

Tem-se então |(η, p(0))| = 1. Ademais, tem-se

H(t, x∗(t), u∗(t), η, p(t)) ≥ H(t, x∗(t), η, p(t))

∀t ∈ [0,∞) e ∀u ∈ U , como H é linear em p e η e como para qualquer t tem-se p(t) =

limi→∞ p
i(t) devido à dependência contínua das soluções de um sistema diferenciável com

respeito as condições iniciais 12. Isto estabelece o teorema.

3.2.4 Condições Su�cientes para Overtaking Optimality

Apresentamos um resultado desenvolvido originalmente por Mangasarian em

[31] e estendido por Arrow e Kurz em [1].

Teorema 3.8. Suponha que:

1. o conjunto U seja compacto e que exista um conjunto compacto X tal que

qualquer trajetória partindo de x0 e gerada por um controle admissível per-

maneça no interior, intX, de X.

2. A função

H∗(t, x, η, p) = max
u∈U

H(t, x, u, η, p)

exista para quaisquer t, η, p e de�na uma função côncava de x.

3. Exista uma trajetória x∗ partindo de x0 e gerada por um controle admissível

u∗ que satisfaz as condições necessárias do princípio do máximo em horizonte

in�nito com η > 0.

12A este respeito ver [15]
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4. A função adjunta p satisfaça a condição de transversalidade assintótica

lim
t→∞
‖p(t)‖ = 0

Então a trajetória x∗ é overtaking em x0.

Demonstração. (Carlson e Haurie) Como H∗(·, t, η, p) é côncavo em x, satisfaz

H∗(x, t, η, p(t)) ≤ H∗(x∗(t), η, t, p(t)) +
∂H∗

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=x∗(t)

(x− x∗(t)) ∀t ∈ [0,∞), ∀x ∈ X.

(3.55)

usando a equação adjunta no princípio do máximo em horizonte in�nito e a equação (3.52)

pode-se mostrar que

η {F (x∗(t), u∗(t))− F (x(t), u(t))} ≥ d

dt
[p(t)(x(t)− x∗(t))] (3.56)

para qualquer outra trajetória x partindo de x0 e gerada por u.

Integrando (3.56) em [0, θ] obtém-se

η {Jθ(x∗, u∗)− Jθ(x, u)} ≥ p(θ)(x(θ)− x∗(θ))

Como η é positivo a condição de transversalidade assintótica juntamente com a equação

anterior implicam

lim inf
θ→∞

{Jθ(x∗, u∗)− J(x, u)} ≥ 0

e portanto x∗ é overtaking em x0.

Este teorema é bastante útil no estudo do crescimento econômico, pois nestes

problemas a concavidade de H∗ com respeito a x é consequência direta da hipótese da

concavidade das funções de produção e de utilidade. Ademais, quando o fator de des-

conto é positivo, pode-se mostrar que a condição de transversalidade assintótica pode ser

garantida.

A concavidade de H∗ com respeito a x pode ser relaxada como mostra o

teorema a seguir.

Teorema 3.9. Seja x∗ uma trajetória partindo de x0 e gerada por um controle admissível

u∗. Seja p∗ uma função contínua, continuamente diferenciável por partes de [0,∞) em

Rn. De�na o Hamiltoniano

H(x, t, u, p) = F (x, u, t) + 〈p, f(x, u, t)〉
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Suponha que:

1. H(x∗(t), t, u∗(t), p∗(t))+ 〈ṗ∗(t), x∗(t)〉 ≥ H(x, t, u, p∗(t))+ 〈ṗ∗(t), x〉 para todo

x ∈ X e u ∈ U para quase todo t ∈ [0,∞)

2. limt→∞〈p∗(t), x∗(t)〉 exista; e que seja válida a relação

−∞ < lim
t→∞
〈p∗(t), x∗(t)〉 ≤ lim inf

t→∞
〈p∗(t), x(t)〉

para qualquer trajetória admissível x̃. Então (x∗, u∗) é overtaking em x0.

Demonstração. Seja (x, u) ∈ Π∞. Pela hipótese 1, para qualquer θ > 0∫ θ

0

[
F (x∗(t), u∗(t), t) +

d

dt
(p∗(t)x∗(t))

]
dt ≥

∫ θ

0

[
F (x(t), u(t), t) +

d

dt
(p∗(t)x(t))

]
dt

Então ∫ θ

0

[F (x∗(t), u∗(t), t)− F (x(t), u(t), t)] dt ≥ p∗(t)(x∗(t)− x(θ)).

Logo

lim inf
θ→∞

{Jθ(x∗, u∗)− Jθ(x, u)} ≥ lim inf
θ→∞

p∗(θ) (x∗(θ)− x(θ)) ≥ 0

pela hipótese 2.

3.3 A Abordagem por Espaços de Sobolev

Apresentamos aqui uma solução para o problema de controle em tempo in�-

nito. Seguimos [29], as provas aqui omitidas podem ser encontradas naquele trabalho, ou

em suas referências. As demonstrações aqui apresentadas são todas de [29].

Apresentamos inicialmente algumas breves de�nições acerca de espaço de

Sobolev, necessárias para a solução do problema.

Seja C1
c (R++,Rn) o conjunto de funções continuamente diferenciáveis de R++

em Rn com suporte compacto.

De�nição 3.11. O espaço W 1,1(R+,Rn) é o espaço de funções x ∈ L1(R+,Rn) tais que

existe uma função x′ ∈ L1(R+,Rn) satisfazendo∫ ∞
0

xφ′ dt = −
∫ ∞
0

x′φ dt, ∀φ ∈ C1
c (R++,Rn).
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Neste caso, x′ é chamada de derivada de x no sentido de distribuições.

Algumas propriedades básicas deste espaço são:

• W 1,1(R+,Rn) é um espaço de Banach para a norma ‖x‖W 1,1 = ‖x‖L1 +‖x′‖L1 .

• Se x ∈ W 1,1(R+,Rn) então existe uma aplicação contínua única x̃ em R+ tal

que x = x̃ quase sempre.

• Para todos τ, τ ′ ∈ R++, x̃(τ)− x̃(τ ′) =
∫ τ ′
τ
x′(t) dt e limt→∞ x̃(t) = 0.

Consideramos o problema de controle:

max

∫ ∞
0

F (x(t), u(t))e−rt dt

sujeito a

ẋ(t) = f(x(t), u(t)) (3.57)

x(0) = x0 (3.58)

onde x(t) ∈ Rn
+ e u(t) ∈ Rm

+ .

Denotamos por E o espaço das funções de R+ em Rn tais que xe−rt ∈

W 1,1(R+,Rn). A norma é dada por ‖x‖E =
∫∞
0
‖x‖e−rt dt+

∫∞
0
‖x′‖e−rt dt. Por L1(e−rt)

entende-se o conjunto de funções tais que xe−rt ∈ L1, para um dado r > 0. Note que

x ∈ E implica que ‖x(t)‖e−rt → 0 quando t→∞.

São necessárias as seguintes hipóteses:

1. x ∈ E e u ∈ L1(e−rt)

2. f e F são contínuas e suas derivadas, fx e Fx, são contínuas.

3. Se x∗, u∗ são ótimos, então fx(x∗, u∗) ∈ L1(e−rt) e Fx(x∗, u∗) ∈ L1(e−rt).

A condição x(0) = x0 deve ser entendida no sentido de que a única função

contínua x̃ que é quase sempre igual a x satisfaz x̃(0) = x0. Enunciamos agora dois lemas,

cujas provas são omitidas.
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Lema 3.2. Seja L : E → R+ de�nida por L(x) = x(0). A aplicação L é Lipschitz.

Lema 3.3. Seja D : x(t)→ Dx(t) = ẋ(t). D é contínua de E em L1(e−rt).

De�nição 3.12. Uma trajetória (x(t), u(t)), t ∈ [0,∞) é admissível se x ∈ E e u ∈

L1(e−rt) satis�zerem as restrições (3.57) e (3.58); e se a integral no funcional objetivo for

convergente. Uma trajetória (x∗(t), u∗(t)) é uma solução ótima se for admissível e se o

valor do funcional objetivo correspondente a qualquer trajetória admissível não for maior

que o valor de (x∗(t), u∗(t)).

O problema de otimização em questão pode ser reescrito como

max J(x, u) =

∫ ∞
0

F (x(t), u(t))e−rt dt

sujeito a

Dx = f(x, u)

Lx = x0

onde J : (E ∩ L1
+(e−rt))× L1(e−rt)→ R ∪ {−∞}.

Apresentamos agora a última hipótese, de fundamental importância:

Hipótese 4 A trajetória ótima é sustentada no seguinte sentido. Seja (x∗(t), u∗(t)) uma

solução ótima. Existem multiplicadores (a, q, λ) ∈ R+ × L∞ × Rn tais que: ∀x ∈ (E ∩

L1
+(e−rt)), ∀u ∈ L1

+(e−rt),

aF (x∗, u∗)− q(Dx∗ − f(x∗, u∗))− λ(Lx∗ − x0) ≥

aF (x, u)− q(Dx− f(x, u))− λ(Lx− x0). (3.59)

Proposição 3.1. Suponha que as hipóteses 1-4 sejam satisfeitas. Suponha que x∗(t) > 0,

∀t. Então ∃ p ∈ L1 tal que:

aFx(x
∗, u∗)e−rt + ṗ(t) + p(t)fx(x

∗, u∗) = 0, (3.60)

no sentido de distribuições.

Demonstração. Por (3.59) é claro que podemos escrever ∀x ∈ (E ∩ L1
+(e−rt)),

a

∫ ∞
0

[F (x∗, u∗)− F (x, u∗)]e−rt dt−
∫ ∞
0

q(t)[Dx∗ −Dx]e−rt dt

+

∫ ∞
0

q(t)[f(x∗, u∗)− f(x, u∗)]e−rt dt− λ[x∗(0)− x(0)] ≥ 0 (3.61)
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Seja h(t) ∈ C1
c (R+,Rn). Se x∗(t) > 0∀t, como x∗(t) pode ser tomado contínuo, podemos

tomar µ su�cientemente pequeno tal que x(t) = x∗(t) + µh(t) ∈ E. Obtemos∫ ∞
0

aFx(x
∗, u∗)e−rth(t) dt−

∫ ∞
0

q(t)e−rtḣ(t) dt+

∫ ∞
0

q(t)e−rtfx(x
∗, u∗)h(t) dt = 0

e portanto, com p(t) = q(t)e−rt ∈ L1,

aFx(x
∗, u∗)e−rt + ṗ(t) + p(t)fx(x

∗, u∗) = 0

no sentido de distribuições.

A condição de transversalidade segue como um corolário direto:

Corolário 3.2. Sob as hipóteses da proposição acima, se uma solução ótima (x∗(t), u∗(t))

existe, então, necessariamente, p(t)ert ∈ L∞, com p(t) = q(t)e−rt de�nido na proposição.

Em particular, limt→∞ p(t) = 0, e limt→∞ p(t)(x
∗(t)− x0) = 0.

Corolário 3.3. Se u∗(t) for contínua por partes então ṗ(t) é contínua por partes.

Demonstração. Como p(t) ∈ L1, segue de (3.60) que ṗ(t) ∈ L1 e portanto, p(t) é contínua.

Isto implica que ṗ(t) é contínua por partes.

A próxima proposição fornece a condição de Pontryagin com respeito a va-

riável de controle.

Proposição 3.2. Suponha que as hipóteses 1-4 sejam satisfeitas. Suponha que u∗(t) seja

contínuo e portanto ẋ(t) seja contínuo. Então tem-se, para qualquer u ∈ Rm
+ ,

aF (x∗(t), u∗(t))e−rt + p(t)f(x∗(t), u∗(t)) ≥ aF (x∗(t), u)e−rt + p(t)f(x∗(t), u). (3.62)

Demonstração. Por (3.59) pode-se notar que, ∀z ∈ L1
+(e−rt),

a

∫ ∞
0

[F (x∗, u∗)− F (x∗, z)]e−rt dt+

∫ ∞
0

p(t)[f(x∗, u∗)− f(x∗, z)] dt ≥ 0. (3.63)

Assuma, ao contrário, por continuidade

aF (x∗(t), u∗(t))e−rt + p(t)f(x∗(t), u∗(t)) < aF (x∗(t), u)e−rt + p(t)f(x∗(t), u)

em algum intervalo I em torno de t com uma constante positiva u ≥ 0. Seja u′(t) =

u∗(t), t /∈ I e u′(t) = u quando t ∈ I. Note que u′(t) ∈ L1
+(e−rt). Mas, isto viola (3.63), o

que é uma contradição.
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Para provar a su�ciência fazemos uso do Hamiltoniano, através de uma hi-

pótese adicional.

Hipótese 5 De�na o Hamiltoniano

H(x, u, p, t) = F (x(t), u(t))e−rt + p(t)f(x(t), u(t)).

Suponha que maxu≥0H(x, u, p, t) seja côncavo em x e H(x∗, u∗, p, t) ≥ H(x∗, u, p, t),∀u ≥

0.

A próxima proposição mostra a su�ciência da condição de transversalidade.

Proposição 3.3. Sob as hipóteses 1-3 e 5, uma condição su�ciente para a que (x∗(t), u∗(t))

seja ótimo é

p(t)ert ∈ L∞

Demonstração. Pela hipótese 5 temos, para todo T > 0:∫ T

0

F (x∗(t), u∗(t))e−rt dt−
∫ T

0

F (x(t), u(t))e−rt dt ≥ p(T )(x(T )− x∗(T )).

Por hipótese, p(t)ert ∈ L∞. Temos então

|p(T )(x(T )− x∗(T ))| ≤ ‖p(T )‖ erT
[
‖x(T )‖e−rT + ‖x∗(T )‖e−rT

]
≤ K

[
‖x(T )‖e−rT + ‖x∗(T )‖e−rT

]
Como x ∈ E e x∗ ∈ E, tem-se que K

[
‖x(T )‖e−rT + ‖x∗(T )‖e−rT

]
→ 0 ao T → ∞. O

que conclui a demonstração.

Outras abordagens podem se encontradas em [8]; [25]; e [2].
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4 O MODELO

Neste capítulo apresentamos nosso modelo, bem como sua solução. O capí-

tulo está estruturado em 2 partes, na primeira apresentamos o modelo; na segunda parte

exibimos soluções explícitas para algumas equações do modelo.

4.1 O Modelo

O modelo descrevendo o crescimento da economia é o modelo neoclássico pa-

drão com tecnologia. Supomos que a economia seja fechada, de modo que todo o produto

seja consumido ou investido, isto é, Y (t) = C(t) + I(t). O problema de maximização é

max

∫ ∞
0

U(C)e−rt dt (4.1)

sujeito a

K̇(t) = I(t)− δK(t) = sY (t)− δK(t) (4.2)

onde a função de produção Y é a função Cobb-Douglas

Y = Kα(AL)1−α (4.3)

aqui K denota o estoque de capital da economia, L o trabalho, A a tecnologia1 , r é a

taxa de desconto, s a taxa de poupança e δ a taxa de depreciação. U(C) é a função de

utilidade, que tomamos como sendo a função conhecida na literatura econômica como

CES (Constant Elasticity of Substitution)

U(C) =
C1−ρ − 1

1− ρ
(4.4)

onde ρ é a elasticidade de substituição. A substituição refere-se a substituir o consumo

de um bem (ou cesta de bens) por outro (ou outra cesta) e a elasticidade refere-se a uma

variação no preço.

1Tomamos a tecnologia como sendo aumentadora de trabalho, fazemos esta hipótese apenas a �m de
poder comparar nosso modelo com o modelo de Solow, que depende desta hipótese. A argumentação
acerca da forma da tecnologia pode ser encontrada em [5]
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A função de produção satisfaz as seguintes condições, conhecidas como con-

dições de Inada

lim
K→0

∂Y

∂K
= lim

L→0

∂Y

∂L
=∞

lim
K→∞

∂Y

∂K
= lim

L→∞

∂Y

∂L
= 0

4.1.1 O Setor Educacional

4.1.1.1 Maximização da Tecnologia

Passemos agora à modelagem do setor educacional. Seja LR(t) o número de

cientistas empregados em pesquisa ao tempo t; e LE(t) o número de cientistas empregados

no ensino ao tempo t. A fração de novos cientistas alocados ao ensino é denotada por

a; e δ denota a taxa de depreciação, que por simplicidade assumimos que seja igual a do

capital. Supomos que pesquisadores e professores sejam os únicos agentes na economia,

isto é, a população total é dada por L(t) = LR(t) + LE(t).

Por simplicidade fazemos duas hipóteses um tanto irrealistas, primeiro que

um cientista não pode ser pesquisador e professor; e segundo que, uma vez que uma

escolha de carreira foi feita, não é mais possível alterar-la. Ademais, supomos que as

cotas inferior e superior de a são maior que zero e menor que um, respectivamente; isto

é, 0 < a ≤ a ≤ a < 1. Alocações 0, 1 são vistas como inaceitáveis em sociedades

democráticas.

Em nossa modelagem propomos que a tecnologia seja gerada exclusivamente

por pesquisadores, ao passo que professores produzem apenas cientistas, que por sua vez

podem ser alocados para a pesquisa ou para o ensino. O problema é então a determinação

da alocação intertemporal ótima de cientistas entre as duas carreiras, de modo a maximizar

a tecnologia, que por sua vez impulsiona o crescimento econômico.

Fazemos a suposição de que o planejador social é "míope", por isto queremos

dizer que o planejador resolve primeiramente o problema de maximização da tecnologia

e, a seguir, resolve o problema de maximização da tecnologia, ao invés de resolver os dois

problemas de uma só vez. Tal suposição parece plausível no caso de um governo em que
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diferentes agências, uma preocupada com a educação e outra com a economia, trabalham

de maneira independente.

O problema de maximização é então

max

∫ ∞
0

A(LR)e−rt dt (4.5)

sujeito a  L̇E(t) = a(t)γLE − δLE
L̇R(t) = (1− a(t))γLE − δLR

(4.6)

onde γ é um parâmetro que mede a produtividade dos professores.

Seguimos [38] na modelagem da evolução tecnológica, mas permitimos formas

funcionais mais complexas. O número de pesquisadores é o argumento de uma função Λ,

a ser especi�cada, que determina parcialmente o progresso técnico. Temos

Ȧ = Λ(LR)[A(t)]β1 (4.7)

onde β1 é um parâmetro que mede quão intensivamente o desenvolvimento tecnológico

futuro depende sobre o nível técnico corrente. Impomos sobre Λ(·) a condição que Λ ∈

AC(I), isto é, que Λ pertença ao espaço de funções absolutamente contínuas f : I → R,

onde I ⊂ R.

Nosso modelo é então dado por dois sistemas desacoplados que podem ser

resolvidos com as técnicas do capítulo anterior. Temos de resolver primeiramente o modelo

do setor educacional a �m de obter a trajetória da evolução tecnológica, que será utilizada

como um insumo na função de produção.

4.1.1.2 Tempo Mínimo

Apresentamos agora uma variação do modelo acima. Fixamos valores deseja-

dos para as variáveis de estado LE e LR, buscamos agora não mais maximizar a tecnologia,

mas sim atingir estes valores desejados no menor tempo possível. Intuitivamente este mo-

delo pode ser compreendido como o tempo mínimo para que um país tecnologicamente

atrasado alcance a fronteira tecnológica mundial.

O funcional a ser maximizado é então
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max

∫ T

0

−1 dt (4.8)

agora T ∈ [0,∞) é desconhecido e é o que objetivamos minimizar. As restrições são as

mesmas que no modelo de maximização da tecnologia. Adicionalmente temos LE(T ) = LE

e LR(T ) = LR, que são os valores desejados das variáveis de estado.

4.2 Solução do Modelo

4.2.1 Maximização da Tecnologia

Tomamos as condições iniciais: LE(t0) = LE, LR(t0) = LR, A(t0) = A0.

Note que o integrando de nosso funcional objetivo é um operador não-linear, o que certa-

mente di�culta a análise, pois os teoremas do capítulo anterior fornecem condições apenas

no caso de uma função. Para tratar deste caso fazemos uma transformação no funcio-

nal objetivo a �m de obter o problema na forma das hipóteses dos teoremas. Escreva

B(t) =
∫ t
0

Λ(LR(τ)) + A1−β1
0 . Temos então

max

∫ ∞
0

A(LR)e−rtdt = max

∫ ∞
0

[(1− β1)B(t)]
1

1−β1 e−rtdt (4.9)

Restrito a 
L̇E(t) = a(t)γLE − δLE
L̇R(t) = (1− a(t))γLE − δLR
Ḃ(t) = Λ(LR(t))

(4.10)

Antes de prosseguir com a solução do modelo, é interessante veri�car que este

de fato satisfaz as condições do teorema que garante a existência de solução. Lembramos

que o teorema de existência foi proposto para o caso de tempo �nito, a que nos restringimos

momentaneamente.

A primeira condição a se veri�car é a de crescimento linear nas funções gi em

(3.19). A função g0 é dada por (−δLE,−δLR + γLE,Λ(LR)). Vemos claramente que a

condição é satisfeita nas duas primeiras componentes. Na terceira componente a condição
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é satisfeita para algumas funções côncavas, como log(1 + x), que pretendemos utilizar em

trabalhos futuros. Para as funções gi que multiplicam os controles temos (γLE,−γLE, 0),

que claramente satisfaz a condição de crescimento linear.

A segunda condição é veri�car que U(t) é fechado e convexo, o que é trivial

em nosso modelo pois como o controle é unidimensional temos um intervalo fechado em

R.

A terceira condição é veri�car a semi-continuidade inferior de S em (3.18) e

que os conjuntos E,Q em (3.21) são fechados. Como em nosso modelo S = 0 constante,

segue que S é contínua e, portanto, semi-contínua. Os conjuntos serem fechados segue de

o sistema das variáveis de estado ser limitado em tempo �nito.

A quarta condição é veri�car a LB-mensurabilidade do integrando do funci-

onal objetivo, bem como sua semi-continuidade inferior, convexidade (na variável de con-

trole) e a existência de uma constante como em (3.23). Note que o teorema de existência

foi postulado para a minimização do funcional objetivo, e queremos aqui a maximização

deste. É um resultado conhecido que podemos alterar o sinal do integrando no funcional

objetivo e obter um problema de maximização análogo ao de minimização, invertendo

as relações de convexidade e concavidade das funções envolvidas. Como o integrando é

contínuo, a condição de LB-mensurabilidade é satisfeita bem como a semi-continuidade;

a concavidade segue diretamente de o funcional objetivo ser independente da variável

de controle; para a constante que limita o integrando podemos tomar por simplicidade

o maior valor que o integrando pode assumir para um intervalo �nito de tempo e LR

tomado na ausência de depreciação.

A quinta hipótese segue novamente de o sistema ser limitado em tempo �nito.

E a sexta hipótese segue de o conjunto de controles admissíveis ser fechado.

Observe que não temos uma generalização para horizonte in�nito do resultado

veri�cado acima. A abordagem por espaços de Sobolev nos fornece condições su�cientes

para a existência de solução para o problema de controle. Uma das condições daquela

abordagem é a concavidade do Hamiltoniano em relação a x, chamada de hipótese 5. Para
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veri�car esta condição montamos a matriz Hessiana, que deve ser negativa semi-de�nida,
0 0 0

0 p3F
′′ 0

0 0 β [(1− β)B(t)]
2β−1
1−β e−rt


Temos que p3 > 0 e F ′′ < 0 por hipótese; eB > 0, β > 0 implicam que β [(1− β)B(t)]

2β−1
1−β e−rt >

0, portanto a matriz Hessiana é inde�nida e não podemos aplicar o resultado. Como ob-

servado por Clarke ([13], p.497) isto não nos impede de tentar encontrar uma solução.

Para o caso de tempo in�nito temos ainda de especi�car com qual critério

de otimalidade trabalhamos. Nosso critério de avaliação (veja (3.38) ) é Jθ =
∫ θ
0

[(1 −

β1)B(t)]
1

1−β1 . Note que como utilizamos um termo de desconto e−rt podemos garantir

a �nitude q.s. do critério de avaliação, sempre que B(t) tiver crescimento menor que

exponencial. Podemos portanto utilizar a strong optimality pois o critério de avaliação é

�nito quando θ →∞. Contudo, não há perda em usar o critério mais fraco de overtaking

que requer lim inf {Jθ(x∗, u∗)− Jθ(x, u)} ≥ 0, ou seja,

lim inf
θ→∞

∫ θ

0

(1− β1)
1

1−β1 e−rt
(

(B∗)
1

1−β1 −B
1

1−β1

)
dt ≥ 0 (4.11)

Se a solução do sistema dinâmico (neste caso da equação de Ḃ ) for única, B∗ = B,

implicando que o resultado é válido. Caso contrário não podemos garantir que a trajetória

seja overtaking. Em nosso modelo a unicidade depende da forma da função F , se esta for

Lipschitz, a solução é única. A função log(1 + x) que usaremos adiante é Lipschitz para

x ≥ 0, neste caso a trajetória é overtaking.

Retornemos agora à solução do problema. Formamos a função Hamiltoniana

H = [(1− β1)B(t)]
1

1−β1 e−rt + p1[a(t)γLE − δLE] + p2[γ(1− a(t))LE − δLR] + p3Λ(LR(t))

(4.12)

Como a função Hamiltoniana é linear em a(t) concluímos que o controle é

do tipo Bang-Bang, pela condição de máximo do princípio do máximo de Pontryagin

devemos tomar a de modo a maximizar o Hamiltoniano. Como H é uma função linear

de a esperamos que o ótimo seja na fronteira. Podemos ver isto através do Hamiltoniano,

ignorando os termos que não dependem do controle, temos

γLE(p1 − p2)a (4.13)
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como LE > 0 vemos facilmente que o ótimo se dá com a e a.

Formamos a função que determina o tempo de troca

S(t) := γLE(p1 − p2) (4.14)

os zeros desta função fornecem os pontos de troca dos controles. Supomos que existe

apenas uma troca de controles, efetuada em t = ts
2. Os controles são dados por a(t) = a para S(t) > 0

a(t) = a para S(t) < 0

ou seja, a(t) = a para t < ts e a(t) = a para t > ts. No caso de S(t) = 0 dizemos

que o controle é singular. Do ponto de vista matemático não temos informação sobre o

controle singular, mas pela interpretação econômica das variáveis de coestado temos que

p1 = p2 signi�ca que a valoração das variáveis LE e LR é igual, poderíamos ter, portanto,

a(t) = 0.5 para S(t) = 0. De qualquer maneira, não faremos uso desta observação.

As condições de primeira ordem com respeito às variáveis de coestado são

dadas por 
ṗ1 = − ∂H

∂LE
= − (p1(a(t)γ − δ) + p2γ(1− a(t)))

ṗ2 = − ∂H
∂LR

= δp2 − p3Λ′(LR(t))

ṗ3 = −∂H
∂B

= − [(1− β1)B(t)]
β1

1−β1 e−rt

(4.15)

As condições de primeira ordem com respeito às variáveis de estado são sim-

plesmente 
L̇E(t) = a(t)γLE − δLE
L̇R(t) = (1− a(t))γLE − δLR
Ḃ(t) = Λ(LR(t))

(4.16)

Passemos agora à resolução destes sistemas3. Note que ambos sistemas po-

dem ser desacoplados para a solução. Resolvemos primeiramente a equação para LE e a

seguir para LR. Para t ∈ [0, ts) temos

L̇E = (aγ − δ)LE

2Veremos adiante que o problema pode ser posto de modo que não exista um intervalo tal que t = ts
3Tomamos as equações diferenciais no sentido de Caratheodory.



43

que é uma equação diferencial ordinária separável, cuja solução é

LE(t) = LEe
(aγ−δ) (4.17)

de maneira análoga encontramos a solução para (ts,∞)

LE(t) = LEe
γ(a−a)ts+(aγ−δ)t (4.18)

Note que utilizamos (4.17) avaliado em ts para encontrar a condição inicial

para a solução da equação para t > ts. Isto é, descartamos a avaliação em ts com o

controle singular. Isto se deve a natureza do problema em questão, o parâmetro γ, por

exemplo, mede a produtividade dos docentes, tem portanto uma componente temporal,

isto é, pode ser vista como cientistas produzidos por ano (ou período). Não faz sentido

do ponto de vista físico que o tempo de transição tenha alguma duração, isto é, em um

período temos um controle e no seguinte temos outro. Portanto podemos descartar o

incremento exatamente em ts, pois a "produtividade instantânea"é desprezível.

Podemos resolver agora a segunda equação. Para t ∈ [0, ts) temos

L̇R = (1− a)γLE − δLR

substituindo os resultados de (4.17) obtemos

L̇R + δLR = (1− a)γLEe
(aγ−δ)t

cuja solução é

LR(t) =
(1− a)

a
LEe

(aγ−δ)t +

(
LR −

(1− a)

a
LE

)
e−δt (4.19)

e para t ∈ (ts,∞) temos

L̇R + δLR = (1− a)γLEe
γ(a−a)ts+(aγ−δ)t

cuja solução é

LR(t) =
(1− a)

a
LEe

γ(a−a)tse(aγ−δ)t (4.20)

+

{
(a− a)

aa
LEe

(aγ)tse−δt +

(
LR −

1− a
a

LE

)}
e−δt

A �m de simpli�car a notação fazemos
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• Ψ1 = (1−a)
a
LEe

γ(a−a)ts

• Ψ2 = (a−a)
aa

LEe
(aγ−δ)ts

• Ψ3 =
(
LR − 1−a

a
LE

)
podemos então reescrever a solução da equação como

LR(t) = Ψ1e
aγt + (Ψ2 + Ψ3)e

−δt (4.21)

Passemos agora à terceira equação. Para t ∈ (t0, ts) temos

B(t) =

∫ t

t0

Λ

(
1− a
a

LEe
(aγ−δ)τ +

(
LR −

1− a
a

LE

)
e−δτ

)
dτ −B(t0) (4.22)

onde B(t0) = A1−β1 como pode ser visto pela de�nição de B(t). Para t ∈ (ts,∞) temos

B(t) =

∫ t

ts

Λ
(
Ψ1e

aγτ + (Ψ2 + Ψ3) e
−δτ) dτ −B(ts) (4.23)

Todas as trajetórias de interesse já foram determinadas, resta apenas deter-

minar o tempo de troca ts, para isto temos de resolver o sistema das variáveis de coestado e

calcular o zero da função de troca. Este sistema está de�nido como acima, equação (4.15).

Note que novamente podemos desacoplar o sistema. Resolvemos inicialmente para p3, a

solução é

p3(t) = −
∫ t

ts

[(1− β1)B(τ)]
β1

1−β1 e−rτ dτ + C3 (4.24)

para p2 temos

p2(t) = −eδt
∫
e−δtp3Λ

′(LR(t)) + C1e
δt (4.25)

para p1 temos

p1(t) = e(aγ−δ)t
[
−
∫
p2γ(1− a)e(aγ−δ)t dt+ C2

]
(4.26)

para t ∈ (ts,∞), onde C1 e C2 são constantes, esta escolha de t �cará clara a seguir.

Note que não temos condições iniciais para as variáveis de coestado, por-

tando não podemos obter uma solução única para o problema. Temos de usar a condição

de transversalidade e resolver a equação para trás no tempo. Note porém que a taxa

de desconto faz com que as soluções tenham decaimento exponencial, implicando que a

condição de transversalidade não nos fornece informações adicionais. Temos portanto de
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desenvolver um método numérico para resolver tal problema, que é o objeto do próximo

capítulo. Porém antes disso vamos resolver os problemas de minimização do tempo e de

maximização da utilidade. Mostramos ainda que o o controle é não-singular.

Proposição 4.1. Existe uma escolha de parâmetros de modo que o controle seja não-

singular.

Demonstração. Para que o controle seja singular devemos ter um intervalo tal que a

função de troca seja nula. Como LE > 0 temos que S(t) = 0 se, e somente se, p1 = p2,

como buscamos um intervalo, devemos ter também ṗ1 = ṗ2. Nos referiremos a p1, p2

momentaneamente por p. Das condições de primeira ordem com respeito as variáveis de

coestado temos

−p1(aγ − δ)− p2γ(1− a) = δp2 − p3Λ′(LR)

−p(γ − δ) = δp− p3Λ′(LR)

γ =
p3Λ

′(LR)

p

tomando γ diferente da relação acima temos que o controle é não-singular4.

4.2.2 Minimização do Tempo

A função Hamiltoniana é

H = −1 + p1[a(t)γLE − δLE] + p2[γ(1− a(t))LE − δLR] (4.27)

Usando as equações (4.18) e (4.21) obtemos o sistema

LE = LEe
γ(a−a)ts+(aγ−δ)T (4.28)

LR = Ψ1e
aγT + (Ψ2 + Ψ3)e

−δT (4.29)

Resolvendo este sistema obtemos os valores de ts e T , estes valores, por sua vez, são

utilizados na resolução do problema de maximização da utilidade.

4Isto é possível neste trabalho pois não faremos uma análise empírica, isto é, existe a possibilidade
prática de que os parâmetros sejam tais que o controle é singular, mas não abordaremos esta possibilidade
aqui.
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4.2.3 Maximização da Utilidade

Como destacamos no capítulo 2, estamos interessados no crescimento per

capita. Para transformar nossas variáveis para valores per capita dividimos a função de

produção por L e usamos a propriedade de retornos constantes a escala da função Cobb-

Douglas. A função de produção pode ser então reescrita como

y = kα(AlR)(1−α) (4.30)

Para a equação do capital temos

K̇/L = sy − δk

note que do lado direto da igualdade temos variáveis per capita, ao passo que do lado

esquerdo não, portanto não temos uma equação diferencial usual. Para obter o lado

direito em valores per capita tomamos a derivada de k = K/L com respeito ao tempo,

assim temos

k̇ =
d(K/L)

dt
=
K̇

L
− nk (4.31)

onde n denota o crescimento populacional. Combinando as equações temos

k̇ = sy − (n+ δ)k (4.32)

O crescimento populacional é dado por

n =
L̇

L
=
L̇R + L̇E

L
(4.33)

usando as equações para L̇R e L̇E obtemos

n(t) = γ
LE

LE + LR
− δ (4.34)

lR é dado por LR
LR+LE

.

Para este problema não faremos a análise da existência das soluções, pois

trata-se de um modelo já bem estabelecido e estudado em profundidade na literatura.

Notamos apenas que pode-se fazer a análise através de espaços de Sobolev, como mostrado

em [29]. Naquele trabalho os autores impõem duas condições adicionais que garantem a

existência da solução, a saber, que U ∈ C1 seja estritamente côncava, crescente com
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U ′(0) ≤ ∞; e que y ∈ C1 com y′(0) > δ, y′(0) < ∞, y′(∞) = 0. Esta condições são

facilmente veri�cadas para as funções CES e Cobb-Douglas.

Formamos a função Hamiltoniana

H = U(c)e−rt + µ
[
kα(AlR)1−α − c− (n+ δ)k

]
(4.35)

A condição de primeira ordem com respeito à variável de controle é

∂H

∂c
= U ′e−rt − µ = 0 (4.36)

A condição com respeito à variável de coestado é

µ̇ = −∂H
∂k

= −µ
(
αkα−1(AlR)1−α − (n+ δ)

)
(4.37)

e a condição com respeito à variável de estado é

k̇ = kα(AlR)1−α − c− (n+ δ)k (4.38)

temos portanto o sistema k̇ = kα(AlR)1−α − c− (n+ δ)k

µ̇ = −αkα−1(AlR)1−α + (n+ δ)µ
(4.39)

Observe que uma solução no plano kµ é destituída de signi�cado, pois os

valores de µ são de pouca importância, buscamos com efeito uma solução no plano kc.

Portanto efetuamos uma manipulação algébrica padrão (na literatura econômica) na equa-

ção (4.36), a saber, tomamos a derivada com relação ao tempo

µ̇ = [U ′′ċ− rU ′] e−rt

de modo que substituindo no sistema acima tenhamos k̇ = kα(AlR)1−α − c− (n+ δ)k

ċ = c
ρ

[αkα−1(AlR)1−α − (n+ δ + r)]
(4.40)

que está no plano kc como queríamos.

Tradicionalmente na literatura econômica procura-se por um estado estacio-

nário das variáveis k e c, porém, como desenvolveremos soluções numéricas para o setor

educacional, é interessante desenvolver também soluções numéricas para este sistema, de

modo que possam ser combinadas com as soluções do setor educacional.
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5 RESULTADOS NUMÉRICOS

Neste capítulo apresentamos a solução numérica do modelo. Infelizmente não

conseguimos desenvolver ainda um esquema numérico capaz de lidar com a maximização

da tecnologia, principalmente devido ao fato de um dos sistemas ser para frente no tempo

e o outro para trás.

Conseguimos, no entanto, resolver o numericamente os problemas de minimi-

zação do tempo e maximização da utilidade. Trabalhamos no horizonte de tempo de�nido

pelo problema de minimização de tempo, isto é, resolvemos o problema de minimização

do tempo, determinando T e ts e , a seguir, utilizamos estes valores no problema de

maximização da utilidade, ou seja, utilizamos o horizonte de tempo T . Estes resultados

são apresentados a seguir. Note que como não temos progresso técnico neste modelo,

tomamos A = 1 constante.

A resolução foi feita através do software Maple 16, utilizando suas próprias

ferramentas internas. Para a resolução do sistema algébrico não-linear que determina o

tempo mínimo e o tempo de troca o algoritmo padrão é Newton-Raphson. Para a resolução

do sistema de equações diferenciais o algoritmo padrão é Runge-Kutta de ordem 4.

Consideraremos sempre o mesmo problema e variaremos os parâmetros. O

problema é levar LE de 100 a 200 e LR de 80 a 240 no menor tempo possível. A primeira

resolução utiliza os seguintes parâmetros e condições iniciais:

• a = 0.9 e a = 0.1;

• γ = 0.14;

• δ = 0.02;

• α = 0.5;

• ρ = 0.8;

• r = 0.02;

• k(0) = 0.75; e
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Figura 5.1: Quantidade de professores (curva 1) e pesquisadores (curva 2) ao longo do
tempo

• c(0) = 0.15

O tempo até atingir a condição �nal é 13.91998396 e a troca de controles

ocorre ao tempo t = 6.934527538. A evolução de LE e LR é dada na �gura 5.1, onde a

linha 1 representa a quantidade de professores e a linha 2 a quantidade de pesquisadores.

Alternativamente, a evolução destas variáveis pode ser vista na �gura 5.2.

Capital e consumo evoluem de acordo com a �gura 5.3, onde a linha 3 repre-

senta o capital e a linha 4 o consumo1 . É interessante notar que com esta con�guração

temos uma trajetória crescente para as duas variáveis, o que nem sempre é o caso, como

veremos adiante. Finalmente, o produto da economia evolui de acordo com a �gura 5.4.

Note que com esta con�guração a economia cresce rapidamente, o produto

per capita mais que dobra em 13 anos. É interessante observar que para t ∈ (0, ts) o

produto da economia evolui de maneira semelhante ao previsto pelo modelo de Solow. Já

a partir de ts a evolução da economia aproxima-se ao previso por modelos AK. Isto pode

1Manteremos esta numeração das curvas de cada variável no restante do texto a �m de facilitar a
leitura.
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Figura 5.2: Quantidade de professores e pesquisadores

Figura 5.3: Capital (curva 3) e consumo (curva 4) ao longo do tempo
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Figura 5.4: Produto da economia ao longo do tempo

re�etir, de certo modo, uma tecnologia cuja produtividade cresce rapidamente uma vez

que atinge-se um nível mínimo de determinado insumo.

Consideramos o mesmo problema agora, reduzindo a produtividade dos pro-

fessores (γ) de 0.14 a 0.09. Com isto o tempo para atingir a condição �nal é de 25.03730838

e a troca de controles ocorre ao tempo t = 13.45218851. A evolução de LE e LR pode ser

vista na �gura 5.5, ou ainda na �gura 5.6.

Destacamos inicialmente como uma moderada variação na produtividade

(35% aproximadamente) praticamente dobra o tempo para a obtenção dos valores �-

nais desejados. Este impacto repercute na economia como vemos nos grá�cos 5.7 e 5.8.

Note que a redução da produtividade dos professores reduz o crescimento econômico.

Aqui tomamos a produtividade exógena e constante, mas se pensarmos que a baixa pro-

dutividade dos professores pode, por sua vez, gerar novos professores de baixa qualidade,

levando assim a economia a uma trajetória de baixo crescimento, vemos de modo ainda

mais latente a importância da qualidade dos docentes na economia.
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Figura 5.5: Quantidade de professores (curva 1) e pesquisadores (curva 2) ao longo do
tempo

Figura 5.6: Quantidade de professores e pesquisadores
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Figura 5.7: Capital (curva 3) e consumo (curva 4) ao longo do tempo

Figura 5.8: Produto da economia ao longo do tempo
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Figura 5.9: Quantidade de professores (curva 1) e pesquisadores (curva 2) ao longo do
tempo

Obtemos um resultado bastante interessante ao reduzir ainda mais a produ-

tividade dos professores, tomamos γ = 0.075. O tempo para atingir o estado �nal é de

32.78450424 e a troca de controles ocorre em t = 18.38255806. A evolução das variáveis

em questão é mostrada nas �guras 5.9, 5.10, 5.11 e 5.12

Note que com esta con�guração o crescimento não é forte o su�ciente para

sustentar o aumento do consumo, levando a destruição da economia. Novamente vemos

a importância da qualidade dos docentes.

Consideremos a seguir o caso em que o planejador social não consegue de-

senvolver incentivos tão e�cientes quanto anteriormente para direcionar os cientistas, isto

é, reduzimos a e aumentamos a. Os novos valores são a = 0.6 e a = 0.2.

Neste caso o tempo para atingir a condição �nal é 15.74053290 e a troca de

controles ocorre em t = 10.12898067. Os grá�cos correspondentes são 5.13, 5.14, 5.15 e

5.16. Note que neste caso a alteração de controles tem um impacto mais suave sobre a

economia, como seria possível prever.
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Figura 5.10: Quantidade de professores e pesquisadores

Figura 5.11: Capital (curva 3) e consumo (curva 4) ao longo do tempo
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Figura 5.12: Produto da economia ao longo do tempo

Figura 5.13: Quantidade de professores (curva 1) e pesquisadores (curva 2) ao longo do
tempo
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Figura 5.14: Quantidade de professores e pesquisadores

Figura 5.15: Capital (curva 3) e consumo (curva 4) ao longo do tempo



58

Figura 5.16: Produto da economia ao longo do tempo

É interessante também considerar uma alteração na função de produção,

particularmente na intensidade de utilização de cada fator, dado por α, reduzindo este

de 0.5 a 0.25 temos que o tempo não se altera. A economia evolui como mostra a �gura

5.12.

O aumento da intensidade de utilização dos pesquisadores faz com que a

economia cresça rapidamente após a alteração no controle. O valor inicial alto do consumo

(relativamente ao capital) faz com que o capital não consiga crescer su�cientemente rápido

para que a economia cresça, levando a redução do produto, como visto no grá�co 5.17. O

consumo segue a trajetória mostrada na �gura 5.18.

É notável que mesmo com o crescimento da economia o consumo reduz-se ao

longo do tempo.

Outra análise interessante é estudar o comportamento de uma economia que

inicialmente consome demais. Para isto fazemos c(0) = 0.35. Com esta con�guração o

consumo cresce rapidamente, fazendo com que o capital se reduza (como visto na �gura

5.19), o que invariavelmente leva a economia à destruição, como mostra a �gura 5.20.
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Figura 5.17: Produto da economia ao longo do tempo

Figura 5.18: Consumo ao longo do tempo
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Figura 5.19: Capital (curva 3) e consumo (curva 4) ao longo do tempo

Note que não há tempo su�ciente para se observar o comportamento após a troca de

controles, pois o produto total é levado a zero em t < ts.
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Figura 5.20: Produto da economia ao longo do tempo
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6 CONCLUSÃO

Os resultados do capítulo 5 nos permitem fazer uma análise do modelo pro-

posto neste trabalho. De maneira geral, o modelo comporta-se como os demais modelos

de crescimento econômico disponíveis na literatura. Isto vale tanto para con�gurações

que geraram crescimento quanto para as que previram a destruição da economia.

Vale destacar a capacidade do modelo em combinar resultados de diferentes

modelos, como mostrou a primeira análise do capítulo anterior, que gerou um tipo de

combinação entre o modelo do Solow e os modelos AK. Isto é particularmente interessante

para analisar economias que "alteraram "sua trajetória de crescimento, o que não pode

ser captado por cada modelo separado.

Do ponto de vista negativo destacamos que o crescimento populacional endó-

geno aqui utilizado não encontra respaldo nas teorias econômicas de fertilidade. Destaca-

mos também que o fato de não fazer análise empírica e atribuir valores não necessariamente

realistas as variáveis reduz de certo modo a con�abilidade do modelo.

Tratando de implicações em termos de políticas públicas dois resultados são

notáveis: primeiro, a qualidade dos docentes é de fundamental importância ao funcio-

namento da economia; e segundo, o gradualismo não parece ser a maneira acertada de

conduzir uma política educacional.

O modelo apresentado neste trabalho permite diversas generalizações e mo-

di�cações, que serão objeto de trabalhos futuros. Discutimos brevemente algumas delas.

Primeiramente temos por objetivo desenvolver um esquema numérico capaz de lidar com

o modelo de maximização da tecnologia. Ademais, temos por objetivo imediato permitir

mais de uma troca de controles.

Uma generalização direta é inserir cientistas de diferentes qualidades, isto

é, professores e pesquisadores de alta e baixa produtividade. Permitindo que professo-

res de alta produtividade gerem tecnologia obtemos um resultado interessante sobre a

penalização devido a baixa qualidade de professores.
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Pensamos também em uni�car os dois problemas de otimização, com o obje-

tivo �nal de maximizar o crescimento econômico. Neste caso tem-se um impacto diferen-

ciado da alocação de cientistas devido a função de produção da economia.

Gostaríamos também de propor diferentes modelagens para a tecnologia,

principalmente modelagens probabilísticas, como Martingales. Tal modelagem parece

mais apropriada para capturar a natureza do progresso técnico que muitas vezes se dá em

saltos e ondas.

No modelo de crescimento econômico é interessante inserir preços e lucros e

analisar o modelo do ponto de vista do livre mercado e não mais do planejador social.

Buscar com isto uma análise de equilíbrio e comparar as vantagens e desvantagens de

cada modelo.

Seria interessante ainda formular um modelo em que a economia não seja

populada apenas por cientistas, permitir a existência de trabalhadores não quali�cados

para salientar ainda mais a importância da educação.

Do ponto de vista matemático gostaríamos de expandir os resultados de exis-

tência de soluções, bem como resultados de unicidade e estabilidade assintótica. Ideal-

mente conseguiríamos enfraquecer as restrições de concavidade e convexidade.
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Apêndice A

Apresentamos aqui um breve esboço da demonstração do princípio do má-

ximo de Pontryagin em horizonte de tempo �nito. A demonstração deve-se a [34], apre-

sentamos porém a versão adaptada por [10].

Considere o problema

max g0(x(tf )) (A.1)

sobre todos os pares admissíveis (x, u) : [0, tf ] → Rn × Rm satisfazendo o sistema de

controle

ẋ(t) = f(x(t), u(t), t) q.s. em [0, tf ]; (A.2)

com condições iniciais x(0) = x0; restrição de controle u(t) ∈ U q.s. em [0, tf ]. Ademais,

temos as condições terminais

gj(x(tf )) ≥ 0 1 ≤ j ≤ p (A.3)

gj(x(tf )) = 0 p+ 1 ≤ j ≤ q (A.4)

Assumiu-se que x ∈ Rn, u ∈ Rm, tf �xo, f : Rn × Rm × [0, tf ] → Rn é contínua e tem

derivada parcial de primeira ordem contínua com relação a x; U ⊂ Rm é fechado; e

gj : Rn → R é continuamente diferenciável para j = 0, 1, . . . , q. Adicionalmente, impomos

a seguinte restrição de quali�cação:

Dizemos que a restrição de quali�cação (RQ) é válida em x ∈ Rn se o sistema

cj ≥ 0, 0 ≤ j ≤ p (A.5)

cjgj(x) = 0 1 ≤ j ≤ p (A.6)
q∑
j=0

cj∇gj(x) = 0 (A.7)

admitir apenas solução trivial.

Nosso objetivo é estabelecer o seguinte teorema:

Teorema A.1. Se a restrição de quali�cação (RQ) é válida em x∗(tf ) e se (x∗, u∗) for uma

solução ótima para o problema de controle acima, então existem números µj, 0 ≤ j ≤ q e
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uma função contínua λ : [0, tf ]→ Rn não todos nulos, tais que para H(x, u, t, λ) de�nida

por

H(x, u, t, λ) = 〈λ, f(x, u, t)〉 (A.8)

1. os µj satisfazem: µj ≥ 0 para 0 ≤ j ≤ p, e µjgj(x
∗(tf )) = 0 para 1 ≤ j ≤ p

2. λ é uma solução da equação diferencial

λ̇(t) = −∇xH(λ∗(t), u∗(t), t, λ(t)) q.s. 0 ≤ t ≤ tf (A.9)

3. H(x∗(t), u∗(t), t, λ(t)) = maxu∈U H(x∗(t), u, t, λ(t)) q.s. 0 ≤ t ≤ tf

4. λ(tf ) =
∑q

j=0 µj∇gj(x∗(tf )).

Para tornar este teorema de acordo com os problemas tratados no presente

trabalho temos

Teorema A.2 (Princípio de Pontryagin em Horizonte Finito e Critério de Avaliação

Integral). Se (x∗, u∗) maximiza o funcional

Jtf (x, u) =

∫ tf

0

f0(x(t), u(t), t) dt (A.10)

onde f0 : Rn ×Rm × [0, tf )→ R é contínua com derivada parcial de primeira ordem com

respeito a x contínua. Sobre todos os pares admissíveis (x, u) satisfazendo o sistema dinâ-

mico acima e a (RQ), existem multiplicadores µj, 0 ≤ j ≤ q e uma função absolutamente

contínua λ : [0, tf ]→ Rn tais que se de�nirmos o Hamiltoniano

H(x, u, t, λ, µ) = µf0(x, u, t) + 〈λ, f(x, u, t)〉 (A.11)

vale

1. (µ0, µ1, . . . , µq, λ(0)) 6= 0

2. λ̇(t) = −∇xH(x, u∗(t), t, µ0, λ(t))
∣∣∣
x=x∗(t)

q.s. em [0, tf ]

3. H(x∗(t), u∗(t), t, λ(t), µ0) = maxu∈U H(x∗(t), u, t, λ(t), µ0) q.s. em [0, tf ]

4. λ(tf ) =
∑q

i=1 µi∇gi(x∗(tf ))
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Demonstração. Introduzimos a variável aumentada x̂ = [x0, x]T ∈ R1+n e de�nimos as se-

guintes funções: G0(x̂) = x0; Gj(x̂) = gj(x), 1 ≤ j ≤ q; e F̂ (x̂, u, t) = [f0(x, u, t) f(x, u, t)]T .

Com esta notação é fácil ver que o problema de controle ótimo com critério de avaliação

integral é equivalente a

maxG0(x̂(tf ))

sobre todos os pares admissíveis (x̂, u) satisfazendo

˙̂x(t) = ˙[x0(t) x(t)]T = F (x̂(t), u(t), t) q.s. em [0, tf ]

x̂(0) = [0 x0]T

u(t) ∈ U q.s. em [0, tf ]

Gj(x̂(tf )) ≥ 0 para 1 ≤ j ≤ p

Gj(x̂(tf )) = 0 para p+ 1 ≤ j ≤ q.

Denote por (x̂∗, u∗) uma solução para o problema de controle ótimo acima.

Então a restrição de quali�cação é precisamente (QR). Então, aplicando o primeiro teo-

rema deste apêndice, existem multiplicadores µj, 0 ≤ j ≤ q e uma função λ̂ : [0, tf ]→ R1+n

tal que para

Ĥ(x̂, u, t, λ̂) = 〈λ̂, F (x̂, u, t)〉

= 〈λ0, f0(x̂, u, t)〉〈λ, f(x, u, t)〉

= H(x, u, t, λ0, λ)

tem-se

1. µj ≥ 0 para 0 ≤ j ≤ p e µjGj(x̂
∗(tf )) = 0 para 1 ≤ j ≤ p

2. λ̂ é uma solução da equação diferencial

˙̂
λ(t) = (λ0(t), λ) = −∇x̂Ĥ(x̂, u∗(t), t, λ̂(t))

∣∣∣
x̂=x̂∗(t)

= (0,−∇xH(x, u∗(t), t, λ0(t), λ̂(t)))
∣∣∣
x=x∗(t)

(A.12)

q.s. em [0, tf ],

3. H(x∗(t), u∗(t), t, λ0(t), λ(t)) = maxu∈U H(x∗(t), u, t, λ0(t), λ(t)) q.s. em [0, tf ];

e
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4.

λ̂(tf ) = (λ0(tf ), λ(tf )) =

q∑
j=0

µj∇x̂Gj(x̂
∗(tf ))

=

[
µ0,

q∑
j=1

µj∇gj(x∗(tf ))

]
. (A.13)

Das condições acima é fácil ver que λ0(t) = µ0 para todo t ∈ [0, tf ] e as conclusões

desejadas seguem.

Apresentamos agora alguns lemas necessários para a demonstração do pri-

meiro teorema deste apêndice. As demonstrações destes lemas são omitidas e podem ser

encontradas em [10].

Seja N um inteiro positivo �xado e seja S o seguinte conjunto:

S = {(ti, vi) : 0 < ti ≤ t2 ≤ · · · ≤ tN < tf}

onde cada ti é um ponto regular da aplicação t 7→ f(t, x∗(t), u∗(t)) e onde vi ∈ U para

1 ≤ i ≤ N .

Lema A.1. Para S �xo existe uma vizinhança convexa VS de 0 em RN tal que para todo

a ∈ VS ∩ AN o problema de valor inicial

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t; a)) q.s. em [0, tf ]

x(0) = x0

tem solução única, digamos x(·; a), e seu valor em tf é contínuo em a e diferenciável em

0. Ademais, temos que para 1 ≤ i ≤ N

∂x(T ; a)

∂ai

∣∣∣∣
a=0

= D(T, ti)[f(ti, x
∗(ti), vi)− f(ti, x

∗(ti), u
∗(ti))]

onde D(t, s) é o resolvente da equação linear

ẏ(t) = −∇xH(x∗, u∗(t), t, y(t))|x=x∗(t)

Lema A.2. Para S �xo, se (x∗, u∗) é uma solução ótima do problema de maximização

(A.1), então existem números µj, 0 ≤ j ≤ q satisfazendo

1.
∑q

j=0 |µj| = 1
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2. µj ≥ 0 para 0 ≤ j ≤ p e µjgj(x
∗(tf )) = 0 para 1 ≤ j ≤ p

3. d(µ)D(T, tj)[f(x∗(tj), vj, tj)− f(x∗(tj), u
∗(tj), tj)] ≤ 0

para 1 ≤ j ≤ N , onde d(µ) =
∑q

j=0 µj∇gj(x∗(tf )).

Lema A.3. Se x(x∗, u∗) é uma solução ótima para o problema de controle em questão,

então existem números µj, 0 ≤ j ≤ q satisfazendo as condições (1) e (2) do lema anterior

tais que (3) seja váliada para quase todo t ∈ [0, T ] e todo v ∈ U .

Teorema 1. Seja µ = (µ0, µ1, . . . , µq) satisfazendo as conclusões do lema acima e de�na

λ : [0, tf ]→ Rn por

λ(t) = d(µ)D(tf , t).

Temos então

λ̇(t) = −∇xH(x, u∗(t), t, λ(t))|x=x∗ q.s. em [0, tf ]

λ(tf ) = d(µ) =

[
q∑
i=0

µi∇gi(x∗(tf ))

]
.

Ademais, λ(tf ) = 0 se e somente se d(µ) = 0 e esta possibilidade é excluída pela restrição

de quali�cação. Finalmente, a condição (3) do lema acima nos dá

λ(t)[f(x∗(t), v, t)− f(x∗(t), u∗(t), t)] ≤ 0

quase sempre em [0, tf ] para todo v ∈ U e então

H(x∗(t), u∗(t), t, λ(t)) = max
v∈U

H(x∗(t), u, t, λ(t))

como desejávamos.
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