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do, Rafael, Joana, Claus Haentinger, Linéia, Cléber, Ari, Janice,
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Resumo

Sejam R um anel, σ um automorfismo e d uma σ derivação

de R. A presente tese discorre sobre diferentes tipos de proble-

mas em skew anel de polinômios. Obtivemos condições necessá-

rias e suficientes para a existência de ideais maximais e demos

uma caracterização completa do radical de Brown McCoy em

R[x; σ]. Para o caso R[x; d] fizemos o mesmo estudo e obtemos

resultados completos para o caso em que R é um anel comutativo,

ou R é uma Q-álgebra. Estudamos condições necessárias e con-

dições suficientes para que um ideal seja principal em R[x; σ, d].

Finalmente, demos uma completa caracterização do centróide

estendido de imagens homomórficas de skew anel de polinômios.



Abstract

Let R be a ring, σ an automorphism of R and d a σ-

derivation of R. In this thesis, we studied different questions

in skew polynomial rings. We obtained necessarily and sufficient

conditions for the existence of maximal ideals and a complete

characterization of Brown McCoy radical of R[x; σ] and R[x; d].

We studied necessarily and sufficient conditions for an ideal is

principal in R[x; σ, d]. Finishing this thesis, we gave a complete

characterization of extended centroid of homomorphic images in

skew polynomial rings of automorphism and derivation type.
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Introdução
O recente progresso nos estudos de grupos quânticos, renovou

o interesse em skew anel de polinômios do tipo R[x; σ, d], onde σ

é um automorfismo e d é uma σ-derivação de R. Os casos d = 0

ou σ = id tem sido estensivamente estudados.

Nesta tese estudamos algumas questões sobre skew anel de

polinômios. Ela é constitúıda de quatro caṕitulos.

No caṕitulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos necessários

para a leitura do que segue. Em particular, lembramos os resul-

tados sobre anéis de quocientes, ideais R-disjuntos em skew anel

de polinômios, ideais fechados e ideais primos.

O estudo de ideais maximais em anéis de polinômios foi ini-

ciado por Ferrero, ver [6]. Neste trabalho são obtidos condições

para a existência de ideais maximais em R[x]. Seguindo esta

linha Matczuck, em [18], iniciou o estudo de ideais maximais em

skew anel de polinômios de tipo automorfismo.

Posteriormente, Puczylowski e Smoktunowicz em [20, Coro-

llary 2] completaram a caracterização de Ferrero sobre ideais

maximais em anéis de polinômios. Isto deu como consequência

uma descrição completa do radical de Brown-McCoy de R[x], ver

[20, Corollary 4].

No segundo caṕıtulo, apresentamos os principais resultados

no que se refere ao estudo de ideais maximais e o radical de

Brown-McCoy em skew anel de polinômios.

Na primeira seção estudamos ideais maximais e o radical de

Brown-McCoy em skew anel de polinômios de tipo automorfismo.
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No Teorema 2.1.13 obtivemos condições necessárias e suficientes

para a existência de ideais maximais. Com isto no Teorema

2.1.20, determinamos completamente o radical de Brown-McCoy

de skew anel de polinômios de tipo automorfismo.

Estes resultados generalizam os resultados de [20]. Além dis-

so, mostramos que se R é um anel nil, então R[x; σ] é radical de

Brown-McCoy, o que generaliza [20, Corollary 3 ii)].

Na segunda seção, estudamos ideais maximais em skew anelde

polinômios do tipo R[x; d], onde d é uma derivação de R. Quan-

do R é um anel comutativo, ou R é uma Q-álgebra, obtemos

condições necessárias e suficientes para a existência de ideais

maximais. Com isto, nestes casos, obtemos uma descrição com-

pleta do radical de Brown-McCoy de R[x; d]. O problema geral

ainda está aberto.

Se K é um corpo, então K[x] é um anel de ideais principais.

Sharma, em [22], estudou condições para que ideais primos R-

disjuntos em R[x], onde R é um domínio comutativo, fossem

principais. Nesse trabalho, ele introduziu polinômios especiais

que denominamos polinômios de Sharma. Posteriormente, Kane-

mitsu e Yoshida generalizaram os resultados de Sharma.

Estas questões também foram estudadas em [23] e [19] para

extensões de Ore, mas quando R é um domínio comutativo.

No terceiro caṕıtulo, apresentamos resultados no que se refere

ao estudo de ideais principais em skew anel de polinômios sobre

anéis não comutativos.

Na primeira seção, estudamos condições necessárias e con-

dições suficientes para que um ideal em extensões de Ore seja

3



principal e os principais resultados são os Teoremas 3.1.7 e 3.1.8.

Com os teoremas acima mencionados, obtivemos condições

necessárias e suficientes para que um ideal seja principal em

R[x; σ](R[x; d]), onde R é um anel σ-primo (d-primo). Na se-

gunda seção, estudamos anéis com condições de fatoração única

e obtemos condições necessárias para que um ideal seja principal

em skew anéis de polinômios com condições de fatoração única.

O estudo de centróides estendidos de skew anel de polinômios

de tipo automorfismo e derivação foi completamente estudado

por Matczuk, ver [16, Theorem 3.3].

No quarto caṕıtulo, apresentamos resultados no que se refere

ao estudo de centróides estendidos em imagens homomórficas de

skew anel de polinômios. Os principais resultados determinam o

centróide estendido de R[x; σ]/J (R[x; d]/J), onde J é um ideal

primo R-disjunto tal que x /∈ J , obtendo resultados semelhantes

aos de [16], neste caso.
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Caṕıtulo 1

Pré-requisitos

Este caṕıtulo contém alguns pré-requisitos necessários à com-

preensão do que segue.

1.1 Anéis de quocientes de Martindale.

Seja R um anel qualquer. Um ideal P de R é dito um ideal primo

de R, se para quaisquer ideais A e B de R temos que AB ⊆ P

implica que A ⊆ P ou B ⊆ P . Um anel R é dito primo se (0) é

um ideal primo de R.

Seja R um anel primo não necessariamente com unidade. Se

I é um ideal de R diremos que uma aplicação f : I → R é um

R-homomorfismo à esquerda se f é aditiva e f(ra) = rf(a), para

todo a ∈ I e r ∈ R. No que segue, consideramos ideais não-nulos

I de R e R-homomorfismos f : I → R. O conjunto dos ideais

não nulos de R será denotado por I. Note que, se I, J ∈ I,

então IJ ∈ I e I ∩ J ∈ I.

Denotamos por Ω o conjunto de todos os pares (I, f), onde

I ∈ I e f : I → R é um homomorfismo de R-módulos à es-
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querda. Em Ω, definimos a relação de equivalência como segue:

sejam (I, f), (J, g) ∈ Ω, dizemos que (I, f) é equivalente a (J, g)

((I, f) ∼ (J, g)), se existir um ideal não-nulo H ⊆ I ∩ J tal

que f |H = g|H . Podemos verificar facilmente que é uma relação

de equivalência e que pode ser definida equivalentemente como

segue: (I, f) ∼ (J, g) se, e somente se, f |I∩J = g|I∩J .

Denotamos por Q o conjunto quociente Ω/ ∼ e por [I, f ] a

classe de equivalência de (I, f), onde (I, f) ∈ Ω. No que segue,

damos a Q uma estrutura de anel de modo a podermos considerar

R ⊆ Q. Sejam [I, f ], [J, g] dois elementos de Q. Definimos a

soma e o produto em Q por:

i) [I, f ] + [J, g] = [I ∩ J, f + g], onde f + g : I ∩ J → R é

definido de modo natural: (f + g)(a) = f(a) + g(a), para todo

a ∈ I ∩ J .

ii) [I, f ].[J, g] = [JI, f ◦ g], onde f ◦ g : JI → R é definido

por f ◦ g(a) = f(g(a)) para todo a ∈ IJ (note que esta definição

está bem dada, pois g(IJ) ⊆ I) e assim, f(g(a)) ∈ R.

É fácil de verificar que estas operações estão bem definidas

em Q e provar o seguinte.

Teorema 1.1.1. (Q,+,.) é um anel com unidade.

O anel Q do teorema acima é denominado o anel de quocientes

à esquerda de Martindale de R. Os próximos dois lemas nos dão

propriedades importantes de Q.

Lema 1.1.2. Sejam R um anel primo e Q o anel de quocientes à

esquerda de Martindale de R. As seguintes condições são válidas:

i) R ⊆ Q.
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ii) Se I é um ideal não-nulo de R e f : I → R um homo-

morfismo de R-módulos à esquerda, então existe q ∈ Q tal que

f (i) = iq para todo i ∈ I.

iii) Para todo q1, ..., qn em Q existe um ideal não-nulo J de

R tal que Jq i ⊂ R para todo i ∈ {1, ..., n}.
iv) Se Jq = 0, para algum ideal não-nulo J de R, então q = 0.

Lema 1.1.3. Seja q ∈ Q. Se qR = Rq, então q é invert́ıvel em

Q.

Prova. É evidente que I = qR∩R é um ideal de R. Se rq = 0,

para algum r ∈ R, então rI = 0. Logo, r = 0, pois R é um anel

primo. Assim, a aplicação f : I → R definida por f(rq) = r

é um homomorfismo (bem definido) de R-módulos à esquerda.

Então o correspondente a f em Q é o elemento inverso de q.

O centro de Q é chamado o centróide estendido de R, e é

denotado por C. O próximo lema é um caso particular do Lema

2.2 de [1].

Lema 1.1.4. i) Q é um anel primo.

ii) q ∈ C se, e somente se, existe um ideal não-nulo I de R e

um homomorfismo de R-bimódulo f : I → R tal que f(r) = rq.

iii) C é um corpo.

Seja R um anel qualquer não necessariamente com unidade e

σ um automorfismo de R. Dizemos que um ideal I de R é um

σ-ideal se σ(I) = I.

Um σ-ideal J de R é dito σ-primo se para quaisquer σ-ideais

L e K de R temos que LK ⊆ J implica que L ⊆ J ou K ⊆ J .

Um anel R é dito σ-primo se o ideal (0) é um ideal σ-primo.
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Seja R um anel σ-primo. Denotamos por Iσ o conjunto dos

σ-ideais não-nulos de R. Note que se I, J ∈ Iσ, então IJ ∈ I e

I ∩ J ∈ I. A construção do anel de σ-quocientes à esquerda de

Martindale de Qσ(R) de R segue análoga a construção do anel de

quocientes à esquerda de Martindale de R feito anteriormente.

Não é dif́ıcil ver que o automorfismo σ se estende unicamente

a Qσ(R) o qual denotaremos ainda por σ. Seja Cσ(R) = {c ∈
Z(Qσ(R)) : σ(c) = c} o σ-centróide estendido de R.

O seguinte lema nos dá algumas das propriedades importantes

de Qσ(R) ([3, Lemma 1.1]).

Lema 1.1.5. Seja R um anel σ-primo. As seguintes condições

são válidas:

i) R ⊆ Qσ(R).

ii) Se I é um σ-ideal não-nulo de R e f : I → R um homo-

morfismo de R-módulos à esquerda, então existe q ∈ Qσ(R) tal

que, f(i) = iq para todo i ∈ I.

iii) Para todo q1, ..., qn em Qσ(R) existe um σ-ideal não-nulo

J de R, tal que Jqi ⊂ R, para todo i ∈ {1, ..., n}.
iv) Se Jq = 0, para algum σ-ideal não-nulo J de R, então

q = 0.

A prova do seguinte lema é análoga a de [3, Lemma 2.2].

Lema 1.1.6. Seja R um anel σ-primo. Seja q ∈ Qσ(R), tal que

qR = Rq e σ(q) = yq, onde y é um elemento invert́ıvel de R,

então q é invert́ıvel em Qσ(R). Em particular, Cσ(R)é um corpo.

Seja d uma derivação de R, i.e., d é uma aplicação aditiva e

d(ab) = d(a)b + ad(b). Um ideal J de R é dito um d-ideal de R,
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se d(J) ⊆ J .

Seja P um ideal de R. Dizemos que o ideal P é um ideal

d-primo, se P é um d-ideal e se dados quaisquer d-ideais J , K

de R tais que JK ⊆ P implica J ⊆ P ou K ⊆ P . Um anel R é

dito d-primo, se o ideal (0) é um ideal d-primo.

A contrução do anel de d-quocientes à esquerda de Martin-

dade Qd(R) de R segue análoga à construção do anel de quociente

à esquerda de Martindale, e neste caso considerando o conjunto

Id dos d-ideais não nulos de R. A derivação d se estende uni-

camente a Qd(R) e denotamos esta extensão ainda por d. Seja

Cd(R) = {c ∈ Z(Qd(R)) : d(c) = 0}, o d-centróide estendido de

R.

As propriedades básicas do anel de d-quocientes à esquerda

de Martindale de R são análogas à do Lema 1.1.2. O próximo

resultado nos dá uma propriedade do d-centroide estendido de

R e a prova é análoga a feita em [3, Lemma 2.2].

Lema 1.1.7. Seja q ∈ Qd(R) tal que qR = Rq e d(q) = zq, para

algum z ∈ Qd(R). Então q é invert́ıvel em Qd(R). Em particular,

Cd(R) é um corpo.

1.2 Extensões de Ore

Sejam R um anel, σ um automorfismo de R, d uma σ-derivação

de R, isto é, d é uma aplicação aditiva tal que d(ab) = d(a)b +

σ(a)d(b), para todo a, b ∈ R. O skew anel de polinômios R[x; σ, d],

( denominado também extensão de Ore) é definido como o con-
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junto dos polinômios da forma da
s

∑

i=0
aixi com ai ∈ R, onde a

soma é a usual e a multiplicação é definida pela fórmula xa =

σ(a)x + d(a).

O grau de um polinômio f se define como usualmente e se

denotará por δ(f). Um ideal I de R[x; σ, d] é dito R-disjunto se

I ∩R = 0.

Se dσ = σd, então σ se estende a um automorfismo de R[x; σ, d]

definido por σ(
n
∑

i=0
aixi) =

n
∑

i=0
σ(ai)xi e d se estende a uma σ-

derivação de R[x; σ, d] definida por d(f) = xf − σ(f)x.

O skew anel de polinômios de tipo automorfismo, que denota-

mos por R[x; σ], é o caso particular do anterior no caso em que

d = 0. Neste caso, os elementos são como acima e a multipli-

cação é definida pela fórmula xa = σ(a)x. De maneira análoga,

temos o skew anel de polinômios de tipo derivação, que denota-

mos por R[x; d], é o caso particular da extensão de Ore no caso

em que σ = idR. Neste caso, os elementos são definidos como

acima e a multiplicação é definida pela fórmula xa = ax + d(a).

Um ideal I de R é dito um (σ, d)-ideal se σ(I) = I e d(I) ⊆ I.

Definição 1.2.1. Sejam R um anel, σ um automorfismo de R, d

uma σ-derivação de R. Um (σ, d)-ideal P de R é dito um ideal

(σ, d)-primo se para quaisquer (σ, d)-ideais I e J de R temos

que IJ ⊆ P implica que I ⊆ P ou J ⊆ P . Um anel R é dito

(σ, d)-primo se o ideal (0) e um ideal (σ, d)-primo.

Definição 1.2.2. Um elemento a ∈ R é dito (σ, d)-invariante,

se σ(a) = a e d(a) = 0.

A seguinte proposição aparece em [15, Proposition 2.1].
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Proposição 1.2.3. Seja R um anel primo e Q o anel de quo-

cientes à esquerda de Martindale de R. Para um ideal I de

R[x ;σ, d] existe um polinômio mônico e invariante

fI(x) ∈ Q[x; σ, d]

tendo as seguintes propriedades:

i) δ(fI) = min{δ(f(x)) : f(x) ∈ I\{0}} = n, e todo polinômio

g(x ) ∈ I de grau n pode ser escrito como fI(x)a para algum

a ∈ R.

ii) I ⊆ Q[x; σ, d]fI(x) ∩R[x; σ, d].

O polinômio fI da Proposição 1.2.3, é denominado o polinômio

canônico associado à I. É fácil ver que fI é normal em Q[x; σ, d]

(i.e., fIQ[x; σ, d] = Q[x; σ, d]fI). Assim, Q[x; σ, d]fI é um ideal.

Definição 1.2.4. Para um ideal R-disjunto I de R[x; σ, d] defi-

nimos o fecho [I] de I como [I] = fIQ[x; σ, d] ∩ R[x; σ, d] se I

não é nulo, onde fI é o polinômio canônico de I, e [I] = (0) se I

é o ideal nulo. Dizemos que um ideal R-disjunto I de R[x; σ, d]

é um ideal fechado se [I] = I.

Seja P um ideal primo de R[x; σ]. Se x ∈ P então P = P ∩
R+R[x; σ]x. Se x /∈ P , então P ∩R é um σ-ideal de R. Podemos

considerar π(P ) em (R/P∩R)[x; σ], e neste caso π(P ) é um ideal

primo (R/P ∩R)-disjunto, onde π : R[x; σ] → (R/P ∩R)[x; σ] é

a projeção canônica. Em [3], foram descritos completamente os

ideais primos de R[x; σ].

Definição 1.2.5. Sejam R um anel e σ um automorfismo de

R. Dizemos que um ideal I de R[x; σ] é regular módulo x, se

ocorrem as seguintes condições:
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i) Se xf ∈ I, então f ∈ I.

ii) Se fx ∈ I, então f ∈ I.

Um ideal primo R-disjunto P de R[x; σ] com x /∈ P , é clara-

mente regular módulo x. Não é dif́ıcil ver que para todo ideal I

de R[x; σ] tal que I é regular módulo x é um σ-ideal de R[x; σ].

O seguinte lema é fácil de ser verificado.

Lema 1.2.6. Se P é um ideal σ-primo de R, onde σ é um au-

tomorfismo de R, então P [x; σ] é um ideal primo de R[x; σ].

O seguinte lema é uma consequência do Teorema 4.4 de [13].

Lema 1.2.7. Sejam R um anel e σ um automorfismo de R.

Então, R é um anel σ-primo se, e somente se, R[x; σ] é um anel

primo.

A seguinte proposição é um caso particular de [3, Proposition

2.1].

Proposição 1.2.8. Sejam R um anel σ-primo, Qσ(R) o anel

de σ-quocientes à esquerda de Martindale de R. Para um ideal

não-nulo I de R[x ;σ] tal que I é regular módulo x, existe um

polinômio mônico fI(x) ∈ Qσ(R)[x; σ] tendo as seguintes pro-

priedades:

i) δ(fI) = min{δ(f(x)) : f(x) ∈ I\{0}} = n, e todo polinômio

g(x ) ∈ I de grau n pode ser escrito como af I(x) para algum

a ∈ R.

ii) σδ(fI)(b)fI(x) = fI(x)b, para todo b ∈ Qσ(R) e σ(fI) = fI .

12



A próxima proposição descreve completamente os ideais pri-

mos R-disjuntos de R[x; σ] que não contém x e sua prova é uma

fácil consequência de [3, Lemma 2.1] e [3, Lemma 3.1].

Teorema 1.2.9. Seja R um anel σ-primo, onde σ é um auto-

morfismo de R e P um ideal R-disjunto não-nulo de R[x; σ] tal

que x /∈ P . Então as seguintes condições são equivalentes:

i) P é um ideal primo.

ii) P = fPQσ(R)[x; σ] ∩ R[x; σ], onde fP é um polinômio

ireedut́ıvel em Z(Qσ(R)[x; σ]).

iii) Existe um ideal primo não-nulo Qσ(R)-disjunto P ∗ de

Qσ(R)[x; σ] tal que P = P ∗ ∩R[x; σ].

Se I é um d-ideal de R, é claro que I[x; d] é um ideal de

R[x; d]. O próximo lema é de fácil verificação.

Definição 1.2.10. Sejam R um anel e d uma derivação de R.

Dizemos que d é uma derivação interna se existe a ∈ R tal que

d(r) = ar − ra, para todo r ∈ R.

A próxima proposição aparece em ([4, Proposition 1.2]).

Proposição 1.2.11. Sejam R um anel d-primo, d uma deri-

vação de R, Qd(R) o anel de d-quocientes à esquerda de Mar-

tindale de R e Cd(R) o d-centróide estendido de R. Então,

Z(Qd(R)[x; d]) = Cd(R) ou Z(Qd(R)[x; d]) = Cd[z], onde z tem

uma das seguintes formas:

(i) z = x− a, se charR = 0, e d(q) = aq − qa.
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(ii) Existem ci ∈ Cd(R), tais que z = xpm
+

m−1
∑

i=0
cixpi − a, se

charR = p 6= 0, onde d(a) = 0 e dpm
+

m−1
∑

i=0
cidpi

(q) =

aq − qa.

A próxima proposição esclarece quando o centro é trivial (i.e,

Cd(R)) ou não é trivial ([4, Lemma 1.3]).

Proposição 1.2.12. Seja R um anel d-primo. As seguintes afir-

mações são equivalentes:

i)Existe um ideal R-disjunto não-nulo de R[x; d].

ii)O centro de Qd(R)[x; d] não é trivial, ou seja, Z(Qd(R)[x; d])

é diferente de Cd(R).

Além disso, para todo ideal R-disjunto não-nulo I de R[x; d],

existe um único polinômio mônico fI ∈ Z(Qd(R)[x; d]) tal que

todo polinômio de grau mı́nimo f ∈ I, pode ser escrito como

f = lc(f)fI .

Lema 1.2.13. Sejam R um anel e d uma derivação de R.

i) Se P é um ideal primo de R[x; d], então P ∩ R é um ideal

d-primo de R.

ii) Se J é um ideal d-primo de R, então J [x; d] é um ideal

primo de R[x; d].

O próximo resultado aparece em [4, Theorem 1.6].

Teorema 1.2.14. Seja P um ideal R-disjunto não-nulo de R[x; d].

Então as seguintes condições são equivalentes:

i) P é um ideal primo.
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ii) P = fPQd(R)[x; d] ∩ R[x; d], onde fP é um polinômio i-

rredut́ıvel em Z(Qd(R)[x; d]).

iii) Existe um ideal primo não-nulo Q-disjunto P ∗ de Qd(R)[x; d]

tal que P = P ∗ ∩R[x; d].
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Caṕıtulo 2

Ideais Maximais em skew anel

de Polinômios

Neste caṕıtulo, os anéis não tem necessariamente unidade. O

objetivo principal é determinar ideais maximais em skew anel de

polinômios e descrever os seus radicais de Brown-McCoy. Isso

foi feito para polinômios usuais em [20], e seguiremos aqui as

principais linhas desse trabalho.

2.1 Skew Anel de Polinômios de Tipo Auto-

morfismo

Os principais teoremas desta seção caracterizam os ideais ma-

ximais e o radical de Brown-McCoy de skew anel de polinômios

de tipo automorfismo, respectivamente. Nesta seção, R é um

anel não necessariamente com unidade e σ é um automorfismo

de R. A seguinte definição estende para o nosso caso, a definição

dada em [20, pg. 2474].
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Definição 2.1.1. Seja ϕ : R[x; σ] → T um homomorfismo so-

brejetor, onde T é um anel simples com identidade. Dizemos que

ϕ é um homomorfismo σ-próprio se para todo σ-ideal não-nulo

I de R, temos que ϕ(I[x; σ]x) = T .

Lema 2.1.2. Seja R um anel σ-primo. Dados dois σ-ideais à

esquerda I , J de R, tais que IJ = 0, temos I = 0 ou J = 0.

Prova. Temos que IRJR = 0, e usando o fato que R é um

anel σ-primo, segue que IR = 0 ou JR = 0. Logo, I = 0 ou

J = 0.

No próximo lema, vemos que o núcleo de um homomorfismo

σ-próprio é um σ-ideal.

Lema 2.1.3. Seja ϕ : R[x; σ] → T um homomorfismo σ-próprio

de anéis, onde T é um anel simples com identidade. Então, kerϕ

é um σ-ideal de R[x; σ]. Além disso, se w(x) ∈ R[x; σ]x, é tal

que ϕ(w(x)) = 1, então

ϕ(σi(w(x))) = 1,

para todo i ∈ Z.

Prova. Afirmamos que kerϕ é um σ-ideal de R[x; σ]. De fato,

dado f ∈ ker ϕ, temos que

R[x; σ]σ(f)R[x; σ]x = R[x; σ]xfR[x; σ] ⊆ ker ϕ.

Logo, R[x; σ]σ(f) ⊆ ker ϕ, pois R[x ;σ]x " ker ϕ e ker ϕ é um

ideal primo. Assim, σ(f) ∈ ker ϕ. Observando que

R[x; σ]xσ−1(f)R[x; σ] = R[x; σ]fR[x; σ]x ⊆ kerϕ,
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de maneira análoga, se mostra que σ−1(f) ∈ ker ϕ. Logo, ker ϕ é

um σ-ideal de R[x; σ].

Do anterior, segue que σ induz um automorfismo de

R[x; σ]/ ker ϕ → R[x; σ]/ ker ϕ.

Sendo que w(x)+ker ϕ é a unidade de R[x; σ]/ ker ϕ, o resultado

segue facilmente.

A próxima definição aparece em [18, pg 908].

Definição 2.1.4. Sejam R um anel e σ um automorfismo de

R. Um elemento não-nulo a ∈ R é dito σj-normalizante se

ra = aσj(r), para todo r ∈ R.

Lema 2.1.5. Sejam R um anel σ-primo e a um elemento não-

nulo de R. Se a é σj-normalizante e σ-invariante, então a é um

elemento regular.

Prova. Suponhamos que exista c ∈ R tal que ac = 0. Con-

sideremos o σ-ideal a esquerda J gerado por c. Não é dif́ıcil ver

que RaJ = 0. Usando o fato que R é um anel σ-primo, temos

que Ra = 0 ou J = 0. Assim, J = 0, e logo c = 0. O outro caso

é análogo.

A classe a seguir é correspondente à classe usada em [20], para

polinômios usuais.

Definição 2.1.6. Seja A a classe de todos os anéis com auto-

morfismos que satisfazem a seguinte propriedade: Um par (R, σ) ∈
A se R é um anel σ-primo, onde σ é um automorfismo de R, e

para todo σ-ideal não-nulo I de R existem a ∈ I e j ≥ 1, tais

que σ(a) = a e ra = aσj(r) para todo r ∈ R.
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Definição 2.1.7. Dado w(x) ∈ R[x; σ]x, definimos o compri-

mento de w(x) por l(w(x)) = δ(w(x)) − min w(x) + 1, onde

min w(x) é o expoente da menor potência de x em w(x) com

coeficiente não-nulo.

O lema que segue generaliza [20, Lemma 1].

Lema 2.1.8. Suponhamos que ϕ : R[x; σ] → T é um homo-

morfismo σ-próprio sobre um anel simples com identidade e se-

ja w(x) ∈ R[x; σ]x, tal que ϕ(w(x)) = 1. Então para todo σ-

ideal não-nulo I de R, existe t(x) ∈ I[x; σ]x com ϕ(t(x)) = 1,

min t(x) ≥ δ(w(x)) e l(t(x)) ≤ δ(w(x)).

Prova. Seja p(x) = inxn + ... + imxm ∈ I[x; σ]x com in 6= 0 e

n ≤ m tal que ϕ(p(x)) = 1.

Definimos p∗(x) = inxnw(x) + in+1xn+1 + ... + imxm, não é

dif́ıcil ver que min p∗(x) ≥ n + 1 e ϕ(p∗(x)) = 1.

Se δ(inxnw(x)) ≤ m, então l(p∗(x)) ≤ l(p(x))− 1.

Se δ(inxnw(x)) ≥ m, então

l(p∗(x)) = −min(p∗(x)) + δ(p∗(x)) + 1 ≤
−n− 1 + δ(w(x)) + n + 1 = δ(w(x)),

conseqüentemente l(p∗(x)) ≤ max{δ(w(x)),l(p(x))-1}. Repetindo

o processo anteriormente feito um número suficiente de vezes,

obtemos o desejado.

A proposição que segue generaliza [20, Proposition 1 ] e é

fundamental na prova dos principais teoremas desta seção.

Proposição 2.1.9. Seja ϕ : R[x; σ] → T um homomorfismo

sobrejetor σ-próprio, onde T é um anel simples com identidade.
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Se w(x) = a1x + .... + anxn ∈ R[x; σ]x, onde an 6= 0, é de

comprimento minimal no conjunto dos polinômios em R[x; σ]x

tais que ϕ(w(x)) = 1, então an é σn-normalizante e σ(an) = an.

Prova. Suponhamos que an não seja σn-normalizante. Então

existe r ∈ R tal que c = ran − anσn(r) 6= 0. Consideremos

g(x) = rw(x) − w(x)r. Seja I o σ-ideal gerado por c, isto é,

I =
∑

i∈Z
Rσi(c)R. Como ϕ é um homomorfismo σ-próprio, então

ϕ(I[x; σ]x) = T . Notamos que ϕ(Im[x; σ]x) ⊇ ϕ(I[x; σ]x)m = T .

Pelo Lema 2.1.8, existe tm(x) ∈ Im[x; σ]x tal que ϕ(tm(x)) =

1, onde min tm(x) ≥ δ(w(x)) e l(tm(x)) ≤ δ(w(x)). Para cada

m ≥ 2, escolha tm de comprimento minimal lm. Claramente,

pela minimalidade do comprimento de w(x), lm ≥ l(w(x)), para

todo m ≥ 1.

Fixemos m ≥ 1. Denotemos por b o coeficiente ĺıder de tm(x),

o qual está em Im. Então, existem li ∈ Im−1 e mi ∈ R1, onde R1

é o anel R adjuntado com uma unidade, tais que

b =
s

∑

i=1
liσqi(c)mi,

onde qi ∈ Z, para i ∈ {1, ..., s}, e c é o coeficiente ĺıder de g(x).

Consideremos o polinômio

tm(x) = tm(x)− (l1σq1(g(x))σ−n(m1)+

+....... + lsσqs(g(x))σ−n(ms))xδ(tm(x))−δ(g(x)) ∈ Im−1[x; σ]x.

Pelo Lema 2.1.3, temos que ϕ(σi(w(x)) = 1, para todo i ∈ Z.

Conseqüentemente, ϕ(σi(g(x)) = 0. Assim, ϕ(tm(x)) = 1 e

l(tm(x)) ≥ l(σi(w(x)) ≥ l(σi(g(x)) ≥
l((l1σq1(g(x))σ−n(m1) + ....... + (lsσqs(g(x))σ−n(ms)).
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Mostraremos que min tm(x) ≤ δ(tm(x)) − δ(w(x)) + 1. De

fato, se δ(tm(x)) − δ(w(x)) + 1 < min tm(x), então δ(tm(x)) −
min tm(x)+1 < δ(w(x)). Com isso, temos que l(tm(x)) < δ(w(x)).

Como l(w(x)) = δ(w(x)) − min(w(x)) + 1 = δ(w(x)), então

l(tm(x)) < l(w(x)), e isto contradiz o fato que l(w(x)) é de com-

primento minimal. Logo, δ(tm(x))− δ(w(x)) + 1 ≥ min tm(x), e

portanto, min tm(x) ≥ min tm(x). Finalmente, usando o fato que

os coeficientes ĺıderes de tm(x) e

l1σq1(g(x))σ−n(m1) + ....... + lsσqs(g(x))σ−n(ms)

coincidem, segue que l(tm(x)) < l(tm(x)). Logo, lm−1 < lm para

todo m ≥ 2, o que não pode ocorrer, pois lm ≤ δ(w(x)) para

todo m. Isto conclui a primeira parte da demonstração.

Suponhamos que σ(an) 6= an e consideremos g(x) = σ(w(x))−
w(x). Agora, seguindo os mesmos passos da demonstração da

primeira parte, chegaremos também a uma contradição.

Corolário 2.1.10. Se ϕ : R[x; σ] → T é um homomorfismo

sobrejetor σ-próprio, onde T é um anel simples com identidade,

então (R, σ) ∈ A.

Prova. Sejam I, J σ-ideais não-nulos de R. Como

ϕ(IJ [x; σ]) = ϕ(I[x; σ])ϕ(J [x; σ]) = T,

então IJ 6= (0). Portanto, R é um anel σ-primo.

Mostraremos que ϕ|I[x;σ] é um homomorfismo σ-próprio, para

todo σ-ideal não-nulo I de R. De fato, dado um σ-ideal não-nulo

J de I temos que IJI é um σ-ideal não-nulo de R, pois R é um

anel σ-primo. Logo, T = ϕ(IJI[x; σ]x) ⊆ ϕ(J [x; σ]x).
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Assim, pela Proposição 2.1.9, existem a ∈ I e j ≥ 1, tais que

a é σj-normalizante em I e σ(a) = a. Afirmamos que a é σj-

normalizante em R. De fato, dado i ∈ I e r ∈ R temos que

i(ra− aσj(r)) = aσj(i)σj(r)− aσj(i)σj(r) = 0,

segue que I(ra − aσj(r)) = 0. Logo, pelo Lema 2.1.2, ra −
aσj(r) = 0.

Seja R um anel σ-primo. Primeiro, consideremos R como uma

Z-álgebra e S = R
⊕

Z, onde a soma é definida usualmente e

a multiplicação é dada por (r, z)(r1, z1) = (rr1 + rz1 + zr1, zz1).

O automorfismo σ pode ser estendido a S definido por σ(r, z) =

(σ(r), z). Denotamos ainda σ por σ. Seja I = annSR = {t ∈ S :

Rt = 0}. Afirmamos que I é um σ-ideal de S. De fato, para

todo t ∈ S e r ∈ R temos que σ(r)σ(t) = 0. Assim, Rσ(t) = 0.

De maneira análoga, é fácil ver que Rσ−1(t) = 0. Temos que

I ∩ R = (0), pois R(I ∩ R) = (0) e R é um anel σ-primo.

Definimos R# = S/I. É claro que R ⊆ R#, R é um ideal σ-

essencial de R# (i. e., para todo σ-ideal não nulo H de R#,

H ∩R 6= 0), e R# é um anel σ-primo com unidade.

O σ-pseudo radical Pσ(R) de R, é definido como a intersecção

de todos os ideais σ-primos não-nulos de R. O seguinte lema,

será usado no Teorema 2.1.13.

Lema 2.1.11. Sejam R um anel, σ um automorfismo de R, e

R# como na observação anterior. Se (R, σ) ∈ A e Pσ(R) 6= 0 ,

então (R#,σ) ∈ A e Pσ(R
#) 6= 0 .

Prova. Dado um σ-ideal não-nulo J de R# temos que J ∩R é

um σ-ideal de R. Como R é σ-essencial em R#, então J ∩R 6= 0.
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Por hipótese, existe a ∈ J ∩ R tal que a é σj-normalizante para

algum j ≥ 1 e σ(a) = a. Não é dif́ıcil ver que a é σj-normalizante

em R#. Sendo assim, (R#, σ) ∈ A.

Seja P um ideal σ-primo não-nulo de R#. Vejamos que P ∩R

é um ideal σ-primo não-nulo de R. De fato, sejam σ-ideais U ,

V de R com UV ⊆ P ∩ R. Temos que U e V são σ-ideais de

R#. Sendo P um ideal σ-primo de R#, segue que U ⊆ P ou

V ⊆ P, e concluimos que U ⊆ P ∩ R ou V ⊆ P ∩ R. Assim,

Pσ(R) ⊆ P ∩R. Logo, Pσ(R#) 6= (0).

A seguinte proposição foi provada para anéis com unidade em

[18, Lemma 3.2 (1)]. A prova para o caso geral é a mesma, e por

isso não iremos inclui-la aqui.

Proposição 2.1.12. Sejam R um anel e M um ideal R-disjunto

tal que R[x; σ]/M é simples com identidade. Então Pσ(R) 6= (0).

Estamos em condições de provar o teorema a seguir, que ge-

neraliza o resultado de [20, Corollary 2].

Teorema 2.1.13. Sejam R um anel e σ um automorfismo de R.

Então R[x; σ] possui um ideal R-disjunto M tal que R[x ;σ]x "M

e R[x; σ]/M é simples com identidade se, e somente se, (R, σ) ∈
A e Pσ(R) 6= (0).

Prova. Suponhamos que (R, σ) ∈ A e Pσ(R) 6= (0). Pelo

Lema 2.1.11, temos que (R#, σ) ∈ A e Pσ(R#) 6= (0).

Seja 0 6= a ∈ Pσ(R#) tal que a é σj-normalizante para algum

j ≥ 1 e σ(a) = a. Consideremos o polinômio f(x) = axj + 1.

O ideal R#[x; σ]f é um ideal bilateral próprio, pois f é central
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em R#[x; σ] e o coeficiente ĺıder de f é regular em R#. Assim,

existe um ideal maximal M de R#[x; σ] tal que f(x) ∈ M .

Se M ∩ R# 6= (0), então Pσ(R#) ⊆ M e portanto, 1 ∈ M .

Segue que, M ∩R# = (0).

Se x ∈ M, então 1 ∈ M. Usando o fato que R[x; σ]/M∩R[x; σ]

é um ideal de R#[x; σ]/M , segue que R[x; σ]/M ∩ R[x; σ] =

R#[x; σ]/M. Portanto, M ∩R[x; σ] é um ideal com a propriedade

que R[x; σ]/M ∩ R[x; σ] é simples com identidade, R[x ;σ]x "
M ∩R[x; σ], e é R-disjunto.

Reciprocamente, seja M um ideal R-disjunto de R[x; σ] tal

que R[x; σ]/M é simples com identidade e R[x; σ]x " M. Então

a projeção canônica f : R[x; σ] → R[x; σ]/M é um homomorfis-

mo σ-próprio, como é fácil de verificar. Pelo Corolário 2.1.10,

segue que (R, σ) ∈ A. Além disso, pela Proposição 2.1.12, temos

Pσ(R) 6= (0).

Observação 2.1.14. O teorema anterior permite descrever com-

pletamente quando existe um ideal R-disjunto M de R[x; σ] tal

que R[x; σ]/M é simples com identidade. De fato, ou temos

(R, σ) ∈ A e Pσ(R) 6= 0 ou então M contém R[x; σ]x. Neste

último caso M = R[x; σ]x e segue que R deve ser um anel sim-

ples com identidade.

Se R é um anel com automorfismo σ e I é um σ-ideal de

R, então σ induz um automorfismo em R/I que vamos denotar

ainda por σ. Assim, com essa notação, podemos considerar o

par (R/I, σ) com automorfismo σ. A próxima proposição é uma

extensão de [20, Corollary 1 (ii)].
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Proposição 2.1.15. Seja ϕ : R[x; σ] → T um homomorfismo

sobrejetor, onde T é um anel simples com identidade tal que

R[x; σ]x " ker ϕ. Então (R/R ∩ ker ϕ, σ) ∈ A.

Prova. Pelo Lema 2.1.3, temos que kerϕ∩R é um σ-ideal de

R. Assim, é fácil verificar que ϕ induz o homomorfismo σ-próprio

(R/ ker ϕ ∩R)[x; σ] → T.

Logo, pelo Corolário 2.1.10, (R/R ∩ ker ϕ, σ) ∈ A.

O radical de Brown-McCoy U(R) de R, é definido como a

intersecção de todos os ideais M de R tais que R/M é simples

com identidade. Note que se R é um anel que possui identidade,

então U(R) coincide com a intersecção de todos os ideais ma-

ximais. Um anel R é chamado anel radical de Brown-McCoy

se U(R) = R. É fácil ver que R é um anel radical de Brown-

McCoy se, e somente se, não existe um epimorfismo ϕ : R → S,

onde S é um anel simples com identidade. Os próximos dois

corolários generalizam [20, Corollary 3 (ii)] e [20, Corollary 3

(i)], respectivamente.

Corolário 2.1.16. Se R é um anel nil, então R[x; σ] é um anel

radical de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos que exista um homomorfismo sobrejetor

ϕ : R[x; σ] → T , onde T é um anel simples com identidade.

Se R[x; σ]x ⊆ ker ϕ, então ϕ induz um isomorfismo R/(ker ϕ∩
R) → T . Isto é uma contradição, pois T tem identidade e

R/ ker ϕ ∩R é um anel nil.

Se R[x; σ]x " ker ϕ então, pela Proposição 2.1.15, existe um

ideal σ-primo I de R tal que (R/I, σ) ∈ A. Portanto, R/I é um
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anel nil que contém um elemento regular, contradição. Logo,

R[x; σ] é um anel radical de Brown-McCoy.

Corolário 2.1.17. Se R é um anel simples sem identidade,

então R[x; σ] é um anel radical de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos que exista um homomorfismo sobrejetor

ϕ : R[x; σ] → T , onde T é um anel simples com identidade. É

claro que kerϕ∩R = 0, pois R é um anel simples. Se R[x; σ]x ⊂
ker ϕ, então R ∼= T , o qual é uma contradição.

Se R[x; σ]x " ker ϕ então, pela Proposição 2.1.5, existe um

elemento não-nulo a ∈ R, tal que a é σj-normalizante para algum

j ≥ 1 e σ(a) = a. Então Ra é um ideal bilateral de R e segue

que Ra = R. Pelo Lema 2.1.5, a é um elemento regular e existe

r ∈ R, tal que a = ra = aσj(r). Mostramos que r é a unidade de

R, o que contradiz o fato de que R não possui unidade. De fato,

dado y ∈ R, temos que y = wa = aσj(w), onde w ∈ R. É claro

que, ry = rwa = aσj(r)σj(w) = aσj(w) = wa = y. Por outro

lado, yr = war = wσ−j(r)a = wa = y. Isto completa a prova.

Definição 2.1.18. Seja A′ a classe dos anéis com automorfis-

mos que satisfazem as seguintes condições: Um par (R, σ) ∈ A′,

se R é um anel e σ é um automorfismo de R tal que (R, σ) ∈ A
e Pσ(R) 6= (0).

Definição 2.1.19. Dado um anel R com automorfismo σ, defi-

nimos Sσ(R) como a intersecção de todos os σ-ideais P de R

tais que (R/P , σ) ∈ A′.

Estamos agora em condições de dar a descrição completa do

radical de Brown-McCoy de R[x; σ]. Em [5], foi mostrado que
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U(R[x; σ]) = U(R[x; σ]) ∩R
⊕

B[x; σ]x,

onde B = {b ∈ R : bx ∈ U(R[x; σ])}.

Teorema 2.1.20. Sejam R um anel e σ um automorfismo de

R. Então U(R[x; σ]) = Sσ(R) ∩ U(R)
⊕

xSσ(R)[x; σ].

Prova. Sejam A = {M : R[x; σ]/M é simples com identi-

dade e R[x; σ]x " M} e A′ = {M : R[x; σ]/M é simples com

identidade e R[x; σ]x ⊆ M}. Mostramos que o ideal B definido

acima é igual a Sσ(R). De fato, dado um σ-ideal P de R tal

que (R/P, σ) ∈ A′, pelo Teorema 2.1.13, existe um ideal M

de (R/P )[x; σ] tal que é R/P -disjunto, (R/P )[x; σ]x " M e

(R/P )[x; σ]/M é simples com identidade. Consideremos o iso-

morfismo canônico ϕ : (R/P )[x; σ] → R[x; σ]/P [x; σ], não é

dif́ıcil ver que ϕ(M) = M1/P [x; σ], onde M1 tem a propriedade

que M1∩R = P e M1 ∈ A. Assim, ( ∩
M∈A

M)∩R ⊆ Sσ(R). Agora

dado b ∈ B, temos que bx ∈ U(R[x; σ]). Como R[x; σ]x " M1,

então b ∈ M1 ∩R = P. Logo, b ∈ Sσ(R). Assim, B ⊂ Sσ(R).

Por outro lado, dado b ∈ Sσ(R) temos que bx ∈ M ′, para

todo M
′ ∈ A′. Seja M ∈ A, pela Proposição 2.1.15, (R/(M ∩

R), σ) ∈ A′. Assim, Sσ(R) ⊆ M ∩ R. Deste fato, temos que

( ∩
M∈A

M ∩ R) ⊇ Sσ(R) e bx ∈ M para todo M ∈ A. Logo,

b ∈ B. Conseqüentemente, Sσ(R) ⊆ B e portanto, ( ∩
M∈A

M)∩R =

Sσ(R) = B.

Para concluir a prova mostramos que (∩M
M ′∈A′

′) ∩ R = U(R).

De fato, dado um ideal M ∈ A′, não é dif́ıcil ver que R/M ∩R '
R[x, σ]/M . Assim, ( ∩

M ′∈A′
M ′) ∩ R ⊇ U(R). A outra inclusão é

clara. Com isso, temos que U(R[x; σ]) ∩ R = Sσ(R) ∩ U(R). A
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prova esta completa.

2.2 Skew anel de Polinômios de Tipo

Derivação

Os principais resultados desta seção determinam os ideais ma-

ximais e o radical de Brown-McCoy em R[x; d], para os casos em

que R é um anel comutativo ou R é uma Q-álgebra. O problema

geral ainda está em aberto.

Se (R, d) é um anel com uma derivação d e I é um d-ideal

de R, então d induz uma derivação em R/I que vamos denotar

ainda por d. Assim, com esta notação, podemos considerar o par

(R/I, d) com derivação d.

Definição 2.2.1. Seja ϕ : R[x; d] → T um homomorfismo so-

brejetor, onde T é um anel simples com identidade. A aplicação

ϕ é dita d-própria, se para qualquer d-ideal não-nulo I de R,

temos que ϕ(I[x; d]x) = T.

Lema 2.2.2. Sejam ϕ : R[x; d] → T um homomorfismo d-

próprio sobre um anel simples com identidade e w(x) ∈ R[x; d]x

tal que ϕ(w(x)) = 1. Então ϕ(di(w(x))) = 0, para todo i ≥ 1.

Prova. Seja M = kerϕ. Se f ∈ M , então R[x; d]fxR[x; d] ⊂
M . Como R[x; d] "M , então fx ∈ M , e de maneira análoga, se

mostra que xf ∈ M. Usaremos estes fatos nesta prova.

Mostraremos que d(w(x)) ∈ M . De fato, é claro que para

todo r ∈ R, temos que w(x)rx− rxw(x) ∈ M. Assim,

w(x)rx− rxw(x) = w(x)rx− rw(x)x− rd(w(x)) ∈ M (1),
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e também temos w(x)rx−rx ∈ M (2). Fazendo (1)-(2), obtemos

que rx− rw(x)x− rd(w(x)) ∈ M. Como rw(x)− r ∈ M, então

rw(x)x− rx ∈ M. Assim, rd(w(x)) ∈ M, para todo r ∈ R.

Por indução, se mostra que rdi(w(x)) ∈ M , para todo i ≥ 0.

Como rxd(w(x)) = rd(w(x))x + rd2(w(x)) ∈ M , então

rxd(w(x)) ∈ M ,

para todo r ∈ R. Procedendo indutivamente, obtemos que rxjd(w(x)) ∈
M , para todo j ≥ 0, e dáı, R[x; d]d(w(x)) ⊂ M. Assim, d(w(x)) ∈
M. Logo, ϕ(d(w(x)) = 0. A prova se completa facilmente por in-

dução.

Como na seção anterior, dado w(x) ∈ R[x; d]x, definimos o

comprimento de w(x) por l(w(x)) = δ(w(x)) − min w(x) + 1

onde min w(x) é o expoente da menor potência de x em w(x)

com coeficiente não-nulo.

A classe a seguir é a que corresponde à classe A da seção

anterior.

Denotamos por B a seguinte classe de anéis com derivações:

Um par (R, d) ∈ B se R é um anel d-primo, d é uma derivação

de R, e para todo d-ideal não-nulo I de R existe a ∈ I, tal que

d(a) = 0, e ra = ar para todo r ∈ R.

Lema 2.2.3. Suponhamos que ϕ : R[x; d] → T é um homo-

morfismo d-próprio sobre um anel simples com identidade e seja

w(x) ∈ R[x; d]x tal que ϕ(w(x)) = 1. Então para todo d-ideal

não-nulo I de R existe t(x) ∈ I[x; d]x com ϕ(t(x)) = 1, min

t(x) ≥ δ(w(x)) e l(t(x)) ≤ δ(w(x)).
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Prova. Sejam w(x) = a1x+...+aqxq, p(x) = inxn+...+imxm ∈
I[x; d]x, onde in 6= 0, n ≤ m e ϕ(p(x)) = 1. Definimos p∗(x) =

inw(x)xn+in+1xn+1+ ...+imxm. Notamos que min p∗(x) ≥ n+1.

Mostraremos que ϕ(inw(x)xn) = ϕ(inxn). Como R[x; d](inw(x)−
in)xnR[x; d] ⊂ ker ϕ, e R[x, d] " kerϕ, então inw(x)xn − inxn ∈
kerϕ. Segue facilmente que ϕ(p∗(x)) = 1.

Se δ(inw(x)xn) ≤ m, então l(p∗(x)) ≤ l(p(x))− 1.

Se δ(inw(x)xn) ≥ m, então

l(p∗(x)) = −min(p∗(x)) + δ(p∗(x)) + 1 ≤
−n− 1 + δ(w(x)) + n + 1 = δ(w(x)),

conseqüentemente l(p∗(x)) ≤ max{δ(w(x)),l(p(x))-1}. Repetindo

o processo um número suficiente de vezes, obtemos o desejado.

A proposição que corresponde a Proposição 2.1.9 pode ser

obtida neste caso, sempre que R seja um anel comutativo.

Proposição 2.2.4. Suponhamos que R é um anel comutati-

vo. Seja ϕ : R[x; d] → T um homomorfismo sobrejetor d-

próprio, onde T é um anel simples com identidade. Se w(x) =

a1x + .... + anxn ∈ R[x, d]x, onde an 6= 0, é um polinômio de

comprimento minimal no conjunto dos polinômios em R[x; d]x

tais que ϕ(w(x)) = 1, então d(an) = 0.

Prova. Suponhamos que c = d(an) 6= 0. Consideremos g(x) =

d(w(x)). Seja I o d-ideal gerado por c, isto é, I =
∑

i≥0
Rdi(c).

Como ϕ é um homomorfismo d-próprio, então ϕ(I[x; d]x) = T .

Não é dif́ıcil ver que ϕ(Im[x; d]x) ⊇ ϕ(I[x; d]x)m = T . Pelo

Lema 2.2.3, existe tm(x) ∈ Im[x; d]x tal que ϕ(tm(x)) = 1, onde
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min tm(x) ≥ δ(w(x)) e l(tm(x)) ≤ δ(w(x)). Para cada m ≥
1, escolha tm de comprimento minimal lm. Claramente, pela

minimalidade do comprimento de w(x), lm ≥ l(w(x)), para todo

m ≥ 2.

Fixemos m ≥ 2. Denotamos por b o coeficiente ĺıder de tm(x),

o qual está em Im. Então existem li ∈ Im−1 tais que

b =
s

∑

i=1
lidqi(c),

onde qi ≥ 0 para i ∈ {1, ..., s} e c é o coeficiente ĺıder de g.

Consideremos o polinômio

tm(x) = tm(x)− (l1dq1(g(x))+

+....... + lsdqs(g(x))xδ(tm(x))−δ(g(x)) ∈ Im−1[x; d]x.

Pelo Lema 2.2.2, temos que ϕ(di(w(x)) = 0, para todo i ≥ 1.

Conseqüentemente, ϕ(di(g(x)) = 0. Assim, ϕ(tm(x)) = 1 e

l(tm(x)) ≥ l(di(w(x)) ≥ l(di(g(x)) ≥
l((l1dq1(g(x)) + ....... + lsdqs(g(x))).

Mostraremos que min tm(x) ≤ δ(tm(x)) − δ(w(x)) + 1. De

fato, se δ(tm(x)) − δ(w(x)) + 1 < min tm(x), então δ(tm(x)) −
min tm(x) + 1 < δ(w(x)), e segue que l(tm(x)) < δ(w(x)). Como

l(w(x)) = δ(w(x))−min(w(x)) + 1 = δ(w(x)), então l(tm(x)) <

l(w(x)), e isto contradiz o fato que l(w(x)) é de comprimento

minimal. Logo, δ(tm(x))− δ(w(x)) + 1 ≥ min tm(x), e portanto,

min tm(x) ≥ min tm(x). Finalmente usando o fato que os coefi-

cientes ĺıderes de tm(x) e

l1dq1(g(x)) + ....... + lsdqs(g(x))
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coincidem, segue que l(tm(x)) < l(tm(x)). Logo, lm−1 < lm para

todo m ≥ 2, o que é um absurdo, pois lm ≤ δ(w(x)) para todo

m. Isto conclui a prova.

A Proposição 2.2.5 será fundamental para provarmos o Teo-

rema 2.2.8.

Proposição 2.2.5. Seja ϕ : R[x; d] → T um homomorfismo d-

próprio sobre um anel simples com identidade, onde R é uma

Q-álgebra ou R é um anel comutativo. Então (R, d) ∈ B.

Prova. Suponhamos que R é um anel comutativo. Sejam I,

J d-ideais não-nulos de R. Como

ϕ(IJ [x; d]) = ϕ(I[x; d])ϕ(J [x; d]) = T,

então IJ 6= (0). Portanto, R é um anel d-primo.

Mostraremos agora que ϕ|I[x;d] é um homomorfismo d-próprio,

para todo d-ideal não-nulo I de R. De fato, dado um d-ideal

não-nulo J de I temos que IJI é um d-ideal não-nulo de R,

pois R é um anel d-primo. Desta maneira, T = ϕ(IJI[x; d]x) ⊆
ϕ(J [x; d]x). Logo, pela Proposição 2.2.4, existe a ∈ I tal que

d(a) = 0.

Mostraremos agora que quando R é uma Q-álgebra, temos

que

(R, d) ∈ B. Desde que R é um anel d-primo, pois kerϕ ∩ R=0,

então podemos construir o anel de d-quocientes a esquerda de

Martindale Qd(R) de R, como no caṕıtulo 1. Pela Proposição

1.2.11, temos que d é uma derivação interna de Qd(R), isto é,

existe a ∈ Qd(R) tal que d(q) = aq − qa, para todo q ∈ Qd(R).
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Assim, Qd(R)[x; d] é isomorfo à Qd(R)[x + a] por [9, Exercise

1S], e denotamos por ζ este isomorfismo. É fácil verificar que

ζ(R[x; d]) = R[x + a]. Como ζ(ker ϕ) é um ideal R-disjunto de

R[x + a], tal que R[x + a]/ζ(ker ϕ) é simples com identidade,

então, pelo Corolário 2 de [20], temos que todo ideal não-nulo

J de R contém um elemento não-nulo central s. Além disso,

d(s) = 0, pois d é uma derivação interna em Qd(R). Em parti-

cular, isto vale para todo d-ideal não-nulo I de R, o que completa

a prova.

Consideremos R como uma Z-algebra e S = R
⊕

Z, onde a

soma é definida como usualmente e a multiplicação é dada por

(r, z)(r1, z1) = (rr1+rz1+zr1, zz1). A derivação d pode ser esten-

dida à S da seguinte maneira: d((r, z)) = (d(r), 0). Denotamos

d ainda por d. Seja I = annSR = {t ∈ S : Rt = 0}. Afirmamos

que I é um d-ideal de S. De fato, para todo t ∈ S e r ∈ R,

temos que 0 = d(rt) = d(r)t + rd(t) = rd(t). Assim, Rd(t) = 0.

Logo, I ∩ R = (0), pois R(I ∩ R) = (0) e R é um anel d-primo.

Definimos R# = S/I. É claro que R ⊆ R#, R é um ideal d-

essencial de R#( i.e., para todo d-ideal não nulo H de R#, temos

que H ∩R 6= 0) e R# é um anel d-primo com unidade .

O d-pseudo radical Pd(R) de R é definido como a intersecção

de todos os ideais d-primos não-nulos de R. O seguinte lema será

usado no Teorema 2.2.8.

Lema 2.2.6. Sejam R e R# como mencionados acima. Se

(R, d) ∈ B e Pd(R) 6= 0 , então (R#,d) ∈ B e Pd(R
#) 6= 0 .

Prova. A prova é semelhante à prova do Lema 2.1.11.
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Proposição 2.2.7. Sejam R um anel e M um ideal R-disjunto

tal que R[x; d]/M é simples com identidade, onde d é uma deriva-

ção de R. Então Pd(R) 6= (0).

Prova. Seja L um ideal d-primo não-nulo de R. Então M +

L[x; d] = R. Logo, pelo Lema 2.4 de [4], Pd(R) 6= (0).

Estamos em condições de provar o teorema a seguir que ge-

neraliza o resultado de [21, Corollary 2] para os casos em que R

é um anel comutativo ou R é uma Q-álgebra. Até este momento

não foi posśıvel responder a condição suficiente do Teorema 2.2.8,

para o caso em que R tenha caracteŕıstica não nula.

Teorema 2.2.8. Seja d uma derivação não nula de R. Supo-

nhamos que (R, d) ∈ B, Pd(R) 6= (0) e que d satisfaz uma das

seguintes propriedades:

(i) d(q) = aq − qa,para todo q ∈ Qd(R), se charR = 0.

(ii) Existem ci ∈ Cd(R) tais que (dpm
+

m−1
∑

i=0
cidpi

é uma derivação

interna em Qd(R) adjuntado a um elemento a ∈ Qd(R),

onde d(a) = 0, se charR = p 6= 0.

Então, R[x; d] possui um ideal R-disjunto não-nulo M , tal que

R[x; d]/M é simples com identidade e R[x; d]x " M .

Além disso, se R é uma Q-algebra ou um anel comutativo,

então a rećıproca é verdadeira, i.e., se R[x; d] possui um ideal

M tal que R[x; d]/M é simples com identidade, R[x; d]x * M e

M ∩ R = 0, então (R, d) ∈ B, Pd(R) 6= 0 e que d satisfaz uma

das propriedades (i) ou (ii) acima.
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Prova. Suponhamos que (R, d) ∈ B, Pd(R) 6= (0) e que d

satisfaça uma das propriedades mencionadas acima. Pelo Lema

2.2.6, (R#, d) ∈ B e Pd(R#) 6= (0). Por [4, Proposition 1.2],

temos que se charR = p 6= 0, então z = xps
+ cs−1xps−1

+ ... +

c0x− a ∈ Z(Qd(R)[x; d]), ou se charR = (0), então z1 = x− a ∈
Z(Qd(R)[x; d]).

Mostraremos que R#[x; d], possui um ideal maximal R#-disjun-

to. De fato, consideramos h(x) = z se charR# = 0 ou h(x) = z1

se charR# = p 6= 0. Seja I um d-ideal não nulo de R# tal

que Iz1 ⊂ R#[x; d] se charR# = p 6= 0, ou Iz ⊂ R#[x; d] se

charR# = 0. Como R# é um anel d-primo, então I∩Pd(R#) 6= 0.

Sendo que (R#, d) ∈ B, então existe 0 6= b ∈ I ∩ Pd(R#), um

elemento central não-nulo tal que d(b) = 0. Consideremos o

polinômio l(x) = b2h(x) + 1. Não é dif́ıcil ver que os coeficientes

de b2h(x) estão em Pd(R#). O ideal gerado por l(x) é próprio

em R#[x; d], pois l(x) é central em R#[x; d], e o coeficiente ĺıder

de l(x) é regular em R#.

Seja M um ideal maximal de R#[x; d] que contém l(x). Se

M ∩ R# 6= (0), então M ∩ R# ⊇ Pd(R#) e portanto, 1 ∈ M .

Segue que M ∩ R# = (0). Logo, x /∈ M . Usando o fato que

R[x; d]/M ∩R[x; d] é um ideal de R#[x; d]/M , então R[x; d]/M ∩
R[x; d] = R#[x; d]/M. Portanto, M ∩ R[x; d] é um ideal com a

propriedade que R[x; d]/M ∩ R[x; d] é simples com identidade e

é R-disjunto.

Reciprocamente, seja M um ideal R-disjunto de R[x; d] tal que

R[x; d]/M é simples com identidade. Então a projeção canônica
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ϕ : R[x; d] → R[x; d]/M é um homomorfismo d-próprio, como é

fácil de verificar. Pela Proposição 2.2.5, segue que (R, d) ∈ B.

Além disso, como M é um ideal maximal R-disjunto de R[x; d],

então, pela Proposição 2.2.7, temos que Pd(R) 6= (0). Pelas

Proposições 1.2.12 e 1.2.11, d satisfaz a propriedade (i) ou (ii),

conforme o caso.

A seguinte proposição é necessária na prova do Corolário

2.2.10.

Proposição 2.2.9. Seja ϕ : R[x; d] → T um homomorfismo so-

brejetor, onde T é um anel simples com identidade. Se R[x; d]x "
ker ϕ e R é uma Q-álgebra qualquer ou é um anel comutativo,

então (R/ ker ϕ ∩R, d) ∈ B.

Prova. Claramente vemos que kerϕ ∩ R é um d-ideal de

R. Assim, ϕ induz um homomorfismo d-próprio de (R/ ker ϕ ∩
R)[x; d] → T. Logo, pela proposição 2.2.5, (R/R ∩ ker ϕ, d) ∈ B.

Corolário 2.2.10. Seja R uma Q-álgebra qualquer ou um anel

comutativo. Se R é um anel nil, então R[x; d] é um anel radical

de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos que exista um homomorfismo sobrejetor

ϕ : R[x; d] → T , onde T é um anel simples com identidade.

Se R[x; d]x ⊆ ker ϕ, então ϕ induz um isomorfismo R/(ker ϕ∩
R) → T . Isto é uma contradição, pois T tem identidade, e

R/ ker ϕ ∩R é um anel nil.

Se R[x; σ]x " ker ϕ, então pela Proposição 2.2.9, existe um

ideal d-primo I de R tal que (R/I, d) ∈ B. Portanto, R/I é um
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anel nil que contém um elemento central cuja derivada é zero,

logo é regular, contradição. Assim, R[x; d] é um anel radical de

Brown-McCoy.

Denotamos por B′ a seguinte classe de anéis com derivações:

Um par (R, d) ∈ B′, se R é um anel e d é uma derivação de R

tal que (R, d) ∈ B, Pd(R) 6= (0), e d satisfaz uma das seguintes

propriedades:

(i) d(q) = aq − qa, para todo q ∈ Qd(R), se charR = 0.

(ii) Existem ci ∈ Cd(R) tais que dpm
+

m−1
∑

i=0
cidpi

é uma derivação

interna em Qd(R) adjuntado a um elemento a ∈ Qd(R),

onde d(a) = 0, se charR = p 6= 0.

Dado um anel R com uma derivação d, definimos Sd(R) a

intersecção de todos os d-ideais P de R, tais que (R/P, d) ∈ B′.
Além disso, denotamos por Ud(R) a intersecção de todos os ideais

M de R tais que d(M) ⊆ M e R/M é d-simples com identidade.

O próximo resultado pode ser encontrado [12, Theorem 3.15].

Teorema 2.2.11. Para qualquer Q-álgebra R com uma deri-

vação d, temos que R[x ; d ] é um anel simples com identidade

se, e somente se, R é um anel d-simples com identidade, e d

não é uma derivação interna de R.

Exemplo 2.2.12. Sejam K um corpo qualquer de caracteŕıstica

zero, e δ = d/dx a derivação usual de polinômios em K[x]. É

bem conhecido que K[x] é δ-simples. Além disso, é claro que

δ não é uma derivação interna em K[x]. Então, pelo Teorema

2.2.11, K[x][y; δ] é claramente um anel simples com identidade.
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Logo, o radical de Brown-McCoy de K[x][y; δ] é nulo e δ não

satisfaz nenhuma das condições (i) ou (ii) mencionadas acima .

Estamos agora em condições de dar a descrição completa do

radical de Brown-McCoy de R[x; d], quando R é um anel comu-

tativo, ou R é uma Q-álgebra qualquer. Em [8], foi mostrado

que U(R[x; d]) = (U(R[x; d]) ∩ R)[x; d]. Com o Teorema 2.2.8,

temos condições de descrever o ideal U(R[x; d]) ∩R.

Teorema 2.2.13. Se R é uma Q-álgebra qualquer ou R é um

anel comutativo, então U(R[x; d]) = (Sd(R) ∩ Ud(R))[x; d].

Prova. Mostraremos que Sd(R)∩Ud(R) = U(R[x; d])∩R). De

fato, seja I um d-ideal de R tal que R/I é um anel d-simples com

identidade. Então I[x; d] é um ideal de R[x; d]. Assim, existe um

ideal próprio N de R[x; d] tal que é maximal no sentido de conter

I[x; d] e N ∩R = I. É fácil ver que R[x; d]/N é um anel simples

com identidade. Logo, U(R[x; d]) ∩R ⊆ Ud(R).

Além disso, seja J um d-ideal de R tal que (R/J, d) ∈ B′.
Então, pelo Teorema 2.2.8, existe um ideal M de (R/J)[x; d]

tal que (R/J)[x; d]/M é simples com identidade e M ∩ R/J =

(0). Consideremos o isomorfismo canônico ϑ : (R/J)[x; d] →
R[x; d]/J [x; d]. Logo, R[x; d]/M ' (R/J)[x; d]/M, onde ϑ(M) =

M/J [x; d] e portanto, M ∩ R = J . Desta maneira, U(R[x; d]) ∩
R ⊆ Ud(R) ∩ Sd(R).

Por outro lado, seja M um ideal de R[x; d] tal que R[x; d]/M

é simples com identidade e I = M ∩ R. Temos dois casos a

considerar:

i) Se R[x; d]x "M então, pelo Teorema 2.2.8, (R/I ∩R, d) ∈
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B′.
ii) Se R[x; d]x ⊆ M , então R/I ∼= R[x; d]/M e assim, R/I é

um anel simples com identidade. Em particular, R/I é um anel

d-simples com identidade.

Portanto, Sd(R) ∩ Ud(R) ⊆ U(R[x; d]) ∩ R). Isto completa a

prova.
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Caṕıtulo 3

Ideais Principais em Skew Anel

de Polinômios

3.1 Extensões de Ore

Nesta seção estudamos condições para que um ideal em R[x; σ, d]

seja principal, onde σ é um automorfismo de R e d é uma σ-

derivação de R tal que dσ = σd. R é sempre um anel primo com

unidade, salvo quando for explicitamente mencionado.

Um elemento não-nulo a ∈ R é dito normal se aR = Ra.

Em particular, a definição de um elemento normal em R[x; σ, d]

segue analogamente. Dizemos que um polinômio f ∈ R[x; σ, d]

normaliza R se fR = Rf .

Definição 3.1.1. Seja a um elemento não-nulo de R. Dizemos

que o elemento a gera um (σ, d)-ideal de R, se RaR é um (σ, d)-

ideal de R. Em particular, se além disto, a é um elemento

normal de R, então aR é um (σ, d)-ideal de R.

Proposição 3.1.2. Sejam R um anel (σ, d)-primo e a um e-

lemento normal que gera um (σ, d)-ideal de R. Então a é um
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elemento regular.

Prova. Suponhamos que exista b ∈ R tal que ab = 0. Como

a é um elemento normal, segue que aRb = 0. Portanto, por

hipótese, b = 0. A prova de que a é regular à esquerda é análoga.

O próximo resultado generaliza [19, Lemma 3.5] e [11, Lemma

2].

Lema 3.1.3. Sejam R um anel não necessariamente primo, f ∈
R[x; σ, d] um polinômio que normaliza R. Então, existe h ∈
R[x; σ, d] tal que hf = 0 se, e somente se, existe um elemen-

to não-nulo b ∈ R tal que bf = 0.

Prova. Seja h ∈ R[x; σ, d] tal que hf = 0, onde f =
n
∑

i=0
aixi e

bm é o coeficiente ĺıder de h. Podemos escolher h de grau minimal

que satisfaça a propriedade mencionada. Então hanf = hfa′n =

0, para certo a′n ∈ R. Desde que δ(han) < δ(h), segue que han =

0. Logo, bmσδ(h(x))(an) = 0, e temos que h(f − anxn) = 0. Sendo

que han−1f = hfa′n−1 = 0 e δ(han−1) < δ(h), segue que han−1 =

0. Prosseguindo com este racioćınio, concluimos que hai = 0,

para todo i ∈ {0, ..., n}, donde segue que σ−δ(h(x))(bm)f = 0. A

rećıproca é trivial.

Sejam f =
n
∑

i=0
aixi um polinômio normal não-nulo de R[x; σ, d],

I = R[x; σ, d]f e fI o polinômio canônico associado ao ideal

I. Lembramos que o polinômio fI é um polinômio normal de

Q[x; σ, d], onde Q é o anel de quocientes à esquerda de Martindale

de R, e que I ⊆ fIQ[x; σ, d] ∩ R[x; σ, d]. Definimos C(f) =
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{a0, ..., an}, C(f)−1 = {q ∈ Q : qC(f) ⊆ R} e U = {b ∈ R :

bfI ∈ R[x; σ, d]}.
É fácil ver que U é um ideal de R. De fato, é claro que U é um

ideal à esquerda. Agora, sejam a ∈ R e b ∈ U . Então, bafI =

bfIσ−δ(fI)(a) e como bfI ∈ R[x; σ, d] segue que bafI ∈ R[x; σ, d].

A definição seguinte estende as dadas em [11] e [19, Definition

1.3].

Definição 3.1.4. Seja f =
n
∑

i=0
aixi um polinômio não-nulo de

R[x; σ, d]. O polinômio f é dito de Sharma se f normaliza R,

e para cada b ∈ R tal que bai ∈ anR, para todo i ∈ {0, ..., n},
temos que b ∈ anR.

O próximo teorema generaliza os resultados de [219, Proposi-

tion 2.2] e [11, Proposition 4]. Ele fornece uma condição necessária

e suficiente para que um polinômio seja de Sharma, quando o

mesmo é normal e seu coeficiente ĺıder satisfaz uma condição

adicional.

Sejam f =
n
∑

i=0
aixi um polinômio normal não nulo de R[x; σ, d],

onde an é um elemento normal e o ideal por ele gerado é um

(σ, d)-ideal de R e fI = c0 + ... + cn−1xn−1 + xn o polinômio

mônico associado ao ideal I = R[x; σ, d]f

Teorema 3.1.5. Com as notações acima, as seguintes afirmações

são equivalentes:

i) f é um polinômio de Sharma,

ii) C(f)−1 = R,

iii) U = anR = Ran.
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Prova. Como an é regular e normal em R, então f normaliza

R.

i) ⇒ ii)

Seja q ∈ Q tal que qC(f) ⊆ R. Então, para todo i ∈ {0, ..., n}
existe ri ∈ R com a propriedade que qai = ri. Ponhamos rn = r.

Sendo que f é um polinômio de grau mı́nimo em I, então anf =

fσ−n(an). É fácil verificar que

rai = qanai =

= q(an
( n
n−i

)

dn−i(σ−n+i(an))+an−1
( n−1
n−1−i

)

dn−1−i(σ−n+i(an))+...+

ai+2
(i+2

2

)

d2(σ−n+i(an)) + ai+1
(i+1

1

)

d1(σ−n+i(an)) + aiσ−n+i(an)).

Como σj(an) ∈ anR e dk(an)R ⊆ anR, para todo j ∈ Z e

k > 0, então

rai = qanai = q(a2
nr
′
n + an−1anr′n−1 + .... + aianr′i) ∈ Ran = anR.

Logo, r ∈ anR, pois f é um polinômio de Sharma. Assim, r =

tan, para algum t ∈ R. Como qan = r, então q = t ∈ R. Portanto,

C(f)−1 = R.

ii) ⇒ iii)

Como anfI ∈ R[x; σ, d], então an ∈ U. Assim, anR ⊆ U. Por

outro lado, para cada b ∈ U , temos que bfI = bxn + bn−1xn−1 +

.... + b0, onde bci = bi para todo i ∈ {0, ..., n} e bn = b. Sendo

que an é um elemento normal de R, então an é invert́ıvel em Q,

pelo Lema 1.1.3, onde Q é o anel de quocientes à esquerda de

Martindale de R. Então, ba−1
n ai = ba−1

n anci = bi é válida em Q.

Logo, b ∈ Ran, pois ba−1
n ∈ C(f)−1 = R. Portanto, U = anR.

iii) ⇒ i)
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Seja b ∈ R tal que bai ∈ anR, para todo i ∈ {0, ..., n}. Sendo

que banci = bai ∈ anR e banci = anzci, para algum z ∈ R, segue

que anzci = ansi, para si ∈ R. Assim, zci = si ∈ R e portanto,

zfI ∈ R[x; σ, d]. Logo, z ∈ anR. Como ban = anz, então b ∈ anR.

Portanto, f é um polinômio de Sharma.

Observação 3.1.6. Seja R um anel d-primo (σ-primo). Se

f ∈ R[x; d] (f ∈ R[x; σ]), é tal que f é normal em R[x; d]

(em R[x; σ]), onde o seu coeficiente ĺıder gera um d-ideal (σ-

ideal) de R. Neste caso, consideremos o anel de d-quocientes

(σ-quocientes) à esquerda de Martindale Qd(R) (Qσ(R)) de R.

Então as seguintes condições são equivalentes:

i) f é um polinômio de Sharma,

ii) C(f)−1 = R,

iii) U = anR = Ran.

A prova é análoga a prova do Teorema 3.1.5 para os dois

casos.

Sejam R um anel primo e I um ideal de R[x; σ, d]. O fecho

[I] de I é definido como [I] = Q[x; σ, d]fI ∩ R[x; σ, d], onde Q

é o anel de quocientes à esquerda de Martindale de R e fI é o

polinômio canônico associado à I. Dizemos que I é fechado se

[I] = I.

O próximo teorema generaliza os resultados de [23, Theorem

2.1], [11, Theorem 5] e a condição suficiente de [22, Theorem 1].

Teorema 3.1.7. Seja I um ideal R-disjunto de R[x; σ, d]. Se

existe f ∈ I tal que f é um polinômio normal de Sharma de

grau mı́nimo em I, onde seu coeficiente ĺıder gera um (σ, d)-

44



ideal de R, então I é um ideal principal, fechado e gerado por

f .

Prova. Sejam f = axn + ...+a1x+a0, g ∈ [I] e b o coeficiente

ĺıder de g. Mostraremos que existe k ∈ N tal que akg = hf ,

para algum h ∈ R[x; σ, d]. De fato, se δ(g) = δ(f), então ag −
fσ−n(b) ∈ [I]. Como δ(ag − fσ−n(b)) < n, então ag = fσ−n(b)

e segue que ag = cf , para algum c ∈ R. Suponhamos por

indução que seja válido para m > n e que δ(g) = m + 1. Seja

s = ag − fσ−n(b)xm+1−n ∈ [I]. Sendo que δ(s) < m + 1, então

existe u ∈ N tal que aus = h1f , onde h1 ∈ R[x; σ, d]. Assim,

au+1g − aufσ−n(b)xm+1−n = h1f e portanto, au+1g = hf , onde

h ∈ R[x; σ, d].

Mostraremos que [I] = I = R[x; σ, d]f . É claro que R[x; σ, d]f ⊆
I ⊆ [I]. Suponhamos que exista g ∈ [I] tal que g /∈ R[x; σ, d]f .

Pelo racioćınio acima, existe l ∈ N minimal tal que alg = hf ,

para algum h ∈ R[x; σ, d], e pela suposição sobre g, temos que

l > 0.

Denotamos R/aR = R1. Em R1[x; σ, d], temos que hf = 0,

onde h = h + aR[x; σ, d] e f = f + aR[x; σ, d], e além disso, f

normaliza R1. Se h = 0 então h = ap(x), para algum p(x) ∈
aR[x; σ, d] ⊂ R[x; σ, d]. Portanto, alg = ap(x)f e dáı, al−1g =

p(x)f e isto contradiz a minimalidade de l.

Logo, h 6= 0 e segue do Lema 3.1.3 que existe c ∈ R1 não-

nulo tal que cf = 0. Assim, c ∈ R\aR e cai ∈ aR para todo

i ∈ {0, ...n}, isto contradiz o fato de que f é um polinômio de

Sharma. Logo, não existe g ∈ [I] que não esteja em R[x; σ, d]f e

portanto, [I] = R[x; σ, d]f = I.
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Observação 3.1.8. O teorema acima é válido com o seguinte

enunciado: Seja I um ideal R-disjunto de R[x; d]. Se existe f ∈ I

tal que f é um polinômio normal de Sharma de grau mı́nimo em

I, onde seu coeficiente ĺıder gera um d-ideal de R, então I é

um ideal principal, fechado e gerado por f . E a prova deste fato

segue análoga a do teorema acima.

Além disso, se R um anel σ-primo, o mesmo teorema é válido

com a mesmas idéias da prova do Teorema 3.1.7, para o caso

R[x; σ].

O próximo teorema é uma rećıproca parcial do Teorema 3.1.7

e generaliza os resultados [22, Theorem 1], [11, Theorem 5] e [23,

Theorem 2.2].

Teorema 3.1.9. Sejam R um anel primo e I = R[x; σ, d]f =

fR[x; σ, d] um ideal principal e fechado, onde f é um polinômio

de grau mı́nimo em I. Então f é um polinômio de Sharma.

Prova. Seja f =
n
∑

i=0
aixi. Mostramos que f normaliza R. De

fato, seja r ∈ R tal que rf = fg. Denotamos por b o coeficiente

ĺıder de g. Suponhamos que δ(g) ≥ 1. É claro que δ(fb) < δ(f).

Assim, fb = 0. Como fR[x; σ, d]b = R[x; σ, d]fb = 0, então

b = 0, pois R[x; σ, d] é um anel primo pelo Teorema 4.4 de [13].

Logo, δ(g) = 0 e dáı, f normaliza R.

Agora, suponhamos que exista t /∈ anR tal que tai ∈ anR,

para todo i ∈ {0, ..., n}. Seja α = a−1
n t ∈ Q. Não é dif́ıcil ver

que α /∈ R e αai ∈ R para i ∈ {0, ..., n}. Então g(x) = αf(x) ∈
R[x; σ, d] e desta maneira, g(x) ∈ J ∩ R[x; σ, d] = I, onde J é

um ideal de Q[x; σ, d] tal que J ∩R[x; σ, d] = I (o ideal J existe,
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pois I é um ideal fechado). Assim, g(x) ∈ R[x; σ, d]f e logo,

α ∈ R, contradição. Portanto, f é um polinômio de Sharma de

grau mı́nimo em I.

Observação 3.1.10. O teorema acima é válido, se R é um anel

d-primo (σ-primo) para os casos R[x; d] (R[x; σ]).

O próximo corolário fornece uma condição necessária e sufi-

ciente para que um ideal I em R[x; σ, d] seja principal, quando

σ(I) = I e R[x; σ, d] satisfaz ACC sobre ideais bilaterais.

Corolário 3.1.11. Sejam R um anel primo, tal que R[x; σ, d]

satisfaz ACC sobre ideais bilaterais e I um ideal R-disjunto não-

nulo de R[x; σ, d], tal que σ(I) = I. Então I é fechado e gerado

por um polinômio de grau mı́nimo se, e somente se, I contém

um polinômio normal de Sharma de grau mı́nimo.

Prova. Seja f =
n
∑

i=0
aixi ∈ I, um polinômio normal de Sharma

de grau mı́nimo em I. Mostraremos que J = R[x; σ, d]f é um

σ-ideal de R[x; σ, d]. De fato, temos que xf = σ(f)x + d(f) ∈
R[x; σ, d]f . Assim, σ(an) = ran, para algum r ∈ R. Como f é um

polinômio de grau mı́nimo em I e σ(f) ∈ I, então σ(f)−rf = 0.

Logo, d(f) ∈ J.

É claro que temos a cadeia de ideais J ⊆ σ−1(J) ⊆ ... e,

usando o fato de que R[x; σ, d] satisfaz ACC sobre ideais bila-

terais, temos que σ(J) = J. Assim, anR é um (σ, d)-ideal de R e

portanto, temos as hipóteses do Teorema 3.1.7 satisfeitas.

Para obter a rećıproca, basta usar o Teorema 3.1.9.

Corolário 3.1.12. Sejam R um anel σ-primo, onde σ é um

automorfismo de R, e I um ideal R-disjunto de R[x; σ] que é
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regular módulo x. Então I é um ideal principal, fechado e gerado

por um polinômio normal de grau mı́nimo se, e somente se, I

contém um polinômio normal de Sharma de grau mı́nimo.

Prova. Suponhamos que exista um polinômio normal de Shar-

ma de grau mı́nimo f =
n
∑

i=0
aixi ∈ I. Com o mesmo racioćınio

do corolário anterior podemos provar que f normaliza R, então

an é um elemento normal de R. É claro que x /∈ I. Mostramos

que anR é um σ-ideal de R. De fato, sendo que xf = σ(f)x ∈
R[x; σ]f, então σ(f) ∈ R[x; σ]f . Logo, σ(an) = anr, para algum

r ∈ R. Assim, σ(f)−fσ−n(r) = 0, pois f é um polinômio de grau

mı́nimo em I. Além disso, xσ−1(f) = fx ∈ R[x; σ]f ⊆ R〈x; σ〉f ,

onde R〈x; σ〉 denota o anel de skew polinômios de Laurent. Isto

implica que σ−1(f) ∈ R〈x; σ〉f ∩R[x; σ] = R[x; σ]f , pois o termo

constante de f não é nulo. Logo, Ran é um σ-ideal de R. Assim,

pela Observação 3.1.8, temos que I = R[x; σ]f e I é um ideal

fechado.

A rećıproca segue da Observação 3.1.10.

Corolário 3.1.13. Sejam R um anel d-primo, onde d é uma

derivação de R, e I um ideal R-disjunto de R[x; d]. Então I é

um ideal fechado e principal gerado por um polinômio normal de

grau mı́nimo se, e somente se, I contém um polinômio normal

de Sharma de grau mı́nimo.

Prova. Seja f =
n
∑

i=0
aixi ∈ I um polinômio normal de Sharma

de grau mı́nimo em I. Afirmamos que f normaliza R. De fato,

seja r ∈ R, então rf = fh. Se δ(h) > 0, então δ(fb) < δ(f), onde

b é o coeficiente ĺıder de h. Assim, fb = 0 e dáı, fR[x; d]b = 0.
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Pelo Teorema 4.4 de [19], R[x; d] é um anel primo, então b =

0. Logo, δ(h) = 0. Sendo que J = R[x; d]f é um ideal e f

normaliza R, então anR é um d-ideal não-nulo de R. Portanto,

pela Observação 3.1.8, temos que I é um ideal fechado e I =

R[x; d]f .

A rećıproca segue da Observação 3.1.10.

Exemplo 3.1.14. Nem todo ideal principal contém um polinômio

de Sharma. Sejam R um domı́nio comutativo e a ∈ R um ele-

mento não-nulo e não invert́ıvel de R. Consideramos o polinômio

f(x) = a(x + 1) ∈ R[x]. Assim, J = fR[x] é um ideal principal.

Mostramos que J não é um ideal fechado. De fato, temos que

[J ] = R[x](x + 1) = K[x](x + 1) ∩R[x],

onde K é o corpo de frações de R. Logo, pelo Teorema 3.1.7,

quando σ = id e d = 0, J não contém nenhum polinômio de

Sharma. Notamos que f = ax + a não é um polinômio de Shar-

ma, pois temos que 1 ∈ R e 1a ∈ R, mas 1 /∈ aR.

3.2 Ideais Principais em anéis que tem

condição de fatoração única

Nesta seção, estudamos condições para que um ideal seja princi-

pal quando o anel tem a propriedade de fatoração única.

Definição 3.2.1. Sejam d uma derivação de R e p um elemento

não-nulo de R. Dizemos que p é um elemento d-primo de R se

p é um elemento normal e pR é um ideal d-primo.
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A seguinte definição é baseada em [2].

Definição 3.2.2. Um anel R é dito um anel de d-fatoração única

(d-UFR), se R é um anel d-primo e todo ideal d-primo não-nulo

I de R contém um elemento d-primo.

Proposição 3.2.3. Seja R um anel d-UFR. Então todo d-ideal

não-nulo I de R contém um produto de elementos d-primos.

Prova. Suponhamos que exista um d-ideal não nulo I de R que

não contenha um produto de elementos d-primos. Seja Ω = { I:

I é um d-ideal de R que não contém um produto de elementos

d-primos}. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal

J ∈ Ω. Não é dif́ıcil ver que J é um ideal d-primo e isto contradiz

o fato de que R ser um anel d-UFR, pois J não contém elementos

d-primos.

Definição 3.2.4. Sejam σ um automorfismo de R e p um e-

lemento não-nulo de R. Dizemos que p é um elemento σ-primo

se p é um elemento normal e pR é um ideal σ-primo.

Sejam R um anel σ-primo (d-primo) e Qσ(R) (Qd(R)) o anel

de σ-quocientes (d-quocientes) à esquerda de Marindale de R. É

bem conhecido o fato que o automorfismo σ ( a derivação d) é

estendido (é estendida) unicamente ao anel Qσ(R) (Qd(R)).

Lema 3.2.5. Sejam R um anel d-primo (σ-primo) e p, q el-

ementos d-primos (σ-primos) de R. Então existe q′ ∈ R um

elemento d-primo (σ-primo), onde pq = q′p.

Prova. Primeiramente, suponhamos que p e q são elementos

d-primos de R e mostremos que q′ é um elemento d-primo, onde
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pq = q′p. Como pR é um d-ideal de R e R é um anel d-primo,

então p é um elemento regular de R. Desta maneira, existe um

isomorfismo ϕp : R → R definido por ϕp(r)p = pr. Não é dif́ıcil

ver que q′R = Rq′.

Como d(p)R ⊂ Rp e d(q)R ⊂ Rq, então d(p) = rp e d(q) =

r1q, para alguns r, r1 ∈ R. Sendo que d(pq) = d(q′p), segue que

d(q′)p + q′d(p) = d(p)q + pd(q). Assim,

d(q′)p = d(p)q + pd(q)− q′d(p) = rpq + pr1q − q′rp =

rq′p + r2q′p− q′rp,

pois p é um elemento normal de R. Usando o fato que p é um

elemento regular em R e q′ é um elemento normal de R, temos

que d(q′) ∈ q′R = Rq′.

Agora, verificamos que se I é um d-ideal de R, então ϕp(I) é

um d-ideal de R. Para mostrarmos este fato, vamos analisar a

aplicação ϕp em Qd(R). Neste caso, temos que ϕp(r) = prp−1,

pois p é invert́ıvel em Qd(R), pelo Lema 1.1.7. Não é dif́ıcil

ver que 0 = d(pp−1) = d(p)p−1 + pd(p−1), pois d se estende ao

anel Qd(R). Logo, d(p−1) = −p−1d(p)p−1. Assim, dado i ∈ I e

d(p) = rp, para algum r ∈ R, temos que

d(ϕp(i)) = d(pip−1) = d(p)ip−1 + pd(i)p−1 + pid(p−1) =

rpip−1 + pd(i)p−1 − pip−1r ∈ ϕp(I).

Portanto, é fácil verificar que Rq′ é um d-ideal d-primo.

Sejam p, q elementos σ-primos e q′ é tal que pq = q′p. Para

mostrarmos que q′ é um elemento σ-primo, o procedimento é

análogo ao feito acima.

A seguinte definição é baseada em [2].
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Definição 3.2.6. Um anel R é dito um anel de σ-fatoração única

(σ-UFR), se R é um anel σ-primo, e todo ideal σ-primo não-nulo

I de R contém um elemento σ-primo.

Proposição 3.2.7. Seja R um anel σ-UFR. Então todo σ-ideal

não-nulo I de R contém um produto de elementos σ-primos.

Prova. A prova é análoga à prova da Proposição 3.2.3.

Estamos em codições de provarmos o primeiro teorema prin-

cipal desta seção.

Teorema 3.2.8. Seja R um anel σ-UFR. Então todo ideal fecha-

do de R[x; σ] é gerado por um polinômio de Sharma de grau

mı́nimo.

Prova. Seja I um ideal fechado de R[x; σ]. Então,

I = Qσ(R)[x; σ]fI ∩R[x; σ].

É claro que U = {a ∈ R : afI ∈ R[x; σ]} é um σ-ideal não-nulo de

R. Pela Proposição 3.2.7, existe a ∈ U tal que a = p1...pr, onde

pi é um elemento σ-primo de R, para i ∈ {1, ..., r}. Suponhamos

que r seja o mı́nimo com esta propriedade. Podemos escrever

f = afI = axn + an−1xn−1 + ... + a0 ∈ I. É claro que a é um

elemento normal de R e Ra é um σ-ideal de R. Sendo que f é um

polinômio de grau mı́nimo em I, segue que rf = fσ−n(r′), onde

ra = ar′. Assim, f normaliza R. Não é dif́ıcil ver que xf = sfx,

para algum s ∈ R. Então f é um polinômio normal.

Afirmamos que para todo j ∈ {1, ..., r} existe i ∈ {0, ..., n−1}
tal que ai /∈ pjR. De fato, pelo Lema 3.2.5, podemos reordenar

os p′is e, sem perda de generalidade, mostramos que é válido para
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p1. Suponhamos que para todo i ∈ {0, ..., n−1}, ai ∈ p1R. Desta

maneira, existe ri tal que ai = p1ri para todo i ∈ {0, ..., n− 1}.
Logo,

p1p2..prfI = p1((p2...pr)xn + .... + r1x + ... + r0).

Como R[x; σ] é um anel primo e p1 é um elemento normal, então

p2...prfI ∈ R[x; σ], o que implica p2...pr ∈ U , e isto contradiz a

minimalidade de r.

Para finalizar a prova, mostramos que f é um polinômio

de Sharma. De fato, seja b ∈ U tal que bfI = g ∈ I. Pe-

lo Lema 1.1.6, a é invert́ıvel em Qσ(R). Assim, g = bfIaa−1

em Qσ(R)[x; σ], o que implica ga = bf . Logo, para todo i ∈
{0, ..., n} existe si ∈ R tal que sip1...pr = bai e portanto, bai ∈
Rp1. Desde que os coeficientes de fI são normais e a é um e-

lemento normal de R, então ai para i ∈ {0, .., n} é um ele-

mento normal de R. Como existe k ∈ {0, ..., n − 1} tal que

ak /∈ p1R, e ak é normal em R e p1R é um ideal σ-primo, segue

que b ∈ p1R. Desta maneira, b1f = p2..prg′, pois b = p1b1, para

algum b1 ∈ R e p1b1f = bf = ga = p1..prg′, com g′ ∈ R[x; σ].

Logo, b1ai = p2...prr′i. Indutivamente, obtemos que bi ∈ Rpi+1.

Assim, b = p1b1 = p1p2b2 = ... = p1...prbr+1 ∈ aR, e segue que,

U ⊂ aR. É claro que aR ⊂ U. Logo, pela Observação 3.1.6, f é

um polinômio Sharma de grau mı́nimo em I.

Estamos em condições de provarmos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.9. Sejam R um anel d-UFR, onde d é uma deri-

vação de R e I um ideal fechado de R[x ; d ]. Então I é gerado

por um polinômio de Sharma de grau mı́nimo.
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Prova. Seja I um ideal fechado de R[x; d]. Então

I = Qd(R)[x; d]fI ∩R[x; d].

É claro que U = {a ∈ R : afI ∈ R[x; d]} é um d-ideal não-nulo de

R. Pela Proposição 3.2.3, existe a ∈ U tal que a = p1...pr, onde

pi é um elemento d-primo de R, para i ∈ {1, ..., n}. Suponhamos

que r seja o mı́nimo com esta propriedade. Podemos escrever

f = fIa = axn + an−1xn−1 + ... + a0 ∈ I. É claro que a é

um elemento normal de R, e Ra é um d-ideal de R. Sendo que

f é um polinômio de grau mı́nimo em I, segue que rf = fr′,

onde ra = ar′. Assim, f normaliza R. Não é dif́ıcil ver que

xf = f(x + r), para algum r ∈ R. Logo, f é um polinômio

normal de R.

Mostraremos que para todo j ∈ {1, ..., r} existe i ∈ {0, .., n−
1} tal que ai /∈ pjR. De fato, pelo Lema 3.2.5, podemos reordenar

os p′is e, sem perda de generalidade, mostrando que é válido para

p1. Suponhamos que para todo i ∈ {0, ..., n−1}, ai ∈ p1R. Desta

maneira, existe ri tal que ai = p1ri, para todo i ∈ {0, ..., n− 1}.
Assim,

p1p2..prfI = p1((p2...pr)xn + .... + r1x + r0).

Como R[x; d] é um anel primo e p1 é normal, então p2...prfI ∈
R[x; d], o que implica p2...pr ∈ U , e isto contradiz a minimalidade

de r.

Para finalizar a prova, mostraremos que f é um polinômio

de Sharma. De fato, pela Proposição 1.1.7, a é invert́ıvel em

Qd(R). Seja b ∈ U tal que bfI = g ∈ I. Assim, g = bfIaa−1 em

Qd(R)[x; d], o que implica ga = bf . Logo, para todo i ∈ {0, ..., n}
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existe si tal que sip1...pr = bai e portanto, bai ∈ Rp1, para to-

do i ∈ {0, ..., n}. Como bfr = bafIr = barfI = bsf , onde

ar = sa, então b(air+ai+1
(i+1

1

)

d(r)+ ...+an−1
( n−1
n−i−1

)

dn−i−1(r)+

an
( n
n−i

)

dn−i(r)) = bsai, para todo i ∈ {0, ..., n}. Desta maneira,

temos que bsai ∈ Rp1, pois bai ∈ Rp1, para todo i ∈ {0, ..., n}.
Desde que ϕ : R → R definido por ϕ(r)a = ar é um automor-

fismo de R, pois a é um elemento normal e regular em R, então

bRai ⊆ Rp1, para todo i. Como existe i ∈ {0, ..., n− 1} tal que

ai /∈ Rp1 e piR é um ideal d-primo, segue que b ∈ Rp1. Assim,

b = p1b1, para algum b1 ∈ R, e p1b1f = bf = ga = p1..prg′ com

g′ ∈ R[x; d]. Logo, b1f = p2...prg′ e segue que b1ai = p2...prr′i.

Indutivamente, obtemos que bi ∈ Rpi+1. Assim, b = p1b1 =

p1p2b2 = ... = p1...prbr+1 ∈ aR, e segue que U ⊆ aR. É claro que

aR ⊆ U. Portanto, pela Observação 3.1.6, f é um polinômio de

Sharma de grau mı́nimo em I.
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Caṕıtulo 4

Centróides Estendidos em Skew

Anel de Polinômios

Neste caṕıtulo R é um anel com unidade, d uma derivação de

R e σ um automorfismo de R. Iremos estudar centróides esten-

didos de imagens homomórficas de skew anel de polinômios do

tipo R[x; σ] (R[x; d]) por ideais primos. Quando o ideal primo

é o ideal nulo, este caso já está completamente estudado por

Matczuck, ver [16, Theorem 3.3], e se o ideal primo contém x é

trivial. Assim, faremos o estudo de centróides estendidos de i-

magens homomórficas de skew anel de polinômios do tipo R[x; σ]

(R[x; d]) por ideais primos R-disjuntos e que não contém x.

4.1 Skew Anel de Polinômios de Tipo Auto-

morfismo

Neste parágrafo, R é um anel σ-primo com unidade, onde σ é um

automorfismo de R, Qσ(R) o anel de σ-quocientes à esquerda de

Martindale de R, J é um ideal primo de R[x; σ] tal que x /∈ J
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e J ∩ R = (0). Como J é um ideal fechado, então usando a

Proposição 1.2.9, temos que J = fJQσ(R)[x; σ] ∩ R[x; σ]. O

ideal fJQσ[x; σ] será denotado por J∗. Se o grau de fJ é um,

então Qσ(R)[x; σ]/J∗ é isomorfo a Qσ(R) e assim, assumimos

que o grau de fJ seja maior que um. Além disso, é claro que

temos as inclusões

R ↪→ R[x; σ]/J , R[x; σ]/J ↪→ Q[x; σ]/J∗ e

Qσ(R) ↪→ Qσ(R)[x; σ]/J∗.

Considerando estas inclusões, os elementos de f̄ ∈ R[x; σ]/J

podem ser escritos na seguinte forma f̄ = f + J , para algum

polinômio f ∈ Qσ(R)[x; σ] e com estas identificações assumimos,

sem perda de generalidade, que cada elemento r̄ = r + J∗ (q̄ =

q + J∗), onde r ∈ R (q ∈ Qσ(R)), será escrito simplesmente

por r (respectivamente q). Estudamos o centróide estendido de

R[x; σ]/J, usando os métodos de [16].

Observação 4.1.1. Escrevamos fJ = xn + cn−1xn−1 + ... + c0.

Assim, todo elemento de Qσ(R)[x; σ]/J∗ pode ser escrito de

maneira única na forma
n−1
∑

i=0
aiyi com ai ∈ Qσ(R) e y = x + J∗.

Se R é um anel primo, Q o anel de quocientes à esquerda de

Martindale de R e C o centróide estendido de R, o fecho central

RC de R é o anel RC = {
n
∑

i=0
rici, onde ri ∈ R e ci ∈ C}. O

seguinte lema generaliza [16, Lemma 1.3].

Lema 4.1.2. Seja v um elemento não-nulo no fecho central de

Qσ(R)[x; σ]/J∗.
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Se existe um σ-ideal I não-nulo de R, tal que Iv = 0, então

v = 0.

Prova. Seja K um ideal não-nulo de Qσ(R)[x; σ]/J∗ tal que

Kv ⊆ Qσ(R)[x; σ]/J∗.

Afirmaremos que I(Kv) = 0. De fato, dado w ∈ Kv, temos

que w = kv, para algum k ∈ K, e podemos escrever w =
n−1
∑

i=0
qiyi,

onde qi ∈ Qσ(R). Pelo Lema 1.1.5, existe um σ-ideal não-nulo L

de R tal que Lk ⊂ R[x; σ]/J e L(kv) ⊂ R[x; σ]/J . Assim, para

todo i ∈ I e j ∈ L não é dif́ıcil ver que i(jk)v = (ij)kv = 0.

Logo, qi = 0. Portanto, Kv = 0, o que implica v = 0.

Como J é um ideal R-disjunto de R[x; σ], então por [3, Lemma

2.1], temos que σn(b)fJ = fJb, para todo b ∈ Qσ(R), e σ(fJ) =

fJ . É claro que o termo constante de fJ não é nulo. Assim,

σn é um automorfismo interno de Qσ(R) determinado por um

elemento σ-invariante, isto é, existe c ∈ Qσ(R), onde σ(c) = c,

tal que σn(q) = c−1qc, para todo q ∈ Qσ(R).

Denotamos por Cσ(R) = {c ∈ Z(Qσ(R)) : σ(c) = c} o

σ-centróide estendido de R. Por [3, Lemma 1.3], temos que

Z(Qσ(R)[x; σ]) = Cσ(R)[z], onde z = bxm e m é o menor in-

teiro tal que σm é um automorfismo interno determinado por

um elemento σ-invariante b ∈ Qσ(R).

O lema abaixo caracteriza o centro de Qσ(R)[x; σ]/J∗.

Lema 4.1.3. O centro de Qσ(R)[x; σ]/J∗ é igual a Cσ(R)[bym],

onde m e b são como acima, ou o centro de Qσ(R)[x; σ]/J∗ é

igual a Cσ(R).
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Prova. Sejam m e b como mencionados anteriormente. É

claro que m ≤ n.

Seja f =
n−1
∑

i=0
qiyi ∈ Z(Qσ(R)[x; σ]/J∗. Não é dif́ıcil de ver que

n−1
∑

i=0
(σ(qi)−qi)yi+1 = 0. Como x /∈ J∗ e J∗ é um ideal primo, então

n−1
∑

i=0
(σ(qi)−qi)yi = 0. Logo, σ(qi) = qi, para todo i ∈ {0, ..., n−1}.

Além disso, dado q ∈ Qσ(R), temos que fq−qf = 0. Então, é

claro que qqi = qiσi(q), para todo q ∈ Qσ(R). Sendo qi não-nulo,

então qi é invert́ıvel em Qσ(R) e σi é um automorfismo interno

determinado por qi. Logo, se m = n, temos que qi = 0, para todo

i ≥ 1 e q0 ∈ Z(Qσ(R)). Portanto, Z(Qσ(R)[x; σ]) = Cσ(R).

Suponhamos agora que m < n. Consideremos o polinômio

f =
n−1
∑

i=0
aiyi ∈ Z(Qσ(R)[x; σ]/J∗), com ai ∈ Qσ(R). Podemos

escrever f=
n−1
∑

i=0
aixi + J∗ e denotamos g =

n−1
∑

i=0
aixi. Mostraremos

que σ(ai) = ai e qai = aiσi(q) para todo q ∈ Qσ(R). Logo,

g ∈ Z(Qσ(R)[x; σ]) = Cσ(R)[bxm]. Como

f = π(g) ∈ π(Cσ(R)[bxm]) = Cσ(R)[bym],

onde π : Qσ(R)[x; σ] → Qσ(R)[x; σ]/J∗ é a projeção canônica.

Logo, Z(Qσ(R)[x; σ]/J∗) ⊆ Cσ(R)[bym].

Por outro lado, é claro que

π(Cσ(R)[bxm]) = Cσ(R)[bym] ⊆ Z(Qσ(R)[x; σ]/J∗).

Observação 4.1.4. É claro que σ pode ser estendido não só a

um automorfismo de C(R[x; σ]/J) como também ao fecho central

do mesmo.
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Para cada s ∈ C(R[x; σ]/J), temos que sy = ys. Pelo Lema

1.1.5, existe um ideal não-nulo K de R[x; σ]/J tal que Ks ⊆
R[x; σ]/J. Seja h ∈ K. Então σ(s)σ(h)y = ysh = syh = sσ(h)y

e segue que (sσ(h) − σ(s)σ(h)) = 0, pois x /∈ J. Assim, (s −
σ(s))σ(K) = 0. Logo, σ(s) = s.

Agora, estamos em condições de provar o principal resultado

desta seção.

Teorema 4.1.5. C(R[x; σ]/J) é igual à Z = Z(Qσ(R)[x; σ]/J∗),

onde Z = Cσ(R)[bym] se m < n ou à Z = Cσ(R) se m = n .

Prova. Seja c ∈ C(R[x; σ]/J). Pelo Lema 1.1.2, existe um

ideal não-nulo I de R[x; σ]/J tal que Ic ⊂ R[x; σ]/J. Assim, e-

xiste 0 6= r ∈ R tal que rc =
n−1
∑

i=0
riyi, onde ri ∈ R. Consideremos

o conjunto J = {a ∈ R : ac =
n−1
∑

i=0
siyi, si ∈ R}. Temos que J

é um σ-ideal não nulo de R, pois σ(c) = c. Para cada a ∈ J ,

podemos escrever ac =
n−1
∑

i=0
siyi. Então αi : J → R definida por

αi(a) = si para i ∈ {0, ..., n − 1}, é um homomorfismo (bem

definido) de R-módulo à esquerda. Logo, existem qn−1, ..., q0 ∈

Qσ(R) tais que αi(a) = aqi = si. Assim, ac = a(
n−1
∑

i=0
qiyi) e segue

que J(c −
n−1
∑

i=0
qiyi) = 0. Portanto, c =

n−1
∑

i=0
qiyi ∈ Qσ[x; σ]/J∗.

Desta maneira, não é dif́ıcil de ver que c ∈ Z(Qσ(R)[x; σ]/J∗).

Por outro lado, seja z ∈ Z(Qσ(R)[x; σ]/J∗). Existe um σ-

ideal não nulo K de R tal que Kz ⊂ R[x; σ]/J . Não é dif́ıcil

ver que a aplicação β : (R[x; σ]/J)K(R[x; σ]/J) → R[x; σ]/J

definida por β(
m
∑

i=0
fikigi) =

m
∑

i=0
fikigiz =

m
∑

i=0
fikizgi, onde fi ∈

R[x; σ]/J , gi ∈ R[x; σ]/J e ki ∈ K, é um homomorfismo de
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(R[x; σ], R[x; σ])-bimódulos. Logo, existe c ∈ C(R[x; σ]/J) tal

que β(f) = fc = fz, onde f ∈ (R[x; σ]/J)K(R[x; σ]/J). Em

particular, K(z − c) = 0. Portanto, pelo Lema 4.1.2, temos que

z = c ∈ C(R[x; σ]/J). Isto completa a prova.

4.2 Skew Anel de Polinômios de

Tipo Derivação

Nesta seção, R é um anel d-primo com unidade, onde d é uma

derivação de R, Qd(R) o anel de d-quocientes à esquerda de

Martindale de R, e J é um ideal primo de R[x; d] tal que x /∈ J

e J ∩R = (0).

Pela Proposição 1.2.12, podemos escrever J = fJQd(R)[x; d]∩
R[x; d], onde fJ = xn+cn−1xn−1+...+c0, com ci ∈ Qd(R). Assim,

todo elemento de Qd(R)[x; d]/fJQd(R)[x; d] pode ser escrito de

maneira única na forma
n−1
∑

i=0
aiyi onde ai ∈ Qd(R) e y = x +

fJQd(R)[x; d]. A partir de agora, denotamos fJQd(R)[x; d] por

J∗ e assumimos que δ(fJ) > 1, pois caso contrário teŕıamos

Qd(R)[x; d]/J∗ isomorfo à Qd(R), e este caso é trivial. Além

disso, é claro que temos as inclusões

R ↪→ R[x; d]/J , R[x; d]/J ↪→ Qd[x; d]/J∗ e

Qd(R) ↪→ Qd(R)[x; d]/J∗.

Considerando estas inclusões, os elementos de f̄ ∈ R[x; d]/J po-

dem ser escritos na forma f̄ = f+J∗, onde f ∈ Qd(R)[x; d] e com

estas identificações, assumimos sem perda de generalidade, que

61



cada elemento r̄ = r + J∗ (q̄ = q + J∗), onde r ∈ R (q ∈ Qd(R)),

será escrito simplesmente por r (respectivamente q).

Estudamos o centróide estendido de R[x; d]/J, usando os mes-

mos metódos da seção anterior.

O seguinte lema generaliza [16, Lemma 1.3].

Lema 4.2.1. Seja v um elemento não nulo no fecho central de

Q[x; d]/J∗. Se existe um d-ideal não nulo I de R, tal que Iv = 0,

então v = 0.

Prova. A prova é semelhante à prova do Lema 4.1.2.

Lema 4.2.2. Seja f =
n−1
∑

i=0
aiyi ∈ Z(Qd(R)[x; d]/J∗). Então d(f) =

0, ou seja d(ai) = 0, para todo i ∈ {0, .., n− 1}.

Prova. Por hipótese, fy = yf. Assim,
n−1
∑

i=0
d(ai)yi+

n−1
∑

i=0
aiyi+1 =

n−1
∑

i=0
aiyi+1. Logo, d(f) = 0 e dáı, d(ai) = 0, para todo i ∈ {0, .., n−

1}.

Seja Cd(R) = {c ∈ Z(Qd(R)) : d(c) = 0} o d-centróide esten-

dido de R e Z = Z(Qd(R)[x; d]). Pela Proposição 1.2.12, temos

que Z = Cd(R)[z] satisfaz uma das seguintes condições:

(i) z = x− a, se charR = 0 e d(q) = aq − qa.

(ii) Existem ci ∈ Cd(R) tais que z = xpm
+

m−1
∑

i=0
cixpi − a, se

charR = p 6= 0, onde d(a) = 0 e dpm
+

m−1
∑

i=0
cidpi

(q) =

aq − qa.

O lema abaixo determina o centro do anel Qd(R)[x; d]/J∗.
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Lema 4.2.3. Uma das seguintes condições é válida:

i) Se charR = 0, então Z = Cd(R)[w], onde w = y − a e

d(q) = aq − qa, para todo q ∈ Qd(R).

ii) Se charR = p 6= 0, então Z = Cd(R), se δ(z) = n, onde

z é como acima, ou Z = Cd(R)[w] se δ(z) < n, onde w =

ypm
+

m−1
∑

i=0
ciypi−a com ci ∈ Cd(R), d(a) = 0 e dpm

+
m−1
∑

i=0
cidpi

(q) =

aq − qa, para todo q ∈ Qd(R)

Prova. i) Seja f =
n−1
∑

i=0
aiyi ∈ Z(Qd(R)[x; d]/J∗), com ai ∈

Qd(R). Podemos escrever f=
n−1
∑

i=0
aixi + J∗, ai ∈ Qd(R) e de-

notamos g =
n−1
∑

i=0
aixi. Como fq = qf para todo q ∈ Qd(R),

então gq = qg, para todo q ∈ Qd(R) e usando o Lema 4.2.2,

temos que g =
n−1
∑

i=0
aixi é um elemento central de Qd(R)[x; d].

O centro de Qd(R)[x; d] é Cd(R)[z], onde z = x − a e d(q) =

aq − qa, para todo q ∈ Qd(R). Assim, g ∈ Cd(R)[z]. Co-

mo f = π(g) ∈ π(Cd(R)[z]) = Cd(R)[w], onde w = y − a e

π : Qd(R)[x; d] → Qd(R)[x; d]/J∗ é a projeção canônica, segue

que, Z(Qd(R)[x; d]/J∗) ⊆ Cd(R)[w].

Por outro lado, é claro que

π(Cd(R)[z]) = Cd(R)[w] ⊆ Z(Qd(R)[x; d]/J∗).

ii)Suponhamos que charR = p 6= 0. Seja f =
n−1
∑

i=0
qiyi ∈

Z(Qd(R)[x; d]/J∗). Mas, Z(Qd(R)[x; d]) = Cd(R)[z], onde z =

xpm
+

m−1
∑

i=0
cixpi−a com ci ∈ Cd(R), d(a) = 0 e dpm

+
m−1
∑

i=0
cidpi

(q) =

aq−qa, para todo q ∈ Qd(R). Podemos escrever f =
n−1
∑

i=0
qixi+J∗.
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Como fq = qf e d(f) = 0, então g =
n−1
∑

i=0
qixi ∈ Z(Qd(R)[x; d]).

Suponhamos δ(z) = n. Como g ∈ Cd(R)[z] e δ(g) = n−1, então

ai = 0, para i ∈ {1, ..., n − 1}. Logo, f = a0 ∈ Z(Qd(R)) e

portanto, Z(Qd(R)[x; d]/J∗) = Cd(R).

Se δ(z) < n, basta proceder como no item (i).

Observação 4.2.4. É claro que d pode ser estendida não só a

uma derivação de Q(R[x; d]/J) e também ao fecho central do

mesmo.

Seja s ∈ C(R[x; d]/J). Então existe um ideal não nulo K de

R[x; d]/J tal que Ks ⊂ R[x; d]/J . Seja f ∈ K. Não é dif́ıcil ver

que yfs = fsy + d(fs) = fys + d(fs), e que yfs = fys + d(f)s.

Assim, d(fs) = d(f)s. Desde que d(fs) = d(f)s + fd(s), então

fd(s) = 0. Portanto, temos que d(s) = 0.

Estamos em condições de provar o teorema principal desta

seção.

Teorema 4.2.5. Uma das seguintes condições é válida:

i) C(R[x; d]/J) = Z(Qd(R)[x; d]/J∗) = Cd(R)[w], onde w =

y − a, se charR = 0.

ii) C(R[x; d]/J) = Z(Qd(R)[x; d]) = Cd(R), se δ(z) = n ou

C(R[x; d]/J) = Z(Qd(R)[x; d]) = Cd(R)[w], se δ(z) < n, onde

z = xpm
+

i=m−1
∑

i=0
cixpi − a e w = ypm

+
i=m−1
∑

i=0
ciypi − a, com ci ∈

Cd(R) e d(a) = 0.

Prova. Seja c ∈ C(R[x; d]/J). Pelo Lema 1.1.2, existe um

ideal não-nulo I de R[x; d]/J tal que Ic ⊂ R[x; d]/J. Assim, e-

xiste 0 6= r ∈ R tal que rc =
n−1
∑

i=0
riyi, onde ri ∈ R. Consideremos
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o conjunto J = {a ∈ R : ac =
n−1
∑

i=0
siyi, si ∈ R}. Temos que J

é um d-ideal não nulo de R, pois d(c) = 0. Para cada a ∈ J ,

podemos escrever ac =
n−1
∑

i=0
siyi. Então αi : J → R definida por

αi(a) = si para i ∈ {0, ..., n − 1}, é um homomorfismo (bem

definido) de R-módulo à esquerda. Logo, existem qn−1, ..., q0 ∈

Qd(R) tais que αi(a) = aqi = si. Assim, ac = a(
n−1
∑

i=0
qiyi) e segue

que J(c −
n−1
∑

i=0
qiyi) = 0. Portanto, c =

n−1
∑

i=0
qiyi ∈ Qd[x; d]/J∗.

Desta maneira, não é dif́ıcil de ver que c ∈ Z(Qd(R)[x; d]/J∗).

Por outro lado, seja z ∈ Z(Qd(R)[x; d]/J∗). Existe um d-

ideal não nulo K de R tal que Kz ⊂ R[x; d]/J . Seja a aplicação

β : (R[x; d]/J)K(R[x; d]/J) → R[x; d]/J definida por

β(
m
∑

i=0
fikigi) =

m
∑

i=0
fikigiz =

m
∑

i=0
fikizgi,

onde fi ∈ R[x; d]/J , gi ∈ R[x; d]/J e ki ∈ K. Não é dif́ıcil de ver

que β é um homomorfismo de (R[x; d]/J,R[x; d]/J)-bimódulos.

Logo, existe c ∈ C(R[x; d]/J) tal que
m
∑

i=0
fikigic = β(

m
∑

i=0
fikigi) =

m
∑

i=0
fikigiz. Assim,

(R[x; d]/J)K(R[x; d]/J)(z − c) = 0.

Em particular, K(z − c) = 0. Portanto, pelo Lema 4.1.2, temos

que z = c ∈ C(R[x; d]/J). Isto completa a prova.
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