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Resumo

Sejam R um anel, 0 um automorfismo e d uma o derivacao
de R. A presente tese discorre sobre diferentes tipos de proble-
mas em skew anel de polinomios. Obtivemos condicoes necessa-
rias e suficientes para a existéncia de ideais maximais e demos
uma caracterizacao completa do radical de Brown McCoy em
R[z;0]. Para o caso R[r;d] fizemos o mesmo estudo e obtemos
resultados completos para o caso em que R é um anel comutativo,
ou R é uma Q-algebra. Estudamos condicoes necessarias e con-
digbes suficientes para que um ideal seja principal em R|[z; o, d].
Finalmente, demos uma completa caracterizacao do centroide

estendido de imagens homomorficas de skew anel de polinomios.



Abstract

Let R be a ring, o an automorphism of R and d a o-
derivation of R. In this thesis, we studied different questions
in skew polynomial rings. We obtained necessarily and sufficient
conditions for the existence of maximal ideals and a complete
characterization of Brown McCoy radical of R[z;0] and R[z;d].
We studied necessarily and sufficient conditions for an ideal is
principal in R[x; 0, d]. Finishing this thesis, we gave a complete
characterization of extended centroid of homomorphic images in

skew polynomial rings of automorphism and derivation type.
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Introducao

O recente progresso nos estudos de grupos quanticos, renovou
o interesse em skew anel de polinomios do tipo R[x; 0, d], onde o
¢ um automorfismo e d é uma o-derivacao de R. Os casos d =0
ou 0 = id tem sido estensivamente estudados.

Nesta tese estudamos algumas questoes sobre skew anel de
polinomios. Ela é constituida de quatro capftulos.

No Capftulo 1, apresentamos alguns pré-requisitos necessarios
para a leitura do que segue. Em particular, lembramos os resul-
tados sobre anéis de quocientes, ideais R-disjuntos em skew anel
de polinomios, ideais fechados e ideais primos.

O estudo de ideais maximais em anéis de polinomios foi ini-
ciado por Ferrero, ver [6]. Neste trabalho sao obtidos condigdes
para a existéncia de ideais maximais em R[z]. Seguindo esta
linha Matczuck, em [18], iniciou o estudo de ideais maximais em
skew anel de polinomios de tipo automorfismo.

Posteriormente, Puczylowski e Smoktunowicz em [20, Coro-
llary 2] completaram a caracterizacdo de Ferrero sobre ideais
maximais em anéis de polinomios. Isto deu como consequéncia
uma descrigao completa do radical de Brown-McCoy de R[z], ver
20, Corollary 4].

No segundo capitulo, apresentamos os principais resultados
no que se refere ao estudo de ideais maximais e o radical de
Brown-McCoy em skew anel de polinomios.

Na primeira secao estudamos ideais maximais e o radical de

Brown-McCoy em skew anel de polinomios de tipo automorfismo.



No Teorema 2.1.13 obtivemos condi¢oes necessarias e suficientes
para a existéncia de ideais maximais. Com isto no Teorema
2.1.20, determinamos completamente o radical de Brown-McCoy
de skew anel de polinomios de tipo automorfismo.

Estes resultados generalizam os resultados de [20]. Além dis-
so, mostramos que se R é um anel nil, entao R[x; o] é radical de
Brown-McCoy, o que generaliza [20, Corollary 3 ii)].

Na segunda secao, estudamos ideais maximais em skew anelde
polinomios do tipo R[z;d], onde d é uma derivacao de R. Quan-
do R é um anel comutativo, ou R é uma Q-algebra, obtemos
condigcoes necessarias e suficientes para a existéncia de ideais
maximais. Com isto, nestes casos, obtemos uma descricao com-
pleta do radical de Brown-McCoy de R[z;d]. O problema geral
ainda esta aberto.

Se K é um corpo, entao K[z] é um anel de ideais principais.
Sharma, em [22], estudou condigoes para que ideais primos R-
disjuntos em R[z], onde R é um dominio comutativo, fossem
principais. Nesse trabalho, ele introduziu polindbmios especiais
que denominamos polinémios de Sharma. Posteriormente, Kane-
mitsu e Yoshida generalizaram os resultados de Sharma.

Estas questoes também foram estudadas em [23] e [19] para
extensoes de Ore, mas quando R é um dominio comutativo.

No terceiro capitulo, apresentamos resultados no que se refere
ao estudo de ideais principais em skew anel de polinomios sobre
anéis nao comutativos.

Na primeira secao, estudamos condigoes necessarias e con-

digoes suficientes para que um ideal em extensoes de Ore seja



principal e os principais resultados sao os Teoremas 3.1.7 e 3.1.8.

Com os teoremas acima mencionados, obtivemos condigoes
necessarias e suficientes para que um ideal seja principal em
R[z;0]|(R[x;d]), onde R é um anel o-primo (d-primo). Na se-
gunda secao, estudamos anéis com condicoes de fatoracao tnica
e obtemos condicoes necessarias para que um ideal seja principal
em skew anéis de polinomios com condigoes de fatoracao tnica.

O estudo de centroides estendidos de skew anel de polinomios
de tipo automorfismo e derivacao foi completamente estudado
por Matczuk, ver [16, Theorem 3.3].

No quarto capitulo, apresentamos resultados no que se refere
ao estudo de centréides estendidos em imagens homomorficas de
skew anel de polinomios. Os principais resultados determinam o
centroide estendido de R[xz;o]/J (R[z;d]/J), onde J é um ideal
primo R-disjunto tal que x ¢ J, obtendo resultados semelhantes

aos de [16], neste caso.



Capitulo 1
Pré-requisitos

Este capitulo contém alguns pré-requisitos necessarios a com-

preensao do que segue.

1.1 Anéis de quocientes de Martindale.

Seja R um anel qualquer. Um ideal P de R é dito um ideal primo
de R, se para quaisquer ideais A e B de R temos que AB C P
implica que A C P ou B C P. Um anel R é dito primo se (0) é
um ideal primo de R.

Seja R um anel primo nao necessariamente com unidade. Se
I é um ideal de R diremos que uma aplicacao f : I — R é um
R-homomorfismo a esquerda se f é aditiva e f(ra) = rf(a), para
todoa € I er € R. No que segue, consideramos ideais nao-nulos
I de R e R-homomorfismos f : I — R. O conjunto dos ideais
nao nulos de R sera denotado por Z. Note que, se I, J € 7,
entao [ JeZelNJ el

Denotamos por €2 o conjunto de todos os pares (I, f), onde

I €Zef:I — Réum homomorfismo de R-mddulos a es-



querda. Em €2, definimos a relacao de equivaléncia como segue:
sejam (I, f), (J, g) € §, dizemos que (I, f) é equivalente a (.J, g)
(I, f) ~ (J,g)), se existir um ideal nao-nulo H C I N J tal
que f|lg = g|g. Podemos verificar facilmente que é uma relacao
de equivaléncia e que pode ser definida equivalentemente como
segue: (I, f) ~ (J,g) se, e somente se, f|ns = g|lins-

Denotamos por () o conjunto quociente 2/ ~ e por [I, f] a
classe de equivaléncia de (I, f), onde (I, f) € €. No que segue,
damos a () uma estrutura de anel de modo a podermos considerar
R C Q. Sejam [I, f], [J,g] dois elementos de ). Definimos a
soma e o produto em () por:

)L+ gl =UINnJ f+gl,onde f+g:INJ — Ré
definido de modo natural: (f + ¢g)(a) = f(a) + g(a), para todo
aclnd.

i) [1, fl.[J,9] = [JI,fog], onde fog: JI — R é definido
por fog(a) = f(g(a)) para todo a € I.J (note que esta defini¢ao
estd bem dada, pois g(I.J) C I) e assim, f(g(a)) € R.

E facil de verificar que estas operacoes estao bem definidas

em () e provar o seguinte.

Teorema 1.1.1. (Q,+,.) é um anel com unidade.

O anel () do teorema acima ¢ denominado o anel de quocientes
a esquerda de Martindale de R. Os proximos dois lemas nos dao

propriedades importantes de ().

Lema 1.1.2. Sejam R um anel primo e () o anel de quocientes a

esquerda de Martindale de R. As sequintes condicoes sao validas:

i) RC Q.



i) Se I € um ideal ndo-nulo de R e f:1 — R um homo-
morfismo de R-modulos a esquerda, entao existe q € () tal que
f(i) = iq para todo i € I.

iii) Para todo q,...,q, em @ existe um ideal nao-nulo J de
R tal que Jq; C R para todo 1 € {1, ...,n}.

iv) Se Jqg =0, para algum ideal nao-nulo J de R, entao ¢ = 0.

Lema 1.1.3. Seja g € Q. Se gqR = Rq, entao q € invertivel em
Q.

Prova. E evidente que I = qRNR éum ideal de R. Se rqg = 0,
para algum r € R, entao v = 0. Logo, r = 0, pois R é um anel
primo. Assim, a aplicagao f : I — R definida por f(rq) = r
¢ um homomorfismo (bem definido) de R-mdédulos a esquerda.

Entao o correspondente a f em () é o elemento inverso de g. =

O centro de () é chamado o centréide estendido de R, e é

denotado por C. O préximo lema é um caso particular do Lema

2.2 de [1].

Lema 1.1.4. i) QQ é um anel primo.
ii) q € C se, e somente se, existe um ideal nao-nulo I de R e
um homomorfismo de R-bimédulo f: 1 — R tal que f(r) =rq.

iii) C' € um corpo.

Seja R um anel qualquer nao necessariamente com unidade e
o um automorfismo de R. Dizemos que um ideal I de R é um
o-ideal se o(I) = I.

Um o-ideal J de R é dito o-primo se para quaisquer o-ideais
L e K de R temos que LK C J implica que L C J ou K C J.

Um anel R ¢é dito o-primo se o ideal (0) é um ideal o-primo.



Seja R um anel o-primo. Denotamos por Z, o conjunto dos
o-ideais nao-nulos de R. Note que se I, J € Z,, entao IJ € T e
INJeZ. A construcao do anel de o-quocientes a esquerda de
Martindale de Q,(R) de R segue andloga a construgao do anel de
quocientes a esquerda de Martindale de R feito anteriormente.
Nao ¢é dificil ver que o automorfismo o se estende unicamente
a Qy(R) o qual denotaremos ainda por o. Seja C,(R) = {c €
Z(Qs(R)) : 0(c) = ¢} o o-centrdide estendido de R.

O seguinte lema nos da algumas das propriedades importantes
de Q,(R) ([3, Lemma 1.1]).

Lema 1.1.5. Seja R um anel o-primo. As sequintes condicoes
sao validas:

i) R C Qs(R).

ii) Se I € um o-ideal nao-nulo de R e f : I — R um homo-
morfismo de R-mddulos a esquerda, entao existe ¢ € Q,(R) tal
que, f(i) =iq para todo i € I.

iii) Para todo qi,...,q, em Qqs(R) eziste um o-ideal ndo-nulo
J de R, tal que Jq; C R, para todo i € {1,...,n}.

i) Se Jg =0, para algum o-ideal ndo-nulo J de R, entdo

q=0.
A prova do seguinte lema é analoga a de [3, Lemma 2.2].

Lema 1.1.6. Seja R um anel o-primo. Seja q € Q,(R), tal que
qR = Rq e o(q) = yq, onde y € um elemento invertivel de R,

entdo q € invertivel em Q,(R). Em particular, C,(R)é um corpo.

Seja d uma derivacao de R, i.e., d ¢ uma aplicacao aditiva e

d(ab) = d(a)b+ ad(b). Um ideal J de R ¢é dito um d-ideal de R,



se d(J) C J.

Seja P um ideal de R. Dizemos que o ideal P é um ideal
d-primo, se P é um d-ideal e se dados quaisquer d-ideais J, K
de R tais que JK C P implica J C Pou K C P. Um anel R é
dito d-primo, se o ideal (0) é um ideal d-primo.

A contrucao do anel de d-quocientes a esquerda de Martin-
dade Q4(R) de R segue analoga & construcao do anel de quociente
a esquerda de Martindale, e neste caso considerando o conjunto
7, dos d-ideais nao nulos de R. A derivagao d se estende uni-
camente a (Q4(R) e denotamos esta extensao ainda por d. Seja
Ca(R) = {c € Z(Qq(R)) : d(c) = 0}, o d-centrdide estendido de
R.

As propriedades basicas do anel de d-quocientes a esquerda
de Martindale de R sao andlogas a do Lema 1.1.2. O préoximo
resultado nos da uma propriedade do d-centroide estendido de

R e a prova é andloga a feita em [3, Lemma 2.2].

Lema 1.1.7. Seja ¢ € Qq(R) tal que qR = Rq e d(q) = zq, para
algum z € Q4(R). Entao q € invertivel em Qq(R). Em particular,
Ca(R) é um corpo.

1.2 Extensoes de Ore

Sejam R um anel, 0 um automorfismo de R, d uma o-derivacao
de R, isto é, d é uma aplicacao aditiva tal que d(ab) = d(a)b +
o(a)d(b), paratodo a,b € R. O skew anel de polinomios R[z; o, d],

( denominado também extensao de Ore) ¢ definido como o con-



junto dos polinomios da forma da Zaia}i com a; € R, onde a
soma ¢ a usual e a multiplicacao ézgeﬁnida pela formula ra =
o(a)x + d(a).

O grau de um polinomio f se define como usualmente e se
denotara por §(f). Um ideal I de R[z;0,d] é dito R-disjunto se
INR=0.

Se do = ad, entéo o se estgnde a um automorfismo de R[z; 0, d|

definido por J(Z:aZ N = Za(al)x' e d se estende a uma o-
derivagao de R[:U g, d) deﬁmda por d(f) =xf —o(f)x.

O skew anel de polinomios de tipo automorfismo, que denota-
mos por R[x; o], é o caso particular do anterior no caso em que
d = 0. Neste caso, os elementos sao como acima e a multipli-
cacdo é definida pela férmula xa = o(a)z. De maneira analoga,
temos o skew anel de polinomios de tipo derivacao, que denota-
mos por R[x;d], é o caso particular da extensdao de Ore no caso
em que o = idr. Neste caso, os elementos sao definidos como

acima e a multiplicagdo é definida pela férmula za = ax + d(a).

Um ideal I de R é dito um (o, d)-ideal se o(I) = e d(I) C I.

Definicao 1.2.1. Sejam R um anel, o um automorfismo de R, d
uma o-deriwagao de R. Um (o,d)-ideal P de R € dito um ideal
(o,d)-primo se para quaisquer (o,d)-ideais I e J de R temos
que IJ C P implica que I C P ou J C P. Um anel R € dito
(o,d)-primo se o ideal (0) e um ideal (o, d)-primo.

Definicao 1.2.2. Um elemento a € R ¢ dito (o, d)-invariante,
seo(a) =a ed(a) =0.

A seguinte proposigao aparece em [15, Proposition 2.1].
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Proposicao 1.2.3. Seja R um anel primo e () o anel de quo-
cientes a esquerda de Martindale de R. Para um ideal I de

Rz;0,d] existe um polinémio monico e invariante

fr(z) € Qlz; 0,d]
tendo as sequintes propriedades:

i) (fr) = min{d(f(z)) : f(x) € I\{0}} = n, e todo polinomio
g(xz) € I de grau n pode ser escrito como fi(x)a para algum
a € R.

i) I C Qlz;o,d|fi(x) N R[x;0,d).

O polinomio f; da Proposicao 1.2.3, é denominado o polinomio
canonico associado a I. E facil ver que f; é normal em Q|z; o, d]

(i.e., f1Q[x;0,d] = Q[x;0,d|fr). Assim, Qlz;0,d]fr é um ideal.

Definigao 1.2.4. Para um ideal R-disjunto I de R|x;o,d] defi-
nimos o fecho [I| de I como [I] = fiQ|x;0,d] N Rlz;0,d] se I
nao é nulo, onde f; € o polinomio canénico de I, e [I| = (0) se [
¢ o ideal nulo. Dizemos que um ideal R-disjunto I de R[z;o,d]

¢ um ideal fechado se [I| = 1.

Seja P um ideal primo de R[z;0]. Se x € P entao P = PN
R+ R[x;0]x. Sex ¢ P, entao PN R é um o-ideal de R. Podemos
considerar 7(P) em (R/PNR)[z; 0], e neste caso w(P) é um ideal
primo (R/P N R)-disjunto, onde 7 : R[z;0] — (R/PNR)[x;0] é
a projecao candnica. Em [3], foram descritos completamente os
ideais primos de R[z;a].

Definicao 1.2.5. Sejam R um anel e o um automorfismo de
R. Dizemos que um ideal I de Rlx;o| € reqular mddulo x, se

ocorrem as sequintes condicoes:

11



i) Sexf el, entao f € I.
ii) Se fx € I, entao f € 1.

Um ideal primo R-disjunto P de R[x;o] com x ¢ P, é clara-
mente regular modulo . Nao ¢ dificil ver que para todo ideal I
de R|x; o] tal que I é regular médulo = é um o-ideal de R[z;o].

O seguinte lema é facil de ser verificado.

Lema 1.2.6. Se P ¢ um ideal o-primo de R, onde o é um au-

tomorfismo de R, entao Plx;o] € um ideal primo de R[z;o].
O seguinte lema é uma consequéncia do Teorema 4.4 de [13].

Lema 1.2.7. Sejam R um anel e 0 um automorfismo de R.
Entao, R é um anel o-primo se, e somente se, R[x; o] € um anel

pPrImo.

A seguinte proposigao é um caso particular de [3, Proposition

2.1].

Proposigao 1.2.8. Sejam R um anel o-primo, Q,(R) o anel
de o-quocientes a esquerda de Martindale de R. Para um ideal
nao-nulo I de R[x;0| tal que I € reqular modulo x, existe um
polinémio monico fi(xz) € Q,(R)[x;0] tendo as seguintes pro-
priedades:

i) 0(fr) = min{o(f(z)) : f(z) € I\{0}} = n, e todo polinomio
g(z) € I de grau n pode ser escrito como af ;(x) para algum

a € R.
i) oOUD(b) fr(x) = fr(2)b, para todo b € Qs (R) e o(fr) = fr.

12



A préxima proposicao descreve completamente os ideais pri-
mos R-disjuntos de R|x; o] que ndo contém x e sua prova é uma

facil consequéncia de [3, Lemma 2.1] e [3, Lemma 3.1].

Teorema 1.2.9. Seja R um anel o-primo, onde o é um auto-
morfismo de R e P um ideal R-disjunto nao-nulo de Rlx; o] tal
que © & P. Entao as sequintes condi¢des sao equivalentes:

i) P é um ideal primo.

ii) P = fpQys(R)[z;0] N R[x;0], onde fp é um polindmio
ireedutivel em Z(Q,(R)[z;0]).

i) Eziste um ideal primo nao-nulo Q,(R)-disjunto P* de

Qs (R)[x; 0] tal que P = P* N Rx;0].
Se I é um d-ideal de R, é claro que I[z;d] é um ideal de
R[z;d]. O préximo lema é de fécil verificacao.

Definicao 1.2.10. Sejam R um anel e d uma derivacao de R.
Dizemos que d é uma derivacao interna se existe a € R tal que

d(r) = ar — ra, para todo r € R.
A préxima proposicao aparece em ([4, Proposition 1.2]).

Proposicao 1.2.11. Sejam R um anel d-primo, d uma deri-
vagdo de R, Qq(R) o anel de d-quocientes a esquerda de Mar-
tindale de R e Cy(R) o d-centrdide estendido de R. Entao,
Z(Qq(R)[z;d]) = Cy(R) ou Z(Qq(R)|x;d]) = Cylz], onde z tem

uma das sequintes formas:

(i) z=z—a, se charR=0, e d(q) =aq— qa.

13



m—1 A
(ii) Ezistem c¢; € Cy4(R), tais que z = 2" + Y cia? —a, se
i=0
m—1

charR = p # 0, onde d(a) =0 e d + ¥ ¢d’(q) =
=0
aq — qa. Z
A préxima proposigao esclarece quando o centro é trivial (i.e,

Cy(R)) ou nao é trivial ([4, Lemma 1.3]).

Proposicao 1.2.12. Seja R um anel d-primo. As sequintes afir-
macoes sao equivalentes:

i) Eziste um ideal R-disjunto nao-nulo de R|x;d).

i) O centro de Qq(R)[x; d] nao € trivial, ou seja, Z(Qq(R)|x; d])
¢ diferente de Cy(R).

Além disso, para todo ideal R-disjunto nao-nulo I de R[z;d],
existe um unico polindmio monico fr € Z(Qq(R)[x;d]) tal que
todo polinomio de grau minimo f € I, pode ser escrito como

f=1e(h)fr.

Lema 1.2.13. Sejam R um anel e d uma derivacao de R.

i) Se P € um ideal primo de R[x;d], entdo PN R é um ideal
d-primo de R.

i) Se J € um ideal d-primo de R, entdo J|x;d] é um ideal

primo de R[x;d).
O préximo resultado aparece em [4, Theorem 1.6].

Teorema 1.2.14. Seja P um ideal R-disjunto nao-nulo de R|x;d).
Entao as sequintes condigcoes sao equivalentes:

i) P é um ideal primo.
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ii) P = fpQu(R)[x;d] N R[x;d], onde fp é um polinomio i-
rredutivel em Z(Qq(R)[z;d)]).

iii) Ezxiste um ideal primo nao-nulo Q-disjunto P* de Qq(R)|x; d]
tal que P = P* N Rlz;d].
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Capitulo 2

Ideais Maximais em skew anel

de Polinomios

Neste capitulo, os anéis nao tem necessariamente unidade. O
objetivo principal é determinar ideais maximais em skew anel de
polinomios e descrever os seus radicais de Brown-McCoy. Isso
foi feito para polinomios usuais em [20], e seguiremos aqui as

principais linhas desse trabalho.

2.1 Skew Anel de Polinémios de Tipo Auto-

morfismo

Os principais teoremas desta secao caracterizam os ideais ma-
ximais e o radical de Brown-McCoy de skew anel de polinomios
de tipo automorfismo, respectivamente. Nesta secao, R é um
anel nao necessariamente com unidade e ¢ é um automorfismo
de R. A seguinte definicao estende para o nosso caso, a definicao
dada em [20, pg. 2474].
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Definigao 2.1.1. Seja ¢ : R[z;0] — T um homomorfismo so-
brejetor, onde T' € um anel simples com identidade. Dizemos que

@ € um homomorfismo o-préprio se para todo o-ideal nao-nulo

I de R, temos que o(I[z;olx) =T.

Lema 2.1.2. Seja R um anel o-primo. Dados dois o-ideais a

esquerda I, J de R, tais que IJ =0, temos I =0 ou J = 0.

Prova. Temos que IRJR = 0, e usando o fato que R é um
anel o-primo, segue que IR = 0 ou JR = 0. Logo, I = 0 ou
J=0. m

No préximo lema, vemos que o nucleo de um homomorfismo

o-préprio é um o-ideal.

Lema 2.1.3. Seja ¢ : R[x;0] — T um homomorfismo o-proprio
de anéis, onde T' € um anel simples com identidade. Entao, kerp
¢ um o-ideal de R[x;0]. Além disso, se w(x) € R[x;olx, € tal

que p(w(x)) =1, entao
p(o'(w(x))) =1,
para todo v € 7.

Prova. Afirmamos que ker ¢ é um o-ideal de R[z;o]. De fato,

dado f € ker ¢, temos que
Rlz;olo(f)R|z;olx = Rlz;olx fR[x; 0] C ker .

Logo, Rlz;o]o(f) C ker ¢, pois Rlz;o]lz € ker ¢ e kerp ¢ um
ideal primo. Assim, o(f) € ker ¢. Observando que

Rlz;olzo ™ (f)R[x; 0] = R[z; 0] fR[x; 0]z C kery,
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de maneira andloga, se mostra que o~ *(f) € ker ¢. Logo, ker ¢ é
um o-ideal de R[z;0].

Do anterior, segue que ¢ induz um automorfismo de
Rz; 0]/ ker ¢ — Rlx; 0]/ ker .

Sendo que w(z)+ker ¢ é a unidade de R[z; 0]/ ker ¢, o resultado

segue facilmente. m
A préxima definigao aparece em [18, pg 908].

Definicao 2.1.4. Sejam R um anel e o um automorfismo de
R. Um elemento nao-nulo a € R ¢é dito o/-normalizante se

ra = ac’(r), para todo r € R.

Lema 2.1.5. Sejam R um anel o-primo e a um elemento nao-
nulo de R. Se a € o’-normalizante e o-invariante, entao a € um

elemento reqular.

Prova. Suponhamos que exista ¢ € R tal que ac = 0. Con-
sideremos o o-ideal a esquerda J gerado por c. Nao ¢ dificil ver
que RaJ = 0. Usando o fato que R é um anel o-primo, temos
que Ra =0ou J =0. Assim, J =0, e logo ¢ = 0. O outro caso

¢ analogo. -

A classe a seguir é correspondente a classe usada em [20], para

polinomios usuais.

Definicao 2.1.6. Seja A a classe de todos os anéis com auto-
morfismos que satisfazem a sequinte propriedade: Um par (R, o) €
A se R é um anel o-primo, onde o € um automorfismo de R, e
para todo o-ideal nao-nulo I de R existem a € I e j > 1, tais

que o(a) = a e ra = ao’(r) para todo r € R,
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Definicao 2.1.7. Dado w(x) € R[z;o]z, definimos o compri-
mento de w(x) por l(w(x)) = d(w(z)) — minw(z) + 1, onde
minw(z) € o expoente da menor poténcia de x em w(x) com

coeficiente nao-nulo.

O lema que segue generaliza [20, Lemma 1].

Lema 2.1.8. Suponhamos que ¢ : Rlz;0] — T €é um homo-
morfismo o-proprio sobre um anel simples com identidade e se-
ja w(x) € Rx;o]x, tal que p(w(x)) = 1. Entdo para todo o-
ideal nao-nulo I de R, existe t(x) € I[x;olr com ¢(t(z)) = 1,
mint(z) > §(w(x)) e l(t(x)) < d(w(x)).

Prova. Seja p(x) = i,2" + ... + ipa™ € I|x; 0]z com i, # 0 e
n < m tal que p(p(x)) = 1.

Definimos p*(z) = i,2"w(x) + ip2™™ + .. + 4,,2™, nao &
dificil ver que minp*(z) > n+ 1 e p(p*(x)) = 1.

Se §(ipz"w(x)) < m, entdo [(p*(z)) < Il(p(x)) — 1.

Se §(ix"w(x)) > m, entao

l(p*(x)) = —min(p*(z)) + 0(p"(z)) +

1<
—n —1+dw))+n+1=7d6w))),

conseqiientemente [ (p*(z)) < max{d(w(x)),/(p(x))-1}. Repetindo
0 processo anteriormente feito um ntumero suficiente de vezes,
obtemos o desejado. n
A proposicao que segue generaliza [20, Proposition 1 | e é
fundamental na prova dos principais teoremas desta secao.

Proposicao 2.1.9. Seja ¢ : R[x;0] — T wum homomorfismo

sobrejetor o-proprio, onde T' € um anel simples com identidade.
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Se w(x) = ayx + ... + a,z” € Rlx;olx, onde a, # 0, € de
comprimento minimal no conjunto dos polinémios em Rlx;o|x

tais que p(w(x)) = 1, entdo a, € o"-normalizante e o(a,) = ay,.

Prova. Suponhamos que a,, nao seja ¢"-normalizante. Entao
existe r € R tal que ¢ = ra, — a,0"(r) # 0. Consideremos
g(x) = rw(z) — w(x)r. Seja I o o-ideal gerado por ¢, isto é,
I = > Ro'(c)R. Como ¢ é um homomorfismo o-préprio, entao
o(I[r:0]z) = T. Notamos que o(I™[z; o)) D w(Ia; olr)™ = T.
Pelo Lema 2.1.8, existe t,,(z) € I™[x;0]x tal que p(t,(z)) =
1, onde mint,,(x) > o(w(zx)) e l(t,(x)) < d(w(z)). Para cada
m > 2, escolha t,, de comprimento minimal [,,. Claramente,
pela minimalidade do comprimento de w(x), I, > l(w(x)), para
todo m > 1.

Fixemos m > 1. Denotemos por b o coeficiente lider de ¢,,(z),
o qual estd em I™. Entao, existem [; € I™ ! e m; € R', onde R!

é o anel R adjuntado com uma unidade, tais que
S
b= ZliU%(C)mZ‘,
i=1

onde ¢; € Z, para i € {1,...,s}, e ¢ é o coeficiente lider de g(z).

Consideremos o polinomio

b () = tm(x) = (Lo (g(z))o™" (ma)+
Foen + 1,0% (g(2))o™ " (my))xdtn@)=00(=) ¢ =1y 5.

Pelo Lema 2.1.3, temos que ¢(o'(w(x)) = 1, para todo i € Z.
Conseqiientemente, o(c*(g(z)) = 0. Assim, p(t,(z)) =1e

l(tm(2)) 2 (o' (w(x)) = 1(0"(g(x)) =
(o™ (g(x))o " (my) + ....... + (ls0%(g(x))o " (my)).
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Mostraremos que mint,,(z) < §(t,(z)) — é(w(z)) + 1. De
fato, se d(tm(z)) — d(w(z)) + 1 < mint,,(z), entdo 0(ty,(x)) —
min t,,(x)+1 < é(w(zx)). Com isso, temos que I(t,,(z)) < d(w(x)).
Como [(w(x)) = d(w(z)) — min(w(z)) + 1 = d(w(x)), entao
[(tm(z)) < l(w(x)), e isto contradiz o fato que [(w(x)) é de com-
primento minimal. Logo, §(t,,(z)) — d(w(x)) + 1 > mint,,(x), e
portanto, min¢,,(x) > mint,,(x). Finalmente, usando o fato que

os coeficientes lideres de t,,(x) e
Lot (g(x))o™™(my) + ... + ls0% (g(x))o " (ms)

coincidem, segue que [(¢,(z)) < l(t;(z)). Logo, l,—1 < I, para
todo m > 2, o que nao pode ocorrer, pois [, < §(w(x)) para
todo m. Isto conclui a primeira parte da demonstracao.
Suponhamos que o(a,) # a, e consideremos g(x) = o(w(x))—
w(x). Agora, seguindo os mesmos passos da demonstragao da

primeira parte, chegaremos também a uma contradicao. n

Corolario 2.1.10. Se ¢ : R[z;0] — T é um homomorfismo

sobrejetor o-proprio, onde T é um anel simples com identidade,
entdo (R,0) € A.

Prova. Sejam I, J o-ideais nao-nulos de R. Como

(I J]x;0]) = p(Ix;0])e(J[r;0]) =T,

entao I.J # (0). Portanto, R é um anel o-primo.

Mostraremos que ¢|7(;.,] ¢ um homomorfismo o-préprio, para
todo o-ideal nao-nulo I de R. De fato, dado um o-ideal nao-nulo
J de I temos que I.JI é um o-ideal nao-nulo de R, pois R é um

anel o-primo. Logo, T' = p(IJI[z;0)x) C o(J[z;0]x).
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Assim, pela Proposicao 2.1.9, existem a € [ e j > 1, tais que
a é o/-normalizante em I e o(a) = a. Afirmamos que a é o/-

normalizante em R. De fato, dado 7 € I e r € R temos que
i(ra — ao’(r)) = ao’ (i)’ (r) — ac?(i)o?(r) = 0,

segue que I(ra — ac’(r)) = 0. Logo, pelo Lema 2.1.2, ra —

ao’(r) = 0. n

Seja R um anel o-primo. Primeiro, consideremos R como uma,
Z-dlgebra e S = REZ, onde a soma ¢ definida usualmente e
a multiplicacdo é dada por (r, z)(r1, 21) = (rr1 + rz1 + 271, 221).
O automorfismo o pode ser estendido a S definido por 7(r, z) =
(o(r), z). Denotamos ainda @ por 0. Seja I = anngR ={t € S :
Rt = 0}. Afirmamos que [ é um o-ideal de S. De fato, para
todot € S er € R temos que o(r)o(t) = 0. Assim, Ro(t) = 0.
De maneira andloga, ¢é facil ver que Ro~1(t) = 0. Temos que
I'NR = (0), pois RN R) = (0) e R é um anel o-primo.
Definimos R* = S/I. E claro que R C R*, R é um ideal o-
essencial de R (i. e., para todo o-ideal nao nulo H de R¥,
HNR#0), e R é um anel o-primo com unidade.

O o-pseudo radical P,(R) de R, é definido como a intersecgao
de todos os ideais o-primos nao-nulos de R. O seguinte lema,

sera usado no Teorema 2.1.13.

Lema 2.1.11. Sejam R um anel, o um automorfismo de R, e
R* como na observagdo anterior. Se (R,0) € A e P,(R) # 0,
entio (R* o) € A e P,(R") # 0.

Prova. Dado um o-ideal ndo-nulo J de R* temos que JNR é

um o-ideal de R. Como R é o-essencial em R™, entdao JNR # 0.
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Por hipétese, existe a € J N R tal que a é o/-normalizante para
algum j > 1 e o(a) = a. Nao é dificil ver que a é o/-normalizante
em R*. Sendo assim, (R, o) € A.

Seja P um ideal o-primo nao-nulo de R”. Vejamos que PN R
¢ um ideal o-primo nao-nulo de R. De fato, sejam o-ideais U,
V de R com UV C PN R. Temos que U e V sao o-ideais de
R#. Sendo P um ideal o-primo de R*, segue que U C P ou
V C P, e concluimos que U C PN RouV C PN R. Assim,
P,(R) C PN R. Logo, P,(R") # (0). n

A seguinte proposicao foi provada para anéis com unidade em
[18, Lemma 3.2 (1)]. A prova para o caso geral é a mesma, e por

isso nao iremos inclui-la aqui.

Proposigao 2.1.12. Sejam R um anel e M um ideal R-disjunto
tal que R[x;o]/M € simples com identidade. Entdo Py(R) # (0).

Estamos em condicoes de provar o teorema a seguir, que ge-

neraliza o resultado de [20, Corollary 2].

Teorema 2.1.13. Sejam R um anel e o um automorfismo de R.
Entio R[z; 0] possui um ideal R-disjunto M tal que Rlz;olz € M
e R[x;o]/M € simples com identidade se, e somente se, (R,0) €

A e P (R) # (0).

Prova. Suponhamos que (R,0) € A e P,(R) # (0). Pelo
Lema 2.1.11, temos que (R*,0) € A e P,(R¥) # (0).

Seja 0 # a € P,(R*) tal que a é o/-normalizante para algum
j > 1eo(a) = a. Consideremos o polinomio f(z) = az’ + 1.

O ideal R*[z;0]f é um ideal bilateral préprio, pois f é central
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em R¥[x;0] e o coeficiente lider de f é regular em R*. Assim,
existe um ideal maximal M de R¥[x; 0] tal que f(x) € M.

Se M N R* # (0), entdo P,(R*) C M e portanto, 1 € M.
Segue que, M N R# = (0).

Se x € M, entdao 1 € M. Usando o fato que R[z;o]/MNR[x; 0]
é um ideal de R*[z;0]/M, segue que Rlx;o]/M N Rlz;0] =
R#[x; 0] /M. Portanto, M N R[z; 0] é um ideal com a propriedade
que R[x;o]/M N Rz;0] ¢é simples com identidade, R[z;olr &
M N Rlz; 0], e é R-disjunto.

Reciprocamente, seja M um ideal R-disjunto de R|x;o] tal
que R[z;0]/M é simples com identidade e R[z; o]z € M. Entao
a projegao canodnica f : R[x;o] — R|x;o]/M é um homomorfis-
mo o-proprio, como ¢é facil de verificar. Pelo Corolario 2.1.10,

segue que (R, o) € A. Além disso, pela Proposi¢ao 2.1.12, temos
PA(R) £ (0). .

Observacgao 2.1.14. O teorema anterior permite descrever com-
pletamente quando eziste um ideal R-disjunto M de R[z;o]| tal
que R[x;o]/M € simples com identidade. De fato, ou temos
(R,0) € A e P,(R) # 0 ou entdo M contém R[x;o|x. Neste
ultimo caso M = Rx; o)z e seque que R deve ser um anel sim-

ples com identidade.

Se R é um anel com automorfismo ¢ e I é um o-ideal de
R, entdo ¢ induz um automorfismo em R/I que vamos denotar
ainda por o. Assim, com essa notacao, podemos considerar o
par (R/I,c) com automorfismo o. A préxima proposi¢ao é uma

extensao de [20, Corollary 1 (ii)].
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Proposicao 2.1.15. Seja ¢ : R[x;0] — T um homomorfismo
sobrejetor, onde T € um anel stmples com identidade tal que

Rlz; o)z € ker . Entao (R/RNkerp, o) € A.

Prova. Pelo Lema 2.1.3, temos que ker ¢ N R é um o-ideal de

R. Assim, é facil verificar que ¢ induz o homomorfismo o-préprio
(R/kerpN R)[x;0] — T.
Logo, pelo Corolario 2.1.10, (R/RNkerp,0) € A. n

O radical de Brown-McCoy U(R) de R, é definido como a
interseccao de todos os ideais M de R tais que R/M é simples
com identidade. Note que se R é um anel que possui identidade,
entdao U(R) coincide com a intersecgao de todos os ideais ma-
ximais. Um anel R é chamado anel radical de Brown-McCoy
se U(R) = R. E fécil ver que R é um anel radical de Brown-
McCoy se, e somente se, nao existe um epimorfismo ¢ : R — 5,
onde S é um anel simples com identidade. Os proximos dois
coroldrios generalizam [20, Corollary 3 (ii)] e [20, Corollary 3

(i)], respectivamente.

Corolério 2.1.16. Se R € um anel nil, entao R[x;c] é um anel

radical de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos que exista um homomorfismo sobrejetor
¢ : R[x;0] — T, onde T' é um anel simples com identidade.

Se R[x; o]z C ker ¢, entdo ¢ induz um isomorfismo R/ (ker N
R) — T. Isto é uma contradi¢ao, pois T tem identidade e
R/ker p N R é um anel nil.

Se R[z; oz € ker ¢ entao, pela Proposigao 2.1.15, existe um

ideal o-primo I de R tal que (R/I,0) € A. Portanto, R/I é um
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anel nil que contém um elemento regular, contradicao. Logo,

R[x; 0] é um anel radical de Brown-McCoy. n

Corolario 2.1.17. Se R é um anel simples sem identidade,

entao R[x; o] € um anel radical de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos que exista um homomorfismo sobrejetor
¢ : R[z;0] — T, onde T é um anel simples com identidade. E
claro que ker ¢y R = 0, pois R é um anel simples. Se R[z; o]z C
ker o, entao R = T, o qual é uma contradicao.

Se R[z;olx € ker ¢ entao, pela Proposicao 2.1.5, existe um
elemento nao-nulo a € R, tal que a é 0/-normalizante para algum
j > 1eo(a) = a. Entdao Ra é um ideal bilateral de R e segue
que Ra = R. Pelo Lema 2.1.5, a é um elemento regular e existe
r € R, tal que a = ra = ac’(r). Mostramos que r é a unidade de
R, o que contradiz o fato de que R nao possui unidade. De fato,
dado y € R, temos que y = wa = ac’(w), onde w € R. E claro
que, ry = rwa = ao’ (r)o’ (w) = ao’(w) = wa = y. Por outro
lado, yr = war = wo ™/ (r)a = wa = y. Isto completa a prova. =
Definicao 2.1.18. Seja A’ a classe dos anéis com automorfis-
mos que satisfazem as sequintes condi¢oes: Um par (R,0) € A',
se R € um anel e o € um automorfismo de R tal que (R,0) € A

e Py(R) # (0).

Definicao 2.1.19. Dado um anel R com automorfismo o, defi-

nimos S,(R) como a intersec¢ao de todos os o-ideais P de R
tais que (R/P,o0) € A'.

Estamos agora em condicoes de dar a descricao completa do

radical de Brown-McCoy de R[z;o]. Em [5], foi mostrado que
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U(R[z;0]) = U(R[z;0]) N R Blz; 0lx,
onde B={be€ R:bx € UR[z;0])}.

Teorema 2.1.20. Sejam R um anel e o um automorfismo de

R. Entao U(R[z;0]) = S,(R)NU(R) @ zS,(R)[z; o).

Prova. Sejam A = {M : Rz;o]/M ¢é simples com identi-
dade e R[z;ole € M} e A = {M : R[z;0]/M é simples com
identidade e R[x;o]z C M}. Mostramos que o ideal B definido
acima é igual a S,(R). De fato, dado um o-ideal P de R tal
que (R/P,o) € A, pelo Teorema 2.1.13, existe um ideal M
de (R/P)[z;0] tal que é R/P-disjunto, (R/P)z;olx € M e
(R/P)|x;0]/M é simples com identidade. Consideremos o iso-
morfismo canénico ¢ : (R/P)[z;0] — R|x;0]/Plz;0], nao é
dificil ver que (M) = M;/P[x; 0], onde M; tem a propriedade
que MiNR=PeM; € A. Assim, ( ﬂ M)ﬂR C S,(R). Agora
dado b € B, temos que bx € U(R|x; ]) Como R[z;olz € M,
entao b € M; N R = P. Logo, b € S,(R). Assim, B C S,(R).

Por outro lado, dado b € S,(R) temos que bx € M’ para
todo M € A’. Seja M € A, pela Proposicao 2.1.15, (R/(M N
R),0) € A'. Assim, S,(R) C M N R. Deste fato, temos que
(MQAM NR) O S,(R) e bx € M para todo M € A. Logo,
b € B. Conseqiientemente, S,(R) C B e portanto, (MQAM)HR =
Sy(R) = B.

Para concluir a prova mostramos que ( z\?/% )N R =U(R).
De fato, dado um ideal M € A’, nao é dificil ver que R/M NR ~
Rlz,o]/M. Assim, (M’QA’M,) N R 2 U(R). A outra inclusao é
clara. Com isso, temos que U(R[z;0]) "R = S,(R)NU(R). A
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prova esta completa. u

2.2 Skew anel de Polinomios de Tipo

Derivacao

Os principais resultados desta secao determinam os ideais ma-
ximais e o radical de Brown-McCoy em R[z;d], para os casos em
que R é um anel comutativo ou R é uma Q-algebra. O problema
geral ainda estd em aberto.

Se (R,d) é um anel com uma derivacdo d e I é um d-ideal
de R, entao d induz uma derivacdo em R/I que vamos denotar

ainda por d. Assim, com esta notacao, podemos considerar o par

(R/1,d) com derivagao d.

Definigao 2.2.1. Seja ¢ : R[x;d] — T um homomorfismo so-
brejetor, onde T' € um anel simples com identidade. A aplicacao
w € dita d-propria, se para qualquer d-ideal nao-nulo I de R,
temos que p(I[x;dlx) =T.
Lema 2.2.2. Sejam ¢ : R[x;d] — T um homomorfismo d-
préprio sobre um anel simples com identidade e w(x) € Rlx;d]x
tal que o(w(z)) = 1. Entdo o(d'(w(x))) =0, para todo i > 1.
Prova. Seja M = kery. Se f € M, entdao R[z;d|fxR[z;d] C
M. Como R[z;d] £ M, entdo fx € M, e de maneira andloga, se
mostra que xf € M. Usaremos estes fatos nesta prova.

Mostraremos que d(w(z)) € M. De fato, é claro que para

todo r € R, temos que w(z)rz — rew(z) € M. Assim,

w(z)re —rew(r) = w(x)re — rw(zx)x — rd(w(zx)) € M (1),
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e também temos w(z)rx—rx € M (2). Fazendo (1)-(2), obtemos
que rz — rw(z)r — rd(w(z)) € M. Como rw(x) —r € M, entao
rw(z)r —rx € M. Assim, rd(w(x)) € M, para todo r € R.

Por indugdo, se mostra que rd'(w(x)) € M, para todo i > 0.
Como rzd(w(z)) = rd(w(x))x + rd*(w(z)) € M, entao

red(w(x)) € M,

para todo r € R. Procedendo indutivamente, obtemos que rz/d(w(z)) €
M, paratodo j > 0, edai, R[z;d|d(w(z)) C M. Assim, d(w(zx)) €
M. Logo, p(d(w(z)) = 0. A prova se completa facilmente por in-

ducao. m

Como na segao anterior, dado w(x) € R[z;d|x, definimos o
comprimento de w(x) por l(w(z)) = d(w(x)) — minw(z) + 1
onde min w(x) é o expoente da menor poténcia de x em w(z)
com coeficiente nao-nulo.

A classe a seguir é a que corresponde a classe A da secao
anterior.

Denotamos por B a seguinte classe de anéis com derivagoes:
Um par (R,d) € B se R é um anel d-primo, d é uma derivacao
de R, e para todo d-ideal nao-nulo I de R existe a € I, tal que
d(a) =0, e ra = ar para todo r € R.

Lema 2.2.3. Suponhamos que ¢ : R[x;d] — T é um homo-
morfismo d-proprio sobre um anel simples com identidade e seja
w(z) € Rlz;dlz tal que p(w(z)) = 1. Entdo para todo d-ideal
nao-nulo I de R existe t(x) € I[z;d|x com o(t(x)) = 1, min
t(x) = o(w(z)) e l(t(z)) < o(w(x)).
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Prova. Sejam w(z) = ajz+...+a,29, p(r) = ipx"+...+ipa™ €
I[z;d]x, onde i, # 0, n < m e ¢(p(x)) = 1. Definimos p*(z) =
G w(2) 2" +ip 12"+ +i2™. Notamos que min p*(x) > n+1.
Mostraremos que ¢(iw(x)x") = ¢(iz™). Como R|x; d](i,w(x)—
in)2"Rlz;d] C ker, e Rlz,d] € kerp, entao i,w(x)z" — i,a” €
kery. Segue facilmente que p(p*(x)) = 1.

Se d(i,w(x)x™) < m, entao l(p*(x)) < I(p(x)) — 1.

Se 6(i,w(x)x™) > m, entao

l(p*(x)) = —min(p*(x)) + 0(p"(z)) +

1<
—n—1+d6w@) +n+1=0dwx)),

conseqiientemente [ (p*(z)) < max{d(w(x)),/(p(x))-1}. Repetindo

o processo um numero suficiente de vezes, obtemos o desejado.m

A proposicao que corresponde a Proposicao 2.1.9 pode ser

obtida neste caso, sempre que R seja um anel comutativo.

Proposicao 2.2.4. Suponhamos que R ¢ um anel comutati-
vo. Seja ¢ : Rlx;d] — T wm homomorfismo sobrejetor d-
proprio, onde T é um anel simples com identidade. Se w(x) =
ax + ... + a,xz” € Rz, d|x, onde a, # 0, é um polindmio de
comprimento minimal no conjunto dos polinomios em R[x;d]x

tais que p(w(x)) =1, entao d(a,) = 0.

Prova. Suponhamos que ¢ = d(a,) # 0. Consideremos g(z) =
d(w(z)). Seja I o d-ideal gerado por c, isto é, I = > Rd'(c).

i>0
Como ¢ é um homomorfismo d-préprio, entao ¢(I[z;d|z) = T.

Nao é dificil ver que @(I™[z;d|x) 2 p(I[x;d]x)™ = T. Pelo
Lema 2.2.3, existe t,,(x) € I"[x;d]x tal que ¢(t,,(x)) = 1, onde
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mint,,(z) > d(w(x)) e l(t,n(x)) < d(w(z)). Para cada m >
1, escolha t,, de comprimento minimal [,,. Claramente, pela
minimalidade do comprimento de w(x), [, > [(w(x)), para todo
m > 2.

Fixemos m > 2. Denotamos por b o coeficiente lider de ¢,,(x),

o qual estd em I™. Entao existem [; € I ! tais que
S
b= > lid"(c),
i=1

onde ¢; > 0 para i € {1,...,s} e ¢ é o coeficiente lider de g.

Consideremos o polinomio

(1) = tn(2) — (" (9(2))+
+oen + 1,d% (g ()20t @) =0l9@) ¢ =1z d]a.

Pelo Lema 2.2.2, temos que o(d'(w(z)) = 0, para todo i > 1.
Conseqiientemente, ¢(d'(g(x)) = 0. Assim, o(t,,(z)) =1 e

Mostraremos que mint,,(x) < §(t,(z)) — d(w(z)) + 1. De
fato, se §(t,,(z)) — d(w(x)) + 1 < mint,,(z), entao 0(t,(x)) —
mint,,(z) +1 < §(w(x)), e segue que l(t,,(z)) < 0(w(x)). Como
l(w(z)) = d(w(x)) —min(w(z)) + 1 = o(w(x)), entao I(t,(zr)) <
[(w(z)), e isto contradiz o fato que l(w(x)) é de comprimento
minimal. Logo, d(¢,(z)) — é(w(z)) +1 > mint,,(x), e portanto,
min ¢,,(x) > mint,(x). Finalmente usando o fato que os coefi-

cientes lideres de t,,(x) e

31



coincidem, segue que [(¢,(z)) < l(t;(z)). Logo, l,—1 < I, para
todo m > 2, o que é um absurdo, pois I,, < d(w(z)) para todo

m. Isto conclui a prova. m

A Proposicao 2.2.5 serd fundamental para provarmos o Teo-

rema 2.2.8.

Proposigao 2.2.5. Seja ¢ : R[z;d] — T um homomorfismo d-
proprio sobre um anel simples com identidade, onde R é uma

Q-dlgebra ou R € um anel comutativo. Entio (R,d) € B.

Prova. Suponhamos que R é um anel comutativo. Sejam I,

J d-ideais nao-nulos de R. Como
(I J[x;d)) = o(I[z;d])p(J[z;d]) =T,

entdo [J # (0). Portanto, R é um anel d-primo.

Mostraremos agora que ¢| (g ¢ um homomorfismo d-préprio,
para todo d-ideal nao-nulo I de R. De fato, dado um d-ideal
nao-nulo J de I temos que IJI é um d-ideal nao-nulo de R,
pois R é um anel d-primo. Desta maneira, T'= (I J1I[z;d]x) C
o(J|z;d]r). Logo, pela Proposicao 2.2.4, existe a € I tal que
d(a) = 0.

Mostraremos agora que quando R é uma Q-algebra, temos
que
(R,d) € B. Desde que R é um anel d-primo, pois kery N R=0,
entao podemos construir o anel de d-quocientes a esquerda de
Martindale Q4(R) de R, como no capitulo 1. Pela Proposicao
1.2.11, temos que d é uma derivacao interna de Q4(R), isto é,

existe a € Q4(R) tal que d(q) = aq — qa, para todo q € Q4(R).
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Assim, Qq(R)[x;d] é isomorfo a Q4(R)[x + a] por [9, Exercise
1S], e denotamos por ¢ este isomorfismo. £ f4cil verificar que
((R[z;d]) = R[x + a]. Como ((ker ¢) é um ideal R-disjunto de
Rlz + al, tal que R[z + a]/((ker ¢) é simples com identidade,
entao, pelo Corolério 2 de [20], temos que todo ideal nao-nulo
J de R contém um elemento nao-nulo central s. Além disso,
d(s) = 0, pois d é uma derivacao interna em @Q4(R). Em parti-
cular, isto vale para todo d-ideal nao-nulo I de R, o que completa

a prova. n

Consideremos R como uma Z-algebra e S = RE@ Z, onde a
soma é definida como usualmente e a multiplicacao é dada por
(r,z)(r1,21) = (rri+rzi+2r1, 221). A derivagao d pode ser esten-
dida & S da seguinte maneira: d((r,z)) = (d(r),0). Denotamos
d ainda por d. Seja [ = anngR = {t € S : Rt = 0}. Afirmamos
que I é um d-ideal de S. De fato, para todot € S e r € R,
temos que 0 = d(rt) = d(r)t + rd(t) = rd(t). Assim, Rd(t) = 0.
Logo, I N R = (0), pois R(I N R) = (0) e R é um anel d-primo.
Definimos R* = S/1I. E claro que R C R, R é um ideal d-
essencial de R ( i.e., para todo d-ideal ndao nulo H de R*, temos
que HN R #0) e R* é um anel d-primo com unidade .

O d-pseudo radical P(R) de R ¢é definido como a interseccao
de todos os ideais d-primos nao-nulos de R. O seguinte lema sera

usado no Teorema 2.2.8.

Lema 2.2.6. Sejam R e R" como mencionados acima. Se
(R,d) € B ¢ Py(R) # 0, entdo (R d) € B e Py(R™) # 0.

Prova. A prova é semelhante a prova do Lema 2.1.11. m
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Proposicao 2.2.7. Sejam R um anel e M um ideal R-disjunto
tal que R[x;d]/M € simples com identidade, onde d é uma deriva-
¢ao de R. Entao Py(R) # (0).

Prova. Seja L um ideal d-primo nao-nulo de R. Entao M +
Llz;d] = R. Logo, pelo Lema 2.4 de [4], Piy(R) # (0). n

Estamos em condicoes de provar o teorema a seguir que ge-
neraliza o resultado de [21, Corollary 2] para os casos em que R
¢ um anel comutativo ou R é uma Q-algebra. Até este momento
nao foi possivel responder a condicao suficiente do Teorema 2.2.8,

para o caso em que R tenha caracteristica nao nula.

Teorema 2.2.8. Seja d uma derivacao nao nula de R. Supo-
nhamos que (R,d) € B, Py(R) # (0) e que d satisfaz uma das

sequintes propriedades:

(i) d(q) = aq — qa,para todo q € Qq(R), se charR = 0.
m—1 )
(ii) Existem c; € Cy(R) tais que (d*"+ Y ¢;d”" é uma derivagdo
i=0
interna em Qq(R) adjuntado a um elemento a € Q4(R),

onde d(a) =0, se charR = p # 0.

Entao, R|x;d| possui um ideal R-disjunto nao-nulo M, tal que
Rlz;d]/M € simples com identidade e Rlx;d|z € M.

Além disso, se R ¢ uma Q-algebra ou um anel comutativo,
entao a reciproca € verdadeira, i.e., se R[x;d] possui um ideal
M tal que R[x;d]/M ¢é simples com identidade, R[x;dlx € M e
MNR =0, entao (R,d) € B, Py(R) # 0 e que d satisfaz uma

das propriedades (i) ou (ii) acima.
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Prova. Suponhamos que (R,d) € B, Py(R) # (0) e que d
satisfaca uma das propriedades mencionadas acima. Pelo Lema
2.2.6, (R d) € B e Py(R") # (0). Por [4, Proposition 1.2],
temos que se charR = p # 0, entdo z = 27" + ¢,_12? + ...+
cox —a € Z(Qq(R)[x;d]), ou se charR = (0), entdo z; =z —a €
Z(Qa(R)lx; d]).

Mostraremos que R [x; d], possui um ideal maximal R#-disjun-

to. De fato, consideramos h(z) = z se char R* = 0 ou h(x) = z
se charR* = p # 0. Seja I um d-ideal nao nulo de R* tal
que Iz, C R¥[x;d] se charR? = p # 0, ou Iz C R¥[z;d] se
char R* = 0. Como R* é um anel d-primo, entao INP;(R¥) # 0.
Sendo que (R*,d) € B, entdo existe 0 # b € I N Py(R*), um
elemento central nao-nulo tal que d(b) = 0. Consideremos o
polinémio I(z) = b*h(x) + 1. Nao é dificil ver que os coeficientes
de b?h(z) estao em Py(R*). O ideal gerado por I(x) é préprio
em R*[z;d], pois I(x) é central em R¥[x;d], e o coeficiente lider
de I(z) é regular em R¥.

Seja M um ideal maximal de R*|x;d] que contém [(x). Se
M N R#* # (0), entdo M N R* D Py(R*) e portanto, 1 € M.
Segue que M N R* = (0). Logo, * ¢ M. Usando o fato que
R[z;d]/M N R[x;d] é um ideal de R¥[z;d]/M, entdo R[x;d]/M N
R[z;d] = R¥[z;d]/M. Portanto, M N R[z;d] é um ideal com a
propriedade que R[x;d]/M N R[x;d] é simples com identidade e
¢ R-disjunto.

Reciprocamente, seja M um ideal R-disjunto de R|x; d] tal que

R[z;d]/M é simples com identidade. Entao a projegao canonica
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¢ : Rlz;d] — Rlz;d]/M é um homomorfismo d-préprio, como é
facil de verificar. Pela Proposicao 2.2.5, segue que (R, d) € B.
Além disso, como M é um ideal maximal R-disjunto de R[x;d],
entao, pela Proposicao 2.2.7, temos que P;(R) # (0). Pelas
Proposigoes 1.2.12 e 1.2.11, d satisfaz a propriedade (i) ou (ii),

conforme o caso. m

A seguinte proposicao é necessaria na prova do Corolario
2.2.10.

Proposigao 2.2.9. Seja ¢ : R[z;d] — T uwm homomorfismo so-
brejetor, onde T € um anel simples com identidade. Se R|x;d|x g

kerp e R é uma Q-dlgebra qualquer ou é um anel comutativo,
entao (R/kero N R,d) € B.

Prova. Claramente vemos que ker¢o N R é um d-ideal de
R. Assim, ¢ induz um homomorfismo d-préprio de (R/ ker ¢ N
R)[z;d] — T. Logo, pela proposigao 2.2.5, (R/RNker¢,d) € B.

Corolario 2.2.10. Seja R uma Q-dlgebra qualquer ou um anel

comutativo. Se R é um anel nil, entio R[x;d] é um anel radical

de Brown-McCoy.

Prova. Suponhamos que exista um homomorfismo sobrejetor
¢ : R[x;d] — T, onde T' é um anel simples com identidade.

Se R[x;d]z C ker ¢, entao ¢ induz um isomorfismo R/(ker oM
R) — T. Isto é uma contradicao, pois T tem identidade, e
R/ker p N R é um anel nil.

Se R[z;olx € ker ¢, entao pela Proposicao 2.2.9, existe um

ideal d-primo I de R tal que (R/I,d) € B. Portanto, R/I ¢ um
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anel nil que contém um elemento central cuja derivada é zero,
logo é regular, contradigdo. Assim, R[z;d] é um anel radical de

Brown-McCoy. m

Denotamos por B’ a seguinte classe de anéis com derivagoes:
Um par (R,d) € B, se R é um anel e d é uma derivacao de R
tal que (R,d) € B, Py(R) # (0), e d satisfaz uma das seguintes

propriedades:

(i) d(q) = aq — qa, para todo q € Q4(R), se charR = 0.
m—1 )
(ii) Existem ¢; € Cy(R) tais que d”” + 5 ¢;d”" é uma derivacao
i=0
interna em Q4(R) adjuntado a um elemento a € Qu(R),

onde d(a) =0, se charR =p # 0.

Dado um anel R com uma derivacao d, definimos S;(R) a
intersecgao de todos os d-ideais P de R, tais que (R/P,d) € B
Além disso, denotamos por Uy(R) a interseccao de todos os ideais

M de R tais que d(M) C M e R/M ¢ d-simples com identidade.

O proéximo resultado pode ser encontrado [12, Theorem 3.15].

Teorema 2.2.11. Para qualquer Q-dlgebra R com uma deri-
vagdo d, temos que Rx;d] € um anel simples com identidade
se, e somente se, R ¢ um anel d-simples com identidade, e d

nao € uma deriwacao interna de R.

Exemplo 2.2.12. Sejam K um corpo qualquer de caracteristica
zero, e 6 = d/dx a derivagdo usual de polinomios em K|x]. E
bem conhecido que Klz| é §-simples. Além disso, € claro que
d nao € uma derivagdo interna em K|x|. Entao, pelo Teorema

2.2.11, Klz|[y; 6] € claramente um anel simples com identidade.
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Logo, o radical de Brown-McCoy de K|x][y;6] € nulo e 6 ndo

satisfaz nenhuma das condig¢oes (i) ou (ii) mencionadas acima .

Estamos agora em condicoes de dar a descricao completa do
radical de Brown-McCoy de R[x;d], quando R é um anel comu-
tativo, ou R ¢é uma Q-algebra qualquer. Em [8], foi mostrado
que U(R[z;d]) = (U(R[x;d]) N R)[z;d]. Com o Teorema 2.2.8,

temos condigoes de descrever o ideal U(R[z;d]) N R.

Teorema 2.2.13. Se R ¢ uma Q-dlgebra qualquer ou R € um
anel comutativo, entio U(R|x;d]) = (Sq(R) NUg(R))[x; d].

Prova. Mostraremos que Sy(R)NUy(R) = U(R|z;d])NR). De
fato, seja I um d-ideal de R tal que R/I é um anel d-simples com
identidade. Entao I[z;d] é um ideal de R[x;d]. Assim, existe um
ideal préprio N de R|z;d] tal que é maximal no sentido de conter
I[z;d] e NN R = 1. E facil ver que R[z;d]/N é um anel simples
com identidade. Logo, U(R[x;d]) N R C Uy(R).

Além disso, seja J um d-ideal de R tal que (R/J,d) € B
Entao, pelo Teorema 2.2.8, existe um ideal M de (R/.J)[z;d]
tal que (R/.J)[z;d]/M é simples com identidade e M N R/J =
(0). Consideremos o isomorfismo canoénico ¢ : (R/J)[z;d] —
R[z;d)/J]x;d). Logo, Rlz;d)/M ~ (R/J)[x;d]/M, onde 9(M) =
M/ J|z;d] e portanto, M N R = J. Desta maneira, U(R|[z;d]) N
R CUy(R) N Sy(R).

Por outro lado, seja M um ideal de R[z;d] tal que R[x;d]/M
é simples com identidade e I = M N R. Temos dois casos a

considerar:

i) Se Rlz;d|x € M entao, pelo Teorema 2.2.8, (R/INR,d) €
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5.

ii) Se R[z;dlx C M, entdao R/I = R[x;d|/M e assim, R/I ¢é
um anel simples com identidade. Em particular, R/I é um anel
d-simples com identidade.

Portanto, Sy(R) N Uy(R) C U(Rz;d]) N R). Isto completa a

prova. n
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Capitulo 3

Ideais Principais em Skew Anel

de Polinomios

3.1 Extensoes de Ore

Nesta se¢ao estudamos condigbes para que um ideal em R|z; o, d]
seja principal, onde o é um automorfismo de R e d é uma o-
derivacao de R tal que do = od. R é sempre um anel primo com
unidade, salvo quando for explicitamente mencionado.

Um elemento nao-nulo a € R ¢é dito normal se aR = Ra.
Em particular, a definicio de um elemento normal em R|x; 0, d]

segue analogamente. Dizemos que um polindémio f € R|x;0,d|
normaliza Rse fR=Rf.

Definicao 3.1.1. Seja a um elemento nao-nulo de R. Dizemos
que o elemento a gera um (o, d)-ideal de R, se RaR € um (o, d)-
vdeal de R. Em particular, se além disto, a é um elemento

normal de R, entao aR é um (o,d)-ideal de R.

Proposicao 3.1.2. Sejam R um anel (o,d)-primo e a um e-

lemento normal que gera um (o,d)-ideal de R. Entdo a é um

40



elemento reqular.

Prova. Suponhamos que exista b € R tal que ab = 0. Como
a ¢ um elemento normal, segue que aRb = 0. Portanto, por
hipétese, b = 0. A prova de que a é regular a esquerda é analoga.

O préximo resultado generaliza [19, Lemma 3.5] e [11, Lemma

9.

Lema 3.1.3. Sejam R um anel nao necessariamente primo, f €
Rlz;0,d] um polinomio que normaliza R. Entao, existe h €
Rlz;0,d] tal que hf = 0 se, e somente se, existe um elemen-
to nao-nulo b € R tal que bf = 0.

Prova. Seja h € R[x;0,d] tal que hf =0, onde f = iaixi e
b,, € o coeficiente lider de h. Podemos escolher h de grau Zr?l?nimal
que satisfaca a propriedade mencionada. Entao ha,f = hfa,, =
0, para certo a/, € R. Desde que 6(ha,) < §(h), segue que ha, =
0. Logo, b,,a*"®)(a,) = 0, e temos que h(f — a,z") = 0. Sendo
que ha, 1f =hfal,_;=0ed(ha,—1) < d(h), segue que ha,_1 =
0. Prosseguindo com este raciocinio, concluimos que ha; = 0,
para todo i € {0,...,n}, donde segue que o) (b, )f = 0. A
reciproca é trivial. m

Sejam [ = iaixi um polinémio normal ndo-nulo de R[z; o, d],
I = Rlz;o, d]?oe fr o polinémio canoénico associado ao ideal
I. Lembramos que o polindmio f; é um polinomio normal de

Q[z; 0,d], onde Q) é o anel de quocientes a esquerda de Martindale
de R, e que I C fiQ[z;0,d] N Rlz;0,d]. Definimos C(f) =
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{ag,...;a,}, C(f) ' ={q€Q:qC(f) CR}eU=1{be R :
bfr € R[x;0,d]}.

E f4cil ver que U é um ideal de R. De fato, é claro que U é um
ideal a esquerda. Agora, sejam a € R e b € U. Entao, baf; =
bfro=°U)(a) e como bf; € Rlx;0,d] segue que baf; € R[z;0,d|.

A definigao seguinte estende as dadas em [11] e [19, Definition

1.3].

Definigao 3.1.4. Seja f = > a;x" um polinémio nao-nulo de
i=0

Rlz;0,d]. O polinémio f é dito de Sharma se f normaliza R,

e para cada b € R tal que ba; € a,R, para todo i € {0,...,n},

temos que b € a, R.

O proximo teorema generaliza os resultados de [219, Proposi-
tion 2.2] e [11, Proposition 4]. Ele fornece uma condigao necessaria
e suficiente para que um polindmio seja de Sharma, quando o
mesmo ¢é normal e seu coeficiente lider satisfaz uma condicao
adicional.

Sejam [ = Zn:aixi um polinémio normal ndo nulo de R|x; o, d,
onde a, ¢ umlzeolemento normal e o ideal por ele gerado ¢ um
(0,d)-ideal de R e f1 = ¢y + ... + ¢o_12" ' + 2" o polindémio

monico associado ao ideal I = R[z;0,d|f

Teorema 3.1.5. Com as notacoes acima, as sequintes afirmacoes
sao equivalentes:

i) f € um polinomio de Sharma,

i) C(f)™' =R,

ii1) U = a, R = Ra,,.
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Prova. Como a,, é regular e normal em R, entao f normaliza
R.

i) = i)

Seja q € @ tal que ¢C(f) C R. Entao, para todo i € {0, ...,n}
existe r; € R com a propriedade que ga; = r;. Ponhamos r,, = r.
Sendo que f é um polinomio de grau minimo em I, entao a, f =

fo"(ay). E facil verificar que

ra; = qanQ; =
— q(an(nﬁi)dn—i(a—n+i(an))+an_1( n—1 .)d”_l_i(a_"ﬂ(an))—{—...—{—

n—1—1
Qivo (2—52) d2(0'_n+i(CLn)) +aiig (24{1) dl (U—nﬂ'(an)) + ai(f_”+i(an)).

Como o/(a,) € a,R e d*(a,)R C a,R, para todo j € Z e
k > 0, entao

/ / /
ra; = qa,a; = Q(G%Tn + ap_1a,7,_1 + ... + a;a,7}) € Ra, = a,R.

Logo, r € a,R, pois f é um polinomio de Sharma. Assim, r =
ta,, para algum t € R. Como qa, = r, entao ¢ =t € R. Portanto,
C(f) " =R

Como a,f; € Rlz;0,d], entdo a, € U. Assim, a,R C U. Por
outro lado, para cada b € U, temos que bf; = bx™ + b, 12" ' +
... + by, onde bc; = b; para todo i € {0,...,n} e b, = b. Sendo
que a, ¢ um elemento normal de R, entao a, é invertivel em (@),
pelo Lema 1.1.3, onde () é o anel de quocientes a esquerda de
Martindale de R. Entao, ba,, La;, = ba,, La,c; = b; é valida em Q.
Logo, b € Ray,, pois ba,' € C(f)~' = R. Portanto, U = a, R.
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Seja b € R tal que ba; € a,R, para todo i € {0,...,n}. Sendo
que ba,c; = ba; € a,R e ba,c; = a,zc;, para algum z € R, segue
que a,zc; = a,s;, para s; € R. Assim, z¢; = s; € R e portanto,
zf1 € R[x;0,d]. Logo, z € a,R. Como ba,, = a,z, entdao b € a,R.

Portanto, f ¢ um polinomio de Sharma. m

Observagao 3.1.6. Seja R um anel d-primo (o-primo). Se
[ € Rlx;d] (f € Rx;0]), € tal que f é normal em R|z;d|
(em Rlx;0]), onde o seu coeficiente lider gera um d-ideal (o-
ideal) de R. Neste caso, consideremos o anel de d-quocientes
(o-quocientes) a esquerda de Martindale Qq(R) (Q,(R)) de R.
Entao as sequintes condicoes sao equivalentes:

i) f € um polinomio de Sharma,

i) C(f)™' =R,

ii1) U = a, R = Ra,.

A prova € andloga a prova do Teorema 5.1.5 para os dois

casos.

Sejam R um anel primo e I um ideal de R[x;0,d]. O fecho
[I] de I é definido como [I] = Q|z;0,d]|fr N Rlz;0,d], onde @
¢ o anel de quocientes a esquerda de Martindale de R e f; é o
polinomio canonico associado a I. Dizemos que [ é fechado se
Il =1.

O préximo teorema generaliza os resultados de [23, Theorem

2.1], [11, Theorem 5] e a condicao suficiente de [22, Theorem 1].

Teorema 3.1.7. Seja I um ideal R-disjunto de R[z;o,d]. Se
ewiste f € I tal que f é um polinomio normal de Sharma de

grau minimo em I, onde seu coeficiente lider gera um (o,d)-
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ideal de R, entao I ¢ um ideal principal, fechado e gerado por

f.

Prova. Sejam f = az" + ...+ a1z +ag, g € [I] e b o coeficiente
lider de g. Mostraremos que existe k € N tal que a*¢ = hf,
para algum h € Rz;0,d|. De fato, se 6(g) = 6(f), entdo ag —
fo=(b) € [I]. Como d(ag — fo™"(b)) < n, entdo ag = fo "(b)
e segue que ag = cf, para algum ¢ € R. Suponhamos por
inducao que seja valido para m > n e que 6(g) = m + 1. Seja
s =ag — fo "(b)z™ 17" € [I]. Sendo que §(s) < m + 1, entao
existe u € N tal que a"s = hyf, onde hy € R[x;0,d]. Assim,
a“lg —a*fo"(b)z™ ™" = hyf e portanto, a*"lg = hf, onde
h € R[x;0,d].

Mostraremos que [I] = I = R[z;0,d]f. E claro que R[z; 0, d]f C
I C [I]. Suponhamos que exista g € [I] tal que g ¢ R|x;0,d]f.
Pelo raciocinio acima, existe [ € N minimal tal que a'g = hf,
para algum h € R|x;0,d], e pela suposicao sobre g, temos que
[ > 0.

Denotamos R/aR = R;. Em Ri[z;0,d], temos que hf = 0,
onde h = h + aR[z;0,d] e f = f + aR[x;0,d], e além disso, f
normaliza R;. Se h = 0 entdo h = ap(z), para algum p(z) €

aR[r;0,d] C R[r;0,d). Portanto, a'lg = ap(x)f e dai, a'~lg

p(z)f e isto contradiz a minimalidade de [.

Logo, h # 0 e segue do Lema 3.1.3 que existe ¢ € R; nio-
nulo tal que ¢f = 0. Assim, ¢ € R\aR e ca; € aR para todo
i € {0,...n}, isto contradiz o fato de que f é um polinomio de
Sharma. Logo, nao existe g € [I] que nao esteja em R[z;0,d|f e

portanto, [/] = R[z;0,d]f = 1. n
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Observacao 3.1.8. O teorema acima é valido com o segquinte
enunciado: Seja I um ideal R-disjunto de R|z;d|. Se existe f € 1
tal que f € um polinomio normal de Sharma de grau minimo em
I, onde seu coeficiente lider gera um d-ideal de R, entdo I €
um ideal principal, fechado e gerado por f. E a prova deste fato
seque andloga a do teorema acima.

Além disso, se R um anel o-primo, o mesmo teorema € valido

com a mesmas tdéias da prova do Teorema 3.1.7, para o caso

Rz; o).

O préximo teorema é uma reciproca parcial do Teorema 3.1.7
e generaliza os resultados [22, Theorem 1], [11, Theorem 5| e [23,

Theorem 2.2].

Teorema 3.1.9. Sejam R um anel primo e I = Rlx;o0,d]f =
fR[z;0,d] um ideal principal e fechado, onde f é um polinomio

de grau minimo em I. Entao [ é um polinomio de Sharma.

Prova. Seja f = iaiaji. Mostramos que f normaliza R. De
fato, seja r € R tal 0211:12 rf = fg. Denotamos por b o coeficiente
lider de g. Suponhamos que d(g) > 1. E claro que 6(fb) < 6(f).
Assim, fb = 0. Como fRx;o,dlb = R[x;0,d]fb = 0, entao
b =0, pois R[z;0,d] é um anel primo pelo Teorema 4.4 de [13].
Logo, §(g) = 0 e dai, f normaliza R.

Agora, suponhamos que exista t ¢ a,R tal que ta; € a,R,
para todo i € {0,....,n}. Seja a = a,'t € Q. Nao ¢ dificil ver
que o ¢ R e aa; € R parai € {0,...,n}. Entao g(z) = af(x) €
R|x;0,d] e desta maneira, g(z) € J N R[z;0,d] = I, onde J é
um ideal de Q[z;0,d] tal que JN R[x;0,d] = I (o ideal J existe,
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pois I é um ideal fechado). Assim, g(x) € R[x;o0,d]f e logo,
a € R, contradi¢ao. Portanto, f é um polinomio de Sharma de

grau minimo em /. m

Observacao 3.1.10. O teorema acima € valido, se R € um anel

d-primo (o-primo) para os casos R[x;d] (R[z;0]).

O proximo corolario fornece uma condi¢ao necessaria e sufi-
ciente para que um ideal I em R[x;0,d] seja principal, quando
o(I) =1 e R[x;0,d] satisfaz ACC sobre ideais bilaterais.

Corolario 3.1.11. Sejam R um anel primo, tal que R|x;o,d]
satisfaz ACC sobre ideais bilaterais e I um ideal R-disjunto nao-
nulo de R[x;0,d], tal que o(I) = 1. Entao I € fechado e gerado
por um polinomio de grau minimo se, e somente se, I contém

um polinomio normal de Sharma de grau minimo.

Prova. Seja f = iaixi € I, um polindémio normal de Sharma
de grau minimo err;:? . Mostraremos que J = R[x;o0,d|f é um
o-ideal de R[x;0,d]. De fato, temos que xf = o(f)x + d(f) €
Rlz;o,d]f. Assim, o(a,) = ra,, para algum r € R. Como f é um
polinémio de grau minimo em [ e o(f) € I, entdao o(f)—rf = 0.
Logo, d(f) € J.

E claro que temos a cadeia de ideais J C o 1(J) C ... e,
usando o fato de que R[z;o,d] satisfaz ACC sobre ideais bila-
terais, temos que o(J) = J. Assim, a, R é um (o, d)-ideal de R e
portanto, temos as hipdteses do Teorema 3.1.7 satisfeitas.

Para obter a reciproca, basta usar o Teorema 3.1.9. n

Corolario 3.1.12. Sejam R um anel o-primo, onde o é um

automorfismo de R, e I um ideal R-disjunto de R[x;o] que €
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reqular modulo x. Entao I é um ideal principal, fechado e gerado
por um polinomio normal de grau minimo se, e somente se, I

contém um polinomio normal de Sharma de grau minimo.

Prova. Suponhamos que exista um polinomio normal de Shar-
ma de grau minimo f = iaixi € I. Com o mesmo raciocinio
do corolario anterior podezrznoos provar que f normaliza R, entao
a, ¢ um elemento normal de R. E claro que z ¢ I. Mostramos
que a,R é um o-ideal de R. De fato, sendo que xf = o(f)x €
Rlz;o|f, entdo o(f) € R[z;0]f. Logo, o(a,) = a,r, para algum
r € R. Assim, o(f)—fo™"(r) = 0, pois f é um polinomio de grau
minimo em I. Além disso, o (f) = fr € R[z;0|f C R{x;0)f,
onde R(z;0) denota o anel de skew polinémios de Laurent. Isto
implica que o 1(f) € R{x;0) fNR[x; 0] = R|x;0]f, pois o termo
constante de f nao é nulo. Logo, Ra, é um o-ideal de R. Assim,
pela Observagao 3.1.8, temos que I = R[z;o|f e I é um ideal
fechado.

A reciproca segue da Observacao 3.1.10. m

Corolario 3.1.13. Sejam R um anel d-primo, onde d € uma
derivacdo de R, e I um ideal R-disjunto de R|x;d]. Entao I €
um ideal fechado e principal gerado por um polinomio normal de
grau. minimo se, e somente se, I contém um polinomio normal
de Sharma de grau minimo.

Prova. Seja f = iaixi € I um polindémio normal de Sharma

1=0
de grau minimo em /. Afirmamos que f normaliza R. De fato,

sejar € R, entdorf = fh. Sed(h) > 0, entao 6(fb) < 6(f), onde
b é o coeficiente lider de h. Assim, fb = 0 e dai, fR[z;d]b = 0.
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Pelo Teorema 4.4 de [19], R[z;d] é um anel primo, entao b =
0. Logo, 6(h) = 0. Sendo que J = R[z;d]f é um ideal e f
normaliza R, entao a,R é um d-ideal nao-nulo de R. Portanto,
pela Observacao 3.1.8, temos que I é um ideal fechado e I =
Rlx;d]f.

A reciproca segue da Observacao 3.1.10. m

Exemplo 3.1.14. Nem todo ideal principal contém um polinomio
de Sharma. Sejam R um dominio comutativo e a € R um ele-
mento nao-nulo e nao invertivel de R. Consideramos o polinomzio
f(z) =a(x+ 1) € R[z]. Assim, J = fR[z]| € um ideal principal.

Mostramos que J nao € um ideal fechado. De fato, temos que
[J] = R[z](z + 1) = K[z](z + 1) N R[x],

onde K € o corpo de fracoes de R. Logo, pelo Teorema 3.1.7,
quando 0 = id e d = 0, J nao contém mnenhum polinomio de
Sharma. Notamos que f = ax + a nao é um polinomio de Shar-

ma, pois temos que 1 € R e la € R, mas 1 ¢ aR.

3.2 Ideais Principais em anéis que tem

condicao de fatoracao unica

Nesta secao, estudamos condicoes para que um ideal seja princi-

pal quando o anel tem a propriedade de fatoracao tnica.

Definicao 3.2.1. Sejam d uma derivacao de R e p um elemento
nao-nulo de R. Dizemos que p ¢ um elemento d-primo de R se

p € um elemento normal e pR é um ideal d-primo.
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A seguinte defini¢ao é baseada em [2].

Definicao 3.2.2. Um anel R € dito um anel de d-fatoracao unica
(d-UFR), se R é um anel d-primo e todo ideal d-primo nao-nulo

I de R contém um elemento d-primo.

Proposicao 3.2.3. Seja R um anel d-UFR. Entao todo d-ideal

nao-nulo I de R contém um produto de elementos d-primos.

Prova. Suponhamos que exista um d-ideal nao nulo I de R que
nao contenha um produto de elementos d-primos. Seja Q@ = { I:
I é um d-ideal de R que nao contém um produto de elementos
d-primos}. Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal
J € Q). Nao é dificil ver que J é um ideal d-primo e isto contradiz
o fato de que R ser um anel d-UFR, pois J nao contém elementos

d-primos. n

Definicao 3.2.4. Sejam o um automorfismo de R e p um e-
lemento nao-nulo de R. Dizemos que p é um elemento o-primo

se p € um elemento normal e pR € um ideal o-primo.

Sejam R um anel o-primo (d-primo) e Q,(R) (Q4(R)) o anel
de o-quocientes (d-quocientes) a esquerda de Marindale de R. E
bem conhecido o fato que o automorfismo o ( a derivagao d) é

estendido (é estendida) unicamente ao anel Q,(R) (Qq(R)).

Lema 3.2.5. Sejam R um anel d-primo (c-primo) e p, q el-
ementos d-primos (o-primos) de R. Entao existe ¢ € R um

elemento d-primo (o-primo), onde pqg = ¢'p.

Prova. Primeiramente, suponhamos que p e ¢ sao elementos

d-primos de R e mostremos que ¢’ é um elemento d-primo, onde

20



pqg = ¢'p. Como pR é um d-ideal de R e R é um anel d-primo,
entao p é um elemento regular de R. Desta maneira, existe um
isomorfismo ¢, : R — R definido por ¢,(r)p = pr. Nao é dificil
ver que ¢ R = Rq'.

Como d(p)R C Rp e d(q)R C Rq, entdo d(p) = rp e d(q) =
r1q, para alguns r,r; € R. Sendo que d(pq) = d(¢'p), segue que

d(q')p + ¢'d(p) = d(p)q + pd(q). Assim,

d(q')p = d(p)q + pd(q) — ¢'d(p) = rpq + prig — ¢'rp =
rq'p+r2q'p — q'rp,
pois p é um elemento normal de R. Usando o fato que p é um
elemento regular em R e ¢’ é um elemento normal de R, temos
que d(¢') € ¢ R = Rq'.

Agora, verificamos que se I é um d-ideal de R, entao ¢,(I) é
um d-ideal de R. Para mostrarmos este fato, vamos analisar a
aplicagao o, em Qq(R). Neste caso, temos que ¢,(r) = prp*,
pois p é invertivel em @Q4(R), pelo Lema 1.1.7. Nao ¢é dificil
ver que 0 = d(pp™t) = d(p)p~! + pd(p~!), pois d se estende ao
anel Qq(R). Logo, d(p~™') = —p~ld(p)p~!. Assim, dado i € I e
d(p) = rp, para algum r € R, temos que

d(pp(i)) = d(pip™) = d(p)ip~" + pd(i)p~" + pid(p~') =
rpip~ ! + pd(i)p~t — pip~tr € p,(1).
Portanto, é facil verificar que Rq’ é um d-ideal d-primo.
Sejam p, ¢ elementos o-primos e ¢’ é tal que pg = ¢p. Para

mostrarmos que ¢’ é um elemento o-primo, o procedimento é

analogo ao feito acima. m

A seguinte defini¢ao é baseada em [2].
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Definicao 3.2.6. Um anel R é dito um anel de o-fatoracao unica
(0-UFR), se R é um anel o-primo, e todo ideal o-primo nao-nulo

I de R contém um elemento o-primo.

Proposicao 3.2.7. Seja R um anel o-UFR. Entao todo o-ideal

nao-nulo I de R contém um produto de elementos o-primos.

Prova. A prova é analoga a prova da Proposicao 3.2.3. n

Estamos em codicoes de provarmos o primeiro teorema prin-

cipal desta secao.

Teorema 3.2.8. Seja R um anel o-UFR. Entao todo ideal fecha-
do de R[x;o] € gerado por um polinomio de Sharma de grau

minimo.
Prova. Seja I um ideal fechado de R[z;c]. Entao,
I'= Qo (R)[x;0]fr N Rlz; 0]

E claro que U = {a € R : af; € R[z; 0]} é um o-ideal nio-nulo de
R. Pela Proposicao 3.2.7, existe a € U tal que a = p;...p,, onde
p; é um elemento o-primo de R, parai € {1,...,r}. Suponhamos
que 7 seja o minimo com esta propriedade. Podemos escrever
f=aff =ar" +a, 12" '+ ... +ag € I. E claro que a é um
elemento normal de R e Ra é um o-ideal de R. Sendo que f é um
polinomio de grau minimo em I, segue que rf = fo " (r’), onde
ra = ar’. Assim, f normaliza R. Nao é dificil ver que xf = sfx,
para algum s € R. Entao f é um polinomio normal.
Afirmamos que para todo j € {1, ...,7} existe i € {0, ...,n—1}
tal que a; ¢ p;R. De fato, pelo Lema 3.2.5, podemos reordenar

os pis e, sem perda de generalidade, mostramos que ¢ valido para
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p1. Suponhamos que para todo i € {0,...,n—1}, a; € p;R. Desta
maneira, existe r; tal que a; = pr; para todo i € {0,...,n — 1}.

Logo,

p1p2--pr f1 = p1((pa...pr)x™ + oo+ 1 + .+ 1p).

Como R[z; o] é um anel primo e p; é um elemento normal, entao
po...prf1 € R[z;0], 0 que implica py...p, € U, e isto contradiz a
minimalidade de 7.

Para finalizar a prova, mostramos que f é um polinémio
de Sharma. De fato, seja b € U tal que bff = g € I. Pe-
lo Lema 1.1.6, a é invertivel em Q,(R). Assim, ¢ = bfraa™"
em Q,(R)[z;0], o que implica ga = bf. Logo, para todo i €
{0,...,n} existe s; € R tal que s;p1...p, = ba; e portanto, ba; €
Rpi. Desde que os coeficientes de f; sao normais e a é um e-
lemento normal de R, entdo a; para i € {0,..,n} é um ele-
mento normal de R. Como existe k& € {0,...,n — 1} tal que
ar ¢ p1R, e ar é normal em R e p;R é um ideal o-primo, segue
que b € p1R. Desta maneira, by f = ps..p.g’, pois b = p1by, para
algum by € R e pibif = bf = ga = p1..p.g’, com ¢ € R[zx;0].

Logo, bia; = ps...p,7;. Indutivamente, obtemos que b; € Rp; 1.
Assim, b = p1by = pipabs = ... = p1...p:b11 € aR, e segue que,
U C aR. E claro que aR C U. Logo, pela Observacao 3.1.6, f é

um polindmio Sharma de grau minimo em /. n

Estamos em condigoes de provarmos o seguinte teorema.

Teorema 3.2.9. Sejam R um anel d-UFR, onde d é uma deri-
vagao de R e I um ideal fechado de R[z;d|. Entdo I € gerado

por um polinomio de Sharma de grau minimo.
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Prova. Seja I um ideal fechado de R[z;d]. Entao
I' = Q4(R)[x;d]fi N Rlz; d].

E claro que U = {a € R : af; € R[z;d]} é um d-ideal nao-nulo de
R. Pela Proposicao 3.2.3, existe a € U tal que a = p;...p,, onde
pi; 6 um elemento d-primo de R, para i € {1,...,n}. Suponhamos
que 7 seja o minimo com esta propriedade. Podemos escrever
f = fra =ar"+a,12" '+ ... +a € I E claro que a é
um elemento normal de R, e Ra é um d-ideal de R. Sendo que
f é um polinémio de grau minimo em I, segue que rf = fr’,

onde ra = ar’.

Assim, f normaliza R. Nao ¢ dificil ver que
xf = f(x 4+ r), para algum r € R. Logo, f é um polinémio
normal de R.

Mostraremos que para todo j € {1,...,r} existe 1 € {0,..,n —
1} tal que a; ¢ p;R. De fato, pelo Lema 3.2.5, podemos reordenar
os pis e, sem perda de generalidade, mostrando que ¢ valido para
p1. Suponhamos que para todo i € {0,...,n—1}, a; € p1R. Desta
maneira, existe r; tal que a; = pyr;, para todo i € {0,...,n — 1}.

Assim,

p1p2-rf1 = p1((P2---pr)T" + oo + 112 + 1),

Como R[z;d] é um anel primo e p; é normal, entdo ps...p, f; €
R[z;d], o que implica ps...p, € U, e isto contradiz a minimalidade
de .

Para finalizar a prova, mostraremos que f é um polinémio
de Sharma. De fato, pela Proposicao 1.1.7, a é invertivel em
Qu(R). Seja b € U tal que bf; = g € I. Assim, g = bfraa™! em
Qa4(R)[x; d], o que implica ga = bf. Logo, para todoi € {0, ...,n}
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existe s; tal que s;p1...p, = ba; e portanto, ba; € Rp;, para to-
do i € {0,....,n}. Como bfr = bafir = barf; = bsf, onde
ar = sa, entio b(a;r + a1 () d(r) + a1 (") AT ) +
an(,".)d"(r)) = bsa;, para todo i € {0, ...,n}. Desta maneira,
temos que bsa; € Rpy, pois ba; € Rpy, para todo i € {0, ...,n}.
Desde que ¢ : R — R definido por ¢(r)a = ar é um automor-
fismo de R, pois a é um elemento normal e regular em R, entao
bRa; C Rpi, para todo i. Como existe i € {0,...,n — 1} tal que
a; ¢ Rp; e p;R é um ideal d-primo, segue que b € Rp;. Assim,
b = p1by, para algum by € R, e p1bif = bf = ga = p1..p,g' com
g € Rlx;d]. Logo, bif = p2...p,g’ e segue que ba; = po...p,7%.
Indutivamente, obtemos que b; € Rp;y1. Assim, b = piby =
p1p2be = ... = p1...pybr11 € aR, e segue que U C aR. E claro que
aR C U. Portanto, pela Observacao 3.1.6, f é um polinomio de

Sharma de grau minimo em /. m
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Capitulo 4

Centroides Estendidos em Skew

Anel de Polinomios

Neste capitulo R é um anel com unidade, d uma derivagao de
R e 0 um automorfismo de R. Iremos estudar centréides esten-
didos de imagens homomorficas de skew anel de polinomios do
tipo R[x; o] (R[z;d]) por ideais primos. Quando o ideal primo
¢ o ideal nulo, este caso ja estd completamente estudado por
Matczuck, ver [16, Theorem 3.3], e se o ideal primo contém x é
trivial. Assim, faremos o estudo de centrdides estendidos de i-
magens homomorficas de skew anel de polinémios do tipo R[z; o]

(R[x;d]) por ideais primos R-disjuntos e que nao contém z.

4.1 Skew Anel de Polindmios de Tipo Auto-

morfismo
Neste paragrafo, R ¢ um anel o-primo com unidade, onde ¢ é um
automorfismo de R, Q,(R) o anel de o-quocientes a esquerda de

Martindale de R, J é um ideal primo de R[r;o] tal que x ¢ J
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e JNR = (0). Como J ¢ um ideal fechado, entdo usando a
Proposi¢ao 1.2.9, temos que J = f;Q,(R)[z;0] N R[x;0].

ideal f;Q,[z;0] serd denotado por J*. Se o grau de f; é um,
entao Q,(R)[x;o]/J* é isomorfo a Q,(R) e assim, assumimos
que o grau de f; seja maior que um. Além disso, é claro que

temos as inclusoes

R — Rlz;0]/J, Rlz;0]/J — Qlz;0]/J" ¢
Qo(R) — Qs (R)[z;0]/J".

Considerando estas inclusdes, os elementos de f € Rlx;o]/J
podem ser escritos na seguinte forma f = f + J, para algum
polinomio f € Q,(R)[x; 0] e com estas identificagoes assumimos,
sem perda de generalidade, que cada elemento 7 = r 4+ J* (§ =
q+ J*), onde r € R (¢ € Q,(R)), serd escrito simplesmente
por r (respectivamente ¢). Estudamos o centréide estendido de

R[z;0]/J, usando os métodos de [16].

Observacao 4.1.1. Escrevamos f; = 2" + ¢,_12" ' + ... + co.
Assim, todo elemento de Qq(R)[z;0]/J* pode ser escrito de
n—1 )
maneira unica na forma Y ay’ com a; € Qu(R) ey =z + J*.
i=0
Se R é um anel primo, () o anel de quocientes a esquerda de
Martindale de R e C o centréide estendido de R, o fecho central

RC de R é o anel RC = {chz, onder; € Rec; € C}. O

seguinte lema generaliza [16 Lemma 1.3].

Lema 4.1.2. Seja v um elemento nao-nulo no fecho central de
Qs (R)|x;0)/J".
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Se existe um o-ideal I nao-nulo de R, tal que Iv = 0, entao

v=0.
Prova. Seja K um ideal nao-nulo de Q,(R)[z;c]/J* tal que
Kv C Q,(R)[z;0]/J".

Afirmaremos que I(Kv) = 0. De fato, dado w € Kwv, temos

n—1 )

que w = kv, para algum k € K, e podemos escrever w = Y _ q;y’,
i=0

onde ¢; € Q,(R). Pelo Lema 1.1.5, existe um o-ideal nao-nulo L

de R tal que Lk C Rlx;0]/J e L(kv) C R[x;0]/J. Assim, para
todoi € I e j € L nao é dificil ver que i(jk)v = (ij)kv = 0.
Logo, ¢; = 0. Portanto, Kv = 0, o que implica v = 0. ]

Como J é um ideal R-disjunto de R[x; o], entao por [3, Lemma
2.1], temos que 0" (b)f; = fsb, para todo b € Q,(R), e o(f;) =
fr. E claro que o termo constante de f7 nao é nulo. Assim,
o" é um automorfismo interno de @Q,(R) determinado por um
elemento o-invariante, isto é, existe ¢ € Q,(R), onde o(c) = ¢,
tal que 0"™(q) = ¢ tqc, para todo ¢ € Q,(R).

Denotamos por C,(R) = {c € Z(Q,(R)) : o(c) = ¢} o
o-centréide estendido de R. Por [3, Lemma 1.3], temos que
Z(Q,(R)[x;0]) = C,(R)[z], onde z = bx™ e m é o menor in-
teiro tal que ¢ é um automorfismo interno determinado por

um elemento o-invariante b € Q,(R).

O lema abaixo caracteriza o centro de Q,(R)[x; 0]/ J*.

Lema 4.1.3. O centro de Q,(R)[xz;0]/J* € igual a Cy(R)[by™],
onde m e b sao como acima, ou o centro de Q,(R)[x;0]/J* €
igual a Cy(R).
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Prova. Sejam m e b como mencionados anteriormente. E
claro que m < n.
n—1

Seja f = > qy' € Z(Q,(R)[x;0]/J*. Nao é dificil de ver que
i=0

n—1

;)(J(qi)—qi)y”l = 0. Como z ¢ J* ¢ J* é um ideal primo, entao
E(J(qi)—qi)yi = 0. Logo, 0(¢;) = ¢;, paratodoi € {0,...,n—1}.
Z:OAIém disso, dado ¢ € Q,(R), temos que fqg—qf = 0. Entao, é
claro que qg; = q;0'(q), para todo q € Q,(R). Sendo ¢; nao-nulo,
entdo ¢; é invertivel em Q,(R) e o’ é um automorfismo interno
determinado por ¢;. Logo, se m = n, temos que ¢; = 0, para todo
i>1leq € Z(Q,(R)). Portanto, Z(Q,(R)[z;0]) = Cy(R).
Suponhamos agora que m < n. Consideremos o polinomio
F = Saw € 2(Q.(R)w;0]/J7), com ai € Qu(R). Podemos
= _ n—1
escrever f :Z a;x' + J* e denotamos g = Z a;x"'. Mostraremos
que o(a;) :ng e qa; = a;0'(q) para todzozoq € Q,(R). Logo,
9 € Z(Qs(R)|x;0]) = Co(R)[ba™]. Como

f=m(g) € m(C;(R)[bx™]) = C(R)[by™],

onde 7 : Q,(R)[z;0] — Q(R)[x;0]/J* é a projegdo canonica.
Logo, Z(Q,(R)[z;0]/J*) C C,(R)[by™].

Por outro lado, é claro que
m(Co(R)[b2™]) = Co(R)[by™] € Z(Qo(R)[w; 0]/ J7). .

Observacao 4.1.4. E claro que o pode ser estendido nao so a
um automorfismo de C(R[x;c]/J) como também ao fecho central

do mesmo.
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Para cada s € C(R[z;0]/J), temos que sy = ys. Pelo Lema
1.1.5, existe um ideal nao-nulo K de R[x;0]/J tal que Ks C
R[z;0]/J. Seja h € K. Entao o(s)o(h)y = ysh = syh = so(h)y
e segue que (so(h) — o(s)o(h)) = 0, pois x ¢ J. Assim, (s —
o(s))o(K) = 0. Logo, o(s) = s.

Agora, estamos em condicoes de provar o principal resultado

desta secao.

Teorema 4.1.5. C(R[x;0]/J) €igual a Z = Z(Qq(R)[x;0]/J"),
onde Z = Cy(R)[by™] sem <n ou a Z =Cy(R) sem=n .

Prova. Seja ¢ € C(R|x;0]/J). Pelo Lema 1.1.2, existe um
ideal nao-nulo I de R[x;0]/J tal que Ic C R[x;0]/J. Assim, e-

xiste 0 # r € R tal que rc = nz_:l riy', onde r; € R. Consideremos
= ,

o conjunto J = {a € R:ac =) s;y', s; € R}. Temos que J

¢ um o-ideal nao nulo de R, polizoa(c) = ¢. Para cada a € J,

podemos escrever ac = nil s;y'. Entao «; : J — R definida por

a;(a) = s; para i € {Oi:.f).,n — 1}, é um homomorfismo (bem

definido) de R-mdédulo a esquerda. Logo, existem ¢,_1,...,q0 €
n—1

Q. (R) tais que a;(a) = agq; = s;. Assim, ac = a(>_ ¢;y') e segue
1=0

que J(c — Z qy') = 0. Portanto, ¢ = Z @y € Qylx; o]/ J*.
Desta manelra nao é dificil de ver que ¢ € OZ(Qg( R)[z;0]/J").
Por outro lado, seja z € Z(Q,(R)[x;0]/J*). Existe um o-
ideal nao nulo K de R tal que Kz C R[z;0]/J. Nao é dificil
ver que a aplicacéo B (R [:L‘ o|/J)K(R [x'a]/J) — Rlz;0]/J
definida por ﬁ(z fikig:) = ZfZ iz = Zfzk 2g;, onde f; €
Rlz;0]/J, g c R[:E al/J e k € K, é um homomorﬁsmo de
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(R[z; 0], R|x; o])-bimédulos. Logo, existe ¢ € C(R[z;0]/J) tal
que B(f) = fe = f» onde f € (Rlz;0)/J)K(Rlz;0]/J). Fm
particular, K(z — ¢) = 0. Portanto, pelo Lema 4.1.2, temos que

z=c € C(R[x;0]/J). Isto completa a prova. m

4.2 Skew Anel de Polindmios de

Tipo Derivacao

Nesta secao, R ¢ um anel d-primo com unidade, onde d é uma
derivacao de R, Q4(R) o anel de d-quocientes a esquerda de
Martindale de R, e J é um ideal primo de R[z;d] tal que = ¢ J
e JNR=(0).

Pela Proposigao 1.2.12, podemos escrever J = f;Qq(R)[x; d]N
R[z;d], onde f; = 2" +c, 12" +...+cg, com ¢; € Qu(R). Assim,

todo elemento de Q4(R)[z;d]/f;Qq(R)[x;d] pode ser escrito de
n—1

maneira dnica na forma > a;3' onde a; € Qu(R) e y = x +
frQa(R)[x;d]. A partir delzgggora, denotamos f;Q4(R)[z;d] por
J* e assumimos que 6(f;) > 1, pois caso contrario teriamos
Q4(R)[x;d]/J* isomorfo a Q4(R), e este caso é trivial. Além

disso, ¢é claro que temos as inclusoes

R — Rlz;d]/J, R[z;d]/J — Qq[z;d]/J" e
Qa(R) — Qu(R)z;d]/J".
Considerando estas inclusoes, os elementos de f € R[x;d]/.J po-

dem ser escritos na forma f = f+.J* onde f € Qq(R)[x;d] e com

estas identificagoes, assumimos sem perda de generalidade, que
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cada elemento 7 =r+ J* (=q+ J*),onde r € R (¢ € Qu(R)),
serd escrito simplesmente por 7 (respectivamente q).

Estudamos o centréide estendido de R[z;d]/J, usando os mes-
mos metodos da secao anterior.

O seguinte lema generaliza [16, Lemma 1.3].

Lema 4.2.1. Seja v um elemento nao nulo no fecho central de
Qlx; d]/J*. Se existe um d-ideal nao nulo I de R, tal que [v = 0,

entao v = 0.

Prova. A prova é semelhante & prova do Lema 4.1.2. m

n—1

Lema 4.2.2. Seja f = > a;y' € Z(Qq(R)[x;d]/J*). Entaod(f) =
i=0

0, ou seja d(a;) = 0, para todo i € {0,..,n — 1}.

n—1 - n—1 ]
Prova. Por hipétese, fy = yf. Assim, > d(a;)y'+ > a;y"™t =
i=0 i=0
n—1 )
> a;y"t. Logo, d(f) = 0 edai, d(a;) = 0, paratodoi € {0,..,n—
i=0
1}. m

Seja Cg(R) = {c € Z(Q4(R)) : d(c) = 0} o d-centrdide esten-
dido de R e Z = Z(Qq(R)[x;d]). Pela Proposi¢ao 1.2.12; temos

que Z = Cy(R)[z] satisfaz uma das seguintes condigoes:

(i) z=x—a, se charR=0 e d(q) =aq— qa.

m—1 _
(i) Existem ¢; € Cy(R) tais que z = 2" + > cia? —a, se
i=0
m—1 .
charR = p # 0, onded(a) =0 e d" + Y ¢d’(q) =
i=0

aq — qa.

O lema abaixo determina o centro do anel Qu(R)|[x;d]/J*.
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Lema 4.2.3. Uma das sequintes condigoes é valida:
i) Se charR = 0, entio Z = Cy(R)[w], onde w =y —a e

d(q) = aq — qa, para todo q € Qu(R).
ii) Se charR = p # 0, entao Z = Cy(R), se §(z) = n, onde

z € como acima, ou Z = Cy(R)[w] se §(z) < n, onde w =
m—1 ) m—1 ,

Yy + 3 iy —a comc; € Cy(R), d(a) =0 ed” + Y ¢d”(q) =
i=0 i=0

aq — qc;, para todo q € Qq(R)

Prova. i) Seja f = nz_:laiyi € Z(Qq(R)[x;d]/J*), com a; €

i=0
n—1
Qq(R). Podemos escrever f=> a;x' + J*, a; € Qq(R) e de-
i=0
n—1
notamos ¢ = Y. a;z'. Como fq = qf para todo ¢ € Q4(R),

entdo gq = qgi,:;))ara todo ¢ € Q4(R) e usando o Lema 4.2.2
temos que g = nilaia:i ¢ um elemento central de Qq(R)[z;d].
O centro de Qd(i}?))[x;d] é Cy(R)|z], onde z = z —a e d(q) =
aq — qa, para todo ¢ € Qq(R). Assim, g € Cy(R)[z]. Co-
mo f = w(g) € w(Cy(R)[z]) = Cy(R)[w], onde w = y —a e
7 Qi(R)[z;d] — Qu(R)[x;d]/J* é a projegdo canodnica, segue
que, Z(Qq(R)[x;d]/J*) C Cy(R)[w].

Por outro lado, é claro que
m(Ca(R)[z]) = Ca(R)[w] € Z(Qa(R)[x;d]/J").

ii)Suponhamos que charR = p # 0. Seja f = nz:lqiyi €
i=0
Z(Qu(R)[x; d]/J*). Mas, Z(Qu(R)[z;d]) = Ca(R)[], onde = =

m—1 . m—1 )
2"+ 37 cip —acom ¢; € Cy(R), d(a) =0ed” + Y. ¢d”(q) =
i=0 i=0
n—1 )
aq—qa, para todo ¢ € Q4(R). Podemos escrever f = > qz'+J*.
i=0
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Como fq=qf ed(f) =0, entdo g = Til gir' € Z(Qa(R)[z;d]).
Suponhamos §(z) = n. Como g € C’d(RZ):[Oz] e d(g) =n—1, entao
a; = 0, para i € {1,....n — 1}. Logo, f = ag € Z(Qu(R)) e
portanto, Z(Qq(R)[x;d]/J*) = Cyq(R).

Se 0(z) < m, basta proceder como no item (i). m

Observacao 4.2.4. E claro que d pode ser estendida nao so a
uma derivagao de Q(R[z;d]/J) e também ao fecho central do

mesmo.

Seja s € C(R|z;d]/J). Entao existe um ideal nao nulo K de
R[x;d]/J tal que Ks C R[x;d]/J. Seja f € K. Nao ¢ dificil ver
que yfs = fsy+d(fs) = fys+d(fs), equeyfs= fys+d(f)s.
Assim, d(fs) = d(f)s. Desde que d(fs) = d(f)s+ fd(s), entao
fd(s) = 0. Portanto, temos que d(s) = 0.

Estamos em condicoes de provar o teorema principal desta

secao.

Teorema 4.2.5. Uma das sequintes condicoes € vdlida:

i) C(Rlz;d]/J) = Z(Qa(R)[x;d]/J*) = Cy(R)[w], onde w =
y —a, se charR = 0.

i) C(Rlw;d]/J) = Z(Qa(R)[x;d]) = C4(R), se d(z) = n ou
C(R[z;d]/J) = Z(Qa(R)[z;d]) = Ca(R)[w], se d(z) < n, onde
z =P + Z:i_l cixpi —aew=y" + Z:i_l ciypi —a, com c; €
Ca(R) e d(as_i 0. =

Prova. Seja ¢ € C(R[z;d]/J). Pelo Lema 1.1.2, existe um
ideal nao-nulo I de R|x;d]/J tal que Ic¢ C R[x;d]/J. Assim, e-
xiste 0 # r € R tal que rc = g:: riy', onde r; € R. Consideremos
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n—1

o conjunto J = {a € R:ac= ) s;y', s; € R}. Temos que J

i=0

¢ um d-ideal nao nulo de R, pois d(c) = 0. Para cada a € J,
n—1 ,

podemos escrever ac = > s;4'. Entao «; : J — R definida por

i=0
a;(a) = s; para i € {0,...,n — 1}, é um homomorfismo (bem

definido) de R-médulo a esquerda. Logo, existem g,_1,...,qy €

n—1 )
Q4(R) tais que o;(a) = agq; = s;. Assim, ac = a( D> q;y") e segue
i=0
n—1 ) n—1 ,
que J(c — > qy') = 0. Portanto, ¢ = > qy' € Qqlx;d]/J*.
i=0 i=0

Desta maneira, nao é dificil de ver que ¢ €7 (Qa(R)[x;d]/J*).
Por outro lado, seja z € Z(Qq(R)[x;d]/J*). Existe um d-
ideal nao nulo K de R tal que Kz C Rz;d]/J. Seja a aplicacao
B (Rlx;d)/J)K(R[z;d)/J) — R[z;d]/J definida por
5(;) fikigi) = ;)fikigiz = ;)fikiZgia

onde f; € R[x;d]/J, g; € Rlz;d]/J e k; € K. Nao é dificil de ver
que (8 é um homomorfismo de (R[z;d]/J, R[z;d]|/J)-bimddulos.

m

Logo, existe ¢ € C(R[z;d]/J) tal que Y. fikigic = B> fikigi) =
i=0 i=0
f: fikigiz. Assim,
i=0
(Rlz;dl/J)K(R[z;d]/J)(z — ¢) = 0.

Em particular, K(z — ¢) = 0. Portanto, pelo Lema 4.1.2, temos

que z = ¢ € C(R[z;d]/J). Isto completa a prova. m
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